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说明

• 采用 捄捩捲捡捣 挨挱挹挵挸挩 书中的写法挬 以 捛 捝 表示 捐捯捩捳捳捯据 括号挬 那么对易关系

uv − vu 挽 i挖h 捛u, v捝 .

挱挮 挨捃捨捥据挬 挱挹挸挲挬 捰挮挲挲挰挩 求下列矩阵(
挳 挲

挲 挰

)
和

(
挵 挲

−挲 挰

)

的本征值和归一化本征矢量挮 这些本征矢量正交吗挿 试加以评论挮

挲挮 挨捃捯据捳捴捡据捴捩据捥捳捣捵 等挬 挱挹挸挳挬 挱挮挱挩 试推导 捓捣捨捷捡捲捺 不等式

|〈u|v〉| ≤
√
〈u|u〉

√
〈v|v〉,

其中 |u〉 和 |v〉 是 捈捩捬换捥捲捴 空间 H 中的任意两个矢量挮

挳挮 挨捃捯据捳捴捡据捴捩据捥捳捣捵 等挬 挱挹挸挳挬 挱挮挲挩 试推导三角不等式√
〈u挫 v|u挫 v〉 ≤

√
〈u|u〉挫

√
〈v|v〉.

挴挮 挨捃捯据捳捴捡据捴捩据捥捳捣捵 等挬 挱挹挸挳挬 挱挮挳挩 求证挬 正交归一化矢量系 |u1〉挬 |u2〉挬 ·挬 |uν〉挬 · · · 为完备系的必要充分条件是挺 对任意两个矢量 |α〉 和 |β〉挬 关系式

〈α|β〉 挽
∑
ν

〈α|uν〉 〈uν |β〉

成立挮

挵挮 挨捃捯据捳捴捡据捴捩据捥捳捣捵 等挬 挱挹挸挳挬 挱挮挴挩 设 S1 是 捈捩捬换捥捲捴 空间 H 的一个子空间挬 S2 是它的正交补空间挮 任一矢量 |u〉 可以写成它在两个子空间的投影之和挬

|u〉 挽 |uS1
〉挫 |uS2

〉挮 求证挬 满足 |uS1
〉 挽 PS1

|u〉 的投影算符 PS1
是捈捥捲捭捩捴捥算符挬 且满足方程 P 2

S1
挽 PS1

挮

挶挮 挨捃捯据捳捴捡据捴捩据捥捳捣捵 等挬 挱挹挸挳挬 挱挮挵挩 求证挬 如果前一问题的子空间 S1 取为单个的归一化矢量 |a〉 张成的子空间挬 则相应的投影算符由下式给出挬

Pa 挽 |a〉 〈a| .
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挷挮 挨捃捯据捳捴捡据捴捩据捥捳捣捵 等挬 挱挹挸挳挬 挱挮挶挩 求证挬 如果 |nr〉 表示一可观察量的本征矢挬 则下列封闭关系成立挺∑
n,r

|nr〉 〈nr| 挽 挱.

挸挮 挨捃捯据捳捴捡据捴捩据捥捳捣捵 等挬 挱挹挸挳挬 挱挮挷挩 如果子空间 N 包含在 M 里挬 则称投影算符 PM 大于或等于另一个投影算符 PN 挬 即 PM ≥ PN 挬 求证挺

捩挮 关系式 PM ≥ PN 满足任何不等式所要求的公理挮

捩捩挮 捛PM , PN 捝 挽 挰挮

捩捩捩挮 关系式 PM ≥ PN 等于说对 捈捩捬换捥捲捴 空间的任一矢量 |u〉挬 〈u|PM |〉 ≥ 〈u|PN |u〉挮

挹挮 挨捃捯据捳捴捡据捴捩据捥捳捣捵 等挬 挱挹挸挳挬 挱挮挸挩 考虑矢量系 |ν〉挬 其中 ν 是连续角标挬 可以取间隔 挨ν1, ν2挩 内的所有值挮 求证挬 如果矢量 |ν〉 在下述意义上是正交归一
化的挬 即 〈ν′|ν〉 挽 δ挨ν′ − ν挩挬 则算符

P 挽

∫ ν2

ν1

|ν〉 dν 〈ν|

是投向由矢量系 |ν〉 张成的子空间的投影算符挮

挱挰挮 挨捃捯据捳捴捡据捴捩据捥捳捣捵 等挬 挱挹挸挳挬 挱挮挹挩 求证挬 如果幺正算符 U 可写成 U 挽 挱 挫 iεF 的形式挬 式中 ε 是一个无穷小的实数挬 则算符 F 是 捈捥捲捭捩捴捥 算符挮

挱挱挮 挨捃捯据捳捴捡据捴捩据捥捳捣捵 等挬 挱挹挸挳挬 挱挮挱挰挩 捈捥捲捭捩捴捥 算符 A 称为正定算符挬 如果对任何矢量 |u〉挬 有 〈u|A|u〉 ≥ 挰挮 求证挬 算符 A 挽 |a〉〈a| 是 捈捥捲捭捩捴捥 正定算符挮

挱挲挮 挨捃捯据捳捴捡据捴捩据捥捳捣捵 等挬 挱挹挸挳挬 挱挮挱挱挩 如果 A 是一 捈捥捲捭捩捴捥 正定算符挬 则

|〈u|A|v〉| ≤
√
〈u|A|u〉

√
〈v|A|v〉.

求证挬 捔捲挨A挩 ≥ 挰挬 而等号当且仅当 A 挽 挰 时成立挮

挱挳挮 挨捃捯据捳捴捡据捴捩据捥捳捣捵 等挬 挱挹挸挳挬 挱挮挱挲挩 求证挬 由关系式

F 挽

∫ ∫
|s〉 k挨s, t挩 〈t| dtds

定义的算符 F 是线性 捈捥捲捭捩捴捥 算符挬 其中核 k挨s, t挩 是实函数挮

挱挴挮 挨捃捯据捳捴捡据捴捩据捥捳捣捵 等挬 挱挹挸挳挬 挱挮挱挳挩 求证挬 微分算符

p 挽
挖h

i

d

dx

在所有可微波函数 捛比如说挬 〈x|φ〉 挽 φ挨x挩捝 的空间中是线性 捈捥捲捭捩捴捥 算符挮 这些可微波函数在间隔 挨a, b挩 的两端点都为零挮
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挱挵挮 挨捃捯据捳捴捡据捴捩据捥捳捣捵 等挬 挱挹挸挳挬 挱挮挱挴挩 平移算符 挊挨a挩 是如下定义的挬

挊挨a挩φ挨x挩 挽 φ挨x挫 a挩.

求证挬

捩挮 挊挨a挩 可以通过算符 p 挽 h̄
i
d
dx 表示挮

捩捩挮 挊挨a挩 是幺正算符挮

挱挶挮 挨捃捯据捳捴捡据捴捩据捥捳捣捵 等挬 挱挹挸挳挬 挱挮挱挵挩 给出 挳 个算符 A挬 B 和 C挬 试用对易关系 捛A,C捝 和 捛B,C捝 表示对易关系 捛AB,C捝挮

挱挷挮 挨捃捯据捳捴捡据捴捩据捥捳捣捵 等挬 挱挹挸挳挬 挱挮挱挶挩 设 H挨r挩 是一个作用于波函数 ψ挨r挩 上的算符挬 而 O 是一坐标变换算符挬 它作用在波函数上挬 使 Oψ挨r挩 挽 ψ挨r′挩挮 求

证挬 在坐标变换 O 下如果 H挨r挩 是不变的挬 即 H挨r′挩 挽 H挨r挩挬 则 捛H,O捝 挽 挰挮

挱挸挮 挨捃捯据捳捴捡据捴捩据捥捳捣捵 等挬 挱挹挸挳挬 挱挮挱挷挩 设算符 A 的逆算符 A−1 存在挬 试将算符 挨A− λB挩−1 展开成 λ 的幂级数挮

挱挹挮 挨捃捯据捳捴捡据捴捩据捥捳捣捵 等挬 挱挹挸挳挬 挱挮挱挸挩 求证挬 如果 A 和 B 是两个满足关系式 捛捛A,B捝 , A捝 挽 挰 的算符挬 则对于所有的正整数 m挬 关系式 捛Am, B捝 挽

mAm−1 捛A,B捝 成立挮

挲挰挮 挨捃捯据捳捴捡据捴捩据捥捳捣捵 等挬 挱挹挸挳挬 挱挮挱挹挩 求证

捛p, x捝 挽 −挱,

捛p, xn捝 挽 −nxn−1, n > 挱,

捛p,A捝 挽 −dA
dx
,

式中 p 挽 h̄
i
d
dx 挬 而 A 挽 A挨x挩 是 x 的可微函数挮

挲挱挮 挨捃捯据捳捴捡据捴捩据捥捳捣捵 等挬 挱挹挸挳挬 挱挮挲挰挩 如果给出可观察量 A 的特征方程 f挨λ挩 挽 挰挬 求证 f挨A挩 挽 挰挮

挲挲挮 挨捃捯据捳捴捡据捴捩据捥捳捣捵 等挬 挱挹挸挳挬 挱挮挲挱挩 设 |u〉 和 |v〉 是两个具有有限模方的矢量挬 求证挬

捔捲 挨|u〉 〈v|挩 挽 〈v|u〉 .

挲挳挮 挨捃捯据捳捴捡据捴捩据捥捳捣捵 等挬 挱挹挸挳挬 挱挮挲挲挩 如果 A 是任一线性算符挬 求证 挖AA 是正定的 捈捥捲捭捩捴捥 算符挬 它的迹等于 A 在任何表象中的矩阵元的模方之和挮 试

推导挬 当且仅当 A 挽 挰 时挬 捔捲挨 挖AA挩 挽 挰 才成立挮

挲挴挮 挨捃捯据捳捴捡据捴捩据捥捳捣捵 等挬 挱挹挸挳挬 挱挮挲挳挩 求证挬 如果 A 和 B 是两个正定的可观察量挬 则 捔捲挨AB挩 ≥ 挰挮
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挲挵挮 挨捃捯据捳捴捡据捴捩据捥捳捣捵 等挬 挱挹挸挳挬 挱挮挲挴挩 试将 捈捥捲捭捩捴捥 矩阵

ρ 挽

(
ρ11 ρ12

ρ21 ρ22

)
, 捔捲挨ρ挩 挽 挱.

对角化挬 方法是利用形式为

U 挽 e
1
2 iφσ2e

1
2 iψσ3

的幺正矩阵挬 式中

σ2 挽

(
挰 −i
i 挰

)
, σ3 挽

(
挱 挰

挰 −挱

)
.

挲挶挮 挨捃捯据捳捴捡据捴捩据捥捳捣捵 等挬 挱挹挸挳挬 挱挮挲挵挩 明显依赖于参量 λ 的算符 A挨λ挩 的导数定义为

dA挨λ挩

dλ
挽 捬捩捭
ε→0

A挨λ挫 ε挩−A挨λ挩
ε

.

求证挬

d

dλ
挨AB挩 挽

dA

dλ
B 挫A

dB

dλ
,

d

dλ
挨A−1挩 挽−A−1 dA

dλ
A−1.

挲挷挮 挨捃捯据捳捴捡据捴捩据捥捳捣捵 等挬 挱挹挸挳挬 挱挮挲挶挩 求证挬 由表达式

B挨t挩 挽 eiAtB0e
−iAt

所定义的算符 B挨t挩挬 是积分方程

B挨t挩 挽 B0 挫 i

[
A,

∫ t

0

B挨τ挩dτ

]
的解挬 式中 A 和 B0 是与参量 t 无关的算符挮

挲挸挮 挨捃捯据捳捴捡据捴捩据捥捳捣捵 等挬 挱挹挸挳挬 挱挮挲挷挩 求证挬 对任何两个算符 A 和 L挬

eLAe−L 挽 A挫 i挖h 捛L,A捝 挫
挱

挲挡
挨i挖h挩2 捛L, 捛L,A捝捝 挫

挱

挳挡
挨i挖h挩3 捛L, 捛L, 捛L,A捝捝捝 挫 · · · .
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挲挹挮 挨捃捯据捳捴捡据捴捩据捥捳捣捵 等挬 挱挹挸挳挬 挱挮挲挸挩 求证挬 如果 捛捛A,B捝 , A捝 捛捛A,B捝 , B捝 挽 挰挬 则

eAeB 挽 eA+Be
1
2 ih̄[A,B]

挳挰挮 挨捃捯据捳捴捡据捴捩据捥捳捣捵 等挬 挱挹挸挳挬 挱挮挲挹挩 求证久保恒等式

[
A, e−βH

]
挽 e−βH

∫ β

0

eλH 捛A,H捝 e−λHdλ,

式中 A 和 H 是任何两个算符挮

挳挱挮 挨捃捯据捳捴捡据捴捩据捥捳捣捵 等挬 挱挹挸挳挬 挱挮挳挰挩 求证挬 两个线性算符A和B相等挨可以相差一个相因子挩挬 即A 挽 Beiα的必要和充分条件是

|〈u |A| v〉| 挽 |〈u |B| v〉|

对于任一对线性无关的右矢|u〉和|v〉都能成立挮

挳挲挮 挨捃捯据捳捴捡据捴捩据捥捳捣捵 等挬 挱挹挸挳挬 挱挮挳挱挩 求证挬 线性算符 U 为幺正算符的必要和充分条件是在给定的表象中挬 这个算符的矩阵元 〈i|U |k〉 必须满足下列方
程挬 ∑

i

|〈i|U |k〉|2 挽 挱,∑
i

〈i|U |h〉 〈i|U |k〉 挽 挰, h 6挽 k.

假设求和是收敛的挮

挳挳挮 挨捃捯据捳捴捡据捴捩据捥捳捣捵 等挬 挱挹挸挳挬 挳挮挲挩 设 u 和 v 是两个可观测量算符挬 记 u 的测量平均值为 〈u〉挬 定义下列均方偏差

持u 挽
√
〈u2〉 − 〈u〉2

持v 挽
√
〈v2〉 − 〈v〉2

则成立不确定性关系

持u持v ≥ 挱

挲
挖h |〈w〉| ,

其中

w 挽 − i
挖h
挨uv − vu挩.
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挳挴挮 对线性算符 α挬 β挬 γ挬 证明挬

αβγ 挽γβα

挳挵挮 证明挬

|A〉 〈B| 挽 |B〉 〈A|

挳挶挮 如果 ξ 是实线性算符挬 而且对某一特定的右矢 |P 〉 有

ξm |P 〉 挽 挰,

式中 m 是正整数挬 证明

ξ |P 〉 挽 挰.

挳挷挮 考虑一个实线性算符 σ挬 它满足方程

σ2 挽 挱,

那么挬 σ 有两个本征值 挫挱 与 −挱挮 证明任意的右矢 |P 〉 能被表示为

|P 〉 挽 挱

挲
挨挱 挫 σ挩 |P 〉挫 挱

挲
挨挱− σ挩 |P 〉 .

并验证挬 上式右边的两项都是 σ 的本征右矢挬 分别属于本征值 挫挱 与 −挱挬 只要它们不为零挮

挳挸挮 对算符 α 和 β挬 设 α 存在逆算符 α−1挬 c 是一个数挬 且是一个小量挬 证明

挨α− cβ挩−1 挽 α−1 挫 cα−1βα−1 挫 c2α−1βα−1βα−1 挫 · · ·

挳挹挮 函数 δ挨x挩 由一个参量 x 决定挬 并满足下列条件挺{ ∫∞
−∞ δ挨x挩dx 挽 挱,

δ挨x挩 挽 挰, 当 x 6挽 挰 时挮

证明下列方程

δ挨−x挩 挽 δ挨x挩,
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xδ挨x挩 挽 挰,

δ挨ax挩 挽 a−1δ挨x挩, 挨a > 挰挩,

δ挨x2 − a2挩 挽
挱

挲
a−1{δ挨x− a挩 挫 δ挨x挫 a挩}, 挨a > 挰挩,∫

δ挨a− x挩dxδ挨x− b挩 挽 δ挨a− b挩,

f挨x挩δ挨x− a挩 挽 f挨a挩δ挨x− a挩.

挴挰挮 可观察量算符 α挬 β 的本征值分别为 an挬 bn挬 在任一态 |P 〉 中挬 先测得 α 的值 an挬 再测 β 值 bn 的概率为 P 挨an, bn挩挻 而先测 β 值为 bn挬 再测 α 值

an 的概率为 P 挨bn, an挩挮 问挺 P 挨an, bn挩 挽 P 挨bn, an挩 的条件是什么挿

挴挱挮 一个可观察量 α 有两个本征本征值 α′1 和 α′2挬 对应的本征右矢分别是 |α′1〉 和 |α′2〉挮 而可观察量 β 有两个本征右矢 |β′1〉 和 |β′2〉挬 两种本征态有如下
关系

|α′1〉 挽
挱√
挱挳
{挲 |β′1〉挫 挳 |β′2〉} , |α′2〉 挽

挱√
挱挳
{挳 |β′1〉 − 挲 |β′2〉}

当测量 α 后得到 α′1挬 若再测量 β挬 以后再测量 α挬 证明第二次得到 α′1 的概率是
97
169 挮

挴挲挮 证明以下定理

捩挮 与可观察量ξ对易的线性算符挬 必定也与ξ的任意函数对易挮

捩捩挮 线性算符如果与对易可观察量完全集之中的每一个可观察量相对易挬 则它是这些可观察量的函数挮

捩捩捩挮 如有一可观察量ξ及一线性算符g挬 如果与ξ对易的任意线性算符也与g对易挬 那么挬 g就是ξ的函数挮

挴挳挮 对于 挴 阶排列挬 共有多少个类挿 列出每个类的所有元素挮

挴挴挮 设 j 挽 j1 挫 j2挬 在 |j1,m1, j2,m2〉 态下挬 对称态与反对称态

挨|j1,m1, j2,m2〉 ± |j2,m2, j1,m1〉挩,

计算 |j|2 和 mz 挽 m1z 挫m2z 作用于上述态的结果挮

挴挵挮 挨修改自捇捯捬捤捳捴捥捩据 捥捴 捡捬挮挬 挲挰挰挵挬 挷挮挲挸挩描述二维晶体的模型中挬采用直角坐标系统挬其基矢量为 e1和 e2挬而该晶体的晶格矢量为 a 挽 e1和 b 挽 e1挫e2挬

即可以用 a 和 b 取代 e1 和 e2挬 作为新的基矢量挬 来表示晶体的物理参量挮 试确定这两个晶格矢量的对偶矢量挮

挴挶挮 挨马涛 等挬 挱挹挸挶挬 捰挮挲挬 挱挭挱挩 设ψ1挬 ψ2为体系的两个可能实现的状态挬 现做如下三种线性叠加

捩挮 ψA 挽 ψ1 挫 eiδψ2挬
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捩捩挮 ψB 挽 eiδ挨ψ1 挫 ψ2挩挬

捩捩捩挮 ψC 挽 ψ1 挫 ψ2挮

δ为实的常数挮 试问ψA挬 ψB和ψC是否表示相同的态挿

挴挷挮 挨马涛 等挬 挱挹挸挶挬 捰挮挲挬 挱挭挱挲挩 设ψ1和ψ2是某一系统的两个波函数挬 C1和C2是常数挮 现在构成以下的函数

捩挮 ψa 挽 C1ψ1 挫 C2ψ
2
2 挬

捩捩挮 ψb 挽 C2
1ψ1 挫 C2ψ2挬

捩捩捩挮 ψc 挽 eC1ψ1+C2ψ2 挮

这些函数是不是该系统的波函数挿 为什么挿

挴挸挮 挨潘必才挬 挲挰挱挴挬 捅捸挮挳挭挶挩 证明任何一个 捈捥捲捭捩捴捥 矩阵都能被一个幺正矩阵对角化挮

挴挹挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挲挮挱挩 设质量为 m 的粒子在势场 V 挨r挩 中运动挮

捩挮 证明粒子的能量平均值为 E 挽
∫
wd3r挬

w 挽
挖h2

挲m
∇ψ∗ · ∇ψ 挫 ψ∗V ψ 挨能量密度挩挻

捩捩挮 证明能量守恒公式

∂w

∂t
挫∇ · s 挽 挰, s 挽 − 挖h2

挲m

(
∂ψ∗

∂t
∇ψ 挫

∂ψ

∂t
∇ψ∗

)
挨能量密度挩.

挵挰挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挲挮挲挩 考虑单粒子的 捓捣捨捲捿捯捤捩据捧捥捲 方程

i挖h
∂

∂t
ψ挨r, t挩 挽 − 挖h2

挲m
∇2ψ挨r, t挩 挫 {V1挨r 挫 iV2挨r挩}ψ挨r, t挩,

V1 与 V2 为实函数挮

捩挮 证明粒子的几率 挨粒子数挩 不守恒挮

捩捩挮 证明粒子在空间体积 τ 内的几率随时间的变化为

d

dt

∫
τ

ψ∗ψd3r 挽 − 挖h

挲im

∮
S

挨ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗挩 · ds挫 挲

挖h

∫
τ

V2挨r挩ψ
∗ψd3r.
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挵挱挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挲挮挳挩 设 ψ1 和 ψ2 是 捓捣捨捲捿捯捤捩据捧捥捲 方程的两个解挬 证明

d

dt

∫
ψ∗1挨r, t挩ψ2挨r, t挩d

3r 挽 挰.

挵挲挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挲挮挴挩 设一维自由粒子的初态 ψ挨x, 挰挩 挽 eip0x/h̄挬 求 ψ挨x, t挩挮

挵挳挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挲挮挵挩 设一维自由粒子的初态 ψ挨x, 挰挩 挽 δ挨x挩挬 求 |ψ挨x, t挩|2挮
提示挺 利用复参数 α 的广义 捇捡捵捳捳 积分公式∫ +∞

−∞
e−αx

2

dx 挽

√
π

α
.

挵挴挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挲挮挶挩 设一维自由粒子的初态 ψ挨x, 挰挩挬 证明在足够长时间后挬

ψ挨x, t挩 挽

√
m

挖ht
捥捸捰挨−iπ/挴挩 捥捸捰

(
imx2

挲挖ht

)
ϕ
(mx
挖ht

)
,

式中

ϕ挨k挩 挽
挱√
挲π

∫ +∞

−∞
ψ挨x, 挰挩e−ikxdx

是 ψ挨x, 挰挩 的 捆捯捵捲捩捥捲 变换挮

提示挺 利用

捬捩捭
α→∞

√
α

π
eiπ/4e−iαx

2

挽 δ挨x挩.

挵挵挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挲挮挷挩 设一维自由粒子的初态是一个 捇捡捵捳捳 波包挬

ψ挨x, 挰挩 挽 e
ip0x
h̄

挱

挨πα2挩1/4
e−

x2

2α2 .

捩挮 证明初始时刻挬 〈x〉 挽 挰挬 〈p〉 挽 p0 挨这里 〈f〉 表示变量 f 的平均值挩挬

持x 挽
√
〈挨x− 〈x〉挩2〉 挽 α√

挲
,

持p 挽
√
〈挨p− 〈p〉挩2〉 挽 挖h√

挲α
,

持x持p 挽
挖h

挲
.
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捩捩挮 计算 t 时刻的波函数1

ψ挨x, t挩 挽

{√
π

(
α挫

i挖ht

mα

)}−1/2

捥捸捰

{
ip0x

挖h

(
挱− p0t

挲mx
挫

挱

挲

挖h

αp0

挖ht

mα2

x

α

)}
捥捸捰

{
− 挨x− p0t/t挩

2

挲α
(
挱 挫 ih̄t

mα2

)} ,
|ψ挨x, t挩|2 挽

挱

√
π
(
α2 挫 h̄2t2

m2α2

)1/2
捥捸捰

{
− 挨x− p0t/m挩2

α2 挫 h̄2t2

m2α2

}
,

由此

〈x挨t挩〉 挽p0t

m
,

与经典粒子比较挮 而

持x挨t挩 挽
α√
挲

(
挱 挫

挖h2t2

m2α2

)1/2

≈ 挖ht√
挲mα

挨t→∞挩.

考虑一个宏观粒子挬 m 挽 挱捧挬 初始时刻位置准确到 挱捦捭 挽 挱挰−13捣捭挬 即 持x挨t 挽 挰挩 挽 α/
√
挲 挽 挱挰−13捣捭挬 计算 t 挽 挳挰挰, 挰挰挰 年时 持x挨t挩 挽挿 由此

你可以得出什么结论挿

挵挶挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挳挮挱挩 设粒子处于二维无限深势阱中

V 挨x, y挩 挽

{
挰, 挰 < x < a, 挰 < y < b挻

∞, 其余区域挮

求粒子的能量本征值和本征波函数挮 如 a 挽 b挬 能级的简并度如何挿

挵挷挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挳挮挲挩 设粒子限制在矩形匣子中运动挬 即

V 挨x, y, z挩 挽

{
挰, 挰 < x < a, 挰 < y < b, 挰 < z < c挻

∞, 其余区域挮

求粒子的能量本征值和本征波函数挮 如 a 挽 b 挽 c挬 讨论能级的简并度挮

1原题红色部分为 exp
{

ip0
h̄

(
x− p0t

m

)}
.
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挵挸挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挳挮挳挩 设粒子处于一维无限深方势阱中挬

V 挨x挩 挽

{
挰, 挰 < x < a挻

∞, 其余区域挮

证明处于定态 ψn挨x挩 的粒子挬 〈x〉 挽 a
2 挬

〈挨x− 〈x〉挩2〉 挽a
2

挱挲

(
挱− 挶

n2π2

)
.

讨论 n→∞ 的情况挬 并与经典力学计算结果比较挮

挵挹挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挳挮挴挩 设粒子处于一维无限深方势阱中挬

V 挨x挩 挽

{
挰, |x| < a/挲挻

∞, 其余区域挮

处于基态 挨n 挽 挱挩挮 求粒子的动量分布挮

挶挰挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挳挮挵挩 设粒子 挨能量 E > 挰挩 从左入射挬 碰到下列势阱

V 挨x挩 挽

{
挰, x > 挰挻

−V0, x < 挰.

求阱壁处的反射系数挮

挶挱挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挳挮挶挩 利用 捈捥捲捭捩捴捥 多项式的递推关系或算符 1√
2mh̄ω

挨p挫 imωx挩 的性质挬 证明谐振子波函数满足下列关系

xψn挨x挩 挽
挱

α

{√
n

挲
ψn−1挨x挩 挫

√
n挫 挱

挲
ψn+1挨x挩

}
,

x2ψn挨x挩 挽
挱

挲α2

{√
n挨n− 挱挩ψn−2挨x挩 挫 挨挲n挫 挱挩ψn挨x挩 挫

√
挨n挫 挱挩挨n挫 挲挩ψn+2挨x挩

}
,

其中 α 挽
√

mω
h̄ 挮 并由此证明挬 在ψn态下挬 〈x〉 挽 挰挬 〈V 〉 挽 En/挲挮

挶挲挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挳挮挷挩 同上题挬 利用 捈捥捲捭捩捴捥 多项式的求导公式或算符 1√
2mh̄ω

挨p挫 imωx挩 的性质挬 证明

d

dx
ψn挨x挩 挽α

{√
n

挲
ψn−1挨x挩−

√
n挫 挱

挲
ψn+1挨x挩

}
,
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d2

dx2
ψn挨x挩 挽

α2

挲

{√
n挨n− 挱挩ψn−2挨x挩− 挨挲n挫 挱挩ψn挨x挩

挫
√
挨n挫 挱挩挨n挫 挲挩ψn+2挨x挩

}
.

并由此证明挬 在 ψn 态下挬 〈p〉 挽 挰挬 〈T 〉 挽 1
2m 〈p

2〉 挽 En/挲挮

挶挳挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挳挮挸挩 谐振子处于ψn态下挬 计算

持x 挽
√
〈挨x− 〈x〉挩2〉, 持p 挽

√
〈挨p− 〈x〉挩2〉, 持x持p.

挶挴挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挳挮挹挩 荷电q的谐振子挬 受到外电场E的作用挬

V 挨x挩 挽
挱

挲
mω2x2 − qEx,

求能量本征值和本征函数挮

挶挵挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挳挮挱挰挩 求不对称势阱

V 挨x挩 挽


V1, x < 挰,

挰, 挰 < x < a,

V2 x > a

中粒子的能量本征值挮

挶挶挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挳挮挱挱挩 设粒子在下列势阱中运动挬 求粒子能级挬

V 挨x挩 挽

{
∞, x < 挰,
1
2mω

2x2, x > 挰.

挶挷挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挳挮挱挲挩 设粒子处于半壁无限高的势场中

V 挨x挩 挽


∞, x < 挰,

−V0, 挰 < x < a,

挰, x > a.

求粒子能量本征值挬 以及至少存在一条束缚能级的条件挮
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挶挸挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挴挮挱挩 设 ξ 与 η 为实线性算符挬 则 1
2 挨ξη挫 ηξ挩 和 1

2i 挨ξη− ηξ挩 也是实线性算符挮 由此证明挬 任何一个算符 α 均可分解为 α+ 挫 iα−挬

α+ 挽
挱

挲
挨α挫 挖α挩, α− 挽

挱

挲i
挨α− 挖α挩,

其中 挖α 为算符 α 的共轭算符挮 α+ 与 α− 均为实算符挮

挶挹挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挴挮挲挩 设 F 挨x, p挩 是 x 和 p 的整函数挬 证明挬

捛p, F 捝 挽 − ∂

∂x
F, 捛x, F 捝 挽

∂

∂p
F.

整函数是指F 挨x, p挩可以展开成

F 挨x, p挩 挽

∞∑
m,n=0

Cmnx
mpn.

挷挰挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挴挮挳挩 定义反对易式 捛A,B捝+ ≡ 1
ih̄ 挨AB 挫BA挩挮 证明挬

捛AB,C捝 挽A捛B,C捝+ − 捛A,C捝+B,

捛A,BC捝 挽捛A,B捝+C −B捛A,C捝+.

挷挱挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挴挮挴挩 设 A挬 B挬 C 为矢量算符挬 A 和 B 的标量积和矢量积定义为挬

A ·B 挽
∑
α

AαBα, 挨A×B挩γ 挽
∑
αβ

εαβγAαBβ ,

α, β, γ 挽 x, y, z挬 εαβγ 为 捌捥捶捩挭捃捩捶捩捴捡 符号 挨排列符号挩

εαβγ 挽


挱, αβγ 是 xyz 的偶排列

−挱, αβγ 是 xyz 的奇排列

挰, 其他

试验证挬

A · 挨B ×C挩 挽 挨A×B挩 ·C 挽
∑
αβγ

εαβγAαBβCγ ,

{A× 挨B ×C挩}α 挽 A · 挨BαC挩− 挨A ·B挩Cα,

{挨A×B挩×C}α 挽 A · 挨BαC挩−Aα挨B ·C挩.
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挷挲挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挴挮挵挩 设 A 与 B 为矢量算符挬 F 为标量算符挮 证明挬

捛F,A ·B捝 挽 捛F,A捝 ·B 挫A · 捛F,B捝,

捛F,A×B捝 挽 捛F,A捝×B 挫A× 捛F,B捝.

挷挳挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挴挮挶挩 设 F 是由坐标 r 与动量 p 构成的标量算符挬 l 挽 r × p 是角动量算符挬 证明挬

捛l, F 捝 挽
∂F

∂p
× p− r × ∂F

∂r
.

挷挴挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挴挮挷挩 证明挬

p× l挫 l× p 挽挲i挖hp,

p× l− l× p 挽捛l2,p捝.

挷挵挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挴挮挸挩 证明挬

l2 挽 r2p2 − 挨r · p挩2 挫 i挖hr · p,

挨l× p挩2 挽 挨p× l挩2 挽 −挨l× p挩 · 挨p× l挩 挽 l2p2,

− 挨p× l挩 · 挨l× p挩 挽 l2p2 挫 挴挖h2p2,

挨l× p挩× 挨l× p挩 挽 −i挖hlp2.

挷挶挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挴挮挹挩 定义径向动量算符

pr 挽
挱

挲

(
挱

r
r · p挫 p · r 挱

r

)
,

证明

捩挮 挖pr 挽 pr挻

捩捩挮 pr 挽 −i挖h
(
∂
∂r 挫

1
r

)
挻

捩捩捩挮 捛r, pr捝 挽 挱挻

捩捶挮 p2
r 挽 −挖h

2
(
∂2

∂r2 挫 2
r
∂
∂r

)
挽 −挖h2 1

r2
∂
∂r r

2 ∂
∂r 挻
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捶挮 p2 挽 1
r2 l

2 挫 p2
r挮

挷挷挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挴挮挱挰挩 利用不确定性原理估算谐振子的基态能量挮

挷挸挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挴挮挱挱挩 利用不确定性原理估算类氢原子中电子的基态能量挮

挷挹挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挴挮挱挲挩 证明在分立的能量本征态下动量平均值为零挮

挸挰挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挴挮挱挳挩 证明在 lz 的本征态 |l′z〉 下挬 〈l′z|lx|l′z〉 挽 〈l′z|ly|l′z〉 挽 挰挮

挸挱挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挴挮挱挴挩 设粒子处于 Ylm挨θ, ϕ挩 状态下挬 求挨持lx挩
2和挨持ly挩

2挮

挸挲挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挴挮挱挵挩 设粒子处于 ψ 挽 c1Y11 挫 c2Y20 状态 挨已归一化挬 即 |c1|2 挫 |c2|2 挽 挱挩挮 求

捩挮 lz 的可能测量值及平均值挻

捩捩挮 l2 的可能测量值及相应的几率挻

捩捩捩挮 lx 的可能测量值及相应的几率挮

挸挳挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挴挮挱挶挩 设属于能级 E 的三个简并态 ψ1挬 ψ2 和 ψ3挬 彼此线性独立挬 但不正交挮 试利用它们构成一组彼此正交归一的波函数挮

挸挴挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挴挮挱挷挩 设有矩阵 A挬 B挬 C挬 S 等挮 证明，

捤捥捴挨AB挩 挽捤捥捴A · 捤捥捴B, 捤捥捴挨S−1AS挩 挽 捤捥捴A,

捴捲挨AB挩 挽捴捲挨BA挩, 捴捲挨S−1AS挩 挽 捴捲A,

捴捲挨ABC挩 挽捴捲挨CAB挩 挽 捴捲挨BCA挩.

捤捥捴A 表示与矩阵 A 对应的行列式的值挬 捴捲A 代表矩阵 A 的对角元素之和挮

挸挵挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挴挮挱挸挩 处于势场V 挨r挩中的粒子挬 在坐标表象中其能量本征方程表示成{
− 挖h2

挲m
∇2 挫 V 挨r挩

}
ψ挨r挩 挽Eψ挨r挩,

试在动量表象中写出相应的能量本征方程挮

挸挶挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挵挮挱挩 设力学量A不显含t挬 H为体系的捈捡捭捩捬捴捯据量挬 证明

d2

dt2
A 挽挖h捛捛A,H捝, H捝.
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挸挷挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挵挮挲挩 设力学量A不显含t挬 证明在束缚定态下

dA

dt
挽挰.

挸挸挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挵挮挳挩 Dx挨a挩 挽 捥捸捰
(
−a ∂

∂x

)
挽 捥捸捰挨−iapx/挖h挩表示沿x方向平移距离a的算符挮 证明下列形式波函数挨捂捬捯捣捨波函数挩

ψ挨x挩 挽eikxφk挨x挩, φk挨x挫 a挩 挽 φ挨x挩,

是Dx挨a挩的本征态挬 相应本征值为e−ika挮

挸挹挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挵挮挴挩 设|m′z〉表示mz的本征态挨本征值为m′z挖h挩挮 证明

e−imxϕ/h̄e−imyθ/h̄ |m′z〉

是角动量m沿空间挨θ, ϕ挩

mx 捳捩据 θ 捣捯捳ϕ挫my 捳捩据 θ 捳捩据ϕ挫mz 捣捯捳 θ

的本征态挮

挹挰挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挵挮挵挩 设 捈捡捭捩捬捴捯据 量 H 挽 p2/挲µ挫 V 挨r挩挬 证明下列求和规则∑
n

挨En − Em挩 |xnm|2 挽挖h2/挲µ,

x 是 r 的一个分量挬
∑
n 是对一切定态求和挬 En 是对应于 n 态的能量本征值挬 H |n〉 挽 En |n〉挮

提示挺 计算 捛捛H,x捝, x捝挬 求 〈m|捛捛H,x捝, x捝|m〉挮

挹挱挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挵挮挶挩 设 F 挨r,p挩 为 捈捥捲捭捩捴捥 算符挬 证明在能量表象中的求和规则

∑
n

挨En − Ek挩 |Fnk|2 挽− 挖h2

挲
〈k|捛F, 捛H,F 捝捝|k〉 .

挹挲挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挶挮挱挩 利用公式

R 挽
m1r1 挫m2r2

m1 挫m2
,

r 挽r1 − r2,

第 挱挶 页 挨共 挲挹 页挩



郑
惠
南
捻 量
子
力
学

捃
量子力学 捃 挲挰挲挲 年春季

M 挽m1 挫m2,

µ 挽
m1m2

m1 挫m2

证明下列关系式

相对动量 p 挽µ 损r 挽
挱

M
挨m2p1 −m1p2挩,

总动量 P 挽M 损R 挽 p1 挫 p2,

总轨道角动量 L 挽l1 挫 l2 挽 r1 × p1 挫 r2 × p2

挽R× P 挫 r × p,

总动能 T 挽
p2

1

挲m1
挫
p2

2

挲m2
挽
P 2

挲M
挫
p2

挲µ
.

挹挳挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挶挮挲挩 同上题挮 求坐标表象中p挬 P和L的算符表示式

p 挽 −i挖h∇r, P 挽 −i挖h∇R, L 挽 R× P 挫 r × p.

挹挴挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挶挮挳挩 利用氢原子能级公式挬 讨论下列体系的能谱

捩挮 电子偶素 挨捰捯捳捩捴捲捯据捩捵捭挬 指 e+ − e− 束缚体系挩挬

捩捩挮 µ 原子 挨捭捵捯据捩捣 捡捴捯捭挩挬

捩捩捩挮 µ 子偶素挨捭捵捯据捩捵捭挬 指 µ+ − µ− 束缚体系挩挮

挹挵挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挶挮挴挩 对氢原子基态挬 计算 持x持px挮

挹挶挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挶挮挵挩 对于氢原子基态挬 求电子处于经典禁区挨r > 挲a挩挨即E − V < 挰挩的几率挮

挹挷挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挶挮挶挩 对于类氢原子挨荷电荷Ze挩的捜圆轨道挢挨指nr 挽 挰挬 即l 挽 n− 挱的轨道挩挬 计算

捩挮 最可几半径挻

捩捩挮 平均半径挻

捩捩捩挮 涨落持r 挽
{〈
r2
〉
− 〈r〉2

}1/2

挮

挹挸挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挶挮挷挩 设电荷为Ze的原子核突然发生β−衰变挬 核电荷变成挨Z 挫 挱挩e挮 求衰变前原子Z中一个K电子挨挱s轨道上的电子挩在衰变后仍然

保持在新的原子挨Z 挫 挱挩的K轨道的几率挮
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挹挹挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挶挮挸挩 设碱金属原子中的价电子所受原子实挨原子核挫满壳电子挩的作用近似表示为

V 挨r挩 挽− e2

r
− λe

2a

r2
挨挰 < λ� 挱挩,

a为捂捯捨捲半径挬 上式右边第挲项为屏蔽捃捯捵捬捯捭换势挮 求价电子的能级挮

提示挺 令l挨l 挫 挱挩− 挲λ 挽 l′挨l′ 挫 挱挩挬 解出

l′ 挽− 挱

挲
挫 挨l 挫 挱/挲挩

{
挱− 挸λ

挨挲l 挫 挱挩2

}1/2

.

挱挰挰挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挶挮挹挩 设粒子处于中心势V 挨r挩 挽 1
2Kr

2 挫Dl2挬 挨K挬 D为常数挬 K > 挰挩挬 l为轨道角动量挮 求粒子能级挮

挱挰挱挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挷挮挱挩 荷电 q 质量为 M 的粒子在均匀外磁场 B 中运动挬 捈捡捭捩捬捴捯据量表示为

H 挽
挱

挲M

(
P − q

c
A
)2

挽
挱

挲
Mv2,

v 挽
挱

M

(
P − q

c
A
)
,

速度算符 v 的三个分量满足对易关系式

v × v 挽i挖h
q

M2c
B.

假设 B 沿 z 轴方向挬 只考虑粒子在 xy 平面中的运动挬 则有

捛vx, vy捝 挽
q

M2c
B.

设 q > 挰挬 令

Q 挽

√
M2c

挖hqB
vx, P 挽

√
M2c

挖hqB
vy,

则

捛Q,P 捝 挽 挱/挖h,

而

H 挽
挱

挲
M挨v2

x 挫 v2
y挩 挽

挱

挲
挨Q2 挫 P 2挩挖hωc,

式中 ωc 挽 qB/Mc 为 捣捹捣捬捯捴捲捯据 角频率挮 上式与谐振子 捈捡捭捩捬捴捯据 量相似挮 由此求出其能量本征值 挨捌捡据捤捡捵 能级挩

En 挽 挨n挫 挱/挲挩挖hωc.
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挱挰挲挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挷挮挲挩 求相互垂直的均匀电场和磁场中的带电粒子的能量本征值挮

提示挺 设电场沿 y 方向 E 挽 挨挰, E , 挰挩挬 磁场沿 z 方向挬 选 捌捡据捤捡捵 规范挬 A 挽 挨−By, 挰, 挰挩挬 则粒子在 xy 平面内运动的 捈捡捭捩捬捴捯据 量为

H 挽
挱

挲M

{(
Px 挫

qB

c
y

)2

挫 P 2
y

}
− qEy.

挱挰挳挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挸挮挱挩 解答下列问题

捩挮 在 σz 表象中挬 求 σx 的本征态挮

捩捩挮 求 σz 表象到 σx 表象的变换矩阵 S挮

捩捩捩挮 验证

SσxS
−1 挽S

(
挰 挱

挱 挰

)
S−1 挽

(
挱 挰

挰 −挱

)
.

挱挰挴挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挸挮挲挩 在 σz 表象中挬 求 σ · n 的本征态挬 n 挽 挨捳捩据 θ 捣捯捳ϕ, 捳捩据 θ 捳捩据ϕ, 捣捯捳 θ挩 是方位角 挨θ, ϕ挩 方向的单位矢量挮

挱挰挵挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挸挮挳挩 在 sz 本征态 χ1/2挨sz挩 挽

(
挱

挰

)
下挬 求 挨持sx挩

2 和 挨持sy挩
2挮

挱挰挶挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挸挮挴挩 在sz本征态χ1/2下挬 求σ · n的可能测量值及相应的几率挮 若电子处于σ · n 挽 挫挱的自旋态下挬 求σ各分量的可能测量值及相

应的几率以及σ的平均值

挱挰挷挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挸挮挵挩 证明

捩挮 eiλσz 挽 捣捯捳λ挫 iσz 捳捩据λ 挨λ为常数挩挮

捩捩挮 eiσ·A 挽 捣捯捳A挫 iσ · n 捳捩据A挬 A 挽 An挬 A为常矢量挬 大小为A挬 方向的单位向量为n

捩捩捩挮 证明捔捲
(
eiσ·A

)
挽 挲 捣捯捳A挬 捔捲为求矩阵的对角元之和挮

挱挰挸挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挸挮挶挩 证明eiλσzσxe
−iλσz 挽 σx 捣捯捳挨挲λ挩− σy 捳捩据挨挲λ挩 挨λ为常数挩挮

挱挰挹挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挸挮挷挩电子的磁矩算符可表示为µ 挽 − e
2mc 挨l挫挲s挩挮 磁矩的观测值定义为µ 挽 〈ljmj |µz|ljmj〉|mj=j 挽 〈ljj|µz|ljj〉挬 |ljmj〉是挨l2, j2, jz挩的

共同本征态挮 计算µ挮

提示挺 µz 挽 − e
2mc 挨jz 挫 sz挩挮 利用式

〈ljmj |σz|ljmj〉 挽

{
mj/j, j 挽 l 挫 挱/挲,

−mj/挨j 挫 挱挩, j 挽 l − 挱/挲.
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挱挱挰挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挸挮挸挩由两个非全同粒子挨自旋均为挖h/挲挩组成的体系挬设粒子间相互作用表示为H 挽 As1 ·s2挨不考虑轨道运动挩挮 初始时刻挨t 挽 挰挩粒

子挱自旋捜向上挢挨s1z 挽 挱/挲挩挬 粒子挲自旋捜向下挢挨s2z 挽 −挱/挲挩挮 求时刻t挨> 挰挩时挬

捩挮 粒子挱自旋向上的几率挻

捩捩挮 粒子挱和挲的自旋均向上的几率挻

捩捩捩挮 总自旋S 挽 挰和挱的几率挻

捩捶挮 s1和s2的平均值挮

挱挱挱挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挸挮挹挩 设有一个定域电子挬 受到沿 x 方向均匀磁场 B 的作用挬 捈捡捭捩捬捴捯据 量 挨不考虑轨道运动挩 表示为 H 挽 eB
mcsx 挽 eBh̄

2mcσx挮 设

t 挽 挰 时电子自旋捜向上挢 挨sz 挽 挖h/挲挩挬 求 t > 挰 时 s 的平均值挮

挱挱挲挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挸挮挱挰挩 考虑自旋为挖h/挲的粒子挬 具有磁矩µ挬 在转动磁场B挨t挩中运动挮 B挨t挩 挽 挨B1 捣捯捳挨挲ω0t挩, B1 捳捩据挨挲ω0t挩, B0挩挬 ω0 挽 µB0/挖h挮

捈捡捭捩捬捴捯据量表示为挨σz表象挩

H挨t挩 挽− µ ·B 挽 −µσ ·B 挽

(
−µB0 −µB1e

2iω0t

−µB1e
−2iω0t µB0

)
,

含时捈捡捭捩捬捴捯据量具有周期性挬 H挨τ挩 挽 H挨挰挩挬 τ 挽 π/ω0挮

捩挮 把t看成参数挬 求H挨t挩的瞬时挨捩据捳捴捡据捴捡据捥捯捵捳挩本征态挮

捩捩挮 设粒子初态ψ挨挰挩 挽 ψ−挨挰挩挮 在绝热近似下挨磁场转动极慢挩挬 粒子自旋态保持在ψ−挨t挩挨忽略ψ+挨t挩的混合挩挬 ψ挨t挩可表示为

ψ挨t挩 挽a−挨t挩 捥捸捰

(
−iE−t

挖h

)
ψ−挨t挩,

代入含时捓捣捨捲捿捯捤捩据捧捥捲方程

i挖h
∂

∂t
ψ 挽Hψ,

求解a−挨t挩 挽 eiβ−(t)挬 讨论经历一周期后的相位β−挨τ挩挮

捩捩捩挮 不做绝热近似挬 ψ挨t挩一般解应表示成ψ挨t挩 挽

(
a挨t挩

b挨t挩

)
挮 设初态为ψ挨挰挩 挽

(
a0

b0

)
挮 求ψ挨t挩挮

挱挱挳挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挹挮挱挩 一维势阱 V 挨x挩 中粒子的能量本征态方程为

Hψn挨x挩 挽

{
− 挖h2

挲µ

d2

dx2
挫 V 挨x挩

}
ψn挨x挩 挽 Enψn挨x挩.
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设存在束缚态挬 取基态能量 E0 挨有限挬 E0 6挽 −∞挩为参照点挬 即 E0 挽 挰挬 则 ψ0挨x挩 满足{
− 挖h2

挲µ

d2

dx2
挫 V 挨x挩

}
ψ0挨x挩 挽挰.

ψ0挨x挩 无节点挨边界点除外挩挮 考虑如下能量本征方程挬

H−ψ0挨x挩 挽

{
− 挖h2

挲µ

d2

dx2
挫 V 挨x挩

}
ψ0挨x挩 挽 挰,

不妨设 ψ0挨x挩 为实的挮 显然

V−挨x挩 挽
挖h2

挲µ

ψ′′0 挨x挩

ψ0挨x挩
,

因此 H− 可以表示为

H− 挽
挖h2

挲µ

{
− d2

dx2
挫
ψ′′0 挨x挩

ψ0挨x挩

}
.

定义算符

A 挽

√
挖h2

挲µ

{
d

dx
− ψ′0
ψ0

}
,

则

挖A 挽

√
挖h2

挲µ

{
− d

dx
− ψ′0
ψ0

}
,

捩挮 证明 Aψ0 挽 挰挻

捩捩挮 证明 挖AA 挽 H−挻

捩捩捩挮 证明 A 挖A− 挖AA 挽 − h̄
2

µ

(
ψ′′0
ψ0

挫
ψ′20
ψ2

0

)
挬 而

A 挖A ≡ H+ 挽− 挖h2

挲µ

d2

dx2
挫 V+挨x挩,

V+挨x挩 挽−
挖h2

挲µ

ψ′′0
ψ0

挫
挖h2

µ

ψ′20
ψ2

0

.
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捩捶挮 除 H− 的基态外挬 证明 H+ 与 H− 的本征值有下列关系

E(+)
n 挽E

(−)
n+1, n 挽 挰, 挱, 挲, . . . .

捶挮 将以上讨论应用于谐振子挨取 挖h 挽 m 挽 ω 挽 挱挬 ψ0挨x挩 ∼ e−x
2/2挩挬 计算出 A 和 挖A挮

挱挱挴挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挹挮挲挩 对于氢原子的径向方程挬 取挖h 挽 e 挽 µ 挽 挱挬

χ′′l 挫

{
挲

(
E 挫

挱

r

)
− l挨l 挫 挱挩

r2

}
χl 挽挰

可改写成

D挨l挩χl挨r挩 挽λlχl挨r挩, λl 挽 −挲E,

D挨l挩 挽
d2

dr2
− l挨l 挫 挱挩

r2
挫

挲

r
.

令

A+挨l挩 挽
d

dr
− l 挫 挱

r
挫

挱

l 挫 挱
,

A−挨l挩 挽
d

dr
挫
l

r
− 挱

l
, 挨l > 挰挩.

证明

A−挨l 挫 挱挩A+挨l挩 挽D挨l挩− 挱

挨l 挫 挱挩2
,

A+挨l − 挱挩A−挨l挩 挽D挨l挩− 挱

l2
, 挨l > 挰挩.

以及

D挨l挩A+挨l − 挱挩χl−1 挽λl−1A+挨l − 挱挩χl−1,

D挨l挩A−挨l 挫 挱挩χl+1 挽λl+1A−挨l 挫 挱挩χl+1.

因此阐明A+和A−算符的作用是使角动量l增挬 减挱挬 但保持能量E不变挮
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挱挱挵挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挹挮挳挩 对于三维各向同性谐振子挬 V 挨r挩 挽 1
2µω

2r2挬 取挖h 挽 ω 挽 µ 挽 挱挬 径向方程为

χ′′l 挫

{
挲E − r2 − l挨l 挫 挱挩

r2

}
χl 挽 挰,

可以改写成

D挨l挩χl挨r挩 挽λlχl挨r挩,

D挨l挩 挽
d2

dr2
− l挨l 挫 挱挩

r2
− r2, λl 挽 −挲E.

令

A+挨l挩 挽
d

dr
− l 挫 挱

r
挫 r,

A−挨l挩 挽
d

dr
挫
l

r
− r,

B+挨l挩 挽
d

dr
− l 挫 挱

r
− r,

B−挨l挩 挽
d

dr
挫
l

r
挫 r,

证明

A−挨l 挫 挱挩A+挨l挩 挽D挨l挩 挫 挨挲l 挫 挳挩,

A+挨l − 挱挩A−挨l挩 挽D挨l挩 挫 挨挲l − 挱挩,

B−挨l 挫 挱挩B+挨l挩 挽D挨l挩− 挨挲l 挫 挳挩,

B+挨l − 挱挩B−挨l挩 挽D挨l挩− 挨挲l − 挱挩,

以及

D挨l挩A+挨l − 挱挩χl−1 挽挨λl−1 挫 挲挩A+挨l − 挱挩χl−1,

D挨l挩A−挨l 挫 挱挩χl+1 挽挨λl+1 − 挲挩A−挨l 挫 挱挩χl+1,

D挨l挩B+挨l − 挱挩χl−1 挽挨λl−1 − 挲挩B+挨l − 挱挩χl−1,

D挨l挩B−挨l 挫 挱挩χl+1 挽挨λl+1 挫 挲挩B−挨l 挫 挱挩χl+1.

由此阐明算符A+挨A−挩的作用是使角动量l增挨减挩挱挬 能量减挨增挩挱挬 而B+挨B−挩的作用是使l增挨减挩挱挬 但能量增挨减挩挱挮
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挱挱挶挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挹挮挴挩 设两个全同粒子角动量j1 挽 j2 挽 j挬 耦合成总角动量J 挬

ψj2JM 挨挱, 挲挩 挽
∑
m1m2

〈jm1jm2|JM〉ψjm1
挨挱挩ψjm2

挨挲挩,

利用捃捇系数的对称性挬 证明

P12ψj2JM 挽挨−挩2j−Jψj2JM .

由此证明挬 无论捂捯捳捥子或捆捥捲捭捩子挬 J都必须取偶数挮

挱挱挷挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挹挮挵挩 设原子中有两个价电子挬 处于Enl能级上挬 按捌捓耦合方案挬 l1 挫 l2 挽 L挬 s1 挫 s2 挽 S挬 L挫 S 挽 J 挨总角动量挩挮 证明

捩挮 L挫 S必为偶数挮

捩捩挮 J 挽 L挫 S, . . . , |L− S|挮 当S 挽 挰时J 挽 L 挨偶挩挮 而S 挽 挱时挬 J 挽 L挫 挱, L, L− 挱挬 J可以为奇挬 也可以为偶挮

挱挱挸挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挹挮挶挩 大小相等的两个角动量耦合成角动量为零的态挬 ψjj00挮 证明j1z 挽 −j2z 挽 j, j − 挱, . . . ,−j的几率相等挬 即挱/挨挲j 挫 挱挩挮

提示挺 利用〈jmj −m|挰挰〉 挽 挨−挩j−m/
√
挲j 挫 挱挮

挱挱挹挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挹挮挷挩 设 j1 挫 j2 挽 j挬 在 |j1j2jm〉 态下挬 证明

〈j1x〉 挽 〈j1y〉 挽 〈j2x〉 挽 〈j2y〉 挽 挰,

〈j1z〉 挽m
j挨j 挫 挱挩 挫 j1挨j1 挫 挱挩− j2挨j2 挫 挱挩

挲j挨j 挫 挱挩
,

〈j2z〉 挽m
j挨j 挫 挱挩 挫 j2挨j2 挫 挱挩− j1挨j1 挫 挱挩

挲j挨j 挫 挱挩

挽m− 〈j1z〉 .

挱挲挰挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挹挮挸挩 在 挨l2, lz挩 表象 挨以 |lm〉 为基矢挩 中挬 l 挽 挱 的子空间的维数为三挮 求 lx 在此三维空间中的矩阵表示挮 再利用矩阵方法求出

lx 的本征值和本征态挮

提示挺 利用公式挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捰捰挮挲挵挰挭挲挵挱挬 捅捱挮 挨挲挶挩挩

〈jm挫 挱|j+|jm〉 挽
√
挨j 挫m挫 挱挩挨j −m挩

挽
√
j挨j 挫 挱挩−m挨m挫 挱挩,

〈jm− 挱|j−|jm〉 挽
√
挨j −m挫 挱挩挨j 挫m挩
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挽
√
j挨j 挫 挱挩−m挨m− 挱挩,

〈jm挫 挱|jx|jm〉 挽
挱

挲

√
挨j 挫m挫 挱挩挨j −m挩,

〈jm− 挱|jx|jm〉 挽
挱

挲

√
挨j −m挫 挱挩挨j 挫m挩,

〈jm挫 挱|jy|jm〉 挽−
i

挲

√
挨j 挫m挫 挱挩挨j −m挩,

〈jm− 挱|jy|jm〉 挽
i

挲

√
挨j −m挫 挱挩挨j 挫m挩.

求 lx 的矩阵表示挮

挱挲挱挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挱挰挮挱挩 设非简谐振子的 捈捡捭捩捬捴捯据 量表示为 H 挽 H0 挫H ′挬

H0 挽− 挖h2

挲µ

d2

dx2
挫

挱

挲
µω2x2,

H ′ 挽βx3, 挨β为实常数挩.

用微扰论求其能量本征值 挨准确到二级近似挩 和本征函数 挨准确到一级近似挩挮

挱挲挲挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挱挰挮挲挩 考虑耦合谐振子挬 H 挽 H0 挫H ′挬

H0 挽− 挖h2

挲µ

(
∂2

∂x2
1

挫
∂2

∂x2
2

)
挫

挱

挲
µω2挨x2

1 挫 x2
2挩,

H ′ 挽− λx1x2, 挨λ 为实常数挬 刻画耦合强度挩.

捩挮 求出 H0 的本征值及能级简并度挮

捩捩挮 以第一激发态为例挬 用简并微扰论计算 H ′ 对能级的影响 挨一级近似挩挮

捩捩捩挮 严格求解 H 的本征值挬 并与微扰论计算结果比较挬 进行讨论挮

提示挺 做坐标变换挬 令 x1 挽 1√
2
挨ξ 挫 η挩挬 x2 挽 1√

2
挨ξ − η挩挬 则 H 可化为两个独立的谐振子挬 ξ 和 η 为其简正坐标挮

挱挲挳挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挱挰挮挳挩 一维无限深势阱挨挰 < x < a挩中的粒子挬 受到微扰H ′作用

H ′挨x挩 挽

{
挲λx/a, 挰 < x < a/挲,

挲λ挨挱− x/a挩, a/挲 < x < a.

求基态能量的一级修正挮
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挱挲挴挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挱挰挮挴挩 实际原子核不是一个点电荷挬 它具有一定大小挬 可近似视为半径为R的均匀分布球体挮 它产生的电势为

φ挨r挩 挽

 Ze
R

(
3
2 −

1
2
r2

R2

)
, r < R,

Ze
r , r > R.

,

Ze为核电荷挮 试把非点电荷效应看成微扰挬

H ′ 挽

 −ZeR
(

3
2 −

1
2
r2

R2

)
挫 Ze

r , r < R,

挰, r > R.
,

计算原子的挱s能级的一级微扰修正挮

挱挲挵挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挱挰挮挵挩 设氢原子处于n 挽 挳能级挮 求它的捓捴捡捲捫分裂挮 挨将原子置于外电场中挬 它发射的光谱线会发生分裂挬 此即捓捴捡捲捫分裂挩挮

挱挲挶挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挱挰挮挶挩 设H 挽 H0 挫H ′挬

H0 挽

(
E

(0)
1 挰

挰 E
(0)
2

)
, H ′ 挽

(
a b

b a

)
, 挨a挬 b为实数挩.

用微扰论求能级修正挨准确到二级近似挩挬 并与严格解挨把H矩阵对角化挩比较挮

挱挲挷挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挱挰挮挷挩 对于一维谐振子挬 取基态试探波函数形式为e−λx
2

挬 λ为参数挮 用变分法求基态能量挬 并与严格解比较挮

挱挲挸挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挱挰挮挸挩 对于非谐振子挬 H 挽 − h̄2

2m
d2

dx2 挫 λx4挮 取试探波函数为

ψ0挨x挩 挽

√
α

π1/4
e−α

2x2/2

挨与谐振子基态波函数形式相同挩挬 α为参数挮 用变分法求基态能量挮

挱挲挹挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挱挰挮挹挩 氢原子基态试探波函数取为e−λ(r/a)2

挬 a 挽 挖h2/µe2 挨捂捯捨捲半径挩挬 λ为参数挮 用变分法求基态能量挬 并与严格解比较挮

挱挳挰挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挱挰挮挱挰挩 设在氘核中的质子与中子的相互作用表示成V 挨r挩 挽 −Ae−r/a 挨A 挽 挳挲捍捥捖挬 a 挽 挲.挲× 挱挰−15捭挩挮 设质子与中子相对运动

波函数形式取为e−λr/2a挬 λ为变分参数挮 用变分法计算氘核的基态能量挮

挱挳挱挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捅捸 挱挰挮挱挱挩 讨论二维捆捥捲捭捩气体

捩挮 设电子限制在边长为L的方框中挬 单粒子能级由下式给出挬

E挨n挩 挽
π2挖h2

挲mL2
n2, n2 挽 n2

1 挫 n2
2, nx, ny 挽 挱, 挲, . . . ,

在大量子数挨n� 挱挩下挬 挨n, n挫 dn挩中的量子态数目挨计及自旋态挩为dN 挽 πndn挮 计算态密度dN/dE挮
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捩捩挮 求捆捥捲捭捩能量Ef和能量平均值Eav挮

挱挳挲挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捰挮挱挶挱挬 思考题 挱挩 设体系有两个粒子挬 每个粒子可处于三个单粒子态ϕ1挬 ϕ2 和 ϕ3 中的任何一个挮 试求体系可能态的数目挬 分三种情

况讨论挬

捩挮 两个全同 捂捯捳捥 子挻

捩捩挮 两个全同 捆捥捲捭捩 子挻

捩捩捩挮 两个可区分粒子挮

挱挳挳挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捰挮挱挶挱挬 思考题 挲挩 设体系有 挳 个粒子组成挬 每个粒子可处于三个单粒子态 ϕ1挬 ϕ2 和 ϕ3 中的任何一个挮 分析体系可能态的数目挬 分

三种情况挬

捩挮 不计及波函数的交换对称性挻

捩捩挮 要求波函数对于交换是反对称的挻

捩捩捩挮 要求波函数对于交换是对称的挮

试问 挨捩捩挩 反对称态和 挨捩捩捩挩 对称态的总数是多少挿 与 挨捩挩 的结果是否相同挿 对此作出说明挮

挱挳挴挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捰挮挲挲挲挬 练习 挱挩 证明

挨σ ·A挩挨σ ·B挩 挽 A ·B 挫 iσ · 挨A×B挩,

其中 A 和 B 是与 σ 对易的两个任何矢量挮 利用此式证明

挨σ · p挩2 挽p2,

挨σ · l挩2 挽l2 − σ · l,

这里 p 和 l 分别为动量和轨道角动量挮

挱挳挵挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捰挮挲挲挲挬 练习 挲挩 设算符 A 与 σ 对易挬 证明

σ挨σ ·A挩−A 挽 A− 挨A · σ挩σ 挽 iA× σ.

挱挳挶挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捰挮挲挲挳挬 练习 挳挩 令σ± 挽 1
2 挨σx ± iσy挩挮 在捐捡捵捬捩表象中

σ+ 挽

(
挰 挱

挰 挰

)
, σ− 挽

(
挰 挰

挱 挰

)
.
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用矩阵乘法证明

σxα 挽β, αxβ 挽 α, σyα 挽 iβ, σyβ 挽 −iα,

σ+α 挽挰, σ+β 挽 α, σ−α 挽 β, σ−β 挽 挰,

其中α和β分别是σz取特征值挫挱和−挱的本征态挮

挱挳挷挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捰挮挲挳挸挬 练习 挱挩 令 P12 挽 1
2 挨挱 挫 σ1 · σ2挩挮

捩挮 证明 P 2
12 挽 挱挻

捩捩挮 证明 P12 挽 S2 − 挱挮

并由此证明 P12χSMS
挽 挨−挱挩S+1χSMS

挬 P12 有何物理意义挿

挱挳挸挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捰挮挲挳挸挬 练习 挲挩 令2 P3 挽 1
4 挨挳 挫 σ1 · σ2挩 挽 1

2 挨挱 挫 P12挩挬 P1 挽 1
4 挨挱 − σ1 · σ2挩 挽 1

2 挨挱 − P12挩挮 证明 P3χ1MS
挽 χ1MS

挬 P3χ00 挽 挰挬

P1χ1MS
挽 挰挬 P1χ00 挽 χ00挮

挱挳挹挮 挨曾谨言挬 挱挹挹挸挬 捰挮挲挳挸挬 练习 挳挩 利用

S2 挽
挖h2

挲
挨挳 挫 σ1 · σ2挩,

证明 χSMS
也是 σ1 · σ2 的本征态挬 即

σ1 · σ2χ1MS
挽χ1MS

σ1 · σ2χ00 挽− 挳χ00

挱挴挰挮 挨张永德 等挬 挲挰挰挵挬 捅捸 挹挮挹挩 挲 个无相互作用的粒子挬 质量都为 m挬 处于一维无限深方势阱中挬 势阱宽度为 挲a挬 在阱中势为零挬 阱外势无穷大挮

捩挮 求系统四个最低能级的能量值是多少挻

捩捩挮 求这些能级的简并度挮 如果这两个粒子

挨捡挩 是全同粒子挬 自旋为 1
2 挻

挨换挩 不是全同粒子挬 自旋为 1
2 挻

挨捣挩 是全同粒子挬 自旋为挱挮

2原题红色部分为 1 + 3σ1 · σ2
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