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第一周

第一次作业 线性方程组

1. 两题的解分别为 (1, 0, 0) 与
(
7
3
, 4
3
, 1
3
,− 2

3

)
。

2. (1) 不妨考虑实系数线性方程组。假设方程组 I 为 u1 = 0, u2 = 0, . . . , up = 0，这里 ui 为未知数

x1, . . . , xn 的函数，方程组 II 为 v1 = 0, . . . , vq = 0，由线性组合可知

∃λjk ∈ R, vj =

p∑
k=1

λjkuk

同理，设方程组 III 为 w1 = 0, . . . , wr = 0，由线性组合可知

∃µij ∈ R, wi =

q∑
j=1

µijvj

由此可知

wi =

q∑
j=1

µij

( p∑
k=1

λjkuk

)
=

p∑
k=1

( q∑
j=1

µijλjk

)
uk

于是利用定义得证。

(2) 由等价性可知 III 为 II 的线性组合、II 为 I 的线性组合，由此有 III 为 I 的线性组合；I 为 II
的线性组合、II 为 III 的线性组合，由此有 I 为 III 的线性组合。两者结合得结论。

3. 两题的解分别为
(
7
3
, 4
3
, 1
3
,− 2

3

)
与 (3,−4,−1, 1)。

4. 设 f 为 ax2 + bx+ c，可得方程组 

a+ b+ c = 2

4a+ 2b+ c = 7

9a+ 3b+ c = 16

16a+ 4b+ c = 29

存在唯一解 f(x) = 2x2 − x+ 1。

5. 两解集可写为参数方程
Π : (19t− 23,−7t+ 9, t), t ∈ R

Π0 : (19t,−7t, t), t ∈ R

因此它们均为直线，将 Π0 作平移 (−23, 9, 0) 可得到 Π。

第二次作业 线性方程组通解、行列式

1. 当 a ̸= 1 时有解，通解为(
−5ab+ 9a+ 15b− 15

a− 1
,
6ab− 11a− 18b+ 19

a− 1
,

1

a− 1
,
a− 3

a− 1
,
−ab+ a+ 3b− 2

a− 1

)
2. 当 λ ̸= −2 时有解，λ = 1 时通解为 (t1, t2, 1− t1 − t2), t1, t2 ∈ R，其他情况通解为(

− λ+ 1

λ+ 2
,

1

λ+ 2
,
(λ+ 1)2

λ+ 2

)
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3. (1) 通解为
(t3 + 2t4 + 3t5 − 4,−2t3 − 3t4 − 4t5 + 5, t3, t4, t5), t3, t4, t5 ∈ R

(2) 通解为
(t3 + 2t4 + 3t5,−2t3 − 3t4 − 4t5, t3, t4, t5), t3, t4, t5 ∈ R

或写为特解线性组合的形式：

t3



1

−2

1

0

0


+ t4



2

−3

0

1

0


+ t5



3

−4

0

0

1


, t3, t4, t5 ∈ R

(3) 以下两种答案都算对。
答案一：不能，两特解之和不再是特解，不可能写为线性组合。

答案二：线性组合理解为并不需要系数可任取，由此取出 x⃗4 − x⃗1, x⃗4 − x⃗2, x⃗4 − x⃗3 相互独立的

特解 x⃗1,2,3,4，可写出线性组合

λ1x⃗1 + λ2x⃗2 + λ3x⃗3 + (1− λ1 − λ2 − λ3)x⃗4, λ1, λ2, λ3 ∈ R

(4) 原方程组通解为齐次方程组通解作平移 (−4, 5, 0, 0, 0) 得到，这里 (−4, 5, 0, 0, 0) 为方程组 I 的
特解。

证明：若解 x⃗, y⃗ 满足方程组 I，则将对应方程作差可知 x⃗− y⃗ 满足方程组 II，反之亦然。由此，
取出方程组 I 的任一特解 x⃗0，则映射 x⃗ → x⃗+ x⃗0 是方程组 II 的解到方程组 I 的解的一一对应。

4. 考虑行列式的完全展开式，其每个分量是选取一组不同行列元素的乘积。可以发现，除了
∏n

i=1(λ−aii)

外，其他求和中的项至多包含 n− 2 个 λ− aii 因子，因此至多是 n− 2 次多项式，不影响 n− 1 与

n 次项系数。由此，行列式的 n− 1 与 n 次项系数应与
∏n

i=1(λ− aii) 相同，考虑乘法分配律展开即

可得到

f(λ) = λn −
n∑

i=1

aiiλ
n−1 + · · ·

5. (1) 直接从第一行开始展开，并每次将代数余子式从第一行展开可得到行列式为 a11a22b11b22b33。

(2) 从第一行开始展开，并每次将代数余子式从第一行展开可得到行列式为

(−1)n+1a1n(−1)na2,n−1 . . . (−1)2an1 = (−1)(n+1)(n+2)/2−1

n∏
i=1

ai,n+1−i = (−1)(n
2+n)/2

n∏
i=1

ai,n+1−i

6. 三题结果分别为 −8、a2b2 与 −2x3 − 2y3。

课堂小测

1. 二三两式消去 x1 得到 x2 − (a+ 1)x3 = 6、−3x2 + x3 = 0，代入 x3 = 3x2 得到 (3a+ 2)x2 = −6。

若 a = − 2
3
无解，否则可得到唯一解

x1 = 3 +
24

3a+ 2
, x2 = − 6

3a+ 2
, x3 = − 18

3a+ 2
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2. 代入得到方程 

a+ b+ c+ d = 2

−a+ b− c+ d = 3

27a+ 9b+ 3c+ d = 0

d = 2

解得 

a = − 5
24

b = 1
2

c = − 7
24

d = 2

3. 对任何五个点 (xi, yi), i = 1, 2, 3, 4, 5，方程组可写成 (注意是关于 A,B,C,D,E, F 的线性方程组)

Ax2
1 +By21 + Cx1y1 +Dx1 + Ey1 + F = 0

Ax2
2 +By22 + Cx2y2 +Dx2 + Ey2 + F = 0

Ax2
3 +By23 + Cx3y3 +Dx3 + Ey3 + F = 0

Ax2
4 +By24 + Cx4y4 +Dx4 + Ey4 + F = 0

Ax2
5 +By25 + Cx5y5 +Dx5 + Ey5 + F = 0

这是六个未知数、五个方程的齐次线性方程组，根据定理可知一定存在非零解。

未必唯一，例如取五个点为 (0, 0), (0, 1), (0, 2), (0, 3), (0, 4)，则 x(C1x+ C2y + 1) = 0 均为解，且可

验证它们的图像互不相同。(对于解唯一条件的讨论需要运用后续的知识，这里不展开说明。)

思考题

1. 按 x 的次数从 0 到 n 讨论，相互独立的系数个数为

(n+ 1) + n+ (n− 1) + · · ·+ 1 =
(n+ 1)(n+ 2)

2

给定 k 个点，对于这些系数即成为 k 个方程、(n+1)(n+2)
2

个未知数的齐次线性方程组，保证有非零解

需

k ≤ (n+ 1)(n+ 2)

2
− 1 =

n2 + 3n

2

当 k = (n+1)(n+2)
2

时，为构造只有零解的情况，须说明可以取到合适的 k 个点使得系数行列式非零。

由于行列式可看成关于 x1, y1, x2, y2, . . . , xk, yk 的 2k 元多项式，只要有一项系数非零就可找到非零

点，考虑主对角线对应项的系数即可发现其不可能为 0，从而能构造出只有零解的情况。k 更大时取

出 k = (n+1)(n+2)
2

时的点，并任取其他点即可。

由此，k 最大值为 n2+3n
2
。

2. 搜索范德蒙德行列式或拉格朗日插值相关知识可知当且仅当 xi 互不相同时，存在唯一次数不超过 n

的 f(x) 满足要求。

若存在两 xi 相同，且对应 yi 不同则无解；若存在 xi 相同，但不存在对应 yi 不同，则对应的点完全

相同，因此实质上点的个数会少于 n+ 1 个，次数不超过 n 的 f(x) 解不唯一。

3. 搜索贝祖定理可知最多 mn 个。
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第二周

第一次作业 行列式性质

1. (1) 第一个等号利用 OCA 与 BQP 全等，左右分别加上 S△BQP 与 S△OCA 可得证；第二个等号利

用平行四边形的底与高可得证；面积为 a1b2 − a2b1。

(2) 等号直接利用图形拼接可看出；平行四边形面积为

2S△OAB = 2

(
1

2
a2b2 +

1

2
(a1 − a2)(b1 + b2)−

1

2
a1b1

)
= a1b2 − a2b1

(3) 等号通过将 AP 与 A1P1 看作底可看出；利用直线 AP 的方程为

x− a1
y − b1

=
a2
b2

可以解出

A1

(
a1 −

b1a2
b2

, 0

)
于是面积即为 b2

(
a1 − b1a2

b2

)
= a1b2 − a2b1。

将 AP 在直线 AP 上同时平移不改变平行四边形面积，即对应 det(⃗a, b⃗) = det(⃗a+ λ⃗b, b⃗)。

2. 记矩阵为 A，元素 aij，考虑从第一列开始展开。x4 系数只有主对角线乘积，为 1；x3 系数由

−a21a12a33a44 与 −a41a22a33a14 两项提供，为 −4。

3. 考虑完全展开式

∆(x) =
∑

(j1...jn)

(−1)τ(j1...jn)
n∏

k=1

akjk(x)

利用乘积求导公式可知
d
dx

n∏
k=1

akjk(x) =
n∑

i=1

a′iji(x)
∏
k ̸=i

akjk(x)

于是

∆′(x) =
∑

(j1...jn)

(−1)τ(j1...jn)
n∑

i=1

a′iji(x)
∏
k ̸=i

akjk(x) =
n∑

i=1

∑
(j1...jn)

(−1)τ(j1...jn)a′iji(x)
∏
k ̸=i

akjk(x)

对 i 求和中每一项恰为 ∆i(x) 的完全展开式，得证。

4. (4) 将后三列都减去第一列，再将第三、四列减去第二列的 2、3 倍，此时第三列均为 4，第四列均
为 6，第四列减去第三列 3

2
倍成为 0，因此行列式为 0。

(5) 从下往上每一行减上一行，然后按第一列展开，重复此过程可得结果为 a4。

5. (1) 第一列减后两列可成为

−2

∣∣∣∣∣∣∣∣
a c+ a a+ b

p r + p p+ q

x z + x x+ y

∣∣∣∣∣∣∣∣
后两列均减去第一列并交换即可得到结果。

(2) 后两行均减去第一行后按第一列展开计算即可。

6. 由行列式性质知 detA = detAT = det(−A)。注意到 A 有奇数行，−A 相当于每行乘 −1，因此

det(−A) = (−1)n detA = − detA，于是 detA = 0。
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第二次作业 Cramer 法则

1. (1) 其为 1 + 2 + · · ·+ n− 1 = n(n−1)
2
，当 n 除以 4 余数为 0 或 1 时为偶，否则为奇。

(2) 逆序数分别为 25、奇，28、偶。

(3) i = 3, j = 8 为偶，i = 8, j = 3 为奇。

2. (1) 将其第一行拆分为 (a1, . . . , a1) 与 (−b1, . . . ,−bn) 两部分。第一部分若 a1 = 0 则为 0，否则可消
去 a2 到 an 成为 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 · · · a1

−b1 · · · −bn
...

...
...

−b1 · · · −bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
当 n ≥ 3 时为 0。第二部分可消去 −b1 到 −bn 成为∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−b1 · · · −bn

a2 · · · a2
...

...
...

an · · · an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
讨论 a2 是否为 0 可知 n ≥ 3 时为 0。
由此，原行列式在 n ≥ 3 时为 0，直接计算知 n = 1 时为 a1 − b1，n = 2 时为 (a1 − a2)(b1 − b2)。

另解1：将其看作 b1 的多项式，则根据第一列展开可发现为一次多项式。由于 b1 = bi 时行列式

有两行完全相同，为 0，因此 n ≥ 3 时其至少有 b2, b3 两零点。若 b2 = b3，行列式一定为 0，否
则由一次多项式有两零点可知多项式为 0，也即行列式为 0，从而得证 n ≥ 3 时恒为 0。

(2) 直接对第一行展开计算 (或用完全展开式计算) 可知为
n∏

i=1

ai −
n∑

i=2

bici
∏

j /∈{i,1}

aj

(3) 每一行减第一行即化为上一问形式，其中

ai =

1 i = 1

i− 3 i > 1
, bi = 3, ci = 2

当 n = 1 时为 1，n = 2 时为 −7，更大时由于 a3 = 0 可知只有 −b3c3a1a2a4 . . . an 一项非零，

因此结果为 6(n− 3)!。

3. 代入可知 a0 到 an−1 满足线性方程组

n−1∑
j=0

xj
iaj = yi, i = 1, . . . , n

利用 Cramer 法则知存在唯一解只需系数行列式非零，见 3.2 节例 4 可知系数行列式为∏
1≤j<i≤n

(xi − xj)

于是 xi 互不相同时非零，得证。

1骆沛荣同学贡献。
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思考题

根据逆序数定义分析可知由于每次交换相邻的至多减少一个逆序数，因此最少步数为 n(n−1)
2
，将 n 一直交

换到最右，然后将 n− 1 一直交换到第二右，重复此过程，所得到的算法即能达到最小步数。

若需要最坏时间复杂度量级 n logn，交换与比较不能只对相邻元素进行，归并排序是其中一个例子。

第三周

第一次作业 行列式计算

1. (2) 由 3.5 节例 5 知为 1
2
((x− a)n + (x+ a)n)。

(3) 类似 3.3 节例 2 可知递推为 ∆n = (a+ b)∆n−1 − ab∆n−2，由此可得到两等比数列

∆n − a∆n−1 = b(∆n−1 − a∆n−2),∆n − b∆n−1 = a(∆n−1 − b∆n−2)

分别计算出等比数列并联立求解即得 ∆n = an+1−bn+1

a−b
，当 a = b 时为其极限 (n+ 1)an。

(4) 从最后一列展开，得到的每个代数余子式都类似三角阵，计算可得行列式为

xn +
n∑

i=1

aix
n−i

2. 由于 Aii 是奇数阶反对称方阵的行列式，由习题 3.2-5 知其为 0。当 i ̸= j 时，分析元素可发现去掉

第 i 行、第 j 列得到的子式 Mij 与去掉第 j 行、第 i 列得到的子式 Mji 关系是 Mij = −MT
ji，于是

(注意 Mij ,Mji 为 n− 1 阶方阵)

Aij = (−1)i+j detMij = (−1)i+j det(−Mji) = (−1)i+j(−1)n−1 detMji = −Aji

由此，所有 Aij 求和时，i = j 的代数余子式已经为 0，i > j, i < j 互相抵消，总和为 0。

另解：在 A 上方增添一行 1，左侧增添 −1, 0, . . . , 0 后成为 n+ 1 阶反对称阵，行列式为 0，对第一
行第一列展开可得结论。

3. 将原行列式第 k 列拆成 aik 与 xk 两部分，先对第一列拆分，再将得到的两个都对第二列拆分，以此

类推，最终拆分为 2n 个行列式求和，每个行列式的每列为 aik 或 xk。由于两列都是常数的行列式一

定可以消元为 0，这 2n 个行列式最多只有 n+ 1 个非零，即 detA 与将 A 第 k 列替换为 xk 得到的

n 个行列式 (因为替换超过一列的已经为 0)。将后 n 个行列式按照第 k 列展开即得结论。

4. 从多项式的角度考虑，将最后一列减去前面各列的对应倍数，可使第 i 个元素成为
∏n−1

j=1 (ai − j)，利

用引理任何连续 k 个整数乘积是 k! 的倍数，可知现在的最后一列均为 (n− 1)! 的倍数，因此原行列

式除以 (n− 1)! 即等于其他列不变，最后一列除以 (n− 1)!，所有元素仍是整数。

类似操作，从右往左，将第 k 列的第 i 个元素化为
∏k−1

j=1 (ai − j)，再利用引理可知为 (k − 1)! 的倍

数，因此除以 (k − 1)! 后所有元素仍是整数。如此操作完后，一共除以了 (n− 1)!(n− 2)! . . . 1!，且

得到的行列式所有元素均为整数，因此为整数，从而即得其是 (考虑连乘的不同统计方式)
n−1∏
k=1

k! =
n∏

k=1

kn−k

的倍数。

引理证明：若 k 个整数中有 0 则结论成立，否则由于乘 −1 不影响可不妨设其中最小数 a ≥ k。利

用取整计算可知，对任何 m，a, a+1, . . . , a+ k− 1 中 m 的倍数的个数大于等于 1, 2, . . . , k 中 m 的

倍数的个数。由此，取 m 为某素数 p 的各次方可知 a(a+ 1) . . . (a+ k − 1) 中素因子 p 次数大于等

于 k! 中素因子 p 个数。对所有素因子如此操作即得结论。
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5. (1) 从右往左，每一列减前一列，得到的行列式为∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1

x 1− x 1 · · · 1

x 1− x
. . .

...
...

. . . 1

x 1− x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
除去第二列外，每一列减前一列可得∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1

x 1− x x

x 1− x
. . .

...
. . . x

x 1− x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
对第一列展开即得结果为 (求和中 i 对应对第 i 个元素展开)

n∑
i=1

(−1)i−1xi−1(1− x)n−i = (1− x)n − (−x)n

(2) 左侧添加一列 1，上方添加一行 1, 0, . . . , 0，新行列式第二列至第 n+ 1 列减第一列得到∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1 · · · −1

1 x1 · · · xn
1

...
...

...
...

1 xn · · · xn
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
拆第一行得 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 0 · · · 0

1 x1 · · · xn
1

...
...

...
...

1 xn · · · xn
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1

1 x1 · · · xn
1

...
...

...
...

1 xn · · · xn
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
利用 Vandermonde 行列式可知 (第二项看作 V (1, x1, . . . , xn)) 结果为

2
n∏

i=1

xi

∏
1≤j<i≤n

(xi − xj)−
n∏

i=1

(xi − 1)
∏

1≤j<i≤n

(xi − xj)

6. 设 n 阶方阵 B 元素 bii = −2ai，其余为 0，C 的每个元素 cij = aij − bij，类似此次作业第 3 题的过
程，可将 detA 拆分为 2n 个行列式的和，每个中一些列是 B 的列，一些列是 C 的列。

若其中 C 的列超过 3 列，类似习题 3.2-4(1) 计算可知行列式必为 0，而 C 的列有 i < j 两列时，由

于其他列均只有一个元素非零可知行列式为

(4aiaj − (ai + aj)
2)

∏
k/∈{i,j}

(−2ak) = (−1)n−12n−2(ai − aj)
2
∏

k/∈{i,j}

ak

当 C 的列有 i 一列时，其他列都只有一个元素非零，因此可得行列式为

(−1)n−12n
n∏

k=1

ak
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当没有 C 的列，即为 B 时，行列式为

(−1)n2n
n∏

k=1

ak

相加可知行列式为 (注意只有 i 一列的情况有 n 种)

(n− 1)(−1)n−12n
n∏

k=1

ak +
∑
i<j

(−1)n−12n−2(ai − aj)
2
∏

k/∈{i,j}

ak

7. 由 3.5 节例 5 知为
1

2

( n∏
i=1

(0 + 1) +
n∏

i=1

(0− 1)

)
=

1

2
(1 + (−1)n) = 1

第二次作业 矩阵的运算

1.

AB =

(
2 2 5

2 9 −1

)
, B2 =


3 10 14

2 −7 2

3 3 −5

 , AC =

(
3 3

7 3

)

CA =


0 4 6

−1 0 −1

3 2 6

 , BTAT =


2 2

2 9

5 −1


均不等。

2. (1) AB =


−17 −34 −51

−17 −34 −51

17 34 51

 , BA =


0 0 0

0 0 0

0 0 0

 , AB ̸= BA

(2) AB =


a b c

λc λa λb

0 0 0

 , BA =


a bλ 0

c aλ 0

b cλ 0


当且仅当 b = c = 0 时 AB = BA。

课堂小测

1. 由 3.5 节例 4 直接代入 ai = i, bi = i− 1 可知结果为 (可利用排列组合进行化简，但并无太好看形式)∏
1≤i<j≤n(i− j)2∏

1≤i,j≤n(i+ j − 1)

2. 将原行列式上方加一行 a1, . . . , an，然后左侧加一列 1, 0, . . . , 0，可发现行列式值不变。新行列式第二

行到第 n+ 1 行减去第一行的 a1, . . . , an 倍，得到的行列式为∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a1 a2 · · · an

−a1 0 1 · · · 1

−a2 1 0
. . .

...
...

...
. . .

. . . 1

−an 1 · · · 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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再在上方加一行 1, 0, 1, . . . , 1，左侧加一列 1, 0, . . . , 0，第三行开始每行减第一行得到∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 1 1 · · · 1

0 1 a1 a2 · · · an

−1 −a1 −1 0 · · · 0

−1 −a2 0 −1
. . .

...
...

...
...

. . .
. . . 0

−1 −an 0 · · · 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
第一列减去第 3 到 n+ 2 列得到∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−n+ 1 0 1 1 · · · 1

−
∑

i ai 1 a1 a2 · · · an

0 −a1 −1 0 · · · 0

0 −a2 0 −1
. . .

...
...

...
...

. . .
. . . 0

0 −an 0 · · · 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
第二列减去第 3 到 n+ 2 列对应倍数得到∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−n+ 1 −
∑

i ai 1 1 · · · 1

−
∑

i ai 1−
∑

i a
2
i a1 a2 · · · an

0 0 −1 0 · · · 0

0 0 0 −1
. . .

...
...

...
...

. . .
. . . 0

0 0 0 · · · 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
最后对前两行展开得结果为

(−1)n

(
(n− 1)

(∑
i

a2i − 1

)
−
(∑

i

ai

)2
)

事实上，利用之后的知识，由于原矩阵可以写为
a1 1
...

...

an 1


(
a1 · · · an

1 · · · 1

)
− I

由 4.5 节例 3 结论可得到相同的结果。

3. 由 Cramer 法则可知行列式非零时必有唯一解，只需说明行列式为 0 时解不可能唯一。

考虑采用矩阵消元后得到的如 1.3节标准形式的线性方程组。由于过程中只进行了初等行变换，根据
行列式性质可知不会改变系数矩阵行列式为 0 的特性。由于 1.3 节中情况 2.1 对应的系数矩阵行列
式为 1，不可能发生，因此最终必然为情况 1 或情况 2.2，均非唯一解。

第四周

第一次作业 矩阵的多项式

1. (3) 可发现其各次方以 3 为周期循环，从而 2008 次方即为本身
(

0 1

−1 −1

)
。
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(6) 可发现其各次方以 2为周期循环，从而 n为奇数时为

(
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)
，n为偶数时为

(
1 0

0 1

)
。

(8) 将其写为 (λI +N)n，其中 N 即为 λ = 0 时的此矩阵。直接计算可知对任何自然数 k，Nk 在

j − i = k 时为 1，否则为 0，因此利用二项式定理可知，记结果为 A = (aij)，有

aij =

Cj−i
n λn−j+i i ≤ j

0 i > j

这里 C 为组合数。

(11) 可发现其平方为其自身，从而即为


1 1 −1

2 2 −2

4 4 −4

。

2. (2) 直接计算知为


a

b

c

，其中 a, b, c 任取。

(3) 直接计算知为


a a a

b b

c

，其中 a, b, c 任取。

3. 设为 A，由本次课堂小测第一题可知为对角阵，即 i ̸= j 时 aij = 0。若 aii ̸= ajj，记 Eij 为第 i 行第

j 列为 1，其他为 0 的方阵，则计算可知 AEij ̸= EijA，矛盾，从而 A 所有对角元相等，即为标量阵。

4. 直接计算可知 A2 的第 k 个对角元为

n∑
s=1

askaks =
n∑

s=1

a2sk = 0

从而即可知 ask = 0，其对任何 s, k 成立，从而得证。

5. (1)
(
0 1

1 0

)

(2)
(

0 1

−1 0

)

(3)
(

0 1

−1 −1

)
（别问咋来的，问就是看作业第一题）

6. (1) 令

aij = an−j
i cij =

Ci
n i = j

0 i ̸= j
, bij = bij , i, j = 0, . . . , n

并设它们构成的矩阵为 A,C,B，则计算可验证 D = ACB，从而 detD = detAdetC detB。将
A 交换行列可成为 Vandermonde 阵，C 为对角阵，B 为 Vandermonde 阵，从而计算可知

detD = (−1)n(n+1)/2

n∏
k=0

Ck
n

∏
0≤i<j≤n

(ai − aj)(bi − bj)

另解：将其看作 b0 的多项式，对第一行展开可发现为 n 次，且当 b0 取 b1, . . . , bn 时，行列式有

两行相同，为 0，因此其必然为

B0(b0 − b1)(b0 − b2) · · · (b0 − bn)
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且 B0 中不含有 b0。对每个元素类似讨论可知行列式能写为

C
∏

0≤i<j≤n

(ai − aj)(bi − bj)

其中 C 为常数。进一步代入 ai = bi = i 后可以通过复杂的消元计算得到系数。

(2) 归纳可证明 sin(mθ)/ sin θ 是 cos θ 的多项式，且首项为 2m−1 cosm−1 θ，从而每行同除以 sin θi，
类似 4.5 节例 2 可知行列式为

2(n−1)n/2

n∏
k=1

sin θk
∏

1≤i<j≤n

(cos θj − cos θi)

第二次作业 矩阵的逆

1. (2)


1 − 5

4
1
2

2

0 1
4

− 1
6

− 1
3

0 0 1
9

− 1
9

0 0 0 1



(3) 1
4


1 1 1 1

1 1 −1 −1

1 −1 1 −1

1 −1 −1 1


2. (1)

(I −A)−1 = (I −A)−1(I −Ak) = I +A+ · · ·+Ak−1

(2)
(I +A)−1 = (I +A)−1(I +At) = I −A+A2 − · · ·+At−1

其中 t 为大于等于 k 的最小奇数。由此，分奇偶讨论可知其也可以写为

(I +A)−1 =
k−1∑
t=0

(−1)tAt

另解：由于 Ak = O，有 (−A)k = O，可直接通过上一问得到。

(3) 利用 e 指数的定义与 Ak = O，可知这即为 eA，从而其逆为 e−A，即

k−1∑
t=0

1

t!
(−A)t

另解：设其为
∑k−1

t=0 atA
t 后归纳计算系数。

3. 直接求解或利用逆计算可知

X =


−1 1 −2

0 1 −2

3 0 1


4. (1) 由完全展开式可知上三角矩阵行列式等于全体对角元的乘积，从而其可逆等价于每个对角元都

非零。

(2) 考虑伴随方阵可以发现 i > j 时 Aji 是有对角元为 0 的上三角阵，行列式为 0，从而伴随方阵是
上三角阵，因此逆是上三角阵。
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5. (1) 根据伴随方阵的定义，可发现每个元素都乘了 λ 倍后代数余子式乘 λn−1 倍，从而得证。

(2) 当 A,B 均可逆时，由

(AB)∗ =
(AB)−1

det(AB)
=

B−1A−1

detAdetB = B∗A∗

可知成立。否则利用不可逆矩阵 A 为可逆矩阵的极限与伴随方阵看作各元素函数的连续性可知

成立。

(3) n = 2 时直接计算验证即可。

当 n > 2 时，若 A 可逆，利用第一问可知

(A∗)∗ =
(
(detA)A−1

)∗
= (detA)n−1(A−1)∗ = (detA)n−1(detA−1)A−1 = (detA)n−2A−1

否则与第二问类似用极限得成立。

课堂小测

1. 设 A 第 i 个对角元 ai，B 各元素为 bij，则 AB = BA 的第 i 行第 j 列为 aibij = bijaj，即得 i ̸= j

时 bij = 0。

2. 必要：若 A 某对角元 aii 非零，直接计算可知 Ak 的第 i 个对角元为 akii ̸= 0，矛盾。

充分：若 A 的对角元全为 0，直接归纳计算可知 Ak 中满足 j − i < k 的位置全为 0，因此取 k = n

即可保证 An = O。

3. 考虑取第 i1, . . . , ir 行，i1, . . . , ir 列构成的主子式。记其为 S，再令 AS 为 A 的第 i1, . . . , ir 行拼成

的方阵，则计算可发现 S = ASA
T
S。由此，只需说明对任何实矩阵 A，det(AAT ) ≥ 0。

设 A ∈ Rm×n，利用 Binet-Cauchy公式分类讨论：当 m > n 时 det(AAT ) = 0，满足要求；当 m = n

时 det(AAT ) = detAdetAT = (detA)2，满足要求，当 m < n 时有 det(AAT ) 为

∑
1≤k1<k2<···<kr≤n

A

(
1 . . . m

k1 . . . kr

)
AT

(
k1 . . . kr

1 . . . m

)
=

∑
1≤k1<k2<···<kr≤n

A

(
1 . . . m

k1 . . . kr

)2

≥ 0

从而得证。2

思考题

对问题 1、3、4，考虑一般的情况，即存在 k 使得 Ak = I 时求 eA。
此时，由于

eA =
∞∑
i=0

1

i!
Ai

记

aj =
∑

i≡j mod k

1

i!

则有

eA =
k−1∑
j=0

ajA
j

2利用书上的推论 4.5.1 可以大幅简化上述说明的过程，但注意说清楚分类。
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为求解系数 aj，记 ωk 为 k 次单位根，则利用 (ωt
k)

k = 1，类似展开可知

k−1∑
j=0

(ωt
k)

jaj = eωt
k

对任何 t 成立。取 t = 0, . . . , k − 1，对此线性方程组进行求解即可得到 aj。
3

对问题 2，仍将矩阵记为 A = λI +N，则类似原题计算可知

(λI +N)kij = Cj−i
k λk−j+i

这里下标 i, j 表示第 i 行第 j 列，而组合数在 j − i > k 或 j − i < 0 时定义为 0。
由此可得 j ≥ i 时

eAij =
∞∑
k=0

1

k!
Cj−i

k λk−j+i =
∞∑

k=j−i

(j − i)!

(k − j + i)!
λk−j+i =

1

(j − i)!
eλ

事实上，对任何初等函数 f，类似可以说明 j ≥ i 时

eAij =
1

(j − i)!
f (j−i)(λ)

上标 (j − i) 表示求导。

第五周

第一次作业 分块矩阵

1. 由第三周课堂小测 3 类似可得 Ax = 0 有非零解等价于 detA = 0，而考虑每一列可知 AB = O 当且

仅当 B 每一列 bi 满足 Abi = 0，从而得证。

2. 归纳计算可得为 (
An nAn−1B

O An

)
3. (1) 计算可得 (

O −I

A O

)2

=

(
−A O

O −A

)
从而由条件知原式为 (

−A O

O −A

)1000

=

(
A1000 O

O A1000

)
=

(
A O

O A

)

(2) 计算可得 (
1/2 −

√
3/2

√
3/2 1/2

)6

= I

又由 A3 = I，计算发现某种意义上可将 A 看作数乘，从而可验证4(
A/2 −

√
3A/2

√
3A/2 A/2

)6

= I

于是其 2000 次方即为其平方，计算得为(
−A2/2 −

√
3A2/2

√
3A2/2 −A2/2

)
3此线性方程组的系数矩阵即为离散 Fourier 变换的矩阵，可以算出其逆为其转置的倍数。
4这本质是矩阵张量积的性质。
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第二次作业 初等方阵

1. 与定理 4.4.3 证明完全类似，但去掉将 B 第 2 至 n 列的第一行元化为 0 的步骤，此后重复中亦不进
行此步骤，即可归纳得到能化为 (

P C

O O

)
的形式，其中 P 为对角元全为 1 的上三角阵。

从 P 的倒数第二行开始，上方的行减去下方行的倍数，可将 P 的非对角元化为 0，这样就已经得到
了 (

Is B

O O

)
的形式。由于此形式可以列变换将 B 消去，其秩必然与 I 的阶数相同，即 s = rankA，得证。

2. (1) 分三类讨论，利用行列式初等变换的性质得证。

(2) 由 (1) 归纳，每次分离出一个 Pi 或一个 Qi 即可得证。

(3) 见书引理 4.5.1 证明，注意需要区分 A 是否可逆讨论，无法直接完全展开。

3. (1) 其相当于第二行减第一行倍数消去 c，第二列减第一列倍数消去 b，因此

P =

(
1 0

−c/a 1

)
, Q =

(
1 −b/a

0 1

)

(2) 由 (1) 类似有 (注意矩阵乘法不可交换)

P =

(
1 0

−CA−1 1

)
, Q =

(
1 −A−1B

0 1

)

4. 利用 4.5 节例 3 可知

det(A− ααT ) = det(A(I −A−1ααT )) = detAdet(I − (A−1α)αT ) = det(A) det(1− αT (A−1α))

于是得证，其中加括号利用了矩阵乘法结合律。

5. 由上题直接计算得为

(
1−

n∑
i=1

bi

) n∏
j=1

bj

6. 当 λ ̸= 0 时，两边同除以 λm+n，由于对 n 阶方阵 P，det(λP ) = λn detP，可直接将要证结论化为

det
(
I − 1

λ
AB

)
= det

(
I − 1

λ
BA

)
在 4.5 节例 3 中将 A 取为 1

λ
A 即可。

将两侧看作 λ 的多项式，利用连续性即可知 λ = 0 时仍然相等。
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第六周

第一次作业 秩的定义

1. 设 A = P diag(Ir, O)Q，其中 P,Q 可逆，r = rankA，则取

B = P

(
Ir

O

)
, C =

(
Ir O

)
Q

利用乘可逆阵不改变秩可知满足要求。

2. 由上题知存在列向量 α, β 使 A = αβT，且可计算验证此时 λ = αTβ = βTα，由此：

(1) 直接计算得
A2 = αβTαβT = α(βTα)βT = λA

(2) 由 4.5 节例 3 可知
det(I + αβT ) = det(1 + βTα) = λ+ 1

(3) 由第一问 A2 − λA = O，而设 I +A 的逆为 f(A) 有

f(A)(I +A)− I = O

于是直接设 f(A) = bI + aA，得到 (b− 1)I + (a+ b)A+ aA2 = O，对比系数有b− 1 = 0

a+ b = −λa
=⇒ (I +A)−1 = I − 1

λ+ 1
A

3. 利用最大非零子式定义可知 (第二个等号将第一行减去第二行)

rank(A,B) = rank
(
A B

O O

)
≤ rank

(
A B

O B

)
= rank

(
A O

O B

)
= rankA+ rankB

4. 初等变换可得原式左侧化为 (第二个等号将第一列减去第二列)

rank
(
A+ I O

O A− I

)
= rank

(
A+ I A− I

O A− I

)
= rank

(
2I A− I

I −A A− I

)

利用 Schur 公式可知

rank
(

2I A− I

I −A A− I

)
= rank

(
2I O

O A− I − 1
2
(I −A)(A− I)

)

由条件可算得右下角为 O，从而得证。

5. 先证所有右推左：

(1) 当 A 可逆时，A∗ = 1
det AA

−1 亦可逆，从而得证。

(2) 由条件知可设 A = P diag(In−1, 0)Q，其中 P,Q 可逆，从而根据 (AB)∗ = B∗A∗ 与乘可逆阵秩

不变，只需证明 rank(diag(In−1, 0)
∗) = 1，而计算可发现

diag(In−1, 0)
∗ = diag(On−1, 1)

从而得证。

(3) 由秩的子式定义，A 的 n− 1 阶子式全为 0，从而 A∗ 所有元素为 0，秩为 0。

由于 rankA 必处于 n、n− 1 或小于 n− 1 三种情况之一，左推右从右推左可反证得证。
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第七周

第一次作业 秩的应用

1. 设
A = P diag(Ir, O)Q

其中 P,Q 可逆，则根据 A2 = A 可知

diag(Ir, O)QP diag(Ir, O) = diag(Ir, O)

将 QP 对应分块，可发现其必然可写成 (
Ir X

Y Z

)

另一方面

trA = tr(P diag(Ir, O)Q) = tr(diag(Ir, O)QP ) = tr
(
Ir X

O O

)
= r

即得证。

2. 由于 tr(AB −BA) = tr(AB)− tr(BA) = 0 ̸= n = tr(I)，从而无解。

3. 左侧即为

rank(A(B − I) + (A− I)) ≤ rank(A(B − I)) + rank(A− I) ≤ rank(B − I) + rank(A− I)

4. (1) 由于 A 中至少有一个 r 阶非零子式 R，取出 s 行后根据容斥原理可知至少包含这个子式的

r + s −m 行。若这 r + s −m 行不包含非零子式，根据 Laplace 展开定理可知 detR = 0，矛

盾，从而 B 中存在一个 r + s−m 阶的非零子式，即得证。

(2) 上一问的所有过程对列仍然成立，将 D 看作从 B 中取出 t 列的结果，即有

rankD ≥ rankB + t− n ≥ r + s−m+ t− n

5. 将第二行左乘 A 加到第一行可得

det
(

A O

−I B

)
= det

(
I A

O I

)(
A O

−I B

)
= det

(
O AB

−I B

)

从第一列开始一列列展开，分析 −1 的次数可发现此行列式即为 det(AB)，从而得证。

第二次作业 秩的更多性质

1. 考虑将第一列拆为关于 x1, x2, . . . , xn 的 n 列之和，从而行列式被拆为了 n 个，类似拆分第二列，第

三列，直至第 n列，可得到 nn 个行列式。考虑 x等于某个 xi 的情况，这时共有 n个变量占据 n+1

列，对 nn 个行列式中的每个，都有某两列属于同一个变量，从而它们相差倍数，行列式为 0。

由此即可知，将原行列式看作 x 的多项式，每个 xi 都为其零点，又由其为 n 次可知必能写成

D
n∏

k=1

(x− xk)

将原行列式按最后一列展开，可发现 xn 前的系数 D 即为原行列式前 n 行 n 列构成的子式 M 的行

列式值，下面计算其值。
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记 n 阶方阵 V 的元素 vij = xj−1
i , i, j = 1, . . . , n，则利用 Vandermonde 行列式计算发现

D = detM = det(V TV ) = (detV )2 =
∏
i<j

(xi − xj)
2

于是原行列式即为 ∏
i<j

(xi − xj)
2

n∏
k=1

(x− xk)

2. (1) 只需说明 rankAm = rankAm+1 可以推出 rankAm+1 = rankAm+2，即可一直递推下去。

利用 4.6 节例 6 有

rankAAm + rankAmA− rankAm ≤ rankAAmA

从而代入条件可知 rankAm+1 ≤ rankAm+2，但由于 rank(AB) ≤ rankB 可知 rankAm+2 ≤
rankAm+1，从而两者相等，得证。

(2) 记 rk = rankAk，由于 rank(AB) ≤ rankB 可知 rk 单调不增。若 r1 = n，A 可逆，其任何次

方可逆，已经成立。

否则，r1 ≤ n − 1，且 ri 均为自然数，因此 r1 到 rn+1 中必有两个相等，结合单调不增性可知

rn = rn+1，再从第一问得结果。

3. 利用分块矩阵行列变换即可得证：

n+ rank(Im −AAT ) = rank
(
Im −AAT O

O In

)
= rank

(
Im −AAT A

O In

)
= rank

(
Im A

AT In

)

m+ rank(In −ATA) = rank
(
Im O

O In −ATA

)
= rank

(
Im A

O In −ATA

)
= rank

(
Im A

AT In

)

（需要注明的是，分块矩阵的行变换相当于右乘矩阵，因此第一个式子的最后一个等号是第二列右乘

AT 加到第一列，不允许第二列左乘某矩阵后加到第一列这样的操作。）

课堂小测

1. 将 B 分块为 Bij，其中 Bij 为 ni × nj 阶矩阵，则直接计算可发现 AB = BA 等价于

λiBij = λjBij , i, j = 1, . . . , s

由于 λi 互不相同，必然有 i ̸= j 时 Bij = O，从而 B = diag(B11, . . . , Bss)，即得到题目要求形式。

2. 第一行加第二行、第二列减第一列可以得到（也可写成矩阵乘法的形式）：

det
(
A B

B A

)
= det

(
A+B B +A

B A

)
= det

(
A+B

B A−B

)

根据 Laplace 展开即知右侧等于 det(A+B) det(A−B)。

3. 我们分为三步进行证明。

基本处理：

根据相抵的性质，由子式定义，设 rankA = r，则有

rank
(
Or×(n−r) Ir

On−r O(n−r)×r

)
= r
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因此存在可逆矩阵 P,Q 使得

A = P

(
Or×(n−r) Ir

On−r O(n−r)×r

)
Q

代入条件可知 (
Or×(n−r) Ir

On−r O(n−r)×r

)
QP

(
Or×(n−r) Ir

On−r O(n−r)×r

)
Q = O

将 QP 分块为（约定下标只有一个分量表示该阶方阵）(
X(n−r)×r Yn−r

Zr Wr×(n−r)

)

则直接计算可知结论化为 Z = O，也即

Q =

(
X Y

O W

)
P−1

进一步代入 Q 可得到（也即 X,Y 实际上不影响结果，可以任取）

A = P

(
Or×(n−r) Ir

On−r O(n−r)×r

)(
X Y

O W

)
P−1 = P

(
Or×(n−r) Ir

On−r O(n−r)×r

)(
O O

O W

)
P−1

W 的性质估计：

根据上式计算可发现

A = P

(
Or W

O(n−r)×r On−r

)
P−1

直接计算秩可知必有 rankW = r（从而也可知 n− r ≥ r）。

此外，根据上一部分得到的形式，只要 W 只在右侧 r × r 的范围内非零，即能写成(
Or×(n−2r) Pr

)
根据满秩可知 P 可逆，我们即可以取(

X Y

O W

)
=

(
In−r O

O Pr

)

我们离这个期望事实上很近，因为根据相抵标准形可知存在可逆矩阵 Pr、Qn−r 使得

W = Pr

(
Or×(n−2r) Ir

)
Qn−r =

(
Or×(n−2r) Pr

)
Qn−r

由此，事实上可取 (
X Y

O W

)
=

(
In−r O

O Pr

)(
Ir O

O Qn−r

)

（非常值得注意的是，这里由于分块的行列数不对应，无法直接由分块矩阵计算矩阵乘法。）

最终构造：

取定

R = P

(
Ir O

O Q−1
n−r

)(
In−r O

O P−1
r

)
则有

R−1 =

(
In−r O

O Pr

)(
Ir O

O Qn−r

)
P−1
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由于 n− r ≥ r，左乘 diag(In−r, P
−1
r ) 与 diag(Ir, Q−1

n−r) 最多对下方的 n− r 行进行了行变换，不会

改变

(
Or×(n−r) Ir

On−r O(n−r)×r

)
，从而计算可验证

A = R

(
Or×(n−r) Ir

On−r O(n−r)×r

)
R−1

即得到结果形式。

另解：以下取法也可计算验证成立：

R = P

(
Pr O

O Q−1
n−r

)

第八周

第一次作业 模相抵

1. 计算结果分别为（最后两题需要一些操作对角元的技巧）
1

λ

λ2 + 2λ

 ,


1

λ(λ− 4)

λ(λ− 4)2(λ+ 1)

 ,


1

1

λ3

 ,

(
In−1 0
0T λn

)

2. 设 A(λ) 所有元素最高次数为 m 次，将所有 λ 零次项系数构成的矩阵记为 A0，一次项系数构成的

矩阵记为 A1，以此直到 Am，即可验证成立。

思考题

1. 只要能构造出多项式 h(x) = 1 + g(x)(x2 − x) 是 f(x) = λ− x 的倍数，写为 h(x) = f(x)t(x)，则即

有

(λI −A)t(A) = I + g(A)(A2 −A) = I

便得到了逆。根据因式定理，当 λ ̸= 0, 1 时，取 g(A) = − 1
λ2−λ

即可，从而有

(λI −A)−1 =
1

λ2 − λ
(A− (1− λ)I)

由于 A(A− I) = O，若 λ = 0 时可逆，必有 A− I = O，从而 (−A)−1 = −I；若 λ = 1 时可逆，必

有 A = O，从而 (I −A)−1 = I。

2. 记 α = (1, . . . , 1)T，则条件变为 Aα = α，要计算的即

αTA∗α = αTA∗Aα = αT (detA)Iα = n detA

3. 对第一行、第一列、第二行、第二列展开可得 ∆n = x4∆n−4，n = 1, 2, 3 时行列式为 0，n = 4 时为

x4，由此行列式当且仅当 n 是 4 的倍数时非零，为 xn。

4. 对第一行、第一列、第二行、第二列展开可得

∆n = ∆n−1 − x2∆n−3 + x4∆n−4

特征方程方法求解递推：其特征方程为

λ4 − λ3 + x2λ− x4 = 0
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左侧可因式分解为 (λ− x)(λ+ x)(λ2 − λ+ x2)，由此四个根即

x,−x,
1

2
(1±

√
1− 4x2)

由此通项公式可以写成

∆n = c1x
n + c2(−x)n + c3

(
1

2
(1−

√
1− 4x2)

)n

+ c4

(
1

2
(1 +

√
1− 4x2)

)n

代入前四项 1、1、1− x2、(1− x2)2 可解出结果。

5. 对第 1 至 m 行、第 1 至 m 列交替展开，讨论 −1 次数可发现

∆n = (−1)mx2m∆n−2m

而 n = 1, . . . , 2m− 1 时行列式都有全零的行，必然为 0，n = 2m 时直接计算知

∆2m = det
(
Om xIm

xIm Om

)
= (−1)mx2m

由此可得当且仅当 n 为 2km 时行列式非零，为 (−1)kmx2km。

6. 直接利用 Schur 公式可知(
In

−AT I

)(
In A

AT O

)(
In −A

I

)
=

(
In O

O −ATA

)

从而原矩阵可逆当且仅当 ATA 可逆，即 rank(ATA) = m，而根据书上定理有 rank(ATA) = rankA，
因此等价于 rankA = m。此时上式两侧取逆有(

In A

I

)(
In A

AT O

)−1(
In

AT I

)
=

(
In O

O −(ATA)−1

)

从而 (
In A

AT O

)−1

=

(
In −A

I

)(
In O

O −(ATA)−1

)(
In

−AT I

)

7. 此时不具有可逆性无法使用 Schur 公式。直接假设逆矩阵 P 相同分块，则根据(
B A

AT O

)(
P1 P2

P3 P4

)
= Im+n

可以得到方程组 

BP1 +AP3 = In

BP2 +AP4 = O

ATP1 = O

ATP2 = Im

由最后一个方程有解，m = rank(ATP2) ≤ rank(AT ) ≤ m 必然取等，因此仍然必须有 rankA = m。

利用下一题的结论，可将 A 写成

R

(
Im

O(n−m)×m

)
其中 R 可逆。由此即可得到 P1、P2 的全部解为（C,D 可任取）

P1 = R−T

(
Om×n

C(n−m)×n

)
, P2 = R−T

(
Im

D(n−m)×m

)
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此时，通过 BP1 +AP3 = In 也可知

rankB ≥ rank(BP1) ≥ n− rank(AP3) ≥ n− rankA = n−m

而根据 P1 的形式有 rankP1 ≤ n−m，从而必须 rankP1 = n−m，即 C 行满秩。

将 P1、P2、P3 按照分出 m×m 进一步分块，通过复杂的讨论可以得到更精确的结果。

8. 设其相抵标准形为

A = Pm×m

(
In

O(m−n)×n

)
Qn×n

则直接计算可发现

A = Pm×m

(
Qn×n O

O Im−n

)(
In

O(m−n)×n

)
记

P̃ =

(
Q−1

n×n O

O Im−n

)
P−1
m×m

由可逆，其可拆分为初等方阵乘积，对应为行变换，而

P̃A =

(
In

O(m−n)×n

)

即得证。

9. 由于 m = rank(AB) ≤ rankA ≤ m，等号必须取到，于是 A 行满秩，与上题类似知存在可逆阵 R

使得

A =
(
Im Om×(n−m)

)
R

于是直接计算得所有的 B 为（D 可任取）

R−1

(
Im

D(n−m)×m

)

且可验证不同的 D 确定不同的 B。

10. 仿照之前 A2 = A 与 A2 = O 的解的形式，对可逆阵 P 考虑方阵 P−1AP，可发现

eP−1AP = P−1eAP = I

由此可取 P 使得 P−1AP 为较好形式。直接计算可发现，对任何二阶复方阵 A，存在可逆二阶复方

阵 P 使得

P−1AP =

(
a b

0 d

)
而对后者，可直接计算得 a ̸= d 时

exp
(
a b

0 d

)
=

(
ea b ea−ed

a−d

0 ed

)

a = d 时将 ea−ed
a−d

替换为极限 ea。由此，可发现

exp
(
a b

0 d

)
= I2
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当且仅当 
a = 2k1πi

b = 0

d = 2k2πi

, k1, k2 ∈ Z

由此可知全部解为

P diag(2k1πi, 2k2πi)P−1, k1, k2 ∈ Z

第九周

第一次作业 不变因子

1. Smith 标准形见上次作业解答，其他为（注意 1 不算在初等因子组中）：

(1) 行列式因子 1、λ(λ− 4)、λ2(λ− 4)3(λ+ 1)；

不变因子 1、λ(λ− 4)、λ(λ− 4)2(λ+ 1)；

初等因子组 λ、λ− 4、λ、(λ− 4)2、λ+ 1。

(3) 行列式因子 1、1、λ3；

不变因子 1、1、λ3；

初等因子组 λ3。

(4) 行列式因子前 n− 1 个为 1，最后一个 λn；

不变因子前 n− 1 个为 1，最后一个 λn；

初等因子组 λn。

2. (1) 考虑右上角 (n− 1)× (n− 1) 可发现前 n− 1 个行列式因子为 1，最后一个即为行列式，直接利
用完全展开计算得为 λn − 1；从而不变因子前 n − 1 个为 1，最后一个 λn − 1；从而利用单位

根可知初等因子组为

λ− e2kπi/n, k = 0, 1, . . . , n− 1

(2) 考虑左下角 (n− 1)× (n− 1) 子矩阵可发现前 n− 1 个行列式因子为 1，最后一个即为行列式，
按第一行展开归纳计算出为

λn +
n−1∑
k=0

akλ
k

从而不变因子前 n− 1 个为 1，最后一个 λn +
∑n−1

k=0 akλ
k；其初等因子组取决于此方程的重根，

若根中有 ni 个 λi，i = 1, . . . , s，且 λi 互不相同，则初等因子组为

(λ− λ1)
n1 , · · · , (λ− λs)

ns

第二次作业 线性空间

1. 直接求解可知两问均线性相关。

2. 计算向量 AB、AC、AD 是否线性无关可知第一问共面，第二问不共面。

3. (1) 未必，如 n = 2 时取 α1 = (1, 0), α2 = (0, 1)。
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(2) 一定线性相关。证明更一般的结论：当 α1, . . . , αn 线性相关时，若 β1, . . . , βn 能写为 α1, . . . , αn

的线性组合，则 β1, . . . , βn 线性相关。

由书定理可知存在 k 使得

αk =
∑
j ̸=k

λjαj

设

βi =

n∑
j=1

cijαj

则关于 µi 的方程
n∑

i=1

µiβi = 0

代入上方两式可化为

n∑
i=1

n∑
j=1

µicijαj =
n∑

i=1

∑
j ̸=k

µicijαj +
n∑

i=1

µicik
∑
j ̸=k

λjαj = 0

也即 ∑
j ̸=k

( n∑
i=1

µi(cij + cikλj)

)
αj = 0

要使等式成立，只需每个 αj 前系数为 0，而这是关于 n 个未知数 µi 的 n− 1 个方程构成的齐

次线性方程组，一定存在非零解，从而得证。

4. 将下标 n+ 1 视为下标 1，下标 0 视为下标 n，则改变求和方式可知

n∑
i=1

µi(αi − λαi+1) = 0

等价于
n∑

i=1

(µi − λµi−1)αi = 0

由于 αi 线性无关，这等价于

µi − λµi−1 = 0, ∀i = 1, . . . , n

此方程组可写为 Aµ = 0，系数矩阵 A 元素 aij 满足

aij =


1 i = j

−λ i = j + 1 or i = 1, j = n

0 otherwise.

线性无关等价于此方程组只有零解，而根据 Crammer法则，此方程组只有零解等价于 detA = 0。直

接完全展开计算可知

detA = 1 + (−1)n−1(−λ)n = 1− λn

因此当且仅当 λ ̸= e2kπi/n 时线性无关。

5. 由第三题 (2)，若 α1, . . . , αn 线性相关可推出 e1, . . . , en 线性相关，矛盾。
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期中考试

1. (1) 直接计算可知

A−1 =


1 −2 1 4

1 0 −1

1 −2

1


将 A 拆分为 I +N，则计算可发现 N2 = O，于是

An = I + nN +
n(n− 1)

2
N2 =


1 2n n 2n2 − 2n

1 0 n

1 2n

1


(2) 直接计算可知 A∗ = −3A。

(3) 直接利用 Binet-Cauchy 公式可知 det(ATA) = 0。

(4) 由相交可知对应方程组有解，从而由第四章内容有

rank


a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

 = rank


a1 b1 c1 d1

a2 b2 c2 d2

a3 b3 c3 d3


由第一章知识，有解时解集与对应齐次方程组解集相差平移，而根据相抵标准形可发现齐次方程

组解集为直线当且仅当

rank


a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

 = 2

二者结合即为结论。

事实上，由于题目条件保证了三个式子代表不同平面，分析解集形状可发现 rank


a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3


至少为 2，因此只要此矩阵不可逆即可。

2. (1) 正确。如可取

A =

(
O I1012

−I1012 O

)

(2) 正确。左侧等价于 A(B − C) = O 能推出 B − C = O，考虑每列可知即代表 Ax = 0 只有零解，

利用相抵标准形直接计算即得这等价于 A 列满秩。

(3) 错误。如可取 A = (1, 1)。（事实上，当 m = n 时通过 detA = detAT 可知两者均等价于 A 不

可逆。）

(4) 正确。若不存在 k 阶可逆子矩阵，对 rankA 阶可逆子矩阵的前 k 行作 Laplace 展开可知其行列
式为 0，与可逆矛盾。

3. 设

A =

(
a b

c d

)
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直接计算分量并整理可知 AHA = AAH 等价于bb̄ = cc̄

(ā− d̄)b = (a− d)c̄

若 a = d，再满足 |b| = |c| 即可；否则由第二个式子知必有

b =
a− d

ā− d̄
c̄

计算验证可知此时第一式已经满足，因此这两种情况即为全部可能。

4. 设 n 阶对应行列式 ∆n，按第一行展开可发现

∆n = ∆n−1 + (−1)n−1

由此计算前几项即可归纳得 n 为偶数时 ∆n = 0，否则为 1。

由于

A− I =

(
0 1

In−1 v

)
, v = (1, . . . , 1, 0)T

其可以写成 (
1 0
v In−1

)(
0 1

In−1 0

)
左右均为分块初等方阵，于是有

(A− I)−1 =

(
0 1

In−1 0

)−1(
1 0
v In−1

)−1

=

(
0 In−1

1 0

)(
1 0
−v In−1

)
=

(
−v In−1

1 0

)

5. 利用多项式的裴蜀定理可知存在 u(x) 与 v(x) 使得

u(x)(x+ 1) + v(x)(x2 − x+ 1) = 1

事实上可取

u(x) =
1

3
(−x+ 2), v(x) =

1

3

于是计算可知 rank(A+ I) + rank(A2 −A+ I) 为

rank
(
A+ I O

O A2 −A+ I

)
= rank

(
I v(A)

O I

)(
A+ I O

O A2 −A+ I

)(
I u(A)

O I

)

= rank
(
A+ I I

O A2 −A+ I

)
= rank

(
I O

−A2 +A− I I

)(
A+ I I

O A2 −A+ I

)(
I O

−A− I I

)

= rank
(

O I

A3 + I O

)
= rank

(
O I

A3 + I O

)(
O I

I O

)
= rank

(
I O

O A3 + I

)
此即为 n+ rank(A3 + I)，从而得证。

6. 由书上定理 rankM = rankMMT = rankMTM，于是

rank
(
A

B

)(
AT BT

)
= rank

(
AAT ABT

BAT BBT

)

由于 BAT = (ABT )T = O，此即为

rank
(
AAT O

O BBT

)
= rank(AAT ) + rank(BBT ) = rankA+ rankB
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第十周

第一次作业 向量组的秩

1. (1) 极大线性无关组为 α1, α2, α3, α4，秩为 4。

(2) 极大线性无关组可取 α1, α3, α4，秩为 3。

2. (1) 秩为 2，极大线性无关组可取前两行、前两列。

(2) 秩为 3，极大线性无关组可取全部三行、124 列。

3. 由定义可知存在不全为 0 的 λ1, . . . , λn, µ 使得

n∑
i=1

λiαi + µβ = 0

若 µ = 0，则 λi 不全为 0，与 α1, . . . , αn 线性无关矛盾，于是 µ ̸= 0，有

β = −
n∑

i=1

λi

µ
αi

即得证。

4. (1) 根据命题 2.2.2，若其不为极大线性无关组则可以再扩充，但扩充后会多于 r 个，与秩为 r 矛盾。

(2) 利用第九周第二次作业 3(2) 的证明，若 β1, . . . , βr 线性相关，则 α1, . . . , αn 中任何 r 个向量线

性相关，与秩为 r 矛盾。

5. 记 I的一个极大线性无关组为 α1, . . . , αs，II的一个极大线性无关组为 β1, . . . , βr，其余为 βr+1, . . . , βn。

由本次作业 3 结论，根据极大线性无关组定义，βr+1, . . . , βn 都能被 β1, . . . , βr 线性表出，于是类似

第一周第一次作业 2(2) 可知 α1, . . . , αs 可被 β1, . . . , βr 线性表出。

若结论不成立，r < s，α1, . . . , αs 可被 β1, . . . , βs 线性表出 (能被 β1, . . . , βr 线性表出，则随意添加

向量仍能线性表出)，从而利用第九周第二次作业 3(2) 的证明可知它们线性相关，矛盾。

第二次作业 向量组秩的性质

1. (1) 由定义验证即可。

(2) α1, α2 本身即为极大线性无关组。

2. 见本周第一次作业 5 证明过程第二段。

第十一周

第一次作业 子空间

1. 直接解方程得坐标为 (−76, 41,−16)。

2. 可添加 e1 与 e2。

3. 直接计算得

e1 = α1 − α2 − 2α3 − 4α4, e2 = α2 + α3 + 2α4, e3 = α3 + α4, e4 = α4
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4. 根据书上算法，只需计算 
X1

X2

X3

α = 0

的基础解系，并将它们作为系数，计算可得以下方程组符合要求：6x1 + x2 − 4x3 + x4 = 0

16x1 + 6x2 − 11x3 + x5 = 0

5. 若 S与 T 等价，可知 T 可用 S表出，于是 T 可用 S的极大线性无关组表出，从而 rank(S∪T ) = rankS，
同理 rank(S ∪ T ) = rankT。

若 rank(S ∪ T ) = rankS，由定义可知 S 的极大线性无关组也是 S ∪ T 的极大线性无关组，因此 T

可用 S 的极大线性无关组表出，于是 T 可用 S 表出，同理 S 可用 T 表出，即得证。

课堂小测

1. 由定义计算可知线性无关。

2. 充分性：由 αj =
∑

i<j λiαi 可知
∑

i<j λiαi − αj = 0，从而根据定义得证。

必要性：由于存在不全为 0 的 λi 使得
∑

i λiαi = 0，考虑使 i 最大的非零 λi，记为 λm，即有

αm = −
∑
i<m

λi

λm

αi

3. 四点共某平面 Ax+By +Cz +D = 0 等价于代入 xi, yi, zi 形成的方程组有非零解 (若非零解不代表
平面，只能 A = B = C = 0，但此时代入可发现矛盾)，此方程组即

x1 y1 z1 1

x2 y2 z2 1

x3 y3 z3 1

x4 y4 z4 1



A

B

C

D

 = 0

由之前小测已证，这即等价于系数行列式为 0。

4. 设第三平面为 A3x+B3y + C3z +D3 = 0，由三平面交于一条直线，类似期中填空最后一题可知

rank


A1 B1 C1 D1

A2 B2 C2 D2

A3 B3 C3 D3

 = 2

而由条件可知 (A1, B1, C1) 与 (A2, B2, C2) 线性无关，因此前两行必然构成其极大线性无关组，从而

第三行可被前两行线性表出，又由第三行表示平面，不可能为 0，即有 λ, µ 不全为 0。

5. 观察可知 α2 = 2α1, α4 = 2α3，且 α1, α3 线性无关，于是极大线性无关组为

{α1, α3}, {α2, α3}, , {α1, α4}, {α2, α4}

6. 由条件可知存在 A 的 r 行线性无关，而任取 s 行至少取到了其中的 r + s −m 行，于是 B 至少有

r + s−m 行线性无关，从而得证。

7. 若否，它们必然线性相关，利用第二题结论可进行第三类初等行变换消去其中某行，此时对应子式行
列式不变，但出现了一行 0，与对应子式行列式非零矛盾。

8. 即为第六题将行换成列的版本，与第六题证明过程完全相同。
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思考题

考虑 A 的线性无关的 r 行构成的矩阵 B，根据秩等于行秩可知 B 的秩也是 r。

另一方面，设 A 线性无关的 r 列为第 n1, . . . , nr 列，则由极大线性无关组的性质可知它们可以线性表出

A 的所有列，而 B 的列为 A 的列的一部分，因此 B 的 n1, . . . , nr 列可以线性表出 B 的所有列，若它们

线性相关，则 rankB < r，矛盾，因此 B 的 n1, . . . , nr 列线性无关，而这即构成交叉处的子式，由秩等于

阶数知可逆。

对一般的 k，如取 I2 的第一行与第二列，即知矛盾。

第十二周

第一次作业 一般线性空间

1. cos(2t)− 2 cos2 t+ 1 = 0，于是线性相关。

2. 由于加法、数乘的八条性质可直接验证得满足，是否是子空间只需考虑封闭性。

(1) n 次以下多项式加法、数乘还在 n 次以下，构成子空间。

(2) xn+1 与 −xn+1 在此子集中，但和 0 不在，不构成子空间。

(3) a 处为 0 的多项式加法、数乘 a 处仍为 0，构成子空间。

(4) x− a− 1 与 a− x+ 1 在此子集中，但和 0 不在，不构成子空间。

(5) 偶函数加法、数乘仍为偶函数，构成子空间。

3. 由线性相关定义，存在不全为 0 的 µ1, . . . , µk 使得
∑k

i=1 µiαi = 0，考虑关于 λ1, . . . , λk 的方程

k∑
i=1

µiλi = 0

作为方程个数小于未知数个数的齐次方程组，其必然存在非零解，可验证非零解即符合要求。

4. (1) 由 T 是 S ∪ T 子集，S ∪ T 可表出 T，而由条件 T 可表出 S，又由 T 可表出 T 知 T 可表出

S ∪ T，从而等价。

(2) 由极大线性无关组的性质，T1 与 S ∪ T 等价，再由 (1) 知 T1 与 T 等价，因此由 T1 线性无关

性 rankT = rankT1 = s+ k，从而 t ≥ s+ k。

(3) 在 T\T1 中任取 s 个元素 βi1 , . . . , βis，下面说明这些即为所求。由于 T 可表出 S ∪ T，替换后

为 S ∪ T 子集，因此 T 可表出替换后向量组。另一方面，替换后向量组包含 T1，由 (2) 可知 T1

可表出 T，从而等价。

5. S 的极大线性无关组 S1 可表出 S，T 的极大线性无关组 T1 可表出 T，从而二者并集可表出 S ∪ T，

而并集中的元素至多 s+ t 个，从而 rankS ∪ T ≤ rankS1 ∪ T1 ≤ s+ t。

6. 直接验证可知其线性无关，从而构成一组基，注意到若

f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n = b0 + b1(x− c) + · · ·+ bn(x− c)n

则

f(x+ c) = a0 + a1(x+ c) + · · ·+ an(x+ c)n = b0 + b1x+ · · ·+ bn(x− c)n

利用二项式定理直接展开可知坐标

bi =
n∑

k=i

akC
i
kc

k−i

也可写成 bi =
1
i!
f (i)(c)。
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7. 可直接验证 {α1, . . . , αn, iα1, . . . , iαn} 在 VR 中线性无关，且可表出 VR 中任何元素
5，从而其构成一

组基，维数即为 2n。

第二次作业 同态与同构

1. 回顾第九周第二次作业 4 可知 (−λ)n ̸= 1 时秩为 n，否则秩小于 n。在 (−λ)n = 1 时，考虑前 n− 1

个向量，由于 α1, . . . , αn 线性无关，关于 µi 的方程

n−1∑
i=1

µi(αi + λαi+1) = 0

等价于每个 αk 前系数均为 0，解得只有零解，从而前 n− 1 个向量线性无关，秩为 n− 1。

2. 直接计算可知（第一个等号可通过待定系数得到）

σ(a+ bi) = σ

(
a+ b

2
(1 + i) + a− b

2
(1− i)

)
=

a+ b

2
σ(1 + i) + a− b

2
σ(1− i) =

(
a+ b

2
,
a− b

2

)
3. (1) 若 an = an−1 + an−2，bn = bn−1 + bn−2，则

(a+ b)n = an + bn = an−1 + an−2 + bn−1 + bn−2 = (a+ b)n−1 + (a+ b)n−2

(λa)n = λan = λ(an−1 + an−2) = (λa)n−1 + (λa)n−2

从而为子空间。由下一问可知维数为 2。

(2) 由于 W 中每个元素可以由前两个元素有限递推得到，映射是良定的。类似 (1) 可验证保加法、
数乘，从而是线性映射。其逆映射为 σ−1(a1, a2, . . . ) = (a1, a2)，也可验证良定，从而其为双射

6，

从而是同构。

(3) 可验证（两数列可待定系数计算出）

an =

(
1 +

√
5

2

)n

, bn =

(
1−

√
5

2

)n

线性无关，且均属于 W，从而构成一组基。

(4) 只需通过前两个分量列方程即可确定坐标，从而通项公式为

Fn =
1√
5
an − 1√

5
bn =

√
5

5

((
1 +

√
5

2

)n

−
(
1−

√
5

2

)n)
4. (1) 加法、数乘直接验证符合运算律即可，两正数运算结果仍为正数，从而构成线性空间。

(2) R+ 作为线性空间的零元为 1，可验证任何 c > 0, c ̸= 1 构成其一组基，从而其是一维线性空间，

与 R 同构。

由于确定基的映射即可确定同构，设 R 到 R+ 同构映射满足 σ(1) = c，由 c 必然为基可知不为

1，从而可确定映射
σ(t) = tσ(1) = ct

这样的映射即为所有同构。

5线性无关加可表出任何元素即能证明构成一组基，这在找基的习题中常用。
6除了验证单射、满射外，直接找到逆映射也可证明双射
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第十三周

第一次作业 交空间与和空间

1. 计算可发现 β1 = 2β2 +α1 −α2，于是可进一步得到 W1 +W2 维数为 3，基可取 α1, α2, β2；W1 ∩W2

维数为 1，基可取 α1 − α2。

2. 直接验证可知两方程组均满足时只有零解，即W1∩W2 = {0}。利用解空间维数定理可知W1 为 n−1

维，W2 为一维，从而 W1 ⊕W2 为 n 维，只能是 Fn。

3. 如在 R2 中取

W1 = {(0, a) | a ∈ R}, W2 = {(a, 0) | a ∈ R}, W3 = {(a, a) | a ∈ R}

4. (1) 类似第十二周第一次作业 (2) 可验证。

(2) 若 f(−x) = f(x) = −f(x) 可知 f(x) = 0，从而 S ∩K = {0}；对任何多项式，有

f(x) = u(x) + v(x), u(x) =
f(x) + f(−x)

2
∈ S, v(x) =

f(x)− f(−x)

2
∈ K

从而 F[x] ⊂ S ⊕K，又由其为全空间即可知等号成立。

第十四周

第一次作业 补空间

1. 由第十二周第二次作业 1 可知 λ3 = 1 时秩为 2，否则为 3。

2. 记 aTi 为 a 的第 i 行，则若有
t∑

k=1

λka
T
ik

= 0

根据定义知必有
t∑

k=1

λkαik =

t∑
k=1

λk

s∑
j=1

aikjβj = 0

从而若 A 的某些行线性相关，对应下标的 αi 一定线性相关，向量组的秩不超过 A 的行秩，即不超

过 rankA。

3. 直接计算六个向量构成向量组的秩可知 V1 + V2 即为全空间，一组基可取标准正交基。

利用待定系数计算可知交空间一组基可取 (0, 2,−1, 3) 与 (3, 1, 4, 0)。

4. 为子空间直接验证即可，由形式可知其一组基是(
1 −1

0 0

)
,

(
0 0

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)

从而可扩充 (
1 0

0 0

)
成为全空间基，它生成的子空间即为一个补空间。
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第二次作业 线性映射

1. (1) 当且仅当 β = 0 时线性。

(2) 非线性。

(3) 线性。

(4) 非线性，A(iX) = −iA(X)。

(5) 非线性。

(6) 非线性，理由同 (4)。

(7) 当且仅当 n = 1 时线性。

(8) 线性。

(9) 线性。

(10) 当且仅当 A = O 时线性。

2. (1) 由于平行四边形面积即为 A⃗C, B⃗C 构成行列式 detX 的绝对值，利用 det(AX) = detAdetX
即得结果。将任何图形无限细分为矩形，考虑极限知成立。

(2) 若变换前满足的方程是 f(u⃗) = 0，变换后的每个点 v⃗ 应满足 f(A−1v⃗) = 0，从而方程为 (f ◦
A−1)(v⃗) = 0，代入 f(u⃗) = x2 + y2 − a2，可得 (f ◦A−1)(u⃗) = x2 + a2y2/b2 − a2，即为所求。由

(1) 知面积为 πab。

3. (1) 将 α1, α2, α3 按行拼成矩阵 A，β1, β2, β3 按行拼成矩阵 B，可发现原命题等价于 AX = B 对 X

有解，可验证 A 可逆，从而取 X = A−1B 即可构造线性映射。

(2) 原命题等价于 BX = A 有解，但 rankA = 3, rankB = 2，不可能有解，从而不存在。

4. 计算可得标准基下与 {α1, α2, α3} 下分别为
−1 −1 2

1 −3 3

−1 −5 5

 ,


2 0 −2

1 −1 1

2 1 0



5. (1) 计算可得为


a c

b d

a c

b d

。
(2) 由于 B(I) = O，KerB 维数非零，不是单射，因此不可逆。

(3) 利用矩阵乘法结合律得证。

6. 取出任何一个多项式 f，与第 12 周第一次作业 6 完全类似计算左右即可。

课堂小测

1. 子空间直接验证即可，V1 ∩ V2 中的元素满足 ai+n = ai = −ai+n，于是只有零向量，从而其和是直

和，将 V 中向量写为 (α, β), α, β ∈ Fn，则有

(α, β) =

(
α+ β

2
,
α+ β

2

)
+

(
α− β

2
,
β − α

2

)
第一项属于 V1，第二项属于 V2，因此 V1 ⊕ V2 = V。

可验证 V1 有一组基 (ei, ei), i = 1, . . . , n，于是 dimV1 = n，因此

dim(V /V1) = dimV − dimV1 = n



第十四周 34

2. 右包含于左：V1 ∩ V2 与 V1 ∩ V3 都是 V1 的子空间，因此包含于 V1；利用 (V1 ∩ V2) ⊂ V2，由定义可

知 (V1 ∩ V2 + V1 ∩ V3) ⊂ (V2 + V1 ∩ V3)。

左包含于右：若 α ∈ (V1 ∩ (V2 + V1 ∩ V3))，将其写为 β + γ，其中 β ∈ V2、γ ∈ V1 ∩ V3。由于

β = α− γ, α ∈ V1, γ ∈ V1，可知 β ∈ V1，从而 β ∈ V1 ∩ V2，从而即得到 α ∈ (V1 ∩ V2 + V1 ∩ V3)。

反例：

V1 = {(0, a) | a ∈ R}, V2 = {(a, 0) | a ∈ R}, V3 = {(a, a) | a ∈ R}

3. 将 A、B、C 看作线性映射 A、B、C 在标准基下的矩阵表示，移项即变为要证

dim ImAB − dim ImABC ≤ dim ImB − dim ImBC

根据定义可验证 ImBC = B(Im C) ⊂ ImB，因此可考虑 ImBC 对 ImB 的一个补空间 V，从而不等

式右侧即为 dimV。

由线性性可验证

ImAB = A(ImB) = A(V + ImBC) = A(V ) +A(ImBC) = A(V ) + ImABC

于是利用和空间维数性质可知

dim ImAB ≤ dimA(V ) + dim ImABC

利用定义可知 V 中线性相关的向量组在 A 作用后仍线性相关，从而 dimA(V ) ≤ dimV，代入上式

得到原不等式。

思考题

由于涉及部分超纲内容，解答仅提供思路，具体推导有疑问请私聊确认：

1. 右包含左：由于左侧的两部分都属于 V1 +W 与 V2 +W，其和仍然属于；右包含左：设右侧拆分为

α+ β, α ∈ V2, β ∈ W，则类似本周课堂小测第二题可得 α ∈ V1 +W，从而得证。

2. 结论错误，反例同本周课堂小测第二题反例。

3. 结论错误，反例同本周课堂小测第二题，记 U1 = U2 = V3。

4. 结论正确，利用正交补空间定义验证即可，与 U1, U2 中所有向量都垂直必然与其和中所有向量垂直，

反之亦然。

5. 反向归纳，设全空间维数为 m，当 Ui 维数均为 m 时只能都为 V，取补空间 {0} 即可。若维数均为
k + 1 时成立，维数均为 k 时，由于 k < m，利用分析知识可知 U1 ∪ U2 · · · ∪ Un ≠ V，从而可取出

V \U1 ∪U2 · · · ∪Un 中元素 α。可验证 U1 与 α 生成的子空间 V1 是 k+ 1 维，V2, . . . , Vn 同理，由此

由归纳假设存在共同补空间 W，考虑 W 与 α 生成的子空间，可验证其符合要求7。

6. 对有限维，考虑一组基在 A 下的像，单射、满射、双射都等价于基的像还是基。对无穷维，考虑 R
上多项式空间中 f(x) → xf(x) 与 f(x) → f ′(x) 即为单射非双射、满射非双射的例子。

7. (1) 由定义可验证包含。若取等，考虑 KerA一组基 {ui}，并扩充 {αi}成为 U 一组基，由基的定义

可反证得到 {Aαi}线性无关。由条件反证可知 {BAαi}线性无关，否则线性组合可得出 KerBA
中有但 KerA中无的元素。将其扩充 {βi}成为 W 的一组基，构造 C 将 BAαi 映射到 Aαi，{βi}
都映射到 0，可验证符合要求。

7事实上，利用分析知识可将 n 个推广到可数个，利用可数个 U 仍然不能覆盖 V 即可。
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(2) 同样由定义可验证包含，与 (1) 类似构造即可。

8. 构造映射 Ã : U/KerA → ImA，Ã(u+ KerA) = A(u)，可验证其为良定的双射，从而同构。

9. 考虑 U 到 (U +W )/W 的映射 A(u) = u+W，可验证其良定，利用第一同构定理得结果。

10. 考虑 U/W 到 U/V 的映射，A(u+W ) = u+ V，可验证其良定，利用第一同构定理得结果。

11. (1) 直接验证即可。

(2) 考虑将 αi 映射到 1，其他 αj , j ̸= i 映射到 0 的映射 Ai，可验证它们构成一组基，称为 {αi} 的
对偶基，于是维数为 n。

(3) 考虑 U 一组基，U∗ 可指定其中任何一个为任何实数，因此同构于 RN，维数事实上不可数 (需要
选择公理才能取出一组基)，与 U 可数维并不相同。

(4) 直接验证即可。

(5) 考虑 S 的极大线性无关组 s1, . . . , sk，并将其扩充 αk+1, . . . , αk+n 为 U 的一组基，考虑这组基

的对偶基 Ai，可发现 Ann(S) 即为
n∑

i=k+1

λiAi, λi ∈ R

于是得证维数关系。

(6) 类似第 4 题由定义验证即可。

(7) 类似第 4 题由定义验证即可。

(8) 未必成立。如 (6)中 U 取 R，V1 = {1}，V2 = {2}；(7)中 U 取 R2，V1 = {(1, 0)}，V2 = {(0, 1)}。

(9) 由 (6)、(7) 与直和定义可直接得成立。

第十五周

第一次作业 像与核

1. (1) 直接利用矩阵表示看作坐标变换的定义计算得

KerA = {xα1 + yα2 + zα3 | x− 3y + 2z = 0}, ImA = {tα1 − 3tα2 + 2tα3 | t ∈ F}

(2) 可取 KerA 一组基为 3α1 + α2 与 2α1 − α3，可发现增添 α1 成为全空间一组基（不唯一），过

渡矩阵为

P =


3 2 1

1 0 0

0 −1 0


计算 P−1AP 即得 M1 下矩阵为 

0 0 −3

0 0 −2

0 0 14


2. (1) 直接计算发现 KerD = R1[x]、ImD = Rn−1[x]，维数分别为 1 与 n− 1，和为 n。

(2) 不成立，由于和并非直和。



第十五周 36

3. 考虑 W 在 U 中一个补空间 V，由定义可验证 A(W ) + A(V ) = ImA，再由和空间维数即可知
dimA(V ) ≥ rankA− ImA(W )，从而得证。

4. 由 A 的像都在 ImA 中可发现限制映射 A0 = A|Im A→Im A 良定，从而 dim ImA − rankA0 =

dim KerA0，根据定义可知这即是结论。

5. (1) 由上题可知 KerA∩ ImA = {0}，从而和是直和，再由维数和等于 V 的维数可知直和结果是全

空间。

(2) 由于替换基会使 A 成为 P−1AP，而 P 可逆可知秩不变，tr(P−1AP ) = tr(PP−1A) = trA，于
是只需要证明某组基下成立即可。

考虑 ImA与 KerA各取一组基，记为 α1, . . . , αr, βr+1, . . . , βn，对任何一个 αi，设 A(xi) = αi，

由于 A2(xi) = A(xi) 可知 A(αi) = αi；而由定义可知 A(βi) = 0，从而 A 在这组基下矩阵表示
为 diag(1, . . . , 1, 0, . . . , 0)，共 r 个 1、n− r 个 0，可验证符合要求。

(3) 验证可知 (2) 中给出的基下的坐标即符合要求。

6. 我们证明 A2 = O 推 1、1 推 3、3 推 2 与 2 推 A2 = O。

A2 = O 推 1：反证，若 ImA 中有 α /∈ KerA，取 α 原像 γ，则 A2(γ) ̸= 0，矛盾。

1 推 3：反证可知，ImA 中一组线性无关的向量其 A 下的原像必然也线性无关。取 ImA 的一组基
α1, . . . , αr，考虑其各一个原像 β1, . . . , βr，它们必然互相线性无关，设它们生成的子空间为 U。若

β1, . . . , βr, α1, . . . , αr 线性相关，则可得到存在非零的 β ∈ U，使得 β ∈ ImA ⊂ KerA，但由维数
相同与满射可知 A(U) = ImA 为双射，0 的原像只有 0，不可能存在非零 β ∈ KerA 矛盾。由此
即可得到 2r ≤ n，且计算维数发现 U ⊕ KerA = n。将 α1, . . . , αr 进一步扩充为 KerA 的一组基
γ1, . . . , γn−2r, α1, . . . , αr，在前面添加 β1, . . . , βr 后构成全空间一组基，可验证这组基下矩阵表示即

符合要求。

3 推 2：3 的表示即符合 2 的要求。

2 推 A2 = O：直接计算验证可知矩阵平方为 O，从而符合要求。

第二次作业 坐标变换

1. 记 Eij 为只有第 i 行第 j 列为 1，其他为 0 的方阵。由线性映射基本性质可知 f(O) = 0，而设

f(E11) = c，由 f(E1iEi1) = f(Ei1E1i)，计算验证可知此即 f(Eii) = c；由 f(EiiEij) = f(EijEii)，当

i ̸= j 时计算得 f(Eij) = 0。由于已知一组基的映射结果，映射已经确定，计算即得 f(A) = c tr(A)。

2. (1) 由于 fi 在 ωj , j ̸= i 处均为 0，在 ωi 处非零，而 ω0, . . . , ωn−1 互不相同，若 fi 线性组合得 0，
可验证只能系数全为 0，从而它们线性无关，结合维数即知为一组基。

(2) 计算过渡矩阵也即要计算 fi(x) 的各项系数。根据单位根的定义有 fi(x)(x−ωi) = xn − 1，从而

fi(x) =
xn − 1

x− ωi

=
xn − ωn

i

x− ωi

=
n−1∑
k=0

xkωn−1−k
i

由此即能拼出过度矩阵。

3. 直接计算过渡矩阵得两问结果分别为
1 2 3

3 1 2

2 3 1

 ,


6 4 6

0 −1 −1

0 1 −2
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4. 利用 cos θ = Re(eiθ)，由二项式定理计算即得

cosmx =

[m/2]∑
t=0

(−1)t
[m/2]∑
k=t

C2k
m Ct

k cosm−2t x

由此可根据系数写出过渡矩阵。

5. 若 x, y /∈ Ker f，则它们也不在 Ker g 中，从而可设 a = f(x)
g(x)

, b = f(y)
g(y)
，且 ab ̸= 0。只需证明 a = b，

即可得到 f = cg。

若 a ̸= b，变形有 f(x)
f(y)

̸= g(x)
g(y)
，令左侧为 t，则可验证 f(x − ty) = f(x) − tf(y) = 0, g(x − ty) ̸= 0，

矛盾。

思考题

1. 结论仍然成立。由 A2 = A，可知 A|Im A 即为恒等映射。若 ImA∩ KerA ̸= {0}，与恒等性矛盾。由
此和是直和。

对任何 α，由于 A(α−Aα) = 0，可知 (α−Aα) ∈ KerA，从而 α 可写为 ImA中元素 Aα 与 KerA
中元素之和，即得证。

2. 仍然成立，证明过程与之前相同。

第十六周

第一次作业 相似的概念

1. 由于 (B − I)2 = O，但 (A− I)2 ̸= O，根据命题 6.4.3 可知两者不相似。

2. 计算过渡矩阵可知 A 在 β1, β2 下表示为

(
−4 −11

1 3

)
，从而直接计算矩阵加法、乘法可得所求三个

矩阵为 (
−3 −8

3 10

)
,

(
−26 −89

7 24

)
,

(
−1 −2

−1 −1

)
3. 设 A = P−1BP，C = Q−1DQ，则 diag(A,C) = diag(P−1, Q−1) diag(B,D) diag(P,Q)，计算可验证

diag(P−1, Q−1) diag(P,Q) = I，从而得证。

4. (1) 计算特征多项式可知特征值为 2 与 −2。对应 2 的特征向量 (c1, c2, 2c1)
T，其中 c1, c2 不全为 0；

对应 −2 的特征向量 (c, 0,−2c)T，其中 c ̸= 0。由此记

P =


1 0 1

0 1 0

2 0 −2


可验证 P−1AP = diag(2, 2,−2)。

(3) 计算特征多项式可知特征值为 2 与 −2。对应 −2 的特征向量 (−c, c, c, c)T，其中 c ̸= 0；对应 2
的特征向量 (c1 + c2 + c3, c1, c2, c3)

T，其中 c1, c2, c3 不全为 0。由此记

P =


−1 1 1 1

1 1 0 0

1 0 1 0

1 0 0 1


可验证 P−1AP = diag(−2, 2, 2, 2)。
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第二次作业 特征子空间

1. (1) 直接计算可得 B =
∑n−1

k=0 ak+1A
k。

(2) 利用完全展开可知 φA(λ) = λn − 1，其特征值 e2πim/n,m = 0, . . . , n− 1 互不相同，可相似对角

化，从而利用

P−1BP =
n−1∑
i=0

ai+1(P
−1AP )i

可知 B 可相似对角化，D 的第 m 个对角元为
∑n−1

k=0 ak+1e2πimk/n。

(3) 由于 detB = detD，直接计算 D 的对角元乘积即为 B 的行列式。

2. 考虑 φA(λ)，利用行列式完全展开与韦达定理，其 n− 1 次项

n∑
i=1

aii = −
n∑

i=1

λi

n− 2 次项（左侧第一项是
∏

i(λ− aii) 中的，第二项是主对角线选了 n− 2 个元素的）∑
i ̸=j

aiiajj −
∑
i ̸=j

aijaji =
∑
i ̸=j

λiλj

将第一个式子平方后减去第二个式子的两倍，则右侧即为
∑n

i=1 λ
2
i，左侧即成为

n∑
i=1

a2ii +
∑
i ̸=j

aijaji =
n∑

i,j=1

aijaji

从而得证。

（事实上用相似三角化可以证明全部 λ2
i 是 A2 的特征值，从而直接利用 φA2(λ) 的 n− 1 次项也可得

到结果。）

3. 利用第十五周第一次作业 5 可得到结果，或类似 6.6 节例 2 证明，或记 B = 2A − I，则可验证

B2 = I，利用 6.6 节例 2 与 A 是 B 的多项式可知成立。

4. 设 A = P−1DP，其中 D 为对角阵。定义线性变换 P(X) = P−1XP，则可验证 P−1(X) = PXP−1，

计算有

A(X) = P−1DPX −XP−1DP = P−1(DPXP−1 − PXP−1D)P = PDP−1(X)

其中 D(X) = DX −XD。

取一组基 Eij，可知 D(Eij) = (di − dj)Eij，因此 D 在这组基下对角，又由 A 与 D 相似可知 A 可
对角化。

（也可利用矩阵张量积将 A 在 Eij 下写成矩阵的形式，再以此计算是否可对角化。）

思考题

1. 由于 A(W ) ⊂ ImA，此限制映射定义合理，由定义得其为同态，下记为 B。

单射：只需证明 KerB = {0}，若否，设其中还存在 x，则由定义 x ∈ KerA，与 W ∩ KerA = {0}
矛盾。

满射：对任何 y ∈ ImA，设 A(x) = y，由条件知存在 w ∈ W, t ∈ KerA，x = w + t，从而计算得

A(w) = y，得证。
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2. (1) 取 W 为 KerA 的补空间，Z 为 ImA 的补空间，由第一题，可取 B|Im A→W 为 AW→Im A 的逆

映射，并取 B(z) = 0, ∀z ∈ Z，由直和性质可得到 V 上的 B，并可验证其即为所求。

(2) 当 A 可逆或为 O 时，可验证唯一。

否则，若 A 非满射则 ImA 非零非满，从而补空间 Z 不唯一，而由 (1) 构造 Z = KerB，不同
的 Z 可构造不同的 B。

若 A 非单射，则 KerA 非零非满，从而补空间 W 不唯一，而由 (1) 构造 W = ImB，不同的
W 可构造不同的 B。

(3) 只需证明 U = KerA⊕ ImB，另一边同理即可。

若 KerA∩ ImB ̸= {0}，设其中还有 y，并记 y = Bx，则 BABx = B(Ay) = 0，而 Bx = y，矛

盾。

对 U 中任何元素 x，由于 ABAx = Ax，记 a = x− BAx，b = BAx，则原式化为 Aa = 0，于

是 a ∈ KerA，而 b ∈ ⟩⇕B，又由 x = a+ b 记得 U = KerA+ ImB。

逆命题不成立，如 A、B 均可逆但并不互逆时。

(4) 由上问与第一题可知此两映射即 A|Im B→Im A 与 B|Im A→Im B，均为同构。记它们为 A0、B0，由

限制映射定义可知 A′B′A′ = A′、B′A′B′ = B0，由它们均可逆即得 A′B′ = I、B′A′ = I，从而
互逆。

3. 先证明 KerA+ KerB = U。

由条件可知 ImA ⊂ ImA+ B，于是对任何 u ∈ U，存在 x使得Au = (A+ B)x，由此有A(u−x) = Bx，
又由两者 Im 交为 {0} 可知只有 A(u− x) = Bx = 0，也即 u− x ∈ KerA、x ∈ KerB，从而得证。

设 U3 = KerA∩ KerB，并取它对 KerA 的补空间 U2，对 KerB 的补空间 U1，由第一题可验证符

合要求。

4. (1) 左推右：设 W 为 ImA ∩ KerA 关于 ImA 的补空间，可验证 W 为 KerA 补空间。由第一题
可知 A|W→Im A 为同构，而 W ⊂ ImA，于是 A|Im A→Im A 为满射。

右推左：对任何 u ∈ U，由满射可知存在 v ∈ ImA 使得 Av = Au，于是 u− v ∈ KerA，从而
u ∈ KerA+ ImA，即得证。

(2) 左推右：由条件通过第一题即得 A|Im A 是同构，从而得证。

右推左：利用 (1)，只需证明 KerA∩ ImA = {0}，若否，设其中还有 x，则 x ∈ ImA且 Ax = 0，

从而 KerA|Im A ̸= {0}，与同构矛盾。

5. 由定义可知 A2 = A 等价于 A|Im A = I，利用上题即得 V = ImA⊕ KerA = ImB ⊕ B。

第一式左推右：只证 AB = B，另一个同理。由直和，只需验证 ImB 与 KerB 上都相等即可。由条
件，ImB 上 A、B 均为恒等映射，于是 AB 为恒等映射，而 KerB 上二者均为 0，从而得证。

第一式右推左：ImB = B(U) = AB(U) ⊂ ImA，另一边包含同理，从而两者相等。

第二式左推右：同样只需验证 ImB 与 KerB 上 AB = A。前者由 ImB 上 B 为恒等映射可知成立，
后者由条件可知 A 在其上为 0，从而得证。

第二式右推左：KerB ⊂ KerAB = KerA，另一边包含同理，从而两者相等。

6. 将其看作 n 维向量空间 Rn 上的线性变换，由于条件即 A(A− I)(A+ I) = O，只需证明 Ker (A+

I)⊕ Ker (A− I)⊕ KerA = Rn，从三者中各取一组基构成全空间基，可验证这组基下的矩阵表示即

为 diag(−I, I, O)。我们分三步证明上式，下记 V = Ker (A2 − I)。
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Ker (A − I) ⊕ Ker (A + I) = V：由于 A|V 满足 A|2V = I，由 6.6 节例 2 可知 Ker (A − I)|V ⊕
Ker (A+ I)|V = V。另一方面，由定义得 Ker (A− I) ⊂ V，于是 Ker (A− I)|V = Ker (A− I)，对

A+ I 同理即得证。

KerA ∩ V = {0}：若 x ∈ KerA ∩ V = {0}，可知 Ax = (A2 − I)x = 0，从 Ax = 0 可得 A2x = 0，

从而必有 x = 0，得证。

KerA ⊕ V = Rn：由于 (A2 − I)A = O，可知 ImA ⊂ V，从而 n − dim KerA ≤ dimV，于是

dimV + dim KerA ≥ n，但由于和为直和，维数和最高为 n，从而必须取等，得到 KerA⊕ V = Rn。

综合以上三步可知原命题成立。

（此证明事实上可以类似推广，得到若
∏

k(A − λkI) = O，λi 互不相同，则 A 相似于以对角元取值

在 {λ1, . . . , λk} 中的对角阵。）

第十七周

第一次作业 不变子空间

1. (1) 分块计算可知 (B11 − λ1I)(B11 − λ2I) = O，直接计算得其只能为 λ1I，对 B22 同理。

(2) 利用 P−1 =

(
I −S

O I

)
直接计算得 S = 1

λ1−λ2
B12。

(3) 由于 A 可以进行相似上三角化，与 (1) 完全类似可说明每个特征值对应的对角块为纯量阵，再
与 (2) 类似消去非对角快即可。

2. 本题的算法可参考相似三角化的证明过程，当前计算最小多项式只能通过不断验证，在根子空间附
近会学到一般性的算法。

(1) 计算得可取

P =


1 0 0

−1 1 0

1 −1 1

 , P−1AP =


1 1 1

0 1 3

0 0 1

 , dA(x) = (x− 1)3

(2) 计算得可取

P =


2 1 −3

4 −1 1

1 2 2

 , P−1AP = diag(0, 3, 7), dA(x) = x(x− 3)(x− 7)

3. 计算可知 φA(x) = x4 − 4x3 − 3x2 − 2x − 1，由 (φ′
A, φA) = 1 可知其无重根，从而 dA = φA，由

dA(A) = O，且其为次数最小的化零多项式知

A−1 = A3 − 4A2 − 3A− 2I

4. 对多项式 f，利用

f(diag(A1, A2, . . . , Ak)) = diag(f(A1), f(A2), . . . , f(Ak))

即可知 diag(A1, A2, . . . , Ak) 的化零多项式等价于其同时为 A1, . . . , Ak 的化零多项式，即 A1, . . . , Ak

最小多项式的倍数，从而得证。
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5. 以下两方阵即满足要求： 
0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0

 ,


0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0


6. 设 K =

(
0 In−1

c 0

)
，则此行列式对应矩阵

D =
n−1∑
k=0

ak+1K
k

与第 16周第二次作业 (2)类似，det(λI−K) = λn− c，若 c不为 0，其根 c1/ne2πij/n, j = 0, . . . , n−1

互不相同，由此可相似对角化，最终得到行列式为

n−1∏
j=0

n−1∑
k=0

ak+1c
k/ne2πijk/n

若 c = 0，行列式即为 an1。

7. 由特征多项式无重根可知
(
0 1

1 0

)
相似于 diag(−1, 1)，从而 I − E11 − E22 + E12 + E21 相似于

diag(−1, In−1)，也即反射等价于与 diag(−1, In−1) 相似。

由 6.6 节例 2，A2 = I 可得到 A = P−1 diag(−Ik, In−k)P，从而取 Bi = P−1(I − 2Eii)P，则

A =
k∏

i=1

Bi

且 Bii 相似于 I − 2Eii，即一个对角元为 −1，其余为 1 的对角阵，因此其为反射，得证。

8. 归纳计算可知

Bk =

(
Ak kAk−1

O Ak

)
又由线性组合即得对任何多项式 f 有

f(B) =

(
f(A) f ′(A)

O f(A)

)
于是

f(B) = O ⇔ f(A) = f ′(A) = O ⇔ dA| gcd(f, f ′)

设 f(x) =
∏t

i=1(x− λi)
nig(x)，其中 g 不含有 λi 为根，直接计算可知上式等价于

t∏
i=1

(x− λi)
mi+1|f(x)

从而得证。

9. 将左侧矩阵分块为
(
A B

C O

)
，每块为 2× 2 矩阵，则右侧即 diag(A,B)，类似第一题 (2) 计算得 P

可取 
1 0 7 −23

0 1 2 −3

1 0

0 1
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思考题

1. 设特征方程 Aα = λα，同左乘 αH 可得 αHAα = λαHα，两侧同取共轭转置可得 αHAHα = λ̄αHα。

当 A = AH 时即得 (λ− λ̄)αHα = 0，由于 α 非零即可知 λ = λ̄，从而为实数，A = −AH 时同理得

到 λ = −λ̄。

2. 反证，结论不成立且 det(λI −A) = 0，则存在非零向量 x 使得 Ax = λx。设 xj 是 x 中模最大的分

量，其必然非零则有

|(Ax−λx)j | =
∣∣∣∣(ajj −λ)xj +

∑
k ̸=j

ajkxk

∣∣∣∣ ≥ |(ajj −λ)xj |−
∑
k ̸=j

|ajkxk| ≥ |xj |
(
|ajj −λ|−

∑
k ̸=j

|ajk|
)

> 0

矛盾。

3. rankA = 1 即特征值 0 的几何重数为 n− 1，根据几何重数的性质，当 0 的代数重数亦为 n− 1 时，

另一特征值代数重数为 1，于是每个特征值代数重数与几何重数相等，可对角化；否则 0 的代数重数
为 n，不可对角化。

而 trA =
∑n

i=1 λi，在 n− 1 个特征值为 0 时，其即为第 n 个特征值，当且仅当其非 0 时可对角化。

4. 利用相似三角化可知 Ak 特征值为 A 特征值对应 k 次方，由于

φA(x) =
n∏

j=1

(x− λj), φAk(x) =
n∏

j=1

(x− λk
j )

可将 x− λk
j 分解为

−(λk
j − (x1/k)k) = −

k−1∏
l=0

(λj − x1/kωl
n) = (−1)k+1

k−1∏
l=0

(x1/kωl
n − λj), ωn = e2πi/n

由此即得

φAk(x) =
n∏

j=1

(−1)k+1

k−1∏
l=0

(x1/kωl
n−λj) = (−1)(k+1)n

k−1∏
l=0

n∏
j=1

(x1/kωl
n−λj) = (−1)(k+1)n

k−1∏
l=0

φA(ω
l
nx

1/k)

5. 直接计算可知右侧为

det(xI −A) det(xI −B) = det(x2I − xA− xB −AB) = det(x(xI −A−B)) = xn det(xI −A−B)

即得左侧。

6. 由 4.5 节例 3 知 det(λI −AB) = det(λI −BA)，从而 φAB = φBA。

若存在可逆 P 使得 P−1ABP = BA，则对可逆方阵 Q、R，记 C = QAR、D = R−1BQ−1，计算得

(R−1P−1Q−1)CD(QPR) = DC

于是 CD 与 DC 相似。反之，若 CD 与 DC 相似可类似得到 AB 与 BA 相似，由此取 Q,R

使 C 为 A 的相抵标准形 diag(Ir, O)，进一步计算得 rankABA = rankCDC，由此只需证明当

rankCDC = rankC 或 rankCDC = rankD 时 CD 与 DC 相似。下设 D 对应分块为

(
D1 D2

D3 D4

)
，

于是

CD =

(
D1 D2

O O

)
, DC =

(
D1 O

D3 O

)
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当 rankCDC = rankC 时，计算得左侧即为 rankD1，由此条件等价于 D1 可逆，直接计算可知(
I D−1

1 D2

O I

)(
D1 D2

O O

)(
I −D−1

1 D2

O I

)
=

(
I O

−D1D
−1
3 I

)(
D1 O

D3 O

)(
I O

D1D
−1
3 I

)

当 rankCDC = rankD 时，同理得 rankD = rankD1。由于 rank
(
D1 D2

)
介于 rankD 与 rankD1

之间，其必然也等于 rankD1，考虑列秩知 D2 的列可由 D1 的列表出，即存在 X 使得 D1X = D2，

同理存在 Y 使得 Y D1 = D3，直接计算可知(
I X

O I

)(
D1 D1X

O O

)(
I −X

O I

)
=

(
I O

−Y I

)(
D1 O

YD1 O

)(
I O

Y I

)

由于两种情况都可以写作 U−1CDU = V −1DCV，即得 (V U−1)CD(UV −1) = DC，于是二者相似，

得证。

7. 计算可知 Ak 满足 j < i− k 时为 0，j = i− k 时非零对 k = 0, . . . , n− 1 时成立，于是若存在

f(A) = a0 + a1A+ · · ·+ an−1A
n−1 = 0

设下标最大的非零 ai 为 am，则 j = i−m时 (Am)ij 非零，(A
t)ij 在 t < m时为 0，于是 f(A)ij ̸= 0，

矛盾。由此最小多项式至少为 n 次，从而只能为 φA。

8. 引理 1：对任何方阵 A，任何非零向量 α，存在首一多项式 g 使得 f(A)α = 0 当且仅当 g|f，称为矩
阵对向量的最小多项式，记为 dA,α。

引理 1 证明：取 g 为满足 f(A)α = 0 的次数最小的首一非零多项式 f，与最小多项式存在性完全类

似得证。

引理 2：对任何方阵 A，存在 α 使得 dA,α = dA。
8

引理 2 证明：设 dA = pn1
1 . . . pnk

k ，其中 pi 为互不相同、至少一次的首一不可约多项式（在复数域上

即为 x− λi）。记 fi =
dA

pi
，若对任何 β，fi(A)β = 0，可得 fi(A) = O，于是 fi 为最小多项式，矛

盾，因此必存在 βi 使得 fi(A)βi ̸= 0，再记 gi =
dA

p
ni
i

，并取

α =
k∑

i=1

αi, αi = gi(A)βi

由定义得 dA|f 时 f(A)α = Oα = 0，而对任何满足 f(A)α = 0 的 f，设其为 pm1
1 . . . pmk

k h，其中 h

不包含 pi 因子。若有 mi < ni，则 f |fih，为推出矛盾只需证明

fi(A)h(A)α ̸= 0

由于对任何 j，p
nj

j (A)αj = dA(A)βj = 0，可发现其他项被消去，得到

fi(A)h(A)α = fi(A)h(A)αi

另一方面，此即为 p(A)pni−1
i (A)αi，这里 p 不包含因子 pi。由于 fi(A)βi ̸= 0 与 gi 定义可知

pni−1
i (A)αi ̸= 0，但 pni

i (A)αi = 0，于是只能 dA,αi
= pni

i ，但 fih不为 pni

i 倍数，因此 fi(A)h(A)αi ̸= 0，

矛盾，从而得证。

原题证明：n− rank f(A)即为 f(A)x = 0解空间维数。设 α满足引理性质，则必有 α,Aα, . . . , An−1α

线性无关，构成全空间一组基，由此全空间任何向量可写为 g(A)α，g 次数小于 n。由此，f(A)x = 0

8这个结论事实上对应循环子空间，将在之后的学习中涉及相关内容。
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等价于 f(A)g(A)α = 0，根据引理得必须 dA|fg，设 f 中 pi 的次数为 mi，则 g 中 pi 次数至少为

ci = max(ni −mi, 0)，于是必有

g = pc11 . . . pckk h

根据最大公因式定义即可知 pc11 . . . pckk = dA

gcd(dA,f)
，而 g 中 h 可任取，因此解空间维数即为 n− (c1 +

· · ·+ ck) = n− deg dA

gcd(dA,f)
= deg(gcd(dA, f))，原命题得证。

9.（也可考虑张量积做法、A,B 同时相似将 A 进行相似三角化或证明 f(A)X = Xf(B) 后进行操作。）

设 A、B 分别为 m、n 阶方阵。

由于 det(λI − P ) = det(λI − P T )，P 与 P T 特征值与代数重数完全一致。取 A 特征值 λ 的特征向

量 α，BT 特征值 µ 的特征向量 β，则

P(αβT ) = AαβT − α(BTβ)T = (λ− µ)αβT

因此 λ− µ 一定为 P 的特征值。当一切 λi − µj 互不相同时，P 有 λi − µj 这 n2 个不同特征值，且

其为 n2 维线性空间上的线性变换，特征值至多 n2 个，因此它们就是全部特征值。否则，考虑一列

使 λi − µj 互不相同的 A,B 逼近有相同的情况，利用摄动法9可知 P 的特征值仍为一切 λi − µj。

由此，P 可逆等价于无零特征值，即等价于 λi − µj 非零对任何 λi, µj 成立，即 A 与 BT 无公共特

征值，即 A,B 无公共特征值。

10. 与上题类似设 A 特征值 λ 的特征向量 α，BT 特征值 µ 的特征向量 β，则

P(αβT ) = (1− λµ)αβT

类似可得 1− λiµj 为 P 的全部特征值，从而有结论。

11. 先证明两个方阵 A、B 的情况。

设 A 特征值 λ 对应特征向量 α，由可交换可得

ABα = B(Aα) = λBα

重复此过程并进行线性组合可知 Af(B)α = λf(B)α 对任何多项式 f 成立，由此 f(B)α 在 α 非零

时为 A 的特征向量。

沿用第八题记号，考虑 dB,α，由于 α 非零，其为至少一次的多项式，对某个根 µ 定义多项式

g(x) =
dB,α(x)

x− µ

则有 g(B)α ̸= 0，且 (B − µ)g(B)α = 0，即 g(B)α 是 B 关于特征值 µ 的特征向量，由上知其为 A

的特征向量，从而得证。

再证明 n 个方阵的情况。记它们为 A1, . . . , An−1, B，利用归纳法，假设对 n− 1 个方阵成立，则可

取出 A1, . . . , An−1 的公共特征向量 α，与两个时相同构造 g(B)α，完全类似可知其为 n 个方阵的公

共特征向量。

最后证明任意多方阵的情况。计算可知，对一些可交换的方阵，它们的线性组合亦可交换。由此考虑

{Ai}, i ∈ I 生成的空间 V，其为 Cn×n 的一个子空间，可取出一组有限基，由可交换可取出它们的公

共特征向量，由此可验证其为其中任何方阵的特征向量。

下面说明可同时相似三角化。对阶数 n归纳，当 n = 1时成立，对一般的 n，构造 P 为第一列是共同

特征向量 α 的可逆方阵，则计算知 P−1AiP 第一列均只有第一个元素为 1，其他为 0。此时 P−1AiP

仍然两两可交换，设其右下角 (n− 1)× (n− 1) 方阵为 Bi，计算可知 Bi 两两可交换，由此存在 Q

使得 Q−1BiQ 均为上三角阵，而计算可验证令 R = P diag(1, Q) 即有 R−1AiR 均为上三角阵。

9此处想严谨说明会十分复杂，但确实是正确的。此处只需要理解矩阵的特征值对矩阵元素连续即可。
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12. 我们证明更一般的结论：若 Fn×n 子空间 V 中秩最大的矩阵秩为 k，则其至多为 kn维。（取 k ≤ n−1

即为本题结论。）

由于 A(X) = PXQ当 P、Q可逆时为可逆映射时可逆（其逆为 X → P−1XQ−1），必有 dimA(V ) =

dimV，且此映射不改变任何矩阵的秩，A(V ) 中的矩阵秩最大为 k。可取合适的 A 使 V 中某个秩

为 k 的矩阵成为 diag(Ik, O)，即 diag(Ik, O) ∈ A(V )。

记 E =

{(
O A

AT B

)}
与 diag(Ik, O)相同分块，其中 A,B 可任取，则考虑基可知其维数为 n(n−k)，

下证 A(V ) ∩ E = {O}。

假设

(
O A

AT B

)
∈ A(V )，利用线性组合有

(
aIk A

AT B

)
∈ A(V ), ∀a ∈ F

但行列变换消去 A 与 AT 可知 a ̸= 0 时

rank
(
aIk A

AT B

)
= rank

(
aIk O

O B − a−1AAT

)
= k + rank(B − a−1AAT )

由于秩最大为 k，只能对任何非零 a 都有 B − a−1AAT = O，即 B = AAT = O。10考虑 tr 即可知
A = O，从而得证。

由于 A(V ) ∩ E = {O}，有

dimV = dimA(V ) = dim(A(V )⊕ E)− dimE ≤ n2 − n(n− k) = kn

13. 至多 1 维。若其至少两维，则存在可逆阵 P、Q 使得 λP + µQ 可逆对任何不全为 0 的 λ, µ 成立。

但取 µ = 1，λ 为 −P−1Q 的特征值即有

det(λP + µQ) = det(P−1) det(λI − (−P−1Q)) = 0

矛盾。11

10这步推导事实上需要至少有两个不同的非零 a，也即不能为二元域。我们默认考虑数域的情况。
11对非代数闭域，这个问题会变得十分复杂。实数域时问题的答案称为 Radon-Hurwitz 数。


