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前    言 

《力学与理论力学（第二版）习题解答》将原教材《力学与理论力学（上册）

（第二版）》和《力学与理论力学（下册）（第二版）》中各章的习题逐题解答，合并

成一册，可与教材配套使用，也可以单独使用，其中上册的习题解答由杨维纮完成，

下册的习题解答由秦敢完成. 
习题是教材内容的再现、延续和补充，是教材中抽象原理的具体应用，做习题

是学习过程中必不可少的一环. 而习题解答则可以给学习者提供一种“润滑剂”，在

经过充分的独立思考，给出自己的解题方法之后，再参考一下习题解答不无裨益：

如果相似，则有“英雄所见略同”的成就感; 如果不同，则可以扩展解题思路甚至

提升对原理理解的深度. 
2012 年冬，以中国科学技术大学物理学院 2011 级 3 班为主的在学学生参加了

《力学与理论力学（下册）（第二版）》的习题解答，并经助教王健同学和李伟伟同学

初步整理汇总；2013 年冬，助教刘都把下册习题解答汇总的文件统一了格式，并对

其中的一些错误进行了修正. 编者向参与了该工作的所有助教和同学们表达真诚的

感谢！ 
尽管我们已经尽心尽力，但本解答难免还会有不妥之处，解题的技巧性也会有

提升的空间. 希望广大读者不吝赐教，以便再版时及时改进.  
 

编  者             
2014 年 11 月于中国科学技术大学    
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第 1 章  质点运动学 

1.1  甲乙两列火车在同一水平直路上以相等的速率（30km/h）相向而行. 当它

们相隔 60km 时，一只鸟以 60km/h 的恒定速率离开甲车头向乙车头飞去，到达后立

即返回，如此来回往返不止. 试求： 
（1）当两车头相遇时，鸟往返了多少次？ 
（2）鸟共飞行了多少时间及距离？ 
解 （1）无穷多次. 

（2）                        ( )t s+ =乙甲v v  

所以 
60km 1h

30km/h 30km/h
st = = =
+ +乙甲v v

 

鸟飞行的距离为 

1 1 60km/h 1h 60kms t= = × =v  

1.2  一人从O点出发，向正东走 3.0m，又向正北走 1.0m，然后向东北走 2.0m，

试求合位移的大小及方向.  
解  建立复平面，利用复数运算 

1 2 3= + +r r r r 3 i ( 2 2 i)= + + + (3 2) (1 2) i ix y= + + + = +  

2 2(3 2) (1 2) 5.03= + + + ≈r ，
1 2arctan arctan 28 40
3 2

y
x

θ + ′= = ≈
+

°  

合位移的大小为 5.03m，方向为东偏北 28 40′° .  

1.3  一物体做直线运动，它的位置由方程 210 6x t= + 决定，其中 x 的单位为 m，

t 的单位为 s，试计算： 
（1）在 3.00～3.10s、3.00～3.01s 及 3.000～3.001s 间隔时间内的平均速度； 
（2）在 3.00t = s 时的瞬时速度； 
（3）用微分方法求它的速度及加速度公式.  

解 （1）                       x
t

Δ
=
Δ

v  

① 3.00 ～ 3.10s ： 
2 2

2 1

2 1

10 (3.10) 6 m 10 (3.00) 6 m

3.10s 3.00s
x x
t t

⎡ ⎤ ⎡ ⎤× + − × +− ⎣ ⎦ ⎣ ⎦= =
− −

v 61.0m/s=  
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② 3.00 ～ 3.01s： 
2 2

2 1

2 1

10 (3.01) 6 m 10 (3.00) 6 m
3.01s 3.00s

x x
t t

⎡ ⎤ ⎡ ⎤× + − × +− ⎣ ⎦ ⎣ ⎦= =
− −

v 60.1m/s=  

③ 3.000～ 3.001s： 
2 2

2 1

2 1

10 (3.001) 6 m 10 (3.000) 6 m

3.001s 3.000s
x x
t t

⎡ ⎤ ⎡ ⎤× + − × +− ⎣ ⎦ ⎣ ⎦= =
− −

v 60.01m/s=  

（2）
2 2

0 0

10( ) 6 10 6
lim lim
t t

t t tx
t tΔ → Δ →

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ Δ + − +Δ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦= =
Δ Δ

v
2

0

20 10lim 20
t

t t t t
tΔ →

Δ + Δ
= =

Δ
 

      20 3m/s 60m/s= × =  
（3）           20x t= =v ，  220m/sa x= = =v  

1.4  有一质点沿 x方向做直线运动，t 时刻的坐标为 2 34.5 2x t t= − ，式中 x的单

位为 m， t 的单位为 s. 试求： 
（1）第 2s 内的位移和平均速度； 
（2）第 1s 末和第 2s 末的瞬时速度； 
（3）第 2s 内质点所走过路径的长度； 
（4）第 2s 内的平均加速度以及第 0.5s 末和第 1s 末的瞬时加速度.  
解 （1） 2 3 2 3

2 2 1 1(4.5 2 ) (4.5 2 )S x t t t t= Δ = − − − 2 3 2 3(4.5 2 2 2 ) (4.5 1 2 1 )= × − × − × − ×  
          0.5(m)= −     

        0.5m 0.5m/s
1s

s x
t t

Δ Δ −
= = = = −
Δ Δ

v  

（2）                      29 6x t t= = −v  

1 9 1 6 1 3(m/s)= × − × =v ， 2
2 9 2 6 2 6(m/s)= × − × = −v  

（3）由（2）可知在第 2s 内有一点使 0=v ，则
3 s
2

t = .  

1～ 3 s
2

时间段： 

2 3
2 3

1
3 3(4.5 1 2 1 ) 4.5 2
2 2

x
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ = × − × − × − ×⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

0.875(m)=  

3
2
～ 2s时间段： 

2 3
2 3

2
3 34.5 2 (4.5 2 2 2 )
2 2

x
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ = × − × − × − ×⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

1.375(m)=  

1 2 2.25mS x x= Δ + Δ =  
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（4）由（2）知第 2s 内的平均加速度为 

22 1 6m/s 3m/s 9m/s
1s

a
t
− − −

= = = −
Δ

v v  

9 12a x t= = − ，第 0.5s 末和第 1s 末的瞬时加速度为 
2

1 9 12 0.5 3(m/s )a = − × = ，  2
2 9 12 1 3(m/s )a = − × = −  

1.5  一物体从静止开始，先以α 大小的切向加速度运动一段时间后，接着就以

β 大小的切向减速度运动直到停止. 若物体整个运动的时间为 t . 证明：物体运动的

总路程为 

2

2( )
s tαβ

α β
=

+
 

解  作图 1.5a，假设最大速度为 0v ，加速时间为 1t ，减速运动时间为 2t ，则有 

1 2 0t tα β= = v ， 1 2t t t= +  

解得 

1
tt β

α β
=

+
， 2

tt α
α β

=
+

 

而 2 2
1 2

1 1
2 2

S t tα β= + ，将上式代入得 

2

2( )
S tαβ

α β
=

+
 

1.6  一摩托车从静止开始以α =1.6m/s2 的匀加速度沿直线行驶，中途做一段匀

速运动，后又以β = 6.4m/s2 的匀减速度沿直线行驶直至停止. 若这样地走了 L = 
1.6km，共用了 130st = 的时间，试求车的最高行驶速度 v .  

解  作图 1.6a，设最高行驶速度为 mv .  

则图形下底为 130t = ，上底为 m mt t
α β

′ = − −
v v . 

该梯形的面积为行驶的路程，即 

m
1 ( )
2

L t t′= + v m m
m

1 2
2

t
α β

⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟

⎝ ⎠

v v v  

整理得 

2
m m

1 1 2 2 0t L
α β
⎛ ⎞

+ − + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

v v  

 

 

图 1.5a 

图 1.6a 
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解为 
2 2 2

m
2 ( )t t Lαβ α β αβ α β

α β
± − +

=
+

v  

代入题设参数解得  
2 2 2

m
2 ( )

12.8m/s
t t Lαβ α β αβ α β

α β
− − +

= =
+

v  

注意：另有一解      
2 2 2

m
2 ( )

320m/s
t t Lαβ α β αβ α β

α β
+ − +

= =
+

v  

但该解不合题意，这是因为中途做一段匀速运动的时间应该大于零，但该解为 

m m 320 320130 130 200 50 120 0
1.6 6.4

t t
α β

′ = − − = − − = − − = − <
v v  

1.7  用上题的α 、 β 、L 的数值求： 

（1）车走这段路程所需的最短时间； 
（2）这时车的最高速度.  
解  要使 t 最小，应当使该图形为三角形，即 0t′ = 时，则 

m mt
α β

= +
v v

，  2
m m

1 1 1 1
2 2

L t
α β
⎛ ⎞

= = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

v v  

得 

m
2 2 64m/s1 1

L Lαβ
α β

α β

= = =
++

v  

m
m

1 1 ( ) 50st α β
α β αβ
⎛ ⎞ +

= + = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

vv  

1.8  若要求把一辆静止在某一地点的小车在最短时间内推到另一个地点，并静

止在那里. 这两个地点的路程为 L，如果小车的加速性能限制它的切线加速度的绝

对值只能是 a，要满足上述要求，小车前进的最大速度 v 应为多大？ 
解  方法同第 1.7 题. 
此时， aα β= =  

2
2 2 m

m m m
1 1 1 1 1 2
2 2 2

L t m
a aα β

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = + = =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

vv v v  

得最大速度为 

m La= =v v  
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1.9  在一个很长的平直跑道上，有 A 和 B 两种型号的喷气式飞机进行飞行试验. 
两机同时自起点启动，A 机沿地面做匀加速飞行，到达跑道中点起它就做匀速飞行；

B 机则在启动后始终做匀加速运动. 观测中发现 A，B 两喷气机用完全相等的时间从

起点开始到终点完成整个试验距离. 问两者的加速度比是多大？ 
解  设 A 机加速时间为 1t ，匀速时间为 2t ，则有 

2 2
1 1 2 1 2

1 1( ) ( )
2 2A A Ba t a t t a t t+ = + ，  2

1 1 2
1 ( )
2 A Aa t a t t=  

由上式解得 

1 22t t= ，  
2

1 2

2
1 1 2

1 ( ) 92
1 8
2

A

B

t ta
a t t t

+
= =

+
 

1.10  一个皮球从 1.5m 高处落到地板上，然后跳回到 1.0m 高处. 假设皮球与地

板接触的时间为 0.010s，试问在接触期间，球的平均加速度多大？（忽略空气阻力） 
解  取垂直向上的方向为正向. 由 2 2gh=v ，求得球接触地板的速度和弹起的速

度分别为 

1 12gh= −v ，  2 22gh=v  

球的平均加速度为 

2 1a
t t

Δ −
= =
Δ Δ
v v v  

代入数据： 1 1.5h = ， 2 1.0h = ， 0.010tΔ = ， 9.8g = ，得 

( )2 12 2gh gh
a

t

− −
=

Δ
2 9.8 1 2 9.8 1.5

0.01
× × + × ×

= 2 29.85 10 (m/s )≈ ×  

1.11  有一辆汽车，紧急刹车之后在路上滑行了 6.5m. 假设汽车的最大减速度

不能超过重力加速度，试问在刹车之前，汽车的行驶速率能否超过 48km/h？ 
解  题设 

a g≤ ， 6.5s = m 

由 
2 2 2 22 2 2 9.8m/s 6.5m 127.4m /sas gs= = × × =≤v  

得 

127.4m/s 11.287m/s 40.6km/h 48km/h= = ≈ <v  

即在刹车之前，汽车的行驶速率不会超过 48km/h.  
1.12  以速率 1v 运动的火车上的司机，看见在前面距离 d 处，有一列货车在同
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一轨道上以较小的速率 2v 沿相同方向运动，他就立即刹车，使他的火车以匀减速度

a慢下来，试证明： 

如果
2

1 2( )
2

d
a

−
>

v v
，则两车不会碰撞；如果

2
1 2( )

2
d

a
−

<
v v

，则两车将会碰撞.  

解  假设距离为 0d 时两者刚好碰到，那么经过 t 时间后两者的速度应相同，距

离为 0，即 

2
0 2 1

1
2

d t t at+ = −v v ，  2 1 at= −v v  

解得 
2

1 2
0

( )
2

d
a

−
=

v v  

所以，当
2

1 2
0

( )
2

d d
a

−
> =

v v
时，两车不会相撞；当

2
1 2

0
( )

2
d d

a
−

< =
v v

时，两车会相撞.  

1.13  已知一质点在 10s 内走过的路程 s = 30m，而其速度增为 5 倍. 设这质点

为匀加速运动，试求它的加速度.  
解  设原速度为 0v ，10s 后的速度为 05=v v . 

由     
2 2

0 2as− =v v ，  0 at= +v v  

得   

2
2

4 0.4m/s
3

sa
t

= =  

1.14  一小球从 80m 高的塔上自由落下. 同时，正对此球在地面上以 40m/s 的

初速度竖直上抛另一小球，问过多少时间两球相遇？在什么高度相遇？（忽略空气

阻力.） 
解  两球相遇时，下落的小球和上抛的小球走的距离分别为 

2
1

1
2

x gt= ，  2
2 0

1
2

x t gt= −v  

且 1 2 80x x+ = ，有 

080m / 2st = =v  

相遇的高度为 

2
2

140 2 9.8 2 60.4(m)
2

h x= = × − × × =  

1.15  从地面上竖直向上抛出一球，在球离地后的上升过程中，从 1 2.0st = 到

1 3.0st = 这一段时间内走了 5.5msΔ = 的距离，试求从抛出到 3.0st = 时间内的平均速

度. （不计空气阻力.） 
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解  由路程与时间关系可知 

2
1 0 1 1

2
2 0 2 2

1
2
1
2

x t gt

x t gt

⎧ = −⎪⎪
⎨
⎪ = −
⎪⎩

v

v
 

2 2
2 1 0 2 1 2 1

1( ) ( )
2

s x x t t g t tΔ = − = − − −v 2
0 0

1 51s 5s
2 2

g g= × − × = −v v  

2
0 2

2

1
2

x gt
t

= = −v v 5 1 3s
2 2

s g g= Δ + − ×
15.5 2 9.8 15.3(m/s)
2

= + × × =  

1.16  把两个小物体从同一地点（地面）以同样的初速率 0 24.5=v m/s 先后竖直

上抛，设两物体抛出的时间差 0.500tΔ = s，试问： 
（1）第二个物体抛出后经多少时间方与第一个物体相碰？ 
（2）如果 02 /t gΔ > v ，那么结果的物理意义怎样？（不计空气阻力.） 

解 （1）设第二个物体抛出后经 t 时间与第一个物体相碰，有 

2
1 0

1( ) ( )
2

x t t g t t= + Δ − + Δv ，  2
2 0

1
2

x t gt= −v  

令 1 2x x= ，得 

0 24.5 0.5 2.25
2 9.8 2
tt

g
Δ

= − = − =
v (s) 

即第二个物体抛出后经 2.25s 后与第一个物体相碰.  

（2）如果 02t
g

Δ >
v

，有 1 0x < 时，即第二个球还没抛，第一个球已落地了.  

1.17  由楼上以同样大小的初速率 0v 同时抛掷两物体，一物竖直上抛，另一物

竖直下抛，略去空气阻力，求这两个物体之间的距离 s 与时间 t 的关系.  

解  上抛球 2
1 0

1
2

x t gt= −v ，下抛球 2
2 0

1
2

x t gt= − −v . 

1 2 02s x x t= − = v  

1.18  一升降机以 2ga = 的加速度从静止开始上升，它里面有一用细绳吊着的

小球，在 2.0s 末，小球因绳子断了而往下落. 设小球原来到底板的距离为 2.0h = m. 
略去空气阻力，试求： 

（1）小球下落到底板所需的时间 t ； 
（2）小球相对于地面下落的距离 s.  
解 （1）规定向上的方向为正向. 

0 2.0st = 末小球速度为 

0 0 02at gt= =v  
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以后小球做初速为 0v 的竖直上抛运动 

2
1 0

1
2

x t gt= −v  

升降机 

2
2 0

1
2

x t at= +v  

当 1 2x h x+ = 时，小球下落到底板上，即 

2 2
0 0

1 1 2
2 2

t gt h t gt− + = +v v  

2
2 2 2.0m 0.37s
3 3 9.8m / s

ht
g

×
= = ≈

×
 

即小球下落到底板所需的时间约 0.37s.  
（2）小球相对于地面下落的距离为 

2
1 0

12
2

s x gt t gt= = − 2 2 212 9.8m/s 2.0s 0.37s 9.8m/s (0.37s)
2

= × × × − × × 13.8m≈  

故实际上小球相对于地面上升了距离 13.8m.  
1.19  自由落体在最后半秒钟内落下的距离为 1 20h = m，试求下落的总高度 h .  

解  由题设得 

2
1

1
2

x gt= ，  
2

2 1 1
1 1
2 2

x g t x h h⎛ ⎞= + = + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

解得 

12 1 2 20 1 3.83(s)
4 9.8 4

ht
g

×
= − = − =  

2
1

1 1 1
1 2 1 92m
2 4

hh h x h g
g

⎛ ⎞
= + = + − ≈⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

1.20  在高度 40mh = 处竖直抛出一物体，问初速度 0v 为多大时，才能使它比自

由落下（1）早 1t = s，（2）迟 1t = s 落到地上？（不计空气阻力.） 
解  规定向下运动为正.  

（1）自由落体   

21
2

h gt=  

以初速度 0v 竖直抛出    
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2
0

1
2

t gt h′ ′+ =v ，  1t t′ = −  

解得 

2 2 40 2.86
9.8

ht
g

×
= = = (s)， 0

(2 1) 12.4m/s
2( 1)

g t
t
−

= =
−

v  

故应以初速度 12.4m/s 竖直向下抛出.  

（2）                   2
0

1
2

t gt h′ ′+ =v ， 1t t′ = +  

解得 

2 2 40 2.86
9.8

ht
g

×
= = = (s)，  0

(2 1) 8.53m/s
2( 1)

g t
t
+

= − = −
+

v  

故应以初速度 8.53m/s 竖直向上抛出.  
1.21  一轰炸机离地面 10km，以 240km/h 的水平速度，向其轰炸目标的正上空

飞行. 问当瞄准角（瞄准器到目标的视线与竖直线所成的角）ϕ为多大时投下炸弹，

才能正好击中目标？（略去空气阻力.） 
解  已知 

29.8m/sg = ，  410 mh = ，  5 2002.4 10 m/h m/s
3

= × =v  

设击中目标用时 t ，则 21
2

gt h= ，得 

2ht
g

=  

由几何关系 

2tan 0.301t
h gh

ϕ = = =
v v  

解得 
arctan 0.301 16 45ϕ ′= ≈ °  

1.22  一轰炸机离海面 10km，以 240km/h 的水平速度追击正前方一鱼雷艇，鱼

雷艇的速度是 95km/h，不计空气阻力，问飞机应在艇后多少距离投弹才能正好击中

目标？ 
解  飞机相对艇的速度 

145km / h 40.28m / s= ≈相v  

设击中需用时 t ， 
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21
2

gt h= ，  2ht
g

=  

故飞机应在艇后 
42 2 1040.28 1820(m)

9.8
hs t

g
×

= × = × = × ≈相 相v v  

即飞机应在艇后 1820m 投弹才能正好击中目标.  
1.23  一俯冲轰炸机沿与竖直成 37°方向俯冲，在 800m 高度投弹，炸弹离飞机

5.0s 时着地. 不计空气阻力，试问： 
（1）飞机的飞行速度是多少？ 
（2）炸弹离开飞机后在水平方向前进多远？ 
（3）炸弹着地时，速度的大小和方向如何？ 

解 （1）     37α = °， cos 0.8α = ， 2
0

1cos
2

t gt hα × + =v  

将 5st = ， 29.8m/sg = ， 800mh = 代入得飞机的飞行速度为 
2

0
/ 2 169m/s

cos
h gt

t α
−

= =v  

（2）               0 sin , 5s, sin 0.6s t tα α= × = =v  

代入得炸弹离开飞机后在水平方向前进了 507ms = . 
（3）着地时速度 

0 cos 184m/sgtα= + =竖v v  

0 sin 101m/sα= =水平v v  

速度大小为 
2 2 210m/s= + ≡竖 水平v v v  

设速度与水平夹角α ，则 tan / 1.82α = =竖 水平v v ，即 61α = °.  

1.24  一小孩以 16m/s 的速度把一皮球抛到墙上，墙离小孩 5.0m 远. 问小孩应

以什么方向抛球，才能使球在反射后的轨道的最高点刚好在小孩的头顶上方？（设

球与墙的碰撞为完全弹性碰撞，略去空气阻力.） 
解  设水平方向为 x 轴，竖直方向为 y 轴，抛前速度与竖直方向成α 角.  
由于运动的独立性，球在水平方向做匀速直线运动 

                                0 sinx α=v v     ① 

碰墙后速度反向，但仍做匀速直线运动，球在竖直方向做匀减速运动 
                              0 cosy gtα= −v v    ② 
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由题设，球到小孩的头顶上方时速度方向沿水平方向，即 
                             0 cos 0y gtα= − =v v       ③ 

但  
                                   2xt s=v  ④ 

题设 
                           0 16m / s=v ，  5ms =  ⑤ 

由式①～式④解得 

2
0

1 4arcsin 0.5arcsin 0.766
2

gsα
⎛ ⎞

= =⎜ ⎟
⎝ ⎠v

 

即 65α = °或 25°. 
1.25  在小山上安一靶子，由炮位所在处观测靶子的仰角为α ，炮与靶子间的

水平距离为 L，向目标射击时，炮身的仰角为 β . 略去空气阻力，求能射中靶子的

子弹的初速度 0v .  

解  由题设 
                               0 cost Lβ =v      ①  

                           2
0

1sin tan
2

t gt Lβ α− =v  ② 

联立式①和式②得 
1/2

0
cos

2cos sin( )
Lg α
β β α

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

v  

1.26  炮弹的出膛速度为 400m/s，要射中水平距离为 1000m、高度为 330m 的

目标. 不计空气阻力，试求炮的仰射角.  
解  题设 

0
330m 33tan ,     400m/s,     1000m

1000m 100
Lα = = = =v  

由 1.25 题的解 2
0

cos
2cos sin( )

Lg α
β β α

=
−

v ，得 

2
0

cos2 arcsin sin arcsin 0.371Lg αβ α α
⎛ ⎞

− = + =⎜ ⎟
⎝ ⎠v

 

解得 20 2β ′= ° 或88 14′° . 

1.27  设火箭引信的燃烧时间为 6.0s，在与水平成 45°角的方向把火箭发射出去

时，欲使火箭在弹道的最高点爆炸，不计空气阻力，问应以多大的初速度发射火箭？ 
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解  设初速度 0v ，依题意 t 取 6s ， 0 sin 45 gt=°v ，解得 0 83m/s=v . 

1.28  一个球从楼梯顶上以 2.0m/s 的水平速度滑下，所有阶梯恰好都是 20cm
高，20cm 宽，问球首先撞在哪一级阶梯上？用草图画出.  

解  设起始点为第零级台阶，由 2
0

1
2

t gt<v ，得 

202 0.4s    ( 10m/s )t g
g

> = =
v  

此时 

2 2 21 1 10m/s (0.4s) 80cm
2 2

h gt= > × × =  

即 20 80n > ，有 5n = ，球首先撞在第五级台阶上. 
1.29  一汽车在半径为 400R = m 的圆周上做变速运动，已知它的切向加速度的

大小为 0.20ta = m/s2，方向与速度方向相反，速度的大小为 10m/s，求这时它的法向

加速度和总加速度.  

解   法向加速度
2

21 m/s
4na

R
= =
v

，即 20.25m/sna = ，总加速度 2 2
n ta a a= +  

20.32m / s= . 
1.30  一质点沿半径为 10R = cm 的圆周做匀速圆周运动，速率为 1.0cm/s=v .  

（1）求 0t = s 至 1t = s 的时间间隔内，平均加速度矢量与 0t = s 时的加速度矢量

间的夹角； 
（2）求 0t = s 至 0.1t = s 的时间间隔内，上述两个矢量间的夹角； 
（3）若 0tΔ → ，问上述夹角趋于多少？ 
解 （1）平均加速度矢量即 Δv 的方向，走过弧长为 

1cm / s 1s 1cms t= = × =v  

0.1rads
R

α = = ， 0v 与 Δv 成角 90 0.05 rad
2 2
α π⎛ ⎞− = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
° . 

又 0v 与 a垂直，故 Δv 与 a夹角为 0.05rad
2
α
= ，亦即平均加速度矢量与 0st = 时

加速度矢量夹角为 0.05rad. 
（2）同（1）中解法知夹角为 0.005rad. 

（3）由以上分析，夹角为
1 /
2

t Rθ = Δv ，令 0tΔ → ，则 0θ → . 

1.31  一物体从静止出发沿半径 3.0mR = 的圆周运动，切向加速度为
23.0m / sta = . 试问： 

（1）经过多少时间它的总加速度 a恰与半径成 45°的角？ 
（2）在上述时间内物体所通过的路程 s 等于多少？ 
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解 （1） t R= +a a a ，a与 R成 45°角，则 t R=a a ，题设 23m/sta = ，得 23m/sRa = ，

2

Ra
R
=

v
，故 3m/sRRa= =v ， ta t= ⋅v ， 1st = . 

（2）取自然坐标系   
2

1.5m
2 t

s
a

= =
v  

1.32  离水面高度为 h的岸上有人用绳索拉船靠岸. 人以恒定速率 0v 拉绳，求当

船离岸的距离为 s 时，船的速度和加速度.  
解  设绳长为 l，船离岸距离为 s，有 

                                 2 2 2l h s= +  ① 

                                 d
d
x
t
= −v  ② 

题设 

                                 0
d
d
l
t
= −v  ③ 

对式①微商得
d d
d d
s l l
t s t
= ，即速度为 

                           
2 2

0 0
l s h
s s

+
= =v v v  ④ 

题设 0v 为常数，对式④微商，并利用式②和式③可得加速度为 

2 2 2 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0

2 2 3 3
d d d
d d d

l l l hl sa
t s t t s ss s s s

= = − = − + = − + =
v v v v v v vv v  

1.33  杆以匀角速 0ω 绕过其固定端 O 且垂直于杆的轴转动. 在 0t = 时，位于 O
点的小珠从相对于杆静止开始沿杆做加速度为 0a 的匀加速运动. 求小珠在时刻 t 的

速度和加速度.  
解  由于小珠是在水平面上运动，取极坐标得 

2
0 0 0

1 ˆˆ
2f a t a tω′= + = +r θv v v  

利用 0
ˆd ˆ

dt
ω=

r θ ， 0

ˆd ˆ
dt

ω= −rθ
，对上式微商得 

2
0 0 0 0 0 0

ˆˆd d 1 1 dˆˆ 2
d d 2 2 d

a a t a t a t
t t t

ω ω= = + + +
ra r θθv 2 2

0 0 0 0 0
1 ˆˆ 2
2

a a t a tω ω⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

r θ  
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2.1  如题 2.1 图所示的装置可用来测物体 A 与桌面间的摩擦系数μ. 设已知 A，
B 的质量分别是 Am 和 Bm ，它们的加速度是 a，试导出摩擦系数的表达式.  

解  设绳中的张力为 T，对质点 A、B 使用牛顿第二定律得 

B B

A A

m g T m a
T m g m aμ

− =⎧
⎨ − =⎩

 

解得 
( )B A

A

m g a m a
m g

μ − −
=  

2.2  两人分别将一小车以同样的加速度推上坡，一人的推力方向与斜面平行，

以 F1 表示，另一人的推力方向与水平面平行，以 F2 表示. 设车与斜面的摩擦系数μ
及斜面的倾角θ 已知，求两人推力之比.  

解  如图 2.2a 所示，对这两种情况分别隔离物体并列出方程 

1

1

1

cos

sin

N mg
f N
F f mg ma

θ
μ

θ

=⎧
⎪ =⎨
⎪ − − =⎩

 

2 2

2

2

cos sin

cos sin

N mg F
f N
F f mg ma

θ θ
μ
θ θ

= +⎧
⎪ =⎨
⎪ − − =⎩

 

解得 

1 ( sin sin )F g g a mμ θ θ= + + ，  2
( sin cos )

cos sin
m a g gF θ μ θ

θ μ θ
+ +

=
−

 

 

图 2.2a 

 

 

题 2.1 图 
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所以 
2

1

1
cos sin

F
F θ μ θ

=
−

 

2.3  用起重机吊起一个 4.0t 重的物件，吊索最多可承受 5.0t 的拉力，吊索本身

重量可不计，求在下列各情况中吊索所承受的拉力： 
（1）物件吊在空中静止； 
（2）物件以 25cm/s 的速度匀速上升； 
（3）物件以 80cm/s 的速度匀速下降； 
（4）要使吊索不断，物体向上的最大加速度是多少？ 
解 （1）     44.0tf 3.92 10 NF mg= = ≈ ×① （ 29.8m / sg = ）

① 
（2）         44.0tf 3.92 10 NF mg= = ≈ ×  
（3）         44.0tf 3.92 10 NF mg= = ≈ ×  

（4）         F mg ma− = ，  
3

2
3

5 10 9.8 9.8 2.45(m/s )
4 10

Fa g
m

× ×
= − = − =

×
 

2.4  一个学生要确定一个盒子与一块平板之间的静摩擦系数 μ0 及滑动摩擦系

数 μ. 他把盒子放在平板上，渐渐抬高板的一端，当板的倾角（板与水平之夹角）

达 30°时，盒子开始滑动，并恰好在 4.0s 内滑下 4.0m 距离. 试用这些数据确定

μ0 及μ.  
解  如图 2.4a 所示，隔离物体. 题设 

30θ = °，  4ms = ，  4st =  

（1） 0sin cosmg mgθ μ θ= ，  0
3tan 0.577

3
μ θ= = =  

即静摩擦系数 0 0.577μ = .   

（2）            sin cosmg mg maθ μ θ− = ，  21
2

s at=  

2
2tan tan 0.518

cos cos
a s

g gt
μ θ θ

θ θ
= − = − =  

即滑动摩擦系数 0.518μ = .  

2.5  一自重为 2.0t 的汽车，载 4.0t 重的货物，设汽车和货物的重心都在前后轴之

间中点的正上方，欲使它以 0.2m/s2的加速度运动，问在忽略其他阻力的情况下，汽车

主动轮的外胎和路面间的摩擦系数最小应是多少？分别就下面两种情形进行讨论： 
（1）全部车轮都起主动作用； 
（2）只有后边两个车轮起主动作用.  
解  设该车有四个轮胎,由于汽车和货物的重心都在前后轴之间中点的正上方，

                                                        
① 吨力， 31tf 9.80665 10 N= × . 

 

图 2.4a 
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故四个轮胎所受的地面正压力都相等，为 mg/4. 而主动轮所受的摩擦力是向前的

（为静摩擦或滑动摩擦），从动轮所受的摩擦力是向后的（一般为静摩擦）.  
（1）设汽车主动轮的外胎和路面间的摩擦系数为 1μ ，有 

14
4
mf ma gμ= ≤ ，  1

0.2 0.02
9.8

a
g

μ = ≈≥  

即汽车主动轮的外胎和路面间的摩擦系数最小应是 0.02.  
（2）设汽车主动轮的外胎和路面间的摩擦系数为 2μ ，从动轮所受的摩擦力较小

忽略不计，有 

22
4
mf ma gμ= ≤ ，   2

2 0.4 0.04
9.8

a
g

μ = = ≈  

即汽车主动轮的外胎和路面间的摩擦系数最小应是 0.04.  
由该题可见路面情况相同时，增加主动轮的数量时汽车的爬坡能力增加.  
2.6  某卡车载货重为卡车自重的三倍，卡车的前后轴相距 3.0m，货和车共同

的重心在前后轴之间中点的正上方. 现发现该卡车驶上一个 10°的斜坡时其主动轮

（后轮）开始打滑，若要使该卡车驶上 15°的斜坡，应把货物往后移动多少距离？（设

两斜坡的摩擦系数相同.） 
解  如图 2.6a 所示，设卡车质量为 m ，货物为 3m，并设卡车有四个轮子（后

两个为主动轮），由于题目没有具体说货和车共同的重心在前后轴之间中点的正上方

多高的地方，不妨认为货和车共同的重心就在前后轴之间中点位置. 设摩擦系数为

μ ， 1 10θ = °， 2 15θ = °.  

由题设，卡车驶上一个 10°的斜坡时，

摩擦力已达最大静摩擦，此时四个轮子中的

每 个 轮 子 所 受 的 正 压 力 都 相 等 ， 为

1 14 cos / 4 cosmg mgθ θ= ，后两个为主动轮的

摩擦力与下滑力相等，即 

1 12 cos 4 sinmg mgμ θ θ=  

解得 

12 tanμ θ=  

如图 2.6a 所示，设需要把货物往后移动 x 距离，N1 和 N2 分别是货物导致地面

对每个后轮和每个前轮产生的正压力，有 

1 2 2

1 2

1 2

2

2 2 3 cos
(1.5 ) (1.5 )

2 ( cos / 4)
4 sin 0

N N mg
N x N x
f N mg
f mg

θ

μ θ
θ

+ =⎧
⎪ − = +⎪
⎨ +⎪
⎪ −⎩

≤

≥

 

图 2.6a 
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2
2

1

4 2 tantan 2 2 1.039(m)
tan

x θθ
μ θ

− = − =≥  

即应把货物往后移动至少 1.039m.  
2.7  两个质量分别为 1m 和 2m 的小环，用细线连着套在一个竖直固定着的大圆

环上，如果连线对圆心的张角为α ，如图所示，当小圆环与大圆环之间的摩擦力和

线的质量都略去不计时，求证：连线与竖直方向的夹角θ 满足 

1 2

2 1

tan cot
2

m m
m m

αθ +
=

−
 

证明  如图 2.7a 所示，设圆环的支持力分别为 1N 、 2N ，绳中张力为 T，由几

何知识可得 

2

1 2

2α β
γ β θ
γ γ α

+ = π⎧
⎪ + =⎨
⎪ + =⎩

 

                     

             题 2.7 图                                      图 2.7a 

解得 

                              1

2

( ) / 2
( ) / 2

( ) / 2

β α
γ α θ
γ θ α

= π−⎧
⎪ = π + −⎨
⎪ = − π−⎩

 ① 

又 

                              2 2

1 1

sin sin
sin sin

m g T
m g T

γ β
γ β

=⎧
⎨ =⎩

 ② 

于是 1 1 2 2sin sinm mγ γ= ，由式①得 

1 2cos cos 0
2 2

m mα αθ θ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

化简后可得 
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1 2

2 1

tan cot
2

m m
m m

αθ +
=

−
 

2.8  质量均为 100g 的 A、B 两木块并排地放在光滑的水平面上，A 由一水平弹

簧与墙壁连接着，弹簧的倔强系数为 62 10k = × dyn/cm①. 假若把 A、B 两木块向墙推

进使弹簧压缩 2.0cm，使之静止，然后放手，弹簧便将两木块向外推开. 试问： 
（1）在什么地方 B 将与 A 脱离？B 得到的速度等于多少？ 

（2）A、B 脱离后，A 将继续向外移动

多少距离开始反向运动？ 
解 （1）分析可知，到达平衡位置前，

A、B 一直做加速运动. 到达平衡位置时，A、
B 间作用力为 0，而后 B 做匀速运动，A 做

减速运动，A、B 分离，即在平衡位置处 A、B 分离. 分离前，A、B 可作为一个物体

看待，设总质量为 m ，平衡位置 0x = ，取向左的方向为 x 轴的正向，有方程 
2

2
d
d

xkx m
t

− = ⋅  

方程解为 

0cos kx A t
m

ϕ
⎛ ⎞

= +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

，  0
d sin
d
x k kA t
t m m

ϕ
⎛ ⎞

= = − +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

v  

初始条件： 
0t = 时， 0 0.02x x= = − ， 0 0=v  

可解得 

0 0ϕ = ，  0.02A = − ，  0.02cos kx t
m

= −  

A、B 脱离时， 0x = ，可得 

2
mt
k
π

= ，  sin 2m/sk kA t
m m

⎛ ⎞
= − =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
v  

即 B 的速度为 2m/s.  
（2）A 与 B 脱离后，对于 A 有 

2

1 2
d
d

xkx m
t

− =  

方程解为 

                                                        
① 达因，1dyn=10−5N. 

题 2.8 图 
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0
1

cos kx A t
m

ϕ
⎛ ⎞

= +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

考虑初始条件： 
0t = 时， 0 02m/s,    0x= =v  

解得 

0 2
ϕ π

= − ， 1 22
100

mA
k

= =  

A 与 B 脱离后，A 的运动为 

2 sin
100

kx t
m

=  

从而 A 向外运动的最大距离为 

2 m 2cm
100Ax = =  

2.9  质量分别为 Am 和 Bm 的两物体 A、B，固定在倔强系数为 k 的弹簧两端，竖

直地放在水平桌面上. 如图所示. 用一力 F 垂直地压在 A 上，并使其静止不动. 然
后突然撤去 F，问欲使 B 离开桌面，F至少应多大？ 

解  欲使 B 恰好弹起，则 A 到达最高点时弹簧的伸长量至少应为 1
Bm gx
k

= . 假

设力 F作用下弹簧的压缩量为 0x ，则设弹簧无形变时 A 的坐标为 0，取竖直向下的

方向为 x 轴正向（图 2.9a）. 在撤去 F后且 B 离开桌面前 A 的运动方程为 
                               A Am g kx m x− =  ① 

                    

                  题 2.9 图                             图 2.9a 



《力学与理论力学（第二版）》习题解答 

 

·22·

解为 

cos A

A

k m gx A t
m k

ϕ
⎛ ⎞

= + +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

代入初始条件 

0t = 时， 0
10, ( )Ax x x F m g
k

= = = +  

得 
0,     /A F kϕ = =  

则方程①有解 

cos AF k m gx t
k m k

= +  

从而最高点有 

1
A BF m g m gx x

k k k
= − + = − = −  

解得 
( )A BF m m g= +  

2.10  如图所示，质量为 M 的三角形斜面上放一个小质量物体 m ，三角形物体

放在水平面上，假设所有接触都是光滑的. 求： 
（1）必须用多大的水平推力 F，才能使 m 相对于 M 为静止？ 
（2）此时系统的加速度 a有多大？ 
解 （1）物体受力分析如图 2.10a 所示. 设系统加速度为 a，有 

,     ,     M mG Mg G mg′= − = =N N  

m 和 M 相对静止，应有 
                                cosN mgθ =  ① 

                                sinN maθ =              ② 

               

              题 2.10 图                                        图 2.10a 
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                             sinF N Maθ′− =  ③ 

由式②和式③有 

                             sin sinN F N
m M

θ θ′−
=  ④ 

由式①有 
                               / cosN mg θ=    ⑤ 

将式⑤代入式④有 
tan tanmg F mg
m M

θ θ−
=  

从而有 
( ) tanF M m g θ= +  

（2）                    sin tanNa g
m
θ θ= =  

2.11*  收尾速度问题. 空气对物体的阻力由许多因素决定. 然而，一个有用的

近似公式是，阻力 β= −f v ，其中 v 是物体的速度，β 是一个与速度无关的常数. 现

在考虑空气中的一个自由下落物体，将 z 轴的正方向取为竖直向下.  
（1）给出落体的牛顿方程.  
（2）当物体的速度 0( )tv 等于多少时，物体不再加速（这个速度叫做收尾速度）？ 

（3）试证，速度随时间变化的关系为
 

0( ) ( )(1 e )
t

mt t
β

−
= −v v ，并作出 -tv 曲线.  

    解 （1）                    mg z mzβ− =  ① 

（2）由于 z=v 从而方程①化为 

                                d
d

mg m
t

β− =
vv  ② 

当物体不再加速时，应有
d 0
dt

=
v

，从而方程②化为 

0( ) 0mg tβ− =v  

解得 
                               0( ) /t mg β=v  ③ 

即收尾速度为 /mg β .  

（3）为解方程②，将方程②改写成 

                              d dt
g

m
β =

−

v
v  ④ 
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积分一次得 

ln ( )g t c
m m
β β⎛ ⎞− = − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
v  （c 为常数） 

解得 

( )
( ) e

t c
mmt g
β

β
− +⎡ ⎤

= −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

v  

考虑到 0t = 时 0=v ，有 

e 0 e
c c

m mg g
β β

− −
− = ⇒ =  

从而 

( ) e
t

mmt g g
β

β
−⎛ ⎞

= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

v ，  0( ) 1 e ( ) 1 e
t t

m mmgt t
β β

β
− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

v v  

2.12  用同一种质料做成的两个实心小球，在空气中下落. 其中一球的直径是另

一球直径的二倍. 假设空气阻力与运动物体的横截面积成正比，也与运动物体的速

度平方成正比，问两小球收尾速度之比等于多少？ 
解  将 z 轴的正方向取为竖直向下，设球的质量为 m，横截面积为 s，运动方程为 

2 d
d

mg ks m
t

− =
vv  

当物体不再加速时，应有
d 0
dt

=
v . 设物体收尾速度为 0v ，则有 

2 0
0

d 0
d

mg ks m
t

− ⋅ = =
vv  

从而 

0
mg
ks

=v  

设物体密度为 ρ ，从而 

34
3

m R ρ= π ，  2s R= π  

故
4

3
R g

k
ρ

=v ，所以物体的收尾速度与 R 成正比，即 

2 / 2 /1R R =v v  

2.13  一个半径为 r 、以速度 v 运动的小球所受到的空气阻力可以表示为 
4 2 2( ) 3.1 10 0.87f r r−= × +v v v  
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这是一个对很宽的速度区间都有效的公式. 其中 ( )f v 的单位为 N，r 的单位为 m，v
的单位为 m/s. 把雨滴看做在空气中运动的小球，求雨滴下落收尾速度表示式，并计

算一个半径为 2mm 的雨滴的收尾速度.  
解  将 z 轴的正方向取为竖直向下，设雨滴的质量为 m，运动方程为 

d( )
d

mg f m
t

− =
vv  

依题意，设收尾速度为 fv ，则
d 0
d

f
t =

=
v v

v
，则有 

( ) 0fmg f− =v  

即 
2 2 40.87 3.1 10 0f fr r mg−+ × − =v v  

解得 

( )
4 4 2 2 4

7
2

3.1 10 (3.1 10 ) 4 0.87 1.78 10 1 3.6 10 1
2 0.87f

r r mg r
mg

rr

− − −− × + × + × ×
= = + × −

×
v  

又 34
3

m r ρ= π ⋅ ， 3 310 kg / mρ = ，得 

( )
4

12 31.78 10 1 1.48 10 1f r
r

−×
= + × −v  

即收尾速度表示式为 

( )
4

12 31.78 10 1 1.48 10 1f r
r

−×
= + × −v  

当 0.002mr = 时 
4

12 3 41.78 10 1.48 10 1.78 1.48 10 9.7m / sf r r
r

−×
≈ × = × =v  

即该雨滴的收尾速度为 9.7m/s.  
2.14  跨过定滑轮的绳子的两端拴着两个物体，质量分别为 1m 和 2m （ 1 2m m> ），

如果两物体从静止开始运动，经 t 秒后 1m 下降的距离正好等于它在同样时间内自由

下落走过的距离的一半，两物体质量之比是多少？如果 1m 下降的距离恰好等于它在

同样时间内自由下落距离的1/ n ，两物体质量之比是多少？（设定滑轮和绳子的质

量以及滑轮轴承处的摩擦力都可略去不计，绳子长度不变. ） 
解  1m 下降的加速度 a为 

1 2

1 2

m ma g
m m

−
=

+
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依题意有
1
2

a g= ，从而 1 2

1 2

1
2

m m
m m

−
=

+
，解得 1 23m m= . 

同样，如果 1m 下降的距离恰好等于它在同样时间内自由下落距离的1/ n ，有 

1 2

1 2

1m m
m m n

−
=

+
，即 1

2

1
1

m n
m n

+
=

−
 

2.15  4kg 重的物体 A，放在 8kg 重的物体 B 上，B 放在水平桌面上. 一细绳绕

过定滑轮连接物体 A 和 B，如图所示. A 与 B 之间、B 与桌面之间的静摩擦系数均为

0.25，若使物体 B 向左运动，并保持细绳始终水平，滑轮的质量及滑轮轴承处的摩

擦力均可略去不计，绳子长度不变，求所需最小水平拉力 F是多少？ 
解  如图 2.15a 所示隔离物体，设 A 物体质量为 Am ，所受摩擦力为 1f ，绳中的

张力为 T，则有 

1 AT f m gμ= =  

               

                题 2.15 图                                      图 2.15a 

B 物体所受摩擦力为 1 2f f+ ， 2 ( )A Bf m m gμ= + ，所受拉力亦为 T，从而 

1 2 1 22
2 ( ) (3 )A A B A B

F f T f f f
m g m m g g m mμ μ μ

= + + = +
= + + = +

 

代入数据可得 
(3 ) 0.25 9.8 (3 4 8) 49(N)A BF g m mμ= + = × × × + =  

2.16  一质量为 M 的楔形物体放在倾角为α 的固定的光滑斜面上，楔形物体的

上表面与水平面平行，再在这个面上放一质量为 m 的质点，如图所示. 
（1）若质点与 M 间的摩擦系数为 0μ = ，证明：当 m 在 M 上运动时，它相对于

斜面的加速度为 
2

2
( ) sin

sin
M m ga
M m

α
α

+
=

+
 

（2）求楔形物体与斜面间的作用力.  
解 （1）如图 2.16a 所示隔离物体，列出方程 

                               mg N ma− =  ① 

                            ( )sinMg N Maα ′+ =  ② 

                                sina aα′ =  ③ 
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           题 2.16 图                                图 2.16a 

解得 
2

2
( ) sin

sin
M m ga
M m

α
α

+
=

+
，  

2

2
cos
sin

MmgN
M m

α
α

=
+

 

（2）设楔形物体与斜面间的作用力为 N ′，由于楔形物体垂直于斜面方向所受合

力为零，即 
( )cosN N Mg α′ = +  

得 

2
( ) cos

sin
M M m gN

M m
α

α
+′ =
+

 

2.17  一质量为 M 的光滑斜面放在光滑的水平面上，斜面的顶端装一滑轮，一

条细绳跨过滑轮拴着两个质量分别为 1m 和 2m 的物体 A 和 B，如图所示. 设绳子和滑

轮的质量以及滑轮轴承处的摩擦力均可略去不计，绳子长度不变，问在 A 下滑过程

中欲使 M 不动时作用在 M 上的水平方向的力 F需要多大？ 
解  如图 2.17a 所示隔离物体，设 A 的加速度为 a，与斜面之间的作用力为 T，

地面对斜面的作用力为 N ′，则 
    对 B：                    2 2T m g m a− =  ① 

          

           题 2.17 图                                        图 2.17a 
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    对 A：                   1 1sinm g T m aα − =  ② 

                              1 cos 0m g Nα − =  ③ 

    对 M：                 cos sin 0F T Nα α+ − =  ④  
解得 

1 2

1 2

sinm g m ga
m m

α −
=

+
 

1 2

1 2

(1 sin )m m gT
m m

α+
=

+
， 1 1 2

1 2

cos ( sin )m g m mF
m m
α α −

=
+

 

即作用在 M 上的水平方向的力 1 1 2

1 2

cos ( sin )m g m mF
m m
α α −

=
+

. 

2.18  如图所示，一复杂的滑轮组，吊着的物体质量分别为 1m 、 2m 、 3m 、 4m ，

设滑轮和绳子的质量以及滑轮轴承处的摩擦力均可略去不计，且绳子长度不变，求

每个物体的加速度和每段绳子中的张力.  
解  如图 2.18a 所示，设 1 2,m m 的动滑轮为 A， 3 4,m m 的动滑轮为 B. 取坐标轴

的正向向下，设 1m 、 2m 、 3m 、 4m 的坐标分别为 1x 、 2x 、 3x 、 4x ，A、B 的坐标分

别为 Ax 、 Bx ，加速度分别为 Aa 、 Ba . 隔离物体，对 1m 、 2m 、 3m 、 4m 列方程 

                              4 4 4 4m g T m a− =         ① 

                              3 3 3 3m g T m a− =      ② 

                              2 2 2 2m g T m a− =     ③ 

                              1 1 1 1m g T m a− =          ④ 

                   

              题 2.18 图                                   图 2.18a 

题设滑轮和绳子的质量以及滑轮轴承处的摩擦力均可略去不计，有 

                   1 2 3 4T T T T= = = ，  1 2 12A BT T T T T= = + =  ⑤ 
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题设绳子长度不变，设三根绳子长度分别为 1l 、 2l 、 3l ，有 

1 2 1( ) ( )A Ax x x x l− + − = ，  3 4 2( ) ( )B Bx x x x l− + − = ，  3A Bx x l+ =  

对这三式微商两次，可得 

1 2 2 0Aa a a+ − = ，  3 4 2 0Ba a a+ − = ，  B Aa a= −  

即 
                              1 2 3 4 0a a a a+ + + =  ⑥ 

上述六方程联立，可得 

1 2 3 4

1 2 3 4

4
1 1 1 1

gT T T T T

m m m m

= = = = =
+ + +

 

1 2 3 4

82 1 1 1 1A B
gT T T

m m m m

= = =
+ + +

 

1 2 3 4
1 2 3 4

,     ,     ,     T T T Ta g a g a g a g
m m m m

= − = − = − = −  

2.19  如图所示，一滑轮组由一个定滑轮和 n个动滑轮组

成. 设所有的滑轮大小相同，下垂的绳子彼此平行，定滑轮的

绳子下吊着重为 1W 的物体，最右边的一个动滑轮下吊着一重

为 2W 的物体，如果滑轮和绳子的质量以及滑轮轴承上的摩擦

力均可略去不计，绳子长度不变.  
（1）当整个系统平衡时，证明： 2 12nW W= ； 
（2）当 1W 、 2W 加速运动时，设 1W 的加速度为 1a 、 2W 的

加速度为 2a ，证明： 1 2/ 2na a = − ； 

（3）求各段绳子中的张力.  
解  动滑轮计 1, 2, …, n，定滑轮计为 n+1. 

（1）整个系统处于平衡状态，所以 1nT W= ，而 1 2i iT T− =  
( 2,3, , )i n=  

                           1
1    ( 2,3, , )

2i i
TT i n−= =  ① 

又 2 12W T= ，所以 1 2
1 12 2n n n

T WW T −= = = ，即 2 12nW W= . 

（2）设 2W 下降的位移为 2l ， 1W 上升的位移为 1l ，且以向下为正方向. 则 2 12nl l= − ，

左右微分两次，得 

2 12na a= −  

所以 

 

题 2.19 图 
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                                2

1

2na
a

= −  ② 

（3）当 1W 、 2W 加速运动时，式①和式②仍然正确. 

对 2W 有 

                             2
2 1 22 WW T a

g
− =  ③ 

对 1W 有 

                             1
1 1n

WT W a
g

− = −  ④ 

由式①～式④解得 

1 2
1

1 2

2
2 ( )

n

n
W Wa g
W W

−
=

+
，    2 1

2
1 2

2nW Wa g
W W
−

=
+

 

1 2
1

1 2

(2 1)
2( )

nWWT
W W

+
=

+
， 1 1 2

1
1 2

(2 1)     ( 1,2,3, , )
2 2 ( )

n

i i i
T WWT i n

W W−

+
= = =

+
 

整个系统处于平衡状态时， 2 12nW W= ， 1 2 0a a= =  

1 2 2

1 2

(2 1)     ( 1,2,3, , )
2 ( ) 2

n

i i i
WW WT i n

W W
+

= = =
+

 

2.20  一细绳的一端固定在天花板的 A 点上，另一端跨过一定滑轮吊着一重量

为 1W 的物体，又在 A 点和定滑轮之间的绳子上兜着一动滑轮，动滑轮下吊着一物体，

物体重量为 2W ，且 1 2W W= . 在定滑轮和动滑轮之间的绳子上拴一重物 3W ，如图所

示. 假设滑轮和绳子的质量及滑轮轴上的摩擦力均可忽略不计，绳子长度不变. 问
当系统静止时 3W 等于多少？ 

解  如图 2.20a 所示，设各段绳中的张力分别为 0 4T T～ .  

                

                      题 2.20 图                        图 2.20a 
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隔离物体，题设滑轮和绳子的质量及滑轮轴上的摩擦力均可忽略不计，由于系

统静止，可得 

0 2 1 2

2 3 3

4 1

1 2

3 4

T W T T
T W T
T W
T T
T T

= = +⎧
⎪ + =⎪⎪ =⎨
⎪ =⎪
⎪ =⎩

 

且 1 2W W= ，从而解得 

3 2
1
2

W W=  

2.21  一子弹以 0v 的初速和 45°的仰角自地面射出，子弹在飞行时受到的空气

阻力为其速度的 km倍（ m 为子弹的质量， k 为常数）. 试求子弹的速度与水平线又

成 45°角时，子弹与发射点之间的水平距离 s .  
解  设子弹飞行过程中水平方向速度 xv ，竖直方向速度 yv .  

以右为水平正向，以上为竖直正向. 所以 

x
x

km
m

= −
vv ，  y

y

km
g

m
−

= −
v

v  

从而得微分方程
x x

y y

k
k g

= −⎧⎪
⎨ = − −⎪⎩

v v
v v ，初始值为 0

2
2x y= =v v v ，解得 

0
2 e

2
kt

x
−=v v ，  0

2 e /
2

kt
y

g g k
k

−⎛ ⎞
= + −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

v v  

题设当 v 再次与水平方向成 45°角时 x y= −v v ，即 

0 0
0 0

2 2e e /
2 2

kt ktg g k
k

− −⎛ ⎞
− = + −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
v v  

解得 

0

0

e
2

kt g
k g

− =
+v

  （ 0t 为所求时刻） 

所以 

0 0

00 0

2d e d
2

t t kt
xs t t−= =∫ ∫v v

2
0

0
0 0

2 1 1
2 2 2

g
k k g k g
⎛ ⎞

= − =⎜ ⎟⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

vv
v v

 

2.22  如图所示，一长为 l 、质量为 M 的均匀链条套在一表面光滑、顶角为α 的

圆锥上，当链条在圆锥面上静止时，求链中的张力.  
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解  由图 2.22a①取一段圆心角为 dθ 的小微元，如图 2.22a②所示，将该小微元

隔离出来. 设该小微元所受重力为 2F ，受圆锥表面的正压力为 1F ，该小微元两端链

条的张力分别为 T1、T2. 有 

2
d
2

F Mg θ
=

π
 

因为链条静止，所以 

2 1sin
2

F F α
=  

                

        题 2.22 图                                      图 2.22a 

为使链条保持静止，图 2.22a②中的三力平衡，考虑这三力沿图中 x,y 方向的分

量和，有 

1 2 1
d dsin sin cos
2 2 2

T T Fθ θ α
+ =  

1 2
d dcos cos
2 2

T Tθ θ
=  

利用
d 1sin d
2 2
θ θ= ，可得 

1 2
1 2

cos( / 2) cot( / 2) cot
d d 2 2

F F MgT T α α α
θ θ

= = = =
π

 

即 
1 cot

2 2
T Mg α
=

π
 

2.23  一条绳索的一端系住停泊在河中的小船上，另一端由站在岸上的人拿着. 
人正欲收绳把船拉往岸边时，突然刮起了大风，风把船吹向河心. 为了不让风把船

吹走，人把绳索在岸边的固定圆柱上缠绕若干圈后再拉住绳索. 若由于大风使船与



第 2 章  质点动力学 

 

·33·

圆柱间的绳索中的张力变为 5000kgf①，而人拉绳的最大力为 50kgf. 已知绳索与圆柱

之间的摩擦系数为 0.32，问绳索至少在圆柱上绕几圈船才不会被吹走？ 
解  取一段绕于柱子上的绳子的微元，如图 2.23a 所示，其所对应的圆心角为

dθ ，N 为正压力. 

1T T= ，  2 dT T T= +  

                       1 2
d dsin sin d
2 2

N T T Tθ θ θ= + =  ① 

                              2 1dT T T Nμ= − =  ② 

由式①和式②得 

                         d dT Tμ θ = ，即 d dT
T

μ θ=  ③ 

又起始端 0 50kgT = ，末端 5000kgfT = ，由式③得 

0 0

d d
fT

T

T
T

θ
μ θ=∫ ∫ ，  

0

ln fT
T

μθ=  

即 

0

1 1 5000ln ln 14.39
0.32 50

fT
T

θ
μ

= = =  

所以 
/ 2 2.29n θ= π = （圈） 

即绳索至少在圆柱上绕 2.29 圈船才不会被吹走.  
 

 

                                                        
① 千克力，1kgf=9.80665N. 

 

图 2.23a 



 

 

第 3 章  非惯性参考系 

3.1  某人以 2.5m/s 的速度向正西方向跑时，感到风来自正北. 如他将速度增加

一倍，则感到风从正西北方向吹来. 求风速和风向.  
解  建立平面直角坐标系，x 轴指向东方，y 轴指向北方， ,i j分别为 x 轴和 y

轴方向的单位向量.  
题设某人的速度为 1 2.5= − iv 时，风速为 10 10= −v jv ；他将速度增加一倍，为

2 5= − iv 时，风速为 20
20 ( )

2
= −

v i jv .  

若他静止时，风速为 x y= +v vi jv ，有 

10 1= −v v v ，  20 2= −v v v  

将上述假设代入得 
                            10 2.5x y− = + +v v vj i j i  ① 

                            20 ( ) 5
2 x y− = + +

v v vi j i j i  ② 

方程①和方程②可解得 2.5x = −v ， 2.5y = −v ，于是 

2.5 2.5x y= + = − −v vi j i jv  

即风从正东北吹来，风速为 
2 2 2.5 2 3.536(m/s)x y= + = =v v v  

3.2  当蒸汽船以 15km/h 的速度向正北方向航行时，船上的人观察到船上的烟

囱里冒出的烟飘向正东方向. 过一会儿，船以 24km/h 的速度向正东方向航行，船上

的人则观察到烟飘向正西北方向. 若在这两次航行期间风速不变，求风速及方向.  
解  与上题类似，建立平面直角坐标系，x 轴指向东方，y 轴指向北方， ,i j分

别为 x 轴和 y 轴方向的单位向量.  
题设蒸汽船的速度为 1 15= jv 时，风速为 10 10= v iv ；蒸汽船的速度为 2 24= iv 时，

风速为 20
20 ( )

2
= − +

v i jv .  

若蒸汽船静止时，风速为 x y= +v vi jv ，有 

10 1= −v v v ，  20 2= −v v v  

将上述假设代入得 
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                              10 15x y= + −v v vi i j j  ① 

                          20 ( ) 24
2 x y− + = + −

v v vi j i j i  ② 

方程①和方程②可解得 9x =v ， 15y =v ，于是 

9 15x y= + = +v vi j i jv  

即风从西南吹来，与 x 轴夹角为 
arctan( / ) 59x yθ = = °v v  

风速为 
2 2 306 17.5(km/h)x y= + = ≈v v v  

3.3  A 船以 30km/hA =v 的速度向东航行，B 船以 45km/h 的速度向正北航行. 求

A 船上的人观察到的 B 船的航速和航向.  
解  参考上题的坐标系，题设 30A = iv ， 45B = jv . 

以 A 船为参考系，则 B 船的速度为 
45 30B A= − = −j iv v v  

2 2 54.1km/hB A= + =v vv  

45 3tan
30 2

α = = −
−

，得 123.7α ≈ °，即 A 船上的人观察到 B 船的航向为西偏北 56.3°.  

3.4  一溜冰者在冰面上以 0 7m/s=v 的速度沿半径 15mR = 的圆周溜冰. 某时刻

他平抛出一小球，为使小球能击中冰面上圆心处，他应以多大的相对于他的速度抛

球，并求出该速度的方向（用与他溜冰速度之间的夹角θ 表示）. 已知人抛球时手

的高度 1.5mh = .  
解  设溜冰者以速度 1v 抛球，该球相对于地面的速

度 ′v 应该沿圆的半径方向，如图 3.4a 所示. 有 
               0 1 cos 0θ+ =v v                   ① 

                 1 sinθ ′=v v                    ② 

                  21
2

gt h=                    ③ 

                   t R′ =v                     ④ 

联立式①～式④解得 

1 28m/s=v ，  27.1m/s′ =v ，  104 29θ ′= °  

即他应以 28m/s 的速度抛球，方向与溜冰速度之间的夹角为 104 29θ ′= ° .  

3.5*  一架飞机在无风时以匀速 v 相对地面飞行，能飞出的最远距离为 R （包

 

图 3.4a 
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括飞出和飞回）. 现在风速为 u ，方向为北偏东α 度，而飞行的实际航向为北偏东 β

度. 求证，在这种情况下，飞机能飞出的最远距离为 
2 2

2 2 2

( )
sin ( )

R u
u β α

−

− −

v
v v

 

证明  不妨设 β α> （ β α≤ 时结论一样）. 

去时速度关系如图 3.5a①所示，回时速度关

系如图 3.5a②所示. 设飞行航向去时为 10v ，回时

为 20v （图上都用 v 表示），有 2 2 2
10 20= =v v v ；实际

航向为去时速度 1v ，回时速度 2v （如图，即 OP
来回，OP 与北的夹角为 β 度）；风向去时为 AP，

回时为 AO（与北的夹角都为α 度）. 有 

10 1+ =u v v ，  20 2+ =u v v  

设飞出和飞回共历时 t ，题设 
                                 2t R=v  ① 

由 O 去 P 时的图 3.5a①，知 
OPA β α∠ = π− +  

余弦定理 
2 2 2 2 2

1 1 1 12 cos( ) 2 cos( )u u u uβ α β α= + − π − + = + + −v v v v v  

解得 

                  2 2 2
1 cos( ) sin ( )u uβ α β α= − − + − −v v      ② 

同理由 P 回 O 时的图 3.5a②，有 
2 2 2

2 22 cos( )u u β α= + − −v v v  

解得 

                    2 2 2
2 cos( ) sin ( )u uβ α β α= − + − −v v     ③ 

飞机能飞出最远 l ，则 

                                 
1 2

l l t+ =
v v

      ④ 

联立式①～式④得 
2 2

2 2 2

( )
sin ( )

R ul
u β α

−
=

− −

v
v v

 

3.6*  如图所示，一个圆盘直径为 d ，绕通过圆心的垂直轴以角速度ω 匀速旋

图 3.5a 
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转，今有一人站在圆盘上的点 A 射出一颗子弹，已知子弹出膛速度为 v ， dωv . 现
在希望子弹击中点 A 的对径点 B（AB 是圆盘直径），则应瞄准点 C，问 BC 的弧长

是多少？又问这颗子弹在圆盘上的轨迹是什么？求出相应的曲率半径.  
解  参见图 3.6a. 设圆盘为 K ′系，这是非惯性参考系. 在地面参考系子弹的加

速度为（不考虑重力） 

0 2 ( )′ ′ ′= + + × + × × = 0a a a ω ω ω rv  

                    

             题 3.6 图                                      图 3.6a 

由于 
0 ,     ′= ⊥0a ω r  

有 
2 2ω′ ′ ′= − ×a r ω v  

而 ′⊥ω v ，由题设知 

2 2 2
2 2 2 1

dr R
ω ω

ωω ω ω
′ ′ ′ ′×
= > >

′ ′
v v vω

r
v  

于是 
2′ ′ ′≈ − × ⊥a ω v v  

即轨迹是圆的一部分.  
3 3

2 22
ρ

ωω
′ ′

= = =
′ ′ ′×
v v v

va v
 

2R R dω ωθ
ρ

= = =
′v v

 

2dBC d ωθ= =弧长
v

 

即 BC 的弧长 2 /dω= v ；子弹在圆盘上的轨迹是圆弧，曲率半径 / (2 )ρ ω= v .  

3.7  假使汽车能以速率 100km/h=v 驶过半径 200mR = 的水平弯道，车胎与地

面间的摩擦系数至少要多大？ 
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解  汽车所需的向心力 2 /F m R mgμ= ≤v ，所以 2 / ( ) 0.394Rgμ =≥v . 

3.8  一飞机在竖直平面内以 540km/h 的速度沿一圆周飞行，为使在飞机飞行过

程中，驾驶员与座椅之间的相互作用力不大于驾驶员重力的 8 倍，试求此圆周的最

小半径.  
解  飞机在竖直平面内做圆周运动，其向心力应为 

2 /F m R= v  
且当飞机位于最低点时 N mg F− = ，这时所需的 N 最大.  

又 8N mg≤ ，所以 
2 / 7F m R mg= ≤v  

从而解得 328mR≥ .  
3.9  长为 40cml = 的绳，一端固定于一点 O，另一端系一质量 100gm = 的小球，

绳不可伸长，其质量可忽略. 让小球在铅直平面做圆周运动. 问： 
（1）小球通过最高点时，若绳的张力为零，小球的速度 0v 为多少？ 
（2）若小球通过最高点时的速度为 02v ，绳中的张力T 是多少？ 
解 （1）小球通过最高点且张力为 0. 向心力由 mg 提供，即 

2
0 /m l mg=v  

得 

0 1.98m/sgl= =v  

（2）              2
0(2 ) / 4F T mg m l mg= + = =v  

解得 
3 2.94NT mg= =  

3.10  一根光滑的钢丝弯成如图所示的形状，其上套有一小环. 当钢丝以恒定角

速度ω绕其竖直对称轴旋转时，小环在其上任何位置都能相对静止. 求钢丝的形状

（即写出 y 与 x的关系）.  
解  小球受力分析如图 3.10a 所示，小球受力为：重力 1F 、惯性离心力 2F 、钢

丝的正压力 N. 1F mg= ， 2
2F m xω= . 因为任一时刻，小球都是静止的，这三个力平

衡，即 

1 2+ + = 0F F N  

于是 2

1

tanF
F

θ= ，且
dtan
d
y
x

θ = ，得 

2 d
d

x y
g x

ω
=  
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                   题 3.10 图                              图 3.10a 

且 0, 0x y= = ，所以 
2

21
2

y x
g
ω

=  

3.11  一圆盘绕其竖直的对称轴以恒定的角速度ω旋转. 在圆盘上沿径向开有

一光滑小槽，槽内一质量为 m 的质点以 0v 的初速从圆心

开始沿半径向外运动. 试求： 
（1）质点到达图示位置（即 0y y= ）时的速度 v ； 

（2）质点到达该处所需的时间 t ； 
（3）质点在该处所受到的槽壁对它的侧向作用力 F.  
解  （1）在随转动的参考系中，小球所受惯性力

2F m yω= ，方向 y+ ，所以在 y 方向上 
2y yω=  

上式可化为 

                           
2

2d d 1 d
d d 2 d
y y yy y
t y y

ω= ⋅ = =  ① 

积分得 

                   
1 0

0

2 2

0

1 d d
2

y
y y yω=∫ ∫

v

v
， 2 2 2 2

1 0 0yω− =v v  ② 

所以 y 方向上 
2 2 2 2
1 0 0yω= +v v  

在惯性参考系中，该质点还有垂直于 y 方向上的速度 2 0yω=v ，所以速率为 
2 2 2 2 2

2 0 02 yω= + = +v v v v  

（2）由式②得 
2 2 2 2
1 0yω= +v v  

即 

 

题 3.11 图 
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2 2 2
0

d
d
y y
t

ω= + v   0( | 0)ty = =  

解得 

0
2 2

0 0
22 2 20 0 00

11 1d ln
y y yt y

y
ω ω

ωω

⎛ ⎞+⎜ ⎟= = +
⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

∫ v vv
 

（3）这时所受切向作用力为 
2 2 2

1 0 02 2F m m yω ω ω= = +v v  

3.12  一圆柱形刚性杆 Ox 上套有一质量为 m 的小环，杆的一端固定，整个杆绕

着通过固定端 O 的竖直轴 Oz 以恒定的角速度旋转，旋转时杆与竖直轴的夹角α 保

持不变. 设小环与杆之间的摩擦系数为 μ ，已知当小环相对杆运动到图示位置 x 时
其相对于杆的速度为 x，试列出此时小环沿杆的运动方程（不要求解出此方程）.  

解  取相对于杆静止的转动参考系，受力如图 3.12a 所示. 
所受科里奥利力 

cor 2 2 sinF m m xω α= × =ω v  

科里奥利力的方向垂直于 Oz 和 Ox 所确定的平面.  

                   

             题 3.12 图                                        图 3.12a 

惯性离心力 
2 sinF m xω α=  

惯性离心力和重力的方向在 Oz 和 Ox 所确定的平面上.  
在垂直于杆 Ox 的平面上，正压力 N、科里奥利力 corF 、惯性离心力 F和重力 mg

在该平面的分量四个力平衡，于是正压力的绝对值为 
2 2

cor( cos sin )N F mg Fα α= + +  

摩擦力： 
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2 2
cor( cos sin )f N F mg Fμ μ α α= = + +  

于是沿 Ox 方向的运动方程（小环沿杆向上运动）为 

                          sin cosmx F mg fα α= − −  ① 

代入化简，有 

2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

sin cos ( cos sin ) (2 sin )

sin cos ( sin cos sin ) (2 sin )

sin cos sin ( cos ) 4

mx m x mg F mg m x

m x mg m x mg m x

m x mg m x g x

ω α α μ α α ω α

ω α α μ ω α α α ω α

ω α α μ α ω α ω

= − − + +

= − − + +

= − − + +

 

即小环沿杆 Ox 向上运动时 

         2 2 2 2 2 2sin cos sin ( cos ) 4mx m x mg m x g xω α α μ α ω α ω= − − + +  ② 

同理可得小环沿杆 Ox 向下运动时 

          2 2 2 2 2 2sin cos sin ( cos ) 4mx m x mg m x g xω α α μ α ω α ω= − + + +  ③ 

小环沿杆 Ox 上静止时，在方程①中， 0x x= = ， N f Nμ μ− ≤ ≤ ，方程①变成 
2 2 2 2sin ( cos ) sin cos sin ( cos )m x g m x mg m x gμ α ω α ω α α μ α ω α− + − +≤ ≤  

化简得 

              2 2
(cos sin ) (cos sin )

sin (sin cos ) sin (sin cos )
g gxα μ α α μ α

ω α α μ α ω α α μ α
− +

+ −
≤ ≤  ④ 

3.13  质量为 m 的小球置于光滑水平台面，用长为 l 的细线系于台面上的 P 点，

水平台面绕着过 O 点的铅垂轴以恒定角速度ω旋转，P 点与 O 点的距离为 b ，试列

出小球的运动方程. 设在小球运动过程中，线始终保持拉直状态.  
解  由于水平面光滑，小球仅受绳子拉力（真实力）.  
取 O 点为原点，相对于 OP 静止的参考系为 K ′系，如图 3.13a 所示. 在 K ′系中，

设 OP 为 x′轴，Pm 与 OP 的夹角为 ( )tθ ，m 点的坐标、速度和加速度分别为 ( )t′r 、

( )t′v 、 ( )t′a ，且设 ( )Pm t= R ，题设 ( )t l=R .  

由于 K ′系为非惯性系，作用于 m 点的力除了真实

力 ˆT= −T R（ ˆ
R

=
RR  为单位向量）外，还有惯性离心

力和科里奥利力.  
惯性离心力          2mω ′=F r  
科里奥利力    cor

ˆ2 2m mω′ ′= − × = vF Rω v  

 

 

图 3.13a 
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其中 
d
d

l
t
θ′ =v   （ ′v 可正可负， ′v 为负值时矢量 ′v 的方向与图 3.13a 所示方向相反） 

于是有 

               2
cor

ˆ ˆ ˆ2m T T m mω ω′ ′ ′= − + + = − + + va R F F R r R  ① 

设 x′轴的单位向量为 ′̂i ，由图可知 
ˆ ˆ ˆb b R′ ′ ′= + = +r i R i R  

代入式①得 

                     2 ˆˆ ˆ ˆ( ) 2m T m b R mω ω′ ′ ′= − + + + va R i R R  ② 

在 K ′系中，将原点换为 P，建立极坐标 ( ( ), ( ))R t tθ ，坐标单位向量为 R̂、θ̂ ，有 

                             ˆ ˆˆ cos sinθ θ′ = −i R θ  ③ 

代入式②得 
2 2 2ˆˆ( cos 2 ) sinm T m b m R m m bω θ ω ω ω θ′ ′= − + + + −va R θ  

由于题设在小球运动过程中，线不可伸长并始终保持拉直状态，故小球沿绳方

向的加速度 ( ) 0Ra t′ = ，垂直于绳方向的加速度 

                                2 sina bθ ω θ′ = −  ④ 

而 2a R R lθ θ θ θ′ = + = ，代入得 
2 sin 0l bθ ω θ+ =  

这是一个振动方程.  
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4.1  三个质量分别为 100g、200g 和 300g 的物体，分别放在（0,30cm）、（40cm,0）
和（0,0）处，试求质心位置.  

解  100 0 200 40 300 0 40
100 200 300 3Cx × + × + ×

= =
+ +

， 100 30 200 0 300 0 5
100 200 300Cy × + × + ×

= =
+ +

 

所以质心的位置为
40 cm,5cm
3

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

4.2  一均匀材料做成正方形，每边长 4.0m，在其一

角上切去一个边长为 1.0m 的小正方形后，放置如图形状，

求余下物体的质心位置.  
解  未切时的总质量 2

0 4m k= （ k 为每单位面积的质

量），对应质心为 (0,0) ，切去的质量 2
1 1m k= ，对应质心

在
3 3,
2 2

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

，所以余下物体质心位置   

2

2 2

30 1 1 12 ,     
10 104 1C C C

k
x y x

k k

− ⋅
= = − = − =

−
 

所以质心位置为
1 1m, m

10 10
⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

4.3  在半径为 50cm 的均匀圆盘上，有一半径为 30cm 的圆孔，孔的中心距圆

盘中心为 10cm. 求圆盘剩下部分的质心位置.  
解  如图 4.3a 建立坐标系，设半径为 50cm 的

均匀圆盘的质心在原点 O. 即补上孔以后总质量
2

0 50m k= ⋅π ⋅ ，质心在 (0,0) 点. 题设“孔”本身具

有质量 2
1 30m k= ⋅π ⋅ ，质心在 (10cm,0) 点. 故所求

的圆盘剩余部分的质心在 ( , )C Cx y 点： 
2

2 2
0 30 10 45 (cm)

850 30C
kx

k k
− π⋅ ⋅

= = −
π ⋅ − π ⋅

 

2

2 2
0 30 0 0

50 30C
ky

k k
− π⋅ ⋅

= =
π ⋅ − π ⋅

 

4.4  试求一个半径为 a的半圆形均匀平板的质心. 它的安放如图所示.  

 

题 4.2 图 

图 4.3a 
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解  设该均匀平板的密度为 k，显然 

2

d d 40,     
3

2

C C

y k x y ax y
k a

⋅ ⋅
= = =

π π⋅

∫ ∫  

所以质心为
40,
3

a⎛ ⎞
⎜ ⎟π⎝ ⎠

.  

4.5  有一个 90kg 重的人，从 2.0m 高处往地面跳，

若他每只脚踝骨的接触面积是 5.0cm2，已知人的骨头抗压强度约为 41.5 10× N/cm2. 
试问： 

（1）若他与地面碰撞期间，他的质心向下运动了 1.0cm，那么，他的踝骨会发

生骨折吗? 
（2）若他与地面碰撞期间，他的质心降低了 50cm，他的踝骨上单位面积平均接

受多大冲力？会骨折吗？ 
解  （1）从 2m 高处跳下，到达地面时速度 0 2 6.26m/sgh= =v ，质心下降

1.0cmsΔ = 以后，认为该人静止，并且在此期间为匀减速，则加速度 
2
0

2
gha

l l
= =

⋅Δ Δ
v  

所以 

1hF ma mg mg
l

⎛ ⎞= + = +⎜ ⎟Δ⎝ ⎠
 

8 2
4

4 2 4 2

2.01 90 9.8 1
0.01 3.55 10 (N/m )

5.0 10
3.55 10 (N/cm ) 1.5 10 (N/cm )

hmg
F lP
s s −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ × × +⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ⎝ ⎠ ⎝ ⎠= = = = ×
×

= × > ×

 

所以会骨折.  
（2）仿上，有 

4 2 2 4 2
4

2.090 9.8 1
0.5 882 10 (N/m ) 882(N/cm ) 1.5 10 (N/cm )

5.0 10

hm g g
lP
s −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ × × +⎜ ⎟ ⎜ ⎟′Δ⎝ ⎠ ⎝ ⎠′ = = = × = < ×
×

 

所以不会骨折.  
4.6  如图所示，长为 30.0cml = 、最大强度为 1.00kgfT = 的绳子，系一质量为

500gm = 的小球，若 m 原来静止不动，要用多大的水平冲量作用在 m 上，才能把绳

子打断？ 
 

题 4.4 图 
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解  设冲量至少要为 I，于是 

2

I m

mT mg
l

=⎧
⎪
⎨

= +⎪⎩

v
v  

解得 

( ) 0.5 0.3(1.00 9.8 0.5 9.8) 0.857(N s)I ml T mg= − = × × − × = ⋅  

即至少要 0.857N s⋅ 的水平冲量，才能把绳子打断.  

4.7  如图是一摆长为 100cml = 、摆锤质量为 10.0gm = 的单摆，初始时刻摆锤

处于平衡位置. 突然给摆锤一向左的冲量，使摆锤达到的最高位置比平衡位置高

10.0cm，设冲力的作用时间为 0.001s，求此时间内的平均作用力.  
解  设平均作用力为 F ，则 

0

2
0

1
2

m F T

m mg h

= ⋅Δ⎧
⎪
⎨

= ⋅Δ⎪⎩

v

v
 

所以 
32 10.0 10 2 9.80 0.1 14(N)
0.001

m g h
F

T

−Δ × × ×
= = =

Δ
 

4.8  一质量为 10.0g 的小球；从 1 25.6cmh = 高度处由静止下落到一个水平桌面

上，反跳的最大高度为 2 19.6cmh = . 问小球与桌面碰撞时给桌面的冲量是多少？ 

解  与桌面碰撞前，小球的速度为 1 12gh=v ，方向向下；与桌面碰撞后，小球

的速度为 2 22gh=v ，方向向上，所以小球给桌面冲量为 

( )1 2 1 22 2 0.042N sI m m m gh ghΔ = + = + = ⋅v v  

4.9  质量为 2.00g 的子弹，以 500m/s 的速度射进一冲击摆. 子弹穿出时的速率

为 100m/s，设摆的质量为 1.00kg，摆长为 1.00m，求摆达到的高度.  
解  设摆（质量为 1m ）在子弹穿过后瞬间速度为 1v ，记子弹质量为 0m ，开始时

速为 0v ，后来为 0′v ，由动量守恒，有 

0 0 0 0 1 1m m m′= +v v v  

所以 

0 0 0
1

1

( )m
m

′−
=

v vv  

所以摆达到的高度为 

 

题 4.6 图 

题 4.7 图 
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2 22
0 0 11

2
1

( ) 3.27cm
2 2

mh
g m g

−
= = ≈

v vv  

4.10  湖面上有一小船静止不动，船上有一渔人，质量为 60kg. 设他在船上向

船头走了 4.0m，但相对于湖底只移动了 3.0m，若水对船的阻力略去不计，问小船

的质量是多少？ 
解  根据动量守恒，知质心空间位置不变，取 x 为空间坐标，有 

                         C Cm x m x m x+ = =人 人船 船 常数  ① 

以 xΔ 表示相对于湖底的位移，由式①得 
                              0m x m xΔ + Δ =人 人船 船  ② 

题设 
3xΔ =人 ，  3 4 1xΔ = − = −船  

代入式②得 
/ 180kgm m x x= − Δ Δ =人 人船 船  

4.11  如图，一子弹水平地穿过两个前后并排、静止

地放在光滑水平面上的木块，木块的质量分别为 1m 和

2m ，设子弹穿过木块所用的时间分别为 1tΔ 和 2tΔ . 求子

弹穿过两木块后两木块的运动速度. （设木块对于弹的阻

力为恒力 F. ） 
解  取 1tΔ 时刻 1m 速度为 1v ， 1 2t tΔ + Δ 时刻 2m 速度为 2v ，则由动量定理 

                              1 1 2 1( )F t m mΔ = + v  ① 

                           1 2 1 1 2 2( )F t t m mΔ + Δ = +v v  ② 

得 

1
1

1 2

F t
m m

Δ
=

+
v ，  1 2

2
1 2 2

F t F t
m m m

Δ Δ
= +

+
v  

4.12  一半径为 R 的光滑球，质量为 M ，静止在光

滑的水平桌面上. 在球顶点上有一质量为 m 的质点. m
自 M 球自由下滑. 试求 m 离开 M 之前的轨迹.  

解  如图 4.12a 取坐标系，设开始时球心位于原点. 
设 m 的坐标为 ( , )x y ，球心的坐标为 0 0( , )x y ，则 0 0y ≡ .  

由 x 方向动量守恒知 
                    0 0mx Mx+ =               ① 

m 离开 M 之前满足约束方程 

题 4.11 图 

 

图 4.12a 
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                             2 2 2
0( )x x y R− + =  ② 

由式①和式②即可得 m 的轨迹方程 
2 2

2 2 1x y
RM R

M m

+ =
⎛ ⎞
⎜ ⎟+⎝ ⎠

 

4.13  三个物体 A、B、C，质量都是 m ，开始时，A、C 靠在一起，中间用一长

为 98cml = 的细绳连接，放在光滑水平桌面上，A 又通过一跨过桌边的定滑轮的细

绳与 B 相连，如图所示. 滑轮和绳子的质量以及滑轮轴上的摩擦均可不计，绳子的

长度不变. 问 A 和 B 运动后多长时间 C 开始运动？C 开始运动时的速度是多少？ 
解 （1）取 A、B 为一系统，在 C 运动之前，该系统只受 B 的重力对其加速.  
隔离物体，设 A、B 之间绳的张力为 T，有 

B Bm g T m a− =  

A AT m g m a− =  

解得 

2
B

A B

m g ga
m m

= =
+

 

而 

21
2

l at=  

代入数据，得 

2 0.982 2 0.632(s)
9.8

l lt
a g

= = = ≈  

速度 

3.1m/sat gl= = ≈v  

（2）而在 C 开始运动时，设速度为 0v ，此时 A、B、C 应具有相同速率，而在 C

运动前后动量守恒，以 A、B、C 系统为研究对象： 

0( ) ( ) ( )A B C A B A Bm m m m m m m gl+ + = + = +v v  

得 

0
2 9.8 0.98 2.07(m/s)
3

A B

A B C

m m gl
m m m

+
= = × =

+ +
v  

4.14  线密度为 ρ ，长度为 L 的链条，用手提着一头，另一头刚好触及地面，

 

题 4.13 图 
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静止不动. 突然放手，使链条自由下落，求证：当键条的上端下

落的距离为 s时，链条作用在地面上的力为 3 gsρ .  

解  链条作用在地面上的力与地面对链条的力大小相等、方

向相反，链条受到地面的力可分为两部分：对已落地静止的链条

F1 的支持力与对瞬间静止部分的作用力 F2.  
                     1F gsρ=                         ① 

                   2F t m⋅ Δ = Δ ⋅v                       ② 

                    m sρΔ = ⋅Δ                         ③ 

                     2 2gs=v                          ④ 

由式①～式④得 

1 2 3F F F gsρ= + =  

4.15*  一长为 l ，重为 w 的均匀细绳挂在一光滑细钉上自由下滑. 当两边的绳

长相等时，细绳处于平衡状态. 在小扰动下从钉上滑落. 求： 
（1）当绳刚脱离细钉时，细绳的速度； 
（2）当绳长一边为 b ，另一边为 c 时，它对钉子的压力.  
解  如图 4.15a 所示，设钉子的半径为 R， 0R → ，长为 c 的一段绳子质量为 1m ，

长为b 的绳子质量为 2m ，将绳子分为三段，段间的拉力分别为 1T 、 2T ，隔离物体，有 

                              1 1 1m g T m a− =  ① 

                              2 2 2T m g m a− =  ② 

                              1 2
mT T Ra
l

− = π  ③ 

                                1 2F T T= +  ④ 

 

图 4.15a 

 

题 4.14 图 
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设 1x x= 得 

                  1 1
m mm x x
l l

= = ，  2 2 ( )m mm x l R x
l l

= = − π −  ⑤ 

由式①～式③和式⑤得 

                            (2 )ga x l R
l

= − + π  ⑥ 

初始条件： 

                     0t = 时， 0
1 ( )
2

x x l R= = − π ， 0 0= =v v  ⑦ 

由式⑥得 

0 0

d (2 )d
x

x

g x l R x
l

′ ′ ′ ′= − + π∫ ∫
v

v
v v  

即 

2
0 0

1 ( )( )
2

g x x x x l R
l

= − + − + πv  

当 0R → ， x l= 时，得 

2
gl

=v  

由 0R → ，式③得 1 2T T T= = ，由式①、式②和式④解得 

1 2

1 2

42 gm mF T
m m

= =
+

 

当 1x c= ， 2x b= 时，得 

1
c wm
l g

= ，  2
b wm
l g

=  

代入有 24 bcF w
l

= ，即 

（1）当绳刚脱离细钉时，细绳的速度 / 2gl=v ； 

（2）当绳长一边为 b ，另一边为 c 时，它对钉子的压力 24 /F wbc l= .  
4.16  两个质量都是 M 的冰车，并排静止在光滑的水平冰面上. 一个质量为 m

的人，从第一个冰车跳到第二个冰车，再由第二个冰车跳回第一个冰车. 证明：两

个冰车的末速度之比为 ( ) :m M M+ .  
解  设两个冰车的末速度分别为 1v 和 2v ，取冰车与人作为一系统看待，系统动

量守恒，有 

1 2( ) 0M m M+ + =v v  
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所以 

2

1

M m
M
+

=
v
v

 

4.17  如图所示，一长为 l 的细绳跨过一定滑轮，两端分

别挂着质量为 m 和 m′（ m m′> ）的物体，物体距地面的高度

都是 h，且 2h l< . 让物体从静止开始运动， m 落地后， m′将
继续向上运动一段距离，而后 m′向下运动通过绳子把 m 拉起. 
设 m 与地面的碰撞是完全非弹性的，绳子和滑轮的质量以及滑

轮轴承处的摩擦力均可不计，绳子长度不变，求 m 能上升的最

大高度.  
解  取 m 与 m′为一系统，在 m 落地前，系统速度为 1v ，则 

                          2
1

1( ) ( )
2

m m gh m m′ ′− = + v        ① 

m′上升后又下降，将 m 拉动，则此时系统初速度 

                             2 1( )m m m′ ′⋅ + = ⋅v v  ② 

m 上升到 maxh 时，应有 

                           2
max 2

1( ) ( )
2

m m gh m m′ ′− = + v  ③ 

由式①～式③，得 
2

max
mh h

m m
′⎛ ⎞= ⎜ ⎟′+⎝ ⎠

 

4.18  一火箭均匀地向后喷气，每秒钟喷出 90.0g 的气体，喷出的气体相对于

火箭的速度为 0v =300m/s，设火箭开始时静止，火箭体和燃料的总质量为 0m =270g. 

试问： 
（1）喷气后多少时间，火箭速度达到 40.0m/s？ 
（2）若火箭的燃料是 m=180g，它能达到多大的速度？（本题不计重力和空

气阻力. ） 
解 （1）由 [( ) ( ) ]m m u m m F t− Δ ⋅ + Δ + Δ − = Δv v v ，且 dm mΔ = − ，得 

                         0
d d d( )
d d d

m mm u
t t t

⋅ = − = − ⋅
v v v  ① 

题设 
d / d 90g/sm t = − ，  0 270gm =  

 

题 4.17 图 
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故 
                                0 90m m t= −   ② 

将式②代入式①解得 

0 0
270 3ln ln

270 90 3t t
= =

− −
v v v ，  或  0/3(1 e )t −= − v v  

当 40m/s= 时v ， 0.374st = . 
（2） 180gm = ，则 max 2st = ，得 

270300ln 300ln3 330(m/s)
270 90 2

= = ≈
− ×

v  

4.19  N 个质量均为 m 的人，站在质量为 M 的铁路平板车上. 车沿着平直路轨

无摩擦地向前运动，速度为 0v . 如果每个人都以相对于车的速率 v 向车后跑并跳下

车，求下列两种情况下，人都跳下车后，车的速度.  
（1）一个一个地跳（一个人跳下后，另一个人才起跑）； 
（2）全体同时跑，同时跳.  
解 （1）设第 i 个人跳下后车速为 iv ，第 ( 1)i + 个人跳下后车速为 1i+v ，有 

[ ] [ ] 1 1( ) ( 1) ( )i i in i m M u i m M m+ +− + = − − + − −v v v v   ( 0,1, 2, , 1)i N= −  

整理得 

                  1 ( )i i
m

n i m M+ − =
− +

v v v   ( 0,1, 2, , 1)i N= −  ① 

对式①求和得 

0( 1)n
m m m

Nm M N m M m M
⎡ ⎤

= + + ⋅⋅ ⋅ + +⎢ ⎥+ − + +⎣ ⎦
v v v  

（2）由动量定理 

0( ) ( )Nm M Nm M− ⋅ − + = +车 车v v v v  

所以 

0
Nm

Nm M
= +

+车v v v  

4.20  一初始质量为 0M 的火箭，以恒定的比率 0d / d (kg/s)m t r= − 向后喷出燃料，

喷出气体的速率相对于火箭为 0v .  

（1）若不计重力，求火箭的初始加速度； 
（2）若 0 2.0km/s=v ，问每秒钟喷出多少千克燃料，火箭的推力才能达到 510 kgf ？ 

（3）写出表示火箭速度与其剩余质量的关系式.  
解 （1）由动量定理 
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                            0
d d( )
d d
mF m
t t

+ − =
vv  ① 

题设 0d / dm t r= − ，且不计重力，故 0F = ， 

0 0 0 0 0 0
0

0 0 0 0

( ) 0d
d t t

F r r ra
t m M M= =

− ⋅ − +
= = = =

v v vv  

（2）推力 0 0 0
d
d
mF r
t

′ = − ⋅ =v v ，所以 

5

0
0

10 9.8 490(kg/s)
2000

Fr
′ ×

= = =
v

 

即每秒钟需喷出 490kg 燃料.  
（3）由式①得 

0d dm m− =v v ，  0
dd m
m

= −v v  

两边积分得 

0

0 0
0 0 0

d( ) (0) (0) ln ln
M

M

M Mmt
m M M

= − = + =∫v v v v v v  

4.21  一质量为 3.0kgM = 的物体，被一根绳子拴着与绳子一起放在地上，绳子

的长大于 10m，线密度 0.50kg/mλ = . 现在由地面向上抛出该物体，当物体高出地

面 10m 时，速度为 4.0m/s，问此时它的加速度是多少？（设绳子堆在一起，被拉起

时其余部分保持不动. ） 
解  运动部分的质量 m M xλ= + （选向上方向为 x轴正方向），d / dm t xλ= ， mΔ

相对 m 的速度 x− = −u v . 
由变质量动量定理有 

d d( )
d d
mmg x m
t t

− + − = ⋅
v  

即 
2( ) ( )M x g x M x xλ λ λ− + − = + ⋅  

加速度 
2xa x g

M x
λ

λ
= = − −

+
 

题设当 10 4x x= =时， ，故 
2

20.5 49.8 10.8(m/s )
3 0.5 10

a ×
= − − = −

+ ×
 

即当 10mx = 时，加速度方向竖直向下，大小为 210.8m/s .  
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4.22  一质量为 M 的宇宙飞船在星际空间飞行. 它用一面积为 A 的洞捕集静止

的氢（每单位体积的质量为 ρ ），再将其排出，排气的方向与飞船飞行的方向相反，

排气的速率相对于飞船为 rv ，问飞船的速率 v 等于多少时，它的加速度最大？用

,   ,    ,   rM Aρ v 表示此最大加速度.  
解  捕到的氢为 1d dm A tρ= v ，其相对于飞船速度为 −v ，排出的氢与捕到的氢

相等，为 2d dm A tρ= − v ，其相对于飞船速度为 r−v . 所以由变质量动量定理有 

1 2d d d
d d dr
m m M
t t t

− − =
vv v  

加速度 
22d ( )

d 4 2
r r rA Aa

t M M
ρ ρ ⎡ ⎤− ⎛ ⎞= = = − −⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

v v v v v vv 2

4 r
A

M
ρ

≤ v  

当且仅当
2
r=

vv 时，加速度 a最大为 

2

4
rAa

M
ρ

=
v  

4.23  一雨滴的初始质量为 0m ，在重力作用下从静止开始降落. 假定此雨滴从

云中得到质量，其质量的增长率正比于它的瞬时质量和瞬时速率的乘积，即

d / dm t km= v ，其中 k 为常数. 若忽略空气阻力，试证明雨滴的速率最终成为恒量，

并给出最终速率的表达式.  
解  雨滴从云中获得水气相对于雨滴的速度为 −v （ v 以竖直向下为正）. 
由变质量问题的动量定理 

                            d d
d d
mmg m
t t

− =
vv  ①   

题设 

                                 
d
d
m km
t
= v  ② 

由式①和式②得 

2
ddt

g k
=

−
v
v

 

积分得 
( )

0

/ ( ) /1 1ln ln
2 / 2 ( ) /

v t
g k t g kt

gk g k gk t g k
+ +

= =
− −

v v
v v

 

解得 
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2

2

e 1( )
e 1

gk t

gk t

gt
k

−
= ⋅

+
v  

所以当 t →+∞时， ( ) gt
k

→v .  

4.24  一个下雨天，5.0t 重的敞蓬货车在一平直的轨道上无摩擦地靠惯性滑行，

设雨滴是竖直下落的，如果货车空载时，其滑行速率为 1.0m/s. 问当货车经过一段

距离后，车上积了 0.5t 雨水时，货车的滑行速率变为多少？ 
解  利用变质量问题动量定理，雨水水平方向对车的速度为 −v （v 为车速），得 

d d0
d d
m m
t t

− =
vv ，  d( ) 0

d
m
t

=
v  

即 

0 0m m=v v  

题设 

0 5tm = ， 0 1m/s=v ， 0.5tmΔ =  

所以 

0
0

0

5( ) 1.0 0.905(m/s)
5 0.5

mt
m m

= = × =
+ Δ +

v v  

 

 
 



 

 

第 5 章  动 能 定 理 

5.1  一物体受到 36F x= − 的力的作用， x 以 m 为单位， F 以 kg 为单位. 问物

体从 1.0mx = 移到 2.0mx = 时，力 F 做了多少功？ 

解             
2

1

2 23 4
11

6d 6 d 22.5(kg m)
4

x

x
W F x x x x= ⋅ = − = − = − ⋅∫ ∫  

5.2  一列火车以 72 km/h 的速度匀速前进，阻力等于列车自重的 0.0030 倍. 若
列车重1800t ，求机车的牵引功率.  

解  因为 
672km/h 20m/s, 1.8 10 kg, 0.003u m μ= = = × =  

所以 
6 60.003 1.8 10 9.8 20 1.058 10 (W)P F f mgμ= ⋅ = ⋅ = ⋅ = × × × × = ×v v v  

即机车的牵引功率为 1058kW.  
5.3  一重为 2.0 kg 的物体静止在一光滑的水平面上，因受到一固定的水平力的

作用开始运动，力的大小为 4.0N，分别求： 
（1）第 1s 末和第 5s 末该力的瞬时功率； 
（2）在开始运动后 1s 内和 5s 内该力作用于物体的平均功率.  

解 （1）因为 24.0 2(m/s )
2.0

Fa
m

= = = ，初速度 0 0=v ，所以 

1 1st = 时， 1 1 2m/sat= =v ， 1 1 4.0 2 8.0(W)P F= ⋅ = × =v  

2 5st = 时， 2 2 10m/sat= =v ， 2 2 4.0 10 40(W)P F= ⋅ = × =v  

（2）开始运动后 1s 内， 1
1 1m/s

2
= =
vv ， 1 1 4.0WP F= ⋅ =v  

开始运动后 5s 内， 2
2 5m/s

2
= =
vv ， 2 2 20WP F= ⋅ =v  

5.4  总重为 5000t 的火车在水平轨道上行驶，车轮与轨道间的摩擦系数为 0.01，
设车头的牵引功率为 4000kWP = ，并保持不变. 试问： 

（1）当火车的速度等于 1.0m/s 和 10m/s 时，火车的加速度各等于多少？ 
（2）火车最终能达到的速度为多大？ 
解 （1）因为 65 10 kgm = × ，摩擦系数 0.01μ = ，车头的牵引功率 64 10 WP = × ，

故摩擦力 
6 50.01 5 10 9.8 4.9 10 (N)f mgμ= = × × × = ×  
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当 1 1.0m/s=v 时，车头的牵引力 

6
1

1

4 10 NPF
u

= = ×  

火车的加速度 

21
1 0.7m/sF fa

m
−

= =  

当 1 10m/s=v 时，车头的牵引力 

5
2

2

4 10 NPF
u

= = ×  

火车的加速度 

21
1 0.018m/sF fa

m
−

= = −  

（2）当车头的牵引力与摩擦力相等时，火车的速度最大，为 
6

m 5
4 10 8.16(m/s)

4.9 10
Pu
f

×
= = =

×
 

5.5  如图所示，物体从高为 h的斜面顶端自静止开始滑下，最后停在与起点的

水平距离为 S 的水平地面上. 若物体与斜面和地

面间的摩擦系数均为 μ ，证明： /h Sμ = .  

证明  设斜面的倾角为θ ，则物体在斜面上的

摩擦力为 1 cosf mgμ θ= ，在水平面上的摩擦力为

2f mgμ= .  
斜面长度 1 / sinS h θ= ，水平面长度 2 / tanS S h θ= − .  

由能量守恒 

1 1 2 2
coscos

sin sin
h hmgh f S f S mg mg S h mgSθμ θ μ μ
θ θ

⎛ ⎞= + = ⋅ + ⋅ − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

即得 
h
S

μ =  

5.6  若上题中物体与斜面间摩擦系数和物体与地面之间的摩擦系数并不相同. 
当物体自斜面顶端静止滑下时，停在地面上 A点，而当物体以 0v 的初速（方向沿斜

面向下）自同一点滑下时，则停在地面上 B 点. 已知 A、 B 点与斜面底端C 点的距

离之间满足 2BC AC= . 试求物体在斜面上运动的过程中摩擦力所做的功.  
解  设 AC S= ，由题意 2BC S= ，如图 5.6a 所示. 若物体在斜面上运动的过程

中克服摩擦力所做的功为W . 由题设 

题 5.5 图 
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                    mgh W mg AC W mgSμ μ= + ⋅ ⋅ = +  ①  

                  2
0

1 2
2

mgh m W mg BC W mgSμ μ+ = + ⋅ ⋅ = +v  ② 

方程①和方程②消去 mgSμ ，得 

2
0

1
2

W mgh m= − v  

所以摩擦力做功 

2
0

1
2fA W m mgh= − = −v  

5.7  一块长为 l ，质量为 M 的木板静置于光滑的水平桌面上，在板的左端有一

质量为 m 的小物体（大小可忽略）以 0v 的初速相对板向右滑动，当它滑至板的右端

时相对板静止. 试求： 
（1）物体与板之间的摩擦系数； 
（2）在此过程中板的位移.  
解  取桌面参考系，规定向右的方向为正. 在该参考系中，小物体和木板都向

右运动，设此过程中板的位移为 L ，则小物体的位移为 L l+ . 
（1）题设物体滑至板的右端时与板的速度相同，设为 tv ，由动量守恒 

                                 0 ( ) tm M m= +v v  ① 

小物体受摩擦力 1f mgμ= − ，位移为 L l+ ；木板受摩擦力 2 1f f mgμ= − = ，位移为 L .  

由能量守恒 

                        2 2
0 1 2

1 1( ) ( )
2 2 tm f L l f L M m+ + + = +v v  ② 

解得 

            0
t

m
M m

=
+
vv ，  

2
2 2 0
0

1 ( )
2 2( )t

Mm M m
mgl M m gl

μ ⎡ ⎤= − + =⎣ ⎦ +
vv v  ③ 

即物体与板之间的摩擦系数 
2
0

2( )
M

M m gl
μ =

+
v  

（2）考虑木板运动：木板受恒力 2f mgμ= 作用，位移为 L . 初速度为 0，末速度

为 tv .  

由动能定理 

                             2
2

1
2 tM f L mgLμ= =v  ④ 

 

图 5.6a 
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将式③代入式④，解得 
2

2
tM mlL

mg M mμ
= =

+
v  

5.8  质量为 m 的物体以 0v 的速度在光滑的水平面上沿 x 正方向运动，当它到达

原点O点时，撞击一倔强系数为 k 的轻弹簧，并开始受到摩擦力的作用，摩擦系数

是位置的函数，可表示为 axμ = （ a为一较小的常数）. 求物体第一次返回O点时的

速度.  
解                ,     f mg amg x F k xμ= − = − ⋅ = − ⋅  
设物体沿正方向达最远处位置为 0x .  

由动能定理 
0 2

0
0

1( )d 0
2

x
f F x m+ = −∫ v  

即 

2 2
0 0

1
2 2

k amg x m+
− = − v  

所以 
2

2 0
0

mx
amg k

=
+

v  

由能量守恒，设物体第一次返回 O 点时速度 tv ，则 
2

2 2 0
0

1 1 2
2 2 2t

xm m amg= − ⋅v v  

代入 2
0x ，得 

0t
k mga
k mga
−

=
+

v v  

5.9  一颗质量为 m 的人造地球卫星以圆形轨道环绕地球飞行. 由于受到空气

阻力的作用，其轨道半径从 1r 变小到 2r ，求在此过程中空气阻力所做的功.  

解  设地球质量为 M. 
在 1r 轨道，卫星机械能为 

                          2
1 1

1

1( ) ( )
2

GMmE r m r
r

= −星 v  ① 

又
2

1
2

11

( )GMm m r
rr

=
v

，所以 

题 5.8 图 
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                             2
1

1

( ) GMmm r
r

=v  ② 

将式②代入式①，得 

1
1

( )
2

GMmE r
r

= −星  

同理在 2r 轨道，则 2
2

( )
2

GMmE r
r

= −星 ，所以 

2 1
2 1

1 1( ) ( )
2

GMmW E r E r
r r

⎛ ⎞
= − = − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
星 星阻力  

即空气阻力做功为 

2 1

1 1
2

GMm
r r

⎛ ⎞
− −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

5.10  一质点在保守力场中沿 x 轴（在 0x > 范围内）运动，其势能为
2 2( ) / ( )V x kx x a= +   式中 k 、 a均为大于零的常数. 试求： 

（1）质点所受到的力的表示式； 
（2）质点的平衡位置.  
解 （1）质点受到的力 

2 2

2 2 2 2 2
( )( )

( )
kx k x aF x

x a x a

′ −⎛ ⎞= −∇ = − =⎜ ⎟+ +⎝ ⎠
v  

（2）势能最小处即为质点的平衡位置，亦即 0F = 处，令（1）中 0F = ，又 0x > ，

所以 x a= 即为质点平衡位置.  
5.11  一质量为 m 的质点在保守力的作

用下沿 x 轴（在 0x > 范围内）运动，其势能

为 3( ) / /V x A x B x= − ，其中 A、B 均为大于

零的常数.  
（1）画出势能曲线图； 
（2）找出质点运动中受到沿 x 负方向最

大力的位置； 
（3）若质点的总能量 0E = ，试确定质

点的运动范围.  
解 （1）画 0x > 势能曲线图 5.11a， 

( ) 0Ax V x
B

= =时，  
 

图 5.11a 
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                           3 d ( ) 0
d

Ax V x
B x

= =时，  

                           
2

2
6 d ( ) 0

d
Ax V x

B x
= =时，  

（2） d ( )
d

F V x
x

= − ，求 F 的最大值，对 F 再求导.  

2

2 5 3
d d 12 2( )
d d

A BF V x
x x x x

= − = −  

令
d 0
d

F
x

= ，即得沿 x 负方向最大力的位置 0x ， 

0
6Ax
B

=  

（3）由于动能 0kE ≥ ，而 ( )kE E V r= + ， 0E = 时， ( ) 0V r ≤ ，由（1）中势能曲

线可知，当
A x
B

< ∞≤ 时，符合要求，故质点运动范围为 

A x
B

< +∞≤  

5.12  质量为 m 的小球通过一根长为 2l 的细绳悬挂于O 点. 在O 点的正下方 l
远处有一个固定的钉子 P . 开始时，把绳拉至水平位置，然后释放小球. 试求：当

细绳碰到钉子后小球所能上升的最大高度.  
解  如图 5.12a 所示，一开始，小球绕O点做圆周运动，当达到最低点后，细

绳碰到钉子，接着绕 P 点做圆周运动，由于能量守恒，当 h l= 时，小球还有动能，

即小球还会向上运动，所以 2l h l< < . 设在如图所示的θ 位置，小球不再沿圆轨道运

动（绳松），而做斜抛运动，此时 cosmg θ⋅ 作为向心力，即有 

                               
2

cosmg m
l

θ⋅ =
v  ① 

                    

              题 5.12 图                                       图 5.12a 

由机械能守恒 

                         21( cos ) 2
2

mg l l m mg lθ+ + = ⋅v      ② 
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解式①和式②得 

2 2cos ,     
3 3

glθ = =v  

此时 

2 51
3 3

h l l⎛ ⎞= + =⎜ ⎟
⎝ ⎠脱离  

小球沿 y 方向速度为 

2 5 2 10sin
3 3 3 27y gl gl glθ= ⋅ = ⋅ =v  

小球还能上升高度 
2 5

2 27
yh l
g

Δ = =
v

 

所以小球上升最大高度 

max
5 5 50

27 3 27
h l l l= + =  

5.13  在光滑的水平面上有两个质量分别为 1m 和 2m （ 1 2m m< ）的物块， 2m 上

连有一轻弹簧，如图所示. 第一次，具有动能 0E 的 1m 与静止的 2m 相碰；第二次， 2m
具有动能 0E 去和静止的 1m 相碰，两次碰撞均压缩轻弹簧. 试问： 

（1）两次碰撞中哪一次弹簧的最大压缩量较大？ 
（2）若碰前两物块的总动能为 0E ，则 0E 如何分配，才能使在两物块碰撞过程

中弹簧的最大压缩量最大？ 
解 （1）动能损失越大，弹簧压缩量越大. 弹簧在两物体速度相等时压缩量最大.  

1m 碰 2m 时， 1m 的初速为 

0
10

1

2
m

E
m

=v  

碰后，由动量守恒 1 10 1 2 0( )mm m m= + 共v v ，得 

1 100
1 2

1
mm

m m
=

+共v v  

此时，总动能为 
2

01 1
(1 2) 1 2 0

1 2 1 1 2

21 ( )
2k

Em mE m m E
m m m m m→

⎛ ⎞
= + ⋅ ⋅ =⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

 

动能损失为 

 

题 5.13 图 
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2
1 (1 2) 0 0

1 2
k k

mE E E E
m m→Δ = − = −

+
 

同理 2m 碰 1m 时，动能损失为 

1
2 0

1 2
k

mE E
m m

Δ = −
+

 

题设 1 2m m< ，所以 

1 2k kE EΔ > Δ  

即第一次弹簧压缩量大.  
（2）两物块对碰，若使 0kE EΔ = 时，动能全部转化为弹性势能，此时，弹簧压

缩量最大. 故 

                             2 2
1 1 2 2 0

1 1
2 2

m m E+ =v v  ① 

碰撞前后动量守恒： 
                               1 1 2 2 0m m+ =v v  ② 

解得 

2 2
1 0

1 1 2

2
( )

m E
m m m

=
+

v ，  2 1
2 0

2 1 2

2
( )

m E
m m m

=
+

v  

于是 

2 2
1 1 0

1 2

1
2

mm E
m m

=
+

v ，  2 1
2 2 0

1 2

1
2

mm E
m m

=
+

v  

即碰撞过程中弹簧的压缩量最大时的动能分配为 

1m 动能 2
1 0

1 2

mE E
m m

=
+

，  2m 动能 1
2 0

1 2

mE E
m m

=
+

 

5.14  质量分别为 1M 和 2M 的两个物块由一倔强系数为 k 的轻弹簧相连，竖直

地放在水平桌面上，如图所示. 另有一质量为 m 的物体从高于 1M 为 h的地方由静止

开始自由落下，当与 1M 发生碰撞后，即与 1M 粘合在一起向下运动. 试问 h 至少应

多大，才能当弹簧反弹起后 2M 与桌面互相脱离？ 
解  如图 5.14a 建立坐标系，取弹簧恢复原长时 1M 的坐标为原点.  
开始时， 1M 的坐标为 1x ，有 

                                1
1

M gx
k

= −  ① 
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               题 5.14 图                                   图 5.14a 

m 下落碰撞 1M 达到共同速度 1v  

2

1 1

1
2

( )

mgh m

m M m

⎧ =⎪
⎨
⎪ = +⎩

碰前

碰前

v

v v
 

解得 

                             1
1

2m gh
M m

= ⋅
+

v  ② 

这时 1v 的方向向下，m 、 1M 共同向下运动至最低处，然后又以共同速度上升到 2x 位

置时静止（此时弹簧长度大于原长，而 2M 刚好与桌面互相脱离，这时的 minh h= 为

最小值），有 

                                2
2

M gx
k

=  ③ 

由能量守恒有 

           2 2 2
1 1 1 1 1 1 2 2

1 1 1( ) ( ) ( )
2 2 2

M m M m gx kx M m gx kx+ + + + = + +v  ④ 

由方程①～方程④可解得 

min 1 1 2 1 22 ( )( )( 2 )
2

gh M m M M M M m
km

= + + + +  

【解后思考】 
若 m ， 1M 碰撞后不是始终粘在一起，只要 m 向上运动的速度大于 1M 向上运动

的速度时 m ， 1M 即分离. 则在弹簧恢复原长之前 m 、 1M 共同运动，此后弹簧长度
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大于原长， 1M 、 m 分离，设在弹簧恢复原长时， 1M 与 m 分离前的共同速度为 0v ，

那么上述的方程①～方程③不变，方程④应改写为 

                 2 2 2
1 1 1 1 1 1 0

1 1 1( ) ( ) ( )
2 2 2

M m M m gx kx M m+ + + + = + ⋅v v  ⑤ 

                           2 2
1 0 1 2 2

1 1
2 2

M M gx kx= +v  ⑥ 

由方程①～方程③、方程⑤和方程⑥可解得 

21
min 1 1 2 1 2 22

1
2 2

1 1 1 2 1
2

1

( ) [ ( )( 2 ) ]
2

( )[( )( ) ]       
2

g M mh M M M M M m mM
km M

g M m M m M M mM
km M

+
= + + + +

+ + + +
=

 

5.15  在光滑的水平面上，一质量为 M 的架子内连有一倔强系数为 k 的弹簧，

如图所示. 一质量为 m 的小球以 u 的速度射入静止的架子内，并开始压缩弹簧. 设小

球与架子内壁间无摩擦力. 试求： 
（1）弹簧的最大压缩量； 
（2）从弹簧被压缩到弹簧达最大压缩所需的时间； 
（3）在此过程中架子的位移.  
解  设弹簧原长为 0l ，当小球 m 刚开始压缩弹簧时，把图简化为图 5.15a. 小球

与架子都看成质点，坐标分别为 1x 、 2x ，开始时的位置分别为 10x 、 20x ，相距 0l ，

即 20 10 0x x l− = . 如图 5.15a 所示，在实验室坐标系中（ K 系），取质心为原点. m 和 M

的初始位置为 

0
10

Mlx
M m

= −
+

，  0
20

mlx
M m

=
+

 

   

              题 5.15 图                                   图 5.15a 

初始时的速度为 

10 u=v ，  20 0=v  

质心速度 C
mu

M m
=

+
v ，由于没有摩擦，质心做匀速直线运动.  
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再取一个质心系（ K ′系），K ′系相对于 K 系以速度 C
mu

M m
=

+
v 做匀速直线运动. 

在质心系中，小球与架子坐标分别为 1x′、 2x′ . 初始时的坐标分别为 10x′ 、 20x′ ，速度

分别为 10′v 、 20′v ，有 

                        0
10

Mlx
M m

′ = −
+

， 0
20

mlx
M m

′ =
+

 ① 

                        10
Mu

M m
′ =

+
v ， 20

mu
M m

′ = −
+

v  ② 

在质心系中有 

1 2 0mx Mx′ ′+ = ， 1 2 0m M′ ′+ =v v  

于是有 

                           2
1

Mxx
m
′

′ = − ， 2
1

M
m
′

′ = −
vv  ③ 

设弹簧 t 时刻的压缩量为 x，有 

                                2 1 0x x x l′ ′= − −  ④ 

由能量守恒 

                      2 2 2 2 2
1 2 10 20

1 1 1 1 1
2 2 2 2 2

m M kx m M′ ′ ′ ′+ + = +v v v v  ⑤ 

在质心系中弹簧达到最大压缩时 

1 2 0′ ′= =v v  

由式②和式⑤可得 

max ( )
Mmx u

k M m
=

+
 

在水平方向， M 仅受弹性力作用，列出 M 的运动方程： 
2

2
2 1 0 2 02

d ( )( )
d

x k M mM k x x l x kl
mt

′ +′ ′ ′= − − − = − +  

利用式①可得 

                       
2

2 20
2 202

d ( ) ( ) ( )
d

x x k M m x x
mt

′ ′− + ′ ′= − −  ⑥ 

这是一个振动方程，初始条件为 

                0t = 时， 0
2 20(0) mlx x

M m
′ ′= =

+
， 2 20(0) mu

M m
′ ′= = −

+
v v  ⑦ 

方程⑥的解为 
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                       2 20
( )( ) cos k M mx t x A t

Mm
ϕ

⎛ ⎞+′ ′− = +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ⑧ 

利用初始条件⑦得 

                        ,     
( ) 2

mu MmA
M m k M m

ϕ π
= =

+ +
  ⑨ 

将式⑦和式⑨代入式⑧得 

                  0
2

( )( ) sin
( )

ml mu Mm k M mx t t
M m M m k M m Mm

⎛ ⎞+′ = − ⎜ ⎟⎜ ⎟+ + + ⎝ ⎠
 ⑩ 

                          2
( )( ) cosmu k M mt t

M m Mm
⎛ ⎞+′ = − ⎜ ⎟⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

v  ⑪ 

设 0t t= 时，弹簧达到最大压缩，有 2 0( ) 0t′ =v ，由式⑪和式⑩得 

               0 2 ( )
Mmt

k M m
π

=
+

， 0
2 0( )

( )
ml mu Mmx t

M m M m k M m
′ = −

+ + +
 ⑫ 

在原参考系中，由于质心以速度 C
mu

M m
=

+
v 做匀速直线运动，则架子 M 的坐

标为 

0
2 0 0 2 0 0( ) ( )

( )
mlmu mu mu Mmx t t x t t

M m M m M m M m k M m
′= + = + −

+ + + + +
 

架子 M 的位移为 

0 2 0 20 0( ) ( ) 1
( ) 2 ( )

mu mu Mm mu Mms t x t x t
M m M m k M m M m k M m

π⎛ ⎞= − = − = −⎜ ⎟+ + + + +⎝ ⎠
 

结论： 

（1）弹簧的最大压缩量 max ( )
Mmx u

k M m
=

+
； 

（2）从弹簧被压缩到弹簧达最大压缩所需的时间 0 2 ( )
Mmt

k M m
π

=
+

； 

（3）在此过程中架子的位移 0( ) 1
2 ( )

mu Mms t
M m k M m

π⎛ ⎞= −⎜ ⎟ + +⎝ ⎠
.  

【解后思考】 
若仅需要求第（1）问，也可以不用质心系，在原坐标系即可.  
当弹簧达最大压缩量 maxx 时，球与架子速度相同，又设当弹簧压缩量为 x （在

达 maxx 前）时，球与架子的速度分别为 1v 与 2v ， 
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                     动量守恒： 1 2mu m M= +v v  ①   

                     能量守恒： 2 2 2 2
1 2

1 1 1 1
2 2 2 2

mu m M kx= + +v v  ② 

当 1 2=v v 时， maxx x= ，由式①和式②解得 
2 2

2 2
max

1 1 1
2 2 2

m umu kx
M m

= ⋅ +
+

 

即 

max ( )
Mmx u

k M m
=

+
 

求第（2）、（3）问，质心系还是要方便一点.  
5.16  在水平桌面上，质量分别为 M 和 m 的两物块由一倔强系数为 k 的弹簧相

连. 物块与桌面间的摩擦系数均为 μ . 开始时，弹簧处于原长， m 静止，而 M 以

2 2

0
6

( )
Mmg

k M m
μ

=
+

v 的速度拉伸弹簧. 试求：当弹簧达最大拉伸时的伸长量（设 M m> ）.  

解  初始时 M 减速，m 静止，当弹簧伸长 0
mgx
k

μ
= 时，m 开始运动，此时 M 速

度 0′v ，则 

                        2 2 2
0 0 0 0

1 1 1
2 2 2

M M kx mgxμ′− = +v v  ① 

代入数据，得 
2 2

2 2 2
0

2 (3 ) 0
( )
m gM M mM m

k M m
μ′ = − − >
+

v  

以后， ,M m 一起运动，在质心系中（质心速度 0
C

M
M m

′
=

+
vv ），此时相对于质心： 

                    0 0
10 20,m MM m

M m M m
′ ′

= = −
+ +

： ：
v vv v  ② 

当弹簧达最大伸长 mx 时， ,M m 相对于质心静止，由能量定理 

             2 2 2 2
m 0 10 20 1 2

1 1 1 1 ( )
2 2 2 2

kx kx M m Mg l mg lμ μ⎛ ⎞− + + = − Δ + Δ⎜ ⎟
⎝ ⎠

v v     ③ 

1 2,    l lΔ Δ 分别为 M m， 相对于质心位移. 
由于质心位置不变，位于原点： 1 2 0Ml ml+ = ，于是 1 2 0M l m lΔ + Δ = ，所以 

1 2 1 2( ) 0Mgl mgl g Ml mlμ μ μ+ = + =  

式③即 
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                          2 2 2 2
0 10 20 m

1 1 1 1
2 2 2 2

kx M m kx+ + =v v  ④ 

将数据②代入式④，可得 

2
m 5

( )
mgx M mM

k M m
μ

= −
+

 

5.17  两个相同的弹性球发生碰撞，如果碰撞前它们的运动方向相互垂直. 证
明：碰撞后的运动方向也相互垂直.  

解  参见图 5.17a. 由于碰撞是弹性的， 
 x 水平方向动量守恒： 0 0 1cos cosm m mα β′ ′= +v v v   ① 
 y 方向动量守恒： 1 0 1sin sinm m mα β′ ′= +v v v        ② 

碰撞前后机械能守恒： 

         2 2 2 2
0 1 0 1

1 1 1 1
2 2 2 2

m m m m′ ′+ = +v v v v           ③ 

联立式①～式③解得 
cos cos sin sin cos( ) 0α β α β α β+ = − =  

即 90α β− = °，故碰撞后运动方向也垂直.  

5.18  两个弹性小球 A和 B ， A的质量为 50g， B 的质量为 100g， B 球静止在

光滑的水平面上，A球以 50cm/s 的速率与 B 球作对心碰撞. 在碰撞过程中，A球的

速率逐渐减小， B 球的速率逐渐增大. 当两球的速率相等时，它们的动量之和是多

少？动能之和是多少？弹性位能是多少？ 
解  由于弹性碰撞，碰撞前后系统动量、机械能均守恒： 

3 2 250 10 (50 10 ) 2.5 10 kg m / sA A B BP P m m − − −= = + = × × × = × ⋅后 前 v v  

当两球速率相等，即 A B′ ′=v v 时，由 A A B Bm m P′ ′+ = 后v v ，得 
2

3 3
2.5 10 1 (m/s)

650 10 100 10A
A B

P
m m

−

− −

×′ = = =
+ × + ×
后v  

所以 

2 21 1
2 2A A B BkE m m′ ′= +后 v v 21 ( )

2 A B Am m ′= + v
2

3 31 1(50 10 100 10 )
2 6

− − ⎛ ⎞= × + × ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

32.1 10 (J)−= ×  

碰撞前： 

2 3 2 2 31 1 (50 10 ) (50 10 ) 6.25 10 (J)
2 2A AkE E m − − −= = = × × × × = ×前机械 v  

碰撞后： 

kE E E′ = +后 势机械  

图 5.17a 
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又 E E′=机械 机械，故 
3 3 36.25 10 2.1 10 4.15 10 (J)kkE E E − − −= − = × − × = ×后势 前  

即两球的速率相等时，它们的动量之和是 22.5 10 kg m / s−× ⋅ ，动能之和是 32.1 10 J−× ，

弹性位能是 34.15 10 J−× .  
5.19  一个速率为 0v 、质量为 m 的运动粒子，与一质量为 am 的静止靶粒子作

完全弹性对心碰撞. 问 a的值多大时，靶粒子所获得的动能最大？ 
解  由于完全弹性碰撞，系统动量、机械能守恒. 
由教材式（5.6.8），其中 

1 2 1 0 21 , , , , 0e m m m am u u= = = = =v  

得 

1 2 1
2 1 2 0

1 2 1 2

(1 ) 2
1

e m m emu u
m m m m a
+ −

= + =
+ + +

v v ，  
2

2 0
2

21 ( ) 12 2
k

mE am
a

a

= =
+ +

靶

vv  

当
1a
a

= ，即 1a = 时，靶粒子所获得的动能最大.  

5.20  质量为 1m 的运动粒子与质量为 2m 的静止粒子发生完全弹性碰撞. 证明： 
（1）当 1 2m m< 时， 1m 的偏转角可能取 0 到 π之间所有值； 
（2）当 1 2m m> 时， maxθ 满足公式 2 2 2

max 2 1cos 1 /m mθ = − ， max0 / 2θ < π≤ .  
解  如图 5.20a 所示. 设碰撞后 1m 和 2m 的速率分别为 1v 和 2v ，在完全弹性碰撞

中，动量与能量都守恒，有 

           1 1 1 1 1 2 2 2cos cosm u m mθ θ= +v v          ① 

           1 1 1 2 2 20 sin sinm mθ θ= −v v             ② 

           2 2 2
1 1 1 1 2 2

1 1 1
2 2 2

m u m m= +v v              ③ 

联立式①～式③得 

2 1 2 1
1

1 1 1 1

1cos 1 1
2

m m u
m u m

θ
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= + + −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

v
v

 

当 1 2m m< ，即 2

1

1m
m

> 时， 2 1 2 1

1 1 1 1

1 1 1
2

m m u
m u m

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ + −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

v
v

可

能为正，可能为负，故 1m 的偏转角 1θ 可能取得 0 到 π之间的所有值.  

当 1 2m m> 时，即 2

1

1m
m

< ，有 

 

图 5.20a 
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2 1

1 1

1 0m
m u

⎛ ⎞
+ >⎜ ⎟

⎝ ⎠

v
，  2 1

1 1

1 0m u
m

⎛ ⎞
− >⎜ ⎟

⎝ ⎠ v
 

由不等式性质， 2 ( , 0)a b ab a b+ >≥ ，有 

2
2 1 2 1 2

1 2
1 1 1 1 1

cos 1 1 1m m u m
m u m m

θ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ ⋅ − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
≥

v
v

 

所以 
2

2 2
max max2

1

cos 1     0
2

m
m

θ θ π⎛ ⎞= − <⎜ ⎟
⎝ ⎠

≤  

5.21  一运动粒子与一质量相等的静止粒子发生完全弹性碰撞. 如果碰撞不是

对心的，证明：碰撞后两粒子的运动方向彼此垂直.  
证法一  如图 5.21a 所示. 在完全弹性碰撞中，动量和动能都守恒： 

                          1 1 1 1 1 2 2 2cos cosm u m mθ θ= +v v   ① 

                          1 1 1 2 2 20 sin sinm mθ θ= −v v  ② 

                          2 2 2
1 1 1 1 2 2

1 1 1
2 2 2

m u m m= +v v   ③ 

题设 
                                     1 2m m=  ④ 

联立式①～式④得 

1 2 1 2cos cos sin sin 0θ θ θ θ− =  

即 
1 2cos( ) 0θ θ+ = ，  1 2 90θ θ+ = ° 

故碰撞后两粒子运动方向垂直.  
证法二  由动量和动能守恒得 

1 1 1 1 2 2m m m= +u v v ，  2 2 2
1 1 1 1 2 2

1 1 1
2 2 2

m m m= +u v v  

题设 
1 2m m=  

于是 
                                1 1 2= +u v v  ⑤ 

                                2 2 2
1 1 2u = +v v    ⑥ 

方程⑤表明 1u 、 1v 、 2v 三个矢量构成一个三角形，式⑥是勾股定理，表明该三角形

是直角三角形， 1v 和 2v 垂直.  

图 5.21a 
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5.22  两个可以在平直导轨上自由运动的滑块，质量分别为 1m 和 2m ，若 1m 静

止， 2m 向 1m 运动，且与 1m 作完全弹性碰撞，碰后分开时它们的速度大小相等而方

向相反，问这两滑块的质量之比是多少？ 
解  设 2m 初速为 0v ，末速为 tv ，题设 1m 末速为 t−v .  
由动量守恒 2 0 1 2t tm m m= −v v v ，所以 

2
0

1 2
t

m
m m

=
−

v v  

由能量守恒 

2 2 2
2 0 1 2

1 1 1
2 2 2t tm m m= +v v v  

代入 tv ，整理，得 
2 2

2 1 2 2 1 2( ) ( )m m m m m m− = +  

即 
2

1 1

2 2

3m m
m m

⎛ ⎞
= ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

所以 

1

2

3m
m

=  

5.23  一质量为 0m 、速度为 0v 的粒子与一质量为 0am 的靶粒子发生弹性碰撞.  
（1）碰撞后，靶粒子的速度 v 与 0v 间的夹角 β 最大能等于多少？ 
（2）写出碰撞后靶粒子在实验室坐标系中的动能 kE （以 a，β 和 2

0 0 0 / 2E m= v
表示）. 

解 （1）如图 5.23a 所示，设碰后，粒子速度 ′v 与

0v 夹角为α . 有 

               0 α π≤ ≤ ，  0 β π≤ ≤           ① 

动量守恒： 

0 0 0 0m m am′= +v v v  

即 
             0 0 0 0cos cosm m amα β′= +v v v         ② 

             0 00 sin sinm amα β′= −v v             ③ 

能量守恒： 

 

图 5.23a 
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                           2 2 2
0 0 0 0

1 1 1
2 2 2

m m am′= +v v v  ④ 

由式②和式③得 

                     0
sin

sin( )a
α

α β
=

+
v v ，  0

sin
sin( )

β
α β

′ =
+

v v  ⑤ 

代入式④得 

                         2 2 2sin ( ) sin sina aα β β α+ = +  ⑥ 

于是 
2 2sin ( ) sina aα β β+ >  

即 
                            sin( ) sinα β β+ >  ⑦ 

由式①和式⑤可得 
                           / 2β < π ，  2α β< π−  ⑧ 

即靶粒子的速度 v 与 0v 间的夹角 β 最大值为 / 2π . 

（2）由式⑤可得碰撞后靶粒子在实验室坐标系中的动能： 

         
22 2

2 0 0 0 0
0 2

1 sin 1
2 2 sin( ) 2 (sin cot cos )k

m mE am
a a

α
α β β α β

⎛ ⎞
= ⋅ = ⋅ = ⋅⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

v vv  ⑨ 

为了化简式⑨，先从式⑥解出α ： 
将式⑥展开，所有项移到方程一边得 

2 2 2 2 2 2sin sin sin cos cos sin 2 sin cos cos sin 0a a a aβ α α β α β α β α β+ − − − =  

化简得 
2 2sin sin cos2 sin cos sin 2 0a aα α β α α β− − =  

最后得 

                              1 cos2cot
sin 2
a

a
βα

β
−

=  ⑩ 

将式⑩代入式⑨消去α 得 

2
02

4 cos
(1 )k

aE E
a

β= ⋅
+

 

5.24  某建筑工地上，一送料吊车以1.0 m/s 的速度匀速上升，一物体由距吊车

底板 22m 的地方由静止落下，落在吊车底板上. 设物体和吊车底板间的恢复系数为

0.20，问物体第一次回跳的最高点在物体开始落下的那点以下（或以上）多少距离处？ 
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解  题设 22mH = . 设物体经过 t 时间落在吊车底板上，取吊车参考系（惯性

系），则物体初速向下， 0 1m/s=v ， 2
0

1
2

H t gt= +v ，得 

( )2
0 0

1 2t gs
g

= − ± +v v  

解得 
2st =   （另一解 2.2st = − 不合题意，舍去） 

这段时间吊车底板上升高度为 

1 0 2mH t= =v  

取地面参考系（惯性系），向上为正向. 
碰撞前，吊车速度： 1 1m/su = ，物体速度： 2 9.8 2 19.6(m/s)u gt= − = − × = −  
碰撞后，吊车速度： 1 1u=v ，物体速度： 2v   
由课本式（5.6.7）， 2 1 1 2( )e u u− = −v v ，得 

2 1 2(1 ) (1 0.2) 1 0.2 ( 19.6) 5.12(m/s)e u eu= + − = + × − × − =v  

回跳高度为 
2
2

2 1.3m
2

H
g

= =
v

（此时吊车底板还没有升到这个高度） 

回跳的最高点在物体开始落下的那点以下的距离为 

1 2 18.7ms H H H= − − =  

5.25 （1）一质量为 m 的运动粒子与一质量为 M （ m> ）的静止粒子发生完全

弹性碰撞，碰撞后 m 的运动方向偏转了 90°，问 M 的运动方向如何？ 
（2）如果碰撞不是完全弹性的，碰撞中损失的动能与原来动能之比为 21 α− ，问

M 的运动方向如何？ 
解 （1）如图 5.25a 所示，设 M 的偏转角度为θ . 

由于是弹性碰撞，动量守恒： 

            cosm Mmu M θ= v                  ① 

            0 sinM mM mθ= −v v               ② 

机械能守恒： 

            2 2 21 1 1
2 2 2m M Mmu M m= +v v            ③ 

由式①～式③联立解得 

cos2 m
M

θ =  

 

图 5.25a 
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或 

2 1 cos2tan
1 cos2

M m
M m

θθ
θ

− −
= =

+ +
 

即 

1 arccos
2

m
M

θ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

或 

arctan M m
M m

θ −
=

+
 

（2）不完全弹性碰撞，动量仍守恒： 
                             cosm Mmu M θ= v  ④ 

                             0 sinM mM mθ= −v v     ⑤ 

机械能不守恒，但由题意 

                           
2 2 2

2

2

1 1 1
2 2 2 11

2

m m m

m

mu M m

mu
α

− −
= −

v v
 ⑥ 

联立式④～式⑥得 

2 2 2cos sin m
M

α θ θ= +  

得 
2

arctan M m
M m

αθ −
=

+
 

 
 
 



 

 

第 6 章  角动量定理 

6.1  已知地球的质量为 245.98 10 kg× ，地球到太阳的距离为 81.49 10 km× ，地球

绕太阳公转的周期为 365.25天，求地球绕太阳公转的角动量.  
解  角动量大小 

2 24 11 2

40 2

2 2 2 3.14 5.98 10 (1.49 10 )
365.25 24 3600

2.64 10 (kg m /s)

mRJ Rm Rm R
T T
π π × × × × ×

= = ⋅ = =
× ×

= × ⋅

v
 

6.2  一质量为 m 的地球人造卫星在半径为 r 的圆轨道上运行，用 r 、G 、 m 、

M 表示它相对于轨道中心的角动量. 其中 G 是万有引力常数， M 是地球质量. 若
100kgm = ， r 等于地球半径的两倍，此人造卫星的角动量的数值是多少？ 

解   由于人造卫星在半径为 r 的圆轨道上运行，有
2

2
GMm m

rr
=

v
，于是

GM
r

=v ， 

GMJ mr mr m GMr
r

= = =v  

题设 
245.98 10 kgM = × ，  100kgm = ，  2 6400kmr = × ，  11 3 26.67 10 m / (kg s )G −= × ⋅  

则 
11 24 5100 6.67 10 5.98 10 64 10 2J −= × × × × × × × 12 27.14 10 (kg m /s)= × ⋅  

6.3  一人造卫星的质量为 m ，在一半径为 r 的圆轨道上运行，其角动量为 L ，

求它的动能、位能和总能量.  
解  由于 J mr= v ，故 /J mr=v . 

           动能：
2 2

2
2 2 2

1
2 2 2

m L LE m
m r mr

= = ⋅ =v  

           位能：
2

22 LV E
mr

= − = − （对于圆形轨道的中心力场， 2V E= − ） 

           总能量：
2

22
LE E V E
mr

= + = − = −总  

6.4  绳的一端系一质量为 50gm = 的物体，绳的另一端穿过一光滑桌面上的小

孔 A用手拉着. 如图所示，物体原以角速度 0 3.0rad/sω = 在桌面上的半径为 0 20cmr =



《力学与理论力学（第二版）》习题解答 

 

·76·

的圆周上运动. 现将绳往下拉 10cm，将物体作质点看待，求其角速度的变化和能量

的变化. （绳子质量以及物体和绳子与桌面之间的摩擦力均可不计. ） 

解  易见外力力矩为零，
d 0
dt

= =
JM ，知角动量守恒. 

原角动量 2
0J m rω= ，现角动量

2
0

2
rJ mω ⎛ ⎞′ ′= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
，所以 

4 12rad/sω ω′ = = ，  9rad/sω ω ω′Δ = − =  

原能量 2 2
02

mE rω= ，现能量
2

2 2 20
02

2 2
rmE m rω ω⎛ ⎞′ ′= =⎜ ⎟

⎝ ⎠
，所以 

2 2 2
0

3 2.7 10 J
2

E E E m rω −′Δ = − = = ×  

即角速度增加了 9rad/s，能量增加了 0.027J. 
6.5  在一长度为 a的棒的两端固定两个质点 A和 B ，形成一个“哑铃”. 整个

体系的质心在没有引力的空间静止不动. 两质点绕其质心以ω角速度旋转. 在旋转

中其中一个质点与一静止的第三个质点C 相碰，并粘在一起. 已知质点 A、B 、C 的

质量都是 M ，棒的质量可略去不计.  
（1）确定碰撞前那一瞬间三个质点共同的质心位置以

及此时质心的速度； 
（2）碰撞前那一瞬间三个质点的体系绕其质心旋转的

角动量是多少？碰撞后三质点体系绕其质心旋转的角动量

是多少？ 
（3）碰撞后系统绕质心的角速度是多少？ 
（4）碰撞前后的动能各是多少？ 
解 （1）如图 6.5a 取坐标系，取坐标原点O为质点 A和

B 的质心，设刚碰撞时 A和 B 在 y 轴上，即第三个质点C 也

在 y 轴上. 设O′点为 A、 B 、C 体系的质心，于是有 

碰撞前 A、 B 、C 的坐标：
2A
a

= −r j，
2B
a

=r j，
2C
a

=r j  

碰撞前 A、 B 、C 的速度：
2A

aω
= iv ，

2B
aω

= − iv ， C = 0v  

其中， i、 j分别是 x，y 轴的单位向量.  

三个质点共同的质心位置O′的坐标：
3 6

A B C
O

M M M a
M′

+ +
= =

r r rr j  

三个质点共同的质心的速度：
3

A B C
O

M M M
M′

+ +
= = 0v v vv  

 

 

题 6.4 图 

 

图 6.5a 
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（2）碰前 
2

2A A B B C C
M aM M M ω

= × + × + × =J r r r kv v v  

其中，k是 z 轴的单位向量，垂直于纸面向外.  
碰后：由于体系无外力矩作用，故体系角动量守恒 

2

2
M aω′ = =J J k  

（3）碰后，三个质点共同的质心仍保持静止，转动惯量为 

2 2
22 22

3 3 3
a aI M M Ma⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

碰撞后系统绕质心的角速度为 
3
4I
ω

′
′ = =
Jω k  

（4）碰前： 
2

2 2 21 12
2 2 4

aE M M aω ω⎛ ⎞= × =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

碰后： 

2 2 23
2 2 2 2 16

c c c

i i i i i
i A i A i A

M ME r M r J M aω ωω ω
= = =

′ ′
′ ′= = = = =∑ ∑ ∑v v v  

6.6  两个滑冰运动员，体重都是 60kg，在两条相距 10m 的平直跑道上以 6.5 m/s
的速率相向地匀速滑行. 当他们之间的距离恰好等于10m 时，他们分别抓住一根

10m 长的绳子的两端. 若将每个运动员看成一个质点，绳子质量略去不计.  
（1）求他们抓住绳子前后相对于绳子中点的角动量. 
（2）他们每人都用力往自己一边拉绳子，当他们之间距离为 5.0m 时，各自的速

率是多少？ 
（3）计算每个运动员在减小他们之间的距离时所做的功. 证明：这个功恰好等

于他们动能的变化. 
（4）如果在两运动员之间相距刚好等于 5.0m 时绳子断了，问此刻绳子中的张力

多大？ 

解 （1）           2
02 3900kg m /s

2
RL L m= = = ⋅后前 v  

（2）角动量守恒， 3900 5 60L = = × ×v ，得 
13m/s=v  
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（3）因为 0C = （质心速率）v ，故拉力 T 为向心力，有 
2

/ 2
T m

l
=

v   （l 为两人之间的距离） 

每个人做功为 
225 5 5

2 210 10 10

d 1( ) d d
2
l LW T l lmm

ll m l
⎛ ⎞⎛ ⎞= − = = −−⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ ∫ ∫v 2 1 1 1
2 25 100

L
m

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

3802.5(J)=  

每个人动能的变化为 

2 2 2 2
0

1 1 1 60 (13 6.5 ) 3802.5(J)
2 2 2

m m− = × × − =v v  

所以这个功等于他们动能的变化.  

（4）                
2 22 60 13 4056(N)

/ 2 5
mT
l

× ×
= = =

v  

6.7  两根均匀细杆，质量都是 m ，长度都是 l ，都以速率 v 在垂直于长度方向

平动，速度方向相反，如图所示. 当它们相遇时，相邻两端恰好相碰，而且粘接在

一起形成一根长为 2l 的直杆.  
（1）问碰撞后它们怎样运动？ 
（2）求碰撞后的角速度.  
解 （1）碰后绕粘接处（质心）转动.  

（2）碰撞前后角动量守恒： 
J m l Iω= =v  

碰撞后的转动惯量： 
2 2 2

0 0

2 22 d d
3

l lmI r m r r ml
l

= = =∫ ∫  

碰撞后的角速度： 

2
3
22 / 3

J m l
I lml

ω = = =
v v  

6.8  由火箭将一颗人造卫星送入离地面很近的轨道，进入轨道时，卫星的速度

方向平行于地面，其大小为在地面附近做圆运动的速度的 1.5 倍. 试求该卫星在运

行中与地球中心的最远距离.  

解  设在地面附近做圆运动的速度为 0v ，有
2
0

2
GMmm

R R
=

v
，即 0

GM
R

=v （R 为

地球半径）.  

题设： 0
31.5

2
GM

R
= =v v 时，设该卫星在运行中与地球中心的最远距离为 maxr 、

速度为 ′v . 

 

题 6.7 图 
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角动量守恒： maxm R m r′=v v   

能量守恒： 2 2

max

1 1
2 2

GMm GMmm m
R r

′− = −v v   

将两式联立可解得 max 3r R= . 

6.9  发射一宇宙飞船去考察一质量为 M 、半径为 R 的行星. 当飞船静止于空间

离行星中心 5R 处时，以速度 0v 发射一包仪器，

如图所示. 仪器包的质量 m 远小于飞船的质量，

要使这仪器包恰好掠擦行星表面着陆，θ 角应是

多少？ 
解  仪器受有心力作用，所以相对于行星质

心的角动量守恒. 
初始时角动量为 0 05 sinl Rm θ= v ，到达行星时角动量为 1 05 sinm R Rm θ=v v ， 1v 为

掠擦行星表面的着陆速度. 所以 
                               1 05 sinθ=v v  ① 

能量守恒： 

                       2 2
0 1

1 1
2 5 2

Mm Mmm G m G
R R

− = −v v  ② 

由方程①和方程②可解得 

2
0

1 8arcsin 1
5 5

GM
R

θ
⎛ ⎞

= +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠v

 

6.10  质量为 M 和 m 的两物体系在原长为 a，倔强系数为 k 的弹簧两端，并放

在光滑水平面上，现使 M 获得一与弹簧垂直的速度 0v ，若 0 3
2
ka
μ

=v ，其中 μ 为

折合质量. 试证明，在以后的运动过程中，两物体之间的最大距离为 3a .  
证明  取相对于 m 静止的参考系，可以将两体问题换化为单体问题.  
设两物体之间的最大距离为 r ，此时的速度为 v .  
角动量守恒： 0a rμ μ=v v ，可得 

                                0a
r

=
vv   ① 

能量守恒： 

                         2 2 2
0

1 1 1 ( )
2 2 2

k r aμ μ= + −v v  ② 

题设 

 

题 6.9 图 
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                              0 3
2
ka
μ

=v  ③ 

将式①和式③代入式②整理得 
4 3 2 2 42 4 7 9 0r ar a r a− − + =  

该方程有两个实根和两个复根，两个复根不合题意，舍去. 两个实根为 

1r a= 和 2 3r a=  

即两物体之间的最大距离为 3a .  
6.11  质量皆为 m 的两珠子可在光滑轻杆上自由滑动，杆可在水平面内绕过O

点的光滑竖直轴自由旋转. 原先两珠对称地位于O点的两边，与O相距 a，在 0t = 时

刻，对杆施以冲量矩，使杆在极短时间内即以角速度 0ω 绕竖直轴旋转，求 t 时刻杆

的角速度ω、角加速度 β 及两珠与O点的距离 r .  

解  在水平面上取极坐标系，这是惯性系.  
角动量守恒： 2 2

0a rω ω= ，得 

                               
2

0
2

a
r
ωω =     ① 

珠子加速度为 

                        2 ˆˆ( ) (2 )r r r rθ θ θ= − + +a r θ  ② 

由题设，沿杆的方向珠子不受力，即 
2 0r rθ− =  

得 

                           
4 2

2 2 0
3

ar r r
r
ωθ ω= = =  ③ 

初始条件： 

                      0t = 时， (0)r a= ，
0

d(0) 0
dr

t

r
t =

= =v  ④ 

将式③乘以 dr ，利用初始条件④积分得 

                            
2

2 2 2
0 2( ) 1r

at a
r

ω
⎛ ⎞

= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

v  ⑤ 

由式⑤得 

02 2
d dr r a t

r a
ω=

−
 

利用初始条件④积分得 
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2 2
0r a a tω− =  

解得 
2 2
01r a tω= +  

代入式①得 
2

0 0
2 2 2

01
a

r t
ω ωω

ω
= =

+
 

角加速度为 
3
0
2 2 2
0

2d
d (1 )

t
t t

ωωβ
ω

= = −
+

 

6.12*  质量均为 m 的小球 1，2 用长为 4a 的细线相连，以速度 v 沿着与线垂直

的方向在光滑水平台面上运动，线处于伸直状态. 在运动过程中，线上距离小球 1
为 a的一点与固定在台面上的一竖直光滑细钉相碰，设在以后的运动过程中两球不

相碰. 求：（1）小球 1 与钉的最大距离；（2）线中的最小张力.  
解 （1）题设 1 2m m m= = ，初始时刻小球 1，2 到钉子的距离分别为 a和 3a ，

角动量分别为 mav和 3ma− v ，方向垂直于纸面向外. t 时刻的情况如图 6.12a 所示，

设小球 1，2 到钉子的距离分别为 r 和 4a r− ，绳张力为 T.  

 

图 6.12a 

角动量守恒： 
                        1nmr ma=v v ，  2(4 ) 3nm a r a− =v v  ① 

设绳张力为 T，由于绳长不变，则    
                                 1 2 0r r+ =  ② 

                              
2
1

1 1
nm r m T

r
= −

v  ③ 
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2
2

2 2 4
nmm r T

a r
= −

−
v  ④ 

由式①～式④解得 

                         
2 2

3 3
1 9

2 (4 )
maT

r a r
⎡ ⎤

= +⎢ ⎥−⎣ ⎦

v  ⑤ 

                         
2 2

1 3 3
1 9

2 (4 )
ar

r a r
⎡ ⎤

= −⎢ ⎥−⎣ ⎦

v  ⑥ 

由图可知， 1r r= . 式⑥乘以 dr 积分得 

         
2 2

2 2 2
1 3 3 2 2 2

1 9 1 9 2d
2(4 ) (4 )

r

r a

aa r
r a r r a r a
⎡ ⎤ ⎡ ⎤′= − = − + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥′ ′− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫

vv v  ⑦ 

2
1 0r =v 时， r 最大，令

rx
a

= ，由式⑦得 

                        4 3 28 11 4 8 0x x x x− + + − =  ⑧ 

由题意，寻找方程⑧当 0 4x< < 时的解，得 

1 1x = ， 2 1.653x ≈  

1 1x = 是初始时刻情况， 2 1.653x ≈ 是所要求的 r 最大的情况. 即小球 1 与钉的最大距

离为 1.653r a≈ . 
（2）求式⑤的极值，由式⑤对 r 微商为零得 

2 2

4 4
d 3 27 0
d 2 (4 )
T ma
r r a r

⎡ ⎤
= − + =⎢ ⎥−⎣ ⎦

v  

解得 
4

3 1
r a=

+
 

代入式⑤得 
2 2 4 2 2

min 3
1 3 (1 3) 0.435

2 128
ma m mT

a ar
⎡ ⎤+ +

= = ⋅ =⎢ ⎥
⎣ ⎦

v v v  

即线中的最小张力为
2

0.435 m
a
v . 

 



 

 

第 7 章  万 有 引 力 

7.1  在一半径为 0R 的无空气的小行星表面上，以 0v 的速度水平抛一物体，使

该物体正好在行星表面绕它做圆周运动.  
（1）用 0v 、 0R 表示该行星上的逃逸速度. 

（2）如在该小行星表面上把一物体竖直上抛，达到的最大高度恰好等于该小行

星的半径 0R . 问上抛速度应为多少？当这物体的高度为 0 / 2R 时它的速度为多少？ 
（3）质量为 m 的物体距离该小行星表面为 y 时，其位能为多少？设 0y R< 将答

案展成 y 的级数（保留到 2y 项）. 
（4）如 0y R<< ，要使物体从星体表面升到高度 y ，上抛速度应为多少？ 

解 （1）物体做圆周运动时 

                                
2
0

2
0 0

Mmm G
R R

=
v      ① 

若要逃逸星球的引力，设速度为 1v ，则其能量 0E = ，即 

                               2
1

0

1 0
2

Mmm G
R

− =v  ② 

由式①和式②得 

                          0
0

GM
R

=v ，  1 02=v v  ③ 

即该行星上的逃逸速度为 02v . 

（2）根据能量守恒，刚抛出时 

                              2

0

1
2

MmE m G
R

= −v  ④ 

达到最高点（轨道半径 02R ） 

                                
02

MmE G
R

= −    ⑤ 

由式③～式⑤可得 

0
0

GM
R

= =v v  
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高度为 0
1
2

R 时（轨道半径 0
3
2

R ） 

2

0
0

1
32 2
2

Mm Mmm G G
RR

′ − = −v  

即 

0

03 3
GM

R
′ = =

vv  

（3）以无穷远处为位能零点，位能为 

0 0 0

1
1 /

GMm GMmV
R y R y R

⎛ ⎞
= − = − ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

2
2
0

0 0

1 y ym
R R

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥= − − + + ⋅⋅ ⋅⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

v  

以行星表面处为位能零点，位能为（设 0V 为行星表面处位能） 

                   
2

2
0 0

0 0

y yV V V m
R R

⎡ ⎤⎛ ⎞
′ ⎢ ⎥= − = − − + + ⋅⋅ ⋅⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
v  ⑥ 

（4）利用式⑥，因为 0y R ，忽略 2y 及以上项，位能差为 2
0

0

yV m
R

′ = v ，而

21
2

V m′ = v ，解得 

0
0

2y
R

=v v  

7.2  两个质量均为 1.0g 的质点，相距 10m. 开始时相对静止，如果它们之间只

有万有引力作用，问它们何时相碰？ 
解法一  利用两体运动理论，将坐标原点取在其中的一个质点上，则运动质点

的质量应该用约化质量 / 2mμ = 代替. 考虑两球之间相距为 x 米时的情况.  
2

2 2
Gm mx x

x
μ= =  

即 

2
2 d dGm x x x

x
=  

两边从 10x = 到 x 积分并用初始条件 10| 0xx = = ，得 

22 2 1
10 2

Gm Gm x
x

− =  

得 
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d2 d
1 1

10

xGm t

x

=
−

 

两边积分（ x从 10x = 到 0x = ， t 从 0t = 到 0t t= ），得 

0 0

0 10

d2 d
1 1

10

t xGm t

x

=
−

∫ ∫  

对右边的积分，先作代换
1u
x

= ，再作代换 0.1u= −v ，得 

                         
0

20 0

d2 d
( 0.1)

t
Gm t

∞
=

+∫ ∫
v

v v
 ① 

对右边的积分，作代换 y = v ，得 

右边 2 20

2d
( 0.1)

y
y

∞
=

+∫  

再令 2 20.1tany θ= ， 

右边 22 2

0 0

1200 0.1 cos d 200 0.1 (1 cos2 )d
2

θ θ θ θ
π π

= = +∫ ∫ 50 0.1= π  

代入式①得 

7
0

25 9.62 10 s
10

t
Gm
π

= = ×  

即它们 79.62 10 s× 后相碰.  
解法二  以上解法的积分过于麻烦，本题还可以这样思考. 
仍利用两体运动理论，将坐标原点取在其中的一个质点上，设想运动质点开始

时具有一个很小的与两质点连线垂直的速度，于是运动质点将做一个轨道很扁的椭

圆运动，设该椭圆的半长轴为 a，半短轴为 b ，有 2 10a ≈ ， 0b → . 设该椭圆运动的

周期为T ，由开普勒第三定律，这个周期与半径为 a的圆周运动的周期相同，由圆

周运动的速度 

2Gm a
a T

π
= =v  

得 

2 a aT
Gm
π

=  

两质点相碰时运动质点实际上运动了半个周期，即 
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7
0 9.62 10 s

2
T a at

Gm
π

= = = ×  

7.3  在地面上质量为 16kg 的物体，在以 / 2a g= （ g 为地面处的重力加速度）

上升的人造地球卫星里，视重（即该物体与支持物的作用力）为 9.0kg. 问这时该人

造地球卫星离地面多远？ 
解  题设物体质量 16kgm = ，在人造地球卫星里视重 m g′ ， 9.0kgm′ = . 由于人

造地球卫星为非惯性系，需要引入惯性力 F ma= ，方向向下. 于是视重可以表示为 

( )m g m a g′ ′= +  

求得当地的重力加速度为 

16
gg′ =  

又因为 

2
GMmg

r
′ = ，  2

0

GMmg
R

=  

所以 04r R= ，即该人造地球卫星离地面为 03R . 

7.4  一密度均匀的球形天体，半径为 R ，问它的质量至少为多大时，才能使它

的第一宇宙速度大于光在真空中的速度？ 

解  第一宇宙速度
GM

R
=v ， c>v ，所以

2RcM
G

> ，即它的质量至少要大于

2 27/ 1.35 10 (kg)Rc G R= × （ R 以 m 为单位）.  
7.5  一密度均匀的球形天体，它的质量等于太阳质量， 301.98 10 kgM = × ，它的第

一宇宙速度大于光在真空中的速度 83 10 m/sc = × ，引力常数 11 26.67 10 N m /kgG −= × ⋅ ，

问它的半径最大是多少？ 

解  GM
R

=v ， c>v ，所以 2 1467.4mGMR
c

< = . 

7.6  在一半径为 82.0 10 mR = × 的无空气的星球表面，若以 0 10m/s=v 的速度竖

直上抛一物体，则该物体上升的最大高度为 8mh = . 试问： 
（1）该星球的逃逸速度为多大？ 
（2）若要该星球成为黑洞，则其半径应比现有的半径小几倍？ 
解 （1）设星球质量为 1M ，上抛物体质量为 m ，物体在星球表面的空中加速

度为 a .  
由 

                                2
0 2ah=v  ① 
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                              2
GMmF ma

R
= =  ② 

                               2GM
R

=逃v  ③ 

解方程①～方程③可得 
8

4
0

2.0 10 10 5 10 (m/s)
8

R
h

×
= ⋅ = × = ×逃v v  

（2）设该星球成黑洞时半径为现在的1 k ，得 

2kGM c
R

′ = =逃v  

得
2

7
2 3.6 10ck = = ×
逃v

，即其半径比现有半径小 73.6 10× 倍.  

7.7  在目前的天文观测范围内，物质的平均密度为 30 310 g/cm− . 如果认为我们

的宇宙是这样一个均匀大球体，其密度使得它的逃逸速度大于光在真空中的速度 c ，

因此任何物质都不能脱离宇宙，问宇宙的半径至少有多大？ 
解  设宇宙半径为 R.  

令
22 8

3
GM G R c
R

ρπ
= =逃 ≥v ，得 

3
8

R c
Gρ

⋅
π

≥  

代入数据，即得 
26 104.01 10 m 4.23 10 l.y.R × = ×≥  

7.8  设某行星绕中心天体在圆轨道上运行，公转周期为T . 用开普勒第三定律

证明：一个物体从此轨道由静止落至中心天体所需的时间为 2 / 8t T= .  
证明  设该行星的圆轨道半径为 R . 开始时一个物体从此轨道由静止落至中心

天体，设该物体具有一个很小的与中心天体连线垂直的速度，于是该物体将做一个

轨道很扁的椭圆运动，设这个椭圆的半长轴为 a，半短轴为 b ，有 2a R≈ ， 0b → . 设
该物体椭圆运动的周期为T ′，由开普勒第三定律 

2 3

2 3
T R
T a

=
′

 

于是 
3/2

3/2 3/22 8
a T TT T
R

′ = = =  
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这个物体从此轨道由静止落至中心天体所需的时间为半个周期： 

2
2 8
T Tt
′

= =  

得证. 
7.9  设一彗星在一抛物线轨道上运行，这抛物线与地球轨道相交，两个交点在

地球轨道（设为圆形）直径的两端.  
（1）设地球公转半径为 0R ，地球公转速率为 0v ，写出此彗星轨道方程，并证明

这彗星的最大速率为 02v ； 
（2）用开普勒第二定律证明彗星在地球轨道内的时间为 2 / (3 )π 年.  

解 （1）由于彗星是在抛物线轨道上运行， 1ε = ，设轨道方程为 

1 cos
kρ

θ
=

+
 

题设：
2

θ π
= ± 时， 0Rρ = . 所以 0k R= ，则轨道方程为 

                                0

1 cos
Rρ

θ
=

+
 ① 

由比内公式的求解知 

                                 
2

0
hR

GM
=  ② 

其中， h = ×r v 是彗星对太阳掠面速度的 2 倍. 由式②知该彗星与地球有相同的掠

面速度： 0 0h R= v . 

0θ = 时彗星到近日点： 

0
min 2

Rρ ρ= =  

易知彗星最大速率在近日点处： 

max min 0 0h Rρ= =v v  

得 

0 0
max 0

min

2R
ρ

= =
vv v  

（2）证明： 
将轨道方程①写成直角坐标形式： 

                                2x ay b= +  ③ 

0y = 时彗星到近日点： 
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0
min 2

Rx ρ= =  

0x = 时彗星到地球轨道： 

0y R= ±  

代入方程③得 

0

1
2

a
R

= − ，  0
min 2

Rb ρ= =  

于是轨道方程为 
2

0

02 2
Ryx

R
= − +  

由于彗星与地球有相同的掠面速度，利用开普勒第二定律（面积定律），彗星在

地球轨道内对应的面积为 

0 0

0 0

2
20
0

0

2d d
2 2 3

R R

R R

RyS x y y R
R− −

⎛ ⎞
= = − + =⎜ ⎟

⎝ ⎠∫ ∫  

而地球运动 1 年对应面积为 2
0Rπ ，所以彗星在地球轨道时间为

2
0

2
0

(2 / 3) 21
3

R
R

× =
ππ

年 年 . 

得证.  
7.10  一宇宙飞船环绕一行星做匀速圆周运动，轨道半径为 0R ，飞船速率为 0v . 飞

船的火箭发动机突然点火，使飞船的速率 0v 变到 0βv ，加速度方向与速度方向相同.  

（1）求用 0R 和 β 表示的新轨道方程. 证明：当 2β < 时，轨道为椭圆，总能量

为负；当 2β > 时，轨道为双曲线，总能量为正. 

（2）在双曲线情形下，设α 为火箭发动机点火时飞船速度方向与飞船逃逸时速

度方向（逃逸时速度方向为飞船离行星无穷远时的速度方向）之间的夹角，求α 与

β 的关系. 画出 3β = 时的草图.  

解 （1）加速前，
2
0

2
00

mGMm
RR

=
v

，得 

                                2
0 0GM R= v  ①  

加速后，速度矩 
                                0 0h Rβ= v  ② 

比内公式 

                              
2 / ( )

1 cos
h GMr

ε θ
=

+
 ③ 
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题设 00,r Rθ = = ，由式①～式③得 
2 2 2

0 0
02

0 0 (1 )
R R

R
β

ε
=

+
v

v
 

解得 

                               2 1ε β= −  ④ 

故轨道方程为 
22

0
2

/ ( )
1 cos 1 ( 1)cos

Rh GMr β
ε θ β θ

= =
+ + −

 

由式③和式④知 0 1ε< < 时，轨道为椭圆，得 
当 2β < 时，轨道为椭圆： 

2 2 2 2
0 0

0

1 1 ( 2) 0
2 2

GMmE m m
R

β β= − = − <v v  

当 2β > 时，轨道为双曲线： 

2 2 2 2
0 0

0

1 1 ( 2) 0
2 2

GMmE m m
R

β β= − = − >v v  

（2）设飞船离行星无穷远时，飞船与极轴夹角为θ .  
由式③知 

21 ( 1)cos 0β θ+ − =  

又
2

α θ π
= − ，所以 

2
1sin

1
α

β
=

−
 

当 3β = 时，
1arcsin 30
2

α = = °，飞船飞行草图如图 7.10a

所示.  
7.11*  质量为 m 的质点在质量为 M 的质点（视为固定）的引力场中以 M 为中

心做半径为 0r 的圆周运动. 若给 m 以沿径向的冲量 J ，并设 J 与质点的原动量之比

为一小量，求 m 在以后运动过程中矢径的最大值 2r 与最小值 1r ，并证明在忽略二级

以上小量的情况下， 2 0 0 1r r r r− ≈ − ，即质点 m 的运动轨道近似为一偏心的圆.  

解  开始， m 做半径为 0r 的圆周运动，有
2
0

2
00

mGMm
rr

=
v

，即 

                              2
0 0GMm mr= v  ① 

图 7.10a 
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m 得到沿径向的冲量 J 后，总能量 

                    
2 2

2 2
0 0

0

1 1
2 2 2 2

J GMm JE m m
m r m

= + − = − +v v   ② 

由于冲量 J 沿径向，m 的速度矩没有增加，故矢径 r 取极值时，径向速度为 0 ,切向

速度 0 0r
r

=
vv ，能量为 

                      
2 2 2

2 0 0 0 0
2

1 1
2 2

r mrGMmE m m
r rr

= − = −
v vv  ③ 

方程③解得 

                           
2 2
0 0 0 0

2
0

21
2

m r m r Er
E E m

= − ± +
v v

v
 ④ 

将方程②代入方程④得 
2 2
0 0

02 2 2 2
0 00 0

1 1 1
/

m r J J Jr r
m mm J m m

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ± ≈ + ±⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

v
v vv v

 

保留至一阶小量得 
2

0
1 0 0 2

0

1 1 J rJr r r
m GMm

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟≈ − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠v

，  
2

0
2 0 0 2

0

1 1 J rJr r r
m GMm

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟≈ + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠v

 

于是有 

2 0 0 1r r r r− ≈ −  
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8.1  力 30 40 N= +F i j ，作用在 8 6  m= +r i j 处的一点上. 试求： 

（1）力 F绕原点的力矩 L； 
（2）力臂 d ； 
（3）力 F垂直于 r的分量 F⊥ .  

解 （1）          8 6 0 140  (N m)
30 40 0

= × = = ⋅
i j k

L r F k  

（2） d= ⋅L F ，所以
2 2

140 2.8(m)
30 40

d = =
+

. 

（3） F r⊥= ⋅L ，所以
2 2

140 14(N)
8 6

LF
r⊥ = = =

+
. 

8.2  证明：刚体绕定轴转动时，在垂直于轴的平面上任意两点 A和 B ，它们的

速度 Av 和 Bv 在 AB 连接线上的分量相等. 并说明这结果的物理意义.  

证明  如图 8.2a 所示. 

A A= ×ω rv ，  B B= ×ω rv  

Av 在 AB 上的分量： 

( )( ) ( ) AB A AB
A AB A AB A

AB ABr r
× ⋅

⋅ = × ⋅ = × ⋅ =
r r rr r r rv ωω ω  

Bv 在 AB 上的分量： 

( )( ) ( ) AB B AB
B AB B AB B

AB ABr r
× ⋅

⋅ = × ⋅ = × ⋅ =
r r rr r r rv ωω ω  

ˆ ˆ ( ) ( ) ( ) 0A AB B AB A AB B AB A B AB AB AB
AB AB ABr r r

⋅ − ⋅ = ⋅ × − × = ⋅ − × = ⋅ × =r r r r r r r r r r rv v ω ω ω  

即 
                              ˆ( ) 0A B AB− ⋅ =rv v     ① 

证毕.  
该结果的物理意义： 

由于
d
d

A
A t
=
rv ，

d
d

B
B t
=
rv ，式①即 

 

图 8.2a 
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2d d d 1 dˆ( ) ( ) ( ) 0
d d d d

A B AB A B
A B AB A B A B

AB AB ABt t r r t r t
−⎛ ⎞− ⋅ = − ⋅ = ⋅ − = − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
r r r r rr r r r rv v  

于是 
2( )A B− =常数r r  

这说明，刚体任意两点间的距离不会改变.  
8.3  证明：刚体绕定轴转动时，在垂直于轴的平面上，任意两点 A、B 的速度

Av 、 Bv 与加速度 Aa 、 Ba 之间有下列关系： Av 与 Aa 之间的夹角等于 Bv 与 Ba 之间的

夹角.  
证明   题设刚体绕定轴转动，设定轴为 z 轴，角速度 ˆω= zω ，角加速度

d ˆ
dt

β= = zω β . 

参见上题图 8.2a，有 
                          A A= ×ω rv ，  B B= ×ω rv  ① 

可知 

A⊥ vω ，  A A⊥ rv ，  B⊥ vω ，  B B⊥ rv  

题设 

A⊥ rω ，  B⊥ rω  

对式①微商可得 

             2d d d( )
d d dA A A A A A At t t

ω= × + × = × + × × = × −a r r r r rvω ω ωω ω ω  ② 

即 

A At An= +a a a  

其中 

切向加速度：
d
dAt At

= ×a rω
，  d

dAt At Aa r
t
ω

= = ⋅a  

法向加速度： 2
An Aω= −a r ，  2

An An Aa rω= =a  

设 Av 与 Aa 之间的夹角为 Aθ ，有 

2 2

tan d d
d d

An A
A

At
A

a r
a r

t t

ω ωθ ω ω= = =  

同理可求得 Bv 与 Ba 之间的夹角 Bθ ，有 
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2 2

tan d d
d d

Bn B
B

Bt
B

a r
a r

t t

ω ωθ ω ω= = =  

A Bθ θ= ，即 Av 与 Aa 之间的夹角等于 Bv 与 Ba 之间的夹角. 证毕.  

8.4  下列均匀刚体的质量都是 m ，分别求它们对给定轴的转动惯量： 
（1）横截面为矩形的圆环，外径为 1R 、内径为 2R ，对几何轴； 
（2）球壳，内外半径分别为 1R 和 2R ，对过中心的轴； 

（3）矩形薄板，长为 a、宽为 b ，对垂直于板面且过中心的轴； 
（4）矩形薄板，长为 a、宽为 b ，对过中心且平行于一边 a的轴； 
（5）长方体，长为 a、宽为 b 、高为 c ，对过中心且平行于 c 边的轴； 
（6）细棒，对过中心且垂直于棒的轴，棒长 l ； 
（7）细棒，对过一端且垂直于棒的轴，棒长 l ； 
（8）细棒，对过一端且与棒成α 角的轴，棒长 l .  
解 （1）设给定轴为 z 轴. 考虑半径在 dr r r→ + 范围的圆环.  

质量微元： 2 2
1 2

d 2 d
( )

mm r r
R R

= π
π −

 

转动惯量微元： 2d dI r m=  

转动惯量：
1

2

2d
R

R
I r m= ∫ 4 4

1 22 2
1 2

12 ( )
4( )

m R R
R R

= ⋅ π ⋅ −
π −

2 2
1 2

1 ( )
2

m R R= +  

（2）设给定轴为 z 轴. 考虑半径在 dr r r→ + 范围的球壳.  

3 3
2 1

4 ( )
3

m

R R
ρ =

π −
 

质量微元： 2d 4 dm r rρ= ⋅ π  

     转动惯量微元：
4

2
3 3
2 1

2 2d d d
3

mrI r m r
R R

= =
−

     ① 

【式①是书上图 8.9 给出的结果，可以证明如下： 
设考虑半径为 r 的球壳质量为 M ，则转动惯量为 

22
3

I r M=  

该结果可以用一维积分算出，具体过程如下（参见

图 8.4a）. 
考虑垂直于 z 轴的平面所截得的圆环. 

密度： 24
M

r
ρ =

π
 图 8.4a 
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sind 2 sin d d
2

Mm r r θρ θ θ θ= ⋅ π ⋅ =  

转动惯量微元：
2

2 2 3d sin d sin d
2

MrI r mθ θ θ= =  

于是 
2 2

3 3

0 0

2 2
2 2 2

0 0

sin d sin d
2 2

2sin dcos (cos 1)dcos
2 2 3

Mr MrI

Mr Mr Mr

θ θ θ θ

θ θ θ θ

π π

π π

= =

= − = − =

∫ ∫

∫ ∫
 

证毕.】 
由式①得 

2

1

4
3 3
2 1

2 d
R

R

mI r r
R R

= ⋅
− ∫

5 5
2 1

3 3
2 1

2 ( )
5( )
m R R

R R
−

=
−

 

（3）可将板分割成许多小条（参见图 8.4b），即切为杆，

杆长 b ，质量为 
dd xm m
a

= ⋅  

利用平行轴定理，杆元的转动惯量为 

2 21d d d
12

I m b m x= ⋅ + ⋅  

即 

2 21 d dd
12

m x m xI b x
a a

= ⋅ ⋅ + ⋅  

所以 

2 22

2
2 3

2 2

1 d d
12

1 2 ( / 2) 1 ( )
12 3 12

a

a
m x mI b x x

a a

mb m aa m a b
a a

−

⎛ ⎞= ⋅ ⋅ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

= ⋅ ⋅ + ⋅ = +

∫
 

（4）将板分为许多小板（参见图 8.4c），宽 dx ，杆元质

量 d dmm x
a

= ，杆元转动惯量 21d d
12

I m b= ⋅ ，所以 

2

0

1 d
12

a mI x b
a

= ⋅ ⋅∫ 21
12

m b a
a

= ⋅ ⋅ 21
12

mb=  

 

图 8.4b 

 

图 8.4c 
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（5）将长方形分为许多薄板，厚 dz ，板元质量 dm z
c

. 

利用（3）的结论： 

2 21d d ( )
12

I m a b= ⋅ +  

所以 

2 2

0

1 d ( )
12

c mI z a b
c

= ⋅ ⋅ ⋅ +∫ 2 21 ( )
12

m a b= +  

（6）              22

2

d
l

l
mI r r
l−

= ⋅ ⋅ ⋅∫
3 2

2
3

l

l

m r
l

−

= ⋅ 21
12

ml=  

（7）利用平行轴定理： 
2

21
12 2D

lI ml m ⎛ ⎞= + ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

21
3

ml=  

（8）                2

0
( sin ) d

l mI r r
l

α= ⋅∫ 2 21 sin
3

ml α=  

8.5  三根均匀的细杆长都是 l ，质量都是 m ，组成一个等边三角框. 分别求它

对下列几个轴的转动惯量： 
（1）过顶点 A且与框面垂直的轴； 
（2）过一边中点 D 且与框面垂直的轴； 
（3）以一边为轴； 
（4）以三角形的中垂线 AD 为轴.  
解 （1）如图 8.5a 所示，该三角形的质心为三条中垂线的交点O， AO 长度为

3
3

l ，OD 长度为
3

6
l ，BC 对过 D 且与框面垂直的轴

的转动惯量为 

21
12BCI ml=  

利用平行轴定理，BC 对过O且与框面垂直的轴的转动

惯量为 
2

2 21 3 1
12 6 6BCI ml m l ml

⎛ ⎞
′ = + =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

该三角形对过质心O且与框面垂直的轴的转动惯量为 

图 8.5a 



第 8 章  刚 体 力 学 

 

·97·

                             213
2O BCI I ml′= =  ① 

利用平行轴定理，该三角形对过顶点 A且与框面垂直的轴的转动惯量为 
2

2 2 23 1 33
3 2 2A OI I m l ml ml ml

⎛ ⎞
= + = + =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

（2）利用平行轴定理，由式①知，该三角形对过一边中点 D 且与框面垂直的轴

的转动惯量为 
2

2 2 23 1 1 33
6 2 4 4D OI I m l ml ml ml

⎛ ⎞
= + = + =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

（3）设轴为 AC ，则杆 AC 的转动惯量为零. 
AB 、 BC 与 AC 的夹角都是 / 3α = π ，因而 AB 、 BC 对轴 AC 的转动惯量相等.  
利用上题（8）的结果知 

AB BCI I I= +
2

2 2 21 1 32 sin 2
3 3 2

ml mlα
⎛ ⎞

= × = × ×⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

21
2

ml=  

（4）以三角形的中垂线 AD 为轴， AB 、 AC 的转动惯量相等，各为 
2

2 2 2 21 1 1 1sin
3 6 3 2 12

ml ml mlπ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= × =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

BC 的转动惯量为 21
12

ml ，总转动惯量为 

2 2 2 21 1 1 1
12 12 12 4

I ml ml ml ml= + + =  

8.6  一块边长为 a和 b 的均匀矩形薄板，质量为 m .  
（1）中间挖去半径为 r 的圆形； 
（2）一角上挖去边长为 c 的正方形.  
分别求它们对于过中心且垂直于板的轴的转动惯量.  
解 （1）利用习题 8.4（3）的结论，未去圆的薄板 

2 2
1

1 ( )
12

I m a b= +  

圆形质量 2mm r
ab

′ = ⋅ π ，而圆形转动惯量为 

4
2

2
1 1
2 2

m rI m r
ab
π′= =  
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所以 
4

2 2
1 2

1 1( )
12 2

m rI I I m a b
ab
π

= − = + −
4

2 21 6
12

rm a b
ab

⎛ ⎞π
= + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

（2）设原矩形薄板的中心为O，正方形的中心为O′，有 
2 2

2

2 2 2 2
a c b cOO ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ = − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

正方形绕自身几何中心转动时，转动惯量为 

2 2 2
1

1 1( )
12 6

I m c c m c′ ′= + = ，  2mm c
ab

′ = ⋅  

由平行轴定理得 
2 2 2

2 2
2 1

2
2 2 2

1 1 1
6 4 2 4 2 2

(3 6 3 6 8 )
12

a b cI I m OO m c m ac bc

mc a ac b bc c
ab

⎛ ⎞
′ ′ ′ ′= + ⋅ = + − + − +⎜ ⎟

⎝ ⎠

= − + − +

 

所以 
2

2 2 2 2 2

3 3 2 2 3 2 2 3 4

1 ( ) (3 6 3 6 8 )
12 12

( 3 6 3 6 8 )
12

mcI m a b a ac b bc c
ab

m a b ab a c ac b c bc c
ab

= + − − + − +

= + − + − + −
 

8.7  两个小球看作质点，质量分别为 1 40gm = 和 2 120gm = ，固定在质量可以忽

略的一根细直棒两端，已知棒长 20cml = . 试问：对通过棒上一点并且垂直于棒的

轴来说，轴在什么地方时这系统的转动惯量最小？ 
解  设距 2m r为 处转动惯量最小，有 

2 2
2 1( )I m r m l r= + − ，  2 1d / d 2 2 ( )I r m r m l r= − −  

令 d / d 0I t = ，得 

1 1 2/ ( ) 5cmr m l m m= + =  

即距 2m 5cm 处转动惯量最小.  

8.8  证明正方形均匀薄板对下述两轴的转动

惯量相等： 
（1）对角线； 
（2）通过中心且与一边平行.  
证明一：（1）设对角线为 x 轴，如图 8.8a 所示.  
只要算出四分之一的转动惯量即可.  图 8.8a 



第 8 章  刚 体 力 学 

 

·99·

max 2    ,     d d ,     
2 2

a m ax m y x x y
a

ρ ρ= = = ⋅ + =，  

转动惯量为 
3

22 2
20 0

2

1 d d
3 3 2

1
48

a am aI y y x x x
a

ma

ρ ⎛ ⎞= ⋅ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

∫ ∫
 

所以 

2
0

14
12

I I ma= × =总  

（2）利用习题 8.4（4）结论令 a b= ，则立刻得到 21
12

I ma= ，易见与（1）结果

相同. 
证明二：利用正交轴定理求通过正方形中心且垂直于薄板的轴的转动惯量立即

得到该结果.  
8.9  一根长为 2l 、质量为 2M 的均匀细杆，可以绕过中点的固定轴在水平面内

自由转动，在离中心 / 3l 处各套有两个质量均为 m 的小珠子. 开始时杆的转动角速

度为 0ω ，而两小珠相对杆静止. 当释放小珠后，小珠将沿杆无摩擦地向两端滑动，

试问： 
（1）当小珠滑至杆端时，杆的角速度为多大？ 
（2）当小珠滑至杆端时，小珠相对杆的速度为多大？ 
（3）当小珠滑离杆时，小珠的速度为多大？ 
解 （1）由角动量守恒得 

2
2

0 0
12 2
3M MI m l I mlω ω ω ω⎛ ⎞+ ⋅ ⋅ ⋅ = + ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
，  22

3MI Ml=  

             0
3
3 9

M m
M m

ω ω+
⇒ = ⋅

+
 

（2）设小珠相对杆速度为 ′v ，由题意据动能守恒得 
2

2 2 2 2
0 0

0

1 1 1 1 1 12 2 ( ) 2
2 2 3 2 2 2

8(3 )
3 3( 3 )

M MI m l I m l m

l M m
M m

ω ω ω ω

ω

⎛ ⎞ ′+ ⋅ = + ⋅ + ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

+′⇒ =
+

v

v
 

（3）设小珠的速度为 v ，则 
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2 2 2 20

0

( ) 153 294 81
3(3 9 )

3(3 )(17 27 )
9( 3 )

ll M mM m
M m

l M m M m
M m

ωω

ω

′= + = + +
+

= + +
+

v v
 

8.10  一质量分布均匀的盘状飞轮重 50kg，半径为 1.0m，转速为 300r/min，在

一恒定的阻力矩 L 作用下，50s 后停止. 问 L 等于多少？ 

解  300 2 10 / s
60

ω × π
= = π ，  2 21 25kg m

2
I mR= = ⋅ ，  I Lβ =  

即 I Ltω = ，所以 
25 10 5 15.7(N m)

50
IL
t
ω × π

= = = π = ⋅  

8.11  一门宽 80cm、重 5.0kg，在距门轴 70cm 处以 1.0kg 的力推门，力的方向

与门垂直，求门的角加速度. （不计阻力. ） 

解           2

0
d

l mI r r
l

= ⋅∫
3

3
l m

l
= ⋅

2

3
ml

=
25 0.8 3.2

3 3
×

= =  

I F dβ⋅ = ⋅ ，  21 9.8 0.7 6.4s
3.2 / 3

Fd
I

β −× ×
= = ≈  

8.12  如图所示，一条细绳的两端分别拴有质量为 1m 和 2m 的两物体， 1 2m m≠ ，

绳子套在质量为 0m 、半径为 0r 的均匀圆盘形滑轮上，设绳子不在滑轮上滑动，绳子

长度不变，绳子的质量以及滑轮与轴间的摩擦力均可不计. 求 1m 和 2m 的加速度 a以
及绳子的张力 1T 和 2T .  

解  如图 8.12a 所示，设 2m 的加速度向上， 

    对 1m 而言： 1 1 1m g T m a− =  ① 

    对 2m 而言： 2 2 2T m g m a− =        ② 

                    

                  题 8.12 图                                图 8.12a 
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    对 0m 而言： 2
1 2 0

1( )
2

T T R m R β− = ⋅     ③ 

又有 
                                  R aβ ⋅ =     ④ 

故式①、式②和式④代入式③，可得 

1 2

0 1 2

2( )
2( )
m ma g

m m m
−

=
+ +

 

从而得  

1 0 2
1 1 1

0 1 2

( 4 )
2( )

m m mT m g m a g
m m m

+
= − =

+ +
 

2 0 1
2 2 2

0 1 2

( 4 )
2( )

m m mT m g m a g
m m m

+
= + =

+ +
 

8.13  如图所示，两个物体 1m 和 2m 用细绳相连，绳子套在质量为 0m 、半径为 0r
的圆滑轮上，滑轮质量集中在边上， 2m 放在水平的光滑桌面上， 1m 吊着，已知

1 100gm = ， 2 200gm = ， 3 50gm = ， 0 5.0cmr = ，设绳子长度不变，绳子的质量及滑

轮轴上的摩擦力均可不计，绳子与滑轮之间无滑动. 求 1m 的加速度 a以及绳子的张

力 1T 和 2T .  

解  滑轮的质量集中在边上，相当于一个圆

环，其转动惯量 2
0 0I m r= ， β 为角加速度. 

2
1 0 2 0 0 0

0

1 1 1

2 2

 
T r T r m r
a r
m g T m a
T m a

β
β

⎧ − =
⎪

=⎪
⎨

− =⎪
⎪ =⎩

 

解得 

21

0 1 2

0.1 9.8 2.8(m/s )
0.05 0.1 0.2

m ga
m m m

×
= = ≈

+ + + +
 

1 1( ) 0.7NT m g a= − ≈ ，  2 2 0.56NT m a= =  

8.14  一个如图所示的装置，其中 1m 、 2m 、 1M 、 2M 、 1R 和 2R 都已知，且 1 2m m> ，

滑轮都是圆盘形的. 设绳子长度不变，绳子的质量以及滑轮轴上的摩擦力均可不计，

绳子与滑轮间不打滑，滑轮质量均匀分布. 求 2m 的加速度 a及绳子的张力 2T 、 3T .  

解  圆盘质量均匀分布，所以 21
2

I Mr= . 

                              1 1 1m g T m a− =  ① 

 

题 8.13 图 
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          2 2 2m a T m g= −                     ② 

          2
1 1 3 1 1 1 1

1
2

T R T R M R β− =               ③ 

          2
3 2 2 2 2 2 2

1
2

T R T R M R β− =              ④ 

                1 1R aβ =                    ⑤ 

                2 2R aβ =                    ⑥ 

上面方程联立解得 

1 2

1 2 2 1

2( )
( ) 2( )

m m ga
M M m m

−
=

+ + +
，  1 2 1 2

1
1 2 1 2

(4 )
2( )
m m M MT g
m m M M

+ +
=

+ + +
 

2 1 1 2
2

1 2 1 2

(4 )
2( )
m m M MT g
m m M M

+ +
=

+ + +
，  1 2 1 2 2 1

3
1 2 1 2

4
2( )
m m m M m MT g

m m M M
+ +

=
+ + +

 

 

8.15  一圆盘半径为 R ，装在桌子边上，可绕一水平的中心轴转动. 圆盘上绕

着细线，细线的一端系一个质量为 m 的重物，m 距地面为 h，从静止开始下落到地

面，需时间为 t ，如图所示. 用这样一个实验装置测定圆盘的转动惯量 I ，测得当

1m m= 时， 1t t= ； 2m m= 时， 2t t= . 证明： 

1 2
1 2 2 2

21 2

2 2
1 2

( ) 2

1 12

m mm m g h
t t

I R
h

t t

⎛ ⎞
− − −⎜ ⎟

⎝ ⎠=
⎛ ⎞

−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

在实验过程中，假定摩擦力维持不变，绳子质量可忽

略，绳子长度不变.  
证明  设绳中的张力为T ，轮轴处摩擦力的力矩为 M . 
对轮轴： 

                                TR M Iβ− =  ① 

对 m 有 
                                mg T ma− =  ② 

                                  a Rβ=  ③ 

                                 21
2

at h=  ④ 

上面方程联立，消去 ,  ,  a Tβ 得 

题 8.14 图 

 

题 8.15 图 
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2 2
2 2hmR hIM mRg

t Rt
= − −  

题设： 
当 1m m= 时， 1t t= ，有 

                          1
1 2 2

1 1

2 2hm R hIM m Rg
t Rt

= − −  ⑤ 

当 1m m= 时， 1t t= ，有 

                          2
2 2 2

2 2

2 2hm R hIM m Rg
t Rt

= − −  ⑥ 

联立式⑤和式⑥，解得 

1 2
1 2 2 2

21 2

2 2
1 2

( ) 2

1 12

m mm m g h
t t

I R
h

t t

⎛ ⎞
− − −⎜ ⎟

⎝ ⎠=
⎛ ⎞

−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

8.16  一个如图所示的装置. 已知 1m 、 2m 、 3m 以及均匀圆盘状滑轮的 1M 、 1R 和

2M 、 2R . 略去绳的质量及轴上的摩擦力，绳子在滑轮上不打滑. 求 1m 、 2m 、 3m 的

加速度 1a 、 2a 、 3a .  
解  如图 8.16a 建立坐标系，设向下的方向为正， 2M 的加速度为 a，得 

                              4 2 3 2T T T M g= + +  ① 

                              1 1 1 1m g T m a− =  ② 

                              2 2 2 2m g T m a− =  ③ 

                              3 3 3 3m g T m a− =  ④ 

                    

               题 8.16 图                                    图 8.16a 
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角动量定理： 

                           2
1 1 4 1 1 1 1

1
2

T R T R M R β− =  ⑤ 

                           2
2 2 3 2 2 2 2

1
2

T R T R M R β− =  ⑥ 

绳子不伸长： 

1 1

2 3 2( ) ( )
x x l
x x x x l
+ =⎧

⎨ − + − =⎩
 

微商两次得 

1

2 3

0
2 0

a a
a a a
+ =⎧

⎨ + − =⎩
 

即 
                                 1a a= −  ⑦ 

                              1 2 32 0a a a+ + =  ⑧ 

绳子在滑轮上不打滑： 

                                 1 1 1R aβ =  ⑨ 

                            2 2 2 2 1R a a a aβ = − = +  ⑩ 

由式①～式④得 

                      

1 1 1

2 2 2

3 3 3

4 2 2 3 2 2 3 3

( )
( )
( )

( )

T m g a
T m g a
T m g a
T M g m m g m a m a

= −
= −
= −

= + + − −

  

将式⑨～式⑪代入式⑤和式⑥，得 

               1 1 1 2 2 3 3 1 2 3 2
1 ( )
2

m M a m a m a m m m M g⎛ ⎞+ − − = − − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

                   2 1 2 2 2 3 3 2 3
1 1 ( )
2 2

M a m M a m a m m g⎛ ⎞+ + − = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

由式⑧、式⑫和式⑬解得 

2
1 2 1 3 2 3 2 3 2 1

1
2 1 2

2 3 1 2 1 3 1 2 3 2 3

( 4 ) (3 3 )
2

(4 ) ( )
2 2 2

Mm m m m m m m m M m g
a

M M Mm m m m m m m m m m m

⎡ ⎤+ − − + + −⎢ ⎥⎣ ⎦=
⎛ ⎞+ + + + + + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠
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2 1
2 3 1 2 1 3 2 3 2 1 2 3

2
2 1 2

2 3 1 2 1 3 1 2 3 2 3

(4 3 ) ( 5 ) ( )
2 2

(4 ) ( )
2 2 2

M Mm m m m m m m m M m m m g
a

M M Mm m m m m m m m m m m

⎡ ⎤+ − + + + − + −⎢ ⎥⎣ ⎦=
⎛ ⎞+ + + + + + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

2 1
2 3 1 2 1 3 2 3 2 1 3 2

3
2 1 2

2 3 1 2 1 3 1 2 3 2 3

(4 3 ) (5 ) ( )
2 2

(4 ) ( )
2 2 2

M Mm m m m m m m m M m m m g
a

M M Mm m m m m m m m m m m

⎡ ⎤− + + + + − + −⎢ ⎥⎣ ⎦=
⎛ ⎞+ + + + + + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

8.17  有一个均匀细棒，质量为 m ，长为 l ，平放在滑动摩擦系数为 μ 的水平

桌面上，一端固定，在外力推动下，绕此固定端在桌面上以角速度 0ω 转动. 今撤去

外力，问从撤去外力开始到停止转动时需经过多长时间？（不考虑轴上的摩擦. ） 
解  如图 8.17a 所示，距原点为 x的 dx 小段所受摩擦力的力矩为 

d d (  ) dm mgM x x g x x
l l

μμ⎛ ⎞= ⋅ ⋅ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

总力矩为 

0
d d

2
l mg mglM M x x

l
μ μ

= = =∫ ∫  

细棒绕一端点的转动惯量为 

21
3

I ml=  

由转动定律 M Iβ= 得角加速度 

3
2

M g
I l

μβ = =  

这是匀减速转动. 
从撤去外力开始到停止转动时需经过时间 

0 02
3
lt

g
ω ω
β μ

= =  

 

图 8.17a 

8.18  一螺旋桨对转轴的转动惯量为 I ，在不变的转动力矩 L 的作用下由静止开

始转动，阻力矩 L′与角速度 2ω 成正比. 比例系数 k 是常数. 试问： 
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（1）经过多少时间后角速度达到一规定值 1ω ？ 

（2）这段时间里转过了多少圈？ 

解 （1）           2 d
d

L k I
t
ωω− = ，  2

d dt
I L k

ω
ω

=
−

 

所以 
1

0

0

1 ln
2

t
L

t k
I Lk L

k

ω

ω

ω

+
=

−
，  

1

1

ln
2

L
I Kt
Lk L

K

ω

ω

+
=

−
 

（2）                       2d dIt
L k

ω
ω

=
−

 

1 1
2 2

1
2 2 20 0 1

dd d ln ln
2 2 2

I I I L k I Lt
k L kL k L k L k

ω ωω ω ωω ω
ω ω ω

−
= = = − =

− − −∫ ∫ ∫  

所转圈数 

2
1

d
ln

2 4

t I LN
k L k

ω

ω
= =

π π −
∫  

8.19  一飞轮的转动惯量为 I ，开始制动时的角速度为 0ω .  
（1）设阻力矩与角速度的平方成正比，比例系数为 k ，求开始制动到角速度为 1ω

的时间内的平均角速度ω； 
（2）经过多少时间角速度减少为起始的三分之一？ 

解 （1）                   2 d
d

k I
t
ωω− =  

2
1 1d dt
I k

ω
ω

− =  

0
20

d dt t
I k

ω

ω

ω
ω

= −∫ ∫  

积分得 

                              
0

1 1 1t
I k ω ω

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 ① 

角速度与时间的关系： 
0

0

I
k t I

ωω
ω

=
+

 

当 1ω ω= 时，所需时间为 

                             1
1 0

1 1It
k ω ω
⎛ ⎞

= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ② 
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1 1 0 0 1

0 01 1 0 1

1 1d d ln
t t I k t IIt t

t t k t I kt I
ω ωω ω

ω
+

= = =
+∫ ∫  

将式②代入得 

0

1

1 0

1 ln
1 1

ωω
ω

ω ω

=
⎛ ⎞

−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

（2）当 1 0
1
3

ω ω= 时，由式②得 

1
0 0 0

3 1 2I It
k kω ω ω
⎛ ⎞

= − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

8.20  一重量均匀分布的 10kg 梯子，等分为二十级，以 60°的倾斜度架在一面

光滑的竖直墙上. 当一个体重为 60kg 的人沿梯子向上很慢地爬到第十五级时，梯子

开始滑动，求此时地面给予梯子的摩擦力 f 为多大？ 

解  刚滑动时，梯子和人的质心的水平加速度近

似为零，于是可设 2N f= ，以 A 为转轴，设杆长为 l .  

由所受力矩为零得 

2
15 1cos60 cos60 sin 60
20 2

lmg lMg N l+ =° ° ° 

题设： 
60kg,    10kgm M= =  

2 283N 283NN f⇒ ≈ ⇒ =  

8.21  一质量为 M 的均匀正立方体 A斜靠在光滑的竖直墙上， A与地面之间的

摩擦力刚好足以阻止它滑动. 求 μ 与θ 的关系，μ 是 A与地面之间的静摩擦系数，θ

是 A的一边与水平的夹角，如图所示.  
解  如图 8.21a 所示，对正方体 A 作受力分析，设正方体边长为 a，根据 A 受

力平衡及力矩平衡，得方程组 

                    

                题 8.21 图                                   图 8.21a 

 

图 8.20a 
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1

2

1

2
2 cos sin

2 4

Mg N
N f
f N

Mg a N a

μ

θ θ

=⎧
⎪ =⎪⎪ =⎨
⎪ π⎛ ⎞⎪ ⋅ ⋅ + = ⋅ ⋅⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

 

                     cos 2 sin
4

θ μ θπ⎛ ⎞⇒ + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

                     cos sin 2 sinθ θ μ θ⇒ − =  

                     1tan
1 2

θ
μ

=
+

 

答  μ θ与 的关系为
1tan

1 2
θ

μ
=

+
. 

8.22  四个均匀的球：（1）实心钢球，半径 5.0cm；（2）实心塑料球，半径 10cm；

（3）钢球壳，半径 5.0cm；（4）轻塑料球壳，半径 10cm，从同一斜面上的同一高度

由静止开始滚下，设空气的影响不计，设球没有滑动，试比较它们的快慢.  
解  如图 8.22a 所示，对球（壳）作受力分析，设斜面倾角为θ ，质心加速度

为 a，对质心轴转动角加速度为 β ，半径为 r . 

由题意，得 

2

2

sin

sin

mg f ma
f r I
a r

mra g
I mr

θ
β

β

θ

− =⎧
⎪ ⋅ =⎨
⎪ =⎩

⇒ =
+

 

对于（1）、（2）有 
2

1 2
2 2

5sin sin2 7
5

mra a g g
mr mr

θ θ= = =
+

 

对于（3）、（4）有 
2

3 4
2 2

3sin sin2 5
3

mra a g g
mr mr

θ θ= = =
+

 

所以（1）、（2）较快. 
8.23  一个直径为 10cm 的木质均匀实心柱体，可装在外径为 12cm 的均匀空心

铜柱中，恰好贴紧无隙，两者等长. 已知铜柱的质量等于木柱的 3.5倍，问从同一

图 8.22a 
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斜面的同一高度由静止开始滚下（设没有滑动）时，（1）木柱；（2）空心铜柱；

（3）两者紧套在一起；哪一个滚到底所需时间最短？ 
解  由习题 8.22 结论知质心加速度为 

2

2 sinmra g
I mr

θ=
+

 

设木柱质量为 m ，则铜柱为 3.5M m= . 
对于（1）木柱，有 

2
1

1
2

I mr=  

所以 
2

1
2 2

2sin sin1 3
2

mra g g
mr mr

θ θ= =
+

 

对于（2）空心铜柱，有（ ,   R r 分别为外径和内径） 

2 2
2

1 ( )
2

I M R r= +  

所以 
2 2

2 12 2
2 2 2

2sin sin1 3( )
2

MR Ra g g a
R rM R r MR

θ θ= = <
++ +

 

对于（3）两者紧套在一起，有 

2 2 2
3

1 1( )
2 2

I M R r mr= + +  

所以 
2

3
2 2 2 2

2 2

2
2 2 2 2 2

( ) sin1 1( ) ( )
2 2

2 2sin sin252
9

m M Ra g
M R r mr m M R

R Rg g aM R r R R r
m M

θ

θ θ

+
=

+ + + +

= = >
+ + +

+

 

6cm,  5cmR r= = ， 得 

3 1
72 sin

125
a g aθ= <  

所以（1）木柱滚到底时间最短.  
8.24  在倾角为θ 的固定斜面上，有四个均匀物体：（1）圆柱体（轴线水平）；
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（2）薄壁圆筒（轴线水平）；（3）实心球体；（4）空心球壳. 它们的半径相同，分别

在斜面上的不同位置；都从静止开始下滚，设下滚时没有滑动，出发时间相同，且

同时滚到底边. 求它们出发时离斜面底边的距离之比.  
解  由习题 8.22 结论知质心加速度为 

2

2 sinmra g
I mr

θ=
+

 

对于（1）， 21
2

I mr= ，有 

2

1
2 2

2sin sin1 3
2

mra g g
mr mr

θ θ= =
+

 

对于（2）， 2I mr= ，有 
2

2 2 2
1sin sin
2

mra g g
mr mr

θ θ= =
+

 

对于（3）， 22
5

I mr= ，有 

2

3
2 2

5sin sin2 7
5

mra g g
mr mr

θ θ= =
+

 

对于（4）， 22
3

I mr= ，有 

2

4
2 2

3sin sin2 5
3

mra g g
mr mr

θ θ= =
+

 

因为 21
2

s at= ，所以 

1 2 3 4 1 2 3 4
2 1 5 3: : : : : : : : : : : :140 105 150 126
3 2 7 5

s s s s a a a a= = =  

8.25  用连杆连接起来的两个滚子，从倾角为 30°的固定的斜面上滚下，如图

所示. 两个滚子的质量都是 5.0kg、半径都是 5.0cmR = ，但转动惯量不相等，分别

为 2
1 80kg cmI = ⋅ 和 2

2 40kg cmI = ⋅ . 滚子的框架和连杆的质量都很小，可略去不计. 

试问： 
（1）滚子无滑动地从斜面上滚下来时，它们的角加速度等于多少？这时连杆受

力的大小和方向如何？ 
（2）如果滚子 2 在前面而滚子 1 在后，结果又如何？ 
解 （1）设连杆上的张力为 F ，隔离物体，如图 8.25a 所示.  
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               题 8.25 图                                      图 8.25a 

列出方程： 
1

2

1 1

2 2

sin
sin

mg F f ma
mg F f ma
a R
f R I
f R I

θ
θ
β
β
β

− − =
+ − =

=
=
=

 

解得 
2

1 2

2 sin 66.2s
2

mg
I ImR

R

θβ −= =
+

+
 

2 1 2.6N
2

I IF
R

β−
= =  

由于 0F > ，故 F 的方向与图中所示一致，连杆受力为拉力.  
（2）此时只要在上述方程中把下标互换即可，可知 β 大小不变， F 大小不变，

但方向相反，连杆受力为压力.  
8.26  如图所示，两直尺平行并列，其间相距 2.0cmd = ，与水平成 5α = °角，

半径为 1.5cmr = 的一个均匀小球，沿尺无滑动地滚下，问球心的加速度是多少？ 
解  如图 8.26a 所示，由于对称性，可设每根直尺上的摩擦力都是 f . 

              

                  题 8.26 图                                     图 8.26a 
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                 沿尺方向质心运动定理： sin 2mg f maα − =  

                 转动定律： 2 fr Iβ′ =  

                 纯滚动条件： 'a r β=  

22
5

I mr=  

其中 
2

2

2
dr r ⎛ ⎞′ = − ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

联立解得 

2
2

2 2

sin 49.7cm/s
2 1

5( / 4)

ga
r

r d

α
= =

+
−

 

8.27  一质量为 3.0kg 的均匀实心圆球，沿着倾角为 30°的固定斜面无滑动地滚

下，求球与斜面间的摩擦力.  
解  设球的半径为 r . 对圆球作受力分析，如图 8.27a 所示.  
由题意，得 

2

sin

2
5

mg f ma
f r I
a r

I mr

θ
β

β

− =⎧
⎪ ⋅ =⎪⎪
⎨ =
⎪
⎪ =
⎪⎩

 

解得 
2 sin 4.2N
7

f mg θ= =  

即球与斜面间的摩擦力为 4.2N .  
8.28  证明：要使一物体在斜面上滚动时不打滑，滑动摩擦系数 μ 必须满足 

2
tan

1
C

MR
I

αμ
+

≥  

其中α 是斜面倾角， CI 是该物体绕质心的转动惯量，R

是滚动半径， M 是物体的质量.  
证明  受力分析如图 8.28a 所示. 由题意，得 

cosMg Nα =  

图 8.27a 

 

图 8.28a 
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sinMg f Maα − =  

f Nμ≤  

a Rβ=  

CfR I β=  

上述方程联立解得 

2
tan

1
C

MR
I

αμ
+

≥  

8.29  一个直径为 1.0cm 的均匀圆柱体在平地上滚动了 5.0s 后停止，在停止前

走过了 15m，求滚动摩擦系数 k . k 定义为对接触点的滚动摩擦力矩 L 与正压力 N 之

比 /k L N= .  
解  圆柱体绕中心轴滚动，滚动力矩存在使滚动的角速度下降，还将产生静摩

擦力 f ，使得圆柱体减速以保持纯滚动.  
设初始时刻圆柱体的速度为 0v .  

                   质心运动定理： f ma= （水平方向） ① 

                   N mg= （垂直方向） ② 

                   转动定律： L rf Iβ− =  ③ 

                   纯滚动条件： a rβ=  ④ 

设 f 为常数，由式①知 a为常数，这是匀加速运动，有 

                          2
0

1
2

S t at= −v ，  0 at=v  ⑤ 

题设 

/k L N= ，  0.005r = ，  15S = ，  5t = ，  21
2

I mr=  

由上述方程解得 

4
2

3 9.2 10 m 0.092cmSrk
gt

−= = × =  

8.30  一个半径为 r 的均匀小球放在一块水平的板上，平板以加速度 a移动. 球
与板之间的滑动摩擦系数为 μ ，滚动摩擦系数为 k . 试问： 

（1）什么情况下球将随板以加速度 a运动？ 
（2）什么情况下球只滚动而不滑动? 
解  受力分析如图 8.30a 所示 . 以木板为参考系，设球相对于板以加速度 a′

运动 .  
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图 8.30a 

考虑惯性力，有方程组： 
                   质心运动定理： ma f ma′− = （水平方向） ① 

                                 N mg= （垂直方向） ② 

                   纯滚动条件： a rβ′ =  ③ 

                   f 为静摩擦力： f Nμ≤  ④ 

                   转动定律： rf L Iβ− =   （当 0β ≠ 时）  ⑤ 

                             rf L≤ （当 0β = 时）  ⑥ 

（滚动摩擦力矩不会主动使物体滚动） 

                       题设： /k L N= ，  22
5

I mr=  ⑦ 

（1）此时，球相对于板静止， 0a′ = ， 0β = . 

由式②、式④、式⑥和式⑦,得 f mgμ≤ ，和
kf mg
r

≤ 联立. 一般情况下
k
r

μ< ，

故取 

kf mg
r

≤  

由式①得 
f kga
m r

= ≤  

即当
kga
r

≤ 时球将随板以加速度 a运动. 

（2）纯滚动时， 0β ≠ ，由方程①～方程⑦解得 

22
5

fr kmg

mr
β −
= ，  7 5 7 5

2 2 2 2
f f kg g kga r
m m r r

μβ= + = − −≤  

8.31*  已知半径为 R 的车轮上附有一凸台，半径为 r ，这个轮子的质量为 m ，

转动惯量为 I ，在凸台上缠有轻绳，轻绳另一端系有一个质量为 1m 的物体 B ，如图

所示. 轮子放在质量为 M 的三棱柱的斜面上，而质量为 1m 的物体 B 绕过棱柱上的定
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滑轮下垂，为了保证站在斜面上的观察者看来质量为

1m 的物体 B 在运动过程中是垂直上升的，即物体 B

与地面的垂直距离的变化量等于从滑轮到物体 B 上

方的绳子的缩短量. 在斜面右侧焊上一个质量为 1M

的凸台，以保证物体 B 垂直上升，凸台与物体 B 间无

摩擦，三棱柱与地面光滑接触，而斜面上车轮则沿其

滚动而下. 斜面的仰角为α ，求三棱柱的加速度 a和
绳子的张力T .  

解  隔离物体，受力分析如图 8.31a 所示. 考虑车轮 m 的运动时将坐标系放在

M 上，这是非惯性系，需要引入惯性力. 列出方程组：   
                车轮的质心运动定理： sin cosN ma mgα α+ =  ① 

                                    sin cos cmg ma f T maα α+ − − =     ② 

                车轮作纯滚动： ca Rβ=  ③ 

                车轮的转动定理： fR Tr Iβ+ =  ④ 

                1m 的运动： 1 1 1T m g m a− =  ⑤ 

                M 的运动： 1 1sin cos cos ( )N f T M M m aα α α− − = + +  ⑥ 

                题设： 1ca a rβ= +  ⑦ 

 

图 8.31a 

下面解这组方程.  
由方程⑤ 

                               1 1( )T m a g= +  ⑧ 

由方程③和方程⑦ 

                          1
c

Raa
R r

=
−

，  1a
R r

β =
−

 ⑨ 

由方程④ 

                      1
1 1

1 1( ) ( )Iaf I Tr m r a g
R R R r

β ⎡ ⎤= − = − +⎢ ⎥−⎣ ⎦
 ⑩ 

由方程① 

 

题 8.31 图 
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                            cos sinN mg maα α= −       

将方程⑧～方程 代入方程②和方程⑥得 

         
2

1 1
1 1 1 1sin cos ( ) ( )Ia mR aRmg Rma m r a g m R a g

R r R r
α α+ − + + − + =

− −
  

   

2 1
1 1 1 1

1 1

   sin cos sin cos ( )cos ( )cos

( )

IaRmg Rma m r a g m R a g
R r

m M M Ra

α α α α α α− − + + − +
−

= + +   

− cosα× 得 

                      1
1 1( ) cos 0mRam m M M a

R r
α+ + + − =

−
  

由方程 得 

        2 2
1 1 1

1cos ( ) ( ) sinaRm m R r I mR a m R r g Rmg
R r

α α⎡ ⎤− − + + = − −⎣ ⎦−
  

由方程 和方程 可解出 a , 1a ： 

1
2 2 2 2 2

1 1 1

1 1 1
1 2 2 2 2 2

1 1 1

cos [ sin ( )]
( )[ ( ) ] cos

( )( )[ sin ( )]
( )[ ( ) ] cos

mRg mR m R ra
m m M M m R r I mR m R

m m M M R r mR m R r ga
m m M M m R r I mR m R

α α
α

α
α

− −⎧ =⎪ + + + − + + −⎪
⎨ + + + − − −⎪ =
⎪ + + + − + + −⎩

 

代入方程⑧可得T ，结果为 
2 2 2 2

1 1 1
2 2 2 2 2

1 1 1

{( )[ ( )sin ] cos }
( )[ ( ) ] cos

m g m m M M I mR mR R r m RT
m m M M m R r I mR m R

α α
α

+ + + + + − −
=

+ + + − + + −
 

8.32*  参见上题，现拆去凸台 1M ，所以三棱柱系

统运动起来以后，物体 B 上的轻绳将与垂线有一夹角

θ ，其余的参量的物理意义和外界条件参见上题所述，

求出θ 所应满足的方程式. 若将θ 视为已知量，求出三

棱柱的加速度 a .  
解  隔离物体，受力分析如图 8.32a 所示. 考虑车

轮 m 和物体 1m 的运动时将坐标系放在 M 上，这是非惯

性系，需要引入惯性力.  

 

图 8.32a 

题 8.32 图 
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模仿上题列出方程组.  
                 车轮的质心运动定理： sin cosN ma mgα α+ =  ① 

                 sin cos cmg ma f T maα α+ − − =   ② 

                 车轮作纯滚动： ca Rβ=  ③ 

                 车轮的转动定理： fR Tr Iβ+ =  ④ 

                 1m 的运动： 1 1 1cos cosT m g m aθ θ− =  ⑤ 

                            1 1 1sin sinT m a m aθ θ− =  ⑥ 

                 M 的运动： sin cos cos sinN f T T Maα α α θ− − − =  ⑦ 

                 题设： 1ca a rβ= +  ⑧ 

下面解这组方程.   
由方程⑤和方程⑥得 

                               tana g θ=  ⑨ 

                               1
1 1 cos

m gT m a
θ

= +  ⑩ 

由方程③和方程⑧得 

                           1
c

Raa
R r

=
−

，  1a
R r

β =
−

  

由方程④和方程 得 

                      ( ) 1
1 1

1 1
cos

Ia gf I Tr m r a
R R R r

β
θ

⎡ ⎤⎛ ⎞= − = − +⎜ ⎟⎢ ⎥− ⎝ ⎠⎣ ⎦
  

由方程①得 
                            cos tan sinN mg mgα θ α= −       

由⑦−② cosα× 得 
2sin sin sin cos tan cos coscN T mg mg Ma maα θ α α θ α α− − − = −  

将方程⑨～方程 和方程 代入解得 

                       1
1

1

( )( ) tan
cos ( )sin

R r m m M ga
mR m R r

θ
α θ

− + +
=

− −
  

将方程⑩～方程 和方程 代入方程②解得 

                     

1
2 2

1 1

1

  cos cos (tan tan ) ( )

[ ( ) ]( )sin
cos ( )sin

mR m R r

I m R r mR m m M
mR m R r

θ α θ α

θ
α θ

+ − −

+ − + + +
=

− −
  

该方程 就是θ 所应满足的方程式.  
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若将θ 视为已知量，由方程⑨可知三棱柱的加速度为 
tana g θ=  

8.33*  镜框贴着墙立在有摩擦的钉子上，稍受扰动其即向下倾倒，当到达一定

角度θ ，此镜框将跳离钉子，求θ . （提示：跳离钉子时，镜框对钉子的压力为零. ） 
解  受力分析如图 8.33a 所示，相对于镜框的支撑点（钉子 A），用质心运动定

理和角动量定理列出方程 

                        2( )cos sin
2
lmg N f mθ θ θ− − =  ① 

                        ( )sin cos
2
lmg N f mθ θ θ− + =  ② 

                             21sin
2 3
lmg mlθ θ=  ③ 

                  

                    题 8.33 图                            图 8.33a 

下面解这组方程.    
由方程③有 

                                  3 sin
2
g
l

θ θ=  ④ 

两边乘 dθ ，利用初始条件积分得 

                             2 3 (1 cos )g
l

θ θ= −  ⑤ 

将方程④和方程⑤代入方程①和方程②解得 

                           2(3cos 1)
4

mgN θ= −  ⑥ 

                         3 sin (3cos 2)
4

f mg θ θ= −  ⑦ 

由 0f = ，得 
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2arccos
3

θ = ，此时
4

mgN =  

由 0N = ，得 
1arccos
3

θ = ，此时
2

2
f mg= −  

【分析】 
方程⑥当 0N ≥ 时正确，方程⑦当 0N ≥ 且 f Nμ≤ 时正确.  

镜框开始倾倒时，摩擦力从零开始增加（向右），达最大值后再逐渐减少到零，

此时正压力还不等于零. 然后，摩擦力反向并慢慢增加（向左），由于正压力一直是

在逐渐减少的，当摩擦力达到 Nμ 时，镜框向右滑动，当 0N = 时镜框将跳离钉子.  

此时有 
1arccos
3

θ =  

8.34  一质量为 M 、半径为 R 的均质球 1 在水平面上作纯滚动，球心速度为 0v ，

与另一完全相同的静止球 2 发生对心碰撞，如图所示. 设碰撞时各接触面间的摩擦

均可忽略，碰撞是弹性的.  
（1）碰撞后，各自经过一段时间，两球开始作纯滚动，求出此时各球心的速度； 
（2）求此过程中系统机械能的损失.  
解  由题设，碰撞时各接触面间的摩擦均可忽略，故碰撞仅交换平动能. 由于

两球的质量相同，碰撞后两球交换速度，球 1 静止但转速不变，球 2 不转动但以速

度 0v 平动.  
（1）对球 1，碰撞后设所受摩擦力为 1f ，方向向右. 设经过时间 1t 后作纯滚动，

纯滚动时球心的速度为 1v . 由质心运动定理和转动定理得 

1

1

1 1
0

2 0 1
1

0

d 0

2d
5

t

t

f t m m

f R t mR
R R

= − ⋅

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫

∫

v

v v
 

解得纯滚动时球 1 球心的速度为 

1 0
2
7

=v v  

对球 2，碰撞后设所受摩擦力为 2f ，方向向左. 设经过时间 2t 后作纯滚动，纯

滚动时球心的速度为 2v . 由质心运动定理和转动定理得 
2

2

2 0 20

2 2
20

d

2d
5

t

t

f t m m

f R t mR
R

= −

=

∫

∫

v v

v
 

 

题 8.34 图 
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解得纯滚动时球 2 球心的速度为 

2 0
5
7

=v v  

（2）碰撞前的机械能： 
2

2 2 2 2 20
0 0 0 0 0

1 1 1 1 2 7
2 2 2 2 5 10

E m I m mR m
R

ω ⎛ ⎞= + = + ⋅ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

vv v v  

碰撞后的机械能： 

2 2 2 2
1 1 1 2 2

2 2
2 2 2 21 2
1 2

2 2
2 2
1 2 0 0

2 2
0 0

1 1 1 1
2 2 2 2
1 1 2 1 1 2
2 2 5 2 2 5

7 7 7 2 5
10 10 10 7 7

7 29 29
10 49 70

E m I m I

m mR m mR
R R

m m m

m m

ω ω= + + +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + ⋅ + + ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

⎛ ⎞= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

v v

v vv v

v v v v

v v

 

此过程中系统机械能的损失为 

2 2 2
0 1 0 0 0

7 29 2
10 70 7

E E E m m mΔ = − = − =v v v  

8.35  质量为 M 、半径为 R 的弹性球在水平面上作纯滚动，球心速度为 0v ，与

一粗糙的墙面发生碰憧后，以相同的球心速度反弹，设球与地面和墙面间的摩擦系

数都为 μ ，在碰撞时球与水平面间的摩擦可以忽略.  

（1）碰撞后，球经过一段时间开始作纯滚动，求出此时的球心速度. 
（2）若球与墙面间的碰撞时间为 tΔ ，为使碰撞时球不会跳起，则摩擦系数应满

足什么关系？设碰撞中的相互作用力为恒力.  
解 （1）由题意，设碰撞时与墙的正压力为 N ，碰后，角速率由 0ω 减小到 1ω  

0 1

0 0

2

0 0

( )
( )

2
5

R N t I
N t M M

I MR

R

μ ω ω

ω

Δ = −⎧
⎪ Δ = − −⎪⎪
⎨

=⎪
⎪

=⎪⎩

v v

v

 

解得 

1 0(1 5 )ω μ ω= −  

碰撞后，球经过一段时间 t 后开始作纯滚动，设纯滚动时球的角速率为 2ω （与

题 8.35 图 
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0 1,   ω ω 的转动方向相反），球的质心速度为 2 2Rω=v ，有 

1 2

0 2

2 2

( )mgtR I
m mgt m

R

μ ω ω
μ

ω

= +⎧
⎪ − =⎨
⎪ =⎩

v v
v

 

解得 

2 0
1 (3 10 )
7

μ= +v v  （方向向左） 

（2）由前面推导知 

02N t mΔ = v  

为使碰撞时球不会跳起，应有 N mgμ ≤ ，即 

02
Mg g t
N

μ Δ
=≤

v
 

8.36  为了避免高速行驶的汽车在转弯时容易发生的翻车现象，可在车上安装

一高速自旋着的大飞轮.  
（1）试问，飞轮轴应安装在什么方向上？飞轮应沿什么方向转动？ 
（2）设汽车的质量为 M ，其行驶速度为 v ，飞轮是质量为 m 、半径为 R 的圆盘，

汽车（包括飞轮）的质心距地面的高度为 h . 为使汽车在绕一曲线行驶时，两边车

轮的负荷均等，试求飞轮的转速.  
解  设汽车沿 x 方向行驶（图 8.36a），取

质心下方地面点为参考点，汽车（包括飞轮）

的角动量为 
( )h M m= +L jv  

当汽车转弯时，角动量的方向变化，需要

提供力矩. 例如，当汽车左转时，需提供 −i方
向的力矩，即需要给质心提供向心力，否则汽车有向右侧翻倒的趋势.  

若在汽车上安装一高速自旋着的大飞轮，使总角动量为零，则当汽车转弯时，

角动量不会改变，汽车没有翻倒的趋势.  
飞轮是质量为 m 、半径为 R 的圆盘，转动角速度为ω . 于是总的角动量为 

21( ) 0
2

h M m mR= + + =L jv ω  

解得 

2
2 ( )h M m

mR
+

= − jvω  

（1）飞轮轴应安装在与汽车前进方向垂直，角动量方向向右. 

 

图 8.36a 
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（2）角速度的大小为 

2
2 ( )h M m V

mR
ω +
=  

8.37*  一半径为 r 的硬币，在桌面上绕半径为 R 的圆滚动，其质心速度为 v ，

如图所示. 设硬币的滚动为纯滚动，求其轴线与水平线所成的角θ . （ 1θ << ，R r>> ） 
解  画出受力分析图如图 8.37a 所示. AB 是硬币直径，质心为 C 点. 硬币（不

考虑厚度）的运动分为自转和公转两部分，自转的转轴为CO′，公转的转轴为过O′
点且平行于 AB 的轴（图中未画出）. 设自转和公转的角速度分别为 ,   ω Ω ，由题设

硬币的滚动为纯滚动，有 
                                r Rω Ω= = v  ① 

          

               题 8.37 图                                     图 8.37a 

由受力图，利用质心运动定理得 

2 2

sin

N mg

m mf
R r Rθ

=⎧
⎪
⎨

= ≈⎪ −⎩
v v  

取O′点为参考点，总力矩为 
( sin ) ( cos tan )M NR mg R r f r Rθ θ θ= − − − −  

由于 1,  R rθ ，故而 sin tan ,  cos 1θ θ θ≈ ≈ ，故有 

                      2sin sin rM mgr m
R

θ θ⎛ ⎞= + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

v  ② 

角动量 L由自转角动量 SL 与公转角动量 LΩ 合成： 

21 1
2 2S

RL I mr mrR
r
Ωω Ω= = =  
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2 2 21
4

L mr mR mRΩ Ω Ω⎛ ⎞= + ≈⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

角动量 L可以在 z 和 R 方向分解，其 z 方向的分量不随时间变化，但 R 方向的分量

绕 z 轴旋转，角动量 L的 R 方向分量为 
21cos sin cos sin

2R SL L L mrR mRΩθ θ Ω θ Ω θ= + = +  

取近似，得 

                           21 sin
2RL mrR mRΩ Ω θ= +  ③ 

且 

                                  
R

M
L

Ω =  ④ 

由式①～式④解得 
23sin

2Rg
θ =

v  

即 
23arcsin

2Rg
θ

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠

v  

8.38*  盘缘及杆的一端O靠在桌面上，杆与桌面成 45°角，如图所示. 今陀螺

以杆的一端O为支点，盘缘靠在桌面上作无滑动滚动，使杆绕铅垂轴作匀速转动，

角速度为Ω . 求：（1）桌面对盘缘的支承力 N ；（2）陀螺的动能.  
解  考虑一般情况，设杆与桌面成θ 角（如图 8.38a，题设 45θ = °），设盘绕杆

转动的角速度为 1ω ，由于盘面方向在不断变化，可设盘面绕其直径 AB 转动，角速度

为 2ω . 实际上由于 OA 是瞬时转轴，盘面实际绕过O点平行于直径 AB 的轴转动. 且有 

                                1 2= +ω ω ω  ① 

            

             题 8.38 图                                     图 8.38a 
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ω应为 x 轴的负方向. 由图可见 
                              1 2sin cosω θ ω θ=  ② 

由于 OA 是瞬时转轴，有 

1R OAω =Ω⋅  

即 
                               1 sinΩ ω θ=  ③ 

设 1I 为盘绕杆的转动惯量； 2I 为盘绕 z 轴的转动惯量. 有 

                           

2
1

2 2 2
2

1
2
1 cot
4

I mR

I mR mR θ

⎧ =⎪⎪
⎨
⎪ = +
⎪⎩

 ④ 

盘的角动量： 
                             1 1 2 2I I= +L ω ω  ⑤ 

指向 x 轴的角动量分量： 
                           1 1 2 2cos sinxL I Iω θ ω θ= +  ⑥ 

力矩： 

                      cot cos
sin x

RM N mgR Lθ θ Ω
θ

= − = ⋅  ⑦ 

将式②～式⑥代入式⑦，得 

                      
2

2 2(1 5cos ) cos
4cos
m RN mgΩ θ θ

θ
= + +  ⑧ 

（1）把
4

θ π
= 代入式⑧得 

27 2 1
16 2

N m R mgΩ= +  

   （2）                    2 2
1 1 2 2

1 1
2 2kE I I= +ω ω  ⑨ 

将式②～式④代入式⑨得 

2 2 2 2 22 21 1 1 1 1 71
2 2 2 2 2 164kE mR mRmR mRΩ Ω Ω⎛ ⎞= ⋅ ⋅ + ⋅ =+⎜ ⎟

⎝ ⎠
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9.1  把简谐振动 cos
3

x A tω π⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

（1）写成正弦函数的表达式； 
（2）分别以周期T 和频率ν 代替ω，写出两种表达式； 
（3）求速度 v 和加速度 a； 
（4）作 -x t 、 -tv 、 -a t 图（一个周期），时间轴分别以 t 、T 、 tω 表出.  

解 （1） 5cos sin sin
3 3 2 6

x A t A t A tω ω ωπ π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = + + = + π⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

（2）    2cos cos cos 2
3 3 3

x A t A t A t
T

ω νπ π π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = + = π +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

（3）     sin
3

x A tω ω π⎛ ⎞= = − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

v ， 2 cos
3

a x A tω ω π⎛ ⎞= = − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

（4）略. 
9.2  简谐振动 6cos(5 / 4)cmx t= − π ，试问： 

（1）振幅、周期、频率各是多少？ 
（2）起始位移、速度、加速度各是多少？ 
（3） π秒末的位移、速度、加速度各是多少？ 

解 （1）振幅 6cmA = ，周期
2 s
5

T π
= ，频率

1 5 Hz
2T

ν = =
π

.  

（2）起始位移 (0) 6cos 3 2cmx
k
π⎛ ⎞= − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
，起始速度 (0) 30sin 15 2cm/s

4
π⎛ ⎞= − − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
v ，

起始加速度 2(0) 150cos 75 2cm/s
4

a π⎛ ⎞= − − = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

（3） st = π 时，位移 ( ) 3 2cmx π = − ，速度 ( ) 15 2cm/sπ = −v ，加速度 ( )a π =  
275 2cm/s .  

9.3  如图所示，一质点作简谐振动，在一个周期内相

继通过相距为 11cm 的两点 A、 B ，历时 2.0 s，并具有相

同的速率；再经过 2.0 s 后，质点又从另一方向通过 B 点. 
求质点运动的周期和振幅.  

解  可知 A、B 关于平衡位置对称，即
11cm
2B Ax x= − = ，所以 

 

题 9.3 图 
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2AB BB
Tt t+ = ，  2 (2 2) 8(s)T = × + =  

可知从平衡位置到 B 用时1.0s ，从 B 到最大位移处用时1.0s .  
所以 

2 2cos
8 2B
Tx A A

T
π⎛ ⎞= ⋅ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
，  112 2cm

2BA x= =振幅  

9.4  如图所示，两个质点 A、 B 相距 7.0cm，都沿 x 轴作简谐振动，它们的位

置表达式为 

1 sin
2A Ax A tω π⎛ ⎞= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
， 2 sin

2B Bx A tω π⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

其中， 120sAω −= ， 121sBω
−= ， 1 3.0cmA = ， 2 4.0cmA = . 若在 0t = 时开始振动，试问： 

（1）开始振动后 0.035s时， A、 B 间的距离是多少？ 
（2）这时刻它们之间的相对速度是多少？ 
解 （1） 0.035s 0.035s| 7 ( ) |

               7 4sin 21 0.035 3sin 20 0.035 12.3cm
2 2

AB t B A tS x x= == + −

⎡ π π ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + × + − × − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

（2） 0.035s|

              4 21cos 21 0.035 3 20cos 20 0.035 95.0cm/s
2 2

BA t B A B Ax x= = − = −

π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= × × + − × × − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

v v v  

即 B 相对于 A 以 95.0cm/s 的速度向 x轴负方向运动.  
9.5  一质点在一直线上作简谐振动，当其距平衡点O为 2.0cm 时，加速度为

24.0cm/s ，求该质点从一端（静止点）运动到另一端所需的时间.  
解  设其振动方程为 cos( )x A tω ϕ= + ，所以 

2 cos( )a x A tω ω ϕ= = − +  
题设 2.0cmx = 时， a = 24.0cm/s ，解得 

2rad/sω =  
2 2.22s

2 2
Tt

ω ω
π π

= = = =  

9.6  证明，每个复摆都有两个支点，当摆动轴通过其中一个支点的摆动周期与

通过另一点的摆动周期相等时，这两个支点到质心的距离 1l 和 2l 满足： 1 2 CMl l I= ，

式中 M 是复摆的总质量， CI 是复摆对过质心的水平轴的转动惯量.  

证明  复摆作小角度振动，则由角动量定理有 

0I Mglϕ ϕ≈ −  

题 9.4 图 
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所以 

02 IT
Mgl

= π  

其中用了 sinϕ ϕ≈ ， l 为支点到质心的距离， 0I 为刚体对支点的转动惯量.  
故有 2

0 CI I Ml= + ，其中 CI 为刚体对质心的转动惯量.  
对于两个支点，有 1 2T T= ，则有 

1 2

1 2

I I
Mgl Mgl

=  

所以 

1 2
1 2

C CI Il l
Ml Ml

+ = +  

化简后有 1 2 CMl l I= . 得证.  

9.7  在光滑的水平桌面上开有一小孔，一条穿过小孔的细绳两头各系一质量分

别为 1m 和 2m 的小球，位于桌面上的小球 1m 以 0v 的速度绕小孔做匀速圆周运动，而

小球 2m 则悬在空中，保持静止.  
（1）求位于桌面部分的细绳的长度 0l ； 
（2）若给 1m 一个径向的小冲量，则 2m 将作上下小振动，求振动角频率 0ω .  

解 （1）如图 9.7a 所示，设绳中张力为T . 
                对 2m ： 2T m g=                   ① 

                对 1m ：
2
0

1
0

T m
l

=
v                  ② 

由式①和式②得 

                    
2

1 0
0

2

ml
m g

=
v

                    ③ 

（2）设 1m 做圆周运动的半径变化为 l ，即成为 0( )l l+ ，

选与 1m 一起做圆周运动的参考系，则对 1m ，受到离心力和绳子拉力T ： 

                             
2

1 1
0

m T m l
l l

− =
+
v  ④ 

设 1m 沿垂直于绳方向的速度为 v ，由角动量守恒有 

                             1 0 1 0 0( )m l l m l+ =v v   ⑤ 

对 2m ，有 

                               2 2T m g m l− =   ⑥ 

 

图 9.7a 
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由式④～式⑥消去 ,   T v ，并利用第（1）问结论
2
0

1 2
0

m m g
l
=

v
得 

                        
3

2 1 2
0

1 1 ( )lm g m m l
l

−⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥+ − = +⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 ⑦ 

对

3

0

1 l
l

−
⎛ ⎞
+⎜ ⎟

⎝ ⎠
泰勒展开并且略去高阶项，得 

2 1 2
0

3 ( )lm g m m l
l

⎛ ⎞
⋅ − = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

利用式③消去 0l 得 
2 2
2

1 2 2
1 0

3( ) 0m gm m l l
m

+ + =
v

 

这是振动方程，且振动角频率 
2 2
2 2 1

0 1 22
1 0 1 21 0

3 3/ ( )m g m g mm m
m m mm

ω = + =
+vv

 

9.8  如在质量均匀分布的球形行星上沿任一直径挖一隧道，将一物体由静止开

始从一道口自由掉下.  
（1）求证物体到达隧道的另一道口所需的时间与物体的质量无关，与行星的直

径无关，只与行星的密度 ρ 有关，并计算该时间.  

（2）若隧道是沿行星的任一弦挖的，求证该时间与弦的长短、位置均无关，并

证明该时间与（1）中的完全一样.  
（3）若行星以角速度 0ω 匀速自旋，角速度方向与隧道垂直，则（1）、（2）中的

时间又为多大？ 
（ 4 ）若上述行星为地球，已知地球密度 3 35.52 10 kg/mρ = × ， 6.67G = ×  
11 3 210 N m /kg− ⋅ . 由于地球自旋角速度很小，故可忽略，试计算（1）、（2）两问中所

提及的时间.  
解 （1）沿直径时：物体受到其所在半径 r 以外的万有引力合为零.  

3

2

4  
3

G r m
m r

r

ρ⋅ π ⋅
− =  

即 
4 0
3

r G rρ+ π =  
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这是振动方程，得 

4
3

G ρω π
=  

所以从一端到另一端的时间 

3
2 4
Tt

Gω ρ
π π

= = =  

（2）隧道为任一条弦时，物体受到万有引力沿弦方向分力提供加速度，所以 

3

2

4
3

G r m x mx
rr

ρ⋅ π ⋅
− ⋅ =  

即 
4 0
3

x G xρ+ π =  

仍可得 

4
3

G ρω π
=  

所需时间仍为
3

4Gρ
π . 

（3）当星球以垂直于隧道的角速度 0ω 转动时，取相对于星球静止的转动参考

系，则 

3

2
02

4
3

G r m x m x mx
rr

ρ
ω

⋅ π ⋅
− ⋅ − =  

即
 

2
0

4 0
3

x G xρ ω⎛ ⎞+ π + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

这是振动方程，得 

2
0

4
3

G ρω ωπ
= +  

1/2
2
0

4 
3

Gt ρ ω
ω

−π π⎛ ⎞= = π +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

（4）当 3 35.52 10 kg/mρ = × ， 0 0ω = 时， 
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33 2.5 10 s
4

t
Gρ
π

= = ×  

9.9  半径为 r 的均匀重球，可以在一半径为

R 的球形碗底部作纯滚动. 求圆球在平衡位置附

近作小振动的周期.  
解  如图 9.9a 所示，首先需判断在 A 点的静

摩擦力 f 的方向.  

设小球与碗底脱离，静摩擦力为零. 由质心运

动定理知小球的质心加速度方向应指向平衡点，

即与θ 增加的方向相反，故知 A 点的静摩擦力 f

的方向应和θ 增加的方向相同，如图 9.9a 所示.  

              质心（C 点）运动定理： sin ( )mg f m R rθ θ− + = −  ①  

              纯滚动条件： ( )r R rβ θ= − −  ②  

其中， β 是 A 点绕 C 点转动的角加速度，θ 是 C 点绕 O 点转动的角加速度，两者

方向相反，故方程②右边有一负号.  

                          角动量定理： 22
5

fr mr β= ⋅  ③  

题设为小振动，近似有 
                                  sinθ θ≈  ④ 

由式①～式④可得 

                              7 ( ) 0
5

R r gθ θ− + =  ⑤ 

这是振动方程，解得周期 

7( )2 / 2
5
R rT

g
ω −

= π = π  

9.10  同一简谐振动的位移、速度、加速度之间的相位差是多少？谁比谁超前？ 
解  设 cos( )x A tω ϕ= + 为简谐振动的位移，则 

sin( ) cos
2

x A t A tω ω ϕ ω ω ϕ π⎛ ⎞= = − + = + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

v  

2 2cos( ) cos( )a x A t A tω ω ϕ ω ω ϕ= = − + = + + π  

故加速度超前速度 / 2π ，速度超前位移 / 2π .  
9.11  一个单摆如图所示，摆长 150cml = ，悬点O 的正下方

有一固定的钉子 A， 54cmOA = ，设摆动角度很小，求此摆的周期.  

图 9.9a 

 

题 9.11 图 
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解  相当干两个单摆的复合，所以 

1 2 2.21s
2 2
T T l l OAT

g g

⎛ ⎞−⎜ ⎟= + = π + =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

9.12  在一平板上放一质量为 1.0kg 的物体，平板在竖直方向上下地作简谐振

动，周期为 0.50s，振幅为 2.0cm. 试求： 
（1）位移最大时物体对平板的压力； 
（2）平板以多大振幅振动时，物体刚好要跳离平板.  
解   取向上方向为正，设振动方程为 cosx A tω= ，由题意： 0.02mA = ，

12 4 s
T

ω −π
= = π ，物体的加速度为 

                             2 cosa x A tω ω= = −  ① 

（1）当 x 的绝对值最大时， 

                    2 2cos 1,     3.16m/st a Aω ω= ± = ± = ±  ② 

设物体对平板的压力为 N ，则 
N mg ma− =  

得 
                                ( )N m g a= +  ③ 

将式②代入得 

1 12.96NN = ，  2 6.64NN =   （分别对应于平板在最高点和最低点） 

（2）要使物体离开板，则 0N = ，由式③得 a g= − ，由式①得 2 6.2cmgA
ω

= = . 当

平板在最高点时物体离开板.  
9.13  一物体静止于一水平板上，此板沿水平方向作简谐振动，频率为 12.0s− ，

物体与板面的静摩擦系数为 0.50 . 试问： 
（1）要使物体在板上不致发生滑动，能允许振幅的最大值是多少？ 
（2）若此板沿竖直方向作简谐振动，振幅为 5.0cm，要使物体不离开板，最大

频率是多少？ 

解 （1）最大静摩擦力 f mgμ= 应提供物体最大加速度 2a Aω= ，而
2
T

ω π
= =  

12 4 sν −π = π ，所以最大振幅 m 2 3.1cmgA μ
ω

= = .  

（2）最大频率 mν 应满足 2(2 )A gν⋅ π = ，得 2.2Hzν = . 

9.14  能否在复摆上找一点，在此点上加上一质量有限大的质点而不改变复摆

的周期？如能找到，此点应在何处？ 
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解  对复摆可列运动方程 
sinI mgh mghϕ ϕ ϕ= − ≈ −  

其中， I 为刚体对转轴O的转动惯量， m 为刚体质量， h为O与质心C 的距离OC . 

周期为 2 IT
mgh

= π ，其与单摆周期公式比较有等效的摆长 0
Il

mh
= ，故在OC 连

线上距支点O为 0
Il

mh
= 处挂有限质量的物体，不影响复摆的周期.  

9.15  甲地的重力加速度为 2979.442cm/s ，乙地的重力加速度为 2980.129cm/s . 
问在甲对准的一个摆钟移到乙地后，每 24h 快或慢几秒？设其他条件不变.  

解  同一钟在甲乙两处周期比为 

11 2

2 1

2

2

2

l
gT g

T gl
g

π
= =

π
 

设 24ht = 内钟在甲地摆 1n 下，在乙地摆 2n 下，故 

1 2
1 2

,     t tn n
T T

= =  

则其显示时间的比 1 1 2

2 2 1

24
24

n h n T
n h t n T

= =
+ Δ

，而 ，所以 

2

1

24
24

g h t
g h

+ Δ
=  

解得 30.30stΔ = ，即快 30.30s.  
9.16  用扭摆可以测物体的转动惯量. 扭摆的底为一质量均匀分布的圆盘，半径

为 R ，质量为 m ，悬点通过中心轴，如图所示. 把圆盘扭转一个角度后放手，它便

以悬线为轴来回扭摆，测得其摆动周期为 1T . 加上一

待测物体 M 后，其摆动周期为 2T ，求 M 绕摆轴的转

动惯量.  
解  扭摆的振动方程： 

            加 M 前： 0I kϕ ϕ= −                 ① 

            加 M 后： 0( )I I kϕ ϕ+ = −             ② 

由式①和式②得 

            0 0
1 22     2I I IT T

k k
+

= π = π，           ③ 题 9.16 图 
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其中， 0I 为 m 的转动惯量 

                                2
0

1
2

I mR=  ④ 

由式③得 
2

2
2

01

1T I
IT

= +  

2 2
22 2

0 2 2
1 1

11 1
2

T TI I mR
T T
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

9.17  如图所示，一质量为 m 的均匀木板水平地搁在两个以相同角速度ω相向

旋转的滚子上，两滚子轴间的距离为 d ，它们具有相同的直径. 滚子与木板之间的

滑动摩擦系数为 μ . 问当木板偏离对称位置后，它如何运动？如果是作简谐振动，

其周期是多少？ 
解  如图 9.17a 所示，当木板偏离对称位置 x时，对木板质心由力矩平衡有 

                            1 22 2
d dN x N x⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 ①  

              

              题 9.17 图                                      图 9.17a 

质心运动定理： 
                           竖直方向： 1 2mg N N= +       ② 

                           水平方向： 2 1f f mx− =          ③ 

其中 
                             2 2 1 1,     f N f Nμ μ= =  ④ 

由式①～式④得 
2 mg x mx

d
μ

− =  

这是简谐振动：
2 g

d
μω = ，周期为

2 2
2

dT
gω μ

π
= = π . 



《力学与理论力学（第二版）》习题解答 

 

·134·

9.18  两个方向相同，频率相同的简谐振动，其表达式为： 1 5sin(10 0.75 )cmx t= + π ，

2 6sin(10 0.25 )cmx t= + π ，分别用矢量图法和计算法求合振动.  

解  计算法求合振动： 

1 2
35sin 10 6sin 10
4 6

3 35cos 6cos sin10 5sin 6sin cos10
4 4 4 4

2 11sin10 2 cos10 61sin(10 )
2 2

x x x t t

t t

t t t ϕ

π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = + π + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎡ π π ⎤ ⎡ π π ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= + = +

 

其中， arctan11ϕ = . 

矢量图法合振动： 
如图 9.18a 所示，分别画出矢量 

1 5[sin(0.75 ) cos(0.75 ) ]= π + πx i j  

2 6[sin(0.25 ) cos(0.25 ) ]= π + πx i j  

1 2,  x x 是 0t = 时的振幅矢量，其中 ,  i j是 ,  x y 方向的

单位向量， 1 2= +x x x 是 0t = 时合振动的振幅矢量，

这三个矢量都绕 O 点以角速度 10ω = 做匀速圆周运

动，合振动的振幅矢量在 x 方向的投影就是所求的合

振动 

61sin(10 ) 61sin(10 84 48 )cmx t tϕ ′= + = + °  

9.19  两个方向相同、频率相同的简谐振动，其合振幅为 10cm，合振动的相位

与第一个振动的相位差 30°. 若第一个振动的振幅为 1 8.0cmA = ，求第二个振动的振

幅 2A 及第一与第二两振动的相位差.  
解  设第一个振动为 1 1 cosx A tω= ，第二个振动为 2 2 cos( )x A tω ϕ= + ，则合振动为 

                 1 2 1 2 2( cos )cos sin sinx x x A A t A tϕ ω ϕ ω= + = + −  ① 

题设 
                cos( 30 ) cos30 cos sin30 sinx A t A t A tω ω ω= + = −° ° °  ② 

由式①和式②得 

1 2

2

cos cos30
sin sin30

A A A
A A

ϕ
ϕ

+ =⎧
⎨ =⎩

°

°
 

题设 

110cm     8cmA A= =，  

图 9.18a 
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解得 

2 5.0cm,     82.5A ϕ= = ° 

9.20  已知两组相互垂直的振动为 

（1）
sin  
cos  

x a t
y b t

ω
ω

=⎧
⎨ =⎩

， （2） 
cos  
sin  

x a t
y b t

ω
ω

=⎧
⎨ =⎩

 

每组合成的结果各是什么运动，它们之间有何不同？ 

解 （1）
2 2

2 2

sin
1

cos
x a t x y
y b t a b

ω
ω

=⎧
⇒ + =⎨ =⎩

，为椭圆，半长轴 a，半短轴b ，顺时针转动.  

（2）
2 2

2 2

cos
1

sin
x a t x y
y b t a b

ω
ω

=⎧
⇒ + =⎨ =⎩

，也为椭圆，半长轴 a，半短轴 b ，逆时针转动.  

9.21  地震的瑞利面波在地面沿 x 方向以速度 v 传播

时，介质质点在波的传播方向和垂直地面方向所组成的平

面内运动，其水平分量U 和垂直分量W 分别为 

0.42sin xU tω⎡ ⎤⎛ ⎞= −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦v
， 0.62cos xW tω⎡ ⎤⎛ ⎞= − −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦v

 

问质点在 -U W 平面内做什么运动？并试画出其图形.  

解  由题知
2 2

2 2 1
(0.42) (0.62)

U W
+ = ，为半长轴 0.62，半短

轴为 0.42 的椭圆. 由参数 t 的变化与 U，W 的关系知其为

逆时针转动，参见图 9.21a. 
9.22  一质点同时在两正交方向作简谐运动，振幅相等，频

率为 3∶2，起始位移都为零. 画出它的李萨如图形.  
解  频率比 3∶2 的李萨如图形参见图 9.22a.  
9.23  某阻尼振动的振幅在一个周期后减为原来的1/ 3，问

此振动周期较无阻尼存在时的周期 0T 大百分之几？ 
解  设阻尼系数为 β ，由题设可得 

                                1 e
3

fTA A β−=  ① 

周期： 

                                2
f

f

T
ω
π

=      ② 

                               2 2
0fω ω β= −  ③ 

求得 

 

图 9.21a 

 

图 9.22a 
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                            0ln3 ln3 ln3
2 2

f

fT
ω ωβ = = ≈
π π

 ④ 

无阻尼存在时的周期： 

                                  0
0

2T
ω
π

=   ⑤ 

由式②～式⑤得 
22 2 2 2

0 0
2 2 2 2 2

0 0 0

ln31 1
2

f

f

T
T

ω ω β
ω ω β ω

⎛ ⎞= = ≈ + = + ⎜ ⎟π− ⎝ ⎠
 

故 
2

0

0

1 ln3 1.5%
2 2

fT T
T
− ⎛ ⎞≈ ≈⎜ ⎟π⎝ ⎠

 

9.24  一个摆作阻尼振动，初振幅为 0 3.0cmA = ，过 10s 后振幅衰减为 1.0cm. 问

再过多少时间振幅衰减为 0.30cm？ 
解  由题设， 0 3.0cmA = ， 10st = 时， 

                             0( ) e 1cmtA t A β−= =  ① 

再过 t′， 
                        ( )

0( ) e 0.3cmt tA t t A β ′− +′+ = =  ② 

由式①和式②解得 

0

ln 0.3 10.96s
ln

t t
A

′ = − =  

9.25  火车在铁轨上行驶时，每经过一接轨处便受到一次震动，使车箱在弹簧

上作上下振动. 设铁轨每段长 12.5m，车箱上每个弹簧承受的重量为 0.50t，弹簧每

受 1.0t 重的力将压缩 10mm. 若弹簧本身重量不计，问火车以什么速率行驶时，弹

簧的振幅最大？ 

解  题设弹簧劲度
3 2

510 kg 9.8m/s 9.8 10 N/m
10mm

k ×
= = × ，铁轨每段长 12.5mL = ，每

个弹簧承受的质量为 
30.5 10 500(kg)m = × =  

即固有频率 

0
1 1 7.05Hz

2 2
kf

T m
ω

= = = =
π π

 

当火车达到共振时，弹簧的振幅最大，此时火车速度 



第 9 章  振 动 和 波 

 

·137·

0 12.5 7.05 88(m/s)v Lf= = × =  

9.26  一物体挂在弹簧下，物体-弹簧系统的固有振动周期为 0 0.5sT = . 今在物

体上加一竖直方向的正弦力，其最大值为 100dynF = ；此外，还有一不大的摩擦力

存在. 设系统在共振时的振幅为 5.0cmA = ，并设摩擦力与速度成正比，即 f xα= . 
求摩擦阻力系数α 和最大摩擦力的数值 maxf .  

解  题设系统的固有振动周期为 0
0

2 0.5sT
ω
π

= = ，由于所给受迫力 sinF tω 下达共

振，此时系统的运动方程为 
sinmx x kx F tα ω+ + =  

将方程改写为 

                         2 i ( /2 )
0 02 e tx x x f ω ωβ ω −π+ + =  ① 

其中 

                        
2m
αβ = ， 2

0
k
m

ω = ， 0
Ff
m

=  ② 

方程①的稳态解为 

                 cos( )x A tω ϕ= − ，  0
2 2 2 2 2
0( ) 4

fA
ω ω β ω

=
− +

 ③ 

共振时的振幅 A 最大，即 
d 0
d

A
ω
=  

由式③得 
2 2
0 2ω ω β= −  

其中
2m
αβ = . 

当 0β ω 时有 0ω ω= ，即 

0
2 2 2 2 2

0 00
2( ) 4

f F FA
mβω αωω ω β ω

= ≈ =
− +

 

解得摩擦阻力系数为 

30

0

1.6 10 N s/m
2
TF F

A A
α

ω
−= = ⋅ = × ⋅

π
 

而此时 

0 0sin( )x A tω ω ϕ= − −  
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得摩擦力最大值 

m 0 0.001Nf A Fαω= = =  

9.27  如图所示，在波的传播路程上有 A、B 两点，介质的质点都作简谐振动，

B 点的相位比 A点落后 30°. 已知 A、B 之间的距离为 2.0cm，振动周期为 2.0s，求

波速 v 和波长 λ .  
解  如题 9.27 图，由题设这是右行波， 

0cos( )y A t kxω ϕ= − +  

其中，
2
T

ω π
= ，

2k
λ
π

= .  

题设 

2.0sT = ，  2.0cmAB = ，  
6

k AB π
⋅ =  

解得 

波长
2 2 24cm

/ 6
AB

k
λ π π
= = ⋅ =

π
，  波速 12cm/s

T
λ

= =v  

9.28  某简谐波波长为 10m，传至 A处引起 A处质点振动，振动周期为 0.20s，
振幅为 0.50cm. 试问： 

（1）波的传播速度 v 是多少？ 
（2）质点经过平衡位置时的运动速度是多少？ 

解 （1）                10m 50m/s
0.2sT

λ
= = =v  

（2） 2 10 / s
T

ω π
= = π ，质点经过平衡位置时的运动速度为 

max 5 cm/s 15.7cm/sAω= = π ≈v  

9.29  一平面波的表达式为 cos( )x a bt cx= − ， 

（1）指出它的振幅、角频率、周期、波长、频率和波速； 
（2）如 20cos (2.5 0.01 )cmx t x= π − ，算出上述各物理量的数值.  

解 （1）振幅为 a，角频率为 b ，周期
2T
b
π

= ，波长
2
c

λ π
= ，频率

1
2
b

T
ν = =

π
，

波速
b

T c
λ

= =v . 

（2） 此时， 20cm,  2.5 / s,  0.8s,  200cm,  1.25Hz,  250cm/sa Tω λ ν= = π = = = =v . 
9.30  平面简谐波的振幅为 1.0cm，频率为 100Hz，波速为 400 m/s. 以波源处的

质点经平衡位置向正方向运动时作为时间起点，求距波源 800cm 处介质质点振动的

表达式.  

题 9.27 图 
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解  题设 1cm, 100HzA f= = ， 400m/s=v ，波源处初位相 0ϕ = ，求得 

               周期
1 0.01sT
f

= = ，  角频率 12 200 s
T

ω −π
= = π  

               波长 4mTλ = =v ，  波数 12 2 m
2

k
Tλ

−π π π
= = =

v
 

距波源 800cm 0.8mx = = 处介质质点振动的表达式为 

sin( ) sin 200 8 sin(200 )cm
2

y A t kx t tω ϕ π⎛ ⎞= − + = π − × = π⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

9.31  两个不同的音叉在完全相同的两段绳上产生稳定的简谐波，振幅为

1 22A A= ，波长为 1 2 / 2λ λ= . 设绳子除与音叉外不与其他物体交换能量. 求两音叉给

予绳子的功率之比 1 2/P P .  

解  由于绳子相同，故 v 相同，则
2ω
λ
π

=
v
，题设 1 2 / 2λ λ= ，有 

1 2 2 1/ / 2ω ω λ λ= =  

所以 
2 2

1 1 1
2 2

2 2 2

16P A
P A

ω
ω

= =  

9.32  波遇到两种介质的界面时发生反射，设入射波与反射波的振动方向不变. 
如果入射波是一纵波，要使反射波是一横波，设纵波在介质中的传播速度是横波传

播速度的 3 倍. 问入射角为多少？ 
解  如图 9.32a 设入射角为θ ，原波沿 x 方向振动、

传播、经反射后，仍沿 x方向振动，但沿与 x垂直的 y 方

向传播，则波沿 1 从 A B→ 时间应与沿 2 从 B C→ 时间

相等，故 

1

2

tan 3BC
AB

θ = = =
v
v

 

即 
60θ = ° 

9.33  两正弦波向同一方向前进，波速分别为 1v 和 2v ，波长分别为 1λ 和 2λ ，

试求： 
（1）对应于这两个波，其振动具有相同相位之各点在空间的移动速度 u ； 
（2）相邻两个上述点之间的距离 D ； 

（3）由上得到，如果 1 2≈v v ， 1 2λ λ≈ ，则
d
d

u λ
λ

= −
vv 即群速度； 

（4）由此证明拍频的频率为两个频率之差.  

 

图 9.32a 
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解 （1）设两侧波分别为 

1 1 1 1cos( )y A t k xω ϕ= − + ，  2 2 2 2cos( )y A t k xω= −  

具有相同位相的各点有 

1 2 1 2( ) ( ) 2t k k x nω ω φ− − − + = π    n（ 为整数） 

有

 
                1 2 1 1 2 2 1 2 2 1

1 2 1 2 2 1

d 2 / 2 /
d 2 / 2 /
xu
t k k

ω ω λ λ λ λ
λ λ λ λ

− π − π −
= = = =

− π − π −
v v v v  ① 

（2）相邻两点满足    

1 2 1 2 1

1 2 1 2 2

( ) ( ) 2
( ) ( ) 2( 1)

t k k x n
t k k x n

ω ω ϕ
ω ω ϕ

− − − + = π⎧
⎨ − − − + = + π⎩

 

所以 

1 2
2 1

1 2 1 2

2D x x
k k

λ λ
λ λ

π
= − = =

− −
 

（3）由式①得群速度为 

1 2 1 1 1 1 2 1

2 1 2 1

u λ λ λ λ
λ λ λ λ

− −
= +

− −
v v v v 2 1

1 1
2 1

λ
λ λ

−
= −

−
v vv  

由题设 1 2≈v v ， 1 2λ λ≈ ，可令 

1 =v v ，  2 d= +v v v ，  1λ λ= ，  2 dλ λ λ= +  

群速度为 
d
d

u λ
λ

= −
vv  

（4）拍频 1 2
1 2

1 2

u f f
D

ν
λ λ

= = − = −
v v

，即拍频的频率为两个频率之差.  

9.34  如图所示，介质中两相干简谐点波源 A、B 相

距为 30m，振幅相等，频率均为 100Hz，相位差为 π，

波的传播速度是 400m/s. 求 A、B 间连线上因干涉而静

止的点的位置.  
解  设 A 处 1 cos( )y A t kxω= − + π ，B 处 2 cos( ) 30y A t kx x xω ′ ′= − = −，其中 . 
题设 2 200fω = π = π，波的传播速度： 400m/s=v . 
要找静止点，则相位差为 2 1n( + )π，即 

                    [ (30 )] 2t kx t k x nω ω− + π− − − = π + π  ① 

题 9.34 图 
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其中，
2

k ω π
= =

v
. 

由式①解得 

15 15 2nx n
k
π

= − = −   n（ 为整数），即 x是奇数 

即 AB 之间距 A 为奇数米处的点均静止. 
9.35  P 点与两振源 A、B 等距，相对位置如图所示， A、B 的振动方向相同，

自 A、 B 发出的两简谐波，频率都是 100Hz，相位差为 π，介质中波速为 10m/s，
到达 P 点时，振幅都是 5.0cm.  

（1）求 P 点振动的表达式； 
（2）若 A、 B 的相位差为 0，则又如何？ 
（3）若 A、 B 的相位差为 / 2π ，则又如何？ 
解  由题意，两振源 A、 B 的振动为 

0 05sin( ),     5sin( )A Bx t x tω ϕ ϕ ω ϕ= + + Δ = +  

题设 

2 210 15 5 13(m)AP BP= = + = ，  波速 10m/s
k
ω

= =v  

圆频率 2 200 /sfω = π = π ，波数 120 mk ω −= = π
v

 

到达 P 点时，两支波的振动为 

0 05sin( ),     5sin( )AP BPx t k AP x t k BPω ϕ ϕ ω ϕ= − ⋅ + + Δ = − ⋅ +  

P 点的合振动为 

0 0

0

5sin( ) 5sin( )

10cos sin 200 100 13
2 2

P AP BPx x x t k AP t k BP

t

ω ϕ ϕ ω ϕ
ϕ ϕϕ

= + = − ⋅ + + Δ + − ⋅ +

Δ Δ⎛ ⎞= π − π+ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

（1） ϕΔ = ±π时， P 点振动的表达式为 

0Px =  

（2） 0ϕΔ = 时， P 点振动的表达式为 

( )010sin 200 100 13Px t ϕ= π − π +  

（3）
2

ϕ π
Δ = ± 时， P 点振动的表达式为 

05 2 sin 200 100 13
4Px t ϕ π⎛ ⎞= π − π+ ±⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 

题 9.35 图 
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9.36  弦上一驻波中相邻两节点的距离为 65cm，弦的振动频率为 22.3 10 Hzν = × . 
求波的传播速度 v 和波长 λ .  

解      2 65cm 1.3mλ = × = ，  21.3m 2.3 10 Hz 300m/sλν= = × × ≈v  

9.37  设入射波方程为 1
2sin xy A tω
λ
π⎛ ⎞= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
，在 0x = 处反射. 在下述两种情况

下，求当没有衰减时合成的驻波方程，并说明何处是波腹？何处是波节？ 
（1）反射端是自由端； 
（2）反射端是固定的.  

解 （1）自由端反射：入射波 1
2sin xy A tω
λ
π⎛ ⎞= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
，反射波 2

2sin xy A tω
λ
π⎛ ⎞= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
，

合成的驻波方程为 

1 2
22 cos sinxy y y A tω
λ
π

= + =  

(2 1) 0,1, 2,
2 4

n nx x nλ λ+
= = = ⋅⋅⋅在 为波腹， 为波节， . 

（2）固定端反射：入射波 1
2sin xy A tω
λ
π⎛ ⎞= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
，反射波 2

2sin xy A tω
λ
π⎛ ⎞= − + π⎜ ⎟

⎝ ⎠
，

合成的驻波方程为 

1 2
22 sin cosxy y y A tω
λ
π

= + =  

(2 1) 0,1, 2,
2 4

n nx x nλ λ+
= = = ⋅⋅⋅在 为波节， 为波腹， . 

9.38  以下两列波在介质中叠加： 

1

2

cos(6 5 )
cos(5 4 )

y A t x
y A t x
= −⎧

⎨ = −⎩
 

式中， 1 2,   ,   y y x的单位是 m， t 的单位是 s.  
（1）求此两列波的相速度 1pv 和 2pv ； 

（2）写出合成波的方程，并求出振幅为零的相邻两点之间的距离； 
（3）求群速度 gv .  

解 （1）    1
1

1

6 1.2(m/s)
5p k

ω
= = =v ，  2

2
2

5 1.25(m/s)
4p k

ω
= = =v  

（2）合成波的方程为 

1 2
11 92 cos cos

2 2 2 2
t xy y y A t x⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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令 1cos 0
2 2
t x⎛ ⎞− =⎜ ⎟

⎝ ⎠
， 2cos 0

2 2
t x⎛ ⎞− =⎜ ⎟

⎝ ⎠
，得振幅为零的相邻两点之间的距离： 

2 1 2 mx x xΔ = − = π  

（3）群速度： 
1 / 2 1(m/s)
1/ 2

g
g

gk
ω

= = =v  

9.39  水上短波长（≤1cm）的涟波运动，是受表面张力控制的. 这种涟波的相

速度为
2

p
S

ρλ
π

=v ，式中 S 为表面张力系数， ρ 为水的密度.  

（1）试证明：由接近某给定波长 λ的诸波长所构成的扰动，其群速度等于1.5 pv ； 

（2）若波群只有两个波组成，此两波的波长分别为 0.99cm 和 1.01cm，则波群

两相邻峰值间的距离为多大？ 

解 （1）题设
2

p
S

ρλ
π

=v ，有 

3/2d 2 1 1
d 2 2

p
p

S λ
λ ρ λ

−π ⎛ ⎞= − = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

v
v  

由习题 9.33（3）知，群速度 
d 1 3
d 2 2

p
p p p Pu λ

λ
= − = + =

v
v v v v  

（2）设两波方程为 

1 1 1 1cos( )y A t k xω ϕ= − + ，  2 2 2 2cos( )y A t k xω= −  

对波群波峰满足 

1 2 1 2( ) ( ) 2t k k x nω ω ϕ− − − + = π  

则相邻波峰距 

1 2

1 2 2 1

1 2

2 2 500cm2 2D
k k

λ λ
λ λ

λ λ

π π
= = = =

π π− −−
 

9.40  对于深水波，考虑到表面张力，其色散关系为 
3

2 Skgkω
ρ

= +  

式中，水的密度 3 31.0 10 kg/mρ = × ，表面张力 27.2 10 N/mS −= × .  

（1）求出相速度和群速度与 k 的函数关系； 
（2）证明对于波长接近于 21.7 10 m−× 的诸波所构成的水波，其相速度与群速度

相等，并求出速度值.  
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解 （1）相速度
g Sk

k k
ω

ρ
= = +v ，群速度

2

3

3
d
d

2

Skg
u

k Skgk

ω ρ

ρ

+
= =

+

. 

（2）在（1）的结果中令 u = v ，可得 

22 1.7 10 mS
g

λ
ρ

−= π = ×  

即当 21.7 10 mλ −= × 时，水波的相速度与群速度相等.  
题设 

3 3 210 kg/m ,     7.2 10 N/mSρ −= = ×  

代入上面的 u 或 v 表达式可得 0.23m/su= ≈v .  
9.41  一机车汽笛频率为 650Hz，机车以 54km/h 驶向观察者，问观察者听到的

声音频率是多少？设空气中声速为 340m/s.  

解   340m/s 650Hz 680Hz
(340 15)m/ss

ν′ = = ⋅ =
− −
vv

v v
，即观察者听到的声音频率是

680Hz.  
9.42  甲火车以 43.2km/h 的速度行驶，其上一乘客听到对面驶来的乙火车鸣笛

声的频率为 1 512Hzν = ；当这一火车过后，听其鸣笛声的频率为 2 428Hzν = . 求乙火

车上的人听到乙火车鸣笛的频率 0ν 和乙火车对于地面的速度 u . 设空气中声波的速

度为 340m/s.  
解  由题意得 

0
0 1

0
0 2

512Hz

428Hz

u

u

ν ν

ν ν

+⎧ = =⎪⎪ −
⎨ −⎪ = =
⎪ +⎩

v v
v
v v
v

 

题设 
0340m/s     43.2km/h 12m/s= = =，v v  

解得 

0
0 0

1 2

2 468Hz

ν ν

= =
+ −

+

vv v v v v ， 

0 0

2 1

0 0

1 2

18.45m/s 66.4km/hu
ν ν

ν ν

⎛ ⎞− +
−⎜ ⎟

⎝ ⎠= = =
+ −

+

v v v vv

v v v v  

即乙火车鸣笛的频率 0 468Hzν = ，乙火车对于地面的速度 66.4km/hu = . 

9.43  一个人在大而光滑的墙前，手里拿着一个频率 500Hzν = 的音叉，以速度

1.0m/su = 向墙壁前进，他同时听到直接由音叉发出的声音和由墙壁反射回来的声音. 
如空气中声速为 334m/s=v ，问他听到的拍频是多少？ 
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解  墙处接收到的频率 1 u
ν ν=

−
v

v
，墙反射回人听到的频率 2 1

u u
u

ν ν ν+ +
= =

−
v v
v v

. 

所以拍频 

0 2 0
2 3Hzu

u
ν ν ν ν= − = ≈

−v
 

9.44  在空气温度是 17− ℃时（空气中声速为 320m/s=v ），一辆以 72km/h 的速

度前进的机车鸣笛 2.0s. 站在铁轨上的人，（1）有的看到机车迎面而来，（2）有的

看到机车背离而去，问他们听到的声音分别比鸣笛时间缩短或延长了多久？ 
解  设机车鸣笛频率为 0ν ，鸣笛时间为 0t ；看到机车迎面而来的人听到的频率

为 1ν ，听到的时间为 1t ；看到机车背离而去的人听到的频率为 2ν ，听到的时间为 2t .  

有 
0 0 1 1 2 2t t tν ν ν= =  

1

0 u
ν
ν

=
−
v

v
  （ u 为机车的速度） 

2

0 u
ν
ν

=
+
v

v
 

题设 
320m/s=v ，  20m/su =  

解得 

0
1 1 0 0 0

1

11 s
8

ut t t t tν
ν
⎛ ⎞

Δ = − = − = − = −⎜ ⎟
⎝ ⎠ v

 

0
2 2 0 0 0

2

11 s
8

ut t t t tν
ν
⎛ ⎞

Δ = − = − = =⎜ ⎟
⎝ ⎠ v

 

（1）车迎面来，鸣笛时间缩短了 1/8s； 
（2）车背离去，鸣笛时间延长了 1/8s.  

9.45  一个很重的音叉以速度 25cm/su = 向墙壁接近，音叉在静止的观察者与墙

壁之间. 观察者听得拍频为 13sν −= . 设声速 340m/s=v ，求音叉振动频率.  

解  设音叉振动频率为 0ν ，观察者直接听到的频率 1 0u
ν ν=

+
v

v
，听到墙壁反射

的频率 2 0u
ν ν=

−
v

v
. 

题设 

2 1 02 2
2 3Hzu

u
ν ν ν ν= − = =

−
v

v
 

解得音叉振动频率 0 2040Hzν ≈ . 



 

 

第 10 章  流 体 力 学 

10.1  一根横截面积 2
1 5.00cmA = 的细管，连接在一个容器上，容器的横截面积

2
2 100cmA = ，高度 2 5.00cmh = ，今把水注入，使水对容器底部的高度 1 2 100cmh h+ = ，

如图所示. 求： 
（1）水对容器底部的作用力为多大？ 
（2）此装置内水的重量为多大？ 
（3）解释（1）和（2）中所求得的结果为何不同？ 
解 （1）水对容器底部的压力方向朝下，大小为 

1 1 2 2( ) 98NF g h h Aρ= + =  

（2）此装置内水的重量为 

1 1 2 2( ) 9.56NW g h A h Aρ= + =  

（3）水对容器上平板的压力方向朝上，大小为 

2 1 2 1( )F gh A Aρ= −  

于是水对容器的总压力大小为 

1 2 1 1 2 2( )F F F g h A h A Wρ= − = + =  

10.2  一立方形的钢块平正地浮在容器内的水银中，已知钢块的密度为

7.8g/cm3，水银的密度为 13.6g/cm3. 
（1）问钢块露出水银面之上的高度与边长之比为多大？ 
（2）如果在水银面上加水，使水面恰与钢块的顶相平，问水层的厚度与钢块边

长的比例为多大？ 
解  题设钢块的密度 3

1 7.8g/cmρ = ，水银的密度 3
2 13.6g/cmρ = . 

（1）设钢块的边长为 l ，钢块露出水银面之上的高度为 x ，则钢块重力为
3

1W l gρ= ，钢块所受浮力为 2
1 2 ( )F l l x gρ= − . 

由 1W F= 解得钢块露出水银面之上的高度与边长之比为 

1

2

1 0.43x
l

ρ
ρ

= − =  

（2）设水层的厚度为 y ，水的密度为 3
3 1g/cmρ = . 

钢块所受浮力为 
2 2

2 2 3( )F l l y g l ygρ ρ= − +  

题 10.1 图 
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由 2W F= 解得水层的厚度与钢块边长的比为 

2 1

2 3

0.46y
l

ρ ρ
ρ ρ

−
= =

−
 

10.3  在某水池的边上装有一宽为 1.0m 的小

门，其下边与水池底相平，并用绞链与池壁连结. 
试问，当池内的水深为 2.0m 时，门受到的水的作

用力相对于绞链的力矩为多大？ 
解  如图 10.3a 选择坐标系，设小门为 OABC，

绞链为 OA，门上一点 P 的微元面积为 dxdy，压强

为 gxρ ，ρ 为水的密度. 则该微元对绞链产生的力

矩为 gxyρ ，总力矩为 
2 1 2 12 2

0 00 0

3

1d d
4

9.8 10 N m

M x gxy y g x y

g

ρ ρ

ρ

= =

= = × ⋅

∫ ∫  

10.4  一根长为 l、密度为 ρ 的均质细杆，浮在密度为 0ρ 的液体里，杆的一端

由一竖直细绳悬挂着，使该端高出液面的距离为 d，如图所示. 试求： 
（1）杆与液面的夹角θ ； 
（2）绳中的张力 T . 设杆的截面积为 S.  

            

              题 10.4 图                                      图 10.4a 

解 （1）如图 10.4a 所示，设细杆浮出水面部分的长度为 x、重力为 W、浮力为

F，有 
( )W lS gρ= ，  0 ( )F S l x gρ= −  

相对于悬挂点的力矩平衡： 

cos cos
2 2
l l xW F xθ θ−⎛ ⎞⋅ = +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

解得 

01 /x l ρ ρ= −  

 

图 10.3a 
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0

sin
1 /

d d
x l

θ
ρ ρ

= =
−

 

即 

0

arcsin
1 /

d
l

θ
ρ ρ

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

（2）由杆在竖直方向所受合力为零得 

0 0 0( 1 / )T W F lSgρ ρ ρ ρ ρ= − = − + −  

10.5  若上题中细杆的一端由一竖直细绳与装液体的容器底面相连，使该端低

于液面的距离为 d，如图所示. 求解上题中的两个问题.  
解 （1）如图 10.5a 所示，设细杆浮出水面部分的长度为 x、重力为 W、浮力为

F，有 
( )W lS gρ= ，  0 ( )F S l x gρ= −  

              

             题 10.5 图                                        图 10.5a 

相对于竖直细绳与细杆连接点的力矩平衡： 

cos cos
2 2
l l xW Fθ θ−⎛ ⎞⋅ = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

解得 

( )01 /x l ρ ρ= −  

( )0

sin
1 /

d d
x l

θ
ρ ρ

= =
−

 

即 

( )0

arcsin
1 /

d
l

θ
ρ ρ

⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠
 

（2）由杆在竖直方向所受合力为零得 

( )0T F W lSgρρ ρ= − = −  
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10.6  一长方形容器长、宽、高分别是 2m、0.7m 和 0.6m，内贮 0.3m 深的水，

若容器沿长边方向做水平加速运动，加速度为 a = 3m/s2. 求水作用在容器各壁上

的力.  
解  取相对于容器静止的参考系，如图 10.6a 建立坐标系，其中 OA 为长，OC

为高（宽的方向图上没有画出），容器静止时水面 DE 应与 OA 平行. 当容器以加速

度 a 向右运动时，由于该参考系为非惯性系，需引入向左的惯性力，故水中任一点

P 的表观重力方向应为 g′方向，而此时液面变为 FG，与 g′垂直. 由于水的体积不

变，知 

FD EG= ，  / 2DH HE OA= =  
设 10g = m/s2，题设 OA = 2，OD = 0.3， 

2 3tan
10

a FD FD
g DH OA

θ = = = =  

得 
3 0.3

20
FD OA= =  

即 F 点与 C 点重合，G 点与 A 点重合. 于是有 
前端面压力： 0ABF =  

由于 OC 上各点的压强为 ( )g OC yρ ′ − ，故后端面压力 
0.6 2 2 2 3

0
0.7 ( )d 0.5 0.7 0.6 10 3 1.32 10 NOCF g OC y yρ ′= − = × × × + = ×∫ （ ） 

由于 OA 上各点的压强为 1 xg OC
OA

ρ ⎛ ⎞′ ⋅ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

，故底面压力 

222 3

0
0

0.7 d 0.7 4.38 10 N1
2OA
xxF g OC x g OC x
OAOA

ρ ρ
⎡ ⎤⎛ ⎞′ ′= ⋅ = ⋅ − = ×−⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎣ ⎦∫ （ ） 

求侧面压力需要对四边形 OAGF 进行积分（注意到 F 点与 C 点重合，G 点与 A
点重合，实际上是三角形 OAC）.  

CA 连线的方程是 

1x y
OA OC

+ =  

侧面上任一点的压强为 

1 xg OC y
OA

ρ ⎡ ⎤⎛ ⎞′ ⋅ −−⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
 

每个侧面压力为 

 

图 10.6a 
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0 0

0.7 d d1
OA AC xF x g OC y y

OA
ρ ⎡ ⎤⎛ ⎞′= ⋅ −−⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦∫ ∫  

            
1

0 0
0.7 d d1

xOA OC
OA xx g OC y y

OA
ρ

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎡ ⎤⎛ ⎞′= ⋅ −−⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦∫ ∫  

            

2
2

0

1 1 d
2

OA xg OC x
OA

ρ ⎛ ⎞′= −⎜ ⎟
⎝ ⎠∫  

            
2 3 2 2 2 31 1 10 10 3 0.6 2 1.25 10 N

6 6
g OC OAρ ′= ⋅ ⋅ = × × + × × = × （ ） 

10.7  一粗细均匀的 U 形管内装有一定量的液体. U 形管底部的长度为 l. 当 U
形管以加速度 a 沿水平方向加速时（如图所示），求两管内液面的高度差 h.  

解  仿上题，取相对于 U 形管静止的参考系，由于该参考系为非惯性系，需引

入向左的惯性力，故液体中任一点 P 的表观重力方向应为 g′

方向，此时的液面与水平方向的夹角θ 满足 

tan a h
g l

θ = =  

解得 
alh
g

=  

10.8  如图所示，一半径为 r 的圆球悬浮于两种液体的交界面上，两种液体的

密度分别为 1ρ 和 2ρ ，位于交界面上方的球冠的高度 / 3d r= ，液面与交界面的高度

差为 h， 
（1）求圆球的质量 M. 
（2）试问密度为 1ρ 的液体对圆球的作用力是什么方向？ 

（3）试不用积分的方法分别求出两种液体对圆球的作用力 F1 和 F2 的大小.  
解 （1）圆球的质量应等于它排开液体的质量.  
在密度为 1ρ 的液体中的球冠体积为 

2
3

1
8(3 )

3 81
dV r d rπ

= − = π  

在密度为 2ρ 的液体中的球缺体积为 

3 3 3
2

4 8 100
3 81 81

V r r r= π − π = π  

可得圆球的质量为 
3

1 2(8 100 )
81
rM ρ ρπ

= +  

 

题 10.7 图 

 

题 10.8 图 
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（2）由对称性可知，密度为 1ρ 的液体对圆球的作用力向下.  
（3）设想在 1ρ 和 2ρ 两层流体中的球冠和球缺是分开的，中间有密度为 1ρ 的极薄

一层液体. 这层液体对球冠和球缺的压力是相同的，为（对球冠压力向上，对球缺

压力向下） 

2 2 2
1 1

5[ ( ) ]
9

F r r d gh r ghρ ρ= π − − = π  

设密度为 1ρ 的液体对圆球的作用力为 1F ，有 

1 1 1F F V gρ− =  

设密度为 2ρ 的液体对圆球的作用力为 2F ，有 

2 2 2F F V gρ− =  

解得 
2

1 1 1 1(45 8 )
81
rF F V g h r gρ ρπ

= − = −   （方向向下） 

2

2 2 2 1 2
5 (9 20 )
81

rF F V g h r gρ ρ ρπ
= + = +   （方向向上） 

10.9  利用一根跨过水坝的粗细均匀的虹吸管，从水库里取水，如图所示，已

知水库的水深 2.00mAh = ，虹吸管出水口的 1.00mBh = ，坝高 2.50mCh = . 设水在虹

吸管内作定常流动. （设大气压为 5
0 1.00 10 Pap = × ） 

（1）求 A、B、C 三个位置处管内的压强； 
（2）若虹吸管的截面积为 4 27.00 10 m−× ，求水从虹吸管流出的体积流量.  
解  由小孔流速公式得管内的流速 

2 ( ) 4.4m/sA Bg h h= − ≈v  

（1）由伯努利方程 21
2

p gzρ ρ+ + =常量v ，得 

2 5
0 0

1 ( ) 0.902 10 Pa
2A A Bp p p g h hρ= − = − − = ×v  

5
0 1.00 10 PaBp p= = ×  

2 5
0

1( ) 0.853 10 Pa
2C C Ap p g h h ρ= − − − = ×v  

（2）体积流量为 
4 4 37.00 10 7.00 10 4.4 3.08 10 (m/s)− − −× = × × = ×v  

10.10  一个直立的密闭圆柱形容器，直径 1m、高 2m，内贮 0.5m 深的水，以

20rad/sω = 的角速度绕中心轴线旋转，问容器底部有多少面积不为水覆盖？ 

 

题 10.9 图 
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解  如图 10.10a 所示，取相对于圆柱形容器静止的参考系，水除了有重力势能

外还有离心势能，故伯努利方程修正为 

2 2 21 1
2 2

p gz r cρ ρω ρ+ − + =v  

题设 20ω = ， 1 0.5r = ， 1 2z = ， 0=v （水相对于容器静

止）得 

               2 21
2

p r gz cρω ρ= − +                 ① 

若当 
              z = 0 时，r = 0 ，p = p0              ② 

其中，p0 是液体表面的压强，即大气压强，此时容器底部都

有水覆盖. 将式②代入式①，得 

0c p=  

最后求得液体内压强分布 
2 2

0
1
2

p r gz pρω ρ= − +  

由于液体表面上任一点的压强为大气压强， 0p p= ，于是得到液体表面的方程 

                                    
2 2

2
rz
g

ω
=  ③ 

式③为一旋转抛物面方程，但不是题设情况，因为当 1r r= 时， 
2 2 2 2

1
1

20 0.5 5.1
2 2 9.8

rz z
g

ω ×
= = = >

×
，不合题意 

这是因为假设②不正确，实际情况应该是图 10.10b 情况： 
            当 z = 0 时， 0r r= ，p = p0               ④ 

将式④代入式①，得 

2 2
0 0

1
2

c p rρω= −  

代入式①得 

2 2 2
0 0

1 ( )
2

p p r r gzρω ρ− = − −  

于是得到液体表面（ 0p p= ）的方程 

                    
2 2 2

0( )
2
r rz

g
ω −

=                  ⑤ 

 

图 10.10a 

 

图 10.10b 
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将题设条件 20ω = ， 1 0.5r r= = ， 1 2z z= = ，水的体积 2
10.5V r= π ，代入得 

                              
2 2 2

1 0
1

( )
2
r rz

g
ω −

=  ⑥ 

2 2 2 2
0 1 2 2

2 2 9.8 20.5 0.152(m )
20

gzr r
ω

× ×
= − = − =  

即容器底部不为水覆盖的面积为 

2 2
0 0.48mA r= π =  

现在算算容器中有没有这么多水.  
水的体积为 

1 1

0 0

2 2 2 2
2 2 20

1 0
( )2 d 2 d ( )

2 4
r r

r r

r rV rz r r r r r
g g

ω ω− π
= π = π = −∫ ∫  

将式⑥代入得 
2 2 2

1 1 0 1 1
1 ( ) 0.5
2

V z r r r V= π − < π =  

且 
2

0
1 2

1 1

1 0.78rV z
V r

⎛ ⎞
= − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

即有约 22%的水被甩出容器外，容器底部不为水覆盖的面积为 20.48mA = . 
10.11  圆柱形木料的一端装有铅块，故木料能够竖直地浮在水中，如图所示. 设

木料处于平衡时，浸没在水中的长度为 h，圆柱的底面积为 S，现使木料作竖直振动.  
（1）求证振动为简谐振动； 
（2）求振动周期（忽略水对木料振动的阻尼作用）.  
解 （1）参见图 10.11a，取向下为坐标正向，木料的下端点为坐标原点，研究

木料下端点的运动，设 t 时刻木料下端点在 x 位置. 木料受力为重力 P（设木料质量

为 m）和浮力 F，分别为 
P mg= ，  ( )F h x S gρ= − + （ ρ 为水的密度） 

                 

              题 10.11 图                                       图 10.11a 
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由题设，当 0x = 时木料平衡，解得 
                                 m hSρ=  ① 

牛顿定律： 
                       ( )mx F P mg h x S gρ= + = − +  ② 

将式①代入式②得 
                               hS x xS gρ ρ= −  ③ 

该方程为简谐振动的方程.  
（2）方程③的解为 

cos( )x A tω ϕ= +  

其中 

g
h

ω =  

故振动周期为 

2 2 hT
gω

π
= = π  

10.12  液体在一水平管中流动，A 处和 B 处的横截面积分别为 SA 和 SB. B 管口

与大气相通，压强为 p0，若在 A 处用一细管与容器相通，如图所示，试证明：当 h
满足下式 

2

2 2
1 1

2 A B

Qh
g S S
⎛ ⎞

= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

时，A 处的压强刚好能将比水平管低 h 处的同种液体吸上来，其中 Q 为体积流量.  

 

题 10.12 图 

证明  设液体中 A 处和 B 处的压强分别为 pA和 pB，液体流速分别为 Av 和 Bv ，有 

                           题设： A A B BS S Q= =v v  ①  

                       伯努利方程： 2 21 1
2 2A A B Bp pρ ρ+ = +v v  ② 
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将式①代入式②得 

                           2
2 2

1 1 1
2A B

A B

p p Q
S S

ρ
⎛ ⎞

= − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ③ 

题设 0Bp p= ，故当 

                            2
2 2

1 1 1
2 A B

Q gh
S S

ρ ρ
⎛ ⎞

− =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ④ 

时，A 处的压强刚好能将比水平管低 h 处的同种液体吸上来，式④即 

2

2 2
1 1

2 A B

Qh
g S S
⎛ ⎞

= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

证毕. 
10.13  如图所示，一水平管下面装有一 U 形管，U 形管内盛有水银. 已知水平

管中粗、细处的横截面积分别为： 3 2
1 5.0 10 mA −= × ， 3 2

2 1.0 10 mA −= × ，当水平管中有

水流作定常流动时，测得 U 形管中水银面的高度

差 23.0 10 mh −= × . 求水流在粗管处的流速 1v . 已
知水和水银的密度分别为： 3 31.0 10 kg / mρ −= × ，

3 313.6 10 kg / mρ −′ = × .  
解  设液体中 1A 处和 2A 处的压强分别为 p1

和 p2，液体流速分别为 1v 和 2v ，有 

         题设： 1 1 2 2A A=v v                 ①  

     伯努利方程： 2 2
2 2 1 1

1 1
2 2

p pρ ρ+ = +v v     ② 

题设 
                                 1 2p p ghρ′− =  ③ 

由式①～式③解得 

1 2 2 2
1 2

2 0.58m/s
( )

ghA
A A
ρ

ρ
′

= ≈
−

v  

10.14  一喷泉竖直喷出高度为 H 的水流，喷泉的喷嘴具有上细下粗的形状，上

截面的直径为 d，下截面的直径为 D，喷嘴高为 h. 设大气压强为 p0. 求： 
（1）水的体积流量； 
（2）喷嘴的下截面处的压强. 

解 （1）喷水速度 2gH=v ，体积流量 2 21 1 2
4 4

Q d d gH⎛ ⎞= π = π⎜ ⎟
⎝ ⎠

v . 

 

题 10.13 图 
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（2）下截面和上截面之间的伯努利方程为 

2 2
0

1 1
2 2D D dp p ghρ ρ ρ+ = + +v v  

d =v v ，  
2

2D d
d
D

=v v  

解得 
4

0 41D
dp p gh gH
D

ρ ρ
⎛ ⎞

= + + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

10.15  在一大容器的底部有一小孔，容器截面积与小孔面积之比为 100，容器

内盛有高度 h =0.80m 的水. 求容器内水流完所需的时间.  
解  设容器的半径为 R，小孔的半径为 r，当容器的水深为 x 时，小孔的水流速

率为 2gx=v ，设容器的水面下降 dx 所需的时间为 dt，有 
2 2d dr t R xπ = πv  

即 
2

2d d
2

Rt x
r gx

=  

题设
2

2 100R
r

= ，得容器内水流完所需的时间： 

2 2

220

2d 40.4s
2

h R R ht x
grr gx

= = =∫  

10.16  设有大小形状完全相同的两个水桶，其中盛有同样体积的不同液体. 在
每个桶的侧面距液面下相同深度 h 处都开有一小孔，其中桶 1 小孔的面积为桶 2 小

孔面积的一半.  
（1）若在相同的时间内由两小孔流出液体的质量相同，则液体的密度比 1 2/ρ ρ 是

多少？ 
（2）从两小孔流出的体积流量之比是多少？ 
（3）两桶内液体的高度差为多少时，才能使两桶流出的体积流量相等？ 
解   题设桶 1 小孔的面积为桶 2 小孔面积的一半，即 1 2/ 1 / 2S S = ，且

1 2 2gh= =v v . 

（1）相同的时间内由两小孔流出液体的质量相同，即 

1 1 1 2 2 2S Sρ ρ=v v ，  1 2 2 1/ / 2S Sρ ρ = =  

（2）                   1 2 1 1 2 2/ / 1 / 2Q Q S S= =v v  
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（3）当体积流量相等时， 1 1 2 2S S=v v ，且 1 1 2 22 ,   2gh gh= =v v ，有 
2 2

1 2 2 1/ / 4h h S S= =  

10.17  一桶的底部有一洞，水面距桶底 30cm，当桶以 1.2m/s2 的加速度上升时，

水自洞漏出的速度为多大？ 
解  题设桶的加速度 21.2m/sa = ， 0.3cmh = ，若以桶为参考系，重力加速度变

为 g g a′ = + ，水自洞漏出的速度为 

2 2( ) 2.57m/sg h g a h′= = + =v  

10.18  在重力作用下，某液体在半径为 R 的竖直圆管中向下作稳定流动，已知

液体的密度为 ρ ，测得从管口流出的流量为 Q，求液体的黏度及管轴处的流速.  

解  如图 10.18a 所示，取一圆筒状流层作为研究对象，其长度为 l，端面细环

内径为 r ，外径为 dr r+ ，则端面环面积为 2 dr rπ ，侧面积 2 rlπ ，流层受三个力：重

力 df ′，端面压力 dF 和侧面黏性力 df ，分别为 

d d 2 df g m rl g rρ′ = = π  

1 2d ( )2 dF p p r r= − π  

d dd 2 2
d d

f d rl l d r
r r

η η⎛ ⎞ ⎛ ⎞= π = π⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

v v  

流体作稳定流动，有 d d d 0f F f′ + + = ，即 

1 2
d2 d ( )2 d 2 d 0
d

rl g r p p r r l r
r

ρ η ⎛ ⎞π + − π + π =⎜ ⎟
⎝ ⎠

v  

即 

1 2dd d
d

p p l gr r r
r l

ρ
η

− +⎛ ⎞ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

v  

积分得 

1 2d
d 2

p p l g r
r l

ρ
η

− +
= −

v  

解为 

21 2( )
4

p p l gr r C
l

ρ
η

− +
= − +v  

边界条件： 
( ) 0R =v  

求得积分常数：  

 

图 10.18a 
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21 2

4
p p l gC R

l
ρ

η
− +

= −  

故流速分布为 

                         2 21 2( ) ( )
4

p p l gr R r
l

ρ
η

− +
= −v  ① 

体积流量： 

2 2 2 21 2 1 2

0 0 0

( )2 d ( ) d ( ) d
4 2

R R Rp p l g p p l gQ r r R r r r R r r r
l l

ρ ρ
η η

− + π − +
= π = − = −∫ ∫ ∫v  

积分得 

                
4 4 4

1 2 1 2( ) ( )
8 8 8

R p p l g R g R p pQ
l l

ρ ρ
η η η

π − + π π −
= = +  ② 

由于是稳定流动，Q与 l 无关，故 

                                  1 2p p=  ③ 

由式②得
4

8
R gQ ρ
η

π
= ，即 

4

8
R g

Q
ρη π

=  

将式③代入式①得 
2

(0)
4

R gρ
η

=v  

10.19  一个半径 20.10 10 mr −= × 的小空气泡在黏滞液体中上升，液体的黏滞系

数 0.11Pa sη = ⋅ ，密度为 3 30.72 10 kg / m× . 求其上升的收尾速度.  

解  与浮力相比，小空气泡的重力可以忽略. 当它以收尾速度运动时浮力和摩

擦力正好相等，有 

34 6
3

r g rρ ηπ = π v  

题设 
20.10 10 mr −= × ，  0.11Pa sη = ⋅ ，  3 30.72 10 kg / mρ = ×  

代入得 
2

22 1.4 10 m/s
9
r gρ
η

−= = ×v  

10.20  在直径为 305mm 的输油管内，安装了一个开口面积为原来面积 1/5 的
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隔片. 管中的石油流量为 0.07m3/s，其运动黏度 / 0.0001η ρ = m2/s. 石油经过隔片时

是否变为湍流？ 
解  我们知道，当雷诺数大于 2000 时流动将变为湍流.  
题设：输油管直径 0.305mD = ，运动黏度 2/ 0.0001m /sν η ρ= = ，石油流量

30.07m /sQ = ，隔片开口面积 
2 221

5 2 20 2
D D dS π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= π = = π⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

其中， d 为隔片开口直径. 
可以求得流速： 

2
20Q Q

S D
= =

π
v  

以上各量代入雷诺数的定义 

4 5 6500d QRe
D

ρ
η ν

= = ≈
π

v  

即石油经过隔片时变为了湍流.  
 



 

 

第 11 章  相  对  论 

11.1  一飞船以 0.6c=v 的速率沿平行于地面的轨道飞行，飞船上沿运动方向放

置一根杆子，在地面上的人测得此杆子的长度为 l ，求此杆子的本征长度 0l .  

解  由题意
2

0 21l l
c

⋅ − =
v

，所以 

0 2 2

2

1.25
0.61 1

l ll l
c

c c

= = =
⎛ ⎞− − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

v
 

11.2  在一惯性系的同一地点，先后发生两个事件，其时间间隔为 0.2s，而在

另一惯性系中测得此两事件的时间间隔为 0.3s，求两惯性系之间的相对运动速率.  

解  
2

21

tt

c

Δ′Δ =

−
v

，即
2

2

0.20.3
1

c

=

−
v

，所以
5

3
c=v . 

11.3  一火箭飞船经地球飞往某空间站，该空间站相对地球静止，与地球之间

的距离为 99.0 10 m× . 在地球上和空间站上的钟是校正同步的. 当火箭飞船飞经地球

时，宇航员将飞船上的钟拨到与地球上的钟相

同的示数. 当火箭飞船飞经空间站时，宇航员

发现飞船上的钟比空间站上的钟慢了 3s，求

火箭飞船的飞行速率.  
解  如图 11.3a 所示，设地球参考系为 K

系，火箭飞船参考系为 K ′系.  
题设初始时刻（对钟）： 

（事件 A： 0 0 0 0( , ) ( , )t x t x′ ′ ，火箭飞船经过

地球） 
          0 0 0 00, 0t t x x′ ′= = = =         ① 

末时刻： 
（事件 B：( , ) ( , )t x t x′ ′ ，火箭飞船经过空

间站） 
 

图 11.3a 
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                      99.0 10 m,     / ,     0x l t l x′= = × = =v  ②  

                                   3t t′= +  ③ 

洛伦兹变换： 

                                 
2

2

21

t x
ct

c

−
′ =

−

v

v
 ④ 

由式②～式④解得 

2

2

6 0.198
9

l c
l
c

= =
+

v  

11.4  静长为 L 的车厢，以 v 的恒定速率沿地面向右运动，自车厢的左端 A发出

一光信号，经右端 B 的镜面反射后回至 A端.  
（1）在车厢里的人看来，光信号经多少时间 1t′Δ 到达 B 端？从 A 发出经 B 反射

后回至 A，共需多少时间 t′Δ ？ 
（2）在地面上的人看来，光信号经多少时间 1tΔ 到达 B 端？从 A 发出经 B 反射

后回至 A，共需多少时间 tΔ ？ 
解  设地面参考系为 K 系，车厢参考系为 K ′系. 题设： 
事件 1： 1 1 1 1( , ) ( , )t x t x′ ′ ，自车厢的左端 A发出一光信号 

                           1 1 1 10,     0t t x x′ ′= = = =  ① 

事件 2： 2 2 2 2( , ) ( , )t x t x′ ′ ，光信号到达车厢右端 B  

                             2 2/ ,     t L c x L′ ′= =  ② 

事件 3： 3 3 3 3( , ) ( , )t x t x′ ′ ，光信号到达车厢右端 B  

                         3 2 3/ 2 / ,     0t t L c L c x′ ′ ′= + = =  ③ 

（1）在车厢里的人（ K ′系）看来，光信号到达 B 端需时间为 

1 2 1
Lt t t
c

′ ′ ′Δ = − =  

从 A发出经 B 反射后回至 A需时间为 

3 1
2Lt t t
c

′ ′ ′Δ = − =  

（2）在地面上的人（ K 系）看来， 

                        
2 22

2 2

21

t x
ct

c

′ ′+
=

−

v

v
，  

3 32

3 2

21

t x
ct

c

′ ′+
=

−

v

v
 ④ 



《力学与理论力学（第二版）》习题解答 

 

·162·

将式②和式③代入式④得光信号到达 B 端需时间为 

1 2 1
L ct t t
c c

+
Δ = − =

−
v

v
 

从 A发出经 B 反射后回至 A需时间为 

3 1 2

2

2 1

1

Lt t t
c

c

Δ = − = ⋅

−
v

 

11.5  一艘静长为 90m 的飞船以速度 0.8c=v 飞行. 当飞船的尾部经过地面上某

信号站时，该信号站发出一光信号.  
（1）当光信号到达飞船头部时，飞船头部离地面信号站的距离为多远？ 
（2）按地面上的时间，信号从信号站发出共需多少时间 tΔ 才到达飞船头部？ 
解  设地面参考系为 K 系，飞船参考系（飞船向右飞行）为 K ′系. 题设： 
事件 1： 1 1 1 1( , ) ( , )t x t x′ ′ ，自地面信号站发出一光信号 

1 1 1 10, 0t t x x′ ′= = = =  

事件 2： 2 2 2 2( , ) ( , )t x t x′ ′ ，光信号到达飞船头部 

2 2/ ,t L c x L′ ′= =  

题设： 
90mL = ，  0.8c=v  

洛伦兹变换： 

2 2
2 2

2

270m
1

x t cx L
c

c

′ ′+ +
= = =

−
−

v v
vv

，  
2 22 7

2 2

2

9 10 s
1

t x L cct
c c

c

−
′ ′+ +

= = = ×
−

−

v
v
vv

 

11.6  两根静长均为 0l 的棒 A、B ，相向沿棒做匀速运动. A棒上的观测者发现

两棒的左端先重合，相隔时间 tΔ 后，两棒的右端再重合. 试问： 
（1） B 棒上的观测者看到两棒的端点以怎样的次序重合？ 
（2）两棒的相对速度是多大？ 
（3）对于看到两棒以大小相等、而方向相反的速度运动的观测者来说，两棒端

点以怎样的次序重合？ 
解 （1）B 棒（向右运动）上的观测者看 A 棒长应小于 0l ，所以他看到两棒右

端先重合，然后才左端再重合.  

（2）

2

0 0 21l l
ct

− −
Δ =

v

v
，解之得 
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0
2

2 0
2

2

( )

l t
lt
c

Δ
=

Δ +
v  

（3）对于看到两棒以大小相等、方向相反的速度运动的观测者来说，两棒长

均为 
2

0 21     ( )ul u
c

− 为两棒的相对速度  

所以两棒左右端点同时重合.  
11.7  在某一惯性参考系 K 里看来，物体 A 以匀速 Av 沿 x 轴运动，物体 B 以匀

速 Bv 沿 x 轴运动，但方向与 A相反.  

（1）在参考系 K 看来， A与 B 之间相对运动的速度 v 是多大？ 
（2）以 c 代表真空中的光速，当 0.8A c=v ， 0.6B c=v 时， v 是多少？ 

（3）在同一惯性参考系 K 中看来，两个物体 A与 B 之间相对运动的速度 c>v ，

是否违反狭义相对论？为什么？ 
（4）在 A看来（即在随 A一起运动的坐标系 K 里看来）， B 的速度 B′v 是多少？ 
解 （1）                   AB A B= +v v v  

（2）                    0.8 0.6 1.4c c c= + =v  
（3）不违反. 狭义相对论只是说在任一惯性系中质点的运动速度不可以超过光

速，两个物体 A与 B 之间相对运动的速度 c>v ，这个 v 并不是在 A看来 B 的速度 B′v ，

B′v 是不可以超过光速的.  

（4）
2

1.4 0.95
1.481

A B
B

A B

c c

c

+′ = = =
+

v vv v v ，并没有超过光速.  

11.8  设有一车，以匀速率 0 100km/s=v 做直线运动.  
（1）在车上以速率 1 60km/s=v 向前投一球，按伽利略变换计算，站在路边的观

察者看来，球的速度是多少？ 
（2）在车上以速率 1 60km/s=v 向后投一球，按伽利略变换计算，站在路边的观

察者看来，球的速度是多少？ 
（3）对于上述两种情况，用狭义相对论的速度合成公式，分别求出结果.  
解 （1）               1 0 1 160km/su = + =v v  

（2）                   2 0 1 40km/su = − =v v  

（3） 0 1
1

0 1
5 22

160 159.999989(km/s)600011
(3 10 )

u

c

+′ = = =
++

×

v v
v v ， 0 1

2
0 1

2

40.000003(km/s)
1

u

c

−′ = =
−

v v
v v  

11.9  一根长杆与 x 轴平行，并以 x 轴为轴线作匀速转动. 设 K ′系为沿 x 轴做匀

速 v 运动的坐标系，问在 K ′系中观测，这长杆将是什么样子？它怎样运动？ 
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解  在原参考系 K 中，长杆只转动不平动. 
设长杆转动的角速度为ω .  

则杆上任一点 P 的速度为 xu ⊥= +u i u ，其中

0xu = ， ⊥u 为 垂 直 于 x 轴 的 速 度 ， 大 小 为

u rω⊥ ⊥= =u ， r 为 P 点到 x轴的距离.  
K ′系中观测，P 的速度为 xu ⊥′ ′ ′= +u i u ，由相对论的速度变换公式可得 

          
21

x
x

x

uu
u

c

−′ = = −
−

v vv ，  

2

2 22

2 2

2

1
1 1

1 x

u
c u r

c cu
c

ω
⊥

⊥ ⊥

−
′ = = − = −

−
u

v
v v

v  ① 

设在 K ′系中，长杆转动的角速度为ω′，有 
                               u rω⊥ ⊥′ ′ ′= =u  ② 

由式①和式②可得 
2

21
c

ω ω′ = −
v  

即在 K ′系中，长杆以匀速 v 后退做螺旋运动，转速为原来的
2

21
c

−
v

倍.  

11.10  在实验室中观测到一个运动着的 μ 子在实验室坐标系中的寿命等于在

它自己坐标系中的寿命的 50 倍，求它对于实验室坐标系运动的速度 v .  
解  本征坐标系中的寿命 tΔ 和实验室坐标系中的寿命 t′Δ 满足关系 

2

21t t
c

′Δ = Δ −
v  

题设 50t
t
′Δ
=

Δ
，解得它对于实验室坐标系运动的速度为 

2

1 0.9998tc c
t
Δ⎛ ⎞= − ≈⎜ ⎟′Δ⎝ ⎠

v  

11.11  爱因斯坦在他 1905 年创立狭义相对论的论文中说：“一个在地球赤道上

的钟，比起放在两极的一只在性能上完全一样的钟来，在别的条件都相同的情况下，

它要走得慢些”. 根据各种观测，地球从形成到现在约为 50 亿年，假定地球形成时，

就有爱因斯坦所说的那样两个钟，问现在它们所指的时间相差多少？所得结果就是

两极与赤道年龄之差. 已知地球半径为 6378km.  
解  由于地球自转，赤道上的线速度为 

题 11.9 图 
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2 2 6378000 463.82(m/s)
86400

r
T
π π×

= = =v  

每天赤道上的钟比放在两极的钟要慢 
2 2

7
2 21 1 86400 86400 1.0326 10 (s)

2
t T T

c c
−

⎛ ⎞
⎜ ⎟Δ = − = − − ⋅ = ⋅ = ×
⎜ ⎟
⎝ ⎠

v v
极 赤  

现在它们所指的时间相差为 
7 8 5 31.0326 10 365 50 10 1.8845 10 (s) 2.181(d) 5.975 10 (a)T − −Δ = × × × × = × = = ×  

11.12  按上题同样的道理，一个在地球上的钟，要比一个性质完全相同、所处

条件也完全相同、假设放在太阳上的钟略为走得慢些，设太阳年龄 50τ = 亿年，已

知地球公转的平均速率 29.76km/s=v . 求地球与太阳年龄之差.  
解  每日时间差为 

2
4

2 86400 4.25 10 (s)
2

t
c

−Δ = ⋅ = ×
v  

现在它们所指的时间相差为 
4 8 84.25 10 365 50 10 7.76 10 (s) 24.6(a)T −Δ = × × × × = × =日地  

11.13  按上题同样的道理，一个在月球上的钟，要比一个性质完全相同、所处

条件也完全相同、放在地球上的钟略为走得慢些，设地球年龄为 50τ = 亿年，月球

绕地球转动的平均速率为 1.02km/s=v . 求月球年龄与地球年龄之差.  

解  
2

8 5 2
2 86400 365 50 10 9.12 10 (s) 10.55(d) 2.89 10 (a)

2
T

c
−Δ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = × = = ×

v
月地  

11.14  在 K ′系中，一光束在与 x′轴成 0θ 角的方向射出. 求在 K 系中光束与 x 轴

所成的角θ . K ′系以速度 v 沿 x轴相对 K 系运动.  

解                0cosx c θ′ =v ，  0

0
2

cos
cos1 1

x
x

x

c

cc

θ
θ

′ + +
= =′

+ +

v v vv vv v  

所以 

0

0

coscos
cos

x c
c c

θθ
θ
+

= =
+

v v
v

 

11.15  一粒子的动能等于静能的一半，试求其运动速度.  

解                
2

20
02

2

3 3
2 2

1
k

m cE E E E m c

c

= = + = =

−
v

0 0  

解得 
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85 2.2 10 m/s
3

c= = ×v  

11.16  一个质点，受力作用，力的方向和它的运动方向一致.  
（1）用动量关系 d( ) / dF m t= v 证明 2d d dF s m m= +v v v ； 

（2）利用关系式
2

2 20
21 m c

m
⎛ ⎞

= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

v 证明
2 2
0

2d dm cm m
m

=v v ； 

（3）利用上面两个结果证明： 2
0d ( )W F s m m c= = −∫ . 

解 （1）因为
d( )

d
mF
t

=
v

，所以 

2d d d( ) d dF s F t m m m= ⋅ ⋅ = ⋅ = +v v v v v v  

（2）因为
2

2 20
21 m c

m
⎛ ⎞

= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

v ，两边同时求导得 

2 2
0
3

22 d dm c m
m

=v v  

所以 
2 2
0

2d dm cm m
m

=v v  

（3）              
0

2 2( ) 20
2d d

m

m

m cW F s m
m

⎛ ⎞
= = +⎜ ⎟

⎝ ⎠∫ ∫
v

v  

由 2 4 2 2 2 2 4
0m c E p c m c= = + ，得 

2 2 2 2 2 2
0m c m m c+ =v  

代入上式得 

0

( ) 2d
m

m
W c m= ∫

v
2

0( )m m c= −  

11.17  一个电子（静止质量为 319.11 10 kg−× ）以 0.99c 的速率运动. 试问： 

（1）它的总能量为多少？ 
（2）按牛顿力学算出的动能和按相对论力学算出的动能各为多少？它们的比值

是多少？ 
解 （1）它的总能量为 

2 2 130
2

2

5.81 10 J
1

mE mc c

c

−= = = ×

− v
 

（2）牛顿力学： 
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2 14
0

1( ) 4.02 10 J
2kE m −= = ×牛 v  

相对论力学： 

2 2 13
0 0 2 2

1( ) ( ) 1 4.99 10 J
1 /

kE m m c m c
c

−⎛ ⎞
= − = − = ×⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

相
v

 

所以 

( ) 0.08
( )

k

k

E
E

=
牛

相
 

11.18  已知电子的静止质量为 319.11 10 kg−× ，1.0eV 191.60 10 J−= × ，问电子的动

能为： 
（1）100000eV； 
（2）1000000eV 时，它的速度各是多少？ 

解                    2 20
0 2

21
k

mE E m c c

c

= + =

− v
 

所以 

2

2
0

11

1 k

c
E

m c

= ⋅ −
⎛ ⎞
+⎜ ⎟

⎝ ⎠

v  

（1）题设 31
0 9.11 10 kgm −= × ， 5 19 1410 1.60 10 1.60 10 (J)kE − −= × × = × ，得 

8
1 1.64 10 m/s= ×v  

（2）题设 31
0 9.11 10 kgm −= × ， 6 19 1310 1.60 10 1.60 10 (J)kE − −= × × = × ，得 

8
2 2.82 10 m/s= ×v  

11.19  一个物体的静止质量为 10g. 问： 
（1）当它相对于观察者以 73.0 10 m/s× 的速率运动时，其质量是多少，以

82.7 10 m/s× 的速率运动时，质量又是多少？ 
（2）比较上述两种情况下牛顿力学和相对论力学的动能. 
（3）如果观察者或测量仪器随着物体一起运动，则结果如何？ 
解 （1）当 7

1 3.0 10 m/s= ×v 时，质量为 

0
1 2 27

1
2 8

10 10.05(g)
3 101 1
3 10

mm

c

= = =
⎛ ⎞×− − ⎜ ⎟×⎝ ⎠

v
 



《力学与理论力学（第二版）》习题解答 

 

·168·

当 8
2 2.7 10 m/s= ×v 时，质量为 

0
2 2 28

2
2 8

10 22.94(g)
2.7 101 1
3 10

mm

c

= = =
⎛ ⎞×− − ⎜ ⎟×⎝ ⎠

v
 

（2）当 7
1 3.0 10 m/s= ×v 时， 

2 12
1 0 1

1( ) 4.5 10 J
2kE m= = ×牛 v  

2 2 12
1 0 0 2 2

1

1( ) ( ) 1 4.53 10 J
1 /

kE m m c m c
c

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − = − = ×
⎜ ⎟−⎝ ⎠

相
v

 

所以 

1

1

( ) 1
( )

k

k

E
E

≈
牛

相
 

当 8
2 2.7 10 m/s= ×v 时， 

2 14
2 0 2

1( ) 3.65 10 J
2kE m= = ×牛 v  

2 15
2 0 2 2

2

1( ) 1 1.16 10 J
1 /

kE m c
c

⎛ ⎞= − = ×⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠
相

v
 

所以 

2

2

( ) 0.3
( )

k

k

E
E

=
牛

相
 

（3）如果观察者或测量仪器随着物体一起运动，则无相对论效应.  
11.20  假设一个火箭飞船的静质量为 8000kg，从地球飞向金星，速率为 30km/s. 

估算一下，如果用非相对论公式 2
0 / 2kE m= v 计算它的动能，则少算了多少焦耳？用

这能量，能将飞船从地面升高多少？ 
解  动能少算了 

4
2 2 40

0 0 0 22 2

1 3 2.7 10 J
2 81 /

k
mE m c m m

cc

⎛ ⎞
Δ = − − = = ×⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

vv
v

 

用这能量，能将飞船从地面升高 

0.34mkEh
mg
Δ

Δ = ≈  

11.21  一质量数为 42 的静止粒子，蜕变成两个碎片，其中一个碎片的静质量



第 11 章  相  对  论 

 

·169·

为 20，以速度 0.6c 运动. 求另一碎片的动量 p 、能量 E 、静质量 0m （1 原子质量单

位 271.66 10 kg−= × ）.  

解  由动量守恒 
27

18
2

20 1.66 10 0.6 7.47 10 (kg m / s)
0.61

p c
c

c

−
−× ×

= × = × ⋅
⎛ ⎞− ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

由能量守恒 
27

27 2 2
2

20 1.66 1042 1.66 10
0.61

E c c
c

c

−
− × ×

= × × ⋅ −
⎛ ⎞− ⎜ ⎟
⎝ ⎠

92.54 10 (J)−= ×  

又 2 2 4 2 2
0E m c p c= + ，所以 

2 2 2
26

0 2 1.34 10 kg 8
E p c

m
c

−−
= = × = 个质量数  

11.22  235 U 原子核裂变时，约有千分之一的质量转化为能量，每千克好煤燃烧

时，约放出 7000cal 的能量. 问 1kg 235 U 裂变放出的能量，相当于燃烧多少吨好煤放

出的能量？ 
解  1kg 235 U 裂变放出的能量即为 1/1000kg 质量转化为能量 

2 8 2 13
0

1 (3 10 ) 9 10 (J)
1000

E m c= = × × = ×  

相当于燃烧好煤的质量 
9 63.07 10 (kg) 3.07 10 (t)

7000 4.2
Em = = × = ×
×

 

11.23  在铀的裂变中，裂变产物的静质量仅为裂变前静质量的 99.9% ，设所失

去的质量都转变为能量，设 1kg 铀裂变产生的全部能量都能转变为电能，问 
（1）可得多少度电？ 
（2）某工厂每年消耗的电能为 75.63 10 W h× ⋅ ，如果这些电能完全是由质量转化

而成，问这工厂一年消耗了多少千克的铀？ 

解 （1） 8 2 13 71 (3 10 ) 9 10 (J) 2.5 10 (kW h)
1000

E = × × = × = × ⋅ ，即可得 72.5 10× 度电.  

（2）题设 7
1 5.63 10 W hE = × ⋅ ，需要铀 

7
31

7
5.63 10 W h 2.25 10 kg
2.5 10 kW h

E
E

−× ⋅
= = ×

× ⋅
 

11.24  已知四个氢原子核（质子）结合成一个氦原子核（ α 粒子）时，有
295.0 10 kg−× 的质量转化为能量. 试计算一千克水里的氢原子核都结合成氦原子核

时所放出的能量. 这些能量能把多少水从 0℃加热到 100℃（氢核质量为1.0081原子

质量单位，1 原子质量单位 271.66 10 kg−= × ）.  
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解             
3

23
A 27

1g 10 6 10
1 1.66 10

N
−

−= = ≈ ×
×原子质量单位

 

1kg 水中有氢原子个数： 

25
A

1000 2 6.67 10
18

N N= ⋅ × = ×  

1kg 水里的氢原子核都结合成氦原子核时所放出的能量： 

29 2 135.0 10 7.5 10 (J)
4
NE c−= × × × = ×  

这些能量能把水从 0℃加热到 100℃时水的质量： 
13

11 5

1 0

7.5 10 1.78 10 (g) 1.78 10 (t)
( ) 4.2 100

Em
c T T

×
= = = × = ×

− ×
 

11.25  一个 α粒子（质量为 260.67 10 kg−× ）以速率 0.8c 进入水泥防护墙（ c 为

真空中光速），墙厚 0.35m，这粒子从墙的另一面出来时速率减小为 5 /13c .  
（1）求墙作用于粒子的减速力（设为常数） 0F 的大小.  

（2）粒子穿过墙需要多长时间？ 
解 （1）题设： 0 0.8c=v ， 1 5 /13c=v ， 26

0 0.67 10 kgm −= × ， 0.35ms = .  

墙作用于粒子的减速力所做的功： 

2 2 20 0
0 02 2

0 1
22

1 13
0.6 12

11

m mF s E c c m c

cc

⎛ ⎞⋅ = Δ = − = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

−−
v v

 

解得 
9

0 1 10 NF −= ×  

（2）由动量定理 

0d d( )F t m= v  

所以 
0 0

0 12 2
0 0 1

22

1

11

m mt
F

cc

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎜ ⎟−−⎜ ⎟
⎝ ⎠

v v
v v

92 10 s 2ns−≈ × =  

即粒子穿过墙需要 2ns.  
11.26  静止的电子偶（即一个电子和一个正电子）湮没时产生两个光子，如果

其中一个光子再与另一个静止电子碰撞，求它能给予这电子的最大速度.  
解  设电子静质量为 0m ，所以电子偶湮没时产生的光子能量为 2

0m c ，动量为 0m c .  

光子与静止电子碰撞后，沿原路弹回电子获得的速度最大，设为 v ，此时光子

反弹的动量设为 p，由动量守恒和能量守恒得 
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0
02

2

2 20
02

2

1

2
1

m p m c

c
m c pc m c

c

⎧ − =⎪
⎪ −
⎪
⎨
⎪ + =
⎪
⎪ −
⎩

v
v

v

 

解得 
0.8c=v  

11.27  设有一宇宙飞船完全通过发射光子而获得加速. 当该宇宙飞船从静止开

始加速至 0.6c=v 时，其静质量为初始值的几分之几？ 
解  设宇宙飞船原静质量为 0m ，发射的光子的总动量为 p ，末态飞船的静质量

为 0m′ .  

在最初的参考系中，列出能量守恒和动量守恒方程： 

2 20
0 2

2

0
2

2

1

1

mm c c pc

c
m p

c

′⎧ = +⎪
⎪ −
⎪
⎨ ′⎪ =
⎪
⎪ −
⎩

v

v
v

 

解得 

0

0

0.5m c
m c
′ −
= =

+
v
v

 

11.28  半人马座 α星与地球相距 4.3 l.y.. 两个孪生兄弟中的一个 A 乘坐速度为

0.8c 的宇宙飞船去该星旅行，他在往程和返程途中每隔 0.01a 的时间（飞船静止参

考系的时间）发出一个无线电信号，另一个留在地球上的孪生兄弟 B ，也在相应过

程中每隔 0.01a 的时间（地球静止参考系的时间）发出一个无线电信号.  
（1）在 A到达该星以前， B 收到多少个 A发出的信号? 
（2）在 A到达该星以前， A收到多少个 B 发出的信号？ 
（3） A和 B 各自共收到多少个从对方发出的信号？ 
（4）当 A返回地球时， A比 B 年轻了几岁？试证明两孪生兄弟都同意此观点.  
解  设地球参考系为 K 系，飞船参考系为 K ′系.  

（1）地球参考系中 B 的观点（参见图 11.28a）： 
0t t′= = 时，飞船在地球处，α星距地球 4.3 l.y.，即 4.3x c= ，飞船速度 0.8c=v ，

飞船到达α星需时间 
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/ 4.3 / 0.8 5.375aT x c c= = =v  

设 A到达α星时， B 在地球参考系看来，恰好收到 A在 M 点发出的信号，有 

OM x OM
c

−
=

v
 

解得 

2.389cxOM c
c

= =
+ v

 

即在地球参考系看，飞船到达 M 点的时刻为 

2.389 2.986a
0.8 0.8
OM ct

c c
= = =  

而此时飞船参考系（ K ′系）中时刻为 

2

2 2

2

2.989 0.8 2.389 1.796(a)
1 0.81

t OM
ct

c

− ⋅ − ×′ = = =
−−

v

v
 

由于飞船上的 A每隔 0.01a 的时间（飞船参考系的时间）发出一个无线电信号，

所以在 A到达α星前， B 收到 A发出的信号 179 个.  
（2）飞船参考系中 A的观点（参见图 11.28b）： 
飞船不动，地球参考系（ K 系）以速率 0.8c=v 向左运动， 0t t′= = 时，地球在

飞船处，由于地球参考系在运动，故α星与地球的距离发生洛伦兹收缩，为 
2 21 / 2.58l.y.x x c′ = − =v  

          

                 图 11.28a                                     图 11.28b 
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α星到达飞船需时间 

( )2 2/ 1 / / 4.3 0.6 / 0.8 3.225aT x x c c c′ ′= = − = × =v v v  

设α星到达 A时，A在飞船参考系看来，恰好收到 B 在到达 N ′点发出的信号，有 

O N x O N
c
′ ′ ′ ′ ′−

=
v

 

解得 
2 21 / 1.4334cx cx cO N c

c c
′ −′ ′ = = =

+ +
v

v v
 

即 N ′点在飞船参考系的坐标为 1.4334N c′ = − . 
在飞船参考系看， B 在到达 N ′点的时刻为 

1.4334 1.7918a
0.8 0.8
O N ct

c c
′ ′

′ = = =  

该事件（ B 在到达 N ′点）为： K ′系 ( , )t N′ ′ 、 K 系 ( ,0)t ，由洛伦兹变换得 

2

2 2

2

1.7918 1.4334 0.8 1.0751(a)
1 0.81

Nt
ct

c

′
′ + − ×

= = =
−−

v

v
 

由于地球上的 B 每隔 0.01a 的时间（地球参考系的时间）发出一个无线电信号，

所以在 A到达α星前， A收到 B 发出的信号 107 个.  
（3）在地球参考系看： 

飞船往返共耗时
4.3 2 10.75(a)

0.8
t ×
= = ，所以地球上的钟走了 10.75a，地球上的 B

共发出信号 107 个. 当飞船返回地球时飞船上的 A共收到信号 1075 个.  
而飞船上的时钟由于相对论延缓，耗时 

2
2

21 10.75 1 0.8 6.45(a)t t
c

′ = − = − =
v  

飞船上的 A共发出信号 645 个. 当飞船返回地球时，地球上的 B 共收到信号 645 个.  
（4）在地球参考系看：当飞船返回地球时，飞船上的 A 比地球上的 B 年轻

10.75 6.45 4.3− = （岁）.  

在飞船参考系看（参见图 11.28c）： 
飞船飞离地球时，飞船参考系（ K ′系）时间为 0at′ = ，但飞船参考系认为地球

参考系是向左运动的，因而 K 系中各点的时间是不同的，地球上的时间是 0at = ，

但α星的时间是（ 2 21 / 2.58l.y.x x c′ = − =v ） 
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图 11.28c  飞船参考系各时刻看地球参考系的时间 

2

2 2

2

0 2.58 0.8 3.44(a)
1 0.81

xt
ct

c

′
′ + + ×

= = =
−

−

v

v
 

飞船到达α星需时间 
/ 2.58 / 0.8 3.225at x c c′ ′Δ = = =v  

故飞船到达α星时，K ′系时间为 3.225at′ = ，但地球参考系（ K 系）相对于 K ′系运

动，因而 
2 21 / 3.225 0.6 1.935(a)t t c′Δ = Δ − = × =v  

故地球上的时间是 1.935a，α星的时间是 3.44 1.935 5.375(a)+ = .  

飞船在 α星减速、停止、调头加速至 0.8c=v 的过程所需时间假设可以忽略，相

当于飞船驾驶员瞬时从 K ′系跳到 K ′′系，此时 K ′′系时间为 3.225at t′′ ′= = ，但飞船参

考系认为地球参考系是向右运动的，因而 K 系中各点的时间是不同的，α星的时间

为 5.375at = ，地球上的时间是 5.375 3.44 8.815(a)+ = .  
飞船回到地球需时间 3.225at′′Δ = ， K ′′系时间为 3.225 3.225 6.45(a)t′′ = + = ，但

地球参考系（ K 系）相对于 K ′′系运动，因而 2 21 / 3.225 0.6 1.935(a)t t c′′Δ = Δ − = × =v ，

故地球上的时间是 8.815 1.935 10.75(a)+ = ，α星的时间是 5.375 1.935 7.31(a)+ = .  

因而仍然有结论：当飞船返回地球时，飞船上的 A 比地球上的 B 年轻

10.75 6.45 4.3− = （岁）.  
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第 1 章  拉格朗日方程 

1.1  对完整约束、非完整约束、定常约束、非定常约束、单侧约束和双侧约束

六种约束形式各举一个例子. 

解  ① 完整约束：
2 2 2

0
x y R
z

⎧ + =⎪
⎨

=⎪⎩
， R 为常数； 

② 非完整约束： d d 0z x y− = ； 
③ 定常约束： 2 2 2 2x y z R+ + = ，R 为常数； 
④ 非定常约束： 2 2 2 2( )x y z R t+ + = ，R(t)为与时间有关的正数； 
⑤ 单侧约束： 2 2 2

1 2 1 2( ) ( )x x y y l− + − ≤ ，l 为常数； 
⑥ 双侧约束： 2 2 2

1 2 1 2( ) ( )x x y y l− + − = ，l 为常数. 

1.2  半径为 r 的小球在内半径为 R 的固定球壳内作无滑动的滚动，球心不必保

持在同一竖直平面内. 求小球的自由度及其球心的直角坐标所满足的约束关系. 
解  球壳约束下小球平动的自由度为 2，小球滚动的自由度为 2，纯滚动约束减

少一个自由度，所以体系总自由度=2+2−1= 3. 
设球壳球心坐标为（0, 0, 0），小球球心为（x, y, z），则小球球心满足约束 

2 2 2 2( )x y z R r+ + = −  

1.3  半径为 R 的匀质半球在水平面上作无滑动的摆

动，质心保持在同一竖直平面内. 求此半球的自由度及其

质心的直角坐标所满足的约束关系. 
解  体系的自由度为 1. 
如图 1.3a 所示，设半球质心保持在 yz 面内，平衡时底

面大圆在 xy 面内，质心在（0, 0, a）. 则 
22

0 /2 0 4 3
22

0 /2 0

d d d d sin d d cos 32
4 3 8d d d d sin d d

R

V
R

V

z x y z r r r
a R R R

x y z r r

θ θ φ θ

θ θ φ

π π

π
π π

π

π
= = = − π = −
∫∫∫ ∫ ∫ ∫
∫∫∫ ∫ ∫ ∫

 

半球产生摆动时，与地面的接触点发生变化，设对应的摆角为θ，则转动θ的过程中，

球心始终位于 y 轴，接触点走过的距离为 Rθ. 故 

3 3sin ,     cos
8 8

y R R z Rθ θ θ= − = −  

 

图 1.3a 
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1.4  验证式（1.1.14）为不完整约束. 
证明  式（1.1.14）为 d sin d cos 0x yθ θ− = ，故 (( , , ) sin , cos ,0)x yF F Fθ θ θ= = −F ，

将之代入式（1.1.16）得 

2 2

sin cos

sin cos

0
( ) sin cos 1 0

0
x y θ θ
θ θ

θ
θ

θ
⋅ ∇× = ∂ ∂ ∂ = − −

−

−
= − ≠F F  

所以该微分约束不可积，为非完整约束. 
1.5  质量为 2m 的质点 A 和质量为 m 的质点 B 由长为 l 的无质量杆相连，质点

A 限制在水平的 x 轴上运动，质点 B 只能沿铅直的 y 轴运动. 给出 A 点横坐标和 B
点纵坐标间的约束关系，并用达朗贝尔原理求运动方程. 

解  设 A 和 B 的坐标分别为(xA, 0)，(yB, 0)，则满足约束关系 
2 2 2
A Bx y l+ =  

A 和 B 受到的主动力分别是 

1 2 ymg= −F e ,  2 ymg= −F e  

A 和 B 受到的惯性力分别是 
2 ,     A A A x B B B ym mx m my− = − − = −r e r e  

A 和 B 的虚位移为 
,     A A x B B yx yδ δ δ δ= =r e r e  

代入达朗贝尔方程得 
( 2 2 ) ( ) 0y A x A x y B y B ymg mx x mg my yδ δ− − ⋅ + − − ⋅ =e e e e e e  

即 
)2 ( 0A A B Bx x g y yδ δ+ + =  

上式两边乘以 yB，代入由约束关系导出的 0A A B Bx x y yδ δ+ = ，即可得到 

2 0A B A B Ax y x y x g− − =  

1.6  用达朗贝尔原理求双摆的运动方程，设两个摆具有相同的摆长及摆锤质量. 
解法一  建立直角坐标系，其中 y 方向竖直向下，A 和 B 的摆角分别为θ1 和θ2，

摆长为 l，摆锤质量为 m. 
A 和 B 受到的主动力分别是 

A ymg=F e ,  B ymg=F e  

A 和 B 受到的惯性力分别是 
( ),     ( )A A x A y B B x B ym m x y m m x y− = − + − = − +r e e r e e  
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其中，A 和 B 的坐标为 1 1 1 2 1 2( sin , cos ), ( sin sin , cos cos )l l l l l lθ θ θ θ θ θ+ + , 

               1 1 1 1 2 2

1 1 1 1 2 2

cos cos cos
    

sin sin sin
A B

A B

x l x l l
y l y l l
δ θ δθ δ θ δθ θ δθ
δ θ δθ δ θ δθ θ δθ

= = +⎧ ⎧
⎨ ⎨= − = − −⎩ ⎩

，  ① 

2 2
1 1 1 1 1 1 1 1(cos sin ),     (cos sin )A Ax l y lθ θ θ θ θ θ θ θ= ⋅ − ⋅ = − ⋅ + ⋅  

( ),     ( )A A x A y B B x B ym m x y m m x y− = − + − = − +r e e r e e  

代入达朗贝尔方程 
[ ( )] ( )

[ ( )] ( ) 0
y A x A y A x A y

y B x B y B x B y

mg m x y x y

mg m x y x y

δ δ

δ δ

− + ⋅ +

+ − + ⋅ + =

e e e e e

e e e e e
 

( ) ( ) 0A A A A B B B Bx x g y y x x g y yδ δ δ δ⇒ − + − − + − =  

把式①代入上面方程，由于 1 2,δθ δθ 相互独立，可得 
2

1 1 1 2 2 1 2 2
2

1 2 1 2 1 2 1 1

2 sin 2 cos( ) sin( ) 0
sin cos( ) sin( ) 0
g l l l

g l l l
θ θ θ θ θ θ θ θ
θ θ θ θ θ θ θ θ

⎧ + + − + − =⎪
⎨

+ + − + − =⎪⎩
 

解法二  在极坐标下求解 

1 1 21 2,     r r rl l l= = +r e r e e  

注意到 , ,r r rθ θ θδ δθ θ θ= = = −e e e e e e ，可得 

1 1 1

1 2 1 1 2 2

2
1 1 1 1 1

2 2
2 1 2 2 1 1 2 2

,    
r

r r

l l l

l l l l l l
θ θ

θ θ θ θ

δ δθ θ θ

δ δθ δθ θ θ θ θ

⎧= ⋅ = −⎧⎪ ⎪
⎨ ⎨= ⋅ + ⋅ = − + −⎪ ⎪⎩ ⎩

r e r e e

r e e r e e e e
 

主动力为 

1 ymg=F e ,  2 ymg=F e  

代入达朗贝尔方程 1 1 1 2 2 2( ) ( ) 0m mδ δ− ⋅ + − ⋅ =F r r F r r 中，考虑到关系式 

1 2 1 21 2 2 1sin ,     cos( ),     sin( )y rθ θ θ θθ θ θ θ θ⋅ = − ⋅ = − ⋅ = −e e e e e e  

则可得到与解一同样的答案. 
1.7  质量为 m 的质点可在半径为 R 的固定金属圆环上无摩擦地滑动，而圆环

位于铅直平面内. 设质点坐标为（x, y），极角为θ，证明质点的运动方程 0yx xy gx+ − =

和 cos 0R gθ θ+ = 是等价的. 
证明  由 cos , sinx R y Rθ θ= = 得到 

2 2sin ,     (cos sin ),     cos ,     (cos sin )x R x R y R y Rθθ θθ θθ θθ θθ θθ= − = − + = = −  

代入 0xy yx gx+ − = 中，得到 
2 2(cos sin ) sin ( sin cos ) cos cos 0R R R R gRθθ θθ θ θθ θθ θ θ− + − − + − =  

化简得 cos 0R gθ θ+ = ，以上各步均可逆. 
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1.8  长为 l、质量为 m 的均匀细直棒，其上端固定，棒与铅直方向成θ角进行匀

速转动，试用达朗贝尔原理求转动周期. 
解  以固定的上端为原点，以竖直向下为 z 轴方向建立柱坐标系，以θ和方位角

ϕ为广义坐标，棒上某质点的位矢 

cos sini i z i rr rθ θ= +r e e ，  2sini i rr θω= −r e  

主动力 

i i zm g=F e  

虚位移 
(cos sin ) sini i r z ir r ϕδ θ θ δθ θ δϕ= − +r e e e  

代入达朗贝尔原理中 
2

2 2

2 2

( ) ( sin ) [(cos sin ) sin ]

( sin sin cos )

sin sin cos 0

i i i i i z i i r i r z
i i

i i i i
i

i i i i
i i

m m g m r r

m gr m r

g m r m r

ϕδ θω θ θ δθ θ δϕ

θ θ θω δθ

θ θ θω δθ

− ⋅ = + − +

= − +

⎡ ⎤= − + =
⎢ ⎥⎣

⋅

⎦

∑ ∑
∑

∑ ∑

F r r e e e e e

 

所以 
2 2sin sin cos 0i i i i

i i

g m r m rθ θ θω− + =∑ ∑  

又 2 21 1,
2 3i i i i

i i

m r ml m r ml= =∑ ∑ ，得到 

3 2 cos2
2 cos 3

g lT
l g

θω
θ

= ⇒ = π  

1.9  一根长为 l 的直棒的下端与光滑的铅直墙壁接触，棒搭在固定而光滑的钉

上，钉与墙壁的距离为 d，试用虚功原理求下面两种情形下平衡时棒和铅直方向所

成的角. 
（1）棒有均匀分布的质量; 
（2）棒的质量可以忽略，其上端 B 挂一重物 Q. 
解 （1）杆子的质量均匀分布，重心位于杆子中心. 设重心相对钉子的高度为

zhe ，由几何关系可知 

1 cos cot
2z zh l dθ θ⎛ ⎞= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
e e  

变分的规则 



第 1 章  拉格朗日方程 

 

·181·

2
1( sin
2 sin

)z z
dh lδ δθθ
θ

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠
− +e e  

由虚功原理得到 ( ) 0z zmg hδ⋅ =e e ，即 

2
1 sin 0
2 sin

dl θ
θ

− + =  

3 32 2sin arcsind d
l l

θ θ⇒ = ⇒ =  

（2）杆子无质量，设重物相对钉子高度为 zhe ，由几何关系可知 

cos cotzh l dθ θ= −e  

对其变分 

2( sin
si

)
nz z
dh lδ δθθ
θ

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠
− +e e  

由虚功原理得 ( ) 0z zmg hδ⋅ =e e ，即 

2sin 0
sin

dl θ
θ

− + =  

33

sin arcsind d
l l

θ θ= ⇒ =  

1.10  质量分别为 m 和 3m 的两个质点由长为 2r 无质量杆相连而构成一个哑

铃. 它可以在半径为 r 的碗内无摩擦地滑动，用虚功原理求出静平衡时杆与水平方

向的夹角. 
解  杆长为 2r ，故杆的两端与球心连线夹角为 90°，设 3m 端与竖直方向夹角

为θ，由虚功原理 

1 23 0
cos 3 sin 0
y ymg mg

mgr mgr
δ δ
θδθ θδθ
+⋅ ⋅ =

→ − =
e r e r

 

解得
1arctan
3

θ = ，则平衡时杆与水平方向的夹角为 

1 1arctan arctan 26.57
4 3 2

θ π
= − = ≈ ° 

1.11  弹性圈的自然长度为 l0，劲度系数为 k，质量为 m，水平地套在竖直放置

的顶角为 2α的光滑圆锥面上，试用虚功原理求平衡时圆锥顶点与弹性圈所在平面的

距离. 
解  由于对称性，弹性圈位于一个水平面内. 设平衡时圆锥顶点与弹性圈所在

平面的距离为 z，弹性圈的半径为 r=ztanα，弹性圈上某点 
tani z rz z α= +r e e  

 

图 1.10a 
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则 
tan tani z rz z z θδ δ αδ αδθ= + +r e e e  

而对于微元 mi，受力为重力与弹性拉力的合力 

0(2 tan ) 2i
i i z r

mm g k z l
m

α= − ⋅ π − ⋅ πF e e  

由虚功原理代入 

0

0

( tan tan )(2 tan ) 2

2 tan (2 tan ) 0

i
i i z ri z r

i i

m z z zm g k z l
m

mg z k z l z

θδ δ αδ αδθα

δ α α δ

= ⋅ + +− π − π

= − π π

⎡ ⎤⋅ ⎢ ⎥⎣ ⎦
− =

∑ ∑F r e e ee e
 

即 

0
1

2 tan 2 tan
mgz l
kα α

⎛ ⎞= +⎜ ⎟π π⎝ ⎠
 

1.12  试由一般形式的哈密顿原理式（1.3.21）建立一般情形的拉格朗日方程式. 
解  哈密顿原理式（1.3.21） 

2

1 1

d 0
st

t
tL Q qα α

α

δ δ
=

⎛ ⎞
=+⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑∫  

对 ( , , )L q q t 求变分得到δL（等时变分δ t=0） 

1

s L Lq qL
q qα α
α αα

δ δδ
=

∂ ∂⎛ ⎞+= ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
∑  

代入式（1.3.21）中 

                   
2

1 1 1

d 0
s st

t

L Lq q Q q t
q qα α α α
α αα α

δ δ δ
= =

⎡ ⎤∂ ∂⎛ ⎞+ + =⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ ∑∫  ① 

对于等时变分,有
d d( )
d d
y y
x x

δδ ⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

，故有 

d( )
d
qL Lq

q q t
α

α
α α

δδ∂ ∂
=

∂ ∂
 

所以 
2

2 2

1 1
1

d( ) dd d
d d

t
t t

t t
t

qL L Lt q q t
q t q t q

α
α α

α α α

δ δ δ
⎛ ⎞∂ ∂ ∂

= ⎜ ⎟∂ ∂
−

∂⎝ ⎠∫ ∫  

对于不动边界问题，上式右边第一项为零，于是式①简化为 
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2

1 1

d d 0
d

st

t

L L Q q t
q t q α α
α αα

δ
=

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂
+ =⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

−∑∫  

由δqα的独立性和任意性，[…] =0，即 

d    ( 1,2, , )
d

L
sL Q

q qt α
α α

α⎛ ⎞
− = =⎜ ⎟

⎝ ⎠

∂ ∂
∂ ∂

 

1.13  用拉格朗日方法求第 1.6 题. 
解  设两摆的质量同为 m，两个摆的摆线与铅直的夹角分别为θ1，θ2，沿着摆

线方向且指向摆锤的单位向量分别为
1r
e ,

2r
e ，垂直于摆线方向且指向θ1和θ2 绕向的单

位向量分别为
1θ
e ,

2θ
e ，则

21 1 2cos( )θ θ θ θ⋅ = −e e  

1 2

2 2 2 2
1 2 1 1 2

2 2 2
1 1 2 1 2 1 2

2 2 2
1 2 1 2 1 2

1 1 1 1( ) ( )
2 2 2 2
1 1( ) [( ) ( ) 2( )( )cos( )]
2 2
1 [2 2 cos( )]
2

T m m m l m l l

m l m l l l l

ml

θ θθ θ θ

θ θ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ θ θ

= + = + +

= + + + −

= + + −

e ev v

 

1 1 2 1 2cos (cos cos ) (2cos cos )V mgl mgl mglθ θ θ θ θ= − − + = − +  

拉格朗日量 L=T−V，代入拉格朗日方程
d 0( 1, 2)
d i i

L L i
t θ θ
∂ ∂

− = =
∂ ∂

得到 

2
1 2 1 2 2 1 2 1

2
2 1 1 2 1 1 2 2

[2 cos( ) sin( )] 2 sin 0
[ cos( ) sin( )] sin 0

l g
l g
θ θ θ θ θ θ θ θ
θ θ θ θ θ θ θ θ

⎧ + − + − + =⎪
⎨

+ − − − + =⎪⎩
 

1.14  用拉格朗日方法求第 1.8 题. 
解  设该系统以角速度ω ϕ= 在转动，在沿着杆距离悬挂点为 x 的一小段的长

度为 dx，离转轴的水平距离为 r=xsinθ，则 

2 2 2 2

0

1 1d ( sin ) sin ,     cos
2 6 2

l lxT x ml V mgm
l

θω θ ω θ⎛ ⎞= = = −⎜ ⎟
⎝ ⎠∫  

拉格朗日函数 2 2 21 1sin cos
6 2

L T V ml mglθω θ= − = + ，所以 0L
θ
∂

=
∂

，则 

2 21 1 3sin cos sin 0
3 2 2 cos

L gml mgl
l

θ θ θ ω
θ θ
∂

= − = ⇒ =
∂

 

所以周期 

2 2 cos2
3

lT
g
θ

ω
π

= = π  
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1.15  求平面内两点之间的短程线. 

解  平面内的线元
1

2 2 22d (d d ) 1 ds x y y x= + = + ，则
2

2

1
1 ds y x= +∫ ，对其求

极值 . 
令 21f y= + ，则 

2
,     0

1
f y f
y yy
∂ ∂

= =
∂ ∂+

 

代入欧拉方程
d 0
d

f f
x y y
⎛ ⎞∂ ∂

− =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
中，即

2
Const.

1
f y
y y
∂

= =
∂ +

，所以 

1y C= ，  1 2y C Cx= +  

1.16  求圆柱面上两点间的短程线. 
解  柱面的线元 

1 1
2 2 2 2 2 2 2 22 2d (d d d ) ( d d ) ds x y z R z z Rθ θ= + + = + = +  

则
2

2 2

1
ds z R θ= +∫ ，对其求极值. 

令 2 2f z R= + ，则 

2 2
,     0f z f

z zz R
∂ ∂

= =
∂ ∂+

 

代入欧拉方程
d 0
d

f f
x y y
⎛ ⎞∂ ∂

− =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
中，即

2 2
Const.f z

z z R
∂

= =
∂ +

，所以 

1z C= ，  1 2z C Cθ= +  

1.17  求圆锥面上两点间的短程线. 
解  设圆锥顶角为 2α，锥面上任一点的球坐标为(r, α, ϕ)，锥面的线元 

2 2 2 2 2 2 2d d sin d sin ds r r r rα ϕ α ϕ= + = +  

则
2

2 2 2

1
sin ds r r α ϕ= +∫ ，对其求极值. 

令 2 2 2sinf r r α= + ，代入欧拉方程得 
2

2 2 2 2 2 2

d sin 0
d sin sin

r r
r r r r

α
ϕ α α

− =
+ +

 

引入变换
1 , sinu
r

ψ ϕ α= = ，则 2
d 1 d ,
d dsin

u ru
rψ ϕα

= = −  代入上式得 

0u u+ =  
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其解为 1 2cos sin ,u c cψ ψ= +  即 

1 2
1 cos( sin ) sin( sin )c c
r

ϕ α ϕ α= +  

该方程是圆锥展开成扇形时，以极坐标(r, ψ)表达的两点间线段. 
1.18  如果质点具有初始速度 0v ，求解最速落径问题. 

解  设 v 是沿着这条曲线的速率，则降落一段弧长 ds所需的时间为 ds/ v ，其中 
2 2 2

0d d d ,     2s x y gy= + = +v v  

运动所需时间为 
22

12 21
0

1 d
2

xt y
gy
+

=
+∫ v

 

令
2

2
0

1
2

xf
gy
+

=
+ v

，则
2 2
0

, 0
2 1

f x f
x xgy x
∂ ∂

= =
∂ ∂+ +v

，代入欧拉方程中 

1 2
12 2

0

(2 )
2 1

f x gc
x gy x

−∂
= =

∂ + +v
，  

2
0

2
1 0

/ 2d
d / 2

y gxx
y c y g

+
= =

− −
v

v
 

令 2 2
0 1/ 2 sin ,y g c θ+ =v  则最终可得最速落径的参数方程 

1 2

2 2
0 1

1 sin 2
2

2 sin

x c c

y g c

θ θ

θ

⎧ ⎛ ⎞= +−⎪ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎨

⎪ + =⎩ v
 

1.19  最小回转表面. 假定在两个固定端点之间作一条曲线，并让它绕 y 轴旋转

而形成一个旋转表面，找出使表面积为极小的曲线. 
解  曲线微元长度为 2d 1 ds x y= + ，旋转表面积 

2 2 2

1 1
2 d 2 1 dS x s x x y= π = π +∫ ∫  

令 22 1f x x= π + ，则 
22

3 2

2

22

2 d ( )(1
d (11

)
)

f xx f xx x x
x y

x x
xx

x
x

∂ π ∂ + +
= =

+
−

⇒
∂ ∂+

 

22 1f x
x
∂

= π +
∂

 

代入欧拉方程
d 0
d

f f
y x x
∂ ∂

− =
∂ ∂

得到 

2 1 0xx x− − =  
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又
2d d d

d d 2d
x x x xx
y x y x

= = = ，得到 2 2 2
1 (1 )x c x= + ，最终有 

2
1

1

cosh y cx c
c
+

=  

这是一条悬链线, 1 2,c c 由端点确定. 

（用
d 0
d

f f
x y y
∂ ∂

− =
∂ ∂

求解更简单） 

1.20  一个质点受到形如 V(x) = −Fx 的势能，其中 F 是常数，质点在 t0 的时间

里从 x=0 运动到 x=a. 设质点的运动可以表示为 x(t)=A+Bt+Ct2，试确定 A，B 和 C，
以确定作用量最小化. 

解  由初条件 x(0)=0 和 x(t0)= a，得 A=0，B=a/t0−Ct0，δB=−t0δC， 
0 02 2 2

0 0

2 2 3
0 0 0

1 1d d( 2 ) ( )
2 2

1 2 2
2 2 3

t t
S t tmx Fx m B Ct F Bt Ct

mC F mC FmB t Bt Ct

⎛ ⎞ ⎡ ⎤= =+ + + +⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎣ ⎦
+ +

= + +

∫ ∫
 

要使其取得最小值则δS=0，即 

2 3
0 0 0

2 2 3
0 0 0 0 0 0

0 0

3
0

2 4
2 3

2 4
2 3

( / 3 / 6) 0

mC F mC FS mB Bt B mB C t Ct

a mC F a mC Fm Ct t t m Ct t t C
t t

mC F t C

δ δ δ δ δ

δ

δ

+ +⎛ ⎞= + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +⎪ ⎪= − − + − + − +⎨ ⎢ ⎥ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

= − =

 

所以 C=F/2m，B=a/t0− Ft0/2m，而前有 A=0. 
1.21  一质点自高 20m 处释放，2s 后落地. 在时间 t 内下降距离 s 的方程式可

以设想为下列形式中的任一种（此处 g 在三种表示中具有不同的单位）： 

2 31 1,     ,     
2 4

s gt s gt s gt= = =  

所有这些表达式都能在 t=2s 时得出 s=20m. 证明正确的形式导致哈密顿原理中的积

分有一最小值. 
解  验证： F mg= ， ( )V s mgs= − ，三种情形下作用量大小分别为 

2 22 2 2

0

1 1d d 3
2 2

f

i

t

t
S t t mgms mgs mg mg t⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = =+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ ∫  

2 22 2 2 2 2

0

81 1 1d d
32 2 2

f

i

t

t
S t t mgms mgs mg t mg t⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = =+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ ∫  
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2 22 4 2 32

0

149 11 d d
532 42

f

i

t

t
S t t mgmg t mg tms mgs ⎛ ⎞⎛ ⎞= = =++⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ ∫  

显然第二种情况最小,它恰好是正确的形式. 
证明  利用第 1.20 题的结论，在作用量最小的要求下， s须含 t 的平方项. 
1.22  质量为 m、长为 l 的均匀细杆被限制在 xy 平面内运动，且其 A 端恒保持

在 x 轴上. 若采用（x,θ）作为广义坐标，其中θ是细杆与 x 轴的夹角，试求动能与广

义动量 pθ 的表达式. 

解  设细杆上某点距 A 端距离为 t，考虑微元 dt，位矢和速度分别为 

0 0 0 0cos , sin ; sin , cosx x t y t x x t y tθ θ θθ θθ= + = = − =  
2 2 2 2 2

0

1 1 1 1[( sin ) ( cos ) ]d sin
2 2 6 2

l mT x t t t mx ml mlx
l

θθ θθ θ θθ= − + = + −∫  

21 1 sin
3 2

L Tp ml mlxθ θ θ
θ θ
∂ ∂

= = = −
∂ ∂

 

1.23  半径为 r、质量为 m 的圆盘可以在细杆上无滑动地滚动，细杆同时以匀

角速度ω绕固定点 O 转动，滚动和转动在同一平面内. 试写出形式为 ( , )T q q 的圆盘

总动能的表达式. 
解  圆盘质心 C 的运动可以分解为 C 绕着 O 点的运动和沿着杆方向的平动. 设

圆盘与细杆接触点与 O 点的距离为 q，则 C 到 O 的距离和质心速度分别为 
2 2 2 2,     c xCO q r q r qϕω= + = + +e ev  

其中， xe 为杆方向， ϕe 为 C 的运动方向，满足
2 2x
r

q r
ϕ ⋅ = −

+
e e ，质心动能 

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

1 1 1( )
2 2 2
1 1( )
2 2

C c xE m m q r mq m q q r

m q r mq m rq

ϕω ω

ω ω

= = + + + + ⋅

= + + −

e ev
 

圆盘角速度满足关系
q
r

θ ω= − ，圆盘相对于质心的动能为 

2
2 2 2

2

1 1
22 4KC

q qE I mr
r r

θ ω ω= = −
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

+  

由柯尼希定理知，总动能 

2 2 2 2 23 3 1 3
4 2 2 4C KCT E E mq m qr m q mrω ω ω= + = − + +  

1.24  质量为 m 的质点被嵌入半径为 r 的无质量圆盘. 质点到盘中心的距离为

l. 竖直圆盘沿平面无滑动地滚下，平面对于水平面的倾角为α. 试应用拉格朗日方法

写出该系统的运动微分方程. 
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解  以起点为原点建立如图 1.24a 所示的直角坐标系，

则圆心位矢 

0 ( cos sin ) ( sin cos )x yr r r rθ α α θ α α= + + − +r e e  

质点位矢为 

0 sin( ) cos( )

cos sin sin[ ( )
[ sin cos cos( )]

]
 

x y

x

y

l l

r r l
r r l

α θ α θ

θ α α α θ
θ α α α θ

= − + − +

+ −
+ − + +

= +
−

r e e

e
e

r

 

所以 

[ cos cos( )] [ sin sin( )]x yr l r lα α θ θ α α θ θ= − + + − + +r e e  

2 2 2 2(1 1 2 os
2 2

)cT m m r l rlθ θ= = + −r  

[ sin cos cos( )]V mgy mg r r lθ α α α θ= = − + − +  

2 2 21 2 cos [ sin co( ) s cos( )]
2

L T V m r l rl mg r r lθ θ θ α α α θ= − = + − + − + − +  

代入拉格朗日方程得到 
2 2 2( 2 cos ) sin sin sin( ) 0m r l lr mrl mgr mglθ θ θ θ α θ α+ − + − + + =  

1.25  光滑刚性抛物线 2 2R pz= 以常角速度ω绕铅直轴 z 旋转，其上套有质量为

m 的小环，求小环的拉格朗日函数及运动方程. 如果小环稳定在抛物线的某处，求ω. 
解  设小环位矢 ,z rz R= +r e e  其速度 

z r z rz R R z R Rθ θθ ω= + + += +e e e e e er  

所以 
2 2 2 2 21 1 ( ),     

2 2
T m m z R R V mgzω= = + + =r  

代入约束关系 2 2R pz= ，即 2 2RR pz= , 
22 2

2 2 2 2 2 2 2
2

1 1( )
2 2 2

mgRR RL m z R R mgz m R R
pp

ω ω
⎛ ⎞

= + + − = −+ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

代入拉格朗日方程
d 0
d

L L
t R R
∂ ∂

− =
∂ ∂

，得到 

2
2 2

2 2 0R R gRR R R R
pp p

ω+ + − + =  

稳定时 0, 0,R R= =  代入上式得 

g
p

ω =  

 

图 1.24a 
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1.26  将 1.4.2 节中例 1.9 中的轨道由圆锥线换成圆柱线 ,r a bzθ= = 时，求珠子

的运动方程和解. 如果轨道的方程变成 , lnr az b zθ= = ，再次求解. 
解  设珠子质量为 m，圆柱线 ,r a bzθ= = ，其动能和势能分别为 

2 2 2 2 2 2 21 1( ) ( 1)
2 2

T m r r z m a b zθ= + + = + ，  V mgz=  

拉格朗日量 2 2 21 ( 1)
2

L m a b z mgz= + − ，拉格朗日方程为 

2 2d ( 1) 0
d

L L a b z g
t z z
∂ ∂

− = + + =
∂ ∂

 

解得 

2
1 22 22( 1)

gz t C t C
a b

= − + +
+

 

对于 , lnr az b zθ= =  

2 2 2 2 2 2 2 21 1( ) ( 1)
2 2

L m r r z mgz m a a b z mgzθ= + + − = + + −  

2 2 2d ( 1) 0
d

L L a b a z g
t z z
∂ ∂

− = + + + =
∂ ∂  

解得 

2
1 22 2 22( 1)

gz t C t C
a b a

= − + +
+ +

 

1.27  设广义力可以写成
d
di

i i

V VQ
q t q

⎛ ⎞∂ ∂
= − + ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

，其中 ( , , )V V q q t= 是广义坐标、广

义速度和时间的函数，称广义势能. 今引入 L T V′ = − ，试证
d 0.
d i i

L L
t q q
⎛ ⎞′ ′∂ ∂

− =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
 

证明          d d d ,
d d di i i

L T V
t q t q t q

′∂ ∂ ∂
= −

∂ ∂ ∂
  

i i i

L T V
q q q
′∂ ∂ ∂
= −

∂ ∂ ∂
 

所以 

d d
d d
d d d 0
d d

d
d

d

i i i i

i
i i i i i i

i i

T V T V
t q t q q q

T T V V T T Q
t q q t q q

L L
t q

t q q

q
⎛ ⎞′ ′∂ ∂

−
∂ ∂ ∂ ∂

− − +
∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − − + = − − =

∂ ∂ ∂ ∂

=⎜ ⎟
⎝ ⎠

∂

∂

∂

∂
 

1.28  一个做平面运动的质点除了受到有心力 1 3
m

r
μ

= −F r外，还受到与速度大

小成正比、方向相反的阻力 2
2 a= −F v 作用. 试求其拉格朗日方程式. 



《力学与理论力学（第二版）》习题解答 

 

·190·

解  有心力势能 1 2d d ,
r r

m mV r
rr

μ μ∞ ∞
= − = = −⋅∫ ∫F r  动能 2 2 21 ( )

2
T m r r θ= + ，则 

2 2 21 ( )
2

mL T V m r r
r
μθ= − = + +  

根据 , ,r rr r r
rθ θθ

θ
∂ ∂

= + = =
∂ ∂
r re e e ev ，拉格朗日方程

d
d

L L Q
t q q α

α α

∂ ∂
− =

∂ ∂
化为 

2 2 2
2

2 2 2 2

d
d
d 2
d

L L mmr mr a a r
t r r rr

L L mr mrr a a r
t

μθ

θ θ θ
θ θ θ

∂ ∂ ∂⎧ − = − + = − ⋅ = −⎪⎪ ∂ ∂ ∂
⎨ ∂ ∂ ∂⎪ − = + = − ⋅ = −
⎪ ∂ ∂ ∂⎩

r

r

v

v
 

1.29  光滑空心细管绕通过其一端 O 的水平轴在竖直面内以角匀速度ω0 转动. 
管中有一以 O 点为悬挂点的弹簧振子，弹簧自然长度为 l0，倔强系数为 k，振子质

量为 m. 试由拉格朗日方程求振子相对于管的运动微分方程. 
解  以管为参考系，有 

21
2

T mx= ，  2
0

1 ( )
2

V k x l= − ，  2 2
0

1 1 ( )
2 2

L T V mx k x l= − = − −  

在该参考系下，振子受惯性力 2
0F m xω= ，重力沿管的分量 0sinG mg tω= ，则广义力 

2
0 0sinQ m x mg tω ω= −  

代入拉格朗日方程
d
d

L L Q
x xt
∂ ∂

− =
∂ ∂

中，得到运动方程 

2 0
00 sinklkx x g t

mm
ωω⎛ ⎞+ = −−⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

1.30  质点可以在弯成圆环形的刚性金属丝上滑动，圆环的半径为 r，圆心为

O′，并以角速度ω绕其圆周上一点 O 在圆环平面内转动. 假定质点的位置由直线 OO′
量起的角θ 来规定，试求动能和广义动量 pθ . 

解  质点绕圆心的速度 1 r θθ= ev ，质点绕 O 点转动的速度 2 2 sin
2

r φ
θω= ev ，在惯

性系中总速度 

1 2 2 sin
2

r rθ φ
θθ ω= + = +e ev v v  

由几何关系， sin
2φ θ
θ

⋅ =e e ，所以 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 24 sin 4 sin 2 (1 cos )( )
2 2

r r r r rθ θω θ ω θ ω θ ω θ θ= + + = − + +v  
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2 2 21 1(1 cos )( )
2 2

T m mr ω θ ω θ θ⎡ ⎤= = − + +⎢ ⎥⎣ ⎦
v  

2[ (1 cos ) ]L Tp mrθ ω θ θ
θ θ
∂ ∂

= = = − +
∂ ∂

 

1.31  一质点在弯成螺旋形的光滑固定金属线上滑动. 螺旋线半径为 R，相对于

水平线的不变倾角为α，试考察质点的运动. 
（1）设螺旋线的中心轴是铅直的，若质点由静止释放，试求释放后质点滑下铅

直距离 H 所需的时间. 
（2）在螺旋线绕其铅直轴以匀角速度Ω 转动的情况，若质点仍以相对于螺旋线

为零的速度释放，试求相应的滑行时间. 
解 （1）质点位矢为 R zR z= +r e e ，所以 zR zθθ= +r e e ，由螺旋线的倾角为α，

tan
zRθ
α

= ，所以 

2
2 2 2 2

2
1 1 ( )
2 2 2sin

mzT m m R zθ
α

= = + =r ，  V mgz= −  

2

22sin
mzL T V mgz

α
= − = +  

代入
d 0
d

L L
t z z
∂ ∂

− =
∂ ∂

得 

2sinz g α=  

结合初始条件 0 0z z= =， 得 

2 21 sin
2

z g tα=  

代入 z H= ，得
1 2

sin
Ht
gα

= . 

（2）螺旋线以匀角速度Ω 转动，满足
tan
z

R
θ Ω

α
− =  

2
2 2

2
2)1 1 2(

2 2 tan sinzL T V R z mgz mgzR z zm m Rθ
ΩΩθ
α α

= − = + + = +
⎛ ⎞

+ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

e e  

2 2
d,     ,     

tan dsin sin
L LmR mz mz
z t z z

L mgΩ
α α α

∂ ∂ ∂
= = =

∂ ∂
+

∂
 

代入
d 0
d

L L
t z z
∂ ∂

− =
∂ ∂

得到 

2sinz g α=  
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接下来与前面一致，得到所需时间同样为
1 2

sin
Ht
gα

= . 

1.32  用拉格朗日方法求解第 1.9 题. 
解 （1）建立直角坐标系，质点坐标为 

1 1sin cos
2 2 tanc x y

dl d lθ θ
θ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝

+
⎠

r e e  

所以 

2
1 sin 0
2 siny

c dQ mg mg lθ θ
θ θ
∂ ⎛ ⎞= − = − =⎜

⎝
⋅ ⎟∂ ⎠

e r  

则 
3 2arcsin d

l
θ =  

（2）对于无质量杆，质点坐标为 

( sin ) cos
tanc x y

dl d lθ θ
θ

⎛ ⎞= − −⎜ ⎟
⎝

+
⎠

r e e  

所以 

2sin 0
siny

c dQ mg mg lθ θ
θ θ
∂ ⎛ ⎞= − = − =⎜∂ ⎝
⋅ ⎟

⎠
re  

则                              
3

arcsin d
l

θ =  

1.33  用拉格朗日方法求解第 1.10 题. 
解  如图 1.33a 所示，以碗口大圆圆心为原点建立

直角坐标系， 
  m 坐标 cos sinm x yr rθ θ= − −r e e ，  重力 1 ymg= −F e  

  3m坐标 3 sin cosm x yr rθ θ= −r e e ，  重力 2 3 ymg= −F e  

平衡时广义力为 0，即 
33 cos 3 sin 0m m

y yQ mg mg mgr mgrθ θ θ
θ θ

∂ ∂
= − − = − =

∂ ∂
⋅ ⋅
r re e  

得到
1arctan
3

θ = ，则平衡时杆与水平方向的夹角 

1 1arctan arctan 26.57
4 3 2

θ π
= − = ≈ ° 

1.34  质量为 m 的三足架各足长相同，与铅垂线之间的夹角都是α. 将它置于光

滑水平面上，并用一绳圈套在三足上，以使三足与铅垂线的夹角不变. 用拉格朗日

方法求绳的张力. 

图 1.33a 
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解  设绳的张力大小为 F，对于第 i 足，位矢 cos sin
iz ri l lα α= +R e e ，两侧绳子

张力的合力大小为 3F ，方向
ir
e 指向铅垂线. 广义力 

3

3

1 3
3

1 ( sin cos )3
3

sin 3 3 cos 0

i

i

i

i
z r

i

z rz r
i

Q mg F

l lmg F

mgl Fl

α

α α

α α

∂⎛ ⎞= ⋅+⎜ ⎟ ∂⎝ ⎠

⎛ ⎞= ⋅ − ++⎜ ⎟
⎝ ⎠

= − + =

∑

∑

R
e e

e ee e  

所以 
tan

3 3
mgF α

=  

1.35  已知一系统在惯性系 1 中的拉格朗日函数为 L1，惯性系 2 相对于惯性系

1 以速度 12v 运动，求该系统在惯性系 2 中的拉格朗日函数. 

解  设系统由 n 个质点组成，第 i 个质点质量为 mi. 

惯性系 1 中拉格朗日函数 1 1 1L T V= − ，其中 2
1 1

1
2

n

i i
i

T m=∑ v . 

惯性系 2 相对惯性系 1 速度为 12v ，则 

2 1 12i i= −v v v ， 2 2
2 2 1 12

1 1 ( )
2 2

n n

i i i i
i i

T m m= = −∑ ∑v v v  

又势能不随参考系变化而变化（自变量由 1r替换为 2 12t+r v ） 

2 2
2 2 2 1 12 1 12 1

22
1 1 1 12 1 1212 1 12

1 ( 2 )
2

11
22

n

i i i
i

n

i i i
i

L T V m V

T V L Mm m

= − = + − ⋅ −

⎛ ⎞= − + = + − ⋅− ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑

∑ P

v v

vv

v v

vv v
 

其中，M 是系统总质量， 1P 为系统在惯性系 1 中的总动量. 

1.36  某力学系统
2

2 21
2 2

2

1
2

qT q q
a bq

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟+⎝ ⎠

， 1 1 2V = a b q+ ，其中 a 、 b 、 1a 和 1b 为

常数. 试证 q2 与 t 之间以 2 2
2 2 0( )( 2 ) ( )q k q k h t t− + = − 相联系，其中 k 、h和 0t 为常数. 

证明  由题意，
2

2 21
1 1 22 2

2

1
2

qL a b qq q
a bq

⎛ ⎞
= − −+⎜ ⎟+⎝ ⎠

，不显含 1q ，所以 1
1

2

qp
a bq

=
+

为

常数，记为 1C . 由 q2 的拉格朗日方程得 

2
2 2 1 2 2 1 12

2
2

2

2 2 21
2 2 2 2

1 1 0
2 2( )

b b C b b
a

qq q q q q q q
b

q
q

+ + + = + + + =
+
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记 2
1 1 22bC b C+ = − ，将上方程乘以 2q ，可对时间积分得 

                            2 2
2 2 2 2 3q q C q C= +  ① 

令 3
2

2

9,
4

C k C h
C

= − = ，上式可改写成 

2 2
2 2

2 2

3[( ) ]d 3 3 d d
22 2

q k k q kq k q h t
q k q k

⎛ ⎞− +
= − + = ±⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠

 

对时间积分可得 

2 2 2 2 2 0( ) 3 ( 2 ) ( )q k q k k q k q k q k h t t− − + − = − + = ± −  

两边平方得 
2 2

2 2 0( )( 2 ) ( )q k q k h t t− + = −  

注：式①也可以由体系总能量守恒直接得到. 

1.37  考虑一自然系统，系统具有 21 ( )
2

mT q q= 和 ( )V V q= . 求运动方程，并验

证：如令总能量 E T V= + 对时间的导数等于零，也能得到此结果. 

解 （1） 21 ( ) ( )
2

L T V m q q V q= − = − ，因而 

2 2d 1 d d( ) ,     
d

d
d

d
d d 2 d

L m L m Vmq mq q q
q qt qt q q
∂ ∂

= = + = −
∂ ∂

 

代入拉格朗日方程中即为

 
21 d d 0

2 d d
m Vmq q
q q

+ + =  

（2）总能量 21 ( ) ( )
2

E T V m q q V q= + = +  

3 2d 1 d d 1 d d0 0
d 2 d d 2 d d
E m V m Vmqq q q mq q
t q q q q
= + + = ⇒ + + =  

因为拉氏方程不显含 t ，又是定常约束，所以体系能量守恒. 在只有一个自由度

的条件下，此关系式与原条件等价，可以得出同样的运动方程. 
1.38  已知一个 N 自由度的保守完整系统. 试证明，若令能量积分对时间的全

导数等于零，则由此得到的微分方程和第α个拉格朗日方程乘以 qα 然后对α求和所

得的方程相同. 

证明  能量积分
LE q L
qα
αα

∂
= −

∂∑ ，即 
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d
d

0

d
d

d
d

L L
t

L LE q q q q
q q q qt

L Lqq
t q q

α α α α
α α α αα α

αα
α αα

∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝

∂
+ += −

∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂
−= =

⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠∂ ∂

∑ ∑

∑
 

1.39  一系统 1 2
2 2 2
1 21 2

1 ( )( ),
2 s s sq qT A A A B B B q= + + + + + + 1 2

1 2

,s

s

V V VV
A A A
+ + +

=
+ + +

其中 Aα、Bα和 Vα都只是一个参数 qα的函数. 证明此系统的运动问题可用积分法

求解. 
解  转至第 3.28 题解. 
 
 
 
 
 
 
 



 

 

第 2 章  拉格朗日方程的应用 

2.1  两个质点作弹性碰撞，它们的质量分别是 m1 和 m2，初速度 1u 和 1αu . 如

果初始两个质点动能相同，碰撞后第一个质点静止，求α. 
解  设碰撞后质点 2 速度为 2u . 碰撞前 

2 2 2
1 1 2 1 1 2

1 1 ( )
2 2

m m m mα α= ⇒ =u u  

碰撞动量守恒 
2

1 1 2 1 2 2 1 2( )m m mα α α⇒+ = + =u u u u u  

弹性碰撞能量守恒 

2
1

2 2 2 2 2
1 1 2 1 2 2 2

1 1 1 1( )
2 2 2 2

m m mα α⇒+ = =u u u u u  

解得 1 2α = − ± . 
2.2  两个质点质量相同，碰撞后两质点的速度方向垂直. 求初始两质点速度的

关系. 
解  在实验室系下，设碰撞前速度为 1 2,v v ，碰撞后速度为 1 2,′ ′v v . 碰撞满足动量

守恒、能量守恒 

1 2 1

2 2 2 2
1 2 1 2

2

1 1 1 1
2 2 2 2

m m m m

m m m m

′ ′+ = +

′ ′

⎧
⎪
⎨
⎪⎩

+ = +

v v v v

v v v v
 

由上式可得 

1 2 1 2′ ′⋅ = ⋅v v v v  

考虑到碰撞后 1 2′ ′⊥v v ，则初始速度满足 1 2⊥v v 或者两者速度中有一个为 0. 

2.3  一质点与初始静止的另一质点发生弹性碰撞，碰撞后两质点的速度方向垂

直. 则可以知道它们的什么信息？ 
解  设在实验室系中质点 1 碰撞前速度为 1v ，碰撞后两质点速度分别为 1 2,′ ′v v ，

质量分别为 m1, m2，则满足动量守恒、能量守恒： 
                            1 1 1 1 2 2m m m′ ′= +v v v  ① 

                          2 2 2
1 1 1 1 2 2

1 1 1
2 2 2

m m m′ ′= +v v v  ② 

①2−2m1×②得 
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2
1 2 1 2 1 2 2 2( )0 2m m m m m⋅ −′ ′ ′= −v v v  

2
1 2 1 2 2 2 1 2( ) 0m m m m m′ ′ ′⇒ = =⇒⊥ −v v v  

即两者质量相等. 
2.4  证明在 m1=m2 和 m1 m2 两种情形，实验室系里刚球势散射的总截面均

为πR2. 

证明  当 1 2m m= 时， 2
0

0

d cos
d

Rσ θ
Ω

= ，总散射截面 

2 22
0 0 0 000

d d 2π cos dsin π
dt R Rσσ Ω θ θ θ
Ω

π

= = =∫ ∫  

当 1 2m m 时，
2

1
0

20

d 1 2 cos
d 4

mR
m

σ θ
Ω

⎛ ⎞+= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

，总散射截面 

2 2
21

00 0 0 0 00 020 0

d d π1 2 cosd 2π sin d sin d π
d d 4 2t

mR R R
m

σ σ θσ Ω θ θ θ θ
Ω Ω

π π⎛ ⎞+= = = = =⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫ ∫  

2.5  求粒子在势场 2V rα= 中的散射截面. 

解  散射过程满足 

min
2

2 2

2

2
2

d

1
r

b r r
b
r m r

ϕ
α

∞

∞

=

− −
∫

v

 

其中， minr 由能量守恒和角动量守恒决定 

2 2
min 2

min

min min

1 1
2 2

m m
r

mb mr

α
∞

∞

⎧ = +⎪
⎨
⎪ =⎩

v v

v v
 

解得
2 2

min 2
2mbr

m
α∞

∞

+
=

v
v

，于是 

min min
2 2 2

min
2 2 2

2 2

2 11 1

d d
r rm b r

m r r

b r r b r rϕ
α

∞ ∞

∞

∞

= =

− −
+∫ ∫v

v

 

设 minr t
r

= ，则 

1

20min min

d π
21

b t b
r rt

ϕ = =
−∫  
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2

2 2
min

2

2 2

1
2 22 2 2

2 2

2

2 2 2

ππ 2 π π π
2

2 π 1
2 π

d 2 ππ (2 π ) (π )1
d 2 π

d d 2 π π 1
d sin d sin(2 π )

b mb
r mb

b
m

b
m

b b
m

θ ϕ
α

α
θ θ

α θ θ θ
θ θ θ

σ α θ
Ω θ θ θθ θ

∞

∞

∞

−
−

∞

∞

⇒ = − = − = −
+

⎛ ⎞⇒ = −⎜ ⎟−⎝ ⎠

⎛ ⎞⇒ = − −−⎜ ⎟−⎝ ⎠

−
⇒ = = ⋅ ⋅

−

v
v

v

v

v

 

即散射截面
2

2 2 2
2 π π 1d d

sin(2 π )m
α θσ Ω

θθ θ∞

−
= ⋅ ⋅

−v
. 

2.6  求粒子在势场
0

0 ( )
( )
r a

V
V r a

>⎧
= ⎨
⎩ ≤

中的散射截面. 

解  穿过等势区球面界面时，粒子动量的切向分量不变，即 

1 2sin sinα β=v v  

而能量守恒 

2 2
1 1 2 2

1 1
2 2

m V m V+ = +v v  

由此二式可得入射角和折射角之间的关系为 

1
22 1

sin 21 ( )
sin

n V V
m

α
β

= = + −
v

 

由几何关系可知 
sin ,     2 2

sin sin
2 2

b a

n

α θ β α
θ θβ α αα

= = −

⎛ ⎞⇒ = + ⇒ =+⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

将上式中两角和的正弦函数展开，可得 

sin
2tan

1 cos
2

n

n

θ

α θ=
−

 

则 

2 2 2

2 2 2

2

1 cos
2sin

1 2 cos
2

a n
b a

n n

θ

α θ

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠= =

+ −
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微分散射截面 

2 2 2

2
2

cos 1 cos
d d 1 d 2 2
d sin d 8cos 4cosd cos 1 2 cos2 22 2

n n
b b b a n

n n

θ θ
σ

θ θθΩ θ θ θ

⎛ ⎞⎛ ⎞− −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠= = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ + −⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

故 

2 2

2
2

cos 1 cos
2 2d d

4cos 1 2 cos2 2

n n
a n

n n

θ θ

σ Ωθ θ

⎛ ⎞⎛ ⎞− −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠=
⎛ ⎞+ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

2.7  半径为 r 的均匀重球可以在一具有水平轴的、半径为 R 的固定内表面滚动.
试求圆球围绕平衡位置作微振动的运动方程及其周期. 

解  以齐圆心的水平面为势能零点，以θ表示球心相对于竖直线的转动角度，以

ϕ表示小球绕球心的转动角度，则 
( )cosV mg R r θ= − −  

小球滚动满足约束方程 

( ) ( )R r r R r rθ ϕ θ ϕ− = ⇒ − =  

小球动能 

2 2 2 2 2 2 2 21 1 1 7( ) ( )
2 2 2 5

1
10

T m I m R r mr m R rω θ ϕ θ= + = − + −=v  

则拉格朗日量 

2 27
1

) )co
0

( ( sL T V m R r mg R rθ θ= − = − + −  

代入拉格朗日方程
d 0
d

L L
t θ θ
∂ ∂

− =
∂ ∂

中，得到 

27 ( ) ( )sin 0
5

m R r mg R rθ θ− + − =  

对于小振动， sinθ θ≈ ，则
5 0
7

g
R r

θ θ+ =
−

，周期 

7( )2
5
R rT

g
−

= π  

2.8  质量为 m、摆长为 l 的两个单摆悬挂在同一水平线上相距为 d 的两个固定

点，两个摆锤带有等量异号电荷 q 和−q. 求体系作小振动的频率. 
解  以悬挂点为势能零点，两个单摆的摆角分别为θ1和θ2，则动能和势能分别为 
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2
2 2 2

1 2 1 2
0

1 1( ),     (cos cos )
2 4

qT ml V mgl
r

θ θ θ θ
ε

= + = − + −
π

 

其中 
2 2 2

1 2 1 2
2 2

1 2 1 2 1 2
2 2

1 2 1 2

[ (sin sin )] [ (cos cos )]

2 (sin sin ) 2 (1 sin sin cos cos )

2 (sin sin ) 2 [1 cos( )],

r d l l

d ld l

d ld l

θ θ θ θ

θ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ

= + − + −

= + − + − −

= + − + − −

 

2
2

1 1 1 23
1 0

1sin [d cos sin( )]
4

V qmgl l l
r

θ θ θ θ
θ ε
∂

⇒ = + + −
∂ π

 

小振动要求 1 2,θ θ 很小， 

cos 1,     sinθ θ θ≈ ≈  

2 2 2 3
1 2 1 2 1 23 3

1 1[ 2 ( ) ( ) ] 1 3 ( )ld ld l
r d d

θ θ θ θ θ θ− ⎡ ⎤⇒ = + − + − ≈ − −⎢ ⎥⎣ ⎦
 

2
2

1 1 21 23
1 0

2

1 1 22
0

3 [d ( )]1 ( )
4

21 ( )
4

V q lmgl l l
d d

q l lmgl
d d

θ θ θθ θ
θ ε

θ θ θ
ε

∂ ⎡ ⎤≈ + + −− −⎢ ⎥∂ π ⎣ ⎦

⎡ ⎤≈ + − −⎢ ⎥π ⎣ ⎦

 

代入关于θ1 和θ2 的拉格朗日方程得 
2

2
1 1 1 22

0
2

2
2 2 1 22

0

2 01 ( )
4

2 01 ( )
4

q l lml mgl
d d

q l lml mgl
d d

θ θ θ θ
ε

θ θ θ θ
ε

⎧ ⎡ ⎤+ + =− −⎪ ⎢ ⎥π ⎣ ⎦⎪
⎨

⎡ ⎤⎪ + − =− −⎢ ⎥⎪ π ⎣ ⎦⎩

 

令
2

1,2 1,2 2 2
04 4 /

q
d m dg lq

φ θ
ε

= ±
π −

，则上两式消去常数项得 

2

1 1 1 23
0
2

2 2 1 23
0

2 ( ) 0
4

2 ( ) 0
4

q lml mg
d

q lml mg
d

φ φ φ φ
ε

φ φ φ φ
ε

⎧
+ − − =⎪ π⎪

⎨
⎪ + + − =⎪ π⎩

 

令 1,2 1,2 sin( )a tφ ω ϕ= + ，代入以上方程组得 

22
2

1 233
00

2 2
2

1 23 3
0 0

22 0
4π4π

2 2 0
4π 4π

q lq l a aml mg
dd

q l q la aml mg
d d

ω
εε

ω
ε ε

⎧⎛ ⎞
+ =− − +⎪⎜ ⎟

⎪⎝ ⎠
⎨

⎛ ⎞⎪ + =− − +⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩
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非零振幅解要求系数行列式为零，即 
2 22 2

2
3 3

0 0

2 2 0
4π 4π

q l q lml mg
d d

ω
ε ε

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
− =− − + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

解得 
2

1 2 3
0

,     
π

g g q l
l l d

ω ω
ε

= = −  

注：
2

2 2
0 /4 4

q
d mg dlqε

±
π −

其实就是有库仑作用时 1,2θ 的平衡位置. 

2.9  计算线性非对称三原子分子的振动频率. 
解  对于纵向振动频率，设三原子偏离平衡位置的坐标分别为 1 2 3, ,x x x ，则 

2 2 2
1 1 2 2 3 3

1 1 1
2 2 2

T m x m x m x= + + ，  2 2
1 2 1 2 3 2

1 1( ) ( )
2 2

V k x x k x x= − + −  

除去整体平动，令质心固定在原点，即 1 1 2 2 3 3 0m x m x m x+ + = ，令 2 1 1,x x l− = 3 2 2x x l− = .

则反解出 
2 3 1 3 2 1 1 3 2 1 1 1 2 2

3
1 2 3 1 2 3

2
1 2 3

1
( ) ( ),     ,     m m l m l m l m l m l m m lx

m m m m m m
x

m
x

m m
+ + − + +

=
+ + + +

=
+ +

= −  

2 21 2 3 3 2 1 3 1
1 2 1 2

1 2 3 1 2 3 1 2 3

( ) ( )
2( ) 2( )

m m m m m m m ml l l l
m m m m m m m m m

T + +
+ +

+ + + + + +
⇒ =  

2 2
1 1 2 2

1 1
2 2

V k l k l= +  

代入拉格朗日方程中，得到 
1 2 3 3 1

1 2 1 1
1 2 3 1 2 3

3 1 3 2 1
1 2 2 2

1 2 3 1 2 3

( ) 0

( ) 0

m m m m ml l k l
m m m m m m

m m m m ml l k l
m m m m m m

+⎧ + + =⎪ + + + +⎪
⎨ +⎪ + + =
⎪ + + + +⎩

 

令 1,2 1,2 sin( )l a tω ϕ= + ，可得系数方程 

2 21 2 3 3 1
1 1 2

1 2 3 1 2 3

2 23 1 3 2 1
1 2 2

1 2 3 1 2 3

( ) 0

( ) 0

m m m m mk a a
m m m m m m

m m m m ma k a
m m m m m m

ω ω

ω ω

⎧⎡ ⎤+
− + − =⎪⎢ ⎥+ + + +⎪⎣ ⎦

⎨
⎡ ⎤+⎪− + − + =⎢ ⎥⎪ + + + +⎣ ⎦⎩

 

久期方程为 

2 21 2 3 3 1
1

1 2 3 1 2 3

2 23 1 3 2 1
2

1 2 3 1 2 3

( )

0
( )

m m m m mk
m m m m m m

m m m m m k
m m m m m m

ω ω

ω ω

+
− + −

+ + + +
=

+
− − +

+ + + +
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化简为纵向振动频率满足 

4 2 1 2 3
1 2 1 2

1 2 2 3 1 2 3

1 1 1 1 0m m mk k k k
m m m m m m m

ω ω
⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞ + +

− + + + + =⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

对于横向振动频率，设三原子偏离平衡位置的坐标分别为 1 2 3, ,y y y ，扣除整体平动

和转动，只有一个自由度，相应约束方程为 

1 1 2 2 3 3

1 1 1 3 2 3 2

0
0    ( )

m y m y m y
m l y m l y m

+ + =⎧
⎨
− + =⎩ 以 为参考点

 

2 2 2 1
1 2 3 2

1 1 2 3 1 2

,     
( ) ( )
m l m ly y y y

m l l m l l
⇒ = − = −

+ +
 

2 2 2
2 32 1 2 2 2 1 2 1

1 2 1 2 1 2 1 2 3

( )
( )

y yy y m l l l l l
l l l l l l m m m

δ
⎡ ⎤−− +

⇒ = + = + +⎢ ⎥+ ⎣ ⎦
 

22 2 2 2 2
2 22 2 1 2 11 2

22 2
1 2 31 2

1 1 ( )
2 82

m l l l ll lV k k y
m m ml l

δ
⎡ ⎤++⎛ ⎞′ ′⇒ = = + +⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎣ ⎦

 

2 2 2 2
2 2 2 22 2 1 2 1

1 1 2 2 3 3 22
1 2 31 2

1 1 ( )( )
2 2 ( )

m l l l lT m y m y m y y
m m ml l
⎡ ⎤+

= + + = + +⎢ ⎥+ ⎣ ⎦
 

22 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 1 2 1 2 2 1 2 1

2 2 2
1 2 3 1 2 31 2 1 2

2 2 2 2
1 2 2 1 2 1

2 2
1 2 31 2

1 ( ) ( )
4 ( )

( ) ( )
4

m l l l l m l l l lk
m m m m m ml l l l

k l l l l l l
m m ml l

ω
⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ +′⇒ = + + + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥+⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤′ + +

= + +⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

2.10  固有频率为ω0、质量为 m 的两个一维振子以相互作用αx1x2 耦合起来，x1

和 x2 分别为两振子偏离平衡位置的位移，求该体系的拉格朗日函数，并求振动频率. 

解            2 2 2 2
1 0 1 22 1 2

1 1( ),     ( )
2 2

T m x x V m x x x xω α= + = + −  

所以 

2 2 2 2
1 2 1 20 0 1 2

1 1( ) ( )
2 2

L T V m x x m x x x xω ω α= − = + − + +  

代入拉格朗日方程中，得到 
2

1 0 1 2
2

2 0 2 1

0
0

mx m x x
mx m x x

ω α
ω α

⎧ + − =⎪
⎨

+ − =⎪⎩
 

令 1,2 1,2 sin( )x a tω ϕ= + ，得系数方程 
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2 2
0 1 2

2 2
1 0 2

)

)

( 0

( 0

m a a

a m a

ω ω α

α ω ω

⎧ − =⎪
⎨
− =

−

+ −⎪⎩
 

久期方程为 
2 2

2 2 2 2 20
02 2

0

( )
( ) 0

( )
m

m
m

ω ω α
ω ω α

α ω ω
− −

= − − =
− −

 

解得 

2 2
1 0 2 0,     

m m
α αω ω ω ω= + = −  

2.11  如果有固有频率为ω0、质量为 m 的三个一维振子依次相连，相邻的振子

间有上题所述的耦合作用，求体系的拉格朗日函数和振动频率. 并尝试讨论 N 个振

子的情形. 

解      2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 32 2 230 1

1 1( ) ( )
2 2

L T V m x x x m x x x x x x xω α α= − = + + − + + + +  

代入拉格朗日方程中得到 
2

1 0 1 2
2

2 0 2 1 3
2

3 0 3 2

0

0

0

mx m x x

mx m x x x

mx m x x

ω α

ω α α

ω α

⎧ + − =
⎪⎪ + − − =⎨
⎪ + − =⎪⎩

 

令 1,2,3 1,2,3 sin( )x a tω ϕ= + ，可得系数方程 

2 2
0 1 2

2 2
1 0 2 3

2 2
2 0 3

( 0

( 0

( 0

)

)

)

m a a

a m a a

a m a

ω ω α

α ω ω α

α ω ω

⎧ − =
⎪⎪− − =⎨

−

+ −

+ −⎪− =⎪⎩

 

久期方程为 
2 2
0

2 2 3 2 2 3 2 2 2
0 0 0

2 2
0

( ) 0
( ) ( ) 2 ( ) 0

0 ( )

m
m m m

m

ω ω α
α ω ω α ω ω α ω ω

α ω ω

− −
− − − = − − − =

− −
 

解得 

2
1 0 2,3 0

2,     
m
αω ω ω ω= = ±  

推广到 N 个质点： 
1

2 2
0 1

1 1 1

1 1,     
2 2

N N N

i i i i
i i i

T m x V m x x xω α
−

+
= = =

= = −∑ ∑ ∑  
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1
2 2

0 1
1 1 1

1 1
2 2

N N N

i i i i
i i i

L T V m x m x x xω α
−

+
= = =

= − = − +∑ ∑ ∑  

则由拉格朗日方程得到 
2

1 0 1 2
2

2 0 2 1 3

2
1 0 1 2

2
0 1

0
0

0
0

N N N N

N N N

mx m x x
mx m x x x

mx m x x x
mx m x x

ω α
ω α α

ω α α
ω α

− − −

−

⎧ + − =
⎪

+ − − =⎪⎪
⎨
⎪ + − − =⎪
⎪ + − =⎩

 

令 sin( )i ix a tω ϕ= + ，代入上式得 
2 2
0 1 2

2 2
1 0 2 3

2 2
2 0 1

2 2
1 0

( 0
( 0

( 0
0

)

)(

)

)N N N

N N

m a a
a m a a

a m a a
a m a

ω ω α
α ω ω α

α ω ω α
α ω ω

− −

−

⎧ − =
⎪
− − =⎪⎪
⎨
⎪− + − =⎪
⎪−

−
+ −

−

−+ =⎩

 

久期方程为 
2 2
0

2 2
0

2 2
0

2 2
0

( ) 0 0
( )

0
0 ( )
0 ( )

N

m
m

D
m

m

ω ω α
α ω ω α

α ω ω α
α ω ω

− −
− − −

= =

− − −
− −

 

满足递推关系 2 2 2
0 1 2( ) 0N N ND m D Dω ω α− −= − − = ，得到 N 个不同振动频率. 

注：可证 1 2

1 2

N N

ND δ δ
δ δ
−

=
−

，其中
2 2 2 2 2 2

20 0
1,2

( ) ( )
2 4

m mω ω ω ωδ α− −
= ± − . 

2.12  三个质点由一根弹性杆相连，试考察该系统在平面内的横向微振动. 设位

能为 2
1 2 3

1 ( 2 )
2

V k y y y= − + ，其中常数 k 正比于弯曲刚度， 1 2 3, ,y y y 是三个质点的横

向偏移. 试求该系统的固有频率及相应的一组正交模态列. 

解           2 2 2
1 2 3

1 ( )
2

T m y y y= + + ，  2
1 2 3

1 ( 2 )
2

V k y y y= − +  

由
2 2

,T UM K
y y y yαβ αβ
α β α β

∂ ∂
= =
∂ ∂ ∂ ∂

可得 

0 0 2
0 0 ,     2 4 2
0 0 2

m k k k
M m K k k k

m k k k

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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振幅系数方程为 
2

1 1
2 2

2 2
2

3 3

2
( ) 2 4 2 0

2

a k m k k a
K M a k k m k a

a k k k m a

ω
ω ω

ω

⎛ ⎞− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− = − − − =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

简正频率满足久期方程 
2

2 4 2 2

2

2
2 4 2 (6 ) 0

2

k m k k
k k m k m k m

k k k m

ω
ω ω ω

ω

− −
− − − = − =

− −
 

解得 

1,2 30,     6 /k mω ω= =  

对于 1,2ω ， 1 2 32 0a a a− + = . 
为保证 1 2,Y Y 是正交的单位矢量，可以取 

T T
1 2

1 1(1,1,1) ,     (1,0, 1)
3 2

= = −Y Y  

对于 3ω ， 3 3

5 2 1
12 2 2 2
62 5 1

k k k
k k k

k k k

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − = ⇒ = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

0Y Y . 

2.13  质量为 m、摆长为 l 的单摆在阻尼介质中作小振动，阻力 2F mk= − v ，求

单摆的振动周期. 
解  以悬挂点为势能零点 

2 21cos ,     
2

V mgl T mlθ θ= − =  

2 2 22 ,     F mk F mk mkl θ∂
= − = − ⇒ = =

∂
v v

v
F

F  

由拉格朗日方程
d 0
d

T T V
t θ θ θ θ
∂ ∂ ∂ ∂

− + + =
∂ ∂ ∂ ∂

F
可得 

2 22 0 2 0gml mgl mkl k
l

θ θ θ θ θ θ+ + = ⇒ + + =  

令 e ta λθ = ，代入上式得 

2 22 0g gk k k
l l

λ λ λ+ + = ⇒ = − ± −  

振荡解要求 2 gk
l

< ，此时 e cos( )ktA tθ ω ϕ−= − ，其中 2g k
l

ω = − ，则 
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2
2π 2π lT

g k lω
= =

−
 

2.14  三个相同的滑块和两个相同的弹簧所组成的力学体系，开始时弹簧处于

固有长度. 体系运动时，滑块所受阻力与速度的一次方成正比，比例系数为 c，求体

系的振动频率. 
解  设滑块偏离平衡位置距离分别为 1 2 3, ,x x x ， 

2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 2 3

1 1( ),     [( ) ( ) ]
2 2

T m x x x V k x x x x= + + = − + −  

1

2
31

2i i
i

i
i

f cx cx
x =

∂
= − = −

∂
⇒ = ∑F
F  

由拉格朗日方程
d 0
d i i i i

T T V
t x x x x
∂ ∂ ∂ ∂

− + + =
∂ ∂ ∂ ∂

F
可得 

1 1 2 1

1 1 2 3 2

3 2 3 3

0
2 0

0

mx kx kx cx
mx kx kx kx cx
mx kx kx cx

+ − + =⎧
⎪ − + − + =⎨
⎪ − + + =⎩

 

令 ( , )e 1,2 3t
i ix a iλ= = ，代入上式得 

2
1 2

2
1 2 3

2
2 3

( ) 0

( 2 ) 0

( ) 0

m k c a ka

ka m k c a ka

ka m k c a

λ λ

λ λ

λ λ

⎧ + + − =
⎪⎪− + + − =⎨
⎪− + + =

+

⎩ +⎪

 

非零解振幅系数要求久期方程 
2

2

2

2 2 2

0
2

0

( 3 )( )( ) 0

m k c k
k m k c k

k m k c

m c k m c k m c

λ λ
λ λ

λ λ

λ λ λ λ λ λ

+ + −
− + + −

− + +

= + + + + + =

 

解得 
2 2

1,2 3,4 5 6
12 4,     ,     0,     

2 2
c c km c c km c

m m m
λ λ λ λ− ± − − ± −

= = = = −  

只有复数根对应振荡，当 24 12mk c mk< < 时，振动频率为
2

1
3

2
k c

m m
ω ⎛ ⎞= − ⎜ ⎟

⎝ ⎠
，当

2 4c mk< 时，振动频率为 1ω 和
2

2 2
k c
m m

ω ⎛ ⎞= − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

2.15  物体 A、B 和 C 质量均为 m，用两根劲度系数均为 k 的轻弹簧连接成直
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线排列，开始时三个物体均静止在平衡位置，之后物体 A 受沿直线的外力

( ) cosF t f tω= 策动，三者与各自平衡点的相对位移分别是 x1、x2 和 x3，系统的耗散

函数为 2 2
1 2 2 3

1 [( ) ( ) ]
2

x x x xγ= − + −F . 列出系统的拉格朗日函数和微分运动方程. 

解       
3

2 2 2
2 1 3

1
12

1 1 1 1, (    ,     ) (
2

co
2

s)
2 2i

i

T mx V k x x k x fx x tω
=

= = − + − = −∑ F  

2 2 2 2 2
1 2 3 2 1 3 2

1 1( ) [( ) ( ) ]
2 2

L T V m x x x k x x x x= − = + + − − + −  

由拉格朗日方程
d 1,( )2,3
d i

i i i i

T T V Q i
t x x x x
∂ ∂ ∂ ∂

− + + = =
∂ ∂ ∂ ∂

F
得运动方程 

1 2 1 2

3

1

2 1 2 1 2 3

3 2 3 2 3

( ) ( ) cos
( ) ( 2 ) 0
( ) (

2
) 0

mx x x k x x f t
mx x x x k x x x
mx x x k x x

γ ω
γ
γ

+ − − =⎧
⎪ + +

+
− + − =⎨

⎪ + − + −

− + −

⎩ + =+

 

2.16  电感 L 与电阻 R1 串接，再与电容 C 并联，有一个内阻为 R2、频率为ω的
简谐电源给它们供应能量. 写出电路的微分方程. 

解  设通过 R1，R2 上的电流分别为 1 2,e e ，则流经 C 上的电流为 2 1e e− ，于是 

2 2 2 2
1 2 1 1 1 2 2 1 2

1 1 1 1,     ( ) ,     ,     0,     sin
2 2 2 2

T Le V e e R e R e Q Q A t
C

ω= = − = + = =F  

由 1 2,e e 的拉格朗日方程得 

2 1
1 1 1

2 1
2 2

0

sin

e eLe R e
C

e eR e A t
C

ω

−⎧ + − =⎪⎪
⎨ −⎪ + =
⎪⎩

 

2.17  用微扰论方法求解非线性振动方程 2 2
0 (1 )x x x xω+ = − 的二阶近似解. 

解  令
2

0 1 2
2 2 2

0 1 2

x x x x

C C

ε ε

ω ω ε ε

= +⎧ +

= + +
⎪
⎨
⎪⎩

，代入振动方程中有 

2 2 2 2
0 1 2 1 2 0 1 2

2 2 2
0 1 2 0 1 2

   ( ) ( )( )

(1 ( ) )( )

x x x C C x x x

x x x x x x

ε ε ω ε ε ε ε

ε ε ε ε ε

+ + + − − + +

= − + + + +
 

忽略 ε 的 3 次以上项，分别列出 0ε 、 1ε 、 2ε 项的系数方程如下: 
2

0 0
2 2

1 1 0 0 1 0
2 2

2 2 0 1 1 0 0 1 1 2 0

0

(1 )

(1 ) 2

x x

x x x x C x

x x x x x x x C x C x

ω

ω

ω

⎧ + =
⎪⎪ + = − +⎨
⎪ + = − − + +⎪⎩

 

零阶近似得到常规的谐振子方程为 



《力学与理论力学（第二版）》习题解答 

 

·208·

0 cos( )x A tω ϕ= +  

其中， ,  A ϕ为待定常量，令 tφ ω ϕ= + ，代入一阶近似中得到 
2 3 2

1 1 1
33

1

sin cos sin cos

sin sin(3 ) cos
44

x x A A C A

AA C AA

ω ω φ ω φ φ φ

ωω φ φ φω

+ = − + +

⎛ ⎞= + +−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

右端可视为振动的策动力，由于不存在耗散，为避免实际不存在的无穷大共振，第

一项和第三项策动力必为零，即 
3

1
1

20
4 0

0

A AA
C

C A

ω ω
⎧ =⎧− =⎪ ⇒⎨ ⎨ =⎩⎪ =⎩

 

一阶近似方程化简为  
2

1 1 2 sin(3 )x xω ω φ+ =  

设 1 1 sin(3 )x A φ= 代入上式，可得 1
1

4
A

ω
= − ，将 x0 和 x1 的解代入二阶近似方程得 

2 2 2 2
2 2 1 1 1 2

22 2
11 1

1 2

2

3 cos3 3 cos cos3 2 sin3 sin cos cos

53 cos3 cos cos53 42 4
3 51 cos cos3 cos52
4 44

x x A A A A A C A

A AA A A AA C A

C

ω ω φ ω φ φ ω φ φ φ φ

ωω ωφ φ φω

φ φ φ

+ = − + +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + −− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞= + ++⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

为避免无穷大共振， 2
12 0
4

C + = ，则 2
1
8

C = − . 

二阶近似方程化简为 

2
2 2

3 5cos3 cos5
4 4

x xω φ φ+ = +  

设 2 1 2cos(3 ) cos(5 )x B Bφ φ= + 1 2
3

32
B

ω
= − 代入上式，可得 

1 22 2
3 5,     

32 96
B B

ω ω
= − = −  

最终解： 

2 2
1 3 52cos sin(3 ) cos(3 ) cos(5 )

4 32 96
x φ φ φ φ

ω ω ω
= − − −  

其中， tφ ω ϕ= + , 2
0

1
8

ω ω= − . 

2.18  证明：由带电粒子在电磁场中的拉格朗日函数可以导出运动方程

( )m e E= + ×r Bv . 
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证明                 21 ( )
2

L T U m e ϕ= − = − − ⋅Av v  

d d
d d

L m
t t
∂

= +
∂

Ar
r

 

( ) ( ) )(L e e e e eϕ ϕ∂
= − ∇ + ∇ ⋅ = − ∇ + ⋅ ×∇ + ∇

∂
×A A A

r
v v v  

将上两式代入拉格朗日方程得 

(d0 ( )

)(

)
d

m e e e
t

m e e m e e
t

ϕ

ϕ

= + + ∇ − ⋅∇ − ∇

∂
= + + ∇ − ∇ = − −

× ×

×
∂

× ×

Ar A A

Ar A r E B

v v

v v
 

即满足运动方程 
( )m e E= + ×r Bv  

2.19  质量为 m、电荷为 q 的粒子在轴对称电场 0 RE R=E e 和均匀磁场 0 zB=B e

中运动. 求粒子的运动微分方程. 

解  可设 0 lnE Rϕ = ，可以取 0

2
B R θ=A e ，位矢 R zR z= +r e e ，速度为 RR= +ev  

zR zθϕ +e e ， 

2 2 2 2 21 1 ( )
2 2

T m m R R zθ= = + +v ，  2
0 0

1( ) ln
2

U e e E R R Bϕ θ⎛ ⎞= − ⋅ = − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

A v  

2 2 2 2 2
0 0

1 ( ) ln
2 2

eL T U m R R z eE R R Bθ θ= − = + + + +  

代入关于 R、θ和 z 的拉格朗日方程分别得 
2

0 0
2

0

/

2 0
0

0mR mR eE R eB R

mR mR R eB R
z

R
m

θ θ

θ θ

⎧ − − − =
⎪

=

⎨ + + =
⎪
⎩

 

由于θ和 z 均为循环坐标，后两式可积为 
2

0 0
2 2

0 1

2

/ 0

2 / 2

mR mR eE R eB R

mR mR R eB R C
mz C

θ θ

θ θ

⎧ − − − =
⎪

+ + =⎨
⎪
⎩ =

 

2.20  一个粒子受到中心力
2

2 2
1 21 r rrF
r c
⎛ ⎞−

= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

的作用而在一个平面内运动，求

产生这个力的广义势能，并给出该体系的拉格朗日函数. 
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解        
2 22

2 2 2 2 2 22

d
d

1 1 2 221
U U r rr rr rrF
r r r r c r c rct

∂ ∂⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

−⎛ ⎞−= − = = + +−⎜ ⎟∂ ∂ ⎝ ⎠
 

2

2
1 rU
r c r

⇒ = +  

则中心力下，拉格朗日函数为 
2

2 2 2
2

1 1( ) 1
2

rL T U m r r
r c

θ
⎛ ⎞

= − = + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
 

 



 

 

第 3 章  哈密顿力学 

3.1  写出自由质点在柱坐标和球坐标中的哈密顿函数.  
解 （1）在柱坐标下 

2 2 2 21 ( )
2

T m r r zθ= + +  

2 2 2 21 ( ) ( , , )
2

L T V m r r z V r zθ θ= − = + + −  

则广义动量 

2,     ,     r z
L L Lp mr p mr p mz
r zθ θ

θ
∂ ∂ ∂

= = = = = =
∂ ∂ ∂

 

哈密顿函数 

2 2 2 2 2 2 2 2

2
2 2 2 2 2 2

2

1 ( ) ( , , )
2

1 1( ) ( , , ) ( , , )
2 2 r z

H q p L mr mr mz m r r z V r z

pm r r z V r z V r zp pm r

α α
α

θ

θ θ θ

θ θ θ

⎡ ⎤= − = + + − + + −⎢ ⎥⎣ ⎦

⎛ ⎞= + + + = ++ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑
 

（2）在球坐标下 

2 2 2 2 2 21 ( sin )
2

T m r r rθ θϕ= + +  

2 2 2 2 2 21 ( sin ) ( , , )
2

L T V m r r r V rθ θϕ θ ϕ= − = + + −  

则广义动量 

2 2 2,     ,     sinr z
L L Lp mr p mr p mr
r θ θ θϕ

θ ϕ
∂ ∂ ∂

= = = = = =
∂ ∂ ∂

 

哈密顿函数 

2 2 2 2 2 2

2
2

2 2 2 2 2 2

2
2 2 2 2 2 2

2 2 2

1sin ( sin ) ( , , )
2

1 1( sin ) ( , , ) ( , , )
2 2 sinr

z

H q p L

mr mr mr m r r r V r

p pm r r r V r V rp
m r r

α

θ

α
α

θ θϕ θ θϕ θ ϕ

θ θϕ θ ϕ θ ϕ
θ

= −

⎡ ⎤= + + − + + −⎢ ⎥⎣ ⎦
⎛ ⎞

= + + + = ++ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑
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3.2  一质点 m 在 2( , ) e tkF x t
x

τ−= 作用下做一维运动，其中 k 和τ 均为正的常数. 

给出该体系的哈密顿函数，并与其总能量比较.  

解       /( , )d e t

x

kV F x t x
x

τ
∞

−= − =∫ ， 2 /1 e
2

tkL T V mx
x

τ−= − = −  

广义动量 
Lp mx
x
∂

= =
∂

 

哈密顿函数 
2

/e
2

tp kH px L T V
m x

τ−= − = + = +  

是总能量，但不守恒.  
3.3  写出相对论粒子的哈密顿正则方程.  
解  相对论粒子的拉格朗日函数 

2 2
0

| |(1 1 ) ( ),     L m c V
c c

β β= − − − = =
rr v  

2 2
20 0

2 22 2
0

,
1

1

m mL c
m c

c
β

∂
= = = ⇒ =
∂ +− ⎛ ⎞− ⎜ ⎟

⎝ ⎠

r r pp r
r pr

 

2
2 2 4 2 2 20

0
2

2 0 0[ (1 1 ) ( )] ( )
1
mH L m c V c m c p c m c Vβ

β
= − = − − − − = +⋅ − +

−

rp r r r  

2 2 2
0

H c
m c

H V

∂⎧ = =⎪ ∂⎪ +⇒ ⎨
∂ ∂⎪ = − = −⎪ ∂ ∂⎩

pr
p p

p
r r

 

3.4  计算非相对论情形电磁场中带电粒子的哈密顿正则方程.  
解  带电粒子在电磁场中的拉格朗日函数为 

21
2

L em eϕ− ⋅= +r A r  

广义动量为 

mL e∂
= =
∂

+
r

p r A  

哈密顿函数为 
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2
21

2
( )

2
eH L e em
m

ϕ ϕ−
= ⋅ − = + = +

pr r Ap  

则哈密顿正则方程 
eH

m
∂

= =
∂

−r
p

p A  

21
2

( )

d( ) ( )
d

( )

e e

A Ae e e e e e
t t

e

m

e

H

t

ϕ

ϕ

− − ∇

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= × ∇× + ⋅∇ − ∇ = × + − + +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠

∂
= − = − ∇

+ ×

∂

= +

p A

AA A B E

A E

r

r r r

r B

p

 

3.5  计算相对论情形电磁场中带电粒子的哈密顿正则方程.  
解  相对论情形下，带电粒子在电磁场中的拉格朗日函数为 

2 2
0 (1 1 )L m c e eβ ϕ= − − − + ⋅A r  

广义动量为 

0
21

m cL eβ

β

∂
= = +
∂ −r

p A  

则 

2 2 2 2 4 2
0 0 02

1 1 ( )
1

H L m c e e c m c m c eϕ ϕ
β

⎛ ⎞−= ⋅ − = + = − + − +⎜ ⎟
−⎝ ⎠

p Arp  

正则方程为 
2

2 2 2 4
0

( )
( )

H e c
e c m c

∂ −
= =
∂ − +

p A
p p A

r  

2 2

2 2 2 4
0

( )
2 ( )

( ) ( )

( )( )

H c e e
e c m c

e e e
t

e e e e e
t

ϕ∂ ∇ −
= − = − − ∇

∂ − +

∂⎛ ⎞= × ∇× + ⋅∇ + +⎜ ⎟∂⎝ ⎠
∂⎡ ⎤= + + × = + + ×⋅∇ +⎢ ⎥∂⎣ ⎦

p Ap
p A

AA A E

A E B A Er A

r r

r r B

r

 

3.6  一个系统的拉格朗日函数为 2L q q= + ，用哈密顿正则方程求解该系统

的 q(t).  

解                      2 2LL q q p q
q
∂

= + ⇒ = =
∂

 

哈密顿量 
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2
2

4
pH pq L q q q= − = − = −  

由哈密顿正则方程 

2 1
2 21

H pq
p pq
Hp
q

∂⎧ = =⎪ ∂⎪ ⇒ = =⎨ ∂⎪ = − =
⎪ ∂⎩

 

积分得 

21
4

q t At B= + +  

其中，A 和 B 由初始条件决定.  
3.7  一个单位质量的质点在极坐标表达的势能 2cosk rθ 的一个平面上运动，其

中 k 为常数. 求哈密顿正则方程.  
解  极坐标下，拉格朗日量 

2 2 2
2

1 cos( )
2

kL T V r r
r
θθ= − = + −  

则 

2,     r
L Lp r p r
r θ θ

θ
∂ ∂

= = = =
∂ ∂

 

2
2 2 2 2

2 22

1 cos 1 cos( )
2 2r r

k kpH p r p L r r pr rr
θ

θ
θ θθ θ ⎛ ⎞= + − = + + = ++⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

哈密顿正则方程为 

2

2

23 3

sin2 cos

r
r

r

H pHr p
p p r

H kpH k pp
rr r r

θ

θ

θ
θ

θ

θθ
θ

∂⎧ ∂⎧= = = =⎪ ⎪∂ ∂⎪ ⎪
⎨ ⎨

∂∂⎪ ⎪ = − == − = +⎪ ⎪ ∂⎩∂⎩

 

3.8  抛物线状的光滑金属丝 2y ax= 绕其竖直方向的对称轴以匀角速度ω转动，

一质量为 m 的小环套在金属丝上可自由滑动. 以小环的 x 坐标写出小环的哈密顿函

数，并由此导出 x 所满足的运动微分方程.  
解  对于抛物线轨道 2 , 2y ax y axx= = , 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 21 1( ) [(1 4 ) ],     
2 2

T m x y x m a x x x V mgy mgaxω ω= + + = + + = =  

2 2 2 2 2 21 [(1 4 ) ]
2

L T V m a x x x mgaxω= − = + + −  
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2 2(1 4 )x
Lp m a x x
x
∂

= = +
∂

 

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2
2 2 2

2 2

1(1 4 ) [(1 4 ) ]
2

1 1(1 4 )
2 2
1 1

2 21 4

x

x

H p x L m a x x m a x x x mgax

m a x x m x mgax

p m x mgax
m a x

ω

ω

ω

= − = + − + + +

= + − +

= − +
+

 

哈密顿正则方程为 

2 2

2 2
2

2 2 2

1
1 4

41 2
(1 4 )

x

x

x
x

pHx
p m a x

a xpHp m x mgax
x m a x

ω

∂⎧ = =⎪ ∂ +⎪
⎨

∂⎪ = − = + −⎪ ∂ +⎩

 

消去 xp 得 
2 2 2 2 2(1 4 ) 4 ( 2 ) 0a x x a xx ga xω+ + − − =  

3.9  质点 m 在重力下沿 ,z k r aθ= = 的螺线运动，其中 k 和 a 为常数. 求哈密

顿正则方程.  

解                2 2 2 21 ( ),     
2

T m k a V mgz mgkθ θ θ= + = =  

2 2 2 21 ( )
2

L T V m k a mgkθ θ θ= − = + −  

2 2( )Lp m k aθ θ
θ
∂

= = +
∂

 

2
2 2 2 2

2 2
1 ( )
2 2 ( )

pH p L m k a mgk mgk
m k a

θ
θθ θ θ θ θ= − = + + = +

+
 

哈密顿正则方程为 

2 2( )
pH

p m k a
Hp mgk

θ

θ

θ

θ

θ

∂⎧ = =⎪ ∂ +⎪
⎨

∂⎪ = − = −⎪ ∂⎩

 

3.10  质量为 m 的质点受重力作用，被约束在半顶角为α的竖直光滑圆锥面内

运动. 以柱坐标 r 和θ为广义坐标，写出质点的哈密顿函数和关于 r 的运动微分方程.  
解  对于轨道 tan , tanr z r zα α= = ， 
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2
2 2 2 2 2 2

2

1 1( ) ,     cot
2 2 sin

rT m r r z m V mgrrθ αθ
α

⎛ ⎞= + + = =+⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

2
2 2

2

1
2 tansin

mgrrL T V m r θ
αα

⎛ ⎞= − = −+⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

2
2 ,     

sinr
L mr Lp p mr
r θ θ

θα
∂ ∂

= = = =
∂ ∂

 

2 2
2 2 2 2

2 2

22 22
2 2

22

1 cot
2sin sin

1 sin cot
2 tan 2 2sin

r

r

r rH p r p L r m mgrr

pmgr prm mgrr m mr

θ

θ

θ θ αθ
α α

α αθ
αα

⎛ ⎞= + − = + − ++⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞= + = + ++⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

θ为循环坐标， 2p mrθ θ= 为运动积分. 径向满足的哈密顿正则方程为 
2

2

3

sin

tan

r

r

r

H pr
p m

pH mgp
r mr

θ

α

α

⎧ ∂
= =⎪ ∂⎪

⎨
∂⎪ = − = −⎪ ∂⎩

 

可化成运动方程 
2

3
1sin sin cos 0pr g
rm

θ α α α⎛ ⎞− + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

3.11  一个质量为 m 的质点在重力作用下在旋转抛物面 2 2z x y= + 内滑动，z 轴

竖直向上. 用劳斯方程导出柱坐标中非循环坐标的运动方程.  
解  系统动能为 

2 2 2 2 2 2 2 21 1( ) ( 4 )
2 2

T m x y z m r r r rθ= + + = + +  

以 0z = 面为零势面，则系统的拉格朗日函数为 

2 2 2 2 2 21 ( 4 )
2

L T V m r r r r mgrθ= − = + + −  

易知θ 是循环坐标， 2Lp mrθ θ
θ
∂

= =
∂

为运动积分.  

故劳斯函数 
2

2 2 2 2 2 2 2 2 2
2

1 1 1( 4 ) (1 4 )
2 2 22

pR p L mr m r r r mgr mr r mgr
mr
θ

θθ θ= − = − + + = − + +  

2
10,     R Rp

p mrθ
θ

θ
θ
∂ ∂

= − = = =
∂ ∂

 

2
2 2

3(1 4 ),     4 2pR Rmr r mr r mgr
r r mr

θ∂ ∂
= − + = − − +

∂ ∂
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代入
d 0
d

R R
t r r
∂ ∂

− =
∂ ∂

得到 

2
2 2

2 3(1 4 ) 4 2 0pr r rr gr
m r

θ+ + − + =  

3.12  一个力学体系动能和势能分别为
2

2 2
1 2

1

1
2

qq
a bq

⎛ ⎞
+⎜ ⎟+⎝ ⎠

和 2
1 1 2

1 ( )
2

k q k+ ，其中 a，

b，k1 和 k2 均为常量，写出劳斯函数和劳斯方程.  
解  拉格朗日函数为 

2
2 22
1 1 1 22

1

1 1 ( )
2 2

qL q k q k
a bq

⎛ ⎞
= + − +⎜ ⎟+⎝ ⎠

 

易知 2q 为循环坐标， 2
2 2

2 1

L qp
q a bq
∂

= =
∂ +

为运动积分，故劳斯函数 

2
2 2 2 2 2 22

2 2 1 1 1 2 2 1 1 1 1 22
1

1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2 2

qR q p L q k q k p a bq q k q k
a bq

= − = − + + = + − + +
+

 

2
2 2 2 1

2 2

0,     ( )R Rp q p a bq
q p
∂ ∂

= − = = = +
∂ ∂

 

代入
1 1

d 0
d q q

R R
t
∂ ∂

− =
∂ ∂

，得到 

2
1 1 2 1( ) 0q q bp k+ + =  

3.13  证明 1 1 2 2 1 2 1 1 2 2 1 2
3 1 1 3 3 1 1 3, , ,

2 2 2 2 2 2 2 2
Q q q Q q q P p p P p p= − = + = − = +

是正则变换.  
证明 

1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 2 2 1 1 2 2

3 1 3 1 1 3 1 3
2 2 2 2 2 2 2 2

( ) 0

p q P Q

p q p q P Q P Q

p q p q p p q q p p q q

p q p q p q p q

α α α α
α

δ δ

δ δ δ δ

δ δ δ δ δ δ

δ δ δ δ

−

= + − −

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞= + − −− − + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

= + − + =

∑

 

故为正则变换. 

3.14  证 明
2 cos , 2 sinQq P p kQ P
k

= = 是 正 则 变 换 . 若 原 哈 密 顿 函 数

2 2 21 ( )
2

H p k q= + ，求用新的正则变量表示的哈密顿函数和哈密顿正则方程.  
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证明 

1
2

2

22 sin cos

2 1 22 sin cos ( sin )
2

1(sin cos ) 2 sin sin 2
2

Qp q P Q kQ P P QP
k

QkQ P P QP Q Q P P
k k

P P P Q Q P P Q P P

δ δ δ δ

δδ δ

δ δ δ

−

⎛ ⎞
− = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎡ ⎤

= −+ −⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎡ ⎤⎛ ⎞= − − = −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 

可以写成全变分的形式，故是正则变换， 

2 2 2 2 2 21 1 2( ) 2 sin cos
2 2

QH p k q kQkQ P k P
k

⎛ ⎞′ = + = =+⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

其哈密顿正则方程为 

0,     H HQ P k
P Q
′ ′∂ ∂

= = = − = −
∂ ∂

 

3.15  证明
2

2
2 , arctan

2
pp nQ q P

nqn
⎛ ⎞= + = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

是正则变换，其中 n是常数.  

证明 

2
2

2
arctan

2

arctan arctan

pn pp q P Q p q qnq n
p ppp nq q q

nq nqn

δ δ δ δ

δ δ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = − +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

因为 
2

2 2 2arctan arctan
p pp pp nq

nq nqp q n n q p
⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

所以 p q P Qδ δ− 可写成某个函数的全变分，即该变换是正则变换.  
3.16  证明 e ,pQ q t P p= + = 是正则变换，并求生成函数 1( , , )F q Q t .  
解           ( e ) ep pp q P Q p q p q t p pt pδ δ δ δ δ δ− = − + = −  

又
( e ) 0

ppt
q

∂ −
=

∂
，故 p q P Qδ δ− 可以写成某个函数的全变分，即该变换为正则变换.  

生成函数满足 

1 1ln ,     lnF FQ q Q qp P
q Qt t

∂ ∂− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

则 
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1 ln d ( ) ( )ln( ) ln ( )Q qF q f Q q Q Q q q q t f Q
t
−⎛ ⎞= + = − − − − +⎜ ⎟

⎝ ⎠∫  

1 ln( ) 1 ( ) ln( ) lnF Q q f Q Q q t
Q
∂ ′= − − − + = − − +
∂

 

解得 ( ) lnf Q Q t Q= + ， 

1 ( ) 1 ln Q qF Q q
t
−⎛ ⎞⇒ = − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

3.17  质量为 m 的粒子在圆柱对称的势场中运动，对称轴为 z 轴. 作变换 
cos sin ,     sin cos ,     X x t y t Y x t y t Z zω ω ω ω= + = − + =  

如果这是一个正则变换，写出变换的母函数和新的哈密顿函数.  
解  新旧坐标的变换为 

cos sin 0
sin cos 0

0 0 1

X t t x
Y t t y
Z z

ω ω
ω ω

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

可简记为 i ij j
j

X A x=∑ ，设新旧动量的变换为 i ij j
j

P B p=∑ ，正则变换要求

[ , ]i j ijX P δ= ，即 

[ , ] , [ , ]i j ik k jl l ik k jl l ik jl kl ik jk ij
k l kl kl kl

X P A x B p A x B p A B A Bδ δ⎡ ⎤= = = = =
⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

写成矩阵形式为 TAB I= ，由于 A 是正交矩阵，B=A.  

2i i i i ji j i ij j i i ij j
i ij ij ij

p x X P A P x A x P P A x Fδ δ δ δ δ δ+ = + = =∑ ∑ ∑ ∑  

2 ( cos sin ) ( sin cos )i ij j X Y Z
ij

F P A x x t y t P x t y t P zPω ω ω ω⇒ = = + + − + +∑  

因为 
2 2 2

2 2 2( )
2

x y zp p p
H V x y z

m
+ +

= + + +  

所以 

2

2 2 2
2 2 2

[( sin cos ) ( cos sin ) ]

( ) ( )
2

X Y

X Y Z
X Y

FK H H x t y t P x t y t P
t

P P P V X Y Z YP XP
m

ω ω ω ω ω

ω

∂
= + = + − + + − −

∂
+ +

= + + + + −
 

3.18  证明泊松括号的前 5 个性质.  
泊松括号的前 5 个性质： 
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1．反对称性 [ ] [ ], ,u u= −v v  

[ ] [ ]
1 1

, ,
s su u u uu u

q p p q q p p qα α α α α α α αα α= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − = − − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑v v v vv v  

2．微商性质 [ ], , ,uu u
x x x
∂ ∂ ∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤= +⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦

vv v  

[ ]
1

1

1

,

, ,

s

s

s

u uu
x x q p p q

u u u u
x q p q x p x p q p x q

u u u u
q x p p x q q p x p q x

u u
x x

α α α αα

α α α α α α α αα

α α α α α α α αα

=

=

=

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + − −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − + −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

∂ ∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤= +⎢ ⎥ ⎢∂ ∂⎣ ⎦ ⎣

∑

∑

∑

v vv

v v v v

v v v v

vv ⎥⎦

 

3．分配率 [ ] [ ] [ ], , ,u w u u w+ = +v v  

[ ]

[ ] [ ]

1

1 1

( ) ( ),

, ,

s

s s

u w u wu w
q p p q

u u u w u w
q p p q q p p q

u u w

α α α αα

α α α α α α α αα α

=

= =

⎛ ⎞∂ ∂ + ∂ ∂ +
+ = −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
= +

∑

∑ ∑

v vv

v v

v

 

4．结合律 [ ] [ ] [ ], , ,u w u w u w= +v v v  

[ ]

[ ] [ ]

1

1

( ) ( ),

, ,

s

s

u w u wu w
q p p q

u u w u u ww w
q p q p p q p q

u w u w

α α α αα

α α α α α α α αα

υ υ

=

=

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
= −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + − −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
= +

∑

∑

v vv

v v

v v

 

5．涉及广义坐标和广义动量的泊松括号 

[ ] [ ]

, 0,     , 0,     ,

, ,     ,

q q p p q p

f fq f p f
p q

α β α β α β αβ

α α
α α

δ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = =⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∂ ∂

= = −
∂ ∂

 

1 1

, 0,     , 0
s sq q p pq q p pq q p p

q p p q q p p q
β β β βα α α α

α β α β
γ γ γ γ γ γ γ γγ γ= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − = = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑  
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1 1

, ( 0)
s sp pq qq p

q p p q
β βα α

α β αγ βγ αβ
γ γ γ γγ γ

δ δ δ
= =

⎛ ⎞∂ ∂∂ ∂⎡ ⎤ = − = − =⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
∑ ∑  

[ ]
1

,
s q qf f fq f

q p p q p
α α

α
β β β β αβ=

⎛ ⎞∂ ∂∂ ∂ ∂
= − =⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
∑  

[ ]
1

,
s p pf f fp f

q p p q q
α α

α
β β β β αβ=

⎛ ⎞∂ ∂∂ ∂ ∂
= − = −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
∑  

3.19  证明：以 2 2,r p 和 ⋅r p为自变量的任意函数 f 与角动量分量 zJ 的泊松括号

为零.  
证明  2 2( , , )f f r p= ⋅r p ，其中 ,x y z z y xxp yp zp J xp yp⋅ = + + = −r p . 

22

2

[ , ]

22
( )( )

2  

z z
z

z z z z z z

x x y y z z

y x
x y

xx y

f J f J
f J

q p p q

f J f J f J f J f J f J
x p p x y p p y z p p x

f f f fy p x p
x p y p

f ff f p xx py p
pr

f yx
r

α α α αα

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞−= ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= − + − + −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂
= − − + +

∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂∂ ∂ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ++= − − ⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂ ⋅∂ ⋅ ∂∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∂ ∂

++
∂

∑

r pr p

2 2
( )( )

0

yy x
f ff p yp p
p
∂ ∂⎛ ⎞⎛ ⎞ ++ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂ ⋅∂ ⋅ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

=

r pr p

 

3.20  已知系统的哈密顿函数为 1 1 2 2[ ( , ), , , ]H H f q p q p t= ，证明 d d 0f t = .  
证明  1 1 2 2[ ( , ), , , ]H H f q p q p t= ，又 f 与 2 2q p 无关， 

1 1 1 1 1 1 1 1

[ , ] 0f H f H f H f f H ff H
q p p q q f p p f q
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= − = − =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

所以 
d [ , ] 0
d
f f f H
t t

∂
= + =
∂

 

3.21  证明上题结论可进一步推广为：若系统的哈密顿函数可写成下列形式，

则 f 守恒.  

1 2 1 2 1 1 2[ ( , , , ; , , , ); , , ; , , ; ]m m m s mH H f q q q p p p q q p p t+ +=  

证明  0f
t

∂
=

∂
；当 mα > 时， 0f

qα

∂
=

∂
，所以 
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[ ]
1 1

, 0
s mf H f H f H f f H ff H

q p p q q f p p f qα α α α α α α αα α= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑  

d [ , ] 0
d
f f f H
t t

∂
⇒ = + =

∂
，即 f 守恒 

3.22  设ϕ是坐标和动量的任意标量函数，证明 [ , ] 0zJϕ = . 
解  ϕ是坐标和动量的任意标量函数，即ϕ 可以表示为 2 2( , , )r pϕ ϕ= ⋅r p ，以

下证明见 3.19 题解.  

3.23  质点在势场 2 3
a bzV
r r

= − 中运动，a 和 b 是常数. 求哈密顿主函数和哈密顿

特征函数.  
解  拉格朗日函数 

2 2 2 2 2 2
2 2

1 cos( sin )
2

a bL m r r r
r r

θθ θ ϕ= + + ⋅ − +  

则广义动量 

2 2 2,     ,     sinr
H H Hp mr p mr p mr
r θ ϕθ θ ϕ

θ ϕ
∂ ∂ ∂

= = = = = = ⋅
∂ ∂ ∂

 

所以哈密顿函数 

2 2 2
2 2 2 2 2

1 11 cos
sin2 rr

a bp p pH p r p p L
r rm r rθ ϕθ ϕ

θθ ϕ
θ

⎛ ⎞+ += + + − = + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

令 , ,r
W W Wp p p
r θ ϕθ ϕ

∂ ∂ ∂
= = =
∂ ∂ ∂

，则 

22 2

2 22 2 2

1 cos1 1
2 sin

a bWW W E
m r rr rr

θ
ϕθθ

⎡ ⎤∂⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ + − =+ +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
 

整理得 

          
22 2

2 2
2

12 2 2 cos 0
sin

WW Wr ma mEr mb
r

θ
ϕθθ

∂⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − + − + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 ① 

分离变量 ( , , ) ( ) ( ) ( )rW r W r W Wθ ϕθ ϕ θ ϕ= + + ，H 不显含 ϕ ，则 pϕ 为运动积分，令

2p Cϕ = ，即 2( )W Cϕ ϕ ϕ= ，代入式①得 

2
2 2

1

2 2
2

12

2

2 cos 2
sin

rWr mEr C
r

CW mb ma Cθ θ
θθ

⎧ ∂⎛ ⎞ − = −⎪ ⎜ ⎟∂⎝ ⎠⎪
⎨
∂⎛ ⎞⎪ + − + =⎜ ⎟⎪ ∂⎝ ⎠⎩
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1
2

2
2

1 2

( ) 2 d

( ) 2 cos 2 d
sin

r
CW r mE r
r

CW C mb maθ θ θ θ
θ

⎧
= −⎪

⎪⇒ ⎨
⎪ = + − −⎪⎩

∫

∫
 

即哈密顿特征函数 
2

1 2
2 12 22 d 2 cos 2 d

sin
C CW C mE r C mb ma
r

ϕ θ θ
θ

= + − + + − −∫ ∫  

哈密顿主函数 
S Et W= − +  

3.24  用哈密顿-雅可比方程求解第 3.6 题.  
解                         2L q q= +  

广义动量 

21 12
2 4

Lp q q p H p q
q
∂

= = ⇒ = ⇒ = −
∂

 

令
Wp
q

∂
=
∂

，则 

2 3
21 4 ( )

4 3
W

q E W q E
q

∂⎛ ⎞ − = ⇒ = +⎜ ⎟∂⎝ ⎠
 

新坐标 
1
22( )Wt t q E

E
ξ ∂
= − + = − + +

∂
 

反解可得 

21 ( )
4

q t Eξ= + −  

3.25  用哈密顿-雅可比方程求哈密顿函数为 2H p q= − 的体系的运动.  

解  根据哈密顿函数得哈-雅方程 
2

W Wq E E q
q q

⎛ ⎞∂ ∂
− = ⇒ = ± +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

 

则哈密顿特征函数 
3
22 ( )

3
E CW q± + +=  
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Wt t E q
E

ξ ∂
= − + = − ± +

∂
 

2    ( )Wp E q t q t E
q

ξ ξ∂
= = ± + = + = + −
∂

，  

3.26  体系的哈密顿
2

21
2 1

1 ( )
2 2
pH p kq
m m

= + − ，用哈密顿-雅可比方程求解轨道

方程.  
解  由哈密顿函数得哈-雅方程 

2 2

1
1 2

1 1
2 2

W WE kq
m q m q
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂

= + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

设 1 1 2 2( ) ( )W W q W q= + ，由于 q2为循环坐标，p2为运动积分，可令 2
1

2

W C
q

∂
=

∂
，所以 

2
21

1 1
1

1 1 ( )
2 2

WE C kq
m q m
⎛ ⎞∂

= + −⎜ ⎟∂⎝ ⎠
 

2
1 1 1 1 2 1 22 ( ) d ,     W mE C kq q W C q C⇒ = ± − − = + ′∫  

2
1 1 1 1 22 ( ) dW mE C kq q C q C⇒ = ± − − + + ′∫  

所以 
1 1

1 2 22
1 1 1

d
2 ( )

W C kq q q C
C mE C kq
∂ −

= ± + =
∂ − −∫  

2
2 1 1 2

1 2 ( )C mE C kq q
k

⇒ = ± − − +  

轨道方程为 
2

21
1 2 2 2( ) 2C mEq q C

k k
⎛ ⎞− − =⎟
⎝ ⎠

+⎜  

3.27  质点 m 做斜抛运动，初速度为 0v ，水平仰角为α. 用哈密顿-雅可比方程

求解.  

解  哈密顿函数 2 21 ( )
2 x yH p p mgy

m
= + + ，哈-雅方程 

221
2

W WE mgy
m x y

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞= ⎢ + ⎥ +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
 

由于 x是循环坐标， x
Wp
x

∂
=
∂

为常数，记为 1C .  
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设 1 2( ) ( )W W x W y= + ，则有 
22

2 21 2
12 2W WmE m gy C

x y
⎛ ⎞⎛ ⎞ = − − =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∂ ∂
∂ ∂

 

则解得 
2 2

1 1 2 1,     2 2 dW C x C W mE C m gy y′= + = ± − −∫  

所以 
2 2

1 12 2 dW C x mE C m gy y C′= ± − − +∫  

2 21 1
1 022 2

1 1

d 2 2
2 2

W C Cx y x mE C m gy x
C m gmE C m gy
∂

= ± = ± − − =
∂ − −∫  

代入 2
1 0 0

1cos ,
2xC p m E mα= = =v v ，解得 

4 2
2 0
1 2

01
2

2

2 2 2
0

2 2
0

)
sin )

2 co

2
(

22 s

(m g x xmE C
g x xCy

gm g
α

α

−
− −

−
= = −

v
v

 

设初始时刻质点在原点，可得
2
0

0
cos sinx

g
α α

=
v

，代入上式化简得轨道方程 

2

2 2
02 cos

tan gxy x
α

α= −
v

 

3.28  一系统 1 2
2 2 2
1 21 2

1 ( )( ),
2 s s sq qT A A A B B B q= + + + + + + 1 2

1 2

,s

s

V V VV
A A A
+ + +

=
+ + +

其中 Aα、Bα和 Vα都只是一个参数 qα的函数. 证明此系统的运动问题可用积分法

求解.  
解  由题意， 

L B q pA
q β αβ
α

α α∂
=

∂
=∑  

所以 
p

B
q

A
α

α β

α
β

=
∑

 

2
21

22

V
H T V A B V A

BA
p

q
ββ

β β β β ββ β β β
βββ

β⎛ ⎞
= + = + = +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑∑ ∑ ∑ ∑∑
 

哈-雅方程为 
2

1
2

W
V A EqB β ββ βββ

⎛ ⎞∂⎛ ⎞⎜ ⎟+ =⎜ ⎟∂⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ∑  



《力学与理论力学（第二版）》习题解答 

 

·226·

用分离变量法，设 ( )W W qβ ββ
=∑ ，则上式变形为 

2

0
d2

1 dW
V EA

qB
β

β ββ
ββ

⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟+ − =⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
∑  

由于各 Wβ 无关，所以有 
2

1 d
d2
W

V EA C
qB
β

β β β
ββ

⎛ ⎞
+ − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

其中，Cβ为常数，且满足约束 0Cββ
=∑ ，最终积分得 

2 ( )dW B EA V C qβ β β β β β= − +∫  

3.29  验证玻尔氢原子模型满足位力定理.  
证明  设圆周运动的半径为 a，则 

2
2

2 0kema
a

ϕ − =  

2 2
2 21 ,     

2 2
kq kqT ma V

a a
ϕ= = = −  

则对任意时刻，
1
2

T V= − ，所以 

1
2

T V= −  

满足位力定理. 
3.30  验证行星的椭圆轨道运动满足位力定理.  
证明  设椭圆半长轴为 a，半短轴为 b，焦距长为 c. 

令
2

,b cp e
a a

= = ，椭圆轨道方程为
1 cos

pr
e ϕ

=
+

，又
d
d
S S
t T
= ，则 

2π 2

0 0

2π

20

1 1 1 1d d d
π 2

2 πd
2π 1 cos 2π 1

T

S

GMm GMm GMmV t S r
T r S r ab r

GMm p GMm p GMm
ab e ab ae

ϕ

ϕ
ϕ

= − = − = − ⋅

= − = − = −
+ −

∫ ∫∫ ∫

∫
 

能量守恒： 
1

2 2
GMmT V T V V

a
+ = + = − =  

1
2

T V⇒ = −  

满足位力定理.  



 

 

第 4 章  刚体的运动 

4.1  证明刚体上任意两点的速度在两点连线方向的分量相等.  
证明  考察质点 1 和质点 2， 1 1 2 2,c c= + × = + ×r rv v v vω ω ，则 

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) [ ( )] ( ) [( ) ( )] 0− ⋅ − = × − ⋅ − = − × − ⋅ =r r r r r r r r r rv v ω ω  

可见 1 2−v v 在 1 2−r r 方向（连线方向）无投影，故 1v 和 2v 在该方向分量相等.  

4.2  半球形碗的半径为 R，长为 l 的杆的 A 端在碗内滑动，并斜靠在碗的边缘

P. 如果杆始终处于一个固定的竖直平面内，求杆上任一点的轨迹及转动瞬心的轨迹.  
解  以 P 点为原点，考虑杆上任一点 B，与 A 端相距 a，杆与 x 轴的夹角为θ，B

点的轨迹方程为 
2 cosr R aθ= −  

设转动瞬心为 C，则 AC 经过圆心，且 PC⊥ AP，所以 C 就是 A 点关于竖直圆环的

对径点，在惯性坐标系下的轨迹为 2 2 2x y R′ ′+ = ，是此圆的上半部分.  
在以 A点为原点的本体坐标系中， 2CA R= ，即 2 2 24x y R+ = .  
4.3  陀螺以常角速度ω自转，其 z 轴以常角速度 1ω 绕铅直线扫出一个顶角为

2θ 的圆锥. 求此陀螺总角速度的大小和方向.  
解  1ω 沿竖直方向，ω在竖直方向的分量为 cosω θ ，总角速度 

2 2
0 1 12 cosω ω ω ωω θ= + +  

1

0

coscos ω ω θφ
ω

+
= 1

2 2
1 1

cosarccos
2 cos

ω ω θφ
ω ω ωω θ

+
⇒ =

+ +
 

总角速度以夹角φ 绕铅直线进动.  
4.4  证明式（4.2.8），即三次旋转分别绕着 z′, y″, z″′旋转时的总变换矩阵为 

sin sin cos cos cos cos sin cos sin cos sin cos
sin cos cos cos sin cos cos cos sin sin sin sin

sin cos sin sin cos

ϕ ψ θ ϕ ψ ϕ ψ θ ϕ ψ θ ψ
ϕ ψ θ ϕ ψ ϕ ψ θ ϕ ψ θ ψ

θ ϕ θ ϕ θ

− + + −⎛ ⎞
⎜ ⎟− − −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

证明  第一次绕 z′轴逆时针旋转ϕ角，变换矩阵 

cos sin 0
sin cos 0
0 0 1

Aϕ

ϕ ϕ
ϕ ϕ

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

第二次绕 y′′轴逆时针旋转θ 角，变换矩阵 
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cos 0 sin
0 1 0

sin 0 cos
Aθ

θ θ

θ θ

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

第三次绕 z′′′轴逆时针旋转ψ 角，变换矩阵 

cos sin 0
sin cos 0
0 0 1

Aψ

ψ ψ
ψ ψ

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

则总变换矩阵 

cos sin 0 cos 0 sin cos sin 0
sin cos 0 0 1 0 sin cos 0
0 0 1 sin 0 cos 0 0 1

cos sin 0 cos cos cos sin sin
sin cos 0 sin cos 0
0 0 1 sin cos sin sin cos

A A A Aψ θ ϕ

ψ ψ θ θ ϕ ϕ
ψ ψ ϕ ϕ

θ θ

ψ ψ θ ϕ θ ϕ θ
ψ ψ ϕ ϕ

θ ϕ θ ϕ θ

=

−⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

−⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟= − −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

=
sin sin cos cos cos cos sin cos sin cos sin cos
sin cos cos cos sin cos cos cos sin sin sin sin

sin cos sin sin cos

ϕ ψ θ ϕ ψ ϕ ψ θ ϕ ψ θ ψ
ϕ ψ θ ϕ ψ ϕ ψ θ ϕ ψ θ ψ

θ ϕ θ ϕ θ

− + + −⎛ ⎞
⎜ ⎟− − −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

4.5  刚体的欧拉角随时间的变化关系为 4 , π 3, π 2 2t tϕ θ ψ= = = − . 求本体系

中的角速度分量.  
解  由欧拉角随时间变化关系式可得 4, 0, 2ϕ θ ψ= = = − ，则总角速度在本体系

下的分量为 

π πsin sin cos 4sin sin 2 3 cos22
3 2
π πsin cos sin 4sin cos 2 3sin 22
3 2

cos 0

x

y

z

tt

tt

ω ϕ θ ψ θ ψ

ω ϕ θ ψ θ ψ

ω ϕ θ ψ

⎧ ⎛ ⎞= + = =−⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎪
⎛ ⎞⎨ = − = =−⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎪ = + =⎩

 

4.6  刚体的欧拉角随时间的变化关系为 0 1 0 0 2, ,n t n tϕ ϕ θ θ ψ ψ= + = = + . 求刚

体的总角速度大小、转动瞬轴的本体极迹和空间极迹.  
解  由欧拉角随时间变化关系式可得 

                            1 2,     0,     n nϕ θ ψ= = =  ① 

则总角速度在本体系下的分量为 
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1 0 0 2

1 0 0 2

1 0 2

sin sin cos sin sin( )

sin cos sin sin cos( )

cos cos

x

y

z

n n t

n n t

n n

ω ϕ θ ψ θ ψ θ ψ

ω ϕ θ ψ θ ψ θ ψ

ω ϕ θ ψ θ

⎧ = + = +
⎪⎪ = − = +⎨
⎪ = + = +⎪⎩

 

2 2 2

2 2 2
1 0 0 2 1 0 0 2 1 0 2

2 2
1 2 1 2 0

( sin sin( )) ( sin cos( )) ( cos )

2 cos

x y z

n n t n n t n n

n n n n

ω ω ω ω

θ ψ θ ψ θ

θ

= + +

= + + + + +

= + +

 

本体极迹是转动瞬轴在本体坐标下的运动轨迹，ω与 z 轴的夹角为常量 
2 2

1 0sinarcsin arcsinx y n θω ω
ωω

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠
 

故本体极迹是顶角为 1 0sin2arcsin n θ
ω

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

或 1 0

1 0 2

sin
2arctan

cos
n

n n
θ

θ
⎛ ⎞
⎜ ⎟+⎝ ⎠

的空间圆锥面 

2 2
2 2 21 0

2
1 0 2

sin 0
( cos )

nx y z
n n

θ
θ

+ − =
+

 

空间极迹是转动瞬轴在惯性坐标下的运动轨迹，ω与 z′轴的夹角为常量 
2 2

2 0sinarcsin arcsinx y n θω ω
ωω

′ ′
⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

或 
2 2

2 0sin
arctan arctanx y

zz

n θω ω
ωω

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+⎜ ⎟ = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠
 

故空间极迹是顶角为 2 0sin2arcsin n θ
ω

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

或 2 0

1 2 0

sin
2arctan

cos
n

n n
θ
θ

⎛ ⎞
⎜ ⎟+⎝ ⎠

的空间圆锥面 

2 2
2 2 22 0

2
1 2 0

sin 0
( cos )

nx y z
n n

θ
θ

′ ′ ′+ − =
+

 

4.7  证明 4.3.3 小节中惯量主轴非唯一性的性质.  
证明  中心惯量主轴对应的转动惯量张量 

1

2

3

0 0
0 0
0 0

C

I
I I

I

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

将坐标系平移，使新坐标系原点在（a, 0, 0）处，对于 i j≠ ，由平行轴定理知 
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2
0Q C ij k i jij ij

k

a a aI I M δ⎛ ⎞−= + =⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑  

可见在新坐标系下惯量积均为零，坐标轴同样为惯量主轴.  
4.8  一个质点系由位于点 ( , , )a a a− 质量为 4m 的质点、位于点 ( , , )a a a− 质量为

3m的质点和位于点 ( , , )a a a 质量为 2m 的质点组成. 求关于坐标原点的惯量张量，并

求过原点、方向为 (1,1,0) 的轴的转动惯量.  

解         2 2 2 2
11 12( ) 18 ,     5I m y z ma I m x y maα α α α α α

α α

= + = = − =∑ ∑  

               2 2 2 2
13 223 ,     ( ) 18I m x z ma I m x z maα α α α α α

α α

= − = − = + =∑ ∑  

               2 2 2 2
23 33,     ( ) 18I m y z ma I m x y maα α α α α α

α α

= − = − = + =∑ ∑  

于是关于坐标原点的惯量张量为 

2

18 5 3
ˆ 5 18 1

3 1 18
I ma

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

 

(1,1,0) 轴的方向矢量为 2 2( , , ) , ,0
2 2

α β γ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

，转动惯量为 

2 2 2
11 22 33 12 23 31

2 2 2 2

2 2 2
1 118 18 5 23
2 2

I I I I I I I

ma ma ma ma

α β γ αβ βγ γα= + + + + +

= + + =
 

或缩写为 

2 2

18 5 3
5 18 1
3

1
1 1(1 1 0) 1 23

1 182 2 0
I mama

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜

⎛ ⎞
⎜ ⎟= =⎜ ⎟
⎜ ⎟⎟

⎠− −⎝ ⎠ ⎝

 

也可以由转动惯量定义 2I m rα α
α

=∑ 计算，点 ( , , ), ( , , ), ( , , )a a a a a a a a a− − 到轴 (1,1,0) 的

距离分别为 1 2 33 , 3 ,r a r a r a= = = ，则 
2 2 2 2

1 2 34 3 2 23I mr mr mr ma= + + =  

4.9  一个质点系由位于点 ( , ,0)a a− 质量为 4m 的质点、位于点 ( , ,0)a a− 质量为

3m的质点和位于点 ( , ,0)a a 质量为 2m 的质点组成. 求关于坐标原点的惯量张量、主

转动惯量和惯量主轴.  
解  采用上题方法可得关于坐标原点的惯量张量 
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2

9 5 0
5 9 0
0 0 18

I ma
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

2 2

9 5 0
det 5 9 0 0

0 0 18
I ma ma

λ
λ λ

λ

−
− = − =

−
 

2
1 2 3( 18 56)(18 ) 0 4, 14, 18λ λ λ λ λ λ− + − = ⇒ = = =  

则主转动惯量为 2 2 2
1 2 34 14 , 8, 1I ma I ma I ma= = = . 

而对于惯量主轴 Xi，满足 i i iIX Xλ= ，解得归一化主轴方向矢量为 

1 2 3

2 / 2 2 / 2 0
2 / 2 , 2 / 2 , 0
0 0 1

X X X

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − = = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

4.10  已知 ˆ
A B B

I B A B
B B A

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，求主转动惯量和惯量主轴.  

解     2ˆdet [ ( )] [ ( 2 )] 0
A B B

I I B A B A B A B
B B A

λ
λ λ λ λ

λ

−
− = − = − − − − + =

−
 

           1,2 3, 2A B A Bλ λ⇒ = − = +  

主转动惯量 

1,2 3,     2I IA B A B= =− +  

惯量主轴满足 

i i iIX Xλ=
T

3
1 1 1, ,
3 3 3

⎛ ⎞⇒ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

e  

1 2,e e 不确定，但它们与 3e 垂直且 1 2⊥e e ，如可取 
T T

1 2
1 1 1 1, , 0 ,     , 0,
2 2 2 2

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

e e  

4.11  均质薄圆盘半径为 R，质量为 m. 求当质心在坐标原点，z 向主轴与圆盘

法线夹θ 时的惯量张量.  
解  首先求关于坐标原点的主转动惯量 

2π 2π2 3 2
3 20 0 0 0

1d d d d
2π

R R mI r r r r r mR
R

ρ θ θ= = =∫ ∫ ∫ ∫  
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由对称性可得 

21 1
2 4x y zI I I mR= = =  

此时的转动惯量张量 

2

1
1

2

1ˆ
4

I mR
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

设圆盘旋转轴位于 xz 平面，题中状态为坐标系绕 y 轴旋转θ 角所得，则旋转矩

阵为 

cos 0 sin
0

sin cos
1 0
0

T
θ θ

θ θ

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

新坐标系中转动惯量张量为 

T 2

2

2

2

cos 0 sin cos 0 sin
1ˆ ˆ 0 0
4

sin cos sin cos

1 sin 0 sin cos
1              0 1 0
4

sin cos 0 1 co

1
1 0 1 1 0
0

s

2 0
I TIT mR

mR

θ θ θ θ

θ θ θ θ

θ θ θ

θ θ θ

−⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ = = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞+ −
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟− +⎝ ⎠

 

4.12  一均质圆柱形刚体半径为 R，如果以圆柱质心为原点，其惯量矩阵正比

于单位矩阵，求圆柱的高. 如果取底面中心为原点，其惯量矩阵正比于单位矩阵,再
求圆柱的高.  

解                          2
m

R H
ρ =

π
 

（1）以质心为原点 
4/2 2π 2 2

/23 0 0

π 1d d d
2 2

H R

H

C R HI r r r h mRρρ ϕ
−

= = =∫ ∫ ∫  

/2 2π 2 2 2 2 2

/2 0 01 2
1 1( sin ) d d d
4 12

H RC C

H
I I r h r r h mR mHρ ϕ ϕ

−
= = + = +∫ ∫ ∫  

惯量矩阵正比于单位矩阵，则 1 2 3
C C CI I I= =  

3H R⇒ =  

（2）以底面中心为原点，根据平行轴定理 
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22 2

1 2 1 3 34
,     

4 3
C CH mHI I I I ImRm= = + == +  

1 2 3
3

2
I I I H R= = ⇒ =  

4.13  若刚体对某一点的主转动惯量满足 1 2 3I I I= ≠ ，证明刚体绕该定点转动

时，角动量 J 、角速度ω和 z 坐标轴三者共面.  
证明                 1 1 3x x y y z zI I Iω ω ω= + +J e e e  

1 1 3 1 3 3 1( ) ( )x y z z y x z

x

x y z

x y

y z

I I I I I I Iω ω ω ω ω ω ω
ω ω ω

× = = − + −
e e e

J e eω  

( ) 0z⇒ × ⋅ =J eω  

可见 ze 在 J、ω 所张成的平面内，即三者共面.  

4.14  已知均匀椭球的三个半轴长度分别为 a、b 和 c，质量 m，绕 c 轴以角速

度ϕ转动，而 c 轴又以角速度θ 绕 b 轴转动，求椭球的动能和角动量.  
解  刚体上任一质点坐标为 ( sin cos , sin sin , cos ),ar br crθ ϕ θ ϕ θ 其中 0≤r≤1，0≤

θ≤π，0≤ϕ<2π，质量以密度表示为
4 π
3

m abcρ= .  

2π π 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 0 0 0

1( sin sin cos ) sin d d d ( )
5

I abc b r c r r r m b cρ θ ϕ θ θ θ ϕ= + = +∫ ∫ ∫  

由对称性， 2 2 2 2
2 3

1 1( ), ( )
5 5

I m c a I m a b= + = + . 而角速度 

( sin , cos , )θ ϕ θ ϕ ϕ=ω  

所以 

2 2 2 2 2 21 1 1( ) sin ( ) cos ( )
5 5 5i i x y z

i
iI m b c m c a m a bω θ ϕ θ ϕ ϕ= = + + + + +∑J e e e e  

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 21 1 1 1( ) sin ( ) cos ( )
2 10 10 10

T m b c m c a m a bθ ϕ θ ϕ ϕ= ⋅ = + + + + +Jω  

4.15  已知均匀圆锥体的半径为 r，高 h，求在什么条件下它对质心的惯量椭球

退化为圆球.  
解  圆锥体质心必在中心轴上，设高度为 h0，则 

2
2 2 2 2

0 0

11 1π d / π π
12 43

h h lh r l l V r h hr h
h
−⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠∫  

相对于底面圆心，三个主转动惯量分别为 
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2π 2π2 2 2 2 2
1 0 0 0 0 0 0

4 3 2 2 2
2

( ) d d d ( sin ) d d d

1 1 3 1π π
20 30 20 10

hR hRr h r h
r rI y z R z R R z R z R

hr h r mr mh I

ρ θ ρ θ θ

ρ ρ

− −
′ = + = +

′= + = + =

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
 

2π 22 2 3 4 2
3 0 0 0 0 0 0

1 3( ) d d d d d d π
10 10

hR hRr h r h
r rI x y R z R R z R r h mrρ θ ρ θ ρ

− − π
′ = + = = =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

均匀圆锥体对其质心的主转动惯量 

1 1
2

2

2
21

4
3 3
20 80

I mrm mhI I h⎛ ⎞′= = − =⎜ ⎟
⎝

+
⎠

，  2
3 3

3
10

I I mr′= =  

按题意有 11 2 332I I I= = ，代入得到 2h r= . 

4.16  刚体的惯量为 2

150 0 100
ˆ 0 250 0 kg m

100 0 300
I

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⋅⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

，质心为原点，求主转动惯量. 

如果它以角速度10 0 0x y z+ +e e e 转动，求外力矩.  

解      
150 0 100

det 0 250 0 ( 100)(250 )( 350) 0
100 0 300

I
λ

λ λ λ λ λ
λ

− −
− = − = − − − =

− −
 

即主转动惯量为 100kg⋅m2、250 kg⋅m2 和 350 kg⋅m2. 角动量 

150 0 100 10 1500
ˆ 0 250 0 0 0

100 0 300 0 1000
I

−⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ⋅ = =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

J ω  

外力矩 

10 0 0 ( )
1500 0 1

d 10000 N m
d

000

x y z

yt

⎛ ⎞
⎜= = ⎟ =⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝

= ⋅

⎠

×
e e e

eJN Jω  

4.17  一回转仪绕中心作规则进动， 1 2 32I I I= = . 已知其自转角速度为 1ω ，自

转轴与进动轴夹 60°角，求进动角速度 2ω 的大小.  
解  由题意 1 2,ψ ω ϕ ω= = ，规则进动 0, 60θ θ= = °. 
因为 1 2 32I I I= = ，所以 

1 2 1 2
1cos cos60
2zω ϕ θ ψ ω ω ω ω= + = + = +°  
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3 1
2

1

3 3
1 21 2

1 1

( )sec sec

11sec sec
22

z z z

z

I I
I

I I
I I

ω ω Ω θ ω ω θ

ω θ θ ω ωω ω

⎛ ⎞−
= + = +⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞= = = ++⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

所以 2 1
1
2

ω ω= . 

4.18  一个半径为 r 的均质圆盘绕其质心旋转，开始时角速度为 0ω ，轴与盘面

法线成α . 求进动角速度及进动轴与盘面法线的夹角.  

解  1 2 3
1
2

I I I= = ，为对称欧拉陀螺，其解为 

0

0

0

cos( )
sin( )

x

y

z z

A t
A t

ω Ω φ
ω Ω φ

ω ω

⎧ = +
⎪

= +⎨
⎪ =⎩

 

其中， 3 1
0 0

1
z z

I I
I

Ω ω ω−
= = ，且有 2 2 2 2

0 0x y zω ω ω ω+ + = ，所以 

0 0 0sin ,    coszA ω α ω ω α= =  

1 1

3 0 3

1tan tan tan
2z

I A I
I I

θ α α
ω

= = =  

2
0 0 0

2 2
0 0

( )sec 2 sec 2 cos 1 tan

cos 4 tan 1 3cos

z zϕ ω Ω θ ω θ ω α θ

ω α α ω α

= + = = +

= + = +
 

4.19  一回转仪绕其质心作自由转动， 1 2 3I I nI= = ，初始时对称轴与进动轴间

的夹角为 0θ . 证明: 

（1）刚体作规则进动; 
（2）自转角速度与进动角速度以 0( 1) cosnψ ϕ θ= − 相联系.  
证明 （1） 1 2 3I I nI= = ，为对称欧拉陀螺. 由欧拉动力学方程可解得 

0 1 1 0

0 1 1 0

0 3 0

cos( ) sin sin cos( )
sin( ) sin cos sin( )

cos

x x x

y y y

z z z z

A t J J I I A t
A t J J I I A t

J J I

ω Ω φ θ ψ ω Ω φ
ω Ω φ θ ψ ω Ω φ

ω ω θ ω

⎧ ⎧= + = = = +
⎪ ⎪

= + ⇒ = = = +⎨ ⎨
⎪ ⎪= = =⎩ ⎩

 

所以 

3 0
0cos Const. coszz IJ

J J
ωθ θ= = = =  

故陀螺作规则进动.  
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（2）        3 1
0 0

1

1
z z

I I n
I n

Ω ω ω− −
= = 0 1 1z

n n
n n

ω Ω ψ⇒ = − =
− −

 

所以 

3
0 0 0 0 0 0

1

1 1( )sec sec sec sec
1 1z z

I n
I n n n

ϕ ω Ω θ ω θ ψ θ ψ θ= + = = =
− −

 

即 0( 1) cosnψ ϕ θ= − .  
4.20  物体绕质心自由转动， 1 2 3I I I> > . 初始 0, 0z xω ω> < ，角动量与动能有

关系 2
22J I T= . 证明: 

1 2 1 2
2 2 3 2 1 2

2 1 1 3 2 2 3 1 3

( ) ( )sech ,     tanh ,     sech
( ) ( )x y z

I I IJ J J I I I
I I I I I I I I I

ω τ ω τ ω τ
⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −

= − = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 

其中，

1 2
1 2 2 3

2 1 3

( )( )I I I IJ t
I I I

τ
⎡ ⎤− −

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

. 并讨论 t →∞时的运动状态.  

证明  角动量大小守恒，则 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 3x y z x y zJ J J J I I Iω ω ω= + + = + +  

为常数，自由刚体的能量，即动能守恒，则 

2 2 2
1 2 3

1 ( )
2 x y zE I I Iω ω ω= + +  

为常数. 
由已知 2 2 2 2 2

2 1 2 2 3 22 x y zJ I T I I I I Iω ω ω= = + + 并结合初始 0, 0z xω ω> < 得 

1
2 2 2 2

2 3 2

1 2 1 3

1
2 2 2 2

1 2 2

2 3 1 3

( )( )
( )

( )( )
( )

y
x

y
z

I I J I
I I I I

I I J I
I I I I

ω
ω

ω
ω

⎧
⎡ ⎤− −⎪ = −⎢ ⎥⎪ −⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦

⎨
⎪ ⎡ ⎤− −⎪ = ⎢ ⎥⎪ −⎢ ⎥⎣ ⎦⎩

 

代入 2 3 1( ) 0y z xI I Iω ω ω− − = 得 

2 2 2
2 2( )y yI J I

J
τω ω
′

= − ，其中

1
2

1 2 2 3

2 1 3

( )( )I I I IJ
I I I

τ
⎡ ⎤− −′ = ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

2 2 2
22

d
dy

y

t
JIJ I

ω τ
ω

′
⇒ =

−∫ ∫  

令 tτ τ′ = ，则 
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2arctanh y
I t
J
ω τ τ′= =   （设初始 0yω = ） 

2

tanhy
J
I

ω τ⇒ =  

代入 ,x zω ω 表达式中得 
1 1

2 2 2 2 22 3 2 2 3

1 2 1 3 1 2 1 3

1 1
2 2 2 2 21 2 2 1 2

2 3 1 3 2 3 1 3

( )( )
sech

( ) ( )

( )( )
sech

( ) ( )

y
x

y
z

I I J I I I J
I I I I I I I I

I I J I I I J
I I I I I I I I

ω
ω τ

ω
ω τ

⎧
⎡ ⎤− − ⎡ ⎤−⎪ = − = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ − −⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎪ ⎣ ⎦

⎨
⎪ ⎡ ⎤− − ⎡ ⎤−⎪ = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ − −⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦⎩

 

当 t →∞时， 

2

,     , 0y x z
J
I

ω ω ω→ →  

即沿最大和最小惯量主轴角速度趋于 0，沿中间惯量主轴角速度稳定在
2

J
I

.  

4.21  一个有固定点的重对称陀螺，以恒定角速度Ω 绕竖直轴进动，章动角θ0

不变，陀螺质量为 m，质心离固定点的距离为 h. 求自转角速度.  
解  因为θ 为常数，拉格朗日陀螺 

2 2 231 sin ( cos ) cos
2 2

IIL mghϕ θ ψ ϕ θ θ= + + −  

代入关于θ 的拉格朗日方程得 
2

1 3sin cos ( cos )( sin ) sin 0I I mghϕ θ θ ψ ϕ θ ϕ θ θ+ + − + =  

陀螺以恒定角速度Ω 绕竖直轴进动，即ϕ Ω= ，而章动角 0θ θ= ，所以 
2

1 3 1 3 0

3 3 3

( ) coscosI I I I mghmgh
I I I

Ω θψ ϕ θ
ϕ Ω

− − +
= + =  

4.22  如果拉格朗日陀螺初始 1

1 3 1

360 , 0, 2 ,
3 z
mgl I mgl

I I I
θ θ ϕ ω= = = =° ，求证在

以后的运动中，满足条件
1

sec 1 sech mgl t
I

θ = + .  

证明  0t = 时， 

1

3 1

3cosz
I mgl
I I

ω ϕ θ ψ= + = ，  
1

2
3
mgl

I
ϕ =  

则 
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1 3

3 1

3
3

I I mgl
I I

ψ −
=  

两个守恒量 ,z zJ J ′分别为 

1
3 3 1

3 1

3 3zz
I mglJ I I mglI
I I

ω= = =  

2 2
1 3 3

1 3 3 1 3
1

1 3 1

( sin cos ) cos

3 32 3
4 3 2 3

zJ I I I

I I I I Imgl mgl mglI
I I I

θ θ ϕ θψ′

+

= + +

−
= + =

 

0t = 时， 60 , 0θ θ= =° ， 
2

2 2 21

3

1

1

( sin ) (cos 1)
2 2

4 3 10 013 42 2

zJ IE E mgl mgl
I

mglI mgl
I

θ ϕ θ θ′ = − − = + + −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+= + =−⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

运动方程满足 21
eff ( )

2
I V Eθ θ ′+ = ，其中 

2 2

eff 2 2
1

( cos ) 3 1 cos(1 c (os ) (1 cos )
22 sin sin

)( ) z zJ J mglV mgl mgl
I

θ θθ θ θ
θ θ

′ − −
= − − = − −  

所以 
2

21
2

(3 1 cos (1 cos ) 0
2 n

)
2 si
I mgl mglθθ θ

θ
−

+ − − =  

1

sin d d
(1 cos ) 2cos 1

mgl t
I

θ θ
θ θ

=
− −

 

令 22cos 1 sθ − = ，则 

1
2

2 d
1

ds
s

mgl t
I

− =
−

 

两边积分： 

1

1 2cos 1ln
1 2cos 1

mgl t
I

θ
θ

+ −
− =

− −
 

化简得 

1

sec 1 sech mgl t
I

θ = +  
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4.23  质量为 m 的拉格朗日陀螺，质心到固定点的距离为 l ，则 
（1）写出关于欧拉角的哈密顿函数; 
（2）列出哈密顿正则方程.  
解 （1）体系的拉格朗日函数为 

2 2 2 231 ( sin ) ( cos ) cos
2 2

IIL mglθ ϕ θ ψ ϕ θ θ= + + + −  

所以 

2 2
1 3 3

3 1

( sin c

( )

os ) cos

cos ,    

Lp I I I

L Lp I p I

ϕ

ψ θ

θ θ ϕ θψ
ϕ

ψ θϕ θ
ψ θ

∂
= = + +
∂
∂ ∂

= = + = =
∂ ∂

 

反解得 
2 2

1 3 3
2 2

11 1 3

cos ( sin cos ) cos
,     ,     

sin sin
p p I I p I pp

II I I
ϕ ψ ψ

ϕ
θθ θ θ θ

ϕ ψ θ
θ θ

− + −
= = =  

代入 H pq L= −∑ 得 
2 22

2
1 3 1

( )cos
cos

2 2 2 sin
p p ppH p p p L mgl

I I I
ψ ϕ ψθ

ϕ ψ θ

θ
ϕ ψ θ θ

θ
−

= + + − = + + +  

（2）             2
1

cos
    0

sin
p pH Hp

p I
ϕ ψ

ϕ
ϕ

θ
ϕ

ϕθ
−∂ ∂

= = = − =
∂ ∂

，  

3
1 1

( cos )( cos )
    sin

sin
p p p ppH Hp mgl

p I I
ϕ ψ ψ ϕθ

θ
θ

θ θ
θ θ

θ θ
− −∂ ∂

= = = − = − +
∂ ∂

，  

1 3

cos
    0

sin tan
p p pH Hp

p I I
ϕ ψ ψ

ψ
ψ

θ
ψ

θ θ ψ
−∂ ∂

= = − + = − =
∂ ∂

，  

4.24  质量为 m 的拉格朗日陀螺，质心到固定点的距离为 l ，求陀螺轴绕竖直方

向稳定转动的条件.  
解  此时 0θ = ，则有 p pϕ ψ= ，所以 

2 2

eff 2

2

1 1
2

( cos ) 1 cos
(1 co

( )
( s ) (1 cos )

2 sin 2 sin
)

p p p
V mgl mgl

I I
ϕ ψ ψθ θ

θ θ θ
θ θ

− −
= − − = − −  

当θ 稍微偏离时，
2

1

2
eff ( )

8 2
p mglV
I
ψθ θ= −

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

，稳定转动要求 eff eff( ) ( )0 0V Vθ > = ，即 

2
14p I mglψ > 12

2
3

4
z

I mgl
I

ω⇒ >  
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