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2015年春季学期计算方法（B）复习提纲精简版

第〇章 绪论

0.1 数值计算方法与算法

0.2 误差与有效数字

定义 如果精确值
*x 与近似值 x的误差的绝对值不超过某正数 ，即

 |||| * xxe 称 为绝对误差限或误差限。

例：若 0123456.0* x ，则它的误差限是：
78* 10

2
1510||||   xxe

产生误差的因素很多，产生误差的原因主要有

原始误差 截断误差 舍入误差

定义 当 x的误差限为某一位的半个单位，则这一位到第一个非零位的位数称为 x的有效位数。

0.3 约束误差

0.4 范数
0.4.1向量范数

对任一向量 nRX  ，按照一个规则确定一个实数与它对应，记该实数为 X ，若 X 满足下面

三个性质：

(i)  nRX  ，有 X  0 ,当且仅当 X  0时， X  0 （非负性）

[编者注：考试常有类似的判断题，判断是否可以构成范数，在判断的时候非负性尤其要注意，

当且仅当 X  0时， X  0，才可以构成范数]

(ii)  RRX n  , ， 有  X X| | （齐次性）

（iii） nRYX , ，有 X Y X Y   (三角不等式）

那么称该实数 X 为向量 X 的范数。

向量范数 向量 X x x xn
T ( , , , )1 2  的 pL 范数定义为

 X xp
i

n

i
p p





1

1
| |

/

, 1  p

其中，经常使用三种向量范数是 p = 1 ,2 ,


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
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i
in xxxxX

1
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|||||||| 
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



n

i
in xxxxX

1

222
2

2
12


或写成 ),(

2
XXX 

|}{|max|}|,|,||,max{|
121 inin xxxxX


 

0.4.2 矩阵范数

矩阵范数

矩阵范数性质

(1) || || ,A  0 当且仅当 A  0 时， A  0 （非负性）

(2) ,n nA R R    A A| |
（齐次性）

(3)对于任意两个阶数相同的矩阵 BA, ,有 A B A B   （三角不等式）

(4) BA, 为同阶矩阵 || || || |||| ||AB A B

(5) A为n阶阵,对 nRx ,恒有 |||||||||||| XAAX  （相容性）

常用矩阵范数

对应于向量的三种范数，相对应的三种矩阵范数形式为：

|)||||(|max||max ,,2,11111 jnjjnj

n

i
jinj

aaaaA 


  [最大的行和]

|)||||(|max||max ,2,1,111 niiini

n

j
jini

aaaaA 
   [最大的列和]

12
)(   AAA T

[ AAT 的绝对值最大的特征值的平方根]

符号 )( AAT 称为 AAT 的谱半径， AAT 的特征值 |||||| 21 n   。

还要介绍一种向量范数，称为 Euclid 或 Schur 范数，用 || ||A E 表示

定义为 



n

j
ij

n

i
E aA

1

2

1
||||||

例：A =








1 2
3 7

, 分别求 A 1， A  ， A 2 ， || ||A E

解： A 1 = max| | 1 3 , 2 7 = 9 A  = max | | 1 2 , 3 7 = 10
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A AT =








1 3
2 7









1 2
3 7

=
10 19
19 53








A AT 的特征值  1 6019 . , 2 =2.81

A 2 = 75822.719.60  || ||A E = 63

第 1章 插 值

1.1 插值

1.2 多项式插值的拉格朗日（Lagrange）型式
1.2.1线性插值

)()()( 1
01

0
0

10

1
1 xf

xx
xx

xf
xx
xx

xL









记 l x
x x
x x0

1

0 1
( ) 




， l x
x x
x x1

0

1 0
( ) 




称 l x l x0 1( ), ( )为插值基函数，

1.2.2 二次插值

给定三个插值点 ( , ( )),x f xi i i=0,1,2；其中 xi互不相等，构造函数 f x( ) 的二次插值多项式？

L x
x x x x
x x x x

f x2
1 2

0 1 0 2
0( )

( )( )
( )( )

( )
 
 

)(
))((

))((
1

2101

20 xf
xxxx
xxxx



 0 1
2

2 0 2 1

( )( ) ( )
( )( )
x x x x f x
x x x x
 


 

= l x f xi
i

i



0

2

( ) ( )

1.2.3 n次拉格朗日插值多项式

l x
x x x x x x x x
x x x x x x x x

x x
x xi

i i n

i i i i i i n

j

i jj n
j i

( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )


         
         





 

   


0 1 1

0 1 1 0

L x l x f xn i i
i

n

( ) ( ) ( )



0

n 次插值多项式的误差

定理2 设 L xn ( )是 ],[ ba 上过( , ( )),x f xi i i n   0 1, , 的 n 次插值多项式， [ , ],i ix a b x 互

不相同，当 f C a bn 1[ , ] 时，则插值多项式的误差：

R x f
n

x x x x x xn

n

n( ) ( )
( )!

( )( ) ( )
( )




     
1

0 11


其中  ba,

证明：可设 )())()(()( 10 nn xxxxxxxkxR  引入变量为 t 的函数 )(t
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0 1( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )n nt f t L t k x t x t x t x       

)(t 至少有 n+2 个零点，由于  f C a bn 1 , ，由 Rolle 定理， 得到
)!1(

)()(
)1(






n
fxk

n 

R x f
n

x x x x x xn

n

n( ) ( )
( )!

( )( ) ( )
( )




     
1

0 11
    a b, *

 R xn 是插值多项式  L xn 的截断误差，也称插值余项。

[编者注：写差值误差的时候通常根据定理 2来写，需要注意：

若给定 )(,);(),(, 11000 xfxxfxfx  ，则插值余项 )()(
!3

)()( 1
2

0

)3(

2 xxxxfxR 


若给定 )(),(,);(),(, 111000 xfxfxxfxfx  ，则余项 2
1

2
0

)4(

3 )()(
!4

)()( xxxxfxR 


]

1.3 多项式插值的牛顿(Newton)型式
1.3.1 差商及其计算

一阶差商  f x x
f x f x
x x0 1
1 0

1 0
,

( ) ( )





二阶差商  f x x x
f x x f x x

x x0 1 2
1 2 0 1

2 0
, ,

[ , ] [ , ]





零阶差商 0 0[ ] ( )f x f x 。

k 阶差商 设 x x0 1, ,, xk 互不相同， f x( )关于 x x0 1, ,, xk 的 k 阶差商为

 f x x x
f x x x f x x x

x xk
k k

k
0 1

1 2 0 1 1

0

, ,
[ , , , ] [ , , , ]


 







性质 1 k 阶差商  f x x xk0 1, , 是由函数值 f x f x( ), ( ),0 1 , (f xk ）的线性组合而成。

f x x x
x x x x x x x x

f xk
i i i i i i ki

k

i[ , , , ]
( ) ( )( ) ( )

( )0 1
0 1 10

1


 


    


性质 2 若 i i ik0 1, , , 为0 1, , , k的任一排列，则  f x x xk0 1, , =  f x x xi i ik0 1
, ,

此即插商的值只与节点有关而与节点顺序无关。

性质 3 若 )(xf 为m次多项式，则  xxxxf k ,,, 110  为 km  次多项式。

差商计算

差商表
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1.3.2 Newton插值

线性插值，二次多项式插值，n 次 Newton差值函数

 N x f x f x x x x1 0 0 1 0( ) ( ) , ( )  

   N x f x f x x x x f x x x x x x x2 0 0 1 0 0 1 2 0 1( ) ( ) , ( ) , , ( )( )     

0 0 1 0 1 1
1

( ) [ ] [ , , , ]( )( ) ( )
n

k k
k

N x f x f x x x x x x x x x 


      

其中      R x f x x x x x xn i
i

n

 

, , , ,0 1

0

 为插值多项式的误差。

[编者注：该式计算不出差商的准确值]

       N x f x x x f x x   0 0 0 1,            x x x x x x f x x xn n0 1 1 0 1 , , ,

至多为n次多项式，可以验证 ( ) ( ), 1, 2, ,i iN x f x i n   ；称 N x( )是过n 1个插值点的（至

多）n阶 Newton 插值多项式。也有： 0 0 1 0 1 1
1

( ) [ ] [ , , , ]( )( ) ( )
n

k k
k

N x f x f x x x x x x x x x 


      

牛顿插值多项式的承袭性质表现在

N x N xk k( ) ( ) 1 t x f x x xk k( ) [ , , , ]0 1  )())(()( 110  kk xxxxxxxt 

有关误差

     R x f x x x x x xn i
i

n

 

, , , ,0 1

0

 为插值多项式的误差。

当 f C a bn 1[ , ]时，有  
   
       R x
f
n

x x f x x x x x
n

i

n

n i
i

n




  


 
 

1

1
0

0
01


!

, , ,

故有
  
   n
n

xxxxf
n
f ,,,,

!1 10

1




 

例 设 110010)( 3  xxxf ，计算 ],,,[ 3210 xxxxf ， ],,,,[ 43210 xxxxxf 。[必考题型]

10
6

60
!3

)(],,,[
)3(

3210 
fxxxxf ， 0

!4
0

!4
)(],,,,[

)4(

43210 
fxxxxxf

*1.4 Hermite 插值

常用 Hermite 插值描述如下：对于 f x( ) 具有一阶连续导数，以及插值点 xi，i=0,1,.., n, xi互

不相同，若有至多为 2n+1 次的多项式函数H xn2 1 ( ) 满足

)()(12 iin xfxH  2 1' ( ) ' ( ) , 0,1, ,n i iH x f x i n   
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则称H xn2 1 ( ) 为 f x( ) 关于节点 xi i

n

0
的 Hermite 的插值多项式。

)())(')(21()( 2 xlxlxxxh iiiii  ,


 


ij

i
ji

ii xl
xx

xxxh )()1)(21()( 2 ,

g x x x l xi i i( ) ( ) ( )  2

[编者注：此时插值基函数 
 


ij ji

ii xx
xl 1)( ]

容易证明，当 f C a bn 2 2[ , ]时，误差为：

 R x f x H x
f
n

x x x x x x a bn

n

n( ) ( ) ( )
( )

( )!
( ) ( ) ( ) , ,

( )

  


      



2 1

2 2

0
2

1
2 2

2 2




用牛顿插值构造Hemite 插值

[编者注：考试时求 Hemite 插值建议用这种方法！]

2 1

2 1 0 0 1 0 1 1
1

( ) [ ] [ , , , ]( )( ) ( )
n

n k k
k

H x f z f z z z x z x z x z


 


      

其中 2 2 1 2 2 1, [ , ] '( ), 0,1, ,k k i k k kz z x f z z f x k n     

[编者注：1.在给定题目条件时，若给定了 ),()(
i

n xf 那么 )(),(),( )2()1(
ii

n
i

n xfxfxf  也

必须给定；2.最后的插值表达式要按照 Z 的多项式来写]
1.5 分段插值函数
1.5.1 龙格(Runge)现象

1.5.2 分段线性插值 11
11

1 ),()()( 


 







 iii
ii

i
i

ii

i
i xxxxf

xx
xx

xf
xx
xx

xp

1.6 三次样条函数

)(xS 在 a b, 上有连续的二阶导数

1.6.1 三次样条插值的M关系式

i

iiii

i

iiii
i h

yxxyxx
h

MxxMxxxSxS 111
33

1 )()(
6

)()()()(  





        

h
x x M x x M x x xi
i i i i i i6 1 1 1( ) ( ) , , i n 1 2, , ,

 i i i i i iM M M d   1 12 i n    1 2 1, , ,



7

  i
i

i i
i i

h
h h




 
1

1, ,  11
1

11

1

,,6)(6















 iii

i

ii

i

ii

ii
i xxxy

h
yy

h
yy

hh
d

得到 n +1 个未知数的 n1 个方程组。现补充两个边界条件，使方程组只有唯一解。下面分三种情

况讨论边界条件。

(1) 给定 M Mn0 , 的值( M Mn0 0 0 , 时，称为自然边界条件)，此时 n1 阶方程组有 n1 个未知

量 M i , i n    1 2 1, , ,

2
2

2
2

1

2 2

2 2

1


 

 


  

n n

n

 

























M
M

M
M

n

n

1

2

2

1





























=

d M
d

d
d M
n

n n n

1 1 0

2

2

1 1





























 







(2)给定 nn mxSmxS  )(')(' ,00 的值，将 nn mxSmxS  )(')(' ,00 的值分别代入 S x' ( ) 在

   x x x xn n0 1 1, , , 中的表达式，得到另外两个方程。

0 1 0 1 0 0
0

62 [ [ , ] ]M M f x x m d
h

    及 nnnn
n

nn dxxfm
h

MM  


 ]],[[62 1
1

1

得到 n+1 阶的方程组

2 1
2

2

2
1 2

1 1

2 2

2 1

0

1

2

1

0

1

2

1

u
u

u

M
M
M

M
M

d
d
d

d
d

n n n

n

n

n





    

   











































































(3) 被插函数以 x xn  0 为基本周期时，即 ),()( 0 nxfxf 

例 给出离散数值表

xi 1.1 1.2 1.4 1.5

yi 0.4000 0.8000 1.6500 1.8000

取M M n0 0  ，构造三次样条插值的 M关系式，并计算 f ( . )125 。

解 由题中 ( , )x yi i 的数值，计算得 h0 01 . ， h1 0 2 . ， h2 01 . ；
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


1

1

0 6667
0 3333








. ,
. ,




2

2

0 3333
0 6667








. ,

. , d1 5 ， d2 55  。

由 M M n0 0  的边界条件，得

2 0 6667
0 6667 2

5
55

1

2

.
.

,

















  











M
M

解得 M1 13125 . ， M2 31875  . 。

因此，三次样条插值的分段表达为

S x
x x x x
x x x x
x x x x

( )
. . . . , [ . , . ],

. . . . , [ . , . ],
. . . . , [ . , . ].


   

    
   









21875 72 1875 831875 32 875 1112
37 5 1415625 173 75 59 725 12 14

53125 239 0625 358 0625 179 05 14 15

3 2

3 2

3 2

特别地， f S( . ) ( . ) .125 125 10436  。

1.6.2 三次样条插值的 m关系式

   

  1

2

1
11

2

11

1

2

1

1

2

1

1

1

21

21

























































































i
ii

i
ii

ii

i

ii

i

i
ii

i
ii

ii

i

ii

i

m
xx
xx

xxy
xx
xx

xx
xx

m
xx
xx

xxy
xx
xx

xx
xx

xS

 i i i i i im m m c   1 12 i n    1 2 1, , ,

  i
i

i i
i i

h
h h




 
1

1, ,     c y x x y x xi i i i i i i  3 1 1 , ,

再附加两个边界条件，即可解出mi的值。附加的边界条件情况同 M 关系式中类似，不再详说。

[这里的 m 方法的推导以及第三种追赶法的推导回去要自己推导一下啊]

第 2章 数值微分和数值积分

2.1 数值微分
2.1.1 差商与数值微分

向前差商

f ' ( x0 )
f x h f x

h
( ) ( )0 0 

hx 0 的位置在 x0 的前面，因此称为向前差商。得向前差商的截断误差阶
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R x f x
f x h f x

h
h f O h( ) ' ( )

( ) ( )
' ' ( ) ( ) 

 
  0

0 0

2


向后差商

f x
f x f x h

h
' ( )

( ) ( )
0

0 0
 

与计算向前差商的方法类似，由泰勒展开得到向后差商的截断误差阶

R x f x
f x f x h

h
O h( ) ' ( )

( ) ( )
( ) 

 
0

0 0

中心差商

用差商近似导数有：

f x
f x h f x h

h
' ( )

( ) ( )
0

0 0

2


  

)](''')('''[
122

)()()(' )( 21

2
00

0  ffh
h

hxfhxfxfxR 


 [编者注：设 )(xf  连续]

=
2

2'''( ) ( )
6
h f O h  x h x h0 0   

2.1.2插值型数值微分 [编者注：多用 Lagrange 插值多项式]

对于给定的 f x( )的函数表，建立插值函数 )(xL ，用插值函数 )(xL 的导数近似函数 f x( )的导

数。 



n

i
iin xfxxLxf

0

)()()()(  , 



n

i
iin xfxxLxf

0

' )()()(')(' 

当 x x j 时, f x x f xj i j i
i

n
' '( ) ( ) ( )


 

0

j n 0 1, , ,

误差项 R x
d
dx

f
n

x x
n

i
i

n

( ) (
( )

( )!
( ))

( )










1

01
 ( 1)

0

( )( ) ( )
( 1)!

n n

j j i
i
i j

fR x x x
n






 
 

2.2 数值积分

记 I f( )  f x dx
a

b
( ) ， I f f xn i i

i

n

( ) ( )



0

在本章中，用 I f( ) 表示精确积分值，用 I fn ( ) 表示近似积分值，{ }xi 称为求积节点， i称为

求积系数，确定 I fn ( ) 中积分系数i的过程就是构造数值积分公式的过程。

代数精度
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记[ , ]a b 上以 ,ix i n 01, , , 为积分节点的数值积分公式为 I f f xn i i
i

n

( ) ( )



0

若 I fn ( ) 满足E x I x I x k mn
k k

n
k( ) ( ) ( ) , , , ,   0 0 1 而E xn

m( ) 1 0，则称 I fn ( ) 具

有 m 阶代数精度。由此可知当 I fn ( ) 具有 m 阶代数精度时，对任意的不高于 m 次多项式 ( )f x 都有

I f I fn( ) ( ) 。

[编者注：在求数值积分的余项时，要先计算其代数精度，常用方法是：分别带入 2,,1 xx ，对比

等式两边，看是否精确相等。进而确定泰勒展开的阶数：泰勒展开阶数=代数精度数]
2.2.1 插值型数值积分

 dxxf
b

a
)( L x dxna

b
( ) =  i i

i

n

ia

b

i

n

a

b

ix f x dx x dx f x( ) ( ) ( ) ( )
 
   



0 0

记 i ia

b
x dx   ( ) ，则有 I fn ( )  L x dxna

b
( ) =  i

i

n

if x



0

( ) [积分系数是对基函数的积分]

数值积分误差，也就是对插值误差的积分值

E f R x dx
n

f x x x dxn na

b n
i

i

n

a

b
( ) ( )

( )!
( ( )) ( )( ) 


  



1
1

1

0


对一般的函数 E fn ( )  0，但若 f x( ) 是一个不高于 n 次的多项式，由于 f xn( ) ( ) 1 0，而

有 E fn ( )  0。因此，n 阶插值多项式型式的数值积分公式至少有 n 阶代数精度。

2.2.2 牛顿-柯特斯（Newton-Cote’s）积分 [等距积分]
（牛顿-柯特斯积分系数和积分节点以及积分区间无直接关系，系数固定而易于计算。）

梯形积分 [n=1 的等距分布]

 f x dx
b a

f a f b
a

b
( ) ( ) ( ) 




2
，记  T f

b a
f a f b( ) ( ) ( )




2
，称T f( ) 为梯型积分公式。

梯形求积公式具有一阶代数精度。

E x
f

x a x b dx
f

b a a b
a

b

1
3

2 12
( )

( )
!

( )( )
( )

( ) ,


   


  
 



辛普森（Simpson）积分 [n=2 的等距分布]





 





 )()

2
(4)(

6
)()()( 2 bfbafafabfSfIdxxf

b

a

称 S f( )为辛普森（Simpson）或抛物线积分公式。 S f( )具有三阶代数精度 。

关于牛顿-柯特斯积分误差，这里不加证明给出如下结果：

(1).若 n 为奇数， ],[1 baCf n ，积分公式有 n 阶代数精度。
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(2).若 n 为偶数， ],[2 baCf n ，积分公式具有 n+1 阶代数精度。

Newton-Cotes系数表

n c n
0
( ) c n

1
( ) c n

2
( ) c n

3
( ) c n

4
( ) c n

5
( ) c n

6
( )

1 1
2

1
2

2 1
6

4
6

1
6

3 1
8

3
8

3
8

1
8

4
7
90

16
45

2
15

16
45

7
90

5 19
288

25
96

25
144

25
144

25
96

19
288

6 41
840

9
35

9
280

34
105

9
280

9
35

41
840

2.3 复化数值积分

2.3.1 复化梯形积分

计算公式

T h( ) = T fn ( ) = h f a f a ih f b
i

n1
2

1
21

1

( ) ( ) ( )  
















截断误差

E f
nh

f
h

b a f
b a
n

fn ( ) ( ) ( ) ' ' ( )
( )

( ),'' ''      
3 2 3

212 12 12
   a b 

2.3.2复化 Simpson积分

把积分区间分成偶数 m2 等分，记 mn 2 ，其中 1n 是节点总数，m是积分子区间的总数。

记
n
abh 

 , x a ihi   , i n 01, , , , 在每个子区间 x xi i2 2 2,  上用 Simpson 数值积分公式计

算，则得到复化 Simpson 公式，记为 S fn ( )。

计算公式

I f f x dx f x dx
a

b

x

x

i

m

i

i

( ) ( ) ( )  






2

2 2

0

1

注意区间的分割方法！区间端

点、区间长度应与公式匹配。

例如对于这里给出的分割方

法，积分区间长度就是 2h

1
0




n

i
iC
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而   )(
2880

)2()()(4)(
6

2)( )4(
5

22122
22

2
iiii

x

x
fhxfxfxfhdxxfi

i

 


 S f
h
f x f x f xn i i i

i

m

( ) ( ) ( ) ( )   




 2
6

42 2 1 2 2
0

1

   


















h
f a f x f x f bi i

i

m

i

m

3
4 22 1 2

1

1

0

1

( ) ( ) ( ) ( )

截断误差

)(
2880

)2()(
2880

)2()()( )4(
5

)4(
1

0

5

 fmhfhfSfI i

m

i
n  





)(
180

)()(

)(
180

)()(
2880

)(

44
)4(

)4(
4

5
)4(

4

5

hOhfab

f
n
abf

m
ab















, a b 

与复化梯形公式类似，误差的截断误差按照h4 或说
1

4n
的下降速度下降，

2.3.3复化积分的自动控制误差算法

2.3.4龙贝格 (Romberg )积分

龙贝格计算公式： ,3,2,
14 1

1,11,
1,, 




 


 k

RR
RR j

jkjk
jkjk

对每一个 jk , 从 2 做到 k，一直做到 1,1,  kkkk RR 小于给定控制精度时停止计算。

2.4 重积分计算



hk c f x yi j i j
j

n

i

m

, ( , )
00

积分区域的 4 个角点的系数是 1/4，4 个边界的系数是 1/2，内部节点的系数是 1。
*2.5 高斯(Gauss)型积分


b

a

dxxffI )()( 关于积分节点 nxxx ,...,, 10 的数值积分公式为 



n

i
iin xffI

0

)()(  ，它至少有

n 阶代数精度，



13

定理 2.1 
b

a

dxxffI )()( 关于积分节点 nxxx ,...,, 21 的数值积分公式 



n

i
iin xffI

1

)()(  的

代数精度不超过 2n-1 阶。[起始积分节点与精度表达式要匹配！]

定理 2.2 对 



1

1

)()( dxxffI ，若选取正交多项式 )(xLn 的 n 个零点
)()(

2
)(

1 ,...,, n
n

nn xxx 为数值积

分节点，则其数值积分公式 



n

i

n
i

n
in xffI

1

)()( )()(  具有 2n-1 阶代数精度。

2.5.1 勒让德(Legendre)多项式

n 次多项式
n

n

n

nn x
dx
d

n
xL )1(

!2
1)( 2  称为 Legendre 多项式， )}({ xLn 为[-1，1]上的正交

多项式系，即 



1

1

,0)()())(),(( nmdxxLxLxLxL mnmn

关于 )(xLn ，它具有如下性质：

(1) )(xLn 在（-1，1）上有 n 个相异的实根
)()(

2
)(

1 ,...,, n
n

nn xxx 。

(2) )(xLn 在[-1，1]上正交于任何一个不高于 n-1 次的多项式，即若 )(xP 为一个不高于 n-1 次的

多项式，则 



1

1

0)()())(),(( dxxPxLxPxL nn

n )(n
ix

)(n
i n )(n

ix
)(n

i

1 0 2 6612093865.0 0.3607615730
2 5773502692.0 1 2386191861.0 0.4679139346
3 7745966692.0 0.5555555556 7 9491079123.0 0.1294849662

0 0.8888888889 7415311856.0 0.2797053915
4 8611363116.0 0.3478548451 4058451514.0 0.3818300505

3399810436.0 0.6521451549 0 0.4179591837
5 9061798459.0 0.2369268851 8 9602898565.0 0.1012285363

5384693101.0 0.4786286705 7966664774.0 0.2223810345
0 0.5688888889 5255324099.0 0.3137066459

6 9324695142.0 0.1713244924 1834346425.0 0.3626837834

第 3章 曲线拟合的最小二乘法

3.1 拟合曲线

均方误差 



m

i
ii yxR

1

22
2 |)(|
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3.2 线性拟合和二次函数拟合
线性拟合

给定一组数据 miyx ii ,...,2,1),,(  做拟合直线 )()( xbaxp  ,根据均方误差最小可以

求得拟合曲线法方程为






























































i

m

i
i

m

i
i

m

i
i

m

i
i

m

i
i

yx

y

b
a

xx

xm

1

1

1

2

1

1 ，求出 a,b 即可。

二次函数拟合

给定一组数据 miyx ii ,...,2,1),,(  做拟合直线
2

210)( xaxaaxp  ,根据均方误差最

小可求得拟合曲线法方程


























































































i

m

i
i

i

m

i
i

m

i
i

m

i
i

m

i
i

m

i
i

m

i
i

m

i
i

m

i
i

m

i
i

m

i
i

yx

yx

y

c
b
a

xxx

xxx

xxm

1

2

1

1

1

4

1

3

1

2

1

3

1

2

1

1

2

1

，求出 210 ,, aaa 即可。

形如
bxaey  的曲线拟合

法 1：进行线性变换后再进行线性拟合。其他类似的函数也可以通过线性变换后进行拟合。

法 2：解矛盾方程组方法求解。 YAAA TT 
































































n

m

m

m

y

y
y

xxxb
a

x

x
x

xxx 



 2

1

21

2

1

21

111ln

1

1
1

111

3.3 解矛盾方程组
具体描述见教材。

定理 3.1 (1)A 为 m 行 n 列的矩阵，b 为列向量。 bAAXA TT  称为矛盾方程组 AX=b

的法方程，法方程恒有解。

(2)X 是
2
2||||min bAX  的解，当且仅当 X 满足 bAAXA TT  ，即 X 是法方程的解。

具体证明与例题见教材。

第 4章 非线性方程求根

4.1 实根的对分法

4.2 迭代法

定理 1：若 )(x 定义在 ],[ ba 上，如果 ( )x 满足 1) 当 x a b[ , ]时有 a   ( )x  b；
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2) )(x 在[ , ]a b 上可导，并且存在正数 L <1，使对任意的 x a b[ , ]，有  ' ( )x L ；则在[ , ]a b

上有唯一的点 x*
满足 x*   ( )*x ，称 x*

为 ( )x 的不动点。而且迭代格式 xk 1  ( )xk 对任意的

初值 x a b0 [ , ]均收敛于 )(x 的不动点 x* ，并有误差估计式 01
*

1
xx

L
Lxx
k

k 




[编者注：如果 1|)(|  x ，不能保证不收敛]

其一，等价形式 x x ( ) 应满足   ( )*x 1 ；其二，初始必须取自 x* 的充分小邻域，这个邻域

大小决定于函数 f x( ) ，以及做出的等价形式 x x ( ) 。

4.3 牛顿迭代法
迭代格式

迭代格式： x x
f x
f xk k

k

k
  1

( )
' ( )

， k  1 2, ,。

牛顿迭代格式对应于 f x( )  0的等价方程是
( )( )
'( )
f xx x
f x

   ，  ' ( )
( ) ' ' ( )
( ' ( ))

x
f x f x
f x

 2

若是 f x( ) 的单根时， f f( ) , ( )   0 0，则有 0|)(|   ，

2. 收敛的阶

若存在 0M ， M
x
x

e
e

n
k

k

kn
k

k

k





 





 ||
||

lim
||

||
lim 11




，称收敛的阶为 n 牛顿迭代是二阶迭代方法。

例 用牛顿迭代法求方程 03.152.197.7 23  xxx ，在 x0 1 附近的根。

解 3.152.197.7)( 23  xxxxf ，

2.19)4.153(
3.15)2.19)7.7((

2.194.153
3.152.197.7

2

23

1 








kk

kkk
k

kk

kkk
kk xx

xxx
x

xx
xxx

xx

k xk f x( )

0 1.00 2.8
1 1.41176  0.727071
2 1.62424  0.145493
3 1.6923 0.0131682
4 1.69991 0.0001515
5 1.7 0

4.4 弦截法
1. 弦截法迭代格式
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x x
f x x x
f x f xk k

k k k

k k






 


1
1

1

( )( )
( ) ( )

， k  1 2, ,。

弦截法收敛的阶 弦截法为 1.618 阶迭代方法。

例 用弦截法求方程 03.152.197.7 23  xxx 的根，取 x0 =1.5, x1 = 4.0。

解 3.152.197.7)( 23  xxxxf ， x x
f x x x
f x f xk k

k k k

k k






 


1
1

1

( )( )
( ) ( )

4.5 非线性方程组的牛顿方法

每一次迭代都是解一个方程组   





















),(
),(

,
2

1

kk

kk
kk yxf

yxf
y
x

yxJ

yyyxxx kkkk   11 , 直到max(| |,| |) x y   为止。

例 求解非线性方程组
f x y x y
f x y e yx
1

2 2

2

4 0
1 0

( , )
( , )

   
   






取初始值 


















7.1

1

0

0

y
x

解 































1

22
),(

22

11

xe
yx

y
f

x
f

y
f

x
f

yxJ













  ,
171828.2
4.32

, 00 










yxJ

1 0 0

2 0 0

( , ) 0.11
( , ) 0.01828

f x y
f x y

   
     

   
  




2 34 011
2 71828 0 01828

 
 

x y
x y
. .

. .

解方程得 




















029849.0
004256.0

y
x

0
1

0

1 0.004256 1.004256
1.7 0.029849 1.729849

x x
w

y y
         

                         

继续做下去，直到 max   x y,  10 5
时停止。

第 5章 解线性方程组的直接法

5.1 消元法
5.1.1 三角形方程组的解

对角形方程组

求解 n 阶对角方程的运算量（时间复杂度） )()( nOnT  。

下三角方程组

x b x i ni i ij j
j

i

ii  




( ) , , , ,  
1

1

1 2
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运算量（时间复杂度） )(
2

)1()( 2

1

nOnninT
n

i







上三角方程组

通式 x b u x u i n ni i ij j
j i

n

ii   
 
( ) , , , , ,

1
1 2 1

时间复杂度： )(
2

)1()1()( 2
1

1

nOnnjinnT
ni

n

j



 

 

5.1.2 高斯（Gauss）消元法与列主元消元法

高斯（Gauss）消元法的运算量

整个消元过程的乘法和除法的运算量为 ( )( )n k n k
k

n

  




 1
1

1

+  n k
k

n







1

1

，

回代过程的乘除运算量为
 n n  1

2
，

故 Gauss 消元法的运算量为  n
n n O n

3
2 3

3
1
3

  

高斯（Gauss）消元法的可行性

在上面的消元法中，未知量是按照在方程组中的自然顺序消去的，也叫顺序消元法。

在消元过程中假定对角元素akk
k( ) , 1 0 消元步骤才能顺利进行，由于顺序消元不改变 A 的主

子式值，故高斯消元法可行的充分必要条件为 A 的各阶顺序主子式不为零。但是，实际上只要

detA 0，方程组 Ax = b 就有解。故高斯消元法本身具有局限性。

调换方程组的次序是依照在运算中做分母量的绝对值尽量的大，以减少舍入误差的影响。

如果在一列中选取按模最大的元素，将其调到主干方程位置再做消元，则称为列主元消元法。

5.1.3 Guass-Jordan消元法

5.2 直接分解法 [必考！]
5.2.1 Dolittle分解

Dolittle 分解步骤

若 A 各阶主子式不为零，可分解为 A=LU，其中 L 为单位下三角阵，U 为上三角阵，即

a a a
a a a

a a a a

n

n

n n n n

11 12 1

21 22 2

1 2 3 4




   



















=

1
1

1

21

1 2

l

l ln n

  




















u u u
u u

u

n

n

nn

11 12 1

22 2



 



















计算 U 的第一行元素 nuuu 11211 ,,,  计算 L 的第一列元素 13121 ,,, nlll 

计算 U 的第二行元素 计算 L 的第二列元素

……

常数运算量

系数运算量
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计算 U 的第 k 行元素
u u ukk k k k n, , ,, ,1  计算 L 的第 k 列元素

l l lk k k k n k 1 2, , ,, , ,

用 LU 直接分解方法求解方程组所需要的计算量仍为
1
3

03 2n n ( ), 用直接分解法解方程

Ax b 。首先作出分解 A = LU，令 UX=Y，解方程组 LY b ，由于 L 是单位下三角阵，容易

得到

y b l x i ni i ij
j

i

j  





1

1

1 2, , , ,

再解方程组 UX=Y，其中

x y u x u i n ni i ij j
j i

n

ii   
 
( ) , , , , ,

1
1 2 1

5.2.2 Courant分解

Courant 分解步骤

在矩阵 A = LU 的 Courant 分解形式中，L 是下三角矩阵，U 是单位上三角矩阵，

记 L 

l
l l

l l ln n nn

11

21 22

1 2

  




















, U

u u
u

n

n



















1
1

1

12 1

2



 

矩阵 Courant 分解的次序与 Doolittle 分解的次序不同，设 A 的各阶主子式不为零，按计

算 L的第一列，U的第一行，,L的第 k列，U的第 k行的顺序进行计算，

如果 A 的各阶顺序主子式不为零， lkk 0，Courant 分解才能顺利进行。

5.2.3追赶法

时间复杂度 O(n)

5.2.4 对称正定矩阵的 LDLT 分解

对于对称正定矩阵，常用的是 LDLT 分解。

A 



















1
1

1

21

1 2




  n n

d
d

dn

1

2





















1
1

1

12 1

2

l l
l
n

n























L是对角元素为 1 的单位下三角阵。

对矩阵 A 做 Doolittle 或 Courant 分解，共计计算 n2 个矩阵元素；对称矩阵的 LDLT 分解，

只需计算
2

)1( nn
元素，减少了近一半的工作量。
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A L DL LU
l

l l

d d l d l
d d l

d

T

n n

n

n

n

  





































( ) ~

1
1

1

21

1 2

1 1 12 1 1

2 2 2

  




 

例 用 LDLT 分解求解方程组

1 1 1
1 3 2

1 2 4 5

4
8

12

1

2

3


 


































 















.

x
x
x

解 k=1: d a1 11 1  ,
l a d
l a d

21 21 1

31 31 1

1
1

  
 

/
/

k=2: d a l d2 22 21
2

1 2   , l a l l d d32 32 31 21 1 2 0 5   ( ) / .

k=3: d a l d l d3 33 31
2

1 32
2

2 3   

L D 




































1 0 0
1 1 0

1 0 5 1

1
2

3.
,

由 LDL X bT  ， LZ b Z T  , ( , , )4 4 6

DY Z Y T  , ( , , )4 2 2 L X Y XT   

















,
1
1

2

* 5.3 矩阵的条件数

第 6章 解线性方程组的迭代法

迭代矩阵的谱半径  M = max| | i
i n1

1
 

 是迭代收敛的充分必要条件,其中  i 是矩阵M 的特征

根。 [注意与第四章迭代收敛条件相区别！]

称谱半径小于 1 的矩阵为收敛矩阵。若 pA |||| 为矩阵 A的范数，则总有 pAA ||||)(  。

因此，若 1|||| pA ，则 A必为收敛矩阵。要特别注意是，当 1||||1|||| 1  MM 或 时，不能判

断迭代序列发散。范数小于 1 只是判断迭代矩阵收敛的充分条件，当迭代矩阵的一种范数使 B >1，

并不能确定迭代矩阵是否为收敛矩阵。

6.1 简单（Jacobi）迭代
6.1.1 简单（Jacobi）迭代格式

记 ,/,/ iiiiiiijij aygaab  构造迭代形式
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


























n
k
nnn

k
n

k
n

k
n

k
nn

kkk

k
nn

kkk

gxbxbxbx

gxbxbxbx

gxbxbxbx

)(
11,

)(
22

)(
11

)1(

2
)(

2
)(

323
)(

121
)1(

2

1
)(

1
)(

313
)(

212
)1(

1

Jacobi 迭代矩阵

令D

a
a

ann





















11

22


， yXDADAX  )( , 得到等价方程组

yXADDX  )( yDXADDX kk 1)(1)1( )(   X BX gk k( ) ( )  1

记
1B I D A  yDg 1

例 用 Jacobi 方法解下列方程组

2 5
5 8

10 11

1 2 3

1 2 3

1 2 3

x x x
x x x
x x x

   
  
  









解 方程组的迭代格式：

 

 

 

 

 

 

 

 

 





























1.1
6.1
5.2

2.0
5.0

1.0

5.0

1.0
2.0 3

3

2

2

1

1
1

3

1
2

1
1

k

k

k

k

k

k

k

k

k

x
x

x

x

x
x

x
x
x

或

x
x
x

x
x
x

k

k

k

k

k

k

1
1

2
1

3
1

1

2

3

0 0 5 0 5
0 2 0 0 2
01 01 0

2 5
16
11

( )

( )

( )

( )

( )

( )

. . .
. .
. .

.
.
.






















 

 


















































 B 1 0 7 . ∴Jacobi 迭代收敛。

取初始值
TX )0,0,0()0(  ，

k x k
1
( ) x k

2
( ) x k

3
( ) X Xk k( ) ( ) 


1

0 0 0 0
1 2.5 1.6 1.1 2.5
2 -1.15 2.32 1.19 1.35
3 -0.745 2.068 0.983 0.405
4 -0.9745 1.9456 0.9677 0.2295
5 -1.04335 1.98844 1.00289 0.06885

迭代矩阵

常数项不要忘记除！

上标 k不要忘记加括号！
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6 -1.00433 2.00925 1.00549 0.039015
方程组的准确解是{1，2，1}。

6.1.2 Jacobi 迭代收敛条件

对于方程组 yAX  ，构造Jacobi迭代格式，
)1( kX = gBX k )(

，其中 yDgADIB 11 ,   ，

从迭代矩阵考虑：

1）迭代矩阵的谱半径  
 

max| |
1

1
i n i 时，迭代收敛，这是收敛的充分必要条件。

2）迭代矩阵的某范数 B <1 时，是迭代收敛的充分条件。

从系数矩阵考虑：

A 为行对角优阵或列对角优阵 Jacobi 迭代收敛。

定理 6.1：若方程组 yAX  的系数矩阵 A ，满足下列条件之一，则其 Jacobi 迭代收敛。

（1）A 为严格行对角优阵，即 iia aij
j i
 ，i=1，2，….，n

（2）A 为严格列对角优阵，即 jja aij
i j
 ，j=1，2，….，n

6.2 高斯-赛德尔（Gauss-Seidel）迭代
6.2.1高斯-赛德尔迭代公式

在 Jacobi 迭代中，用(      x x xk k
n
k

1 2, ,..., ) T 的值计算 x i ni
k( ) , , , , 1 1 2  的值，xi

k( )1
的计算公式是

（ X BX gk k( ) ( )  1
） x b x gi

k
ij

j

n

j
k

i
( ) ( )



 1

1
i

n

ij

k
jij

k
j

i

j
ij

k
i gxbxbx  









1

)()(
1

1

)1(

事实上，在计算 xi
k( )1

前，已经得到
 x xk
i
k

1
1

1
1( ) , ,


 的值，不妨将已算出的分量直接代入迭代式

中，及时使用最新计算出的分量值。此时： i

n

ij

k
jij

k
j

i

j
ij

k
i gxbxbx  










1

)()1(
1

1

)1(
即用向量

(      x x xk k
n
k

1 2, ,..., ) T 计算出 x k
1

1( )
的值，用向量(      x x xk k

n
k

1
1

2
 , ,..., ) T 计算 x k

2
1( )
的值， ，用向量

(    x x x xk
i
k

i
k

n
k

1
1

1
1( ) ( ), , , , ,


  ) T 计算出 xi

k( )1
的值，这种迭代格式称为 Gauss-Seidel 迭代。

Gauss-Seidel 迭代格式











































n
k
nnn

k
n

k
n

k
n

i
k
nni

k
iii

k
iii

k
i

k
i

k
nn

kkk

k
nn

kkk

gxbxbxbx

gxbxbxbxbx

gxbxbxbx

gxbxbxbx

)1(
11,

)1(
21

)1(
11

)1(

)(
,

)(
11,

)1(
11,

)1(
11

)1(

2
)(

2
)(

323
)1(

121
)1(

2

1
)(

1
)(

313
)(

212
)1(

1

0

例 用 Gauss-Seidel 方法解方程组
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2 5
5 8

10 11

1 2 3

1 2 3

1 2 3

x x x
x x x
x x x

   
  
  









解 方程的迭代格式：

 

 

 

 

 

 

 

 

 

































1.1
6.1
5.2

2.0
5.0

1.0

5.0

1.0
2.0 3

3

1
2

2

1
1

1
1

1
3

1
2

1
1

k

k

k

k

k

k

k

k

k

x
x

x

x

x
x

x
x
x

取初始值 X ( ) ( , , )0 0 0 0 ，

k=1 5.25.205.005.0)1(
1 x

1.26.102.0)5.2(2.0)1(
2 x 14.11.11.21.0)5.2(1.0)1(

3 x

k=2

88.05.214.15.01.25.0)2(
1 x 004.26.11.22.0)88.0(2.0)2(

2 x

高斯-赛德尔迭代矩阵

设 ULDA  则迭代矩阵 ULDS 1)(  ， yLDf 1)( 

高斯-赛德尔迭代收敛条件 （从迭代矩阵，从系数矩阵）

1）当  (S)<1 或 S 的某种范数 S <1 时，迭代收敛；另一方面，直接根据方程组系数矩阵的特点

作出判断。

2）定理 6.2：若方程组系数矩阵为列或行对角优时，则 Gauss-Seidel 迭代收敛。

3）定理 6.3：若方程组系数矩阵 A 为对称正定阵，则 Gauss-Seidel 迭代收敛。

6.3 松弛迭代
松弛迭代计算公式

有 X X Xk k k( ) ( ) ( )  1  ，迭代格式为

X X Xk k k( ) ( ) ( )  1   X X X Xk k k k( ) ( ) ( ) ( )( )   1 1

X X LX UX g Xk k k k k( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ~ ~ )     1 1

整理得 X X LX UX gk k k k( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ~ ~ )     1 11  

这里称为松弛因子，上式称为松弛迭代。

迭代的分量形式为














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


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





)()1(

)()1(

)()1(

)1(
11,

)1(
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)1(
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)()1(

2
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2
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323
)1(

121
)(

2
)1(

2

1
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1
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1
)1(

1

n
k
nnn

k
n

k
n

k
n

k
n

k
nn

kkkk

k
nn

kkkk

gxbxbxbxx

gxbxbxbxx

gxbxbxbxx







与等式左边的
)1( kX 不

同，而要用 G-S迭代结果

带入

 对于不同问题有不同

取值，且 20  

G-S 迭代的分量形式
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松弛迭代收敛条件

定理 6.4：松驰选代收敛的必要条件 0< <2。
定理 6.5：若 A 为正定矩阵，则当 0< <2 时，松驰选代恒收敛。

通常，把 0 < < 1 的迭代称为亚松弛选代，把 = 1 的迭代称为 Gauss-Seided 选代，而把 1< <2
的迭代称为超松弛迭代。

6.4 逆矩阵计算

第 7章 计算矩阵的特征值和特征向量

7.1 幂法
7.1.1 幂法计算 计算 A 的最大特征值。

下面讨论幂法中两种比较简单的情况。

按模最大的特征值只有一个，且是单实根

得到按模最大的特征值  1
1 1 2 x x i ni

k
i
k( ) ( )/ , , , , ，相应的特征向量近似地为 X k( )

。

{ / }( ) ( )x xi
k

i
k1

收敛于 1 的速度取决于比值



2

1
的大小。

按模最大的特征值是互为反号的实根

设 1 0 ，且  1 2  即 | | | | | | | |   1 2 3   n ，这时有

   1
2x xi

k
i
k( ) ( )/

得到相应的特征向量











)(
1

)1(
2

)(
1

)1(
1

kk

kk

XXV
XXV




7.1.2 幂法的规范运算

在实际计算中，通常采用规范运算，即对 X k( )
的每个元素除以 X k( )

按模最大的分量

X xk

i n i
k( ) ( )max| |

  


1
。

规范运算可按下面公式进行 ,,1,0,
/

)()1(

)()()(













 k
AYX

XXY
kk

kkk

规范化运算保证了 || ||( )Y k  1，即Y k( )
按摸最大分量的值保持为 1 或1。下面给出在规范运算中迭

代序列的几种情况：

(1) 如果{ }( )X k
收敛，则 A 的特征值按模最大分量的值仅有一个，且 1 > 0，对充分大的 k，按

模最大分量 x j
k( )
不变号，对应的

( )| | 1k
jy  ，

( 1)
1 | |k

jx  ，即 ||||max )1()1(

11



 k

j
k
ini

xx ，相应的特

征向量是 v1  Y
k( )
。

(2) 如果{ },{ }( ) ( )X Xk k2 2 1
分别收敛于互为反号的向量，则按模最大的特征值也仅有一个单实根，
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且 1 < 0，即对充分大的 k，若 x j
k( )
的符号交替变号，则 1为负值。 1 1

   
 

max| | | |( ) ( )

i n i
k

j
kx x ，相应

的特征向量是 v1  Y
k( )
。

(3) 如果{ },{ }( ) ( )X Xk k2 2 1
分别收敛于两个不同的向量（与(2)不同），则按模最大的特征值有两个，

是互为反号的一对实根。这时，对充分大的 k，再作一次非规范运算 X AXk k( ) ( ) 1

则  1
1 1  x yi

k
i
k( ) ( )/ ， 2 1  而仍有

V X X
V X X

k k

k k
1

1
1

2
1

1

 
 









( ) ( )

( ) ( )




[注：当 k 很大时， )(2
1

)(2)1()2()()1( , kkkkkk YYAAXXAYX   ]

(4) 如果{ }( )X k
的趋势无一定的规律，这时 A 的按模最大的特征值的情况更为复杂，需另行处理。

例 用规范运算计算矩阵 A 的按模最大的特征值和它的特征向量。 A 









9 3
4 1

解 用表给出计算结果

k Y k( ) X k( )1

0 1 1 6 5

1 1. 0.833333 6.5 4.83333

2 1. 0.74359 6.76923 4.74359

3 1. 0.700758 6.89773 4.70076

4 1. 0.681493 6.95552 4.18149

5. 1. 0.673061 6.98081 4.67306

6 1. 0.669415 6.99176 4.66942

7 1. 0.66782 6.99654 4.66782

8 1. 0.667161 6.99852 4.66716

9 1. 0.666879 6.99936 4.66688

10 1. 0.666883 6.99935 4.66688

得到按模最大的特征值 1 6.99936，特征向量 v1  







666879.0

0.1

例 用规范运算计算矩阵 A 的按模最大的特征值和它的特征向量 A 

 
 

















4 1 1
16 2 2
16 3 1

解 计算结果列在表中。

k  x k
1

 x k
2

 x k
3

 y k
1

 y k
2

 y k
3

0 0.5 0.5 1 0.5 0.5 1
1 2.5 5 5.5 0.454545 0.909091 1

不规范化！
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2 1.909089 3.454538 3.553628 0.537222 0.972116 1
3 2.176772 4.65132 4.679104 0.465201 0.994091 1
4 2.176772 3.455134 3.461124 0.539392 0.998269 1
5 2.159299 4.633734 4.635485 0.465721 0.999627 1
6 1.862661 3.452282 3.452655 0.539487 0.999892 1
7 2.158056 4.632000 4.632116 0.465890 0.999975 1
8 1.863585 3.454290 3.454315 0.534950 0.999993 1
9 2.157985 4.631926 4.631926 0.465893 0.999999 1
10 1.863573 3.454290 3.454291 0.539495 1 1
11 2.157980 4.631920 4.631920 0.465893 1 1
12 1.863572 3.454288 3.454288
13 7.454288 16. 16.

 1 2
13

2
11

24 4   x y( ) ( )/ , v X X1
13

1
12 14 908576 29 817152 29 817152  ( ) ( ) ( . , . , . )

v X X2
13

1
12 0 2 182848 2 182848  ( ) ( ) ( , . , . )

7.2反幂法

反幂法是计算矩阵按模最小的特征值以及相应的特征向量的数值方法。

设矩阵 A 可逆， 和 v分别为 A 的特征值以及相应的特征向量，并设 i i n 0 1 2, , , , 。 对

Av v  两边同乘 A1
，得 A v v 1 1


，可见 A 和 A1

的特征值互为倒数，而且v也是 A1
的特征

值
1


的特征向量。 A1
的按模最大的特征值正是 A 的按模最小的特征值的倒数，用幂法计算 A1

按模

最大的特征值而得到 A 的按模最小的特征值的方法，称为反幂法。

用幂法计算 A1
按模最大的特征值仍可用规范方法：

任取 X ( )0
，规范迭代

Y X X
X A Y

k
k k k

k k

( ) ( ) ( )

( ) ( )

/|| ||
, , ,









 1 1 0 1

在实际计算中，不是先算出
1A ，再做乘积

)(1 kYA ,而是解方程
)()1( kk YAX 
，求得

）1( kX ，求

解过程一般采用直接分解法。将 A 分解为 LUA  ，由
)()1( kk YLZ 
解出

）1( kZ ，再由
)1()1(   kk ZUX

解出
）1( kX 。

规范迭代计算公式：

( ) ( ) ( )

( 1) ( )

/ || ||
, 0,1,

k k k

k k

Y X X
k

AX Y




 





7.3 实对称矩阵的 Jacobi 方法
Jacobi 方法就是实现以上思想的一种数值方法，它通过一系列平面旋转变换（也是正交变换），逐

渐减弱非对角线元素。计算对称矩阵 A 全部特征值的 Jacobi 方法是构造一系列的正交矩阵Qk 的过程。

不规范化！

有时题目会通过给定初值或k的前

n 组值，反推求解方法并完成求解

）0(X 可能恰好为 1 的

特征向量，因此要验证一下
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p

qpQ











































1

cossin
1

1
sincos

1

),,(













p 列 q 列

Q p q( , , ) 是一个正交矩阵，称为 Givens 旋转变换。下面分析 Givens 变换作用到对称矩阵后正交

相似的变换效果。

记 s
a a

a
t tgqq pp

pq





2
, 









0,1
0,0122

s
sstt

t
的按模较小根

可使b bpq qp 0 0, ，

由 t tg  ，可得

cos

sin




















1

1

1

2

2

t
t
t

记
c
d







cos
sin

 ，则当 t 按上面描述值时，

, ,
, ,

0

, ; ,

ip pi pi qi

iq qi pi qi

pp pp pq

qq pp pq

pq qp

i j i j

b b c a d a i p q
b b d a c a i p q
b a t a
b a ta
b b

b a i p q j p q

   
    
  
  
  


  

如果选取 p q, 使 | | max| |a apq i j ij


，那么实施以上变换的效率将更高。Jacobi 方法用于一般阶不很

高的“满矩阵”情形。

例 用 Jacobi 方法计算矩阵


















642
431
213

A 的全部特征值

解 取 2,1  qp ； 0
2

33
2 12

1122 






a
aas ； t  1; 2/2sin,2/2cos   dc
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























0

6

4
2

2426.4
4142.1

)1(
21

)1(
12

33
)1(

33

1222
)1(

22

1211
)1(

11

1323
)1(

32
)1(

23

2313
)1(

31
)1(

13

aa

aa

taaa
taaa

dacaaa
dacaaa

即 (1)

0 0 2 0 1.4142
0 0 0 4 4.2426

0 0 1 0 0 1 1.4142 4.2426 6

T

c d c d
A Q AQ d c A d c

      
             
          

取 p q 2 3, ； 2357.0
2426.42

46
2 23

2233 







a
aa

s ；

6207.01/,7840.01/1

7917.01
22

2





ttdtc

sst

即





















































 


3589.901088.1
06411.08778.0
1088.18778.02

100
0
0

100
0
0

)1()1()2( cd
dc

Acd
dc

QAQA T

第一步将 2,1  qp 位置的元素化为零，第二步将 3,2  qp 位置的元素化为零后 p q 1 2, 位置

的元素a12
2( )
又变为非零元素了，但是|a12

2( ) | 比| )0(
12a |的数值小。继续做下去可求出 A 的特征值为：9.52 ,

2.29 , 0.183。

7.4 QR 方法简介

第 8章 常微分方程数值解

本章主要讨论常微分程的初值问题

)(,
)(

),()(' 

0

bxa
yay

yxfxy









或

dy
dx

f x y
y a y

a x b








 ( , )

( )
, ( )

0

常微分方程初值问题的数值解是求 y x( ) 在求解区间[ a b, ]上剖分点列 xn , n =1,2,…,m 的数

值解 yn。在计算中约定 y xn( ) 表示常微分方程准确解的值， yn表示 y xn( ) 的近似值。

8.1 欧拉(Euler)公式
8.1.1 基于数值微商的欧拉公式

用向前差商近似 y x' ( )
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),(1 nnnn yxfhyy  向前欧拉公式是单步的显式格式。

用向后差商近似
y x' ( )

向后欧拉公式 ),( 111   nnnn yxfhyy 向后欧拉公式是单步的隐式格式。隐式欧拉公

式，需要通过迭代法求得 yn1。其中，初始值 yn1
0( )
由向前欧拉公式提供。

下列最简单的皮卡（Picard）迭代格式：

y y hf x y
y y hf x y

n n n n

n
k

n n n
k






 

 
 





1
0

1
1

1 1

( )

( ) ( )

( , )
( , )

，

用中心差商近似
y x' ( )

由于中心差商不是稳定格式（后叙），因此，不予采用。

*8.1.2 欧拉公式的收敛性

局部截断误差

对 y xn( )1 在 xn做泰勒展开：

y x y x h y x hy x
h
y x xn n n n n n n n( ) ( ) ( ) ' ( )

!
( ),''

       1

2

12
 

欧拉公式是由以上展开式中截断
h
y n

2

2!
( )''  而得，故T

h
yn n 1

2

2!
( )''  称为欧拉公式的截断误

差或称局部截断误差。若 y x( ) 为线性函数，则 y x' ' ( )  0，这时局部截断误差为 0，由欧拉公式

得到的解为精确解，故欧拉公式是一阶方法。如果给定方法的局部截断误差是： )( 1
1


  k
n hOT ，

则称方法是 k 阶的，或称具有 k 阶精度。

8.1.3 基于数值积分的近似公式

用梯形近似积分公式计算 
1 )('n

n

x

x
dtty

))(')(')((
2
1)(' 11

1

nnnn

x

x
xyxyxxdttyn

n

 


)))(,())(,((
2 11  nnnn xyxfxyxfh

得到梯形公式： y y h f x y f x yn n n n n n    1 1 12
( ( , ) ( , ))

)),(),((
2

)(
11

)1(
1

k
nnnnn

k
n yxfyxfhyy 


 

梯形公式也是隐式格式，可用皮卡迭代或牛顿迭代格式计算 1ny 。

预估-校正公式：  













),(),(
2

),(

111

1

nnnnnn

nnnn

yxfyxfhyy

yxhfyy
也称为改进

的欧拉公式
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8.2 龙格-库塔方法
8.2.1 二阶龙格-库塔方法

)
2

,
2

(

),(

12

1

21

khyhxfk

yxfk
hkyy

nn

nn

nn












 

二阶龙格-库塔公式的局部截断误差仍为O h( )3
。是二阶精度的计算公式。类似地想法，可建

立高阶的龙格-库塔公式，同理可知四阶龙格-库塔公式的局部截断误差界为O h( )5
的四阶精度计

算公式。

8.2.2 四阶龙格-库塔格式

四阶龙格-库塔公式


























),(

)
2
1,

2
1(

)
2
1,

2
1(

),(

)22(
6

34

23

12

1

43211

hkyhxfk

hkyhxfk

hkyhxfk

yxfk

kkkkhyy

nn

nn

nn

nn

nn

例 用四阶龙格-库塔公式 解初值问题

dy
dx

y x
y

x








 

2

0 1
01 0 8cos

( )
. .

解 取步长 h  0 2. ，计算公式为























)2.0cos()2.0(
)1.0cos()1.0(
)1.0cos()1.0(

cos

)22(
6
2.0

2
34

2
23

2
12

2
1

43211

nn

nn

nn

nn

nn

xkyk
xkyk
xkyk

xyk

kkkkyy

计算结果列表中。

n xn yn y xn( ) | yn  y xn( ) |

1 0.2 1.24789 1.24792 0.00003
2 0.4 1.63762 1.63778 0.00016
3 0.6 2.29618 2.29696 0.00078
4 0.8 3.53389 3.53802 0.00413

8.2.3步长的自适应

8.3 线性多步法
线性多步法的三个基本要素：
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(1)积分区间 ],[ 1 npn xx ； (2)构造 qty 的)( 次插值多项式； (3) )(ty 是显式还是隐式（若

计算 1ny 时只需要 ny ，则是显式；若计算 1ny 还包括 1ny ，则是隐式）

常微分方程初值问题











0)(

),(

yay

yxf
dx
dy

， ( a x b  )






 
1 )(' )()( 1

n

pn

x

xpnn dttyxyxy

若用积分节点 x x xn n n q, , , 1  构造插值多项式近似 )(' ty ，在区间 ],[ 1 npn xx 上计算数值积

分 ,)(' 1 dtty
x
x

pn

n





则称构造计算 yn1的方法为线性多步法。这是显式公式。

[q 次显式公式需要的积分节点 ),)...(,)(,( 11 qnqnnnnn yxyxyx   ]

若以 qnnnn xxxx  111 ,,,,  积分节点构造插值多项式近似 )(' xy ，在区间 ],[ 1 npn xx 上计算

数值积分 ,)(' 1 dtty
x
x

pn

n





则为隐式公式。

[q 次隐式公式需要的积分节点 ),)...(,)(,( 1111   qnqnnnnn yxyxyx ]

与通常数值积分不同的是，在线性多步法公式中，有两个控制量 p和q， p 控制积分区间，

q控制插值节点。

特别取 p  0，有 y x y x y x dxn n x

x

n

n
( ) ( ) ' ( )  



1
1

若积分 y x dx
x

x

n

n
' ( )




1

用关于积分节点 x x xn n n q, , , 1  的数值积分近似，就可得到显式的阿达

姆斯公式。在计算中阿达姆斯的稳定性较好。

例 构造 1,0  qp ，的显式格式 
  

1 )]()( )()( ')([)()( 1101
n

n

x

x nnnn dxxRxyxlxyxlxyxy

)),(),((

)](' )()(' )([

1110

1101
1







 


nnnnn

x

x nnnn

yxfyxfhy

dxxyxlxyxlyy n

n



)),(),((

)](' )()(' )([

1110

1101
1







 


nnnnn

x

x nnnn

yxfyxfhy

dxxyxlxyxlyy n

n



hdx
xx
xxdxxlh n

n

n

n

x

x
nn

n
x

x 2
3)( 11

1

1
00 




 




 hdx
xx
xx

x
x

dxxlh
nn

n

n

nx

x

n

n 2
1)(

1

1
11

1











)(
12
5))((

2
)()( )3(3

1

)3(
1

1
1  yhdxxxxxy

x
x

dxxRT nn
n

nx

xn
n

n

 


 

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即 y x y x
h

f x y x f x y x Tn n n n n n n( ) ( ) [ ( , ( )) ( , ( ))]      1 1 1 12
3

截断 1nT 可得到 y xn( )1 近似值 yn1的计算公式：y y
h

f x y f x yn n n n n n    1 1 12
3[ ( , ) ( , )]

上式称为二阶显式阿达姆斯公式。

例 建立 p q 1 2, 显式公式

解 y y l x f x y l x f x y l x f x y dxn n
x

x

n n n n n n
n

n

        




1 1 0 1 1 1 2 2 2
1

1

[ ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ))]

y y h a f x y a f x y a f x yn n n n n n n n        1 1 0 1 1 1 2 2 2[ ( , ) ( , ) ( , )]

a h
x
x

x x x x
x x x x

dx hn

n

n n

n n n n
0

1

1

1 2

1 2

7
3


 
 





 

 


( )( )
( )( )

a h
x
x

x x x x
x x x x

dx hn

n

n n

n n n n
1

1

1

2

1 1 2

2
3


 
 

 





  


( )( )
( )( )

a h
x
x

x x x x
x x x x

dx hn

n

n n

n n n n
2

1

1

1

2 2 1

1
3


 
 







  


( )( )
( )( )

计算格式：

y y
h

f x y f x y f x yn n n n n n n n        1 1 1 1 2 23
7 2[ ( , ) ( , ) ( , )]

其中： .1,,3,2  mn  ，
m
abh 

 ，用龙格-库塔公式计算 y y1 2, 。

截断误差

1nT =
x
x

f
x x x x x x dxn

n
n n n




    1

1

3

2 13

( ) ( )
!

( )( )( )


=
1
6

x
x

f x x x x x x dxn

n
n n n




    1

1

3
2 1

( ) ( )( )( )( ) = )(
3
1 )4(4 yh

例 构造 P=2，q  2 的隐式格式

解 取 [ x xn n 2 1, ]为积分区间；

以 ( , ( ))x f xn n 1 1 ， ( , ( ))x f xn n ， ( , ( ))x f xn n 1 1 构造拉格拉日插值多项式。

y y h f x y f x y f x yn n n n n n n n        1 2 0 1 1 1 2 1 1[ ( , ) ( , ) ( , )]  

则 0
1

2

1

1 1 1

3
4

h
x
x

x x x x
x x x x

dx hn

n

n n

n n n n


 
 







  


( )( )
( )( )

f x y y x( ) ( )( , ) ( )3 4

三步三阶的

显式格式
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1
1

2

1 1

1 1

0h
x
x

x x x x
x x x x

dxn

n

n n

n n n n


 
 





 

 


( )( )
( )( )

2
1

2

1

1 1 1

9
4

h
x
x

x x x x
x x x x

dx hn

n

n n

n n n n


 
 







  


( )( )
( )( )

计算格式： y y h f x y f x yn n n n n n       1 2 1 1 1 14
3 9[ ( , ) ( , )]

截断误差： 



 

1

2

))()()((
6
1

11
)4(

1
n

n

x
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为了避免迭代，可用预估-校正公式
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替换上面的计算公式。

8.4 常微分方程组的数值解法

*8.5 常微分方程的稳定性

带入显式格

式求 1ny

带入显式格

式求 1ny
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