
理论力学（二）

哈密顿力学



拉格朗日方程的降阶
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拉格朗日方程的降阶
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广义动量作为中间变量

•



系统函数自变量的共轭变量

•



勒让德变换

•



拉格朗日函数变换为哈密顿函数
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哈密顿函数
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哈密顿正则方程
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哈密顿正则方程

•

•

方程给出了 2s 个变量随时间的变化率。
可由当前时刻各变量的值，利用方程求出
各变量随时间的变化率，再数值积分求出
下个时刻各变量的值，逐个时间步向后推
进，求解整个系统的演化过程。

方程组中前 s 个给出广义速度和广义动量
之间的关系，后 s 个等价于原来的 s 个拉
格朗日方程。整个方程组方程数量是拉格
朗日方程组的2倍，但微分方程都是一阶的。

 



哈密顿正则方程中的循环坐标

•

•

如果拉格朗日函数不显含某个广义坐标，即
存在某循环坐标，则对应的广义动量守恒。
从哈密顿正则方程可知，哈密顿函数也不显
含该广义坐标，同时，守恒的广义动量可取
为常数，因而可相当于系统中没有这个自由
度（可遗坐标）。

包括广义动量在内的 2s 个正则变量只要其
中一个在哈密顿函数中不显含，它对应的正
则共轭变量就是常数，系统就可以减去该自
由度（可遗）。
 



哈密顿量守恒的条件

•



哈密顿正则方程与拉格朗日方程比较

•

•

•

•

拉格朗日函数及方程可以直接得到。而哈密
顿函数需要通过广义动量代替广义速度之后，
从拉格朗日函数经过变换得到。
拉格朗日方程是二阶的微分方程，而哈密顿
方程是一阶的。但哈密顿方程的变量个数增
大了一倍。
对于循环坐标，哈密顿正则方程处理起来方
便很多，无论哈密顿函数缺少任意一个q ，p ，

t ，都可以找到它相应的守恒量。
拉格朗日方程和哈密顿方程本质上是等价的。



劳斯函数
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劳斯函数
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哈密顿函数及正则方程举例
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哈密顿正则方程举例
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哈密顿正则方程举例
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哈密顿正则方程解题步骤

•
–
–
–

–

–
–

用哈密顿正则方程解题的步骤大致有
确定系统的自由度，选取广义坐标。
写出系统的拉格朗日函数。
计算广义动量，并用广义动量来表示广义速度。

通过勒让德变换计算哈密顿函数H 。得到的H
表达式中的广义速度用广义动量替换。
列出哈密顿正则方程。
求解方程，得到广义坐标随时间的变化关系。
并结合初始条件确定积分常数。



由哈密顿原理推导哈密顿正则方程
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泊松括号
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泊松括号

•



泊松括号基本性质
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泊松定理

•



泊松括号例题
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泊松括号例题
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泊松括号例题
•



正则变换

•



正则变换的等价条件
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正则变换的等价条件
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正则变换的生成函数
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正则变换的第 2 种类型
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正则变换的 3 种类型
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正则变换的 4 种类型

•



几个简单的正则变换

•



正则变换实例
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正则变换实例
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一维正则变换的充要条件
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一维正则变换的充要条件
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雅克比行列式
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雅克比行列式

•



正则变换实例
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正则变换实例
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正则变换实例
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正则变换实例
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正则变换实例
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正则变换实例
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正则变换与数值计算
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正则变换与数值计算
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无限小正则变换
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无限小正则变换
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矩阵形式的正则方程组
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正则变换的矩阵形式
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系统演化和辛矩阵

•



哈密顿-雅可比方程的由来
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哈密顿-雅可比方程

•



哈密顿主函数中的积分常数
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哈密顿主函数的物理意义
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哈密顿-雅可比方程的解法
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哈密顿-雅可比方程实例
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哈密顿-雅可比方程实例
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哈密顿-雅可比方程解开普勒问题
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哈密顿-雅可比方程解开普勒问题
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哈密顿-雅可比方程解开普勒问题
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哈密顿-雅可比方程分离变量实例
•



哈密顿-雅可比方程分离变量实例
•



哈密顿-雅克比方法的相关讨论

•

•

•

从哈密顿-雅克比方程解出主函数 S ，取之为
第 2 类正则变换生成函数。其中的积分常数
换为新广义动量 P 1, P2, … , Ps。变换得到 K=0。
从而 Q, P 均为常数。
这 s +1个“积分常数”并不一定是在积分过
程中产生的，反而常常是在分离变量中出现的，
其中主函数 S 表达式所加的那个常数无意义，
有意义的常数有 s 个。
这些积分常数 Pi  经常是一些守恒量，是不变
的，但在主函数中它们都是自变量。



哈密顿-雅克比方法的相关讨论
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经典力学向量子力学过渡

•



德布罗意波的动量算符

•



薛定谔方程

•



一维谐振子的解
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一维谐振子的解
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一维谐振子的解
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薛定谔方程求解氢原子

•



半经典的氢原子模型

•



薛定谔对作用量函数的代换
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对氢原子模型的处理
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薛定谔对方程的假设
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薛定谔对方程的假设
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从经典力学到热力学统计物理
——刘维尔定理

•

•

•

•

相空间。由多个粒子构成的体系中，以广
义坐标和广义动量为自变量构成的空间。
又称为  空间，自变量(q 1,..., q3n; p1,..., p3n)。
代表点。系统处于某个初始坐标和动量，
可用在相空间中一个代表点来表示。
统计系综。对于相空间中的一群代表点作
统计平均。
刘维尔定理：相空间的代表点的统计系综
的分布密度在运动过程中保持不变。



相空间的连续性方程
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刘维尔定理的证明

•



刘维尔定理的应用

•

•

在真实的物理状态所对应的代表点的附近，
人为地设置一些个代表点（对应初始条件相
差不大的设想的物理状态），则由刘维尔定
理，代表点的密度不变，说明在以后演化过
程中，这些人为设置的代表点仍然在真实物
理状态对应的代表点附近，即初始条件的误
差不变，不会持续增加。这为数值计算的可
靠性提供了依据。

另一方面，若以单个粒子为考察对象，在 6
维相空间中，每个真实粒子对应 6 维相空间
的一个代表点，则代表点的密度   即为相空
间的密度，即分布函数 f  ( t , x , v ) 。



刘维尔定理的应用
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刘维尔定理的应用
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位力定理
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位力定理

•



位力定理

•



理想气体状态方程
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理想气体状态方程

•



对一些周期运动的处理

•

•
1.
2.
3.
•

在用哈密顿-雅可比方程解力学问题的过程
中，我们常用分离变量法。
若一个系统满足如下三个条件：
哈密顿函数不显含时间
广义坐标具有周期的性质
哈密顿特征函数中，能将各坐标分离变量
则可应用作用变量和角变量的方法进行求
解。下面对该方法做简介。



对一些周期运动的处理
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特征函数的方程解法

•



作用变量

•



作用变量和角变量

•



作用变量的意义

•可知新的广义动量（作用变量） Ji 是常数，

是守恒量。而它的意义是，当广义坐标 qi
变化一周期时，若 qi 和 pi 回到原来的值，Ji
就是相空间 ( qi, pi ) 所围成的面积；若 qi 增
加到新的值，则是一个周期内相空间中的运
动轨迹与 qi 坐标轴围成的面积。

 
qiqi

pi
pi



角变量的意义
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角变量的意义
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周期运动——一维谐振子
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周期运动——一维谐振子

•



周期运动——氢原子能级问题
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周期运动——氢原子能级问题
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周期运动——氢原子能级问题
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微扰近似
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微扰近似
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微扰近似

•



单摆的微扰近似
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单摆的微扰近似

•


