
一、选择题和填空（每题 3 分，共 18 分） 

1. (6分) ，  

2. (6 分) ， ，  

3. (3分) 920(g);   4. (3分)7Hz 

二、 讨论题（每题 8 分，共 16 分） 

1．解:设物体在时间 dt 内的位移为 dx,由间隔不变性有: 

𝒄𝟐𝐝𝒕𝟐 − (𝐝𝒙𝟐 + 𝐝𝒚𝟐 + 𝐝𝒛𝟐) = 𝒄𝟐𝐝𝒕′𝟐 − (𝐝𝒙′𝟐 + 𝐝𝒚′𝟐 + 𝐝𝒛′𝟐) 

因为{

𝐝𝒙

𝐝𝒕
= 𝒖

𝐝𝒙′

𝐝𝒕′
= 𝒖′

，则有(𝒄𝟐 − 𝒖𝟐)𝐝𝒕𝟐 = (𝒄𝟐 − 𝒖′𝟐)𝐝𝒕′𝟐  

由于|𝒖| <  𝒄，于是得:𝒄𝟐 − 𝒖𝟐 > 𝟎 

则𝒄𝟐 − 𝒖′𝟐 > 𝟎，所以|𝒖’| <  𝒄。 

 

2. 若力𝑭⃑⃑ 为保守力,则总可以找到一个标量函数𝑼,使得𝑭⃑⃑ = −𝛁𝑼, 其中𝑼就是“势函数”。 

根据保守力的定义，可知在某一确定的保守力场中，任取一个标准电“P”，则从P点到空间

中的一个特定点，此保守力所做的功必定是该点空间位置的函数。设这个位置函数为

−𝑼(𝒙,𝒚, 𝒛)，某点M的位置函数为−𝑼(𝑴)，点N的势函数为−𝑼(𝑵)，则 

∫ 𝑭⃑⃑ 
𝑵

𝑴

∙ 𝐝𝒓⃑ = ∫ 𝑭⃑⃑ 
𝑷

𝑴

∙ 𝐝𝒓⃑ + ∫ 𝑭⃑⃑ 
𝑵

𝑷

∙ 𝐝𝒓⃑  

其中∫ 𝑭⃑⃑ 
𝑵

𝑷
∙ 𝐝𝒓⃑ = −𝑼(𝑵), ∫ 𝑭⃑⃑ 

𝑷

𝑴
∙ 𝐝𝒓⃑ = −[−𝑼(𝑴)] 

所以∫ 𝑭⃑⃑ 
𝑵

𝑴
∙ 𝐝𝒓⃑ = 𝑼(𝑴) − 𝑼(𝑵) 

故此位置函数即“位函数”或“势函数”就可描述该力场了且有𝑭⃑⃑ = −𝛁𝑼。 

 

三、证明题（每题 8 分，共 16 分） 

1. 证：设在𝐝𝒕时间内,行星相对太阳扫过的角度为𝐝𝜽。行星在𝐝𝒕时间内扫过的面积则

可以表示为： 𝐝𝑨 =
𝟏

𝟐
(𝒓 + 𝐝𝒓)𝒓𝐝𝜽 ≈

𝟏

𝟐
𝒓𝟐𝐝𝜽 

单位时间内扫过的面积则可以表示为：
𝐝𝑨

𝐝𝒕
=

𝟏

𝟐
𝒓𝟐 𝐝𝜽

𝐝𝒕
=

𝟏

𝟐
𝒓𝒗𝜽 

以行星为研究对象,以太阳处 O 点为参考点,角动量守恒： 

𝑳⃑⃑ = 𝒓⃑ × 𝒎𝒗⃑⃑ = 𝒓𝑒 𝒓 × 𝒎(𝒗𝒓𝑒 𝒓 + 𝑒 𝜽) = 𝒓𝒎𝒗𝜽𝑘⃑ = 𝐶  

大小：𝑳 = 𝒓𝒎𝒗𝜽 = 𝑪, 得证开普勒第二定律: 
𝐝𝑨

𝐝𝒕
=

𝟏

𝟐
𝒓𝟐 𝐝𝜽

𝐝𝒕
=

𝟏

𝟐
𝒓𝒗𝜽 =

𝑪

𝟐𝒎
。 

2 2 2 2 2

0 0 0 0 0

2

0 0

(2 ) cos

2

Gm G m Gm R R
r

Gm R/

  




v v

v

2 2 2 2 2

0 0 0 0 0

0

(2 ) cos

cos

Gm G m Gm R R

R





 


v v
v

v

2

f 0F m
R


v

2

0
N1 0

1

2

m L
F m g

Rd
 

v 2

0
N2 0

1

2

m L
F m g

Rd
 

v



2. 证明：根据伽利略变换和题意 

 

{

𝑥 = 𝑥′ + 𝑣0𝑡

𝑦 = 𝑦′

𝑧 = 𝑧′

𝑡 = 𝑡′

⟹

{
 
 

 
 

d𝑥1

d𝑡
=

d𝑥1
′

d𝑡
+ 𝑣0

d𝑥2

d𝑡
=

d𝑥2
′

d𝑡
+ 𝑣0

∆𝑥 = ∆𝑥′ + 𝑣0∆𝑡

 

于是𝐹∆𝑥 = 𝐹∆𝑥′ + 𝐹𝑣0∆𝑡 

𝑭∆𝒙 =
𝟏

𝟐
𝒎𝒗𝟐

𝟐 −
𝟏

𝟐
𝒎𝒗𝟏

𝟐 =
𝟏

𝟐
𝒎(𝒗𝟐

′ + 𝑣0)
𝟐 −

𝟏

𝟐
𝒎(𝒗𝟏

′ + 𝑣0)
𝟐

=
𝟏

𝟐
𝒎𝒗′

𝟐
𝟐
−

𝟏

𝟐
𝒎𝒗′

𝟏
𝟐
+ (𝒎𝒗𝟐

′ − 𝒎𝒗𝟏
′ )𝑣0 

又由于𝑭∆𝒕 = 𝒎𝒗𝟐
′ − 𝒎𝒗𝟏

′ ，所以𝑭∆𝒙′ =
𝟏

𝟐
𝒎𝒗′

𝟐
𝟐
−

𝟏

𝟐
𝒎𝒗′

𝟏
𝟐
 

四、计算题（50分） 

1.（8 分）一质量为 m 的质点受到两个力的作用：一个是有心力𝑓1 = 𝑓(𝑟)
𝑟

𝑟
。另一个是摩擦

力𝑓2 = −𝜆𝑉⃗⃑（λ>0）,其中𝑉⃗⃑是质点的速度。若该质点初始时对 r=0 点的角动量是𝐿⃗⃑0。求以后

时刻它的角动量。 

解：按极坐标列出方程 

                              𝑚(𝑟̈ − 𝑟𝜃̇2) = 𝑓(𝑟) − 𝜆𝑟̇                      2 分 

                               𝑚(2𝑟̇𝜃̇ + 𝑟𝜃̈) = −𝜆𝑟𝜃̇                       2 分 

第二式可以改写成 

1

𝑟

𝑑

𝑑𝑡
(𝑚𝑟2𝜃̇) = −𝜆𝑟𝜃̇ 

若令 

                                   𝐿 = 𝑚𝑟2𝜃̇ 

则 

𝑑𝐿

𝑑𝑡
= −

𝜆

𝑚
𝐿 

                                                                         2 分 

所以                              𝐿 = 𝐿0𝑒
−

𝜆

𝑚
𝑡
                             2 分 



 

2．（12 分）一飞船从地球发射到达火星。假定飞船被发射到一个围绕

太阳的椭圆轨道上，以地球轨道为近日点而以火星轨道为远日点

（如图）。（1）求轨道方程𝑟 =
𝜆(1+𝜀)

1+εcosθ
的参数𝜆和𝜀；（2）利用开普

勒第三定律计算沿此轨道到达火星所需要的时间；（3）为了最节

约燃料，从地球上应向什么方向发射飞船？地球到太阳的平均距离

为 1A.U.，火星到太阳的平均距离为 1.5A.U.。 

 

解：（1）记 R1为日地距离，R2为火星至太阳的距离，有 

                        
𝑅1 =

𝜆(1+𝜀)

1+𝜀
= 𝜆

𝑅2 =
𝜆(1+𝜀)

1−𝜀

                                 2 分 

上两式可求出：𝜆 = 1A. U. , 𝜀 = 0.2                                        2 分 

（2）由开普勒第三定律，
𝑇2

𝑎3 = 𝐶。地球公转周期为 T1，飞船的公转周期为 T，有  1 分 

                     𝑇2 = (
𝑅1+𝑅2

2𝑅1
)
3
𝑇1

2 = 1.253𝑇1
2                           2 分 

所以： 

                      𝑇 = 1.253 2⁄ 𝑇1 = 1.4(年）                            1 分 

因此，飞船需要 0.7 年沿着此轨道运行到火星。                              1 分  

 

（3）为了节省燃料，火箭应沿地球公转轨道的切线方向发射，并注意它同地球自转方向同

一方向。                                                                3 分 

 

3.（12 分）设某人进行高台跳水，跳台高 10m。分别就以下两种情况估算在某人在落水前能

完成多少个空中 360 度转体。（1）某人身体保持直线向前自然倒下进行“直身前空翻”（设重

心与跳台等高时，脚才与跳台脱离）；（2）某人向前自然倒下，当重心与跳台等高时，身体

立刻抱成球形，进行“团身前空翻”。（提示：细棒关于中心的转动惯量为 ml2/12，圆球关于

直径的转动惯量为 2mR2/5） 

解：（1）方法一：设人身高为 h，由能量守恒方程 

         
1

2
mgh =

1

2
I𝜔2 +

1

2
𝑚𝑉𝑐

2         (1)                   2 分 

   及                  𝑉𝑐 =
1

2
ℎ𝜔               (2)                   1 分 

 



   得到                ω = √
3g

ℎ
      

   下落时间由 𝑉𝐶𝑡 +
1

2
𝑔𝑡2 = 𝐻算出  圈数由n =

𝜔𝑡

2𝜋
 算出                  

   设 h=1.8m, 算得 ω=4.04rad/s, Vc=3.64m/s, t=1.1s,                   

                n=0.71                                      3 分  

（注：由设定不同，前面 ω,Vc, t 结果可以不同，但 n 应小于 1） 

 

方法二：如不用能量守恒，用以脚为转轴的重力距作用下的转动方程解出 ω 亦可 

      前面(1),(2)变为(5)(6),其他不变 

        I𝜑̈ = −
𝑚𝑔ℎ

2
∗ cos𝜑   积分限从 π/2 到 0     (5)           2 分 

     的正负和积分限可以与上面不同，结果正确即可 

      这里的 I 值应取 mh2/3                     (6)           1 分 

写出 ω 后，下面过程同上。 

 

（2）由直身变团身为角动量守恒 

                    I1ω1=I2ω2                         (7)            2 分 

                  mh2ω1=2/5R2ω2                      （8）           1 分 

其中 R 由 2πR=h 近似估算。 

将前面设定值带入，R=0.287m , ω1,Vc, t 同前 

                  ω2=33.1rad/s                                        

                     n=5.79                                          3 分 

（注：R 值不做计算，直接估算也可，不应小于上面结果；ω2 值由 R 不同，应小于上面结

果；圈数可以由 R 估值不同，在 2 到 6 间变动，不应超过 6 圈） 

 

4.（18 分）在弦线上传播的波，其表达式为𝑦 = 3cos [2𝜋 (
𝑡

0.1
−

𝑥

10
) −

𝜋

2
] (m)，在弦线上形成

驻波，在𝑥 = 1(m)处为波节。试求：（1）应叠加的波的表达式；（2）形成驻波的表达式；（3）

若弦线的线密度为1.0 × 102(g ∙ m−1)，则相邻两波节之间的总能量。 

解：（1）要形成驻波，叠加的波的表达式为𝑦′ = 3cos [2𝜋 (
𝑡

0.1
+

𝑥

10
) + 𝜑]，其中𝜑待定。 2 分 

在𝑥 = 1(m)处为波节，两波在此振动相位相反，即 



2π ∙
1

10
+ 𝜑 − (−2π ∙

1

10
−

𝜋

2
) = (2𝑛 + 1)𝜋 

则                   𝜑 = (2𝑛 + 1)𝜋 − 2π ∙
1

10
−

𝜋

2
=

1

10
𝜋（取𝑛 = 0）              3 分 

所以                  𝑦′ = 3cos [2𝜋 (
𝑡

0.1
+

𝑥

10
) +

1

10
𝜋] (m)                       2 分 

（2） 𝑦 + 𝑦′ = 3cos [2𝜋 (
𝑡

0.1
−

𝑥

10
) −

𝜋

2
] + 3cos [2𝜋 (

𝑡

0.1
+

𝑥

10
) +

1

10
𝜋] 

= 6cos (
𝜋

5
𝑥 +

3

10
𝜋) cos (20𝜋𝑡 −

1

5
𝜋) (m)                             3 分 

（3）由所给的波的表达式可知波长𝜆 = 10m，相邻两个波节之间的距离为
1

2
𝜆 = 5m，今𝑥 =

1m 为波节，𝑥 = 6m 处是相邻的波节。在相邻的波节间驻波的总能量保持不变。当弦线各点

处于平衡位置时，势能为 0，各点速度的大小达到它的最大值。相邻两波节间的总能量等于

这时这段弦线的总动能。                                                  3 分 

     𝑥处质元的最大速率为[
𝜕( 𝑦+𝑦′)

𝜕𝑡
]
max

= 6 × 20πcos (
𝜋

5
𝑥 +

3

10
𝜋)               2 分 

E = ∫
1

2
𝜂 [

𝜕( 𝑦 + 𝑦′)

𝜕𝑡
]
max

2

d𝑥 =
1

2

6

1

1.0 × 10−3

10−2
(6 × 20π)2 ∫ cos2 (

𝜋

5
𝑥 +

3

10
𝜋)

6

1

d𝑥 

=
1

2
× 10−1 × 36 × 400𝜋2 ×

1

2
× 5 = 1.78 × 104(J)                               3 分 

 


