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7.1 基本概念和问题的提法
• (统计) 假设: 在数理统计中, 关于总体分布的概率性质的假
定. 例如假设正态总体, 二项总体等, 或者二项总体中成功概率
p ≤ 0.5 等等.

• (统计) 检验: 使用样本对所作出的假设进行检查的方法和过程.

7.1.1 基本概念

假设检验问题就是研究如何根据抽样后获得的样本来检查抽样前
所作假设是否合理.
首先, 由一个例子引出一些基本概念.

↑Example某厂产品出厂检验规定：每批产品次品率 p 不超过 4% 才能出
厂。现从某批产品 10000 件中任意抽查 12 件发现 4 件次品，问该批
产品能否出厂？若抽得结果是 1 件次品呢？ ↓Example
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解: 若以 p 表示此批产品的次品率，则问该批产品能否出厂等价于
即要检验次品率 p 是否不超过 4%。我们假设“p ≤ 4%”，并记 Y 为
12 件中的次品数，由于总产品数很大，故可以认为 Y ∼ B(12, p)，
此时当 p ≤ 0.04 时，

P (Y = 4) =

(
12

4

)
p4q8 <

(
12

4

)
0.0440.968 = 0.000914

这是一个小概率事件，即当 p ≤ 0.04 时，12 件产品中有 4 件是次
品的概率不到 1/1000，这样的事件在一次试验中几乎是不可能发生
的，但确实发生了 (我们观察到了 4 件次品), 因此更倾向于怀疑假设
“p ≤ 0.04”的正确性，即认为它不成立。而由于

P (Y = 1) ≤

(
12

1

)
0.0410.9612 = 0.306

即此时当假设“p ≤ 0.04”成立时，“12 个产品中有一个次品”这一
事件的概率最大为 0.306，这个事件不是小概率事件。因此我们没有
足够的证据支持原假设不成立这一说法。
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↑Example某饮料厂在自动流水线上罐装饮料. 在正常生产情况下, 每瓶饮
料的容量 (单位: 毫升) X 服从正态分布 N(500, 102) (由以往的经验
得知). 经过一段时间之后, 有人觉得每瓶饮料的平均容量减小到 490,
于是抽取了 9 瓶样品, 称得它们的平均值为 x̄ = 492 毫升. 试问此断
言是否正确? 即问平均每瓶饮料的容量仍是 500 毫升还是变成 490

毫升? 假定标准差 10 毫升不变. ↓Example

在这个问题中,
统计假设: 罐装饮料容量 X ∼ N(µ, 102).
问题: 根据样本来在 “µ = 500” 和 “µ = 490” 之间作判断.
数理统计中, 把它们看成两个假设. 习惯上, 称前者为原假设或零

假设, 记作 H0; 后者称为备择假设或对立假设, 记作 H1 或 Ha. 所谓
检验

H0 : µ = 500 ↔ H1 : µ = 490.
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就是要根据样本判断究竟是 “H0 成立” 还是 “H1 成立”. 断言 “H0

成立” 称为不能拒绝 H0; 断言 “H1 成立” 称为拒绝 H0.
下面讨论如何检验上述假设, 即给定一个接受或者拒绝零假设的

准则. 设从总体中抽取一个样本 X1, · · · , Xn, 我们可以用极大似然估
计 T = X̄ (称之为检验统计量) 来估计 µ. 由于该估计值接近 µ (尤
其是当样本量较大时), 故当 T 的绝对值小的时候有利于 H1 而不利
于 H0, 此时应该拒绝 H0. 我们可以事先取定一个常数 τ , 称之为临
界值, 当 T 的取值小于该临界值时拒绝 H0, 即样本满足

W = {X̄ < τ}

中时拒绝 H0, 称 W 为拒绝域. 即样本的取值落在拒绝域中, 就拒绝
H0, 否则不能拒绝之. 一个拒绝域就对应于一个检验方法. 现在的问
题是 τ 应该取多大? 这涉及到两类错误.

Previous Next First Last Back Forward 4



PPPPPPPPP决策

事实
H0 成立 H1 成立

不拒绝 H0 不犯错 第 II 类错误
拒绝 H0 第 I 类错误 不犯错

• 称 “实际上 H0 成立但是它被拒绝” 这个错误为第 I 类错误
(弃真)

• “实际上 H0 不成立但是它没有被拒绝” 这样一类错误为 第 II
类错误 (存伪).

而由于我们的方法是基于观测数据, 而观测数据是带有随机误差的,
故难免在做出决策的时候犯错, 我们能做的是控制犯错的概率.
一个理想的检验应该使这两类错误的概率都小, 但是在实际问题

中不可能使这两类错误一致地小: 要让犯第 I 类错误的概率小, 应该
让 τ 小, 而要让犯第 II 类错误的概率小, 则 τ 不能太小. 解决这个
矛盾的一个方法是在控制 I 类错误的基础上, 尽量少犯第 II 类错误
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(在下一小节中我们讨论如何设定假设时会提到, 应该将受保护对象设
为零假设, 故犯第 I 类错误的严重性更大, 因此必须尽量避免犯第 I
类错误). 因此，这种在只限制第一类错误的原则下的检验方法，就称
为“显著性检验”(Significance Test)。
具体地, 给定一个允许的犯第一类错误概率的最大值 α, 选取 τ

使得
PH0(T < τ) ≤ α

连续场合下, 等号可以达到. 这样的 τ 可以通过 T 在 H0 下的分布及
上式条件下求得.
称 α 为显著性水平. 通常将 α 取为 0.1, 0.05, 0.01 等较小的数,

具体取值视实际需要而定, 有时候要求 α 很小, 比如在涉及到数十万
个基因标记的基因关联分析中, 单个位点检验的 α 一般是 10−7 这样
的量级.
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现在将问题一般化:

1. 根据问题, 提出假设检验问题

H0 : θ ∈ Θ0 ↔ H1 : θ ∈ Θ1.

其中 H0 为零假设或原假设, 而 H1 为对立假设或备择假设.

2. 根据参数的估计方法构造一个适当的检验统计量 T = T (X1, · · · , Xn),
其中 X1, · · · , Xn 为从总体中抽得的一个样本.

3. 根据对立假设的形状构造一个检验的拒绝域W = {T (X1, · · · ,Xn) ∈
A}, 其中 A 为一个集合, 通常是一个区间. 比如拒绝域可取为
{T (X1, · · · , Xn) > τ}, 则称 τ 为 临界值.

4. 对任意的 θ ∈ Θ0, 犯第 I 类错误的概率 Pθ(T (X1, · · · , Xn) ∈
A) 小于或等于某个指定正的常数 α), 则称 α 为显著性水平.

5. 结合 T 在 H0 下的分布, 定出 A.
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显然显著性水平不是唯一的, 事实上, 如果 α 是一个显著性水平,
则任意大于 α 的数都是显著性水平. 实际中通常采用显著性水平最小
的那一个.

称 β(θ) = Pθ (H0 被拒绝) 为检验的功效函数. Definition

如果检验的显著性水平为 α, 则当 θ ∈ Θ0 时, β(θ) ≤ α. 而当
θ ∈ Θ1 时, 我们希望功效值越大越好 (这样犯第 II 类错误的概率
1− β(θ) 就越小), 所以功效可以作为评价一个检验优劣的准则.
显著性检验方法由于只控制第一类错误, 因此保护了原假设不被

轻易拒绝, 从而原假设和对立假设地位不相同!
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7.1.2 原假设的提法

在有时候需要自己判断如何提假设检验问题. 在建立原假设时有
两个原则。
原则一: 将受保护的对象置为零假设. 将已经存在的事实, 或者

错误拒绝会带来很大后果的事情作为原假设. 例如, 司法上的无罪推
断. 这样做大大地有利于保护公民的利益. 又若对新药的批准, 显然
使用药品的病人是应该受保护的对象, 这时应该设定一个有利于病人
的命题作为零假设, 这个命题就是 “新药不比安慰剂效果好”, 以尽量
避免病人用无效甚至有副作用的新药. 将检验的显著性水平 α 设定得
较小, 以保证零假设不被轻易推翻.
在实际问题中, 如果根据某个合理的检验方法发现零假设被推翻,

则有充分的理由认为零假设不成立而对立假设成立, 这是因为万一零
假设成立而被误据的概率不会超过 α; 另一方面, 如果发现零假设未
被拒绝, 并不表明有充分理由接受零假设, 而是因为零假设被保护得
较严密以至于未被拒绝.
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原则二: 如果你希望 “证明” 某个命题, 就取相反结论或者其中
一部分作为零假设 (类似于反证法). 这种提法往往是在两个假设命
题中不太清楚哪个应受保护, 此时可以借用司法制度里的 “谁主张, 谁
举证”, 即若想用统计方法向人 “证明” 一个命题, 则将那个命题置为
对立假设. 注意这里的证明不是数学上的严格证明, 而是允许犯错的
一种统计推断方法. 用统计方法证明一个命题不是一件容易的事情,
所以如果没有足够把握, 人们应该避免用统计方法去证明一个命题.
原则三: 假设检验的 “拒绝零假设” 结果比 “不能拒绝零假设”

更有保证. 当我们没有任何知识来选择零假设时候, 提一个零假设使
得使用某个检验方法得到的结果为 “拒绝零假设”. 因为零假设不被轻
易拒绝, 其犯错的概率不超过 α, 因此得到 “拒绝零假设” 的结论比得
到” 不能拒绝零假设” 的结论更有保证.
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7.1.3 检验统计量的选取及假设检验的步骤

通过解答前例来说明假设检验的步骤.

↑Example能否在显著性水平 0.05 下认为饮料的平均容量确实减少到 490
毫升? ↓Example

解: 基于统计量 X̄, 我们采用 “标准化” 过的检验统计量 (减均值再除
以标准差)

T1 =

√
n(X̄ − 500)

10

以使该统计量服从标准正态分布, 检验的拒绝域仍取形如 {T1 < τ1},
我们控制犯第 I 类错误的概率等于 α, 即

P (T1 < τ1|θ = 500) = α.
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由于 θ = 500 时 T1 服从标准正态分布, 易知上面关于 τ1 的方程的解
为 τ1 = −uα, 其中 uc 等于标准正态分布的上 c 分位数, 即检验的拒
绝域为

{T1 < −uα}.

现在取显著性水平为 0.05, 则临界值 u0.05 ≈ 1.645. 另一方面, 样本
均值 x̄ = 492, 样本量 n = 9, 故检验统计量 T1 的观测值等于 −2.4,
小于临界值 1.645, 即样本落在拒绝域中, 从而可以在显著性水平 0.05

下拒绝零假设, 认为饮料的平均容量确实减少为 490 毫升.
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下面列举几种常见的假设检验问题:
(1) H0 : θ = θ0 ↔ H1 : θ = θ1;
(2) H0 : θ = θ0 ↔ H1 : θ ̸= θ0;
(3) H0 : θ = θ0 ↔ H1 : θ > θ0 或者 H0 : θ ≤ θ0 ↔ H1 : θ >

θ0

(4) H0 : θ = θ0 ↔ H1 : θ < θ0 或者 H0 : θ ≥ θ0 ↔ H1 : θ <

θ0

称 (1) 为简单假设, (2) 为双侧假设因为对立假设是双侧的, (3)
和 (4) 为单侧假设因为对立假设是单侧的. 这里强调对立假设的原因
是检验方法 (对应于一个拒绝域) 只跟对立假设有关.
对上述这些假设, 我们总结一下显著性检验的一般步骤, 设定显

著性水平为 α.

第 1 步: 求出未知参数 θ 的一个较优的点估计 θ̂ = θ̂(X1, · · · , Xn),
如极大似然估计.
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第 2 步: 以 θ̂ 为基础, 寻找一个检验统计量

T = t(X1, · · · , Xn)

且使得当 θ = θ0 时, T 的分布已知 (如 N(0, 1), tn, Fm,n) , 从
而容易通过查表或计算得到这个分布的分位数, 用以作为检验
的临界值.

第 3 步: 以检验统计量 T 为基础, 根据对立假设 H1 的实际意义, 寻
找适当形状的拒绝域 (它是关于 T 的一个或两个不等式, 其中
包含一个或两个临界值).

第 4 步: 当零假设成立时, 犯第 I 类错误的概率小于或等于给定的
显著性水平 α, 这给出一个关于临界值的方程, 解出临界值, 它
(们) 等于 T 的分位数, 这样即确定了检验的拒绝域.

第 5 步: 如果给出样本观测值, 则可算出检验统计量的样本观测值,
如落在拒绝域中则可拒绝零假设, 否则不能.
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