
概率论复习 

𝐸[𝑋] =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝑥 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 , 连续 

𝑥 𝑃{𝑋 = 𝑥} , 离散 

Var(𝑋) = 𝐸[(𝑥 − 𝐸[𝑋]) ]

= 𝐸[𝑋 ] − (𝐸[𝑋])

  (1)                      𝑃(𝐸) =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝑃 (𝐸 ∣ 𝑌 = 𝑦)𝑓(𝑦)𝑑𝑦 , 𝑌 连续 

𝑃 (𝐸 ∣ 𝑌 = 𝑦)𝑃{𝑌 = 𝑦} , 𝑌 离散 
  (2) 

取条件求期望和方差:𝐸[𝑋] = 𝐸 𝐸[ 𝑋 ∣ 𝑌 ] ; 𝑉𝑎𝑟(𝑋) = 𝐸[𝑉𝑎𝑟( 𝑋 ∣ 𝑌 )] + 𝑉𝑎𝑟(𝐸[ 𝑋 ∣ 𝑌 ]) 
Poisson 过程： 

定义一：N(0)=0 ; 是独立增量过程 ；在𝑡时间内发生的次数服从泊松分布；𝑁(𝑡 + 𝑠) − 𝑁(𝑠) ∼ 𝜋(𝜆𝑡) ; 𝑒
( )

!
 

定义二：N(0)=0;不但是独立增量过程，而且是马氏过程;𝑃{𝑁(𝑡 + ℎ) − 𝑁(𝑡) = 1} = 𝜆(ℎ) + 𝑜(ℎ); 𝑃{𝑁(𝑡 + ℎ) − 𝑁(𝑡) ≥ 2} = 𝑜(ℎ) 
Poisson 过程的性质： 1.事件 A 是强度为𝜆的泊松过程𝑁(𝑡),如果每次时间 A 都以𝑝的概率被记录下来，为过程𝑀(𝑡)；则𝑀(𝑡) ∼
𝑃𝑜𝑖𝑠𝑠𝑜𝑛(𝑝𝜆𝑡) 
2.𝑁 (𝑡) ∼ 𝑃𝑜𝑖𝑠𝑠𝑜𝑛(𝜆 𝑡), 𝑁 (𝑡) ∼ 𝑃𝑜𝑖𝑠𝑠𝑜𝑛(𝜆 𝑡),若𝑁 (𝑡), 𝑁 (𝑡)独立，则𝑁 (𝑡) + 𝑁 (𝑡) ∼ 𝑃𝑜𝑖𝑠𝑠𝑜𝑛(𝜆 + 𝜆 ) 
3.两次时间发生的时间间隔𝑋 ∼ 𝐸𝑥𝑝(𝜆) （指数分布）𝑓 (𝑡) = 𝜆𝑒 ; 𝑃(𝑇 ≥ 𝑡) = 𝑒   

4.第𝑛个事件发生的时刻𝑊 ∼ 𝛤(𝑛, 𝜆) (Gamma 分布) 𝜆𝑒
( )

( )!
 

指数分布的几个性质：n 个指数分布的和为伽马分布(𝑛, 𝜆)；𝑃(𝑋 < 𝑋 ) =  

多个指数分布的最小值𝑚𝑖𝑛(𝑋 , 𝑋 , . . . , 𝑋 )是参数为𝜆 + 𝜆 +. . . +𝜆 的指数分布。 
Poisson 过程的数字特征:𝜇 (𝑡) = 𝐸𝑋(𝑡) = 𝜆𝑡  ;   𝐷𝑋(𝑡) = 𝑉𝑎𝑟[𝑋(𝑡)] = 𝐸[𝑋(𝑡) − 𝜇 (𝑡)] = 𝜆𝑡 

𝐸[𝑋(𝑡) − 𝑋(𝑠)] = 𝜆(𝑡 − 𝑠)  ;  𝑅 (𝑠, 𝑡) = 𝐸[𝑋(𝑠)𝑋(𝑡)] = 𝜆𝑠(𝜆𝑡 + 1) 
𝐵 (𝑡) = 𝐶𝑜𝑣(𝑠, 𝑡) = 𝑅 (𝑠, 𝑡) − 𝜇 (𝑠)𝜇 (𝑡) = 𝜆𝑠(𝜆𝑚𝑖𝑛{𝑠, 𝑡})  ;  𝑔 (𝜇) = 𝐸 𝑒 ( ) = 𝑒 (这里的𝑖是常数，不是虚数单位）  

𝐸[𝑁(𝑠)𝑁(𝑡)] = 𝐸 𝑁(𝑠) 𝑁(𝑡) − 𝑁(𝑠) + 𝑁(𝑠) = 𝐸𝑁(𝑠)𝐸 𝑁(𝑡) − 𝑁(𝑠) + 𝐸[𝑁(𝑠) ] 

𝑃(𝑁(𝑠) = 𝑘 ∣ 𝑁(𝑡) = 𝑛) =
( ( ) , ( ) ( ) )

( )
=

( ) !

!( )!
 (𝑠 < 𝑡) 

复合泊松过程 ：𝑋(𝑡) = ∑ 𝑌
( )

; 𝐸𝑋(𝑡) = 𝐸𝑁(𝑡)𝐸𝑌; 𝑉𝑎𝑟𝑋(𝑡) = 𝐸𝑁(𝑡)𝑉𝑎𝑟𝑌 + 𝑉𝑎𝑟𝑁(𝑡)(𝐸𝑌)  
𝑔 ( )( ) = 𝑒 ( ( ) ) 

矩母函数 ：𝑔 ( ) = 𝐸𝑒 ( ) = ∑ 𝑒
( )

!
𝑒 = ∑

( )

!
𝑒 = 𝑒 ∑ ∗= 𝑒 ( ) 

常见分布： 
分布 𝑃(𝑋 = 𝑥) 矩母函数 EX Var(X) 
𝑃𝑜𝑖𝑠𝑠𝑜𝑛(𝜆𝑡) 

𝑒
(𝜆𝑡)

𝑛!
 

𝑒 ( ) 𝜆𝑡 𝜆𝑡 

均匀𝑈(𝑎, 𝑏) 1

𝑏 − 𝑎
 

𝑒 − 𝑒

𝜇(𝑎 − 𝑏)
 

𝑎 + 𝑏

2
 

(𝑏 − 𝑎)

12
 

指数𝐸𝑥𝑝(𝜆) 𝜆𝑒  𝜆

𝜆 − 𝜇
 

1

𝜆
 

1

𝜆
 

伽马𝛤(𝑛, 𝜆) 
𝜆𝑒

(𝜆𝑡)

(𝑛 − 1)!
 

𝜆

𝜆 − 𝜇
 

𝑛

𝜆
 

𝑛

𝜆
 

正态𝑁(𝜇, 𝜎) 1

√2𝜋𝜎
𝑒

( )

 𝑒  
𝜇 𝜎  

常考判断 
1.Poisson 过程是平稳独立增量过程，Poisson 过程是 Markov 过程，Poisson 过程是非平稳过程。 
2.宽平稳过程不一定是严平稳过程；严平稳过程不一定是宽平稳过程；严平稳且二阶矩存在的过程是宽平稳过程； 
3.独立增量过程是马氏过程;齐次马氏链 一步转移概率与时刻无关;对于齐次马氏链，初始分布和一步转移概率可以确定任意时刻马氏

链的状态分布； 
4.有限状态马氏链至少存在一个常返态（至少存在一个正常返态）；状态有限的不可约马氏链，所有状态都是（正）常返态（吸收

态一定是常返态） 
5.若马氏链的初始分布是平稳分布，则任意时刻的分布是平稳分布，此时，马氏链是严平稳的。状态有限的马氏链必有平稳分布 
6.如果𝑖是常返态，状态𝑖与状态𝑗互达，则𝑗也是常返态。从常返态出发只能到达常返态。 
Markov 过程 
1.状态分布：画出状态转移图，可以互达的为一类，分类（是否可约，常返态、瞬过态，周期） 
2.是否存在平稳分布：只要是有限状态，平稳分布存在，列线性方程组求解； 
3.求极限分布，对于不可约的非周期正常返态的 Markov 过程，极限分布就是平稳分布。如果含有多个类，可以把矩阵分块求极限 
4.状态的常返性：求𝑓 , 𝑓 , ⋯ , 𝑓   ;  𝑓 = ∑𝑓 ;若𝑓 = 1为常返态，𝑓 < 1是瞬过态。 或者若∑ 𝑃

( )
< ∞ ，则状态𝑖常返； 

𝜇 = ∑𝑛𝑓 ,𝜇 = ∞是零常返的，𝜇 < ∞是正常返的。 
5.状态的周期性：𝑃

( )
> 0(𝑓 > 0),𝑛的最大公约数𝑑为周期，𝑑 = 1称为非周期的。 



6.Markov 过程平稳分布个数的决定因素： 
(a).不存在平稳分布：正常返状态集为空集；(b).存在唯一平稳分布：只有一个正常返的不可约闭集；( c ).无穷多个平稳分布：至少

存在两个以上的正常返不可约闭集。 
对于不可约马氏链，正常返 ⇔ 有平稳分布。非周期的不可约马氏链是正常返的⇔ 存在平稳分布，且平稳分布就是极限分布  
Markov 链的基本极限定理： 

1.状态𝑖是瞬过的或零常就返的，则lim → 𝑃 = 0 ; 2.状态𝑖为周期为𝑑的常返状态，lim𝑃 = ; 3.状态𝑖是非周期的正常返态，则

lim𝑃 =  

注意下面这个题与求平稳分布的区别 
𝑋 为区间[0,3]上的随机游动，转移概率矩阵为式(4)：求粒子由 k 出发而被 0 吸收的概率𝑝 及它被吸收的平均步数𝑣 , (𝑘 = 1,2,3) 

⎝

⎜
⎛

1 0 0 0

0

0

0 0 1 0⎠

⎟
⎞

  (4) 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝑝 = 1

𝑝 = 𝑝 + 𝑝 + 𝑝

𝑝 = 𝑝 + 𝑝 + 𝑝

𝑝 = 𝑝

 及 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝑣 = 0

𝑣 = (𝑣 + 1) + (𝑣 + 1) + (𝑣 + 1)

𝑣 = (𝑣 + 1) + (𝑣 + 1) + (𝑣 + 1)

𝑣 = 𝑣 + 1

  (5) 

解：𝑝 = 𝑃{𝑋 = 0 ∣ 𝑋 = 𝑘}, 𝑣 = 𝐸(𝑇 ∣ 𝑋 = 𝑘), (𝑘 = 0,1,2,3) 列方程如式(5)所示。 
平稳过程 
(宽)平稳过程：𝐸𝑋(𝑡) = 𝑐, 𝑅 (𝜏) = 𝐸[𝑋(𝑡)𝑋(𝑡 + 𝜏)],二阶矩存在。 

W-K 公式：𝑆(𝑤) = ∫ 𝑅(𝜏)𝑒 𝑑𝜏 = 2 ∫ 𝑅 (𝜏)𝑐𝑜𝑠(𝑤𝜏)𝑑𝜏; 𝑆(𝑤) = ∑ 𝑒 𝑅(𝜏); 𝑅(𝜏) = ∫ 𝑆(𝑤)𝑒 𝑑𝑤 

cos𝜔𝑡 = 𝑒 + 𝑒 ; 𝛿(𝑡) = ∫ 𝑒 𝑑𝑡, 𝛿函数为偶函数。∫ 𝛿(𝑡)𝑒 𝑑𝑡 = 1 

则∫ cos(𝜔 𝑡)𝑒 𝑑𝑡 = 2𝜋[𝛿(𝑤 − 𝑤) + 𝛿(𝑤 + 𝑤)] 
谱密度函数：非负实值偶函数，分母不得有实根。 

均值遍历性: 1.lim → ∑ 𝑅 (𝜏) = 0; lim → ∫ 1 − 𝑅(𝜏)𝑑𝜏 = 0 

2.推论：∫ |𝑅(𝜏)| 𝑑𝜏 < ∞；对平稳序列而言，𝑅(𝜏) → 0,均值遍历性成立 

例:∫ |𝑅(𝑡)|𝑑𝑡 ≤ ∫
√

𝑒 √ | | + 𝑒 | |𝑑𝑡 = ∫
√

𝑒 √ + 𝑒 = + < ∞ 

补充 

1.∫ 𝑡 𝑒 𝑑𝑡 = 𝛤(𝑘 + 1) = 𝑘!; ∑
!

= 𝑒  
2.𝑋 ∼ 𝐸𝑥𝑝(𝜆); ∑𝑋 ∼ 𝛤(𝑛, 𝜆) 
3.若{𝑋(𝑡)}为 Gauss 平稳过程，则𝑋(𝑡) ∼ 𝑁 0, 𝑅(0) 令𝑡 = 0, 𝑅(0)即为𝑋(𝑡)的方差。 

4.𝐸𝑒 = (均匀分布𝑈(0, 𝑡)的矩母函数) 

5. + cos𝑥 + cos2𝑥 + ⋯ + cos𝑛𝑥 =  

6.蓝车首先到达的概率: 

𝑃(𝑇 ≤ 𝑇 , 𝑇 ≤ 𝑇 ) = 𝑃 (𝑇 ≥ 𝑡, 𝑇 ≥ 𝑡)𝑓 (𝑡)𝑑𝑡

= 𝑃 (𝑁 (𝑡) = 0, 𝑁 (𝑡) = 0)𝑓 (𝑡)𝑑𝑡 = 𝜆 𝑒 ( ) 𝑑𝑡 =
𝜆

𝜆 + 𝜆 + 𝜆

  (6) 

7.白车先于黄车到达，落后于蓝车的概率： 

𝑃(𝑇 ≤ 𝑇 ≤ 𝑇 ) = 𝑃 (𝑇 ≤ 𝑡, 𝑇 ≥ 𝑡)𝑓 (𝑡)𝑑𝑡 = 𝑃 (𝑁 (𝑡) ≥1)𝑃(𝑁 (𝑡) = 0)𝑓 (𝑡)𝑑𝑡

= 1 − 𝑒 𝑒 𝜆 𝑒 𝑑𝑡 =
𝜆

𝜆 + 𝜆
−

𝜆

𝜆 + 𝜆 + 𝜆

  (7) 

8.更新过程𝑁(𝑡) ≥ 𝑘 ↔ 𝑊 ≤ 𝑡 

9. 

𝐶(𝑡) = 𝐶 𝑒
( )

𝐸[𝐶(𝑡)|𝑁(𝑡) = 𝑛] = 𝑛𝐸𝐶 𝐸𝑒 = 𝑛𝐸𝐶 𝐸𝑒 = 𝑛𝜇  ; 𝐸𝐶(𝑡) = 𝐸𝑁(𝑡)𝜇 = 𝜆𝜇  


