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导言

教材, 参考书及成绩标准 I

主教材 Dirac (1958), The Principles of Quantum Mechanics.
狄拉克 (2018), 量子力学原理, 凌东波译.
狄拉克 (1965, 1979), 量子力学原理, 陈咸亨译.

参考教材 曾谨言 (1998), 量子力学导论.

参考读物 曹则贤 (2022), 哈密顿: 一个随时有人书写的伟大名字 — 贤说八
道, 引自 磅礴为一 — 通才型学者的风范.
乔治.马瑟 (2017), 幽灵般的超距作用: 重新思考空间和时间, 梁
焰译.
曹则贤 (2016a), 什么实验观察逼出了量子力学, 引自 量子力学
— 少年版.
曹则贤 (2016b), 奇人狄拉克和他的怪数学, 引自 一念非凡: 科学
巨擘是怎样炼成的.
约翰.波尔金霍恩 (2015), 牛津通识读本: 量子理论, 张用友, 何玉
红译.
费曼 (2012), QED: 光和物质的奇妙理论, 张钟静译.
曼吉特.库马尔 (2012), 量子理论: 爱因斯坦与玻尔关于世界本质
的伟大论战, 包新周, 伍义生, 余瑾译.
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https://mp.weixin.qq.com/s/deYnKpsLkneIh9bFhFSbIw
https://mp.weixin.qq.com/s/deYnKpsLkneIh9bFhFSbIw
http://www.360doc.com/content/16/0126/09/30393371_530618285.shtml
https://m.sohu.com/a/68176817_224832


导言

教材, 参考书及成绩标准 II

曹天元 (2011), 上帝掷骰子吗? 量子力学史话.
阿.热 (1992), 可怕的对称 — 现代物理学中美的探索, 荀坤, 劳玉
军译, 湖南科学技术出版社, 长沙.

课程要求 掌握量子力学原理, 数学描述方法, 基本应用
矩阵, 向量, 特征值和特征向量, 复数, 偏微分方程.
Schrödinger方程, 一维定态问题, 全同粒子, 中心力场, 粒子在电
磁场中的运动, 自旋, 本征值解, 等等
独立完成布置的作业, 完成课程考试.

考核标准 最终成绩由作业, 平时小测和期末考试成绩以适当的权重相加而
得
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态的迭加原理 量子理论的需要

量子理论的需要 I

经典理论 从Newton的时代起, 经典力学已有不断的发展, 并且被应用到力
学系统的日益广泛的领域, 包括与物质有相互作用的电磁场. 一
些基础性的思想与支配它们的应用的规律, 形成了一个简洁而优
美的方案, 使人们不禁要认为, 这种方案如果不把它的吸引人的特
点全部破坏, 是不可能做重大的修改的.

量子力学 虽然如此, 现在已发现有可能建立一种新的方案, 称为量子力学,
它更适合于描述那些原子尺度内的现象, 而且在某些方面, 它比经
典方案更为优美, 更令人满意. 这种可能性是由于新的方案所包
含的变化具有十分深刻的性质, 而且不与那些使经典力学如此吸
引人的特点相冲突, 结果经典力学的所有这些特点都能够合并到
新方案中去.

必要性 1 原子与分子的显著稳定性
I 光谱学的Ritz组合定律
I 比热的实验证据

2 光的行为
I 干涉和衍射等–波动理论
I 光电发射, 自由电子对光的散射等–粒子
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态的迭加原理 量子理论的需要

量子理论的需要 II
I 所有物质粒子都有波动性质

终极结构 从一般哲学基础上看出来, 在物质组成的经典解释中, 人们要假定
物质是由很大数量的小的组成部分构成的, 并且人们要对这些组
成部分的行为规律作出假定, 从而推导出物质整体的一些规律. 但
是, 这样是不会使解释完全的, 因为还没有接触到组成部分的稳定
性与其构造的问题. 要深入探讨这个问题, 必须假定每个组成部分
本身又是由许多更小的部分构成, 并用这些更小的部分来说明它
的行为. 对于这样的程序显然是没有止境的, 所以, 照这样的路线,
人们永远不能达到物质的终极结构. 只要大与小还只是相对性的
概念, 用小的来说明大的是没有用处的. 因此, 必须用一种方法来
修改经典思想, 这种方法要能给大小以绝对的含意.

大与小 问题到此变得重要的是, 要记住科学所研究的只是可观察的事物,
同时, 只有让对象与某种外界影响相互作用, 我们才能观察它. 这
样, 观察的动作必然的要伴随着对所观察的对象的某些干扰. 当
我们观察某一对象时所伴随的干扰如果是可忽略的, 我们就下定
义说, 这对象是大的; 而当干扰不能忽略时, 这对象就是小的.

郑惠南 (USTC) 量子力学 2022 年春季 5 / 443



态的迭加原理 量子理论的需要

量子理论的需要 III

限度 我们必须要假定: 对我们观察力的精细程度和对伴随着的干扰的
微小程度有一个限度. 这个限度是事物本质中所固有的, 观察者
方面改进技术或提高技巧, 都不可能超越这个限度. 如果被观察
的对象达到足以使这种不可避免的极限干扰可以忽略, 那么, 这个
对象就是在绝对的含义上是大的, 并且我们可以把经典力学应用
到它身上. 反之, 如果这种极限干扰不能忽略, 则对象在绝对意义
上就是小的, 我们就要用新的理论来处理它.

因果性 因果性仅对那些未受干扰的系统适用. 如果系统是小的, 我们不
能在观察它时而不产生严重的干扰, 因此, 我们不能期望在我们的
观察结果之间找到任何因果性的联系. 我们假定因果性对于没有
受干扰的系统仍是适用的, 为描述未受干扰的系统而建立起的方
程是一些微分方程, 它们表达出某一时刻的条件与后一时刻的条
件间的因果性联系. 这些方程与经典力学中的方程紧密对应, 但
是它们只能间接地与观察的结果相联系. 在计算观察出的结果时
就有不可避免的不确定性出现, 一般说来, 理论使我们能够算出的
只是, 当进行观察时能获得某个特定结果的几率.

郑惠南 (USTC) 量子力学 2022 年春季 6 / 443



态的迭加原理 光子的偏振

光子的偏振 I

迭加原理 量子力学的最基本和最突出的自然规律–态的迭加原理

偏振实验 假定我们有一束光通过一个方解石晶体, 这种晶体有一种性质, 即
只让垂直于光轴的平面偏振光通过. 经典电动力学告诉我们, 对入
射光束的任意给定偏振会发生什么情况. 如果这个光束垂直于光
轴偏振, 则它全部通过此晶体; 如果它平行于光轴偏振, 则它全部
不通过此晶体; 如果它的偏振面与光轴成一个角α, 则将有一部分
通过, 通过的与全部之比为sin2 α.

一个光子 按照量子力学, 这个实验的结果是: 有时候人们在晶体背后会找
到一整个光子, 其能量等于入射光子的能量, 而另一些时候, 人们
找不到任何光子. 当人们找到一整个光子时, 这个光子将是垂直于
光轴方向偏振的. 但人们永远不会在背后仅只找到一个光子的一
部分. 假如重复这种实验很多次, 在背后找到光子的次数将是实
验总次数乘以sin2 α. 这样, 我们可以说, 光子通过方解石后, 在背
后出现为垂直于光轴方向偏振的几率是sin2 α, 而光子被吸收的几
率为cos2 α. 对含有大量光子的入射光束, 这些几率的数值就给出
正确的经典结果.
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态的迭加原理 光子的偏振

光子的偏振 II

决定论失效 用这种方法, 在所有情况下都保留了光子的单个性. 然而, 所以能
这样做, 只是因为放弃了经典理论中的决定论性质.

解释 上述关于单个斜偏振的光子入射在方解石上的实验结果的讨论,
回答了全部能够合理地提出的问题, 即当一个斜偏振的光子到达
方解石时将出现什么情况. 关于决定光子是否通过的因素是什么,
以及当光子通过时偏振方向是怎样改变的等问题, 是不能从实验
中研究出来的, 因而应当被认为是在科学领域之外的. 虽然如此,
为了使这个实验结果与光子的其他可能的一些实验结果联系起
来, 并对所有的结果恰当地纳入一个普遍方案, 那就还需要作进一
步的描述. 这种进一步的描述不应当被当作企图回答科学领域之
外的问题, 而应看成是将规律公式化, 使之简练地表达大量实验的
结果的一种手段.
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态的迭加原理 光子的偏振

光子的偏振 III

进一步描述 假定可以把对光轴斜偏振的一个光子看成部分地处于平行光轴偏
振态, 部分地处于垂直光轴偏振态. 斜偏振态可以被认为是某种
迭加过程应用于平行偏振态与垂直偏振态而得的结果. 这就意味
着, 在各种偏振态之间存在有某种特别的关系, 这种关系类似于经
典光学中偏振光束间的关系, 但是它现在不是应用于光束, 而是应
用于一个特定光子的各个偏振态. 这种关系容许任一偏振态被分
解为任一两个互相垂直的偏振态, 或者说, 可以被表达为任意两个
互相垂直的偏振态的迭加.

观察作用 当让光子遇到方解石晶体时就是让它接受一次观察. 要观察它究
竟是平行于光轴偏振的, 还是垂直于光轴偏振的. 做这种观察的结
果也就是强迫光子完全进入平行偏振态, 或者完全进入垂直偏振
态. 它必须来一个突然的跃变, 从原来部分地处在每一种态中的
情况改变为完全处于其中的某一种态中. 它究竟是跳到这两个态
中的哪一个, 是不能预料的, 只是由几率规律支配的. 如果它跳入
平行态, 它就会被吸收了; 如果它跳入垂直态, 它就通过了晶体,
而在另一边出现, 保留着这种偏振态.
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态的迭加原理 光子的干涉

光子的干涉 I

平移态 描述关于一个光子的位置与动量的量.

干涉实验 让入射光束只包含一单个光子, 要问当它通过仪器时会发生什么
情况. 这将呈现出光的粒子理论与波动理论之间以尖锐形式互相
冲突的困难.

迭加态 把光子描述为部分地进入由入射光束分裂而成的两个组分中的每
一个. 可以说, 光子是处于一个平移态, 而这个平移态是由上述两
个组分相联系的两个平移态迭加而得的.

观察作用 现在来考虑, 当要决定在某一组分中的能量时会发生什么样的情
况. 这种决定的结果必须是: 要就是一整个光子, 要就是完全没
有. 这样光子必须突然变化, 从部分处在一个光束, 部分处在另一
光束的情况变为完全处在两者中的某一个. 这个突然变化乃是由
于观察必然引起对光子平移态的干扰所致. 要预料光子究竟会在
这两个光束中的哪一个里出现是不可能的. 从光子原来在两个光
束中的分布情况,只能计算出每一结果的几率.

波和粒子 量子力学实现光的波动性质与光的微粒性质的协调.
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态的迭加原理 光子的干涉

光子的干涉 II

统计解释 把一个光子的每一平移态同普通波动光学中的波函数之一联系起
来. 这种联系的性质是不能在经典力学的基础上图像化的, 而是
完全新的事情. 如果把光子同与其联系的波看成有相互作用(象在
经典力学中粒子与波的相互作用一样), 那就大错了. 这种联系只
能统计地解释, 当我们对于光子在何处进行一次观察时, 波函数只
能告诉我们在某一特定地点发现光子的几率.

位置几率 光波与光子之间的联系必须是统计性质的. 然而, 在量子力学发现
以前不久, 人们没有清楚地了解到, 波函数告诉的是一个光子在一
特定位置的几率, 而不是在那个位置上可能有的光子的数目
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态的迭加原理 光子的干涉

光子的干涉 III

区别 这一区别的重要性可在下面看清楚. 假定我们令有大量光子组成
的光束分裂为两个强度相等的组分. 按照光束的强度与其中可能
的光子数目相联系的假定, 我们就会得到, 光子总数的一半分别走
入每一组分. 现在, 如果使这两个组分互相干涉, 就得要求, 在一
个组分中的一个光子能够与另一组分中的一个光子互相干涉. 在
某些情况下, 这两个光子就要互相抵消, 再在另一些情况下, 它们
就要产生四个光子. 这样一来, 就会与能量守恒相矛盾了. 而新的
理论把波函数与一个光子的几率联系起来, 就克服了这一困难, 因
为这个理论认定, 每一光子都是部分地走入两个组分中的每一个.
这样, 每一个光子只与它自己发生干涉. 从来不会出现两个不同的
光子之间的干涉.
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态的迭加原理 光子的干涉

光子的干涉 IV

波粒二象性 粒子与波的联系, 具有普遍的适用性. 所有各类的粒子都按这种
方式与波相联系, 而且反过来, 所有波动也都联系于粒子. 因之,
我们能使所有的粒子表现出干涉效应, 而所有的波动的能量都有
量子的形式. 这些普遍现象没有更为明显地表现出来的原因是,
由于在粒子的质量或能量与波的频率之间存在着一个比例规律,
其比例系数的数值使得与常见频率的波相联系的量子极为微小,
而即令是象电子那样轻的粒子所联系的波的频率, 也是大得不容
易表现出干涉现象.
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态的迭加原理 迭加和不确定性

迭加和不确定性 I

迭加原理 一个光子部分地处于两个偏振态中的每一个, 或者部分地处于两
个不同的光束中的每一个

图像 没有给予基本的单光子过程以任何令人满意的图像. 物理科学的
主要目的并不是提供图像, 而是以公式表达那些支配现象的规律,
并利用这些规律去发现新的现象. 如果存在着图像, 那当然更好;
但是, 是否存在图像只是次要的问题. 在一般意义上, 图像这个词
就是一个基本上按经典思路起作用的模型. 以原子现象而言, 不能
期望有任何这样的图像存在. 然而, 我们可以把“图像”这个词的
意义加以扩大, 让它包括任何看待基本规律的方式, 这种方式使基
本规律的自洽性明显化. 用这样的扩充, 我们可能逐渐地得到原
子现象的图像, 办法是熟悉量子理论中的各种规律.
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态的迭加原理 迭加和不确定性

迭加和不确定性 II

新的结论 未对所讨论的实验提供关于实验结果的任何新的了解. 对于有关
光的许多简单实验, 把波与光子用笼统的统计方法联系起来的初
等理论, 将足以说明其结果. 在这些实验中, 量子力学是提供不出
更多的知识. 但是, 在大多数实验中, 条件都是十分复杂的, 以致
这种初等理论难以应用, 而需要某种更精巧的方案, 就像量子力学
所提供的那样. 量子力学给出的在更复杂情况下的描述方法, 对
这些简单的情况也能适用, 虽然这时为说明实验结果, 量子力学并
不是真正必需的. 但是, 在这种简单情况下对它的研究, 也许是在
一般情况下对它的研究的适当开端.

态 任一原子系统由一些粒子或物体组成, 这些粒子或物体具有一些
特性(质量, 转动惯量, . . .), 它们按特定的力的规律相互作用. 这
些粒子或物体将有符合于力的规律的各种可能运动. 每一这样的
运动被称为这个系统的一个“态”.

态的描述 系统的态可以定义为受许多条件或数据所制约的未受干扰的运
动, 条件或数据的数目要与理论上可能的一样多, 而没有相互干扰
或矛盾
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态的迭加原理 迭加和不确定性

迭加和不确定性 III

态的制备 在实践上, 这些条件可以通过适当制备系统而加上去. 系统的制
备过程很可能是包括让它穿过各种不同的选择性的仪器, 例如狭
缝与偏振仪, 系统在制备过程后就不再使它受到干扰. “态”这一
词可能用于指某一特定时刻(在制备过程以后)的态, 或者也可能
用于指在制备过程以后全部时间的态. 为了区别这两种含意, 在
容易产生含混时我们将把后一种称之为“运动态”.

迭加原理 假定, 在这些态之间存在着特殊的联系, 以至于每当系统是确定地
处于一个态时, 我们就能把它看成是分别部分地处于两个或更多
的态中的每一个. 原来的态必须被看成是两个或更多的新态的某
种类型的迭加的结果, 而迭加的方式是经典观念所不能设想的. 任
何一个态可以被看作其他两个或更多个态的迭加结果, 而且做到
这一点的确可以采取无数种方法. 反过来, 任何两个或更多个态可
以被迭加起来产生一新的态. 把一个态表示成为一些其他的态的
迭加的结果, 这个过程是一数学过程, 它总是可以允许的, 这一点
不涉及任何物理条件, 就象把一个波分解为其Fourier分量的过程
一样.
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态的迭加原理 迭加和不确定性

迭加和不确定性 IV

态的性质 研究A与B两个态的迭加, 对这两个态的要求是, 存在着一种观察,
它作用于处在A态的系统是一定得到一个特定结果, 例如说是a,
而当它作用于处在B态的系统时, 一定得到某一不同的结果, 例如
说是b. 当我们把这种观察作用于处在迭加态的系统时, 观察的结
果将会是什么呢? 回答是其结果将有时为a, 有时为b, 按照由迭加
过程中A与B的相对权重所决定的几率规律而定. 除了a与b外, 永
不会有其他结果. 这样, 由迭加形成的态所具有的中间性质是, 通
过有观察得出特定结果的几率处于原来两个态的相应几率的中间
而表现出来, 而不是观察结果本身处于原来两个态的相应结果的
中间.

不确定性 各态之间迭加关系的假定引出一种数学理论, 其中决定态的方程
对未知函数是线性的. 虽然如此, 重要的是要记住, 在量子力学中
出现的迭加, 与任何在经典理论中出现的迭加, 有根本不相同的性
质, 这一点可有下述事实表明, 即为了要能有可以理解的物理解
释, 量子力学的迭加原理要求观察结果具有不确定性.
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态的迭加原理 迭加原理的数学表述

迭加原理的数学表述 I

数学量 力学系统在某一时刻的各态之间的数学关系. 这些关系是来自迭
加原理的数学表达的. 迭加过程是一种相加的过程, 它意味着几个
态能以某种方式被加在一起而成为新的态. 因此, 态必须与这样
一种数学量相联系, 这种数学量应当能加在一起而得出同类的另
外的量. 这样的量中最明显的是矢量.

右矢 用一特殊的符号 |〉来表示一个一般的右矢量(右矢). 如果要用一
个字母, 例如A, 来指明它们中特定的一个, 把这个字插在中间, 写
成 |A〉.
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态的迭加原理 迭加原理的数学表述

迭加原理的数学表述 II

数乘和相加 右矢量可以用复数来乘, 也可以加在一起得出另外的右矢量, 即从
两个右矢量 |A〉与 |B〉, 例如能得到,

c1 |A〉+ c2 |B〉 = |R〉 , (1.1)

其中c1及c2是任意两个复数. 也可用它们进行更一般的线性运算,
例如把它们的无限系列加起来, 如果我们有由参量x标记的右矢
量 |x〉, 它随x而变, 而x可以在某一范围内取所有的值, 就可以把这
个右矢量对x进行积分, 从而得到另一右矢量, 如∫

|x〉 dx = |Q〉 .

一个右矢量如能线性地用某些其他矢量来表示, 就说这个右矢量
对它们是线性相关的. 右矢量的一个集合, 如果它们之中任何一个
都不能线性地用此集合中的其他的右矢量来表示, 则称为“线性无
关的”.
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态的迭加原理 迭加原理的数学表述

迭加原理的数学表述 III

态和右矢 现在假定, 在一特定时刻力学系统的每一个态相应于一右矢量, 其
相应关系是这样的: 如果一态是由某些其他态的迭加而得, 则它的
相应的右矢量能表示为与这些其他态相应的诸右矢量的线性组
合, 并且, 反过来也对. 因此, 当相应的右矢量有(1.1)式的关系时,
则态R是由态A与态B迭加的结果.

次序 当两个或更多的态迭加起来, 它们在迭加过程出现的次序是不重
要的, 所以, 迭加过程在两个被迭加的态之间是对称的. 同时, 我
们从方程(1.1)看出(除了当系数c1或c2是零的情况以外), 如果
态R能由态A与态B迭加而成, 那么, 态A就能由态B与态R迭加而
成, 而态B也能由态A与态R迭加而成. 迭加关系在所有这三个
态A, B与R之间是对称的.

相关性 一个态由某些其他态的迭加而成, 则这个态就称为对这些态相关.
更一般地讲, 一个态称为对任何许多态的集合相关, 集合中态的数
目可以是有限的, 也可以是无限的, 只要与这个态相应的右矢量是
对这一集合中各态相应的右矢量是相关的. 一个态的集合如果其
中任何一个态都对其余的态不相关, 就说这个集合是不相关的.
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态的迭加原理 迭加原理的数学表述

迭加原理的数学表述 IV

物理考虑 为了把迭加原理的数学表达进行下去, 我们必须引入进一步的假
定, 即假定我们用一个态与其本身迭加不能形成任何新的态, 而只
能仍得到原来的态. 如果原来的态相应于右矢量 |A〉, 当它与其本
身迭加时, 结果所得的态将相应于

c1 |A〉+ c2 |A〉 = (c1 + c2) |A〉 ,

其中c1, c2是数. 现在, 我们可能使c1 + c2 = 0, 在这种情况下, 迭
加过程的结果会是什么也没有了, 即两个组分已由于干涉效应而
相互抵消了. 我们的新假定要求, 除了这种特例以外, 结果所得的
态必须与原来的态相同, 因而(c1 + c2) |A〉必须与 |A〉相应于同一
个态. 现在(c1 + c2)是任意的复数, 从而我们得出结论: 如果相应
于一个态的右矢量乘以任何不为零的复数, 则得到的右矢量相应
于同一态. 这样, 一个态是由一个右矢量的方向所确定的, 人们规
定右矢量为任何长度是不关紧要的. 力学系统的所有的态与右矢
量的一切可能方向, 是一一对应的, 而在右矢量 |A〉与右矢
量− |A〉的方向之间也没有任何区别.
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态的迭加原理 迭加原理的数学表述

迭加原理的数学表述 V

两重无穷大 有了两个态相应于右矢量 |A〉与 |B〉, 由它们迭加而成的一般态相
应于一个右矢量 |R〉, 它由两个复数即方程(1.1)中的系数c1与c2决
定. 如果这两个系数同时被乘以相同的因子(因子本身也是复数),
则右矢量 |R〉将被此因子所乘, 而所相应的态将不变. 这样, 在决
定态R时仅仅这两系数之比是有作用的. 因而这个态R是由一个复
数或两个实数参量所决定的. 这样, 从两个已知态利用迭加可以得
到的态数是两重无穷大.
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态的迭加原理 左矢量和右矢量

左矢量和右矢量 I

对偶矢量 一个数φ是 |A〉的函数, 并且进一步假定, 此函数是线性函数, 其意
义是, 相应于 |A〉+ |A′〉的数是相应于 |A〉的数与相应于 |A′〉的数之
和, 相应于c |A〉的数是相应于 |A〉的数的c倍, 其中c是任意的数字
因子. 这样, 相应于任何 |A〉的数φ, 就可以看成是 |A〉与某种新矢
量的标量积, 对右矢量 |A〉的每一线性函数就有一个这样的新矢
量. 能这样看待φ的根据是, 几个新的矢量可以加在一起, 也可以
用数去乘, 而得到另外的同类型的矢量. 当然, 这种新矢量只确定
到这种程度, 即它们与原来的右矢量的标量积是已知数.

左矢 用符号〈|表示一般的左矢量(左矢), 这个符号是右矢量的符号的镜
像. 如果想要用一个标记例如B来指出其中特定的一个, 我们就把
这个字插在当中, 写成〈B| . 一个左矢量〈B|与一个右矢量 |A〉的标
量积将写成〈B|A〉, 也就是写成左矢量与右矢量的并列, 左矢量在
左边, 而为了简单, 把两条竖直线缩写成一条.
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态的迭加原理 左矢量和右矢量

左矢量和右矢量 II

括弧的规则 可把符号<与>看成是特种的括弧. 标量积〈B|A〉这时就表现为一
完整的括弧式, 而左矢量〈B|或右矢量 |A〉就表现为不完整的括弧
式. 就有下述规则: 任一完整的括弧式代表一个数, 而任一不完整
的括弧式代表一个矢量, 是左矢量还是右矢量, 要看这不完整的括
弧式是括弧的左半还是右半而定.

标量积 〈B|与 |A〉的标量积是 |A〉的线性函数, 这一条件可用符号表示为,

〈B| { |A〉+ |A′〉} = 〈B|A〉+ 〈B|A′〉 , (1.2)

〈B| {c |A〉} = c 〈B|A〉 , (1.3)

其中c为任意数. 当一左矢量与每个右矢量的标量积都是已知时,
就认为它是完全肯定的了. 所以, 如果一左矢量与每个右矢量的标
量积都为零, 则这个左矢量本身一定应认为是零, 用符号写出即
为,

若对所有的 |A〉 , 〈P|A〉 = 0, 那么 〈P| = 0. (1.4)
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态的迭加原理 左矢量和右矢量

左矢量和右矢量 III

同样地

{〈B| + 〈B ′| } |A〉 = 〈B|A〉+ 〈B ′|A〉 , (1.5)

{c 〈B| } |A〉 = c 〈B|A〉 . (1.6)

方程(1.2)与(1.5)表明, 左矢量与右矢量乘积满足乘法的分配公理,
方程(1.3)与(1.6)表明, 用数字因子乘矢量, 满足一般的代数公理.

联系 现在做一个假定: 在左矢量与右矢量之间有一一对应关系, 使得相
应于 |A〉+ |A′〉的左矢是相应于 |A〉的左矢与相应于 |A′的左矢之
和, 而相应于c |A〉的左矢则是相应于 |A〉的左矢乘以c̄ , c̄是c的共
轭复数. 我们将用同样的标记来指明一个右矢与其相应的左矢.
这样, 相应于 |A〉的左矢将写成〈A| .
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态的迭加原理 左矢量和右矢量

左矢量和右矢量 IV

共轭虚量 右矢量与其相应的左矢量之间的对应关系, 使我们能合理地把它
们称为互为共轭虚量. 左矢量与右矢量是复量, 因为它们能乘以复
数, 而所得的量仍具有与前相同的性质, 但是它们是一种特殊的复
量, 不能分成实部与虚部. 通常用来得到一个复量的实部的办法
是取复量本身与其共轭量之和的一半, 这种办法不能应用于上述
特殊的复量, 因为左矢量与右矢量是不同性质的, 不能加在一起.
为了引起对这个区别的注意, 说到数及其他能分为实部与虚部的
各种复量时, 我们将用“共轭复量”一词, 而说到不能分为实部与虚
部的左矢与右矢时, 则用“共轭虚量”一词, 对于前一类量, 我们将
在它们上面划一短横, 来表示其共轭复量. 由于左矢量与右矢量之
间是一一对应的, 在特定的时刻, 我们力学系统的任何态也可以用
一左矢量的方向来确定, 就像用一右矢量的方向来确定一样. 事
实上, 整个理论在本质上在左矢与右矢之间是对称的.
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态的迭加原理 左矢量和右矢量

左矢量和右矢量 V

相关与反相关 已知任意两个右矢量 |A〉与 |B〉时, 我们能从它们得出一个
数〈B|A〉, 即取 |A〉与 |B〉的共轭虚量作标量乘积. 这个数与 |A〉线性
相关, 与 |B〉反线性相关, 反线性相关的意义是: 由 |B〉+ |B ′〉所形
成的数, 是 |B〉所形成的数与 |B ′〉所形成的数之和, 而由c |B〉所形
成的数是 |B〉所形成的数的c̄倍. 还有得到一个数的第二种办法,
这个数也是与 |A〉线性相关, 与 |B〉反线性相关的, 那就是, 先
用 |B〉与 |A〉的共轭虚量作标量积, 再取这个标量积的共轭复数.
我们假定, 这两个数总是相等的, 即是

〈B|A〉 = 〈A|B〉. (1.7)

如果在其中令 |B〉 = |A〉, 我们就发现数〈A|A〉应该是实数. 我们作
进一步的假定, 除 |A〉 = 0时外,

〈A|A〉 > 0. (1.8)
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态的迭加原理 左矢量和右矢量

左矢量和右矢量 VI

正交性 如果一个左矢量与一个右矢量的标量积为零, 我们就称它们为相
互正交的, 如果一个右矢量(或左矢量)与另一右矢量(或左矢量)的
共轭虚量的标量积为零, 则我们就称这两个右矢量(或两个左矢
量)是正交的. 进一步, 如果相应与力学系统的两个态的两个矢
量(左矢量或右矢量)是正交的, 我们就说这两个态是正交的.

归一化 左矢量〈A| , 或其共轭虚右矢量 |A〉的长度定义为〈A|A〉这个正数的
平方根. 当我们有一态, 而希望建立一个左矢或右矢与之相应时,
这时只是这个矢量的方向是已知的, 这个矢量本身则还差一个数
字因子未定. 选择这个数字因子使矢量的长度为1常常是方便的.
这个程序就称为归一化, 而如此选择的矢量称为已归一化的. 即令
如此, 这矢量还未完全决定, 因为我们还能用模量为1的任何复数
乘它而不会改变其长度, 也即能用e iγ形式的任意数去乘它而不会
改变其长度, 其中γ是实数. 我们称这个数为相因子.
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态的迭加原理 左矢量和右矢量

左矢量和右矢量 VII

结论 上述诸假定给出了力学系统在特定时刻的各态之间的关系的完全
方案. 这些关系表现为数学形式, 但它们包含着物理条件, 当理论
进一步发展时, 这些物理条件将引出许多结果, 可用观察而得的知
识表示出来. 举例说, 如果两个态是正交的, 目前它只是简单地意
味着在我们的公式里的某一方程, 但这个方程包含着两个态之间
存在着某种肯定的物理关系, 理论的进一步发展将使我们能用许
多观察结果来解释这种物理关系.
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力学变量与可观察量 线性算符

线性算符 I

线性关系 假定我们有一个右矢 |F 〉, 它是右矢 |A〉的函数, 即是说, 对每一右
矢 |A〉, 有一相应的右矢 |F 〉; 并且进一步假定这个函数是线性函
数. 相应于 |A〉+ |A′〉的 |F 〉是相应于 |A〉的 |F 〉与相应
于 |A′〉的 |F 〉之和, 相应于c |A〉的 |F 〉是相应于 |A〉的 |F 〉乘以c , c是
任意的数值因子.

线性算符 在这些条件下, 我们可能把从 |A〉到 |F 〉的过程, 看成是对 |A〉运用
了一个线性算符. 引入线性算符的符号α, 我们就可以写成

|F 〉 = α |A〉 .

规则 在这种乘积里, 右矢量必须总是放在线性算符的右边. 上述的线
性条件, 现在可以用方程表示为

α{ |A〉+ |A′〉} = α |A〉+ α |A′〉 ,
α{c |A〉} = cα |A〉 .

}
(2.1)
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力学变量与可观察量 线性算符

线性算符 II

和 两个线性算符之和

{α + β} |A〉 = α |A〉+ β |A〉 . (2.2)

线性算符对右矢量的乘积满足乘法的分配律.

乘积 两个线性算符的乘积定义为符合下述条件的一个线性算符: 它作
用于任意的右矢上产生的结果与把原来的两个算符相继地作用在
这个右矢量上所产生的结果相同.

αβ{ |A〉} = α{β |A〉}.

这一定义表现为对于α, β与 |A〉的三重积的结合律, 因而我们可以
把这三重积写为αβ |A〉而不用括弧. 但是, 这个三重积一般地说不
同于先用α作用于 |A〉再以β作用所的结果, 也即是, 一般地说,
αβ |A〉不同于βα |A〉, 因之, 一般地, αβ必须不同于βα, 乘法的交
换律对于线性算符是不成立的.

特例 有时可能出现两个线性算符ξ与η, 使得ξη与ηξ是相等的. 在这种
情况下, 我们说, ξ可以同η对易, 或者说, ξ与η是可对易的.

郑惠南 (USTC) 量子力学 2022 年春季 31 / 443



力学变量与可观察量 线性算符

线性算符 III

代数 反复地运用上述对于线性算符的加法与乘法的手续, 就能从而形
成两个以上算符的乘积与和, 并能开始建立它们的代数. 在这种
代数中, 乘法的交换律不成立, 并且两个线性算符的乘积可能为
零, 而其中任一因子都不为零. 但是一般代数中的所有其他公理,
包括乘法的结合律与分配律, 都是成立的.

数 一个数就是线性算符的一个特例. 它有这样的性质, 即它同所有的
线性算符是可对易的, 这个性质使之区别于一般线性算符.

作用于左矢 取任意左矢〈B|与右矢α |A〉的标量积, 这个标量积是一个数, 它
与 |A〉线性相关, 因之, 从左矢量的定义, 它可以被认为是 |A〉与某
左矢的标量积, 而这个左矢量是与〈B|线性相关的. 因此, 可以视
之为某一线性算符作用于〈B|的结果. 这个线性算符是由原来的线
性算符α惟一地决定的, 并可以合理地称之为作用于左矢量上的
同一算符.
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线性算符 IV

符号表示 当α作用于左矢〈B|上, 用来表示所得的左矢量的适当符号是〈B| α

{〈B| α} |A〉 = 〈B| {α |A〉}, (2.3)

对任意的 |A〉. 这个式子简单地表示乘法的结合律适用于〈B| ,
α及 |A〉的三重积. 一般规则是, 在左矢与线性算符的乘积中, 左矢
必须总是放在左边. 我们现在能把〈B| , α及 |A〉的三重积, 简单地
写成〈B|α|A〉而不必用括弧. 乘法的分配律对左矢与线性算符的乘
积是适用的, 就如同线性算符与右矢的乘积一样.

乘积 |A〉 〈B| 为考察这个右矢量与左矢量的乘积, 用它乘以任意的右矢 |P〉, 把
此右矢放在右边, 而假定乘法的结合律可用. 这一乘积就
是 |A〉 〈B|P〉, 它是一另外的右矢, 即 |A〉乘以数〈B|P〉, 这个右矢是
与右矢 |P〉线性相关的. 因此, |A〉 〈B|表现为一线性算符, 它能作
用于右矢上. 它也可能作用于左矢, 它对左矢〈Q|的乘积(〈Q|放在
左边)是〈Q|A〉 〈B| , 这就成为用一数〈Q|A〉去乘左矢〈B| . 应将乘
积 |A〉 〈B|与同样因子具有相反次序的乘积〈B|A〉清楚地分别开, 后
一乘积当然是一个数.

郑惠南 (USTC) 量子力学 2022 年春季 33 / 443



力学变量与可观察量 线性算符

线性算符 V

完整代数 现在有了一全套代数方案, 涉及三种量: 左矢量, 右矢量以及线性
算符. 它们能按上述各种方法乘在一起, 而且乘法的结合律与分
配律总是成立的, 但乘法的交换律不成立.

力学量 现在作出进一步的假定, 线性算符相应于在那个时刻的力学变量.
力学变量意指那些量, 例如粒子的坐标, 粒子的速度, 动量与角动
量的各个分量以及这些量的函数–事实上, 就是经典力学借以建立
起来的那些变量. 这个新假定要求, 这些量将也出现在量子力学
中, 但是带有显著的不同, 即它们现在服从一种代数, 其中乘法的
交换律不能成立.

比较 对于力学变量的这种不同的代数, 是量子力学不同于经典力学的
最重要的方式之一. 后面将看到, 虽有这样的基本不同点, 量子力
学中的力学变量仍然有许多性质是与它们在经典力学中的对应量
所共有的. 紧密地与经典理论类比而建立有关它们的理论, 从而形
成经典理论的一种优美的推广, 这是可能的事情.

力学量表示 用同样的字母来代表力学变量与其所相应的线性算符, 是方便的.
事实上, 我们可以认为力学变量与其相应的线性算符两者是一回
事, 而不致引起混淆.
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共轭关系 I

复代数 线性算符是复量, 可以乘之以复数而得到另一同样性质的量. 因而
它们一般地必须相应于复数的力学变量, 即坐标, 速度· · ·等的复
函数. 需要对理论作某些进一步的发展, 才能看到哪一类线性算
符相应于实数的力学变量.

共轭虚量 考虑〈P| α的共轭虚量
与〈P|反线性相关, 因而与 |P〉线性相关
某个线性算符作用于 |P〉的结果, 称为α的共轭算符.
用ᾱ代表它
ᾱ |P〉
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共轭关系 II

在式(1.7)中, 用〈P| α作为〈A| , 用它的共轭虚量ᾱ |P〉作为 |A〉, 结
果得

〈B|ᾱ|P〉 = 〈P|α|B〉. (2.4)

这是一个普遍公式, 它对于任意的右矢量 |B〉, |P〉与任意的线性
算符α都是成立的. 它表示出最常用的共轭性质之一. 在(2.4)式
中, 用ᾱ代α, 我们得到

〈B| ¯̄α|P〉 = 〈P|ᾱ|B〉 = 〈B|α|P〉 ,

后一步是再次利用(2.4)是把 |P〉与 |B〉互换而得的. 所以

¯̄α = α.
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共轭关系 III

共轭性质 一个线性算符的共轭算符的共轭算符是原来的线性算符. 在特殊
情况下, 即当线性算符是一个数时, 其共轭线性算符就是这个数的
共轭复数. 因而假定线性算符的共轭算符相应于力学变量的共轭
复量, 是合理的. 线性算符的共轭算符有了这种物理意义, 也可以
把线性算符的共轭算符成为它的共轭复量. 这一点与我们的符号
相一致.

实线性算符 线性算符可以等于它的共轭算符, 而称这种线性算符为“自共轭
的”. 它相应于实数的力学变量, 所以它也可称为实线性算符.

和/积共轭 两个线性算符之和的共轭复量, 显然即是它们的共轭复量之和. 要
得到两个线性算符α与β之积的共轭复量, 应用(1.7)式, 而令

〈A| = 〈P| α, 〈B| = 〈Q| β̄,

则有

|A〉 = ᾱ |P〉 , |B〉 = β |Q〉 ,
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共轭关系 IV

结果是〈
Q|β̄ᾱ|P

〉
= 〈P|αβ|Q〉 =

〈
Q|αβ|P

〉
,

后一步是由(2.4)式得到的. 由于此式对任意的 |P〉与 |Q〉成立, 我
们得

β̄ᾱ = αβ. (2.5)

因此, 两个线性算符的乘积的共轭复量等于两个因子的共轭复量
按相反次序的乘积. 作为这一结果的简单例证, 应该注意到, 如
果ξ与η是实算符, 在一般情况下ξη不是实的. 这是同经典力学的一
个重大区别. 但是, ξη + ηξ是实算符, i(ξη − ηξ)也是实的. 只有
当ξ与η对易时, ξη本身才也是实的. 还有, 如ξ是实的, 则ξ2也是实
的. 并且, 更一般地, ξn也是实的, 其中n为任意正整数.
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共轭关系 V

多重积共轭 连续运用关于两个线性算符乘积的共轭复量的规则, 即(2.5)式,
就能得到三个线性算符的乘积的共轭复量.

αβγ = α(βγ) = βγᾱ = γ̄β̄ᾱ, (2.6)

这规则可以容易地推广到任意数目的线性算符的乘积.

算符 |A〉 〈B| 在上一节里, 我们曾看到, 乘积 |A〉 〈B|是一线性算符. 我们可以得
到它的共轭算符, 办法是直接地引用共轭算符的定义.
用 |A〉 〈B|乘一般的左矢〈P| , 我们得〈P|A〉 〈B| , 它的共轭虚量是右
矢

〈P|A〉 |B〉 = 〈A|P〉 |B〉 = |B〉 〈A|P〉 ,

因之

|A〉 〈B| = |B〉 〈A| (2.7)
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共轭关系 VI

规则 现在有了关于各种乘积的共轭复量与共轭虚量的几条规则, 即是:
(1.7)式, (2.4), (2.5), (2.6), (2.7)各式, 以及的〈P| α共轭虚量
是ᾱ |P〉的规则. 所有这些规则能够总结成为单一的全面的规则,
即左矢量, 右矢量与线性算符的任意乘积的共轭虚量或共轭复量,
是取每一因子的共轭虚量或共轭复量并反转所有这些因子的次序
相乘而得的. 容易验证, 这个规则在很一般的情况下都是成立的,
对于那些上面未曾明显给出的各种情况, 也都成立.

定理 2.1

如ξ是实线性算符, 而且对某一特定的右矢 |P〉有

ξm |P〉 = 0, (2.8)

式中m是正整数, 则

ξ |P〉 = 0.
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本征值与本征矢量 I

特征方程 必须对线性算符的理论作进一步的发展, 这个发展在于研究方程

α |P〉 = a |P〉 , (2.9)

其中α是线性算符, 而a是一个数. 这个方程经常表现的形式是:
α是已知线性算符, 数a及右矢 |P〉则是未知量. 方程(2.9)的意思是,
线性算符α如作用于右矢 |P〉上, 恰恰是对这个右矢乘以数值因子
而不改变它的方向, 或者是用因子零乘它. 这样, 它就不再有方向
了. 这个同样的算符α如作用到其他右矢上, 当然一般地要改变它
们的长度, 也要改变它们的方向. 应当注意到, 在方程(2.9)中, 重
要的只是 |P〉的方向. 如果用任意不为零的数乘 |P〉, 则将
对(2.9)式是否满足的问题不产生任何影响.

共轭形式 与(2.9)式一起, 我们还应考虑共轭虚量形式的方程

〈Q| α = b 〈Q| , (2.10)

其中b是一数. 这里未知量是数b与不为零的左矢〈Q| .
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本征值与本征矢量 II

本征值 如果(2.9)或(2.10)式得到满足

a或b是α的一个本征值,
|P〉或〈Q|是α的一个本征右矢或本征左矢, 属于本征值a或b.

如果α的一本征右矢乘以任何不为零的数, 得出的右矢也是一个
本征右矢, 并与原来的右矢属于同一本征值. 可能一个线性算符
有两个或更多的互不相关的本征右矢量属于同一本征值. 例如方
程(2.9)可能有几个解: |P1〉, |P2〉, |P3〉, . . ., 它们全部都对同一的
值成立, 而这些不同本征右矢 |P1〉, |P2〉, |P3〉, . . .互不相关. 在这
种情况, 显然, 这些本征右矢的任意线性组合, 也是属于同一本征
值的另一本征右矢.

算符是数时 当方程(2.9)及(2.10)中的线性算符α是一个数k时, 在这种特殊情
况下, 显然任意的右矢 |P〉及左矢〈Q|都满足这些方程, 只
要a与b都等于k就行. 这样, 一个数被当作线性算符来看, 它只有
一个本征值, 而任意的右矢都是它的本征右矢, 任意的左矢都是它
的本征左矢, 都属于这个唯一的本征值.
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本征值与本征矢量 III

实线性算符 在理论的进一步发展中, 仅限于那些实线性算符. 用实线性算
符ξ来代替α, 则方程(2.9)与(2.10)成为

ξ |P〉 =a |P〉 , (2.11)

〈Q| ξ =b 〈Q| . (2.12)

其中

本征值全部是实数.
联系于本征右矢的本征值, 都同时是联系于本征左矢的本征
值.
任意本征右矢的共轭虚量, 都是属于同一本征值的本征左矢,
反之亦然. 最后这一结果, 使我们能够合理地把相应于任意
本征右矢或其共轭虚量左矢的态, 称之为实的力学变量ξ的一
个本征态.

符号规则 1 让一个字母本身表示一实的力学变量或实线性算符, ξ
2 让同一字母在右上角加上撇或者指数, 来代表一个数, 即这个
字母本身所代表的实线性算符的本征值, ξ′, ξ′′, ξ′′′, 等等.
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本征值与本征矢量 IV
3 本征矢量用它所属的本征值来标志出来, |ξ′〉代表一个本征矢
量, 它属于力学变量ξ的本征值ξ′.

4 如果遇到不止一个本征右矢属于力学变量的同一本征值, 可
以用一附加的标记, 或者还可能用不止一个附加标记去区分
它们, |ξ′1〉与 |ξ′2〉.

定理 2.2 (正交性定理)

实力学变量的两个本征矢量, 如属于不同的本征值, 则它们是正交的.

解问题 对已知的实线性算符, 是否有本征值与本征矢量存在, 以及如果存
在, 如何去找出它们. 当线性算符例如ξ满足代数方程

φ(ξ) ≡ ξn + a1ξ
n−1 + a2ξ

n−2 + · · ·+ an = 0 (2.13)

时, 系数a都是数. 设(2.13)式为ξ所满足的最简单的代数方程. 那
么就可以证明:

ξ的本征值的个数是n;
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本征值与本征矢量 V

ξ的本征右矢的数目足以把无论什么右矢都表示为这些本征
右矢之和.

因式分解 代数形式φ(ξ)能分解为n个线性因子, 结果是

φ(ξ) = (ξ − c1)(ξ − c2)(ξ − c3) · · · (ξ − cn), (2.14)

c都是数. 当φ(ξ)被(ξ − cr )除时, 令其商式为χr (ξ), 即

φ(ξ) ≡ (ξ − cr )χr (ξ), (r = 1, 2, 3, · · · , n),

令χr (cr )为在代数表达式χr (ξ)中用cr代替ξ而得的数值. 考虑下列
表式∑

r

χr (ξ)

χr (cr )
− 1. (2.15)
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本征值与本征矢量 VI

它将恒等于零. 如果我们现在用线性算符(2.15)作用于任意的右
矢 |P〉, 而使其结果为零, 我们得

|P〉 =
∑
r

1

χr (cr )
χr (ξ) |P〉 , (2.16)

任意的右矢 |P〉称为ξ的本征右矢之和.

简单例子 考虑一个实线性算符σ, 它满足方程

σ2 = 1, (2.17)

那么, σ有两个本征值+1与-1. 任意的右矢 |P〉能被表示为

|P〉 =
1

2
(1 + σ) |P〉+

1

2
(1− σ) |P〉 .

容易验证, 右边的两项都是σ的本征右矢, 分别属于本征值+1与-1,
只要它们不为零.
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可观察量 I

数学表示 关于态与力学变量怎样以数学形式表现在理论中, 已作了一些假
定. 这些假定本身还不是自然规律. 但是, 当做出某些进一步假定
以提供理论的物理解释时, 这些假定就变成了自然规律了. 这类进
一步假定必须采取把观察的结果同数学表达中的方程联系起来的
形式.

测量 当做一次观察时, 就是测量某个力学变量. 从物理上看来, 这样的
测量结果显然总必须是实数, 所以应当期望, 我们能测量的任意力
学变量必须是实数的力学变量. 然而不是每一个实的力学变量都
能测量的. 还需要进一步的限制.

本征态 现在, 对理论的物理解释作某些假定. 如果力学系统是处于实力学
变量ξ的本征态, 属于本征值ξ′, 那么, 对ξ的测量就一定给出结果
为数ξ′. 反过来, 如果系统处于这样的态, 在其中对实力学变量的
测量肯定给出一特定结果, 那么, 这个态就是ξ的本征态, 而测量
的结果就是ξ的本征值, 这个本征态是属于此本征值的.

测量值 测量总是使系统突变到所测量的力学变量的本征态, 这个本征态
所属的本征值等于测量的结果.
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可观察量 II

本征值 我们能推断, 对于处于任意态的力学系统, 测量一实的力学变量的
任何结果, 都是其本征值之一. 反过来, 每一本征值是对系统的某
一态测量此力学变量的可能结果 实力学变量的本征值的集合, 就
恰恰是测量此力学变量的各种可能结果. 因此之故, 计算本征值是
一个重要问题.

相关性 要作的与理论的物理解释有关的另一个假设是, 如果对处于一特
定态的系统测量了某一实力学变量ξ, 则该系统因为测量而可能突
变到的那些态是这样的, 即原来的态与它们是相关的.

完全集 任意的态是与ξ的本征态相关的. 如果我们定义态的完全集是这样
的一个集合, 使得任意的态与它们是相关的, 那么, 我们的结论就
能表达为ξ的本征态组成一完全集.

可观察量 不是每个实力学变量都有足够多的本征态以组成完全集的. 那些
其本征态不组成完全集的力学变量就不是可以测量的量. 即一个
力学变量为了与测量相容, 除了它必须是实的条件外, 还必须满足
这个条件. 如果一个实变量的本征态组成完全集, 则称之为可观
察量. 于是, 任何可以测量的量都是可观察量.
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可观察量 III

理想情况 是不是每个可观察量都能够测量? 理论上讲, 回答是能的. 从数学
上来考察使实力学变量ξ为可观察量的条件. 它的本征值可能由分
立的数集(有限个, 或无穷多个)所组成, 或者不是这样, 它们是包
括在某一范围内的所有的数, 例如在a与b之间的所有的数. 在前
一情况下, 任意态与ξ的本征态相关的条件是, 任一右矢能表示
为ξ的本征右矢之和. 在后一情况下, 可以用一积分代替求和, 即,

|P〉 =

∫
|ξ′〉 dξ′, (2.18)

|ξ′〉是ξ的本征右矢, 属于本征值ξ′, 积分的范围即是本征值的范
围.
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可观察量 IV

数学表述 更一般地, ξ的本征右矢组成完全集的条件应为, 任意右矢 |P〉能表
示为ξ的本征右矢的一个积分加一个和, 即

|P〉 =

∫
|ξ′c〉 dξ′ +

∑
r

|ξrd〉 , (2.19)

其中 |ξ′c〉, |ξrd〉全是ξ的本征右矢, 标记c与d插进去是为了当本征
值ξ′与ξr相等时区分这两个不同的本征右矢; 其中积分要包括本征
值的整个范围, 求和是对它们作任意的选择而进行的. 当ξ的本征
值是由一个范围内的数所组成的情况下, 如果这一条
件(即(2.19)式)满足了, 那么ξ就是可观察量. 有时还有更一般的情
况会出现, 即是, ξ的本征值可能包括一范围内连续的数, 还加上
在此区域外的分立的数集. 在这种情况下, ξ是可观察量的条件仍
然是, 任意的右矢将表示为(2.19)式右边的形式, 但对r的求和现在
应当是对本征值的分立的数集求和, 加上对连续的本征值中任意
选出的一些求和.
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可观察量 V

数 在实数的力学变量为一个数的特定情况下, 每个态都是本征态, 这
个力学变量显然是可观察量. 对它的任何测量总是得出同样结果,
所以它恰恰就是一个物理常数, 如象电子的电荷. 这样, 在量子力
学里的物理常数可以看成为具有单一本征值的可观察量, 或者也
可看成只是在方程中出现的一个数, 这两种观点是等效的.

有限个本征值 如果实数的力学变量满足一个代数方程, 那么, 上节的结果表明,
此力学变量是一可观察量. 这样的可观察量有有限个数的本征值.
反过来, 任意可观察量如其本征值个数是有限的, 则它满足一代数
方程, 因为如果可观察量ξ有本征值ξ′, ξ′′, · · · , ξn, 那么,

(ξ − ξ′)(ξ − ξ′′) · · · (ξ − ξn) |P〉 = 0,

对于 |P〉为ξ的任意本征右矢的情况是成立的, 因之对任意的 |P〉它
也成立. 因此,

(ξ − ξ′)(ξ − ξ′′) · · · (ξ − ξn) = 0. (2.20)
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可观察量 VI

例子 考虑线性算符 |A〉 〈A| , 其中 |A〉是归一化的右矢. 按照(2.7)式, 这
个线性算符是实的, 而它的平方是

{ |A〉 〈A| }2 = |A〉 〈A|A〉 〈A| = |A〉 〈A| , (2.21)

因为〈A|A〉 = 1. 这样, 它的平方等于它本身, 因而它满足一代数方
程, 它是可观察量. 它的本征值是1与0, |A〉是它的本征右矢, 属于
本征值1, 所有与 |A〉正交的右矢是它的本征右矢, 属于本征值0.
因此, 如果力学系统处于相应于 |A〉的态, 则测量此可观察量肯定
地给出结果为1; 如果力学系统处于与这个态正交的任意态, 则测
量结果肯定为0; 所以, 这个可观察量可以描述为决定系统是否处
于 |A〉态的量.
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可观察量 VII

积分 应当考察一下, 在(2.18)式中出现的一类积分在什么条件下才有意
义. 假定 |X 〉与 |Y 〉是两个右矢, 它们能表示为可观察量ξ的本征右
矢的积分,

|X 〉 =

∫
|ξ′x〉 dξ′ |Y 〉 =

∫
|ξ′′y
〉
dξ′′,

x与y是作为标记以区分这两个被积函数的. 那么, 我们取第一式
的共轭虚量乘以第二式, 就得

〈X |Y 〉 =

∫ ∫ 〈
ξ′x |ξ′′y

〉
dξ′dξ′′. (2.22)

现在我们考虑一次积分∫ 〈
ξ′x |ξ′′y

〉
dξ′′. (2.23)
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可观察量 VIII

从正交性定理可知, 被积函数
〈
ξ′x |ξ′′y

〉
在积分的全部范围里, 除了

一点ξ′′ = ξ′而外, 都要为零. 如果被积函数在这一点是有限的, 则
积分(2.23)为零, 而这一点是对所有的ξ′成立的, 于是我们
从(2.22)式得到〈X |Y 〉为零. 但是因为〈X |Y 〉一般地不为零, 所以,
一般地

〈
ξ′x |ξ′′y

〉
必须是这样的无穷大, 使得(2.23)式不为零而成为

有限值.

矢量长度 到现在为止, 我们的工作中已经不言而喻的是, 左矢量与右矢量都
具有有限长度, 它们的标量乘积是有限的. 而现在我们看到, 当研
究具有连续的本征值的可观察量的本征矢量时, 就有必要放宽这
个条件. 如果我们不放宽它, 则本征值为连续的现象就不能出现,
而对大多数实际问题说来, 我们的理论就太弱了.

无限长度 取 |X 〉 = |Y 〉, 得到的结果〈ξ′x |ξ′x〉一般地是无穷大. 假定如
果 |ξ′x〉 6= 0, 则∫

〈ξ′x |ξ′′x 〉 dξ′′ > 0, (2.24)

对于具有无限长度的矢量, 我们把上式作为相应于式(1.8)的定律.
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可观察量 IX

Hilbert空间 当矢量只限于为有限长度和具有有限的标量积时, 左矢量与右矢
量的空间数学称之为Hilbert空间. 而现在我们用的左矢与右矢, 则
形成了一个比Hilbert空间更普遍的空间.

唯一性 右矢量 |P〉按式(2.19) 右边的形式的展开式是唯一的, 只要在求和
中没有两项或更多项是关系到同一本征值的.
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可观察量的函数 I

倍数 令ξ为可观察量. 我们能用任意实数k乘它而得出另一可观察量kξ.
为了使我们的理论是自洽的, 就必须要求当系统处于一态, 测量可
观察量ξ肯定地给出结果ξ′时, 则测量可观察量kξ应当肯定地给出
结果kξ′.

函数 更一般地, 可以取ξ的任意实函数, 如f (ξ), 而把它当作一新的可观
察量, 每当测量ξ时, 也自动地测量了这个新的可观察量, 因为实验
所决定的ξ的值也提供了f (ξ)的值. 不必要限制f (ξ)为实的. 那么,
它的实部与虚部就是两个可观察量, 当测量ξ时也就自动地测量了
这两个可观察量. 当系统处于一态, 测量ξ肯定给出结果ξ′时, 则测
量f (ξ)的实部与虚部都将肯定地给出结果为f (ξ′)的实部与虚部.

表述 一般地定义f (ξ)是满足下式的线性算符

f (ξ) |ξ′〉 = f (ξ′) |ξ′〉 , (2.25)

对ξ的每一个本征右矢 |ξ′〉都成立, 其中f (ξ)对于每一本征值ξ′都是
数.
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可观察量的函数 II

f (ξ)的共轭复量f (ξ)是由方程(2.25)的共轭虚量式所定义的, 即

〈ξ′| f (ξ) = f̄ (ξ′) 〈ξ′|

上式对任意的本征左矢〈ξ′|成立. f̄ (ξ′)是f (ξ′)的共轭复函数.

f (ξ) = f̄ (ξ). (2.26)

这即是线性算符f (ξ)的共轭复量是ξ的共轭复函数f̄ .

实函数 如果f (ξ′)是ξ′的实函数, f (ξ)就是实线性算符. 这样f (ξ)也是可观
察量, 因为它的本征态组成一完全集, ξ的每个本征态也都
是f (ξ)的本征态.

值域 用上述定义, 我们就能给可观察量的任意函数f以意义, 只要实变
量函数f (x)的存在区域包括这个可观察量的全部本征值. 如果存
在区域还包括这些本征值以外的其他点, 那么f (x)在那些其他点
上的值就对可观察量的函数不产生任何效果. 函数不必要是解析
的, 也不必要是连续的. 可观察量的函数f的本征值, 正好就是可
观察量的本征值的函数f .

例子 逆算符与平方根.
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普遍的物理解释 I

一般假设 需要一个更一般性的假定, 在所涉及的态即令不是本征态的情况
下, 它也使我们能够从数学中引出物理知识.

经典情况 在经典力学中, 一个可观察量对系统的任意特定的态总是“有一个
值”. 在量子力学中, 有什么相应于这一点呢?

量子情况 取可观察量ξ与任意两个态x与y , 相应于矢量〈x |与 |y〉, 那么, 我们
能组成一个数〈x |ξ|y〉.

1 这个数与系统的两个态有关, 而经典数值总是与一个态有关;
2 它一般地不是个实数;
3 它不是由可观察量与这两个态所唯一决定的. 因为矢
量〈x |与 |y〉包括着任意的数值因子. 即令我们对〈x |与 |y〉加上
使它们归一的条件, 在〈x |ξ|y〉中仍然有一个绝对值为1的不定
因子.

特殊情况 如果取这两个态相同, 即 |y〉为〈x |的共轭虚量, 则这三个原因就不
再起作用了. 这样得到的数〈x |ξ|x〉一定是实数, 而且当〈x |已归一
化时, 它也是唯一地决定了的, 因为如果我们用任意因子e ic乘〈x | ,
其中c为某实数, 我们必须同时用e−ic乘 |x〉, 而〈x |ξ|x〉将不变.
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普遍的物理解释 II

平均结果 可观察量ξ对于态x , 在类似于经典含义的意义下, “有一
值”为〈x |ξ|x〉? 测量ξ的平均结果与〈x |ξ|x〉成比例.

特定值 一个可观察量对某一特定态“有一特定值”的说法, 在量子力学中
只有在特殊情况下才是允许的, 即当测量这个可观察量肯定地得
出这个特定值, 因而这个态是这个可观察量的本征态时才行.

几率 在一般情况下, 不能说可观察量对一特定态有值, 但是能说它对这
个态有一个平均值. 进一步说, 对这个态可观察量有任一指定值
的几率, 意思是指当测量这个可观察量时得到这个指定值的几率.

平均值 令这个可观察量为ξ, 又令态相应于归一化的右矢 |x〉. 那么, 不
仅ξ的平均值为〈x |ξ|x〉, 而且ξ的任意函数, 例如f (ξ)的平均值
是〈x |f (ξ)|x〉. 取f (ξ)是ξ的这样一个函数, 它在ξ = a时为1, 而
在ξ 6= a时为0. 用δξa代表. ξ的这个函数的平均值恰好就是ξ有
值a的几率, 用Pa代表. 因而,

Pa = 〈x |δξa|x〉 . (2.27)

如果a不是ξ的本征值, 则δξa乘任何ξ的本征右矢结果为零, 从而
有δξa = 0及Pa = 0.
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对易性与相容性 I

共同本征态 一个态可以同时是两个可观察量的本征态. 如果这个态相应于右
矢量 |A〉, 而这两个可观察量为ξ与η, 我们就应有下列两个方程

ξ |A〉 =ξ′ |A〉 ,
η |A〉 =η′ |A〉 ,

其中ξ′是ξ的本征值, η′是η的本征值.

对易观察量 由此可推导出

ξη |A〉 = ξη′ |A〉 = ξ′η′ |A〉 = ξ′η |A〉 = ηξ′ |A〉 = ηξ |A〉 ,

即

(ξη − ηξ) |A〉 = 0.

如果ξη− ηξ = 0, 即这两个可观察量是对易的, 则共同本征态肯定
存在.
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对易性与相容性 II

完全集 另一方面, 如果它们的确是对易的, 就将存在着这么多的共同本征
态, 以至这些共同本征态能组成一个完全集. 令ξ与η为两个对易的
可观察量. 取η的一本征右矢, 如 |η′〉, 属于本征值η′, 并把它
按(2.19)式右边的形式展开成ξ的本征右矢的组合, 即

|η′〉 =

∫
|ξ′cη′〉 dξ′ +

∑
r

|ξrdη′〉 . (2.28)

这里, 在右边的ξ的本征右矢中已加进去η′作为一附加的标记.

0 =(η − η′) |η′〉

=

∫
(η − η′) |ξ′cη′〉 dξ′ +

∑
r

(η − η′) |ξrdη′〉 . (2.29)

而右矢(η − η′) |ξrdη′〉满足

ξ(η − η′) |ξrdη′〉 =(η − η′)ξ |ξrdη′〉
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对易性与相容性 III

=(η − η′)ξr |ξrdη′〉 = ξr (η − η′) |ξrdη′〉 ,

这表明它是ξ的本征右矢, 属于本征值ξr , 同样地, 右
矢(η − η′) |ξrcη′〉是ξ的本征右矢, 属于本征值ξ′. 方程(2.29)因此给
出ξ的本征右矢的积分加上求和而等于零, 因而得

(η − η′) |ξrcη′〉 = 0, (η − η′) |ξrdη′〉 = 0,

出现在(2.28)式右边的所有右矢都是η的本征右矢, 同时也是ξ的本
征右矢. 方程(2.28)现在给出 |η′〉展开成ξ与η的共同本征右矢的组
合, 因为任意右矢都能展开成η的本征右矢 |η′〉的组合, 由此得出
任意右矢都能展开成为ξ与η的共同本征右矢的组合, 因此, 共同本
征态组成一个完全集.

标识 上述ξ与η的共同本征右矢 |ξ′cη′〉与 |ξrdη′〉, 是用它们所属的本征
值ξ′与η′或者ξr与η′标记的, 另外还加上标记c与d , 它们有时也是
必要的. 用本征值作为共同本征矢量的标记的办法, 我们在以后要
广泛地采用, 就像我们在前面对单一的可观察量的本征矢量所采
用的一样.
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对易性与相容性 IV

逆定理 如果ξ与η是两个这样的可观察量, 它们的共同本征态组成一完全
集, 则ξ与η对易.

如 |ξ′η′〉是一共同本征右矢, 属于本征值ξ′与η′, 则

(ξη − ηξ) |ξ′η′〉 = (ξ′η′ − η′ξ′) |ξ′η′〉 = 0. (2.30)

因为共同本征态组成一完全集, 一个任意的右矢 |P〉可以展开成共
同本征右矢 |ξ′η′〉的组合, 而对每一个 |ξ′η′〉, (2.30)式都成立, 因
而(ξη − ηξ) |P〉 = 0, 所以

ξη − ηξ = 0.

推广 共同本征态的概念可以推广到两个以上的可观察量, 而且上述定
理及其逆定理也仍然成立, 即如果任意一组可观察量中每一个与
其他所有的都对易, 则它们的共同本征态组成一完全集. 而且反过
来也成立. 两个可观察量情况下的验证, 对于普遍的情况也是适用
的.
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对易性与相容性 V

正交性 应用于共同本征右矢的正交性定理告诉我们, 一组对易的可观察
量的两个本征矢量是正交的, 只要它们所属的两组本征值有任意
一点不相同.

多算符函数 由于两个或更多的对易的可观察量的共同本征态组成完全集, 可
以建立两个或更多的可观察量的函数的理论, 如果ξ, η, ζ, · · ·是对
易的可观察量, 定义它们的一般函数f为适合下式的线性算
符f (ξ, η, ζ, · · · ),

f (ξ, η, ζ, · · · ) |ξ′η′ζ ′ · · · 〉 = f (ξ′, η′, ζ ′, · · · |ξ′η′ζ ′ · · · 〉 , (2.31)

其中 |ξ′η′ζ ′ · · · 〉是ξ, η, ζ, · · ·的共同本征右矢, 属于本征
值ξ′, η′, ζ ′, · · · . 这里, f是任意函数, 只要f (a, b, c , · · · )当a, b, c ,
· · ·取ξ, η, ζ, · · ·的所有本征值时都是有定义的. 就象在(2.25)式中
定义的单个可观察量的函数一样, 可以证明, f (ξ, η, ζ, · · · )是
由(2.31)式完全决定了的, 也能证明与(2.26)式相应的关系

f (ξ, η, ζ, · · · ) = f̄ (ξ, η, ζ, · · · ),
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对易性与相容性 VI

并且还能证明, 如f (a, b, c · · · )是实函数, 则f (ξ, η, ζ, · · · )是实算符,
并且是可观察量.

几率 把(2.27)式的结果进行推广, 给出一组对易的可观察量ξ, η, ζ, · · · ,
可以形成它们的一个函数, 在ξ = a, η = b, ζ = c , · · ·时, 此函数
为1, 其中a, b, c , · · ·是实数, 而当这些条件中有任一个不满足时,
此函数就为零. 这个函数可以写成δξaδηbδζc · · · , 而且实际上, 它
的确是因子δξa, δηb, δζc , · · ·按任意次序的乘积, 这些因子是作为单
个可观察量的函数而定义的, 如果我们用这个乘积作为函
数f (ξ, η, ζ, · · · )带入(2.31)式的左边, 就可以看到这一点. 这个函
数对任意态的平均值是ξ, η, ζ, · · · 对此态分别有值a, b, c , · · ·的几
率Pabc···. 这样, 如果此态相应于归一化的右矢量 |x〉,

Pabc··· = 〈x |δξaδηbδζc · · · |x〉 , (2.32)

除非这些数a, b, c , · · ·中每一个都是相应的可观察量的本征值, 否
则Pabc···就为零.
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力学变量与可观察量 对易性与相容性

对易性与相容性 VII

相容性 如果某些可观察量对易, 就存在着一些态, 对这些态这些可观察量
全部有特定的值. 这些态即是共同本征态. 这样, 我们就能给出几
个对易的可观察量同时有值的意义. 进一步, 从(2.32)式还看到,
对任意态, 能给出同时测量几个对易可观察量而得到一组特定结
果的几率的含义. 这个结论是一重要的新发展. 在特殊情况下, 即
当这两个可观察量对易的情况下, 两次观察应当被看成是互不干
涉的, 或者说, 是相容的, 在这样的方式下, 我们能给同时进行两
个观察以意义, 我们也能讨论得到任何一组特定结果的几率.
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表象理论 基矢量

基矢量 I

表象 为了某些目的, 更方便的使用具有类似数学性质的数字集合来代
替这些抽象量, 并用这些数字集合进行表述. 抽象量被数字代替
的方式不是唯一的, 会有许多可能的方式, 相当于几何中有许多种
坐标系统. 这些方式中的每一个叫做一个表象, 代替抽象量的数字
集合叫做在此表象中这个抽象量的表示式. 这样, 一个抽象量的
表示式, 就相当于一个几何对象的坐标.

特定表象 当我们有一个要在量子力学中解决的特定问题时, 我们就选择一
个表象, 使得在问题中出现的几个最重要的抽象量在这个表象中
的表示式具有尽可能简单的形式

基矢量 取左矢量的一个完全集, 即这样一个集, 使任何左矢量都能表示为
它们的线性组合(一个和, 或者一个积分, 或者也可能是一个和加
一个积分), 这些左矢我们称之为表象的基左矢.

矢量表达式 取任意右矢 |a〉, 并同每一基左矢构成标量积. 如此获得的一组数
就构成了 |a〉的表示式. 这一组数足以完全决定右矢 |a〉.
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表象理论 基矢量

基矢量 II

数组元 可以假定, 基左矢有一个或多个参量所标记, 这些参量λ1, λ2, · · · ,
λu中的每一个可取一定的数值. 这样基左矢就可以写
成〈λ1λ2 · · ·λu| , 而 |a〉的表示式可以写成〈λ1λ2 · · ·λu|a〉. 这个表示
式现在由一组数所组成, 对λ1, λ2, · · · , λu在它们各自的范围内所
可能取的每一组值, 就有一个数. 这样的一组数恰恰就形成变
数λ1, λ2, · · · , λu的一个函数. 因此, 一个右矢的表示式可以看成
是一组数, 也可以看成是那些用以标记基左矢的变量的一个函数.

有限维 如果力学系统互不相关的态的数目是有限的. 例如说等于n, 那么
取n个基左矢就够了, 它们可以用单一的参量λ来标记, λ取
值1, 2, 3, · · · , n. 任意右矢 |a〉的表示式现在就由一组n个数组成,
即〈1|a〉, 〈2|a〉, 〈3|a〉, · · · , 〈n|a〉,

坐标 这一组数正是在通常意义下矢量 |a〉在一个坐标系中的坐标. 右矢
量的表示式的概念, 正是普通矢量的坐标的概念的一种推广, 而当
右矢量空间的维数有限时, 它就简化为普通矢量的坐标的概念.

正交表象 实际上使用的大多数表象中, 基左矢全是互不相关的, 并且满足更
为严格的条件, 即它们之中任何两个都是正交的. 这种表象就叫做
正交表象.
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表象理论 基矢量

基矢量 III

线性函数 取一正交表象, 其基左矢〈λ1λ2 · · ·λu|由参量λ1, λ2, · · · , λu标记,
这些参量的范围全部是实的. 取一右矢 |a〉并构成其表示
式〈λ1λ2 · · ·λu|a〉, 现在取一组数λ1 〈λ1λ2 · · ·λu|a〉, 并把它们看成
是一个新右矢 |b〉的表示式. 右矢 |b〉有下列方程定义

〈λ1λ2 · · ·λu|b〉 = λ1 〈λ1λ2 · · ·λu|a〉 .

右矢 |b〉显然为右矢 |a〉的线性函数,

对应算符 所以它可以被看成是一线性算符作用于 |a〉的结果. 如令此线性算
符为L1, 就有 |b〉 = L1 |a〉, 因而

〈λ1λ2 · · ·λu|L1|a〉 = λ1 〈λ1λ2 · · ·λu|a〉 .

这一方程对任意右矢 |a〉成立, 所以我们得

〈λ1λ2 · · ·λu|L1 = λ1 〈λ1λ2 · · ·λu| . (3.1)

方程(3.1)可以看成是线性算符L1的定义. 每一基左矢是L1的一个
本征左矢, 参量λ1的值是所属的本征值.
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表象理论 基矢量

基矢量 IV

可观察量 从基左矢是正交的条件出发, 能推导出L1是实算符, 即L1 = L̄1, 而
且是可观察量.

完全集 同样地, 能引进L2, L3, · · · , Lu. 这些算符L中的每一个都是实的,
而且都是可观察量, 基左矢是它们的本征左矢. 基左矢是所有这
些L的共同本征左矢. 因为这些共同本征左矢组成完全集, 这
些L中任意两个是对易的.

正交表象 如果ξ1, ξ2, · · · , ξu是任意一组对易的可观察量, 我们就能建立一正
交表象, 在此表象中, 基左矢是ξ1, ξ2, · · · , ξu的共同本征态.

首先假定, 属于任意一组本征值ξ′1, ξ
′
2, · · · , ξ′u, ξ1, ξ2, · · · , ξu的

共同本征左矢不相关的只有一个. 这样, 取这些共同本征左
矢带上任意的数值系数, 作为基左矢,. 它们都是相互正交的.
方便地用所属的本征值ξ′1, ξ

′
2, · · · , ξ′u标记, 结果它们之一就写

成〈ξ′1ξ′2 · · · ξ′u| .
转到一般情况, 即当ξ1, ξ2, · · · , ξu有几个不相关的共同本征左
矢属于同一组本征值的情况.
从属于同一组本征值ξ′1, ξ

′
2, · · · , ξ′u的共同本征左矢中挑出一

个完全的子集, 在此子集中的共同本征左矢全是相互正交的.
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表象理论 基矢量

基矢量 V

对每一组本征值ξ′1, ξ
′
2, · · · , ξ′u都这样做, 然后把所有子集中共

同本征左矢放在一起, 把它们当作这个表象的基左矢.
这些左矢全是正交的, 因为如果其中两个属于不同组的本征
值, 则根据正交性定理, 它们应正交; 如果其中两个属于同一
组本征值, 则根据选出它们所用的特殊方法, 它们也是正交
的.
并且, 它们在一起组成左矢的完全集, 因为任意的左矢能表为
共同本征左矢的线性组合, 而每一共同左矢又可表为在子集
中的共同本征左矢的线性组合.

选择这种子集的方法是无穷多的. 每一种选法提供一个正交表象.
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表象理论 基矢量

基矢量 VI

一般情况 为了标记这种一般情况下的基左矢, 可以用它们所属的本征
值ξ′1, ξ

′
2, · · · , ξ′u, 再加上某些附加的实变数, 例如λ1, λ2, · · · , λv , 这

些实变数是为了把那些属于同一本征值的基左矢分开而必须引入
的. 这样, 一个基左矢就写成〈ξ′1ξ′2 · · · ξ′uλ1λ2 · · ·λv | . 相应于变
数λ1, λ2, · · · , λv , 我们也能用类似(3.1)式的方法定义出一些线性
算符L1, L2, · · · , Lv ; 并能证明, 这些线性算符以基左矢为其本征左
矢; 它们都是实算符, 又都是可观察量; 它们彼此可以对易, 并且
可以与各个ξ对易. 基左矢现在就成为所有这些对易的可观察
量ξ1, ξ2, · · · , ξu, L1, L2, · · · , Lv的共同本征左矢.

对易可观察量 让我们定义对易可观察量的完全集是这样一组可观察量, 它们相
互之间全是对易的, 而且, 对它们属于任意一组本征值的共同本征
态都只有一个. 这样, 可观察量ξ1, ξ2, · · · , ξu, L1, L2, · · · , Lv , 组成
一个对易可观察量的完全集, 因为只有一个独立的共同本征左矢
属于本征值ξ′1, ξ′2, · · · , ξ′u, λ1, λ2, · · · , λv , 那就是相应的基左矢.
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表象理论 基矢量

基矢量 VII

主要结果 正交表象的基左矢是一个对易可观察量的完全集的共同本征左
矢.
已知一个对易可观察量的完全集, 我们就可以用这个完全集的共
同本征左矢为基左矢而建立一个正交表象.
任意一个对易可观察量的集, 都可以再加进某些可观察量而使之
成为一个完全集.
标记正交表象的基左矢的一个方便方法是使用对易可观察量的完
全集的本征值, 这个对易可观察量的完全集就是以这些基左矢为
其共同本征左矢的.

基右矢 称一个表象的基左矢的共轭虚量为此表象的基右矢. 因而, 如果
基左矢用〈λ1λ2 · · ·λu|表示, 基右矢就将用 |λ1λ2 · · ·λu〉表示. 一个
左矢〈b|的表示式就有它与每一基右矢的标量积所给出, 即
由〈b|λ1λ2 · · ·λu〉给出. 可以把它看成是一组数, 也可看成是变
数λ1, λ2, · · · , λu的一个函数.

〈b|λ1λ2 · · ·λu〉 = 〈λ1λ2 · · ·λu|b〉,
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表象理论 δ函数

δ函数 I

无穷大处理 引入特殊函数{ ∫∞
−∞ δ(x)dx = 1,

δ(x) = 0, 当 x 6= 0 时
(3.2)

性质 δ(x)是一个“非正规函数”.∫ ∞
−∞

f (x)δ(x)dx = f (0), (3.3)

其中f (x)是x的任意连续函数. 变换原点,∫ ∞
−∞

f (x)δ(x − a)dx = f (a), (3.4)

其中a是任意实数. 这个结果对x的一个矢量或线性算符, 也是成
立的.
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表象理论 δ函数

δ函数 II

意义 非正规函数本身没有明确意义的值, 但在被积函数中做为一个因
子出现时, 积分且具有明确定义的值.

其他定义 把δ(x)看成一个函数ε(x)的微商ε′(x), ε(x)由下式给出,

ε(x) =

{
0, (x < 0),
1, (x > 0).

(3.5)

只要对一个不连续函数求微商, 就会出现δ函数.

基本方程 一些例子如

δ(−x) = δ(x) (3.6)

xδ(x) = 0, (3.7)

δ(ax) = a−1δ(x), (a > 0), (3.8)

δ(x2 − a2) =
1

2
a−1 {δ(x − a) + δ(x + a)} , (a > 0), (3.9)∫

δ(a− x)dxδ(x − b) = δ(a− b), (3.10)
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表象理论 δ函数

δ函数 III

f (x)δ(x − a) = f (a)δ(x − a). (3.11)

相关运算 对一个方程的两边用一个变量x去除, 而x可以取零值时, 即从方
程

A = B (3.12)

不能推断

A/x = B/x ,

而仅能推断

A/x = B/x + cδ(x) (3.13)

其中c是未知数.
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表象理论 δ函数

δ函数 IV

例子 考察log x的微分. 通常

d

dx
log x =

1

x
(3.14)

在x = 0附近, 需要修正. 为了使逆函数1/x在x = 0附近有明确定
义, 必须对它加上一个附加条件, 要求从−ε到ε的积分为零.
而(3.14)式左边从−ε到+ε的积分为log(−1), 为了改正它, 应注意
到如果取主值, log x对x的负值有一纯虚项iπ. 当x经过零值时, 这
个纯虚项不连续地变为零. 对此纯虚项的微分所得结果
是−iπδ(x), 所以(3.14)式应改为

d

dx
log x =

1

x
− iπδ(x). (3.15)
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表象理论 基矢量的性质

基矢量的性质 I

单个可观察量 首先假定有单个的可观察量ξ, 它本身组成一对易完全集, 其条件
是, 属于任意的本征值ξ′只有ξ的一个本征态; 并且建立一个正交
表象, 其中基矢量是ξ的本征矢量, 写成〈ξ′| , |ξ′〉.

分立 在ξ的本征值是分立的情况下, 使基矢量归一化, 有

〈ξ′|ξ′′〉 = δξ′ξ′′ , (3.16)

其中

δrs =

{
0, r 6= s,
1, r = s.

(3.17)
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表象理论 基矢量的性质

基矢量的性质 II

连续 在ξ的本征值为连续的情况下, 不能把基矢量归一化. 这时考察
量〈ξ′|ξ′′〉, 让ξ′固定而让ξ′′变化, 这个量当ξ′ 6= ξ′′时为零, 而它
在ξ′′的一区域内的积分是有限值, 只要此区域包括ξ′. 令这一有限
值等于c , 因此, 从式(2.24)得

〈ξ′|ξ′′〉 = cδ(ξ′ − ξ′′),

其中c是一正数. 这个数可能随ξ′而变化, 所以, 我们应当把它写
成c(ξ′), 或者简写为c ′, 这样, 我们有

〈ξ′|ξ′′〉 = c ′δ(ξ′ − ξ′′). (3.18)

从另一方面, 我们有

〈ξ′|ξ′′〉 = c ′′δ(ξ′ − ξ′′), (3.19)

其中c ′′是c(ξ′′)的简写, (3.18)式与(3.19)式的右边是相等的.
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表象理论 基矢量的性质

基矢量的性质 III

新表象 过渡到另一表象, 它的基矢量仍是ξ的本征矢量, 新的基矢量为原
先的基矢量乘以数值因子. 称新的基矢量为〈ξ′∗| , |ξ′∗〉, 加上附
标∗以区分原先的基矢量, 我们就有

〈ξ′∗| = k ′ 〈ξ′| , |ξ′∗〉 = k̄ ′ |ξ′〉 ,

其中k ′是k(ξ′)的缩写, 是一个由ξ′决定的数. 我们借助于(3.18)式,
得到

〈ξ′∗|ξ′′∗〉 = k ′k̄ ′′ 〈ξ′|ξ′′〉 = k ′k̄ ′′c ′δ(ξ′ − ξ′′).

即

〈ξ′∗|ξ′′∗〉 = k ′k̄ ′c ′δ(ξ′ − ξ′′).

选择k ′使其绝对值为c ′−1/2, 这是可能的, 因为c ′是正数, 我们这样
选择后就有

〈ξ′∗|ξ′′∗〉 = δ(ξ′ − ξ′′). (3.20)
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表象理论 基矢量的性质

基矢量的性质 IV

现在, 新基矢量的长度就这样固定下来, 以便此表象尽可能地简单
化. 使这些长度固定的方法, 在某些方面类似于在分立的ξ′的情况
下归一化基矢量的方法.

新形式 方程(3.20)具有方程(3.16)一样的形式, 只是把方程(3.16)中的δ符
号用函数δ(ξ′ − ξ′′)来代替. 我们将继续采用这个新表象, 并为了
简化书写起见, 去掉标记∗. 这样, (3.20)式就写成

〈ξ′|ξ′′〉 = δ(ξ′ − ξ′′). (3.21)

分立与连续 对分立的情况与连续的情况发展紧密平行的理论. 对分立的情况,
利用(3.16)式, 有∑

ξ′

|ξ′〉 〈ξ′|ξ′′〉 =
∑
ξ′

|ξ′〉 δξ′ξ′′ = |ξ′′〉 ,
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表象理论 基矢量的性质

基矢量的性质 V

其中求和遍及所有的本征值ξ′. 此方程对任意的基右矢 |ξ′′〉均成
立, 又因基右矢组成完全集, 所以有∑

ξ′

ξ′〉 〈ξ′| = 1. (3.22)

即如果将用〈ξ′|右乘 |ξ′〉所得的线性算符对所有的ξ′求和, 就等于
单位算符1, 方程(3.16)与(3.22)给出在分立情况下基矢量的基本性
质.
同样地, 对连续情况利用(3.21)式,∫

|ξ′〉 dξ′ 〈ξ′|ξ′′〉 =

∫
|ξ′〉 dξ′δ(ξ′ − ξ′′) = |ξ′′〉 , (3.23)

此式对任意基右矢 |ξ′′〉成立, 所以∫
ξ′〉 dξ′ 〈ξ′| = 1. (3.24)
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表象理论 基矢量的性质

基矢量的性质 VI

此式与(3.22)式有同一形式, 只是用积分代替了求和. 方
程(3.21)与(3.24)给出在连续情况下基矢量的基本性质.

右矢量 方程(3.22)与(3.24)使我们能够把任意的左矢或右矢展开成基矢量
的组合. 例如, 用 |P〉右乘(3.22)和(3.24)式两边而得出右矢 |P〉为

|P〉 =
∑
ξ′

|ξ′〉 〈ξ′|P〉 , (3.25)

|P〉 =

∫
|ξ′〉 dξ′ 〈ξ′|P〉 , (3.26)

上式给出 |P〉按 |ξ′〉展开的形式, 它表明在此展开式中的系数
是〈ξ′|P〉, 这些系数恰恰就是组成 |P〉的表示式的那些数.
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基矢量的性质 VII

左矢量 取(3.25)式及(3.26)式的共轭虚量, 就会得出左矢量〈P|按基左矢量
展开的形式. 如果〈Q|是任意左矢, 而 |P〉是任意右矢, 进一步应
用(3.22)与(3.24)式, 我们对分立的ξ′得到

〈Q|P〉 =
∑
ξ′

〈Q|ξ′〉 〈ξ′|P〉 , (3.27)

而对连续的ξ′, 则有

〈Q|P〉 =

∫
〈Q|ξ′〉 dξ′ 〈ξ′|P〉 . (3.28)

这两个方程用〈Q|与 |P〉的表示式〈Q|ξ′〉与〈ξ′|P〉来表
述〈Q|与 |P〉的标量积. 方程(3.27)正是用矢量的坐标来表示两矢
量的标量积的通常公式, 而(3.28)式则是在ξ′为连续值的情况下,
用积分代替求和, 是这个通常的公式的自然修正.
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基矢量的性质 VIII

分立+连续 当ξ既有分立本征值, 又有连续本征值时, 用ξr与ξs代表分立的本
征值, ξ′与ξ′′代表连续的本征值, 我们有一组方程

〈ξr |ξs〉 = δξrξs , 〈ξr |ξ′〉 = 0, 〈ξ′|ξ′〉 = δ(ξ′ − ξ′′) (3.29)

作为(3.16)式或(3.21)式的推广. 基矢量全是正交的; 属于分立本
征值的那些基矢量是归一的; 而那些属于连续本征值的基矢量则
按照得到(3.20)式时同样的规则来得到它们的长度. 从(3.29)式能
推出∑

ξr

|ξr 〉 〈ξr | +

∫
|ξ′〉 dξ′ 〈ξ′| = 1, (3.30)

它是(3.22)式或(3.24)式的推广. 借助于(3.30)式,

|P〉 =
∑
ξr

|ξr 〉 〈ξr |P〉+

∫
|ξ′〉 dξ′ 〈ξ′|P〉 , (3.31)

郑惠南 (USTC) 量子力学 2022 年春季 85 / 443



表象理论 基矢量的性质

基矢量的性质 IX

它是(3.25)式或(3.26)式的推广, 还有

〈Q|P〉 =
∑
ξr

〈Q|ξr 〉 〈ξr |P〉+

∫
〈Q|ξ′〉 dξ′ 〈ξ′|P〉 , (3.32)

它是(3.27)式或(3.28)式的推广.

一般情况 有几个对易可观察量ξ1, ξ2, · · · , ξu组成一对易完全集的情况, 建立
起一个正交表象, 其中基矢量是它们全部的共同本征矢量, 写
成〈ξ′1ξ′2 · · · ξ′u| , |ξ′1ξ′2 · · · ξ′u〉. 假定ξ1, ξ2, · · · , ξv (v ≤ u)有分立的本
征值, 而ξv+1, ξv+2, · · · , ξu有连续本征值.
考虑这个量

〈
ξ′1 · · · ξ′vξ′v+1 · · · ξ′u|ξ′1 · · · ξ′vξ′′v+1 · · · ξ′′u

〉
. 根据正交性定

理, 除非每一个ξ′′s = ξ′s (s = v + 1, · · · , u), 否则这个量将为零. 这
个量对每一个ξ′′s在一包括ξ

′
s在内的区域内进行积分, 则它

的(u − v)重积分是有限的正数. 称这个数为c ′, 这里′表示它
是ξ′1, ξ

′
2, · · · , ξ′v , ξ′v+1, · · · , ξ′u的函数, 用方程表述〈
ξ′1 · · · ξ′vξ′v+1 · · · ξ′u|ξ′1 · · · ξ′vξ′′v+1 · · · ξ′′u

〉
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基矢量的性质 X

= c ′δ(ξ′v+1 − ξ′′v+1) · · · δ(ξ′u − ξ′′u ), (3.33)

上式右边对从v + 1到u的每一个s值有一个δ因子. 用与得
到(3.20)式相似的程序改变基矢量的长度, 以使c ′等于1, 进一步利
用正交性定理, 最后得到

〈ξ′1 · · · ξ′u|ξ′′1 · · · ξ′′u 〉
= δξ′1ξ′′1 · · · δξ′vξ′′v δ(ξ′v+1 − ξ′′v+1) · · · δ(ξ′u − ξ′′u ). (3.34)

推广 从(3.34)式, 我们能推出(3.22)式或(3.24)式的推广, 即∑
ξ′1···ξ′v

∫
· · ·
∫
|ξ′1 · · · ξ′u〉 dξ′v+1 · · · dξ′u 〈ξ′1 · · · ξ′u| = 1, (3.35)

其中积分是(u − v)重的, 对一切有连续本征值的ξ积分, 而求和则
是对一切有分立本征值的ξ进行. 方程(3.34)与(3.35)给出在这种情
况下的基矢量的基本性质. 从(3.35)式, 我们能直接写出(3.25)式
或(3.26)式的推广, 以及(3.27)式或(3.28)式的推广.
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基矢量的性质 XI

进一步推广 刚才考虑的情况还能进一步推广, 即允许这些ξ中某几个既有分立
的本征值又有连续的本征值.

权重 在有一些问题中, 不取方程(3.33)中的c ′等于1, 而取它等于这
些ξ′的某一确定的函数反而更为方便. 称ξ′的这个函数为ρ′−1, 代
替(3.34)式的是

〈ξ′1 · · · ξ′u|ξ′′1 · · · ξ′′u 〉 =ρ′−1δξ′1ξ′′1 · · · δξ′vξ′′v
δ(ξ′v+1 − ξ′′v+1) · · · δ(ξ′u − ξ′′u ), (3.36)

而代替(3.35)式的是∑
ξ′1···ξ′v

∫
· · ·
∫
|ξ′1 · · · ξ′u〉 ρ′dξ′v+1 · · · dξ′u 〈ξ′1 · · · ξ′u| = 1. (3.37)

ρ′叫做这个表象的权重函数, ρ′dξ′v+1 · · · dξ′u就是加到变
量ξ′v+1 · · · ξ′u的空间中一个小体积元上的“权重”.
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基矢量的性质 XII

说明 引入一个不为1的权重, 完全是为了方便, 这并不使表象的数学能
力有任何的增加. 权重函数为ρ′的表象的基左矢〈ξ′1 · · · ξ′∗u | , 与权
重函数为1的相应表象的基左矢〈ξ′1 · · · ξ′u| , 按下式联系起来:

〈ξ′1 · · · ξ′∗u | = ρ′1/2 〈ξ′1 · · · ξ′u| , (3.38)

当我们有两个ξ, 它们是在三维空间中给出方向的极角θ与方位
角φ时, 就出现了一个权重不为1的有用表象的例子, 并且我们
取ρ′ = sin θ′. 这时, 在(3.37)式中就出现了立体角元sin θ′dθ′dφ′.
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线性算符的表象 I

算符的表述 对线性算符作同样的工作, 目的是要获得一个用数字集合来表述
全部抽象量的完全方案.
假定基矢量是对易可观察量的完全集ξ1, ξ2, · · · , ξu的共同本征矢
量. 如果α是任意的线性算符, 取一般的基左矢〈ξ′1 · · · ξ′u|与一般的
基右矢 |ξ′′1 · · · ξ′′u 〉, 并组成数

〈ξ′1 · · · ξ′u|α|ξ′′1 · · · ξ′′u 〉 (3.39)

这些数就足以完全决定α, 因为首先它们决定了右
矢α |ξ′′1 · · · ξ′′u 〉(由于它们提供了这个右矢的表示式), 而后者对所
有基右矢 |ξ′′1 · · · ξ′′u 〉的值就决定了α. (3.39)式的这些数就叫做线性
算符或力学变量α的表示式. 它们比右矢或左矢的表示式要复杂
一些, 复杂之处在于, 它们包含标记两个基矢量的参量, 而不是标
记一个基矢量的参量.
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线性算符的表象 II

一个算符 首先取只有一个ξ自己组成对易完全集的情况, 并假定它有分立的
本征值ξ′. 这时α的表示式是分立的数字集〈ξ′|α|ξ′′〉. 如果一定要
明确地写出这些数字来, 排列它们的自然方法是排成一个二维的
方阵, 其形式如下:

〈
ξ1|α|ξ1

〉 〈
ξ1|α|ξ2

〉 〈
ξ1|α|ξ3

〉
· · ·〈

ξ2|α|ξ1
〉 〈

ξ2|α|ξ2
〉 〈

ξ2|α|ξ3
〉
· · ·〈

ξ3|α|ξ1
〉 〈

ξ3|α|ξ2
〉 〈

ξ3|α|ξ3
〉
· · ·

...
...

...
. . .

 , (3.40)

其中ξ1, ξ2, ξ3, · · ·是ξ的全部本征值. 这样一个方阵叫做矩阵, 而这
些数叫做矩阵元. 我们约定, 这些矩阵元总是这样排列, 使得在同
一(横)行上的矩阵元总是与同一个本征左矢量有关, 而在同
一(竖)列上的矩阵元总是与同一本征右矢量有关.

对角元 与两个有同样标记的基矢量有关的矩阵元〈ξ′|α|ξ′〉叫做矩阵的对
角元. 如果取α等于1, 从(3.16)式得到, 所有对角元等于1, 而所有
其他矩阵元都为零. 这个矩阵就叫做单位矩阵.
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线性算符的表象 III

实算符 如果α是实算符, 我们有

〈ξ′|α|ξ′′〉 = 〈ξ′′|α|ξ′〉. (3.41)

这些条件对矩阵(3.40)式的效果是使对角元都为实数, 而其他矩阵
元每一个都等于对于对角线同它处于镜像位置上的矩阵元的共轭
复数. 这样的矩阵叫做Hermite矩阵.

对角矩阵 如果令α等于ξ, 一般的矩阵元为

〈ξ′|ξ|ξ′′〉 = ξ′ 〈ξ′|ξ′′〉 = ξ′δξ′ξ′′ . (3.42)

这样, 所有不在对角线上的矩阵元都为零. 这样的矩阵叫做对角
矩阵. 它的对角元恰恰等于ξ的本征值. 更一般地, 如果令α等
于ξ的函数f (ξ),

〈ξ′|f (ξ)|ξ′′〉 = f (ξ′)δξ′ξ′′ , (3.43)

而这个矩阵也是对角矩阵.
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线性算符的表象 IV

算符乘积 用两个线性算符α与β的表示式来决定它们的乘积αβ的表示式.
利用方程(3.22), 用ξ′′′来代其中的ξ′, 我们得到

〈ξ′|αβ|ξ′′〉 = 〈ξ′| α
∑
ξ′′′

|ξ′′′〉 〈ξ′′′|β|ξ′′〉

=
∑
ξ′′′

〈ξ′|α|ξ′′′〉 〈ξ′′′|β|ξ′′〉 . (3.44)

方程(3.44)表明, 由矩阵元〈ξ′|αβ|ξ′′〉做组成的矩阵, 等于由矩阵
元〈ξ′|α|ξ′′〉所组成的矩阵与由矩阵元〈ξ′|β|ξ′′〉所组成的矩阵按照
矩阵乘法的通用数学规则所得的乘积. 矩阵的乘法是不对易的,
如同线性算符的乘法一样.

总结 把只有一个ξ而它有分立的本征值的这种情况的结果总结如下,

1 任意线性算符由一矩阵表示.
2 单位算符由单位矩阵表示.
3 实算符由Hermite矩阵表示.
4 ξ及ξ的函数由对角矩阵表示.
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线性算符的表象 V

5 表示两线性算符的乘积的矩阵, 是表示这两个因子的矩阵的
乘积.

连续 再来考虑只有一个ξ, 但它有连续本征值的情况. α的表示式现在
是〈ξ′|α|ξ′′〉, 是两个能连续变化的变量ξ′与ξ′′的函数. 为了可以在
分立与连续的两种情况下使用同样的术语, 把这样的函数也称
为“矩阵”.
在推广了的意义下使用这一名词, 是比较方便的. 一个这种广义的
矩阵, 当然不能像普通矩阵一样, 写成为二维方阵的形式, 因为它
的行与列的数目是等于在一条线上的点的数目的无穷大, 而它的
矩阵元的数目则是等于在一个面上的点的数目的无穷大.
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线性算符的表象 VI

若干定义 安排关于这些推广的矩阵的若干定义, 以便上面对分立情况所得
的诸规则1-5对连续情况也都成立. 单位算符由δ(ξ′ − ξ′′)表示, 定
义由这些矩阵元所组成的广义矩阵为单位矩阵. α是实算符的条
件仍为方程(3.41), 而由矩阵元〈ξ′|α|ξ′′〉组成的广义矩阵若满足这
一条件时, 就定义它是Hermite的.
ξ是由下式表示,

〈ξ′|ξ|ξ′′〉 = ξ′δ(ξ′ − ξ′′), (3.45)

f (ξ)由

〈ξ′|f (ξ)|ξ′′〉 = f (ξ′)δ(ξ′ − ξ′′) (3.46)

代表, 而且定义由这些矩阵元所组成的广义矩阵为对角矩阵.
在(3.45)式及(3.46)式的右边, 如果相应地用ξ′′及f (ξ′′)作
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线性算符的表象 VII

为δ(ξ′ − ξ′′)的系数也完全一样. 根据(3.24)式, 现在有相当于方
程(3.44)的式子为

〈ξ′|αβ|ξ′′〉 =

∫
〈ξ′|α|ξ′′′〉 dξ′′′ 〈ξ′′′|β|ξ′′〉 , (3.47)

即用一积分代替求和, 定义由上式左边的矩阵元所组成的广义矩
阵为分别由〈ξ′|α|ξ′′〉与〈ξ′|β|ξ′′〉所组成的二矩阵的乘积.
用这一系列定义, 就保证了在分立情况与连续情况之间的完全平
行性, 1-5等结果对两种情况都成立.
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线性算符的表象 VIII

连续情况 发生了一般的对角矩阵如何定义的问题. 到此为止, 我们只是
把(3.45)式与(3.46)式的右边定义为对角矩阵的例子.
在分立情况下的对角矩阵有一重要性质是, 它们总是相互对易的,
而要求这个性质在连续情况下也成立. 为了要使由矩阵
元〈ξ′|ω|ξ′′〉所组成的矩阵在连续情况下与由(3.45)右边的矩阵所
组成的矩阵对易, 利用(3.47)式的乘法, 就必须有∫

〈ξ′|ω|ξ′′′〉 dξ′′′ξ′′′δ(ξ′′′ − ξ′′)

=

∫
ξ′δ(ξ′ − ξ′′′)dξ′′′ 〈ξ′′′|ω|ξ′′〉 .

即

〈ξ′|ω|ξ′′〉 ξ′′ = ξ′ 〈ξ′|ω|ξ′′〉 , (3.48)
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线性算符的表象 IX

这要求(ξ′ − ξ′′) 〈ξ′|ω|ξ′′〉 = 0. 此式给出

〈ξ′|ω|ξ′′〉 = c ′δ(ξ′ − ξ′′),

其中c ′是一个可以由ξ′决定的数. 因此〈ξ′|ω|ξ′′〉具有(3.46)式右边
的形式.

对角矩阵 为此原因, 定义只有其矩阵元有(3.46)式右边的形式的那些矩阵才
是对角矩阵. 容易验证, 这些矩阵全是相互对易的. 我们当然能够
组成另外的一些矩阵, 它们的(ξ′, ξ′′)矩阵元当ξ′显著地不同
于ξ′′时为零, 而当ξ′等于ξ′′时有另外形式的奇点, 但这些另外的矩
阵, 按照定义就不是对角的.

分立+连续 现在讨论另一情况, 即只有一个ξ, 而它既有分立的本征值, 又有
连续的本征值的情况. 用ξr , ξs来代表分立的本征值, 用ξ′, ξ′′代表
连续的本征值, 现在就有由四种量所组成的α的表示式, 这四种量
是〈ξr |α|ξs〉, 〈ξr |α|ξ′〉, 〈ξ′|α|ξr 〉和〈ξ′|α|ξ′′〉. 这些量全部放在一起,
可以被看成是组成一种更一般性的矩阵, 它既有某种分立的行与
列, 也有一个连续范围的行与列.
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线性算符的表象 X

一般推广 也对这种更一般性的矩阵定义单位矩阵, 矩阵, 对角矩阵, 两个矩
阵乘积等等, 使上述1-5的规则仍然成立.
回到一般情况, 即有几个ξ, 如ξ1, ξ2, · · · , ξu的情况. α的表示式,
即(3.29)式, 仍然可以看成是组成一个矩阵, 有相应
于ξ′1, ξ

′
2, · · · , ξ′u的各组不同值的行及相应于ξ′′1 , ξ′′2 , · · · , ξ′′u的各组

不同值的列. 除非所有ξ只有分立的本征值, 这个矩阵将是推广式
的, 即有连续范围的行与列. 再一次安排我们的定义, 以便规
则1-5能够成立, 规则4推广为,

4. 每一ξm (m = 1, 2, · · · , u)以及它们的任意函数, 由对角矩阵
表示.
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线性算符的表象 XI

对角矩阵现在定义为一个矩阵, 其一般矩阵元
〈ξ′1 · · · ξ′u|ω|ξ′′1 · · · ξ′′u 〉 在 ξ1 · · · ξv具有分立本征值, 而ξv+1 · · · ξu具
有连续本征值的情况下具有下列形式,

〈ξ′1 · · · ξ′u|ω|ξ′′1 · · · ξ′′u 〉 =c ′δξ′1ξ′′1 · · · δξ′vξ′′v δ(ξ′v+1 − ξ′′v+1)

· · · δ(ξ′u − ξ′′u ), (3.49)

式中c ′为各ξ′的任意函数. 这个定义是对一个ξ的定义的推广, 它
使对角矩阵总是相互对易的.

矩阵与算符 现在, 线性算符总可以用矩阵来表示. 两个线性算符之和由表示
它们的矩阵的和来表示. 这一点加上规则5, 就等于说, 矩阵与线
性算符服从同样的代数关系.
如果在某些线性算符之间有任意的代数方程成立, 则对代表这些
线性算符的矩阵, 同样的代数方程一定也是成立的.
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表象理论 线性算符的表象

线性算符的表象 XII

右矢 矩阵的方案能推广到左矢量与右矢量的表示式中. 表示线性算符
的矩阵全是正方矩阵, 其行数与列数相同, 可以把右矢 |P〉的表示
式看成为一个单列矩阵, 把所有组成这个表示式的
数〈ξ′1 · · · ξ′u|P〉一个放在另一个下面排起来. 这个矩阵的行数等于
表示线性算符的正方矩阵的行数或列数. 这种单列矩阵能被表示
线性算符的正方矩阵左乘, 其规则类似于两个正方矩阵的乘法. 乘
积是一个单列矩阵, 其矩阵元为∑

ξ′′1 ···ξ′′v

∫
· · ·
∫
〈ξ′1 · · · ξ′u|α|ξ′′1 · · · ξ′′u 〉 dξ′′v+1

· · · dξ′′u 〈ξ′′1 · · · ξ′′u |P〉 .

从(3.35)式看到, 上式恰好等于α |P〉的表示式〈ξ′1 · · · ξ′u|α|P〉.
左矢 同样地, 可以把左矢〈Q|的表示式看成一个单行矩阵, 即把

数〈Q|ξ′1 · · · ξ′u〉全部一个挨一个地排起来. 这样的单行矩阵可以被
一个正方矩阵〈ξ′1 · · · ξ′u|α|ξ′′1 · · · ξ′′u 〉右乘, 乘积是另一个单行矩阵,
它恰是〈Q| α的表示式.
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表象理论 线性算符的表象

线性算符的表象 XIII

标量积 表示〈Q|的单行矩阵也可以被表示 |P〉的单列矩阵右乘, 乘积是一
个只有一个矩阵元的矩阵, 等于〈Q|P〉.

并矢 表示〈Q|的单行矩阵可以被表示 |P〉的单列矩阵左乘, 乘积是一正
方矩阵, 它恰好就是 |P〉 〈Q|的表示式.

代数 这样, 所有的抽象符号, 即线性算符, 左矢量与右矢量都能用矩阵
表示, 这些矩阵与这些抽象符号本身服从同样的代数关系.
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表象理论 几率幅

几率幅 I

几率 表象提供了一个方便的方法去求得可观察量具有给定值的几率.
一组对易可观察量ξ, η, ζ, · · ·对一给定态 |x〉同时分别有特定
值a, b, c , · · ·的几率Pabc··· = 〈x |δξaδηbδζc · · · |x〉. 现在, 把这一结
果应用于对易可观察量的完全集, 例如用于已研究过的ξ的集合.
对相应于归一的右矢量 |x〉的态, 每个ξr有值ξ

′
r的几率是

Pξ′1···ξ′u =
〈
x |δξ1ξ′1

δξ2ξ′2
· · · δξuξ′u |x

〉
. (3.50)

分立 如果各ξ全有分立的本征值,

Pξ′1···ξ′u =
∑
ξ′′1 ···ξ′′u

〈
x |δξ1ξ′1

δξ2ξ′2
· · · δξuξ′u |ξ

′′
1 · · · ξ′′u

〉
〈ξ′′1 · · · ξ′′u |x〉

=
∑
ξ′′1 ···ξ′′u

〈
x |δξ′′1 ξ′1δξ′′2 ξ′2 · · · δξ′′u ξ′u |ξ

′′
1 · · · ξ′′u

〉
〈ξ′′1 · · · ξ′′u |x〉

= 〈x |ξ′1 · · · ξ′u〉 〈ξ′1 · · · ξ′u|x〉

= |〈ξ′1 · · · ξ′u|x〉|
2
. (3.51)
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表象理论 几率幅

几率幅 II

分立与连续 如果各个ξ不全是有分立的本征值, 而是, ξ1, · · · , ξv有分立的本征
值, ξv+1, · · · , ξu有连续的本征值, 几率指每一ξr (r = 1, · · · , v)有一
指定的值ξ′r , 同时每一ξs(s = v + 1, · · · , u)有一值在指定的小区
域ξ′s到ξ

′
s + dξ′s之中的几率. 按以前的方法来作, 这个几率为

Pξ′1···ξ′udξ
′
v+1 · · · dξ′u = |〈ξ′1 · · · ξ′u|x〉|

2
dξ′v+1 · · · dξ′u. (3.52)

于是, 在各种情况下, 对各ξ的值的几率分布, 都是有所涉及的态
相联系的归一化右矢量的表示式的模数的平方给出的.

几率幅 由于这一原因, 可以把组成归一右矢(或左矢)的表示式的数字称
为几率幅. 几率幅的模数的平方是一个普通的几率, 或者对那些有
连续值的变量, 它是在单位区域内的几率.

非归一化 一个态相应的右矢 |x〉如果不能归一化. 这样, 公
式(3.51)或(3.52)仍能用以给出各ξ有指定值或有一值在指定的小
区域之中的相对几率, 亦即它将正确地给出不同的ξ′的几率之比.
这些数〈ξ′1 · · · ξ′u|x〉因而可以称为相对几率幅.
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表象理论 几率幅

几率幅 III

对角表象 使上述诸结果成立的表象的特征是, 基矢量是所有ξ的共同本征矢
量. 它的特征也可用下述要求表述, 即各个ξ都由对角矩阵来表示,
容易看出这个条件与前一个是等效的. 通常后一特征表示法是更
方便的. 将把它简单地表述为各个ξ在表象中是对角的.

确定性 只要这些ξ组成对易可观察量的完全集, 除开基矢量的任意相因子
之外, 这一特征表示法就完全决定了表象.

实际计算 在量子力学的实际问题中计算出的几率, 几乎总是从几率幅或相
对几率幅的模数的平方得出的. 甚至当关心的值是对易可观察量
的一个不完全集的几率时, 也必需首先用引进某些附加的对易可
观察量的办法来作出一个完全集, 并求出这个完全集能有指定值
的几率(即几率幅的模数的平方), 然后再对附加可观察量的所有
可能值进行求和或积分.

做法 为了在实践中引进一个表象, 要做到,
1 找出一些可观察量, 它们是希望使之对角化的, 这或者是因为
关心它们的几率, 或者是为了数学上简单化的缘故.
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表象理论 几率幅

几率幅 IV
2 必须留心, 一定要它们全是对易的. 这是个必要的条件, 因为
对角矩阵总是对易的.

3 然后检查它们是否组成一个完全对易集, 如果不是,就加进某
些另外的对易可观察量, 使之成为完全对易集.

4 建立一正交表象, 使这个完全对易集是对角的.

这样, 除了任意的相因子之外, 表象就完全决定了.

表象变换 我们关心的也可能是同一力学系统的两种表象. 假定在一个表象
里, 对易可观察量的完全集ξ1, ξ2, · · · , ξu是对角的, 基左矢
为〈ξ′1ξ′2 · · · ξ′u| , 而在另一个表象里, 另一对易可观察量的完全
集η1, η2, · · · , ηw是对角的, 基左矢是〈η′1 · · · η′w | . 现在一个右
矢 |P〉将有两个表示式, 即〈ξ′1 · · · ξ′u|P〉与〈η′1 · · · η′w |P〉. 如
果ξ1, · · · , ξv有分立本征值, ξv+1, · · · , ξu有连续本征值, 又如
果η1, · · · , ηx有分立本征值, ηx+1, · · · , ηw有连续的本征值,

〈η′1 · · · η′w |P〉 =
∑
ξ′1···ξ′v

∫
· · ·
∫
〈η′1 · · · η′w |ξ′1 · · · ξ′u〉
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几率幅 V

dξ′v+1 · · · dξ′u 〈ξ′1 · · · ξ′u|P〉 , (3.53)

让ξ与η对换, 得

〈ξ′1 · · · ξ′u|P〉 =
∑
η′1···η′x

∫
· · ·
∫
〈ξ′1 · · · ξ′u|η′1 · · · η′w 〉

dη′x+1 · · · dη′w 〈η′1 · · · η′w |P〉 . (3.54)

这两式是变换方程, 它们给出, |P〉的一个表示式如何用另一个表
示式表示出来.
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几率幅 VI

变换函数 任一表示式可以表示为另一表示式的线性组合, 而其系数为下列
量

〈η′1 · · · η′w |ξ′1 · · · ξ′u〉 , 〈ξ′1 · · · ξ′u|η′1 · · · η′w 〉 , (3.55)

这些量叫做变换函数. 为联系一个左矢, 或一线性算符的两种表
示式, 也可以写出相类似的方程. 变换函数(3.55)式在每一情况下,
都是能使我们从一个表象过渡到另一表象的工具. 变换函数中每
一个是另一个的共轭复数, 它们并且满足条件∑

ξ′1···ξ′v

∫
· · ·
∫
〈η′1 · · · η′w |ξ′1 · · · ξ′u〉 dξ′v+1

· · · dξ′u 〈ξ′1 · · · ξ′u|η′′1 · · · η′′w 〉
= δη′1η′2 · · · δη′xη′′x δ(η′x+1 − η′′x+1) · · · δ(η′w − η′′w ) (3.56)

以及由ξ与η对调而得的相应条件.
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几率幅 VII

特例 变换函数是几率幅或相对几率幅的特例. 取所有ξ与所有η都有分
立值的情况. 基右矢 |η′1 · · · η′w 〉是归一的, 所以它在ξ表象中的表示
式〈ξ′1 · · · ξ′u|η′1 · · · η′w 〉是对于一组ξ′的值的几率幅. 这些几率幅所关
系到的态, 即相应于 |η′1 · · · η′w 〉的态由下述条件定出, 条件
是η1, · · · , ηw的同时测量肯定给出结果η′1, · · · , η′w . 因此,
| 〈ξ′1 · · · ξ′u|η′1 · · · η′w 〉 |2是对于各η肯定有值η′1, · · · , η′w的态, 各个ξ有
值ξ′1, · · · , ξ′u的几率. 因为

| 〈ξ′1 · · · ξ′u|η′1 · · · η′w 〉 |2 = | 〈η′1 · · · η′w |ξ′1 · · · ξ′u〉 |2,

倒易定理 对各η肯定有值η′的态, 各ξ有值ξ′的几率, 等于对各ξ肯定有值ξ′的
态, 各η有值η′的几率.
如果所有的η有分立本征值, 而某些ξ有连续本征值,
| 〈ξ′1 · · · ξ′u|η′1 · · · η′w 〉 |2 仍然给出对η肯定有值η′的态的ξ值的几率
分布. 如果某些η有连续本征值, |η′1 · · · η′w 〉就不是归一化的, 那时
| 〈ξ′1 · · · ξ′u|η′1 · · · η′w 〉 |2只给出对η肯定有值η′的态的ξ值的相对几率
分布.
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关于可观察量函数的若干定理

定理3.1. 与可观察量ξ对易的线性算符, 必定也与ξ的任意函数对易.

定理3.2. 线性算符如果与对易可观察量完全集之中的每一个可观察量相对
易, 则它是这些可观察量的函数.

定理3.3. 如有一可观察量ξ及一线性算符g , 如果与ξ对易的任意线性算符也
与g对易, 那么, g就是ξ的函数.
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表象理论 符号上的发展

符号上的发展 I

表象理论 在一个对易可观察量的完全集ξ1, ξ2, · · · , ξu是对角的表象中, 任意
右矢|P〉有表达式〈ξ′1 · · · ξ′u|P〉, 或者简写为〈ξ′|P〉. 这个表示式是
变量ξ′的一个确定函数, 记为ψ(ξ′).

标记 函数ψ完全决定了右矢|P〉, 可以用来标记这个右矢, 以代替任意
的标记P. 符号上,

如果 〈ξ′|P〉 = ψ(ξ′),
那么 |P〉 = |ψ(ξ)〉 . (3.57)

要让|P〉等于|ψ(ξ)〉, 而不是|ψ(ξ′)〉. 因为|P〉不是由ξ的一组特定本
征值所决定, 而是由函数ψ的形式所决定.
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符号上的发展 II

可观察量函数 若f (ξ)是可观察量ξ1, · · · , ξu的任意函数, 则f (ξ) |P〉的表示式

〈ξ′|f (ξ)|P〉 = f (ξ′)ψ(ξ′)

按照(3.57)式, 令

f (ξ) |P〉 = |f (ξ)ψ(ξ)〉 .

那么

f (ξ) |ψ(ξ)〉 = |f (ξ)ψ(ξ)〉 . (3.58)

新符号规则 竖线|可以不用.

如果 〈ξ′|P〉 = ψ(ξ′),
那么 |P〉 = ψ(ξ)〉 . (3.59)

如果不致引起混乱, 还可以将ψ(ξ)〉缩写为ψ〉.
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符号上的发展 III

标准右矢 ψ(ξ)〉可以当成线性算符ψ(ξ)与一个右矢的乘积, 这个右矢简单地
用没有标记的 〉代表, 称之为标准右矢. 任意右矢都能表示为ξ的
函数乘以标准右矢.

基右矢 |P〉为基右矢|ξ′′〉时, 若ξ1 · · · ξv有分立本征值, ξv+1 · · · ξu有连续本
征值, 那么

|ξ′′〉 = δξ1ξ′′1
· · · δξvξ′′v δ(ξv+1 − ξ′′v+1) · · · δ(ξu − ξ′′u ), (3.60)

标准右矢的特征条件是, 表示式〈ξ′|〉在变量ξ′的全部区域内都为1.

进一步缩写 将标准右矢的符号 〉省略. 一般右矢简单地写成可观察量ξ的函数,
叫做波函数. 波函数体现的符号系统就是通常大多数用以在量子
力学中进行计算的符号系统. 波函数只能被算符左乘.

左矢 把一个表示式〈Q|ξ′〉为φ(ξ′)的左矢〈Q|写为〈φ(ξ)|. 用此符号
时|ψ(ξ)〉的共轭虚量是

〈
ψ̄(ξ)

∣∣. 如果一个右矢的标记包含复数或复
函数, 则其共轭虚量左矢的标记应包含共轭复量或共轭复函数.
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符号上的发展 IV

标准左矢 可以把〈φ(ξ)当成是线性算符φ(ξ)乘在标准左矢〈上, 〈是 〉的共轭
虚量. 也可以省略标准左矢, 于是一般的左矢写成φ(ξ), 它是波函
数的共轭复量. 波函数的共轭复量只能被任意线性算符右乘.

三量积 形如〈f (ξ)〉的三量积, 是一个数, 等于f (ξ)对ξ的本征值的全部区域
求和或积分,

〈f (ξ)〉 =
∑
ξ′1···ξ′v

∫
· · ·
∫

f (ξ′)dξ′v+1 · · · dξ′u (3.61)

复杂力学系统 一个系统的力学变量可以分为两个集, 例如集A与集B, 集A中的
任一力学变量, 与集B中的任意力学变量对易. 一般的力学变量一
定可以表示为A 变量与B变量的共同函数. 考虑另外的力学系统,
其中一个系统A, 力学变量全是A变量, 另一个系统B, 力学变量全
是B变量. 原来的系统可看成是系统A与B按照下述方案得到的组
合,
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符号上的发展 V

数学形式 系统A的任意右矢 |a〉, B的任意右矢|b〉, 假定它们有一乘积|a〉 |b〉,
对这种乘积交换律和分配律成立, 即

|a〉 |b〉 = |b〉 |a〉
{c1 |a1〉+ c2 |a2〉} |b〉 =c1 |a1〉 |b〉+ c2 |a2〉 |b〉 ,
|a〉 {c1 |b1〉+ c2 |b2〉} =c1 |a〉 |b1〉+ c2 |a〉 |b2〉 ,

其中的c1和c2是数. 对任意A变量作用于乘积|a〉 |b〉上, 是假定A变
量之作用于因子|a〉上而与因子|b〉对易, 对任意B变量类似 (这使
得每一A变量与每一B变量对易). 原来系统的任意力学变量都能
作用在乘积|a〉 |b〉上, 这个乘积可以看成是原来系统的一个右矢,
因而可以写成|ab〉. 按此方式, 有基本方程

|a〉 |b〉 = |b〉 |a〉 = |ab〉 (3.62)
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符号上的发展 VI

具体表示 A系统, 可观察量完全集ξA, 基左矢〈ξ′A|; B系统, 可观察量完全
集ξB , 基左矢〈ξ′B |. 乘积

〈ξ′A| 〈ξ′B | = 〈ξ′Aξ′B | (3.63)

将提供原来系统一个表象的基左矢. 在此表象中, ξA和ξB都是对
角的, 这些ξA和ξB在一起组成原来系统对易可观察量的完全集.

右矢表示 从(3.62)和(3.63), 可得

〈ξ′A|a〉 〈ξ′B |b〉 = 〈ξ′Aξ′B |ab〉 , (3.64)

上式表明, |ab〉的表示式等于|a〉和|b〉在它们各自相关表象中的表
示式的乘积.

标准右矢 A系统, 〉A; B系统, 〉B . 原来系统, 则为 〉A 〉B , 任意右矢表示为

ψ(ξA, ξB) 〉A 〉B . (3.65)
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符号上的发展 VII

个别处理 有可能希望对B系统用一个特定的表象, 而A系统不引入任何特定
表象. 此时, A系统不用标准右矢.原来系统的任意右矢为

|ξB〉 〉B , (3.66)

其中|ξB〉是针对A系统的一个右矢, 也是ξB的函数, 即对ξB的每一
组值, 它是A系统中的一个右矢.

一般推广 三个或更多的集
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量子条件 Poisson括号

Poisson括号 I

态和可观察量 至此为止, 已建立了一个普遍的数学方案, 这个方案联系着量子
力学中的态与可观察量. 这个方案的显著特点之一是, 可观察量及
一般的力学变量, 在此方案中表现为不服从乘法交换律的量.

对易关系 现在, 就有必要去求出一些代替乘法交换律的方程, 即当ξ与η是任
意可观察量或力学变量时, 这些方程将告诉我们ξη − ηξ的值. 只
有当这种方程知道了, 才有一个完整的力学方案来代替经典力学.
这些新方程就称为量子条件或称为对易关系.

经典规则 经典力学在某些条件下提供力学系统的正确描述, 这些条件即是,
组成系统的粒子与物体具有足够大的质量, 使得伴随观察而来的
干扰可以忽略. 经典力学因而必定是量子力学的一个极限情况.
因此, 我们应当期望, 在经典力学中可以找到一些重要概念, 它们
是与量子力学中的重要概念相当的; 并且, 根据对经典力学与量子
力学之间的类比的普遍性质的了解, 可能希望得到量子力学的一
些规则与定理, 它们表现为经典力学中一些周知的结果的简单推
广; 特别是, 可以希望得到量子条件, 它们表现为所有力学变量都
对易的经典规则的简单推广.1
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量子条件 Poisson括号

Poisson括号 II

坐标和动量 正则坐标q与正则动量p. 任意的力学变量都可以用一组正则坐标
与正则动量表示出来.

Poisson括号 在一般力学理论中, 有一个重要的概念, 就是Poisson括号. 任意两
个力学变量u及v有一个Poisson括号, 我们用[u, v ]代表它, 定义为

[u, v ] =
∑
r

{
∂u

∂qr

∂v

∂pr
− ∂u

∂pr

∂v

∂qr

}
, (4.1)

这里, 为了进行微分, 把u及v看成为一组正则坐标qr与正则动
量pr的函数. Poisson括号[u, v ]是完全定义了的.
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量子条件 Poisson括号

Poisson括号 III

性质 从Poisson括号的定义, 即(4.1)式, 立刻就可得到Poisson括号的主
要性质.

[u, v ] =− [v , u], (4.2)

[u, c] =0 (4.3)

其中c是数(它可被当成是力学变量的特例),

[u1 + u2, v ] = [u1, v ] + [u2, v ] ,
[u, v1 + v2] = [u, v1] + [u, v2] ,

}
(4.4)

[u1u2, v ] = [u1, v ] u2 + u1 [u2, v ] ,
[u, v1v2] = [u, v1] v2 + v1 [u, v2] .

}
(4.5)

还有很容易证明的恒等式

[u, [v ,w ]] + [v , [w , u]] + [w , [u, v ]] = 0. (4.6)

与方程(4.4)表示, Poisson括号[u, v ]线性地包含着u和v , 而方
程(4.5)则与对乘积微分的一般规则相对应.
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量子条件 Poisson括号

Poisson括号 IV

量子类比 现在试图引进量子的Poisson括号, 它将与经典的Poisson括号类似.
假定量子的Poisson括号满足(4.2)-(4.6)各式的全部条件. 在方
程(4.5)的第一式中, 因子u1与u2的次序应当在整个方程中不变, 就
象我们这里所写出的一样, 对方程(4.5)的第二式中的v1与v2也有
同样要求. 这些条件已经足够唯一地决定量子的Poisson括号的形
式, 这一点可以从下面的推理看出. 用两种不同的方法算
出Poisson括号[u1u2, v1v2], 因为可以先用两个(4.5)式中的任一个,
即是

[u1u2, v1v2] =[u1, v1v2]u2 + u1[u2, v1v2]

={[u1, v1]v2 + v1[u1, v2]}u2

+ u1{[u2, v1]v2 + v1[u2, v2]}
=[u1, v1]v2u2 + v1[u1, v2]u2

+ u1[u2, v1]v2 + u1v1[u2, v2],
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量子条件 Poisson括号

Poisson括号 V

以及

[u1u2, v1v2] =[u1, v1v2]u2 + u1[u2, v1v2]

=[u1, v1]u2v2 + u1[u2, v1]v2

+ v1[u1, v2]u2 + v1u1[u2, v2].

令这两个结果相等, 得到

[u1, v1](u2v2 − v2u2) = (u1v1 − v1u1)[u2, v2].

因为此条件对u1与v1永远成立, 与u2与v2完全无关, 必然有

u1v1 − v1u1 =i~[u1, v1]

u2v2 − v2u2 =i~[u2, v2]

其中~必然既与u1与v1无关, 也与u2与v2无关, 并且还必然
与(u1v1 − v1u1)对易. 由此得知, ~必定是简单的数. 我们希望两个
实变数的Poisson括号是实的, 象在经典理论中一样; 而这就要求,
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量子条件 Poisson括号

Poisson括号 VI

当这里引进了系数i时, ~应为一实数. 于是, 任意两变量u与v的量
子括号[u, v ]的下列定义,

uv − vu = i~[u, v ], (4.7)

其中, ~是一个新的普适恒量, 它的量纲是作用量. 为使理论可能
与实验一致, 必须取~等于h/2π, 其中h是由Planck提出的普适恒
量, 一般称之为Planck恒量. 容易验证, 量子Poisson括号满足所
有(4.2), (4.3), (4.4), (4.5)与(4.6)式等条件.
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量子条件 Poisson括号

Poisson括号 VII

量子条件 寻找量子条件的问题, 现在简化为在量子力学中决定Poisson括号
的问题. (4.7)式所定义的量子的Poisson括号与(4.1)式所定义的经
典Poisson括号之间的强烈类似性, 使我们作出假定, 量子
的Poisson括号, 或者至少是其中的较简单的, 与相应的经
典Poisson括号有相同的值. 最简单的Poisson括号是那些包含正则
坐标与正则动量本身的Poisson括号, 它们在经典理论中有值如下,

[qr , qs ] = 0, [pr , ps ] = 0,
[qr , ps ] = δrs .

}
(4.8)

因而假定, 相应的量子的Poisson括号也有(4.8)式给出之值. 借
助(4.7)式消去量子的Poisson括号, 就得到方程

qrqs − qsqr = 0, prps − pspr = 0,
qrps − psqr = i~δrs .

}
(4.9)

这些就是基本量子条件. 它们指明, 在正则坐标与正则动量之间,
不对易性在于何处.
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量子条件 Poisson括号

Poisson括号 VIII

计算基础 它们也为计算其他力学变量间的对易关系提供了一个基础. 例如,
如果ξ与η是q与p的任意两个函数, 并可表示为幂级数, 可重复地
运用(4.2), (4.3), (4.4)与(4.5)式的规则而把ξη − ηξ或[ξ, η]表
为(4.8)式给出的基本Poisson括号, 并从而计算出来. 在简单的情
况下, 结果常常与经典结果是相同的, 或者与经典结果的区别仅在
于要求在乘积中各因子有一特殊的次序, 这种次序在经典理论中
当然是不重要的. 即令当ξ与η是q与p的更一般的函数, 不能表示
为幂级数, 方程(4.9)仍然足以决定ξη − ηξ的值. 因此, 对于所有那
些有经典类比并能用正则坐标与正则动量来描述的力学系统, 方
程(4.9)给出了寻找量子条件问题的解答. 但是这样的系统并未包
括量子力学中全部可能的系统.

郑惠南 (USTC) 量子力学 2022 年春季 125 / 443



量子条件 Poisson括号

Poisson括号 IX

经典极限 方程(4.7)与(4.9)为量子力学与经典力学之间的类比提供了基础.
它们表明, 经典力学可以看成是, 量子力学当~趋于零时的极限情
况. 在量子力学中Poisson括号是一纯粹的代数概念, 因而是比经
典Poisson括号更为基本的概念, 经典Poisson括号只能对于一组正
则坐标与正则动量来定义. 为此原因, 正则坐标与正则动量在量子
力学中的重要性就要比在经典力学中小些, 事实上, 在量子力学里
可以有一个正则坐标与正则动量不存在的系统, 而仍能
给Poisson括号以意义. 这样的系统会是一个没有经典类比的系统,
当然不能用这里描述的方法来得到它的量子条件.

郑惠南 (USTC) 量子力学 2022 年春季 126 / 443



量子条件 Poisson括号

Poisson括号 X

不同自由度 从方程(4.9), 我们看到, 有不同下角标r与s的两个变量总是对易
的. 由此得出, 当r与s不相同时, qr与pr的任意函数将与qs与ps的
任意函数相互对易. r的不同值相应于力学系统的不同自由度,
联系于不同自由度的力学变量都是对易的. 这个规则因为是
从(4.9)是推导出的, 仅仅在力学系统有经典类比时才是证明了的;
但是, 我们假定它一般地成立. 这样就对于不存在正则坐标与正则
动量的力学系统寻求量子条件的问题, 作出了一个开端, 只要能对
不同自由度给以意义即可, 而借助于物理了解, 有时是能够做到这
一点的.
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量子条件 Poisson括号

Poisson括号 XI

集合划分 可以把力学变量划分成几个集合, 每一集合中的任意力学变量与
另一集合的任意力学变量相对易, 我们看到了这种划分的物理意
义了. 每一集合相应于某些自由度, 或者可能就是相应于一个自由
度. 这个划分可能相应于把力学系统分解成它的组成部分的物理
过程, 其中每一组成部分能够本身自成一物理系统, 另外一种可能
是, 这种划分也可能仅仅是一数学过程, 它把力学系统分解为在物
理上不能分开的自由度, 例如, 由有内部结构的粒子组成的系统,
就可能分为描述粒子质心运动的自由度与那些描述内部结构的自
由度.

1场连同其中的电荷的作用量表示为(朗道 等, 2012)

S = −
∫

mcds +

∫
e

c
Aµdx

µ +
i

16πc

∫
F 2
µνdΩ

其中 dΩ = dxdydzdτ , dτ = icdt, Fµν = ∂Aν
∂xµ
− ∂Aµ

∂xν
.
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量子条件 Schrödinger表象

Schrödinger表象 I

坐标表象 研究一个具有n个自由度而又有经典类比的力学系统, 因而可以用
正则坐标与正则动量qr , pr (r = 1, 2, · · · , n)来描述. 假定坐
标qr全是可观察量, 并有连续范围的本征值. 建立q为对角的表象.
此表象称为坐标表象.

完全对易集 对这种力学系统, 产生了q是否组成完全对易集的问题. 一眼看上
去, 它们是组成完全对易集这一点似乎是很显然的. 假定它们的确
如此, 由于q组成完全对易集, 这个表象就固定了, 只是其中还有
任意的相因子.

一个坐标 考虑n = 1的情况, 这时只有一个q与一个p, 满足

qp − pq = i~. (4.10)

任意右矢可以写成标准右矢的符号ψ(q)〉.
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量子条件 Schrödinger表象

Schrödinger表象 II

微商 由它可以组成另一右矢 dψ
dq

〉
, 其表示式是原来右矢表示式的微商.

这一新右矢是原来右矢的线性函数, 并因而是某一线性算符作用
于原来右矢上的结果. 称此线性算符为 d

dq , 就有

d

dq
ψ〉 =

dψ

dq

〉
. (4.11)

对所有函数ψ成立的方程(4.11)定义了线性算符 d
dq . 我们有

d

dq

〉
= 0. (4.12)
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量子条件 Schrödinger表象

Schrödinger表象 III

作用于左矢 把它作用于一个左矢〈φ(q)上, 乘积
〈
φ d

dq由下式定义,{〈
φ
d

dq

}
ψ
〉

=
〈
φ

{
d

dq
ψ
〉}

, (4.13)

它对所有函数ψ(q)成立. 取表示式, 得2∫ 〈
φ
d

dq

∣∣∣q′〉dq′ψ(q′) =

∫
φ(q′)dq′

dψ(q′)

dq′
. (4.14)

用分部积分法把右边进行变换, 得∫ 〈
φ
d

dq

∣∣∣q′〉dq′ψ(q′) = −
∫

dφ(q′)

dq′
dq′ψ(q′), (4.15)

只要积分上下限的贡献为零, 这一点给出〈
φ
d

dq

∣∣∣q′〉 = −dφ(q′)

dq′
= −dφ(q′)

dq′
,
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量子条件 Schrödinger表象

Schrödinger表象 IV

它表明

〈φ d

dq
= −

〈
dφ

dq
. (4.16)

因此, d
dq向左边作用于波函数的共轭复量, 其意义为对q进行微分

并加一负号.

条件 这个结果的正确定取决于是否能够使(4.14)是过渡到(4.15)式, 这
一点要求我们必须限制在那些左矢与右矢, 使它们相应于那些满
足适当的边界条件的波函数. 通常在实际上成立的边界条件是,
它们在边界上为零. 这些条件并不限制理论在物理上的应用, 而
是正相反, 它们通常也正是从物理基础出发所要求的.

纯虚算符 从(4.16)式知 d
dqψ

〉
或 dψ

dq

〉
的共轭虚量是

〈
dψ̄
dq或−

〈
ψ̄ d

dq , 注意到这一

点就能计算出线性算符 d
dq的共轭复量. 由此得 d

dq的共轭复量

是− d
dq , 所以, d

dq是一个纯虚的线性算符.
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量子条件 Schrödinger表象

Schrödinger表象 V

表示式 为得到 d
dq的表示式, 应用公式(3.60), 就有

|q′′〉 = δ(q − q′′)〉 , (4.17)

所以

d

dq
|q′′〉 =

d

dq
δ(q − q′′)〉 , (4.18)

因而〈
q′
∣∣∣∣ ddq

∣∣∣∣ q′′〉 =
d

dq′
δ(q′ − q′′). (4.19)

d
dq的表示式中包含有δ函数的微分.
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量子条件 Schrödinger表象

Schrödinger表象 VI

对易关系 计算 d
dq与q的对易关系,

d

dq
qψ〉 =

d(qψ)

dq

〉
= q

d

dq
ψ〉+ ψ〉 . (4.20)

因为此式对任意右矢ψ〉成立,

d

dq
q − q

d

dq
= 1. (4.21)

把此结果与(4.10)式比较, 我们看到−i~ d
dq与q的对易关系

和p与q的对易关系是相同的.
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量子条件 Schrödinger表象

Schrödinger表象 VII

推广 把上述工作推广到任意n的情况, 把一般右矢写
为ψ(q1 · · · qn)〉 = ψ〉, 并引进个线性算符 ∂

∂qr
(r = 1, · · · , n), 它们

能按照下列公式作用于右矢ψ〉,

∂

∂qr
ψ〉 =

∂ψ

∂qr

〉
, (4.22)

此式相当于(4.11)式, 也有

∂

∂qr

〉
= 0 (4.23)

相当于(4.12)式. 如果限制于研究那些左矢与右矢. 它们相应于满
足边界条件的波函数, 则这些线性算符也能按照公式

〈φ ∂

∂qr
= −

〈
∂φ

∂qr
(4.24)

作用于左矢, 此式相当于(4.16)式.
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量子条件 Schrödinger表象

Schrödinger表象 VIII

因此, ∂
∂qr
能向左边作用于波函数的共轭复量, 此时, 它的意义是

对qr的偏微分并加一负号. 与前面一样, 发现, 每个 ∂
∂qr
都是纯虚的

线性算符. 相当于(4.21)式, 有对易关系

∂

∂qr
qs − qs

∂

∂qr
= δrs . (4.25)

还有

∂

∂qr

∂

∂qs
ψ〉 =

∂ψ

∂qr∂qs

〉
=

∂

∂qs

∂

∂qr
ψ〉 , (4.26)

它表明

∂

∂qr

∂

∂qs
=

∂

∂qs

∂

∂qr
. (4.27)
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量子条件 Schrödinger表象

Schrödinger表象 IX

把(4.25)式和式(4.27)与

qrqs − qsqr = 0, prps − pspr = 0,
qrps − psqr = i~δrs .

}
比较, 线性算符−i~ ∂

∂qr
与q的对易关系和p与q的对易关系相同; 它

们自己之间的对易关系也与各p之间的对易关系相同.

可以取

pr = −i~ ∂

∂qr
(4.28)

而不引起任何前后矛盾.
这种可能性使我们看到, q一定组成可观察量的完全对易集, 因为
这就意味着q与p的任何函数都可以看成是q与−i~ ∂

∂q的函数, 因而

除非它是只含q的函数, 否则它就不能与所有的q对易.
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量子条件 Schrödinger表象

Schrödinger表象 X

方程(4.28)并非必然成立的. 但在任何情况下, pr + i~ ∂
∂qr
每一个都

与所有的q对易, 所以它们每一个都是q的函数, 从定理3.2得到

pr = −i~ ∂

∂qr
+ fr (q). (4.29)

因为pr和−i~ ∂
∂qr
都是实的, fr (q)必定是实的. 对q的任意函数f有

∂

∂qr
f ψ〉 = f

∂

∂qr
ψ〉+

∂f

∂qr
ψ〉 ,

它表明

∂

∂qr
f − f

∂

∂qr
=

∂f

∂qr
(4.30)

现在借助于(4.29)式, 可以推导出普适公式

pr f − fpr = −i~ ∂f
∂qr

. (4.31)
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量子条件 Schrödinger表象

Schrödinger表象 XI

这个公式也可以用Poisson括号的符号写为

[f , pr ] =
∂f

∂qr
. (4.32)

它与在经典理论中得到的完全一样.

进一步地, 由(4.27)和(4.29)式

(pr − fr )(ps − fs) = (ps − fs)(pr − fr )

借助于量子条件prps = pspr , 此式简化为

pr fs + frps = ps fr + fspr ;

借助于(4.31)式, 上式又简化为

∂fs
∂qr

=
∂fr
∂qs

, (4.33)
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量子条件 Schrödinger表象

Schrödinger表象 XII

它表明, 函数fr的形式都是

fr =
∂F

∂qr
, (4.34)

其中F与r无关. 方程(4.29)现在变成

pr = −i~ ∂

∂qr
+
∂F

∂qr
. (4.35)

相因子 我们一直应用了一个表象, 这个表象只确定到一定的程度, 即q一
定是对角的, 但还包括着任意的相因子. 如果相因子变了, 算
符 ∂

∂qr
也应发生变化.

把相因子作适当变化, 能否使(4.35)式中的F为零, 从而能使方
程(4.28)成立?
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量子条件 Schrödinger表象

Schrödinger表象 XIII

用星号来表明对应于有新相因子的新表象的量, 我们就将得到新
的基左矢与以前的基左矢之间的关系为〈

q′1 · · · q′n
∗| = e iγ

′
〈q′1 · · · q′n| (4.36)

其中γ′ = γ(q′)是q′的实函数. 一个右矢的新表示式是原来表示式
乘以e iγ

′
, 表明e iγ ψ〉∗ = ψ〉, 所以我们得到新的标准右矢与原来

标准右矢之间的联系为

〉∗ = e−iγ 〉 . (4.37)
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量子条件 Schrödinger表象

Schrödinger表象 XIV

与(4.22)式相对应, 新的线性算符
(
∂
∂qr

)∗
满足

(
∂

∂qr

)∗
ψ〉∗ =

∂ψ

∂qr

〉∗
= e−iγ

∂ψ

∂qr

〉
,

这里用了(4.37)式. 利用(4.22)式, 上式就给出(
∂

∂qr

)∗
ψ〉∗ = e−iγ

∂ψ

∂qr

〉
= e−iγ

∂

∂qr
e iγψ

〉∗
,

这表明(
∂

∂qr

)∗
= e−iγ

∂

∂qr
e iγ (4.38)

或者借助于(4.30)式, 有(
∂

∂qr

)∗
=

∂

∂qr
+ i

∂γ

∂qr
. (4.39)
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量子条件 Schrödinger表象

Schrödinger表象 XV

选择γ, 使

F = ~γ + const., (4.40)

(4.35)式就变成

pr = −i~
(

∂

∂qr

)∗
. (4.41)

方程(4.40)决定了γ, 只是还有一任意常数, 所以这个表象是确定
到一个任意常数的相因子.

建立一个使q是对角的, 同时使方程(4.28)成立的表象是可能的.
这个表象对许多问题是非常有用的表象. 它将被称
为Schrödinger表象.
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量子条件 Schrödinger表象

Schrödinger表象 XVI

Schrödinger在1926年作出他对量子力学的最初表达式时正是使用
了这种表象的. 只要有正则坐标q与正则动量p, 就有Schrödinger表
象存在, 而且这个表象为这些q与p所完全决定, 只差到一个任意
的常数相因子. 它有很方便之处, 原因是它容许我们把形式为p的
幂级数的q与p的任意代数函数直接地表示为微分算符, 例如, 如
果f (q1, · · · , qn, p1, · · · , pn)是这样的函数, 我们就有

f (q1, · · · , qn, p1, · · · , pn)

= f

(
q1, · · · , qn,−i~

∂

∂q1
, · · · ,−i~ ∂

∂qn

)
, (4.42)

只要我们在用−i~ ∂
∂qr
代替pr并保持乘积中因子的次序不变.
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量子条件 Schrödinger表象

Schrödinger表象 XVII

从(4.23)式与(4.28)式, 有

pr 〉 = 0. (4.43)

在Schrödinger表象中的标准右矢是所有动量的共同本征右矢, 属
于本征值零. 还有Schrödinger表象的基矢量的某些性质. 方
程(4.22)给出〈

q′1 · · · q′n
∣∣∣ ∂
∂qr

ψ
〉

=
〈
q′1 · · · q′n

∣∣∣ ∂ψ
∂qr

〉
=
∂ψ(q′1 · · · q′n)

∂q′r

=
∂

∂q′r
〈q′1 · · · q′n|ψ〉 .

因而

〈q′1 · · · q′n|
∂

∂qr
=

∂

∂q′r
〈q′1 · · · q′n| , (4.44)
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量子条件 Schrödinger表象

Schrödinger表象 XVIII

所以

〈q′1 · · · q′n| pr = −i~ ∂

∂q′r
〈q′1 · · · q′n| . (4.45)

同样地, 方程(4.24)导出

pr |q′1 · · · q′n〉 = i~
∂

∂q′r
|q′1 · · · q′n〉 . (4.46)

2一般地, 若定义

〈q′|φ〉 = φ(q′),

则

〈φ|q′〉 = φ(q′)

这里为简化符号, 暂记

〈φ|q′〉 = φ(q′)
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量子条件 动量表象

动量表象 I

一个自由度 取一个自由度为1并可以用q与p描述的系统, q的本征值
从−∞到+∞, 并取p的一个本征右矢 |p′〉. 它在Schrödinger表象中
的表示式〈q′|p′〉满足

p′ 〈q′|p′〉 = 〈q′|p|p′〉 = −i~ d

dq′
〈q′|p′〉 .

这是〈q′|p′〉的一个微分方程, 其解为

〈q′|p′〉 = c ′e ip
′q′/~, (4.47)

其中c ′ = c(p′)是与q′无关的, 但可以包含p′.
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量子条件 动量表象

动量表象 II

表示式〈q′|p′〉不满足在q′ = ±∞时为零的边界条件. 如果取p的第
二个属于另一本征值p′′的本征右矢 |p′′〉, 其表示式为

〈q′|p′′〉 = c ′′e ip
′′q′/~,

则

〈p′|p′′〉 =

∫ +∞

−∞
〈p′|q′〉 dq′ 〈q′|p′′〉

=c ′c ′′
∫ +∞

−∞
e−i(p

′−p′′)q′/~dq′. (4.48)
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量子条件 动量表象

动量表象 III

积分问题 按照通用的收敛定义, 这个积分不是收敛的. 为了整顿这个理论,
对范围扩展到无穷大的积分的收敛采取一个新的定义, 一个积分
如果它对上限q′的值形如cos aq′或sin aq′(a是一个不为零的实数),
则当q′趋于无穷大时这个值就被当作为零, 也就是取振动的平均
值, 并且对q′的下限趋于负无穷大时采用同样办法, 这样的定义就
使(4.48)式的右边当p′′ 6= p′ 时为零, 因而使正交性定理恢复有效.
左矢或右矢的表示式所必须满足的边界条件就变宽了, 即允许这
个表示式在q′趋于正无穷大或负无穷大时象cos aq′或sin aq′一样
振荡.

当p′′很接近p′时, (4.48)式的右边包含δ函数. 为计算出它, 需要对
于实数a的下列公式∫ +∞

−∞
e iaxdx = 2πδ(a), (4.49)
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量子条件 动量表象

动量表象 IV

借助于(4.49)式, (4.48)式就变为

〈p′|p′′〉 =c ′c ′′2πδ[(p′ − p′′)/~] = c ′c ′′hδ(p′ − p′′)

=|c ′|2hδ(p′ − p′′). (4.50)

我们已经得到p的一个属于任意实本征值p′的本征右矢, 它的表示
式由(4.47)式给出, 任意右矢 |X 〉能够展成p的这些本征右矢之和,
因为它的表示式〈q′|X 〉能用Fourier分析展开成表示式(4.47)之和.

由此得出, 动量p是可观察量, 这是与动量可以被观察到的实验结
果相一致的.
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量子条件 动量表象

动量表象 V

在p与q之间, 现在显出了对称性. 它们二者都是可观察量, 本征值
都从−∞到+∞, 并且, 如果把q与p互换, 同时把i写为−i , 则联
系p与q的对易关系, 保持不变. 我们已建立了一个表象, 其中q是
对角的, 而p = −i~ d

dq . 从对称性推出, 我们也可以建立另一个表

象, 其中p是对角的, 而

q = i~
d

dp
, (4.51)

定义算符 d
dp的程序与用来定义

d
dq的程序是一样的. 这个表象将称

为动量表象.
比起前面的Schrödinger表象, 动量表象的用途较小, 因
为Schrödinger表象使我们能够把那些是p的幂级数的p与q的任意
函数, 表示为微分算符, 而动量表象则使我们能够把那些是q的幂
级数的p与q的任意函数, 表示为微分算符, 可是力学里重要的量
几乎总是p的幂级数, 而往往不是q的幂级数. 虽然如此, 动量表象
对某些问题还是有价值的.
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量子条件 动量表象

动量表象 VI

联系这两个表象的变换函数〈q′|p′〉. 动量表象的基右矢 |p′〉都
是p的本征右矢, 它们的Schrödinger表示式〈q′|p′〉由(4.47)式给出,
其中系数c ′需要作适当的选择. 这些基右矢的相因子必须选择得
能使(4.51)式成立.

实现这个条件的最容易方法是利用上面所讲的p与q之间的对称
性, 按照这种对称性, 如果交换p′与q′并−i用代i , 则〈q′|p′〉必须变
成〈p′|q′〉. 由于〈q′|p′〉等于(4.47)式的右边, 而〈p′|q′〉等于其共轭复
量, 所以c ′必须与p′无关. 因此, c ′就是一个数c . 再者,

〈p′|p′′〉 = δ(p′ − p′′),

与(4.50)式比较, 它表明|c | = h−1/2. 可以在两个表象中选择适当
的任意常数相因子, 使c = h−1/2, 得到变换函数为

〈q′|p′〉 = h−1/2e ip
′q′/~. (4.52)
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量子条件 动量表象

动量表象 VII

推广到有n个自由度的系统, 它可以用n个p与n个q来描述, 每
个q的本征值从−∞到+∞. 这时, 每个p就将是一个可观察量, 其
本征值从−∞到+∞, 而且在q的集合与p的集合之间具有对称性,
如果交换每个qr与相应的pr , 并用i代替−i , 对易关系保持不变. 我
们也能建立一个动量表象, 其中p是对角的. 而每一个qr为

qr = i~
∂

∂pr
. (4.53)

联系动量表象与Schrödinger表象的变换函数, 将等于把每一自由
度分别考虑而得的各变换函数之积, 因此

〈q′1q′2 · · · q′n|p′1p′2 · · · p′n〉 = 〈q′1|p′1〉 〈q′2|p′2〉 · · · 〈q′n|p′n〉

= h−n/2e i(p
′
1q
′
1+p′2q

′
2+···+p′nq

′
n)/~. (4.54)
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量子条件 Heisenberg不确定性原理

Heisenberg不确定性原理 I

表象之间关系 对于一个自由度为1的系统, 右矢|X 〉的Schrödinger表示式与动量
表示式之间的关系为{

〈p′|X 〉 = h−1/2
∫ +∞
−∞ e−ip

′q′/~dq′ 〈q′|X 〉 ,
〈q′|X 〉 = h−1/2

∫ +∞
−∞ e ip

′q′/~dp′ 〈p′|X 〉 .
(4.55)

波包 一个函数, 在一个区域(宽度为∆q′)外任何地方的值都很小, 而此
区域内函数是近似周期性的, 有确定的频数. 对此波包的Fourier分
析得到, 除了此频数邻近区域的振幅外, 其他Fourier分量的振幅都
很小, 振幅不是很小的分量将充满一个宽度为1/∆q′的频带.
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量子条件 Heisenberg不确定性原理

Heisenberg不确定性原理 II

不确定性原理 在方程(4.55)的第一式中, 变量(2π)−1p′/~ = p′/h起频数的作用.
若〈q′|X 〉有波包的形式, 此波包的Fourier分量的振幅组成的函
数〈p′|X 〉将在p′空间某一区域之外到处都很小, 此区域的宽度
是∆p′ = h/∆q′.
对波包表示的一个态, 测量q时几乎肯定得到结果为在宽度∆q′的
一个区域里的值, 而测量测量p时几乎肯定得到结果为在宽
度∆p′的一个区域里的值. 对于此态, q的误差为∆q′, p的误差
为∆p′. 两误差的乘积为

∆q′∆p′ = h. (4.56)

称该方程为Heisenberg不确定原理. 它清楚地表明, 当两个不对易
的可观察量是正则坐标和正则动量时, 对任意的特定态同时给这
两个可观察量赋予数值的可能性所受的限制
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量子条件 位移算符

位移算符 I

位移 态与力学变量之间的关系的方案, 基本上是一个物理的方案, 所
以, 如果某些态与力学变量是由某一关系相联系着的话, 那么, 在
把它全部以一定方式位移时, 新的态与力学变量应该仍旧由同一
关系相联系.

确定性 态或可观察量的位移, 在物理上是完全确定的过程. 力学变量的
位移必须确定到刚好与可观察量的位移同样的程度, 这是由于力
学变量与可观察量之间有紧密的数学联系. 位移前的态或力学变
量, 加上位移的方向与大小, 就唯一地决定了位移后的态或力学变
量.

矢量位移 但是, 右矢量的位移却不是这样确定的事. 如果取某一右矢量, 它
将表示某一态, 可以对这个态进行位移而得到一个完全确定的新
态, 但是这个新态并不能决定位移后的右矢, 而只是决定了位移后
的右矢的方向. 如要求位移后的右矢与位移前的右矢有相同的长
度, 就有助于确定位移后的右矢, 但是即令如此, 它仍然可能乘以
任意的相因子.
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量子条件 位移算符

位移算符 II

规则 利用的法则是, 各态之间的迭加关系在位移下保持不变. 各态之间
的迭加关系在数学上表示为相应于这些态的右矢间的线性方程,
例如

|R〉 = c1 |A〉+ c2 |B〉 , (4.57)

其中c1与c2是数; 而且, 迭加关系的不变性要求, 位移后的各态相
应的右矢之间有同样的线性方程–在我们的例子里, 如果位移后的
态相应于 |Rd〉, |Ad〉, |Bd〉, 则它们满足

|Rd〉 = c1 |Ad〉+ c2 |Bd〉 . (4.58)

取这些右矢为位移后的右矢, 而不取将它们乘以任意互不相关的
各相因子以后所得的右矢; 若按后一取法, 则位移后的右矢会满足
一个系数c1与c2同前不同的线性方程. 现在, 在位移后的右矢里留
下的唯一任意性在于, 对所有的位移后的右矢, 可乘以单一的任意
相因子.
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量子条件 位移算符

位移算符 III

不变性 右矢间的线性方程在位移时保持不变, 亦即只要(4.57)式成立, 就
有(4.58)式一类的相应方程成立, 这个条件的意义是, 位移后的右
矢是位移前的右矢的线性函数, 因而每个位移后的右矢 |Pd〉是某
个线性算符作用于相应的位移前的右矢 |P〉的结果. 用符号表示为

|Pd〉 = D |P〉 , (4.59)

其中D是与 |P〉无关的线性算符, 它只有位移决定. 可以有一个任
意相因子乘在所有位移后的右矢之上这一点, 导致D也只决定到
含有模数为1的任意数值因子的程度.

与右矢的位移按上述方式成为确定的同时, 左矢的位移通过左矢
是右矢的共轭虚量的关系, 当然也在同样程度上成为确定的了. 现
在可以断言, 右矢, 左矢以及力学变量之间的任何符号的方程, 当
其中出现的每个符号都进行位移时, 必须保持为不变式, 原因是这
样的方程有某种物理意义, 在位移时, 这种物理意义不会发生变
化.
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量子条件 位移算符

位移算符 IV

取方程

〈Q|P〉 = c

为例, 其中c是一数, 这时, 我们必然有

〈Qd |Pd〉 = c = 〈Q|P〉 . (4.60)

利用(4.59)式的共轭虚量, 用Q代替P, 得

〈Qd | = 〈Q| D̄. (4.61)

因而(4.60)式给出〈
Q|D̄D|P

〉
= 〈Q|P〉 .

因为此式对任意的〈Q|与 |P〉成立, 我们一定有

D̄D = 1, (4.62)

这结果给出一个D所必须满足的普遍条件.
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量子条件 位移算符

位移算符 V

作为第二个例子, 取方程

v |P〉 = |R〉 ,

其中v是任意力学变量. 用vd代表位移后的力学变量, 必然有

vd |Pd〉 = |Rd〉 .

借助于(4.59)式,

vd |Pd〉 = D |R〉 = Dv |P〉 = DvD−1 |Pd〉 .

因为 |Pd〉可以是任何右矢, 必须有

vd = DvD−1. (4.63)

此式表明, 与决定左矢和右矢的位移一样, 线性算符D也决定了力
学变量的位移, 注意在D中的模数为1的任意数值因子不影响vd ,
也不影响(4.62)式的成立.
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量子条件 位移算符

位移算符 VI

转到无穷小的位移, 即取位移为沿着x轴方向移过距离δx , 并
使δx → 0. 根据物理的连续性应当期望, 位移后的右矢 |Pd〉趋向
于原来的右矢 |P〉, 进一步地, 极限

lim
δx→0

|Pd〉 − |P〉
δx

= lim
δx→0

D − 1

δx
|P〉

是存在的. 这一点要求极限

lim
δx→0

(D − 1)/δx (4.64)

应当存在. 这个极限是一个线性算符, 称之为x方向的位移算符,
并用dx代表它. 令乘在D上的任意数值因子e iγ(γ是实
数)当δx → 0是必须趋于1, 这样, 它在dx中也引入一个任意性, 即
是dx可以代换为

lim
δx→0

(De iγ − 1)/δx = lim
δx→0

(D − 1 + iγ)/δx = dx + iax ,

其中ax是γ/δx的极限. 因此, dx包含一个可任意加上去的纯虚数.
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量子条件 位移算符

位移算符 VII

当δx很小时,

D = 1 + δxdx , (4.65)

代入(4.62)式, 我们得

(1 + δxd̄x)(1 + δxdx) = 1.

略去δx2, 此式简化为

δ(d̄x + dx) = 0.

因此, dx是一纯虚的线性算符. 把(4.65)式代入(4.63)式中, 略
去δx2, 我们又得到,

vd = (1 + δxdx)v(1− δxdx) = v + δx(dxv − vdx). (4.66)

它表明

lim
δx→0

(vd − v)/δx = dxv − vdx . (4.67)
郑惠南 (USTC) 量子力学 2022 年春季 162 / 443



量子条件 位移算符

位移算符 VIII

可以用下列力学变量描述任意的力学系统, 这些变量是: 系统质
心的直角坐标x , y , z , 系统的总动量的各分量px , py , pz(它们分别
是与x , y , z共轭的正则动量)以及任何为描述系统的内部自由度所
必需的力学变量. 如果假定, 为测量x而建立起一部仪器在x轴的
方向上被位移一个距离δx后, 它将测量出x − δx , 那么

xd = x − δx .

取(4.66)式中的v = x , 与上式比较, 得

dxx − xdx = −1. (4.68)

这就是联系dx与x的量子条件. 类似地, y , z , py , pz以及内部力学
变量, 它们是不受此位移影响的, 一定与dx对易.
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量子条件 位移算符

位移算符 IX

把这些结果与

qrqs − qsqr = 0, prps − pspr = 0,
qrps − psqr = i~δrs .

}
比较, i~dx满足的量子条件恰好就是px所满足的量子条件. 它们的
差px − i~dx与所有的力学变量对易, 因而一定是一个数. 这个数
还必然是实数, 因为px与i~dx都是实算符.

适当选择可以加于dx上的任意纯虚数ia, 就可以使

px = i~dx , (4.69)

即系统的总动量的x分量是位移算符dx乘以i~.

这是一个基本结果, 它给予位移算符新的意义. 当然, 对于y与z方
向上的位移算符dy与dz , 也有相应的结果. 表明px , py与pz互相对
易的量子条件, 是与下列事实相联系的, 即在不同方向上进行位移
是先后次序可以交换的作用.
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量子条件 幺正变换

幺正变换 I

令U是任意有逆算符U−1的线性算符, 并考虑方程

α∗ = UαU−1, (4.70)

α是一任意线性算符. 这个方程可以看成是表示一个变换, 从任意
线性算符α变换到相应的线性算符α∗.

1. 每个α∗与相应的α有同样的本征值, 因为, 如果

α |α′〉 = α′ |α′〉

则

α∗U |α′〉 = UαU−1U |α′〉 = Uα |α′〉 = α′U |α′〉 ,
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量子条件 幺正变换

幺正变换 II

2. 如果取几个α, 把它们用代数方程联系起来, 并按照(4.70)式全部
加以变换, 相应的几个α∗将被相同的代数方程联系起来. 这个结
果由下述事实得出, 即基本代数过程, 加法与乘法, 在(4.70)式的
变换下保持不变, 而这一事实则有下列方程证明

(α1 + α2)∗ =U(α1 + α2)U−1 = Uα1U
−1 + Uα2U

−1

=α∗1 + α∗2 ,

(α1α2)∗ =Uα1α2U
−1 = Uα1U

−1Uα2U
−1 = α∗1α

∗
2 .
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量子条件 幺正变换

幺正变换 III

如果要求任意实算符α变换得到实的α∗, 则在U上应该加上什么条
件. 方程(4.70)可以写成

α∗U = Uα. (4.71)

取上式两边的共轭复量, 如果α与α∗都是实算符, 则

Ūα∗ = αŪ. (4.72)

方程(4.71)给出

Ūα∗U = ŪUα,

而方程(4.72)给出

Ūα∗U = αŪU.

因而

ŪUα = αŪU.
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量子条件 幺正变换

幺正变换 IV

因此, ŪU与任意实线性算符对易, 并因而也与无论什么样的线性
算符对易.

所以ŪU是一个数. 显然, 它是实数; 它还必须是正数. 可以假设它
是1, 而无损于(4.70)式的变换的任何普遍性. 这样,

ŪU = 1. (4.73)

方程(4.70)等效于下列各式中的任一个

U = Ū−1, Ū = U−1, U−1Ū−1 = 1. (4.74)
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量子条件 幺正变换

幺正变换 V

满足(4.73)式与(4.74)式的矩阵或线性算符U称为幺正矩阵或幺正
算符, 而具有幺正算符的变换(4.70)称为幺正变换. 幺正变换把实
线性算符变换成实线性算符, 并且保持线性算符之间的代数方程
不变. 幺正变换也可以当作是按照下列方程作用于右矢与左矢的

|P∗〉 = U |P〉 , 〈P∗| = 〈P| Ū = 〈P| U−1, (4.75)

并且这时它使线性算符, 右矢与左矢之间的任意代数方程保持不
变. 幺正变换把α的本征矢量变换成α∗的本征矢量. 幺正变换把可
观察量变换成可观察量, 而且它使可观察量之间的任意函数关系
保持不变.

幺正变换的逆变换也是幺正变换.

如果两个幺正变换相继作用, 结果还是幺正变换.

- 上节给出的变换, 即从位移前的各量到位移后的各量之间的变换,
是幺正变换的一个例子.
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量子条件 幺正变换

幺正变换 VI

- 在经典力学里, 可以作一变换, 从正则坐标与正则动量qr , pr
(r = 1, · · · , n)变换到一组新的变量q∗r , p∗r (r = 1, · · · , n), 使它们
满足q与p所满足的同样的Poisson括号关系, 并且, 能把所有的力
学变量用q∗与p∗表示. 于是, 这些q∗与p∗也称为正则坐标与正则
动量, 而这个变换称为切变换 (Contact transformation). 容易验
证, 任意两个力学变量u与v的Poisson括号正确地由经典Poisson括
号定义公式用q∗与p∗代替q与p而给出, 所以, Poisson括号关系是
在切变换中的不变量. 这一点的结果是, 新的正则坐标与正则动
量, 对一般力学理论中许多目的, 与原来的正则坐标与正则动量具
有同等的资格, 即令新的坐标q∗r可能不是一组Lagrange坐标, 而
是Lagrange坐标与速度的函数, 也是一样.

对于有经典类比的量子的力学系统, 在量子理论中的幺正变换是
经典力学中的切变换的类比. 幺正变换比切变换更为普遍, 因为幺
正变换能作用于量子力学中一些没有经典类比的系统, 而对于量
子力学中那些仍以正则坐标与正则动量描述的系统, 两种变换间
的类比是成立的.

郑惠南 (USTC) 量子力学 2022 年春季 170 / 443



量子条件 幺正变换

幺正变换 VII

- 为建立这种类比, 注意到幺正变换作用到量子变量qr , pr给出新变
量q∗r , p∗r , 它们满足同样的Poisson括号关系, 因为Poisson括号关系
等于代数关系(4.9), 而代数关系在幺正变换中是保持不变的. 反
过来, 任何实变量q∗r , p∗r , 如满足正则坐标与正则动量的Poisson括
号关系, 则它们与qr , pr可以用幺正变换联系起来, 这一点可有下
述推理证明.

- 用Schrödinger表象, 把基右矢 |q′1 · · · q′n〉简写为 |q′〉. 因为已假定,
q∗r , p∗r满足正则坐标与正则动量的Poisson括号关系, 我们能建立
对于它们的Schrödinger表象, 其中q∗r都为对角的, 而每个p∗r等
于−i~∂/∂q∗r . 在这后一个Schrödinger表象中的基右矢将
是 |q∗1

′ · · · q∗n
′〉, 简写为 |q∗′〉. 现在引入线性算符U, 其定义为〈

q∗′|U|q′
〉

= δ(q∗′ − q′), (4.76)

其中δ(q∗′ − q′)是下式的简写

δ(q∗′ − q′) = δ(q∗1
′ − q′1)δ(q∗2

′ − q′2) · · · δ(q∗n
′ − q′n). (4.77)
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量子条件 幺正变换

幺正变换 VIII

(4.76)式的共轭复量为〈
q′|Ū|q∗′

〉
= δ(q∗′ − q′),

因此 〈
q′|ŪU|q′′

〉
=

∫ 〈
q′|Ū|q∗′

〉
dq∗′

〈
q∗′|U|q′′

〉
=

∫
δ(q∗′ − q′)dq∗′δ(q∗′ − q′′) = δ(q′ − q′′),
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量子条件 幺正变换

幺正变换 IX

- 所以

ŪU = 1,

因此, U是幺正算符. 进一步有〈
q∗′|q∗r U|q′

〉
= q∗r

′δ(q∗′ − q′),

与 〈
q∗′|Uqr |q′

〉
= δ(q∗′ − q′)q′r .

因此,

q∗r U = Uqr ,

或

q∗r = UqrU
−1.
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量子条件 幺正变换

幺正变换 X

- 再者, 从式(4.45)和(4.46), 得

〈
q∗′|p∗r U|q′

〉
= −i~ ∂

∂q∗r
′ δ(q∗′ − q′),

〈
q∗′|Upr |q′

〉
= i~

∂

∂q′r
δ(q∗′ − q′).

这两个方程的右边显然是相等的, 因之

p∗r U = Upr ,

或

p∗r = UprU
−1.

这样, 所有幺正变换的条件都已验证了.
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量子条件 幺正变换

幺正变换 XI

在(4.70)式中取U与单位算符相差一无穷小, 就得到一个无穷小的
幺正变换. 令

U = 1 + iεF ,

其中ε是无穷小, 所以它的平方可以略去, 这样,

U−1 = 1− iεF .

幺正条件(4.73)式或(4.74)式要求F应是实算符. 变换方程(4.70)现
在取下列形式

α∗ = (1 + iεF )α(1− iεF ),

此式给出

α∗ − α = iε(Fα− αF ). (4.78)
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量子条件 幺正变换

幺正变换 XII

此式可以用Poisson括号的符号写成

α∗ − α = ε~[α,F ]. (4.79)

如果α是一个正则坐标或正则动量, 在形式上, (4.79)式与经典的
无穷小切变换是相同的.
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运动方程 运动方程的Schrödinger形式

运动方程的Schrödinger形式 I

因果性在力学系统的两次观察之间是适用的, 这一点在量子力学
里与在经典力学里是一样的, 系统是由运动方程所支配的, 运动方
程可以由在某一时刻的态决定在另一较后时刻的态. 只要力学系
统保持不受任何观察或类似过程的干扰, 运动方程就能适用.

研究在系统不受干扰的整段时间里的一个特定的运动态. 令在任
意时刻t的这个态相应于某一右矢, 这一右矢依赖于t, 可以写
成 |t〉. 如果处理几个这样的运动态, 用一个标记, 例如A来区分它
们, 就把相应于在时刻t的这些态的右矢中的一个写成 |At〉. 一个
时刻的态决定另一时刻的态, 就是 |At0〉决定 |At〉, 除了还有一数
值因子未定以外. 如果取一个迭加关系, 它对在时刻t0时的某些态
成立, 并在相应的右矢之间有一个线性方程, 例如,

|Rt0〉 = c1 |At0〉+ c2 |Bt0〉 ,

则在系统不受干扰的全部时间里, 同样的迭加关系, 即

|Rt〉 = c1 |At〉+ c2 |Bt〉 ,

也成立, 只要适当选择可以乘在这些右矢上的任意数值因子即可.
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运动方程 运动方程的Schrödinger形式

运动方程的Schrödinger形式 II

|Pt〉是 |Pt0〉的线性函数, 而每个 |Pt〉是某线性算符作用在 |Pt0〉上
的结果. 用符号表示为

|Pt〉 = T |Pt0〉 , (5.1)

其中T是与P无关的线性算符, 它只取决于t(以及t0).

现在假定, 每个 |Pt〉与相应的 |Pt0〉具有相同的长度. 这个新的假
定是一个物理假定, 而不只是符号的问题, 这一假定包含着对迭加
原理的一种加强作用. 在 |Pt〉中的任意性现在变成只有一个相因
子, 这个相因子必须与P无关, 才能使 |Pt〉对 |Pt0〉的线性相关可能
保持. 对任意复数c1, c2来说, 从c1 |Pt〉+ c2 |Qt〉的长度等
于c1 |Pt0〉+ c2 |Qt0〉的长度这一条件, 可以推导出

〈Qt|Pt〉 = 〈Qt0|Pt0〉 . (5.2)
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运动方程 运动方程的Schrödinger形式

运动方程的Schrödinger形式 III

方程(5.1)与(5.2)起着(4.59)与(4.60)的作用. 发展这些方程的推论,
并推导出T包含一个模数为1的任意数值因子, 而且满足

T̄T = 1, (5.3)

这相当于(4.62)时, 所以T是幺正的. 我们过渡到无限小的情况,
令t → t0, 并从物理连续上来假定极限

lim
t→t0

|Pt〉 − |Pt0〉
t − t0

存在. 这个极限正好就是 |Pt0〉对t0的导数. 根据(5.1)式, 此极限等
于

d |Pt0〉
dt0

=

{
lim
t→t0

T − 1

t − t0

}
|Pt0〉 . (5.4)
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运动方程 运动方程的Schrödinger形式

运动方程的Schrödinger形式 IV

这里出现的极限算符与(4.64)式相似, 是一个纯虚线性算符, 并且
有一个可任意加上去的纯虚数未完全决定. 令这个极限算符乘
以i~后等于H, 或者更恰当些, 令它等于H(t0), 因为它可能是t0的
函数, 当把(5.4)式对一般的t写出时, 就成为

i~
d |Pt〉
dt

= H(t) |Pt〉 . (5.5)

方程(5.5)给出与任意时刻的态相应的右矢随时间变化的一般规
律. 它是运动方程的Schrödinger形式. 它仅包含一个实线性算
符H(t), H(t)必然由所研究的力学系统的特征决定.

假定H(t)是系统的总能量. 认为这个假定合理有两个理由: (i)类
比于经典力学. (ii)H(t)表现为i~乘上时间移动算符, 与在x , y , z方
向上的位移算符类似, 所以, 相当于(4.69)式, 应当让H(t)等于总
能量, 在相对论中能量对时间的关系与动量对距离的关系是相同
的.

根据物理上的理由, 我们假定系统的总能量总是可观察量.
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运动方程 运动方程的Schrödinger形式

运动方程的Schrödinger形式 V

对于一个孤立的系统, 总能量是恒量, 可以写成H. 当它不是恒量
时, 也常把它简单地写成H, 而不明写出它对t的相关性. 如果能量
是t的函数, 其意义即是有外力作用于系统. 这种作用应当区别于
由观察过程所引起的干扰, 因为这种作用是与因果性和运动方程
相容的, 而观察所引起的干扰则不是这样.

能够得到H(t)与方程(5.1)中的T之间的联系, 办法是用方
程(5.1)给出的 |Pt〉的值代入(5.5)式, 这样就得

i~
dT

dt
|Pt0〉 = H(t)T |Pt0〉 .

因为 |Pt0〉可以是任意右矢,

i~
dT

dt
= H(t)T . (5.6)
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运动方程 运动方程的Schrödinger形式

运动方程的Schrödinger形式 VI

方程(5.5)对一些实际问题非常重要, 在这些问题里, 它通常与一
个表象联系起来运用. 引进一个表象, 使对易可观察量的完全
集ξ是对角的, 并令〈ξ′|Pt〉等于ψ(ξ′t), 转换到标准右矢的符号, 我
们就有

|Pt〉 = ψ(ξt)〉 .

现在方程(5.5)变为

i~
∂

∂t
ψ(ξt)〉 = H ψ(ξt)〉 . (5.7)

方程(5.7)就称为Schrödinger波动方程, 而它的解ψ(ξt)就是与时间
相关的波函数. 每个解相应于系统的一个运动态, 而它的模数的
平方给出ξ在任意时刻t有特定值的几率. 对于可用正则坐标与正
则动量描述的系统, 我们可用Schrödinger表象, 并能取H为一
个(4.42)微分表示的算符.
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运动方程 运动方程的Heisenberg形式

运动方程的Heisenberg形式 I

在上节里, 建立了不受干扰的运动态的图像, 办法是使每一个这样
的运动态相应于一个运动的右矢, 在任意时刻的态相应于在此时
刻的右矢. 称这种图像为Schrödinger图像.

对这种右矢作幺正变换, 这个幺正变换使每个右矢 |a〉变换成

|a∗〉 = T−1 |a〉 . (5.8)

这个变换有(4.75)式给出的形式, 用T−1代其中的U, 但它依赖于
时间t, 因为T依赖于t. 因之, 这个变换应当图像地看成是一个连
续的运动(包括旋转与均匀的变形)作用于整个右矢空间. 原来是
固定的右矢变成一个运动的右矢, 它的运动由(5.8)式给出, 其
中 |a〉是与t无关的. 另一方面, 原来按方程(5.1)运动而相应于一个
不受干扰的运动态的右矢就变成固定的, 因为在(5.8)式中
用 |Pt〉代替a, 就得到 |a∗〉与t无关. 所以, 这个变换使相应于不受
干扰的运动态的右矢变成静止的.
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运动方程 运动方程的Heisenberg形式

运动方程的Heisenberg形式 II

这个幺正变换也必须能够作用于左矢与线性算符, 才能使在各种
量之间的方程保持不变. 此变换作用于左矢, 由(5.8)式的共轭虚
量就得出了; 而作用于线性算符, 则由(4.70)式中以T−1代替U而
得出, 即是

α∗ = T−1αT . (5.9)

原来是固定的线性算符一般变换成运动的线性算符. 既然一个力
学变量相应于原来是固定的线性算符(因为它完全与t无关), 在经
过这样的变换后, 它就相应于运动的算符了.

这个变换得出运动的一个新图像, 在此新图像里, 态相应于固定的
矢量, 而力学变量相应于运动的线性算符. 称此图像
为Heisenberg图像.

在任意时刻力学系统的物理条件包含着力学变量与态之间的一个
关系, 而物理条件随时间的变化可以归之于态的变化, 而让力学变
量保持固定, 这就给出Schrödinger图像; 或者也可以归之于力学变
量的变化而让态是固定的, 这就给出Heisenberg图像.
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运动方程的Heisenberg形式 III

在Heisenberg图像里, 就有力学变量的运动方程. 取一个力学变量,
相应于在Schrödinger图像中的固定线性算符v . 在Heisenberg图像
里, 它相应于一个运动的线性算符, 写成vt来代替v∗, 并且它由下
式给出

vt = T−1vT , (5.10)

或即Tvt = vT . 对t进行微分, 得

dT

dt
vt + T

dvt
dt

= v
dT

dt
.

此式给出

HTvt + i~T
dvt
dt

= vHT ,
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运动方程的Heisenberg形式 IV

或即

i~
dvt
dt

= T−1vHT − T−1HTvt = vtHt − Htvt , (5.11)

其中

Ht = T−1HT . (5.12)

方程(5.11)可以用Poisson括号的符号写成

dvt
dt

= [vt ,Ht ]. (5.13)

方程(5.11)或(5.13)表明, 在Heisenberg图像里任意力学变量如何
随时间而变化, 它给出了运动方程的Heisenberg形式. 这些运动方
程决定于一个线性算符Ht , 它正是运动方程的Schrödinger形式中
出现的线性算符H的变换, 它相应于在Heisenberg图像中的能量.
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运动方程的Heisenberg形式 V

把在Heisenberg图像中随时间变化的力学变量称为Heisenberg力学
变量, 以区分于Schrödinger图像中的固定的力学变量, 后者称
为Schroödinger力学变量. 每个Heisenberg力学变量与相应
的Schrödinger力学变量由方程(5.10)联系起来. 由于这个联系是一
个幺正变换, 所有的代数关系与函数关系对两类力学变量都是相
同的. 当t = t0时有T = 1, 所以vt = v , 即任意Heisenberg力学变
量在t = t0时等于相应的Schrödinger力学变量.

方程(5.13)可以与经典力学比较, 在经典力学里我们也有随时间变
化的力学变量, 经典力学的运动方程可以写成Hamilton形式

dqr
dt

=
∂H

∂pr
,

dpr
dt

= − ∂H
∂qr

, (5.14)

其中q与p是一组正则坐标与正则动量, H是表为p与q的函数的能
量, 它也可能是t的函数. 按此方式表达的能量就称为Hamilton量.
方程(5.14)给出, 对不明显含时间t的q与p的任意函数v , 有

dv

dt
=
∑
r

{
∂v

∂qr

dqr
dt

+
∂v

∂pr

dpr
dt

}
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运动方程的Heisenberg形式 VI

=
∑
r

{
∂v

∂qr

∂H

∂pr
− ∂v

∂pr

∂H

∂qr

}
=[v ,H], (5.15)

其中用了Poisson括号的经典定义. 此式在形式上与量子力学中的
方程(5.13)相同. 这样, 在Hamilton形式的经典运动方程
与Heisenberg形式的量子运动方程之间有一个类比.

在经典力学里, 一个力学系统, 只要其Hamilton量为已知, 即当能
量以一组正则坐标与正则动量给出时, 这个力学系统在数学上就
被确定了, 因为这样就足以决定其运动方程. 在量子力学里, 一个
力学系统, 只要其能量能以一组对易关系为已知的力学变量给定
时, 这个力学系统在数学上就被确定了, 因为这样就足以决定其运
动方程(包括Schrödinger形式和Heisenberg形式).

需要有下述两者之一, 或者是以Schrödinger力学变量所标示的H,
或者是以相应的Heisenberg力学变量所表示的Ht , 在两种情况下
函数关系当然是相同的. 把按这种方式表达的能量称为量子力学
系统的Hamilton量. 以保持与经典力学相类比.
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运动方程的Heisenberg形式 VII

在量子力学里, 系统总有Hamilton量, 不管系统是否有经典类比,
也不管它是否能用正则坐标与正则动量来描述. 但是, 如果系统
确有经典类比, 它与经典力学的联系就特别密切, 对于这种系统,
通常可以假定Hamilton量作为正则坐标与正则动量的函数; 在经
典理论里与在量子理论里是完全一样的.

- 当然, 如果经典Hamilton量包含几个因子的乘积, 而这些因子的量
子力学类比又不是对易的, 则在这里会有一定困难, 因为不知道在
量子力学的Hamilton中这些因子取什么次序. 然而, 这一情况对大
多数初等的力学系统不会发生, 而在原子物理中重要的事正是这
些初等力学系统的研究. 由此而来的结果是, 我们能够大量地应
用于经典理论中相同的语言来描述量子力学中的力学系统(例如,
能够说具有一定质量的粒子在已知的力场中运动), 当经典力学中
给定一个系统时, 我们通常能在量子力学中给出“同样的”系统的
意义.
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运动方程的Heisenberg形式 VIII

方程(5.13)对不显含时间的Heisenberg力学变量的任意函数vt成
立, 即对Schroödinger图像中的任意恒量线性算符v成立. 它表明这
样的函数vt , 如果它与Ht对易, 或者说v与H对易, 则这是一恒量,
有

vt = vt0 = v ,

并称vt或v为运动恒量. 必需的是, v应在全部时间内与H对易, 这
一点通常只在H为恒量时才有可能. 在这种情况下, 可用H作
为v代入(5.13)式, 并推导出Ht是恒量, 这表明H本身就是一个运动
恒量.
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运动方程的Heisenberg形式 IX

对一孤立系统即不受任何外力作用的系统, 总有某些运动恒量. 这
些恒量之一就是总能量, 或即Hamilton量. 物理上显然的是, 如果
所有的力学变量按某一方式进行位移, 总能量也一定保持不变, 因
此, D与H对易, 因而是一个运动恒量. 转到无穷小位移的情况, 位
移算符dx , dy与dz都是运动恒量, 因而总动量是一个运动恒量. 还
有, 如果所有的力学变量受某一旋转作用, 总能量也一定保持不
变, 这一情况引起的结果为, 总角动量是一个运动恒量. 对于孤立
的系统来说, 能量, 动量与角动量的守恒定律, 在量子力学中
的Heisenberg图像里与在经典力学中一样, 都是成立的.

现在已得出量子力学中的运动方程的两种形式. 在这两种形式中,
Schrödinger形式是对于实际问题更有用的形式, 因为它提供出更
简单的方程. Heisenberg形式的运动方程之所以有价值, 在于它提
供了与经典力学直接的类比, 它使我们能够看到, 经典理论中的许
多特点, 例如上述的各种守恒定律, 是怎样转移到量子力学中去
的.
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运动方程 定态

定态 I

研究能量为恒量的力学系统, 对这种情况, 有某些特别简单的关系
成立, 方程(5.6)可以积分, 积分后得出

T = e−iH(t−t0)/~,

积分时里利用了起始条件, 即当t = t0时T = 1, 从而

|Pt〉 = e−iH(t−t0)/~ |Pt0〉 , (5.16)

这是Schrödinger运动方程

i~
d |Pt〉
dt

= H(t) |Pt〉 . (5.17)

的积分, 将它代入(5.10)式, 就得出

vt = e iH(t−t0)/~ve−iH(t−t0)/~, (5.18)

这是Heisenberg运动方程(5.11)的积分, Ht现在等于H. 这样, 就有
了运动方程的形式简单的解.
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运动方程 定态

定态 II

考虑这样一个运动态, 在时刻t0它是能量的本征态. 在这一时刻相
应于它的右矢 |Pt0〉必定是H的本征右矢. 如果H ′是它所属的本征
值, 方程(5.16)给出

|Pt〉 = e−iH
′(t−t0)/~ |Pt0〉 ,

这表明 |Pt〉与 |Pt0〉不同之处仅仅是一个相因子. 这个态总是保持
为能量的本征态, 而且它完全不随时间而改变, 这样的态就被称
为定态.

对定态观察到任何特定结果的几率是与观察时刻无关的. 从能量
是一个可观察量的假定可得出, 定态的数目多到足以使任意的态
与它们相关.
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定态 III

代表具有能量H ′的一个定态的时间相关的波函数ψ(ξt), 按下列规
则

ψ(ξt) = ψ0(ξ)e−iH
′t/~, (5.19)

随时间变化, 而它的Schrödinger波动方程

i~
∂

∂t
ψ(ξt)〉 = H ψ(ξt)〉 .

简化为

H ′ψ0〉 = Hψ0〉 . (5.20)

这个方程仅仅肯定, 由ψ0代表的态是H的本征态. 称满足(5.20)式
的函数ψ0为H的本征函数, 属于本征值H ′.
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运动方程 定态

定态 IV

一维定态 设态|ψ〉的初态为|ψ0〉, 则|ψ〉 = T |ψ0〉,

ψ(x , t) = 〈x |ψ〉 , ψ(x , 0) = 〈x |ψ0〉

那么

ψ(x , t) = 〈x |T |ψ0〉 =
〈
x |e−iHt/~|ψ0

〉
若H只是动量p的函数, 那么

ψ(x , t) =

∫ ∞
−∞

〈
x |e−iHt/~|p

〉
〈p|ψ0〉 dp

=

∫ ∞
−∞

e−iH(p)t/~ 〈x |p〉 〈p|ψ0〉 dp

由式(4.52),

ψ(x , t) =
1√
2π~

∫ ∞
−∞

e i
px−H(p)t

~ 〈p|ψ0〉 dp

郑惠南 (USTC) 量子力学 2022 年春季 195 / 443



运动方程 定态

定态 V

而

〈p|ψ0〉 =ϕ(p, 0) =

∫ +∞

−∞
〈p|x〉 〈x |ψ0〉 dx

=
1√
2π~

∫ ∞
−∞

e−ipx/~ψ(x , 0)dx

最后有

ψ(x , t) =
1

2π~

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

e i
p(x−x′)−H(p)t

~ ψ(x ′, 0)dpdx ′
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运动方程 自由粒子

自由粒子 I

量子力学中最根本的最初等的应用, 是仅对由一个自由粒子, 或者
说一个不受任何力作用的粒子所组成的系统的应用. 用三个直角
坐标x , y , z与它们的共轭动量px , py , pz作为力学变量. 按
照Newton力学, Hamilton量等于粒子的动能, 即

H =
1

2m
(p2

x + p2
y + p2

z ), (5.21)

其中m是质量. 这个公式只在假设粒子速度比光速c为很小时才有
效. 对于一个快速运动的粒子, (5.21)式应该代之以相对论公式

H = c(m2c2 + p2
x + p2

y + p2
z )1/2. (5.22)

px , py , pz的值小时, (5.22)式变成(5.21)式, 只是多了一个常数
项mc2, 它相当于在相对论中粒子的静止质量, 它对运动方程没有
影响. 公式(5.21)与(5.22)能够直接地转到量子理论中去.
在px , py , pz为小量时, (5.22)式与(5.21)式相差的常数项mc2仍然
没有物理效应, 因为在量子力学中, 引入的Hamilton量是未完全确
定的, 可以加上任意的实常数.
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运动方程 自由粒子

自由粒子 II

用更正确的公式(5.22)来研究. 首先, 解释Heisenberg运动方程.
px与py和pz对易, 因而, px应对易于px , py , pz的任意函数, 因此对
易于H. 由此得出, px是运动恒量. 同样地, py与pz也都是运动恒
量. 这些结果与经典理论中的一样. 再者, 按照(5.11)式, 坐标例
如xt的运动方程应为

i~ẋt = i~
dxt
dt

=xtc(m2c2 + p2
x + p2

y + p2
z )1/2

− c(m2c2 + p2
x + p2

y + p2
z )1/2xt .

上式右边能够计算出来, 用

qr f − fqr = i~∂f /∂pr , (5.23)

现在f是p的任意函数. 这就得出

ẋt =
∂

∂px
c(m2c2 + p2

x + p2
y + p2

z )1/2 =
c2px
H

,
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运动方程 自由粒子

自由粒子 III

ẏt =
c2py
H

,

żt =
c2pz
H

. (5.24)

速度的绝对值是

v = (ẋ2
t + ẏ2

t + ż2
t )1/2 = c2(p2

x + p2
y + p2

z )1/2/H. (5.25)

方程(5.24)与(5.25)都恰恰与在经典理论中的情况一样.

郑惠南 (USTC) 量子力学 2022 年春季 199 / 443



运动方程 自由粒子

自由粒子 IV

考虑一个态, 它是动量的本征态, 属于本征值p′x , p
′
y , p
′
z . 这个态一

定是Hamilton量的本征态, 属于本征值

H ′ = c(m2c2 + p′x
2

+ p′y
2

+ p′z
2
)1/2, (5.26)

因而一定是定态. H ′可能有的值是从mc2到∞的全部数, 这一点也
与在经典理论中一样. 在表象中, 在任意时间代表此态的波函
数ψ(x , y , z)一定满足

p′x ψ(x , y , z)〉 = px ψ(x , y , z)〉 = −i~ ∂ψ(x , y , z)

∂x

〉
,

对py与pz也有类似的方程. 这些方程表明, ψ(x , y , z)的形式为

ψ(x , y , z) = ae i(p
′
xx+p′y y+p′zz)/~, (5.27)
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运动方程 自由粒子

自由粒子 V

其中a与x , y , z无关. 从(5.19)式, 我们现在看到, 与时间有关的波
函数ψ(x , y , z)的形式为

ψ(x , y , z , t) = a0e
i(p′xx+p′y y+p′zz−H

′t)/~, (5.28)

其中a0是与x , y , z及t无关的.

x , y , z和t的函数(5.28)描述在时空中的平面波. 从这个例子中看
到“波函数”和“波动方程”等名词的适当性. 波的频率为

ν = H ′/h, (5.29)

其波长为

λ = h/((p′x)2 + (p′y )2 + (p′z)2)1/2 = h/P ′, (5.30)

P ′是矢量的长度, 这些波的运动是沿着矢量所确定的方向, 其波速
为

λν = H ′/P ′ = c2/v ′, (5.31)
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运动方程 自由粒子

自由粒子 VI

v ′是相应于动量(px , py , pz)的粒子的速度, 它由公式(5.25)式得出.
容易看出, 方程(5.29), (5.30)与(5.31)式在所有的参考系中成立的,
事实上, 如果把p′x , p

′
y , p
′
z与H ′作为一个四维矢量的分量,

则(5.28)式的右边的表达式是相对论不变的.

这些具有相对论不变性的性质, 使De Broglie在量子力学发现以前
就假定存在着形如(5.28)式的波伴随着任意粒子的运动. 因此, 它
们就称为De Broglie波.

在极限情况下, 令质量m趋于零时, 粒子的经典速度v变成c , 因而
从(5.31)式得出, 波速也变成c . 这样的波就象光波伴随着光子, 不
同之点在它们没有涉及偏振化, 而且包含一个复数指数项而非正
弦与余弦. 但对于光子, 公式(5.29)与(5.30)仍然有效, 它们把光波
的频率与光子的能量联系起来, 把光波的波长与光子的动量联系
起来.

对于(5.28)式所代表的态, 当对粒子位置作观察时, 在任意特定的
小体积中发现有粒子的几率与此体积位于何处无关. 这一点提供
了Heisenberg不确定性原理的一个例子, 这个态是动量准确地给出
的态, 因而对于它位置完全是未知的.
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运动方程 波包的运动

波包的运动 I

一般情况 在有经典类比的力学系统里, 态由一个波包表示, 所有坐标和动量
都有近似的数值. Schrödinger方程决定了波包随时间的变化, 并遵
循经典力学的运动规律. 此系统的Hamilton量为H(qr , pr ).

Hamilton量为动量函数 设Schrödinger表象中与时间有关的波函数为

ψ(q, t) =Ae iS/~ (5.32)

其中A与S是q与t的实函数. Schrödinger波动方程(5.7)给出

i~
∂

∂t
Ae iS/~

〉
=H(qr , pr ) Ae

iS/~
〉
,

或即 {
i~
∂A

∂t
− A

∂S

∂t

}〉
= e−iS/~H(qr , pr )Ae

iS/~
〉
, (5.33)
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运动方程 波包的运动

波包的运动 II

幺正变换 e−iS/~显然是幺正线性算符. 在此变换中qr保持不变, 每个pr变成

e−iS/~pre
iS/~ = pr +

∂S

∂qr
,

而H变换为

e−iS/~H(qr , pr )e
iS/~ = H(qr , pr +

∂S

∂qr
),

因此(5.33)变成{
i~
∂A

∂t
− A

∂S

∂t

}〉
= H

(
qr , pr +

∂S

∂qr

)
A

〉
. (5.34)
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运动方程 波包的运动

波包的运动 III

~作为小量 把~看成小量, 在(5.34)中略去包含~的项, 这包括略去H中出现
的pr项. 剩下的项给出

A
∂S

∂t
=Hc

(
qr ,

∂S

∂qr

)
. (5.35)

这是位相函数S必须满足的方程, 它正是经典力学中
的Hamilton-Jacoby方程. 它容许S是实函数, 和波函数的假
定(5.32)不矛盾.
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运动方程 波包的运动

波包的运动 IV

一阶项 直接计算比较麻烦, 利用〈Af 乘以(5.34)的两边, 其中f是q的任意
函数, 给出〈

Af

{
i~
∂A

∂t
− A

∂S

∂t

}〉
=

〈
AfH

(
qr , pr +

∂S

∂qr

)
A

〉
.

其共轭为〈
Af

{
−i~∂A

∂t
− A

∂S

∂t

}〉
=

〈
AH

(
qr , pr +

∂S

∂qr

)
fA

〉
.

两式相减得到

2

〈
Af

∂A

∂t

〉
=

〈
A

[
f ,H

(
qr , pr +

∂S

∂qr

)]
A

〉
. (5.36)

Poisson括号[
f ,H

(
qr , pr +

∂S

∂qr

)]
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运动方程 波包的运动

波包的运动 V

的计算可展开为p的幂级数, 而零阶项对Poisson括号没有贡献,
p的一阶项的贡献为∑

s

∂f

∂qs

[
∂H(qr , pr )

∂ps

]
pr=∂S/∂qr

.

代回, 只保留~的一阶项, (5.36)式变成〈
f
∂A2

∂t

〉
=

〈
A2
∑
s

∂f

∂qs

[
∂Hc(qr , pr )

∂ps

]
pr=∂S/∂qr

〉
. (5.37)

取适当的边界条件, 且由f函数的任意性, 则

∂A2

∂t
=−

∑
s

∂

∂qs

{
A2

[
∂Hc(qr , pr )

∂ps

]
pr=∂S/∂qr

}
. (5.38)

此为振幅A满足的方程.
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运动方程 波包的运动

波包的运动 VI

流体 假定一流体, 在变量q的空间运动, 任意点任意时刻流体的密度
为A2, 速度为

dqs
dt

=

[
∂Hc(qr , pr )

∂ps

]
pr=∂S/∂qr

. (5.39)

方程(5.38)即为流体的守恒方程. 流体的运动决定与满足(5.35)式
的函数S , 对(5.35)式的每一个解就有一种可能的运动.

限制条件 以上的近似仅在

~
∂

∂qr
A� ∂S

∂qr
A,

或

1

A

∂A

∂qr
� 1

~
∂S

∂qr

时成立.
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运动方程 波包的运动

波包的运动 VII

运动方程的Hamilton形式 由方程(5.35)和(5.39), 将ps定义为∂S/∂qs , 可以得到

dps
dt

=− ∂Hc(qr , pr )

∂qs
, (5.40)

方程(5.39)和(5.40)恰就是经典运动方程的Hamilton形式.
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运动方程 Gibbs系综

Gibbs系综 I

相空间 把所有的力学坐标与动量当成在某一空间中的直角坐标, 称之为
相空间, 它的维数是系统自由度的两倍. 系统的任意态能用在此
空间的一点来代表. 这个点将按照经典方程(5.14)运动.

几率 现在假定已知的不是系统在任意时刻处于肯定的态, 而只是按一
定几率规则处于许多可能态中的某一个. 用相空间的流体表示,
在相空间任意体积中流体的质量, 是系统处于代表点在此体积内
的任意态的总几率. 这种流体的每一质点按方程(5.14)运动.

密度 引入流体在任意点的密度ρ, 它等于系统处于相应态的邻近单位相
空间体积内的几率, 那么有守恒方程

∂ρ

∂t
=−

∑
r

{
∂

∂qr

(
ρ
dqr
dt

)
+

∂

∂pr

(
ρ
dpr
dt

)}
=
∑
r

{
∂

∂qr

(
ρ
∂H

∂pr

)
− ∂

∂pr

(
ρ
∂H

∂qr

)}
=− [ρ,H]. (5.41)
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运动方程 Gibbs系综

Gibbs系综 II

归一化 ρ的归一化条件为∫ ∫
ρdqdp = 1. (5.42)

积分对整个相空间进行, 单一的微分符号dq或dp代表所有各
个dq或dp的乘积.

平均值 如果β表示力学变量的任意函数, β的平均值将是∫ ∫
βρdqdp. (5.43)
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运动方程 Gibbs系综

Gibbs系综 III

系综 有时采用的密度ρ与上述的定义相差一个正的常数因子, 例如用∫ ∫
ρdqdp = k

代替(5.42)式. 用这样的密度, 我们能用流体的图像代表k个相同
的力学系统, 所有这些系统都按照它们自身的运动相互无关地通
过同一位置, 没有任何相互干扰或相互作用. 这样, 在任意点的密
度是系统处于任意态的临近单位相空间体积内的可能数或平均
数, 而表达式(5.43)给出对所有系统的β值的平均数. 这样一组力
学系统, 即Gibbs提出的系综, 通常在实际上除了作为一个粗浅的
近似外, 是不可能实现的, 但是, 它仍然形成一个有用的理论抽象.
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运动方程 Gibbs系综

Gibbs系综 IV

量子力学类比 假定一个力学系统, 由一个参量m标记. 取其为分立集的情况, 相
应的归一化右矢为|m〉, 系统处于m态的几率为Pm. 定义量子密
度ρ为

ρ =
∑
m

|m〉Pm 〈m| . (5.44)

令ρ′为ρ的任意本征值, |ρ′〉是属于此本征值的一个本征右矢, 于是∑
m

|m〉Pm 〈m|ρ′〉 = ρ |ρ′〉 = ρ′ |ρ′〉 ,

所以∑
m

〈ρ′|m〉Pm 〈m|ρ′〉 = ρ′ 〈ρ′|ρ′〉 ,
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运动方程 Gibbs系综

Gibbs系综 V

或即∑
m

Pm |〈m|ρ′〉|
2

= ρ′ 〈ρ′|ρ′〉 .

现在Pm是一个几率, 不会是负数. 由此ρ′不能为负数.

运动方程 在Schrödinger图像中

i~
dρ

dt
=
∑
m

i~
{
d |m〉
dt

Pm 〈m|+ |m〉Pm
d 〈m|
dt

}
=
∑
m

{H |m〉Pm 〈m| − |m〉Pm 〈m|H}

=Hρ− ρH. (5.45)

这是经典运动方程(5.41)的量子类比.
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运动方程 Gibbs系综

Gibbs系综 VI

平均值 当系统处于m态时, 任意可观察量β的平均值是〈m|β|m〉. 如果系
统是按照几率规则Pm分布在几个m态中, 则β的平均值将
是
∑

m Pm 〈m|β|m〉. 引进具有分立集的基右矢|ξ′〉表象, 该平均值
等于∑

mξ′

Pm 〈m|ξ′〉 〈ξ′|β|m〉 =
∑
ξ′m

〈ξ′|β|m〉Pm 〈m|ξ′〉

=
∑
ξ′

〈ξ′|βρ|ξ′〉 =
∑
ξ′

〈ξ′|ρβ|ξ′〉 ,

(5.46)

此式是经典理论中表达式(5.43)的类比.
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运动方程 Gibbs系综

Gibbs系综 VII

连续本征值表象 若表象包含有连续范围的基矢量, 则代替(5.46)式的是∫
〈ξ′|βρ|ξ′〉 dξ′ =

∫
〈ξ′|ρβ|ξ′〉 dξ′, (5.47)

将(5.47)式定义为在连续情况下βρ的对角和. 容易验证, 对角和对
于所有的表象是一样的.

总几率 从|m〉都是归一化这个条件, 在ξ是分立时, 有∑
ξ′

〈ξ′|ρ|ξ′〉 =
∑
ξ′m

〈ξ′|m〉Pm 〈m|ξ′〉 =
∑
m

Pm = 1, (5.48)

因为系统处于任意态的总几率为1. 这是方程(5.42)的类比. 系统
处于态|ξ′〉的几率是∑

m

|〈ξ′||m〉|2 Pm = 〈ξ′|ρ|ξ′〉 , (5.49)

此式给出了(5.48)式左边求和中每一项的意义. 对于连续的ξ′，
(5.49)式的右边给出ξ有值在ξ′附近单位微元内的几率.
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运动方程 Gibbs系综

Gibbs系综 VIII

系综处理 和经典理论一样, 可以取密度等于上述ρ的k倍, 把它当作代表k个
相同力学系统的Gibbs系综. 这些相同系统间没有相互干扰, 也没
有相互作用. (5.48)式的右边将变为k , 而(5.46)或(5.47)式将给出
对于系综中所有系统β的总平均值, (5.49)式则给出对于系综中一
个系统其ξ有值ξ′(或者ξ在ξ′附近单位微元内)的总几率.

热力学平衡态 一个与其周围已知温度为T的环境处于热力学平衡的力学系统.
经典力学中密度表示为

ρ = ce−H/kT , (5.50)

H是Hamilton量, 现在它是与时间无关的, k是Boltzmann常数,
而c是满足归一化条件(5.42)式的常数. 这个公式可以原样地搬到
量子力学中来. 在高温下(5.50)式变成ρ = c , 这表明在高温下所
有的分立态是等几率的.
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运动方程 一维方形势

一维方形势 I

一般情况 讨论一维定态的一些共同特性. 设质量为m的粒子, 沿x方向运动,
势能为V (x), 在Schrödinger表象中，它的非相对论形式
的Hamilton量则为

H = − ~2

2m

d2

dx2
+ V (x) (5.51)

一般地，V (x)是实的, 即V̄ (x) = V (x). 则一维粒子的能量本征方
程为{

− ~2

2m

d2

dx2
+ V (x)

}
ψ(x) = Eψ(x) (5.52)

其中E为能量的本征值, 这里沿用通常物理上的符号定义.

束缚态 ψ(x)|x=±∞ = 0.

定理5.1. 设ψ(x)是方程(5.52)的一个解, 对应的能量本征值为E , 则ψ̄(x)也
是方程(5.52)的一个解, 对应的能量也是E .
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运动方程 一维方形势

一维方形势 II

定理5.2. 对应于能量的某个本征值E , 总可以找到方程(5.52)的一组实解,
凡是属于E的任何解, 均可表为这一组实解的线性迭加, 这一组实
解是完备的.

定理5.3. 设V (x)具有空间反射不变性, V (−x) = V (x). 如果ψ(x)是方
程(5.52)的对应于能量本征值E的解, 则ψ(−x)也是方程(5.52)的对
应于能量本征值E的解

定理5.4. 设V (−x) = V (x), 则对应于任何一个能量本征值E , 总可以找到
方程(5.52)的一组完备解, 它们之中的每一个都有确定的宇称.

定理5.5. 对于阶梯形方势场

V (x) =

{
V1, x < a;
V2, x > a,

(V2 − V1)有限, 则定态波函数ψ(x)及其导数ψ′(x)必定是连续的.

定理5.6. 设ψ1(x)和ψ2(x)均为方程(5.52)的属于同一能量E的解, 则

ψ1ψ
′
2 − ψ′1ψ2 = const. (与x无关).
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运动方程 一维方形势

一维方形势 III

定理5.7. 设粒子在规则势场V (x)(V (x)无奇点)中运动, 如存在束缚态, 则
必定是不简并的.

分立谱 无限深方势阱

V (x) =

{
0, 0 < x < a;
∞, 其他.

在阱内(0 < x < a), 定态波动方程为

d2

dx2
ψ +

2mE

~2
ψ = 0,

阱外, ψ = 0. 边界条件ψ(x)|x=0 = ψ(x)|x=a = 0. 归一化的波函数

ψ(x) =

{ √
2/a sin(nπx/a), 0 < x < a;

0, 其他

(n = 1, 2, 3, · · · )
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运动方程 一维方形势

一维方形势 IV

因而

E = En =
~2π2n2

2ma2
, n = 1, 2, 3, · · · ,

体系的能量是量子化的. 粒子的最低能级E1 = ~2π2/2ma2 6= 0; 波
函数的形式, 除端点(x = 0, a)外, 基态波函数无节点, 第一激发态
有一个节点, 第k激发态有k个节点; 波函数在全空间连续, 但微商
在x = 0, a处不连续.
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运动方程 一维方形势

一维方形势 V

有限深势阱 对称方势阱

V (x) =

{
0, |x | < a/2;
V0, |x | > a/2.

波动方程

d2

dx2ψ − 2m
~2 (V0 − E )ψ = 0, (|x | > a/2,经典禁区)

d2

dx2ψ + 2mE
~2 ψ = 0, (|x | ≤ a/2,经典允许区)

令β =
√

2m(V0 − E )/~, k =
√

2mE/~, 波函数形式

ψ(x) ∼

 e+βx , x ≤ −a/2;
sin(kx), cos(kx), e±ikx , |x | < a/2;
e−βx , x ≥ a/2.

边界条件ψ(x)及其一阶导数在x = ±a/2处连续, 或者ψ′/ψ,
即(lnψ)′在x = ±a/2处连续.
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运动方程 一维方形势

一维方形势 VI

偶宇称态 ψ(x) ∼ cos(kx) (|x | ≤ a/2), 边界条件给出k tan(ka/2) = β.
令ξ = ka/2, η = βa/2, 则ξ tan ξ = η, 此外, ξ2 + η2 = mV0a

2/2~2.

奇宇称态 ψ(x) ∼ sin(kx) (|x | ≤ a/2), 边界条件给出−k cot(ka/2) = β,
即−ξ cot ξ = η.

至少存在一个基态, 其宇称为偶, 当ξ2 + η2 = mV0a
2/2~2 ≥ π2时,

则将出现偶宇称第一激发态.

当ξ2 + η2 = mV0a
2/2~2 ≥ π2/4时, 才可能出现最低的奇宇称能级

态.
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运动方程 一维方形势

一维方形势 VII

(a) (b)

图 5.1: solid lines: (a) η = ξ tan ξ and (b) η = −ξ cot ξ; dotted lines: ξ2 + η2 = const..

束缚态与分立谱 束缚定态(E < V0)的能量本征值是分立的.

ψ′′(x) = −2m

~2
{E − V (x)}ψ(x)
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运动方程 一维方形势

一维方形势 VIII

经典允许区(V < E ), 波函数的形式为sin kx或cos kx , 振荡
随E − V增大而增大, ψ′′ψ ≤ 0, 所以ψ(x)的曲线总是弯向x轴.

经典禁区(V > E ), 波函数的形式为e±β , 且ψ′′ψ ≥ 0, , 所
以ψ(x)的曲线总是弯离x轴.

基态波函数无节点, 第一激发态波函数有一个节点, 以此类推.

一维散射问题 方势垒的穿透. 考察能量E的粒子沿x轴正方向射向方势垒

V (x) =

{
V0, 0 < x < a;
0, 其他.

E < V0的情况. 经典允许区, 入射和透射边条件

ψ(x) =

{
e ikx + Re−ikx , x < 0;
Se ikx , x > a.
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运动方程 一维方形势

一维方形势 IX

k =
√

2mE/~, 反射和透射系数分别为|R|2和|S |2. 在势垒内
部(0 < x < a, 经典禁区), 定态波动方程为

d2

dx2
ψ − 2m

~2
(V0 − E )ψ = 0

解为

ψ(x) = Aeκx + Be−κx , 0 < x < a,

κ =
√

2m(V0 − E )/~.

郑惠南 (USTC) 量子力学 2022 年春季 226 / 443



运动方程 一维方形势

一维方形势 X

- x = 0, a处要求ψ与ψ′连续, 即{
1 + R = A + B,
ik
κ (1− R) = A− B;

和 {
Aeκa + Be−κa = Se ika,
Aeκa − Be−κa = ik

κ Se
ika.

从而

Se ika =
−2ik/κ[

{1−
(
k
κ

)2
}

sinhκa− 2i kκ coshκa

透射系数

T =|S |2 =

{
1 +

(k2 + κ2)2

4k2κ2
sinh2 κa

}−1
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运动方程 一维方形势

一维方形势 XI

=

1 +
1

4 E
V0

(
1− E

V0

) sinh2

(√
2mV0(1− E/V0)

~
a

)
−1

同样可求得反射系数

|R|2 =

{
1 +

4k2κ2

(k2 + κ2)2
sinh−2 κa

}−1

可以看出

|R|2 + |S |2 = 1.

E > V0时, 将前面的结果中κ替换为ik ′ (k ′ =
√

2m(E − V0)/~),
利用sinh(ik ′a) = i sin k ′a, 透射系数为

T =

{
1 +

1

4
(k/k ′ − k ′/k)2 sin2 k ′a

}−1

.
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运动方程 一维方形势

一维方形势 XII

穿透和共振 考察能量E的粒子沿x轴正方向射向方势阱

V (x) =

{
−V0 (V0 > 0), 0 < x < a;
0, 其他.

此时k ′ =
√

2m(E + V0)/~ ≥ k =
√

2mE/~, 因而

T =

{
1 +

1

4
(k/k ′ − k ′/k)2 sin2 k ′a

}−1

=

1 +
1

E
V0

(
1 + E

V0

) sin2 k ′a


−1

.

sin k ′a = 0时, T = 1, 这称为共振透射, 此时

k ′a = nπ, n = 1, 2, 3, · · · .
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运动方程 一维方形势

一维方形势 XIII

相应的能级

E = En = −V0 +
n2π2~2

2ma2
, n = 1, 2, 3, · · ·

称为共振能级.

δ势的穿透 考察能量E (E > 0)的粒子从左入射, 碰到δ势垒

V (x) = γδ(x) (γ > 0).

定态波动方程为

− ~2

2m

d2

dx2
ψ = {E − γδ(x)}ψ.

积分得

ψ′(0+)− ψ′(0−) =
2mγ

~2
ψ(0),
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运动方程 一维方形势

一维方形势 XIV

此时称为δ势中ψ′的跃变条件. 波函数的形式仍为

ψ(x) =

{
e ikx + Re−ikx , x < 0;
Se ikx , x > 0.

其中k =
√

2mE/~. 在x = 0处要求ψ连续和ψ′满足δ势的跃变条
件, 即

1 + R = S ,

1− R = S − 2mγS
i~2k .

可求得

S =
1

1 + i mγ~2k

,
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运动方程 一维方形势

一维方形势 XV

而透射系数和反射系数分别为

|S |2 =
1

1 + mγ2

2~2E

, |R|2 =
mγ2

2~2E

1 + mγ2

2~2E

.

(a) δ势垒换成δ势阱(γ → −γ), 透射和反射系数值不变.
(b) δ势的特征长度和特征能量定义为L = ~2/mγ和mγ2/~2.
当E � mγ2/~2时, |S |2 ≈ 1.

(c) ψ∗ψ′ − ψ′∗ψ (粒子的流密度）是连续的.
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运动方程 一维方形势

一维方形势 XVI

δ势阱束缚态 考察粒子在δ势阱

V (x) = −γδ(x) (γ > 0).

中的情形, 对应于束缚态, 即E < 0, 定态波动方程为

− ~2

2m

d2

dx2
ψ = {E + γδ(x)}ψ.

积分得ψ′的跃变条件

ψ′(0+)− ψ′(0−) = −2mγ

~2
ψ(0),
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运动方程 一维方形势

一维方形势 XVII

偶宇称态

ψ(x) =

{
Ceβx , x < 0;
Ce−βx , x > 0.

其中β =
√
−2mE/~. 容易求得

β = mγ/~2.

从而

E = E0 = −~2β2

2m
= −mγ2

2~2
.

归一化的波函数为

ψ(x) =
√
βe−β|x| =

1√
L
e−|x|/L.

其中β =
√
−2mE/~.
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运动方程 一维方形势

一维方形势 XVIII

奇宇称态

ψ(x) =

{
Aeβx , x < 0;
−Ae−βx , x > 0.

由x = 0处波函数的连续条件, 可得A = 0, 所以不存在奇宇称束缚
定态.

δ势与方势的关系 方势垒

V (x) =

{
V0, |x | < ε;
0, |x | > ε.

令V0 →∞, ε→ 0, 但保持2εV0 = γ = const., 则方势垒将趋于δ势
垒γδ(x).
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运动方程 一维方形势

一维方形势 XIX

束缚能级与透射振幅的极点 δ势阱V (x) = −γδ(x) (γ > 0), 透射振幅

S =

(
1− i

γ
√
m

~
√

2E

)−1

.

其极点为

E = −mγ2

2~2
.

这正是δ势阱的束缚能级.
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初等应用 谐振子

谐振子 I

量子力学中力学系统的一个简单而有意义的例子是谐振子. 它是辐射理论的基
础.

Hamilton量 描述一维谐振子这个系统所需的力学变量只是一个坐标q与其共
轭动量p. 在经典力学里, 其Hamilton量是

H =
1

2m
(p2 + m2ω2q2), (6.1)

式中m是振子的粒子的质量, 而ω是角频率. 这个Hamilton量加
上q与p的对易关系(量子条件), 此系统就完全被确定了.
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初等应用 谐振子

谐振子 II

Heisenberg运动方程是

q̇t = [qt ,H] = pt/m,
ṗt = [pt ,H] = −mω2qt .

}
(6.2)

引进无量纲的复数力学变量

η = (2m~ω)−1/2(p + imωq). (6.3)

运动方程(6.2)给出η̇t = iωηt . 积分后给出

ηt = η0e
iωt , (6.4)

式中η0是与t无关的线性算符, 等于t = 0时的ηt值. 上述各方程全
部与在经典理论中一样.
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初等应用 谐振子

谐振子 III

可以用η及其共轭复量η̄表示出p与q, 因而可以完全采用η与η̄来讨
论问题. 我们有

~ωηη̄ = (2m)−1(p + imωq)(p − imωq)

= (2m)−1[p2 + m2ω2q2 + imω(qp − pq)]

= H − 1

2
~ω, (6.5)

同样地

~ωη̄η = H +
1

2
~ω. (6.6)

因此

η̄η − ηη̄ = 1. (6.7)

方程(6.5)或(6.6)把H表示成为η与η̄的函数, 而方程(6.7)给
出η与η̄的对易关系.
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初等应用 谐振子

谐振子 IV

由(6.5)式得

~ωη̄ηη̄ = η̄H − 1

2
~ωη̄,

由(6.6)式得

~ωη̄ηη̄ = H η̄ +
1

2
~ωη̄,

因此

η̄H − H η̄ = ~ωη̄ (6.8)

从(6.7)式也可推出, 对任意正整数n,

η̄ηn − ηnη̄ = nηn−1, (6.9)

这一点可用数学归纳法验证, 即如用η左乘(6.9)式, 就能推导出
以n + 1代替n的(6.9)式.
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初等应用 谐振子

谐振子 V

令H ′为H的一个本征值, 而 |H ′〉为属于此本征值的本征右矢.
从(6.5)式得

~ω 〈H ′|ηη̄|H ′〉 = 〈H ′| H − 1

2
~ω |H ′〉 =

(
H ′ − 1

2
~ω
)
〈H ′|H ′〉 .

由于〈H ′|ηη̄|H ′〉是右矢η̄ |H ′〉的长度的平方, 因而

〈H ′|ηη̄|H ′〉 ≥ 0

相等的情况只出现于η̄ |H ′〉 = 0时. 同时〈H ′|H ′〉 > 0, 因此

H ′ ≥ 1

2
~ω, (6.10)

相等的情况只出现于η̄ |H ′〉 = 0时.

从(6.1)式中H的形式是平方和, 应当预料它的本征值都是正数或
零(因为对任意态H的平均值一定是正数或零). 现在有了更严格
的条件(6.10)式.
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初等应用 谐振子

谐振子 VI

从(6.8)式得

H η̄ |H ′〉 = (η̄H − ~ωη̄) |H ′〉 = (H ′ − ~ω)η̄ |H ′〉 . (6.11)

如果H ′ 6= 1
2~ω, 则η̄ |H ′〉不为零, 那么, 按照(6.11)式, η̄ |H ′〉是H的

本征右矢, 属于本征值H ′ − ~ω. 这样, 如H ′是H的任意本征值, 又
不等于 1

2~ω时, H ′ − ~ω就是H的另一本征值. 可以重复这个推理
并且断言, 如果H ′ − ~ω 6= 1

2~ω, H ′ − 2~ω就是H的另一本征值.

按此方法继续下去, 可以得到一系列本征值, 即H ′, H ′ − ~ω,
H ′ − 2~ω, H ′ − 3~ω, · · · , 此系列不能无限地延长, 因为如果无限
地推下去, 它会包括与(6.10)式矛盾的本征值, 因而这个系列只能
结束于 1

2~ω.
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初等应用 谐振子

谐振子 VII

再者, 从方程(6.8)的共轭复量, 可得

Hη |H ′〉 = (ηH + ~ωη) |H ′〉 = (H ′ + ~ω)η |H ′〉 ,

此式表明, 除非η |H ′〉 = 0, 则H ′ + ~ω是H的另一本征值,
以η |H ′〉作为属于它的本征右矢. η |H ′〉 = 0的情况是可以去掉的,
因为它会引出

0 = ~ωη̄η |H ′〉 =

(
H +

1

2
~ω
)
|H ′〉 =

(
H ′ +

1

2
~ω
)
|H ′〉 ,

这个结果与(6.10)式矛盾. 因此, H ′ + ~ω总是H的另一本征值, 而
且, H ′ + 2~ω, H ′ + 3~ω, · · ·也都是H的本征值. 于是, H的本征值
是一系列数, 即

1

2
~ω,

3

2
~ω,

5

2
~ω,

7

2
~ω, · · · , (6.12)

一直延长到无穷大. 这些数就是谐振子能量的可能值.
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初等应用 谐振子

谐振子 VIII

令 |0〉为H的本征右矢, 属于最小的本征值 1
2~ω, 所以

η̄ |0〉 = 0, (6.13)

并组成一系列右矢:

|0〉 , η |0〉 , η2 |0〉 , η3 |0〉 , · · · , (6.14)

这些右矢全是H的本征右矢, 分别属于(6.12)式中的一系列本征值.
从(6.9)式与(6.13)式得, 对任意非负整数n, 有

η̄ηn |0〉 = nηn−1 |0〉 . (6.15)

因此, 右矢集合(6.14)式是这样, 如果η或η̄作用在集合中的任一右
矢都会给出一个与此集合相关的右矢.
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初等应用 谐振子

谐振子 IX

在我们的问题里, 所有的力学变量都能用η与η̄表示出, 所
以(6.14)式的右矢一定组成完全集(否则就会还有某些力学变量).
对于H的本征值(6.12)式中的每一个, 只有一个本征右矢, 所以,
H就只它自己组成一个对易可观察量完全集. (6.14)式的各个右矢
相应于振子的不同的定态. 能量为

(
n + 1

2

)
~ω的定态相应

于ηn |0〉的态, 这个态就称为第n级量子态.

右矢ηn |0〉的长度的平方是

〈0|η̄nηn|0〉 = n
〈
0|η̄n−1ηn−1|0

〉
,

这是借助于(6.15)式而得到的. 用归纳法, 只要 |0〉是归一化的, 就
有

〈0|η̄nηn|0〉 = n!. (6.16)

因此, (6.14)式的各右矢乘以系数n!1/2, 分别使n = 0, 1, 2, · · · , 就
可以组成一个表象的基右矢, 这个表象即是使H为对角的表象.
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初等应用 谐振子

谐振子 X

任意右矢 |x〉能展开为

|x〉 =
∞∑
0

xnη
n |0〉 , (6.17)

其中xn是数. 如果 |x〉是归一的, 它定义一个态, 对于这个态, 振子
在第n级量子态的几率, 亦即H有值为

(
n + 1

2

)
~ω的几率是

Pn = n!|xn|2. (6.18)

可以把右矢 |0〉当作一个标准右矢, 而把η的这个幂级数当作是波
函数, 因为任意右矢可以表示为这样的波函数乘在这个标准右矢
上. 于是得到一种波函数, 它不同于所引进的通常一类的波函数,
这里的波函数是复数力学变量η的函数, 而不是可观察量的函数.
对许多目的, 它是描述谐振子的态的最方便的表象. 标准右
矢 |0〉满足(6.13)式的条件, 它代替了式pr 〉 = 0对Schrödinger表象
标准右矢的条件.
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初等应用 谐振子

谐振子 XI

让我们引进Schrödinger表象, 使q为对角的, 并求各定态的表示式.
从(6.13)式与(6.3)式得

(p − imωq) |0〉 = 0,

所以

〈q′|p − imωq|0〉 = 0.

借助于式p = −i~ d
dq ,

~
d

dq′
〈q′|0〉+ mωq′ 〈q′|0〉 = 0. (6.19)

这个微分方程的解是

〈q′|0〉 = (mω/π~)1/4e−mωq
′2/2~, (6.20)

这里选定的数值系数使得 |0〉是归一化的. 从而得到了基态的表示
式.
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初等应用 谐振子

谐振子 XII

其他定态的表示式可以由基态的表示式得到. 从(6.3)式, 我们有

〈q′|ηn|0〉 =(2m~ω)−n/2 〈q′|(p + imωq)n|0〉

=(2m~ω)−n/2in
(
−~ d

dq′
+ mωq′

)n

〈q′|0〉

=in(2m~ω)−n/2
(mω
π~

)1/4

(
−~ d

dq′
+ mωq′

)n

e
−mωq′2

2~ . (6.21)

对于n值不大时, 上式可以很容易地算出来. 所的结果是形式
为e−mωq

′2/2~乘以q′的n次幂级数. 还有一个因子
√
n!一定要放

进(6.21)式, 以便得到第n级量子态的归一化的表示式. 相因子in可
以去掉.

郑惠南 (USTC) 量子力学 2022 年春季 248 / 443



初等应用 谐振子

谐振子 XIII

定态波动方程 势能表示为

V (x) =
1

2
Kx2,

K为常数, 令ω =
√

K/m, 定态波动方程(
− ~2

2m

d2

dx2
+

1

2
mω2x2

)
ψ(x) = Eψ(x).

讨论束缚态, 即|x | → ∞时, ψ(x)→ 0. 引入参量

ξ = αx(α =
√
mω/~), λ = E/

1

2
~ω,

波动方程化为

d2

dξ2
ψ + (λ− ξ2)ψ = 0.
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初等应用 谐振子

谐振子 XIV

ξ → ±∞时方程近似为

d2

dξ2
ψ − ξ2ψ = 0.

在ξ → ±∞时, ψ ∼ e±ξ
2/2, 满足束缚态的解则为ψ ∼ e−ξ

2/2, 令

ψ = e−ξ
2/2u(ξ),

则u满足方程

d2

dξ2
u − 2ξ

d

dξ
u + (λ− 1)u = 0,

此即 Hermite 方程, 其幂级数解形式 u(ξ) =
∑∞

k=0 ckξ
k (ξ负幂次

方项的系数要求为零保证波函数在 ξ = 0 处非奇异, 系数关系同
时要求是整数幂次方) 中系数满足关系

ck+2 =
2k − (λ− 1)

(k + 2)(k + 1)
ck , k = 0, 1, 2, · · · .
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初等应用 谐振子

谐振子 XV

束缚态波函数解要求 u(ξ) 为一个有限项的 (Hermite) 多项式 (无

限项多项式在 ξ →∞ 时趋于 eξ
2

, 使得 ψ(ξ) 在无穷远处不为零,
不满足解条件), 即

λ− 1 = 2n, n = 0, 1, 2, · · · ,

那么

E = En = (n + 1/2)~ω, n = 0, 1, 2, · · · ,

此即谐振子的能量本征值, 最低三个能级对应的归一化谐振子波
函数如下

ψ(x) =


√
α

π1/4 e
−α2x2/2, n = 0,√

2α
π1/4 αxe

−α2x2/2, n = 1,
1

π1/4

√
α
2 (2α2x2 − 1)e−α

2x2/2, n = 2.
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初等应用 角动量

角动量 I

对易关系 量子力学基本对易关系{
[qr , qs ] = 0, [pr , ps ] = 0,
[qr , ps ] = δrs ,

或{
qrqs − qsqr = 0, prps − pspr = 0,
qrps − psqr = i~δrs .

研究一个粒子, 它由三个直角坐标x , y , z与其共轭动量px , py ,
pz所描述. 如在经典理论中一样, 它对原点的角动量定义为

mx =ypz − zpy ,

my =zpx − xpz ,

mz =xpy − ypx , (6.22)

或者用矢量方程

m = x × p
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初等应用 角动量

角动量 II

计算角动量和各坐标与动量之间的对易关系, 可得 [mz , x ] = [xpy − ypx , x ] = −y [px , x ] = y ,
[mz , y ] = [xpy − ypx , y ] = x [py , y ] = −x ,
[mz , z ] = [xpy − ypx , z ] = 0.

(6.23)

类似地可得

[mz , px ] = py , [mz , py ] = −px , [mz , pz ] = 0. (6.24)

对于mx与my也有相应的关系. 再有

[my ,mz ] = [zpx − xpz ,mz ] = z [px ,mz ]− [x ,mz ] pz

=− zpy + ypz = mx ,

[mz ,mx ] =my ,

[mx ,my ] =mz . (6.25)
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初等应用 角动量

角动量 III

这些结果全都与经典理论中的结果相同. (6.23), (6.24)与(6.25)式
等结果中的符号可以用下述规则来记忆, 即三个力学变量(包括左
边Poisson括号中的两个, 右边的一个)当它们是按照循环序
列(xyz)时就取+号, 否则就取−号. 方程(6.25)可以写成矢量形式

m ×m = i~m (6.26)

假定有几个粒子具有角动量m1,m2, · · · . 它们每一个应满
足(6.26)式, 而且它们之中任一个将与其他任意一个对易, 所以

mr ×mr = i~mr , mr ×ms + ms ×mr = 0, (r 6= s).
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初等应用 角动量

角动量 IV

如果M =
∑

r mr是总角动量, 则

M ×M =
∑
r

mr ×mr +
∑
r<s

(mr ×ms + ms ×mr )

=i~M . (6.27)

任意数目的粒子的总角动量的各分量所满足的对易关系, 与单个
粒子的角动量各分量的对易关系相同.

令Ax , Ay , Az代表任意一个粒子的三个坐标, 或者是代表一个粒子
的动量的三个分量. 这些A将与其他粒子的角动量对易,

[Mz ,Ax ] = Ay , [Mz ,Ay ] = −Ax , [Mz ,Az ] = 0. (6.28)

如果Bx , By , Bz是另一组三个量, 代表一个粒子的坐标或动量, 则

[Mz ,AxBx + AyBy + AzBz ] = 0.

这样, 标量积AxBx + AyBy + AzBz与Mz对易, 类似地也
与Mx及My对易.
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初等应用 角动量

角动量 V

引进矢量乘积C = A× B, 我们有

[Mz ,Cx ] = −AxBz + AzBx = Cy ,

同样地有

[Mz ,Cy ] = −Cx , [Mz ,Cz ] = 0.

这些方程又是(6.28)式的形式, 其中用C代替了A.

形如(6.28)式的方程, 对能从力学变量组成的任意矢量的三个分
量, 都是成立的, 并且任意的标量乘积与M对易.

引进对原点的旋转算符R, 其方法与对位移引进线性算符D所用的
方法相同. 取一个绕z轴的旋转, 旋转的角度为δφ, 并使δφ为无穷
小, 则可以得到线性算符

lim
δφ→0

(R − 1)/δφ,

称此算符为绕z轴的旋转算符, 并以rz表示之.
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初等应用 角动量

角动量 VI

与位移算符相似, rz是纯虚线性算符, 并且是未完全决定的, 含有
任意的相加纯虚数. 由绕z轴旋转一个小角δφ引起的任意力学变
量v的变化, 在δφ的一级近似下, 为

δφ(rzv − vrz). (6.29)

将绕z轴的旋转(右旋)δφ作用于全部测量仪器, 在矢量的三个分
量Ax , Ay , Az上所产生的变化分别为δφAy , −δφAx , 0, 而任意的标
量则不因此旋转而变化. 令这些变化与(6.29)式相等,

rzAx − Ax rz = Ay , rzAy − Ay rz = −Ax , rzAz − Az rz = 0,

而且rz与任意的标量对易. 把这些结果与(6.28)式比较, i~rz满足
的对易关系与Mz相同. 它们的差Mz − i~rz与所有的力学变量对
易, 因而一定是一个数. 这个数必然是实数, 因为Mz与i~rz都是实
的, 只要适当地选择rz的可任意加上去的纯虚数, 就可以使这个数
为零. 这样,

Mz = i~rz , (6.30)
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初等应用 角动量

角动量 VII

对Mx与My , 有类似的方程成立. 这样, 总角动量与旋转算符的关
系和总动量与位移算符的关系相同. 这个结论对任意点作为原点
都是有效的.

上述推理也适用于有许多粒子的运动所引起的角动量, 后者对每
一粒子按(6.22)式定义的. 在原子理论中出现另一种角动量, 即自
旋角动量. 通常把前一种角动量称为轨道角动量, 以与之相区别.

作为这种关系的直接结果, 我们可以推导出角动量守恒定律. 对一
孤立系统, Hamilton量一定不因绕原点的任何旋转而变, 换言之,
它一定是一个标量, 所以它一定与绕原点的角动量对易. 因此角
动量是运动恒量. 对此推理而言, 原点可以为任何点.
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初等应用 角动量

角动量 VIII

作为第二个直接结果, 我们可推导得, 总角动量为零的态是球对称
的. 这个态相应于一个右矢, 例如 |S〉, 满足

Mx |S〉 = My |S〉 = Mz |S〉 = 0,

因之,

rx |S〉 = ry |S〉 = rz |S〉 = 0.

此式表明, 在无穷小旋转时右矢|S〉不变, 因此, 在有限旋转时它也
不变, 因为有限旋转能由许多无穷小旋转构成. 因此这个态是球
对称的.

它的逆定理: 球对称态的总角动量为零, 也是对的.
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初等应用 角动量

角动量 IX

球对称态相应于一个方向不因任意旋转而变的右矢|S〉. 因此, 由
旋转算符rx , ry或rz所引起的|S〉的变化, 一定是|S〉乘以数, 例如,

rx |S〉 = cx |S〉 , ry |S〉 = cy |S〉 , rz |S〉 = cz |S〉 ,

其中cx , cy , cz都是数. 这就给出

Mx |S〉 =i~cx |S〉 ,
My |S〉 =i~cy |S〉 ,
Mz |S〉 =i~cz |S〉 . (6.31)

这些方程与Mx ,My ,Mz的对易关系(6.27)式不能协调, 除
非cx = cy = cz = 0. 在此情况下, 这个态就有为零的总角动量.
在(6.31)式中, 一个右矢同时是三个不对易的线性算
符Mx ,My ,Mz的本征右矢, 而这一点只有这三个本征值全为零才
是可能的.
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初等应用 角动量的性质

角动量的性质 I

普遍性质 角动量有某些普遍性质, 只要从其三个分量的对易关系就可推导
出. 这些性质一定对自旋与轨道角动量同样地成立.

令mz ,my ,mz为一个角动量的三个分量, 并引进量β定义为

β = m2
x + m2

y + m2
z .

因为β是一个标量, 它一定与mx ,my及mz对易.

假定有一力学系统, mx ,my ,mz是这个系统仅有的力学变量. 这样,
β与全部力学变量对易, 它一定是一个数.
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初等应用 角动量的性质

角动量的性质 II

令

mx − imy = η,

从对易关系(6.25)式得到

η̄η =(mx + imy )(mx − imy )

=m2
x + m2

y − i(mxmy −mymx) = β −m2
z + ~mz , (6.32)

同样地

ηη̄ = β −m2
z − ~mz , (6.33)

因此

η̄η − ηη̄ = 2~mz . (6.34)

还有

mzη − ηmz = i~my − ~mx = −~η. (6.35)
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初等应用 角动量的性质

角动量的性质 III

假定角动量的分量是可观察量, 这样mz就有本征值. 令m′z是本征
值之一, |m′z〉为一属于m′z的本征右矢, 从(6.32)式得

〈m′z |η̄η|m′z〉 =
〈
m′z |β −m2

z + ~mz |m′z
〉

=(β −m′z
2

+ ~m′z) 〈m′z |m′z〉 .

那么有

β −m′z
2

+ ~m′z ≥ 0,

或即

β +
1

4
~2 ≥

(
m′z −

1

2
~
)2

. (6.36)

因此

β +
1

4
~2 ≥ 0.
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初等应用 角动量的性质

角动量的性质 IV

用下式定义数(
k +

1

2
~
)

=

(
β +

1

4
~2

)1/2

=

(
m2

x + m2
y + m2

z +
1

4
~2

)1/2

, (6.37)

所以k ≥ −~/2, 不等式(6.36)变成

k +
1

2
~ ≥

∣∣∣∣m′z − 1

2
~
∣∣∣∣ ,

或即

k + ~ ≥ m′z ≥ −k , (6.38)

出现相等的情况必须而且只须η |m′z〉 = 0.
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初等应用 角动量的性质

角动量的性质 V

同样地从(6.33)式得

〈m′z |ηη̄|m′z〉 = (β −m′z
2 − ~m′z) 〈m′z |m′z〉 ,

这表明β −m′z
2 − ~m′z ≥ 0, 或即

k ≥ m′z ≥ −k − ~,

其中有一个等式出现, 必须而且只须η̄ |m′z〉 = 0.

这个结果与(6.38)式合在一起, 表明k ≥ 0, 并且

k ≥ m′z ≥ −k , (6.39)

其中如果η̄ |m′z〉 = 0, 则m′z = k ; 如果η |m′z〉 = 0, 则m′z = −k.
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初等应用 角动量的性质

角动量的性质 VI

从(6.35)式得

mzη |m′z〉 = (ηmz − ~η) |m′z〉 = (m′z − ~)η |m′z〉 .

如果m′z 6= −k, η |m′z〉就不是零, 而η |m′z〉就是mz的一个本征右矢,
属于本征值m′z − ~. 同样地, 如m′z − ~ 6= −k , m′z − 2~是mz的另一
个本征值. 以此类推, 得到一系列本征值:
m′z ,m

′
z − ~,m′z − 2~, · · · , 从(6.39)式看出, 这一系列一定要有一个

结束, 而且它仅能结束于值−k .

再者, 从方程(6.35)的共轭复量得到

mz η̄ |m′z〉 = (η̄mz + ~η̄) |m′z〉 = (m′z + ~)η̄ |m′z〉 ,

这表明mz + ~是mz的另一本征值, 除非η̄ |m′z〉 = 0, 而
在η̄ |m′z〉 = 0的情况下, m′z = k , 按此方法继续, 得到一系列本征
值: m′z , m′z + ~, m′z + 2~, · · · , 此系列也一定要有一个结束, 而且
仅能结束于值k .
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初等应用 角动量的性质

角动量的性质 VII

从此得到结论, 2k是~的整数倍, 而mz的本征值是

k , k − ~, k − 2~, · · · ,−k + ~,−k . (6.40)

mx与my的本征值也是这些. 这些本征值全是~的整数倍或半奇数
倍.

令|max〉为mz的本征右矢, 属于最大本征值k, 所以

η̄ |max〉 = 0, (6.41)

再组成一些列右矢

|max〉 , η |max〉 , η2 |max〉 , · · · , η2k/~ |max〉 . (6.42)

这些右矢全是mz的本征右矢, 分别属于(6.40)式中的一系列本征
值. 右矢的集合(6.42)式是这样的, 如果算符η作用于其中任一个
就给出一个与此集合相关的右矢(η作用于最后一个右矢给出结果
为零), 而且从(6.34)式与(6.41)式看到, η̄作用于此集合中任一右矢
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初等应用 角动量的性质

角动量的性质 VIII

也给出与此集相关的右矢. 对现在所研究的系统说来, 全部力学
变量都可以用η与η̄表示出来, 所以, 右矢的集合(6.42)式是一个完
全集. 对mz的本征值(6.40)式中的每一个, 只有一个这样的右矢,
所以, 只mz本身就组成了对易可观察量的完全集.

为了方便起见, 把角动量矢量m的绝对值定义为(6.37)式给出的k,
而不用β1/2, 因为k的可能值是

0,
1

2
~, ~,

3

2
~, 2~, · · · , (6.43)

一直延续到无穷大, 而β1/2的可能值则是更复杂的一组数.
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初等应用 角动量的性质

角动量的性质 IX

对于在mx ,my ,mz以外还包含其他力学变量的力学系统, 就可能有
些变量与β不能对易. 于是, β就不再是一个数, 而是一个一般的线
性算符. 这种情况出现于任意轨道角动量(6.22)式, 因
为x , y , z , px , py与pz并不和β对易. 假定β总是可观察量, 这时k可
由(6.37)式定义, 其中取正的平方根函数, k也是可观察量. 在一般
情况下, 把如此定义的k称为角动量矢量m的绝对值. 如果用对易
可观察量k与mz的共同本征右矢|k ′m′z〉来代替|m′z〉, 则用以得
到mz的本征值的上述分析仍然有效, 从而得出结果为: k的可能的
本征值是(6.43)式的各数, 而对于k的每一个本征值k ′, mz的本征
值是(6.40)式的各数, 其中用k ′代换k .

两个对易可观察量, 其中一个的本征值取决于给另一个指定的本
征值.

这两个可观察量不是完全互不相关的, 而是部分地互为函数的. 属
于本征值k ′与m′z的k与mz的独立的共同本征右矢的个数一定
与m′z无关, 每一独立的|k ′m′z〉, 对系列(6.40)中的任意的m′′z , 都能
够得到一个独立的|k ′m′′z 〉, 办法是用η或η̄的适当幂来乘|k ′m′z〉.
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初等应用 角动量的性质

角动量的性质 X

例 研究有两个角动量m1与m2的力学系统, m1与m2相互对易. 如果
没有其他力学变量, 则所有的力学变量和m1与m2的绝对
值k1与k2对易, 所以k1与k2是数. 算出K的本征值的最简单方法是
计算独立右矢的数目.

- m1z与m2z有一个独立的共同本征右矢属于任意的本征
值m′1z与m′2z , 而m′1z可取k1, k1 − ~, k1 − 2~, · · · ,−k1中的任一值,
m′2z可取k2, k2 − ~, k2 − 2~, · · · , −k2中的任一值, 而这个共同本征
右矢也是Mz的本征右矢, 属于本征值M ′z = m′1z + m′2z .

- M ′z的可能值因此是k1 + k2, k1 + k2− ~, k1 + k2− 2~, · · · ,−k1− k2,
它们之中每一个出现的次数按下列方案给出(假定k1 ≥ k2),

k1 + k2 k1 + k2 − ~ k1 + k2 − 2~ · · ·
1 2 3 · · ·
· · · k1 − k2 k1 − k2 − ~ · · ·
· · · 2k2 + 1 2k2 + 1 · · ·
· · · −k1 + k2 −k1 + k2 − ~ · · · −k1 − k2

· · · 2k2 + 1 2k2 · · · 1

(6.44)
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初等应用 角动量的性质

角动量的性质 XI

现在K的每一个本征值K ′与Mz的本征值K ′, K ′ − ~, K ′ − 2~, · · · ,
−K ′相联系, 对它们之中的每一个, K与Mz独立的共同本征右矢的
数目也是一个. 属于任意本征值M ′z的独立本征右矢的总数是一样
的, 不管把它们取作为m1z与m2z的共同本征右矢, 或者取作
为K与M的共同本征右矢, 此数目总是由方案(6.44)式给出的. 由
此得出, K的本征值为

k1 + k2, k1 + k2 − ~, k1 + k2 − 2~, · · · , k1 − k2, (6.45)

而且对K的这些本征值中的每一个, 以及与之一起出现的Mz的一
个本征值, K与Mz的独立共同本征右矢只有一个.
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初等应用 角动量的性质

角动量的性质 XII

应当提到旋转对角动量变量的本征右矢的作用. 取任意力学系统
的总角动量的z分量的任意本征右矢|M ′z〉, 并且对它施加一个
绕z轴旋转δφ角的小旋转. 它将变成

(1 + δφrz) |M ′z〉 = (1− iδφMz/~) |M ′z〉 ,

这里用了(6.30)式. 此式等于

(1− iδφM ′z/~) |M ′z〉 = e−iδφM
′
z/~ |M ′z〉 ,

这里取δφ的一级近似. 这样, |M ′z〉被乘上了数值因子e−iδφM
′
z/~, 用

一系列这样的小旋转相继作用, 绕z轴旋转角为φ的有限旋转的作
用引起|M ′z〉被乘上e−iφM

′
z/~. 令φ = 2π, 则绕z轴一周的作用是, 如

果本征值M ′z是~的整数倍, 则|M ′z〉不变; 如果本征值M ′z是~的半奇
数倍, 则|M ′z〉变一符号. 现在来考虑总角动量的绝对值K的本征右
矢|K ′〉. 如果本征值K ′是~的整数倍, 即Mz的可能的本征值全
是~的整数倍, 绕z轴旋转一周的作用一定使|K ′〉不变. 相反地, 如
果K ′是~的半奇数倍, 则Mz的可能的本征值全是~的半奇数倍, 旋
转一周一定改变|K ′〉的符号.

郑惠南 (USTC) 量子力学 2022 年春季 272 / 443



初等应用 角动量的性质

角动量的性质 XIII

根据对称性, 绕任一轴旋转一周的作用对|K ′〉的效果一定是与
绕z轴旋转一周的作用相同.

普遍的结果是: 绕任一轴旋转一周的作用使一个右矢不变, 或者
变一符号, 按照这个右矢所属的总角动量绝对值的本征值是~的整
数倍还是半奇数倍而定.

当然, 在这样旋转一周时, 态总是不变的, 因为相应于它的右矢改
变符号时, 态是不变的.

对只含轨道角动量的力学系统, 绕一周旋转一周肯定不会使右矢
改变, 因为能建立Schrödinger表象, 使所有粒子的坐标为对角的.
右矢的表示式在旋转一周时将回到它原来的值. 由此得出, 轨道
角动量的绝对值的本征值总是~的整数倍, 轨道角动量的分量的本
征值也总是~的整数倍.

对于自旋角动量, Schrödinger表象不存在, 两种本征值都是可能
的.
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初等应用 电子的自旋

电子的自旋 I

自旋 电子有自旋, 其绝对值为 1
2~, 某些其他基本粒子(质子, 中子)也是

如此. 这一点是从实验中发现的, 同时也有理论上的理由表明, 自
旋值为1/2是比任何其他值更基本, 甚至比自旋值为零还要基本一
些. 因此研究这个特定的自旋是特别重要的.

为了研究绝对值为 1
2~的角动量m, 方便的方法是令

m =
1

2
~σ (6.46)

矢量σ的分量满足 σyσz − σzσy = 2iσx ,
σzσx − σxσz = 2iσy ,
σxσy − σyσz = 2iσz .

(6.47)
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初等应用 电子的自旋

电子的自旋 II

mz的本征值为
1
2~与−

1
2~, 所以σz的本征值是+1与-1, 而σ2

z只有一
个本征值1. 由此得出, σ2

z一定等于1, 对σ2
z与σ

2
y , 也是一样, 即

σ2
x = σ2

y = σ2
z = 1. (6.48)

能够得到(6.47)与(6.48)式的更简单形式, 从(6.48)式得

σ2
yσz − σzσ2

y = 0,

或即

σy (σyσz − σzσy ) + (σyσz − σzσy )σy = 0,

即

σyσx + σxσy = 0,

此式中用了方程(6.47)中的第一式. 这式的意思即
是σyσx = −σxσy . 两个力学变量或线性算符, 如果是象这样, 除了
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电子的自旋 III

一个负号就满足乘法的对易律, 就称为是反对易的. 这样,
σx与σy反对易. 从对称性得知, σx , σy , σz这三个力学变量中的每
一个一定与另外任意一个反对易. 现在方程(6.47)可以写成

σyσz = iσx = −σzσy ,
σzσx = iσy = −σxσz ,
σxσy = iσz = −σyσx ,

 (6.49)

并且从(6.48)式也可得

σxσyσz = i . (6.50)

方程(6.48)-(6.50)是描述绝对值为 1
2~的自旋的各自旋变量σ所满足

的基本方程.
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电子的自旋 IV

建立各σ的矩阵表示式, 取σz为对角的. 如果在力学系统中除了
各m或各σ以外, 没有别的独立的力学变量, 那么, 只σz本身就可以
组成对易可观察量的完全集, 因为(6.48)与(6.49)式的形式使我们
不能从σx , σy与σz中找出任何新的与σz对易的力学变量. 表
示σz的矩阵的对角元是σz的本征值+1与-1, 此矩阵本身就是(

1 0
0 −1

)
.

令σx的表示式为(
a1 a2

a3 a4

)
.

这个矩阵一定是Hermite的, 所以a1与a4一定是实数, 而a2与a3是共
轭复数.
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电子的自旋 V

方程σzσx = −σxσz给出(
a1 a2

−a3 −a4

)
= −

(
a1 −a2

a3 −a4

)
,

所以a1 = a4 = 0, 因而σx由下列形式的矩阵表示:(
0 a2

a3 0

)
.

现在方程σ2
x = 1表明, a2a3 = 1因此, a2与a3既是共轭复数, 必然分

别取e iα与e−iα的形式, 其中α是实数, 所以, σx由下列形式的矩阵
表示:(

0 e iα

e−iα 0

)
.
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电子的自旋 VI

同样可以表明, σy也由同一形式的矩阵表示, σz是对角的这一条
件并未完全确定这一表象, 用适当选定此表象中的相因子的方法,
能使σx的表示式成为矩阵(

0 1
1 0

)
.

在这时, σy的表示式就由方程σy = iσxσz决定了. 这样, 最后得到
三个矩阵为(

0 1
1 0

)
,

(
0 −i
i 0

)
,

(
1 0
0 −1

)
. (6.51)

它们分别地代表σx , σy与σz , 这些矩阵满足全部代数方程(6.47),
(6.48), (6.49)与(6.50)各式.
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电子的自旋 VII

在方向余弦l , m, n所确定的任意方向上, 矢量σ的分量,
即lσx + mσy + nσz的表示式为(

n l − im
l + im −n

)
. (6.52)

右矢的表示式将只包含两个数, 分别与σ′z的两个值+1与-1相对应.
这两个数组成变量σ′z的一个函数, 变量σ′z的值域仅仅包含两点,
即+1与-1. σz有值为1的态由函数fα(σ′z)代表. 而σz有值为-1的态
由函数fβ(σ′z)代表. 变量σ′z的任意函数, 都能够表示为这两个函数
的线性组合. 因此, 任意的态可由σz分别等于+1和-1的两个态迭
加而得.
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电子的自旋 VIII

例如, 由(6.52)式代表的σ在方向l , m, n上的分量有值为1的态, 就
有满足下式的两个数a与b所表示:(

n l − im
l + im −n

)(
a
b

)
=

(
a
b

)
,

或即

na + (l − im)b =a,

(l + im)a− nb =b,

因此

a

b
=

l − im

1− n
=

1 + n

l + im
.
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电子的自旋 IX

这个态可以看为σz等于+1与-1的两个态的迭加, 在此迭加过程中
的相对权重为

|a|2 : |b|2 = |l − im|2 : (1− n)2 = (1 + n)2 : |l + im|2. (6.53)

为了完全描述一个电子(或自旋为 1
2~的其他粒子), 除了直角坐

标x , y , z与动量px , py , pz而外, 我们还需要自旋力学变量σ, 它与
自旋角动量的关系由(6.46)式给出. 自旋力学变量和这些坐标及
动量对易. 这样, 由单一电子所组成的系统的一个对易可观察量
的完全集将是x , y , z , σz . 在一个使x , y , z , σz为对角的表象中, 任
意态的表示式是四个变量x ′, y ′, z ′, σ′z的函数. 因为σ′z的值域只
由+1与-1两点组成, 这个四变量的函数与两个三变量的函数是相
同的, 即与下列两个函数相同:

〈x ′y ′z ′|〉+ = 〈x ′y ′z ′,+1|〉 ,
〈x ′y ′z ′|〉− = 〈x ′y ′z ′,−1|〉 . (6.54)

自旋的存在可以看成是在态的表示式中引进了一个新变量, 也可
以看成是给这个表示式两个分量.
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初等应用 在有心力场中的运动

在有心力场中的运动 I

原子 原子是有一个质量大的带正电荷的核以及在其周围运动的一些电
子组成的. 这些电子受核的吸引力及它们之间的相互排斥力的作
用. 这个力学系统的严格处理是一个非常困难的数学问题. 但是,
用下述粗略的近似方法对此系统的主要特点能有所了解, 即认为
每个电子是独立的在某有心力场中运动, 此有心力场是原子核
（假定为静止的）的力加上由其它电子而来的力的某种平均.

因此, 粒子在有心力场运动的问题, 形成原子理论中的一个基础.

令x , y , z是粒子的直角坐标, 这个坐标是联系与一个以力的中心作
原点的坐标轴系统的, 并令px , py , pz为相应的动量分量. 在非相对
论近似下, Hamilton量将是下式

H =
1

2m
(p2

x + p2
y + p2

z ) + V , (6.55)

其中V是势能, 仅是(x2 + y2 + z2)的函数.
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初等应用 在有心力场中的运动

在有心力场中的运动 II

为发展此理论, 引进极坐标力学变量是方便的. 首先, 引进矢径r ,
定义为如下的正平方根

r = (x2 + y2 + z2)
1
2 .

它的本征值从0直到∞. 如果我们计算它与px , py , pz的Poission括
号, 则

[r , px ] =
∂r

∂x
=

x

r
, [r , py ] =

y

r
, [r , pz ] =

z

r
,

再引进力学变量pr , 定义为

pr = r−1(xpx + ypy + zpx). (6.56)

它与r的Poisson括号由下式给出,

r [r , pr ] =[r , rpr ] = [r , xpx + ypy + zpz ]

=x [r , px ] + y [r , py ] + z [r , pz ]
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初等应用 在有心力场中的运动

在有心力场中的运动 III

=x · x/r + y · y/r + z · z/r = r ,

因而

[r , pr ] = 1,

或即rpr − pr r = i~.

r与pr之间的对易关系恰是正则坐标与正则动量之间的对易关系,
但它不是正好等于这个动量, 因为它不是实的, 它的共轭复量是

p̄r =(pxx + pyy + pzz)r−1

=(xpx + ypy + zpz − 3i~)r−1

=(rpr − 3i~)r−1 = pr − 2i~r−1. (6.57)

因此, pr − i~r−1是实的, 并且是r的真正共轭动量.

粒子对于原点的角动量m由(6.22)式给出, 而其绝对值k由(6.37)式
给出, 由于r与pr是标量, 它们与m对易, 也从而与k对易.
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初等应用 在有心力场中的运动

在有心力场中的运动 IV

能用r , pr与k表示出Hamilton量. 如果用
∑

xyz代表对下标x , y , z的

轮换求和, 则有

k(k + ~) =
∑
xyz

m2
z =

∑
xyz

(xpy − ypx)2

=
∑
xyz

(xpyxpy + ypxypx − xpyypx − ypxxpy )

=
∑
xyz

(x2p2
y + y2p2

x − xpxpyy − ypypxx

+ x2p2
x − xpxpxx − 2i~xpx)

=r2(p2
x + p2

y + p2
z )− rpr (p̄r r + 2i~)

=r2(p2
x + p2

y + p2
z )− rp2

r r .

因此,

H =
1

2m

{
1

r
p2
r r +

k(k + ~)

r2

}
+ V . (6.58)
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初等应用 在有心力场中的运动

在有心力场中的运动 V

H的这种形式使得k不仅与H对易（这是必然的, 因为k是运动恒
量）, 而且还与出现在H的每一个力学变量, 即r , pr以及只是r的函
数的V对易. 因之, 可能有一个简单的处理方法, 即可以研究k的
属于本征值k ′的本征态, 然后在(6.58)式中以k ′代替k, 而得到一个
只有一个自由度r的问题.

引进一个使x , y , z为对角的表象. 这时px , py , pz分别等于算
符−i~∂/∂x , −i~∂/∂y , −i~∂/∂z . 一个态就由满足Schrödinger波
动方程的波函数ψ(x , y , z , t)来表示, 采用(6.55)式给出的H,
Schrödinger波动方程现在成为

i~
∂ψ

∂t
=

{
− ~2

2m

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
+ V

}
ψ. (6.59)

用下列方程从直角坐标x , y , z变换到极坐标r , θ, ϕ,

x = r sin θ cosϕ,
y = r sin θ sinϕ,
z = r cos θ.

 (6.60)
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初等应用 在有心力场中的运动

在有心力场中的运动 VI

也可以用极坐标表示波函数, 这样它就成为ψ(r , θ, ϕ, t). 方
程(6.60)给出算符的方程

∂

∂r
=
∂x

∂r

∂

∂x
+
∂y

∂r

∂

∂y
+
∂z

∂r

∂

∂z
=

x

r

∂

∂x
+

y

r

∂

∂y
+

z

r

∂

∂z
,

与(6.56)式比较之下, 此式表明pr = −i~∂/∂r . 因此, 用(6.58)式作
为H, Schrödinger波动方程成为

i~
∂ψ

∂t
=

{
~2

2m

(
−1

r

∂2

∂r2
r +

k(k + ~)

~2r2

)
+ V

}
ψ. (6.61)

这里k是某一线性算符, 由于它与r及∂/∂r对易, 它只能含θ, ϕ,
∂/∂θ与∂/∂ϕ.
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初等应用 在有心力场中的运动

在有心力场中的运动 VII

由

k(k + ~) = m2
x + m2

y + m2
z (6.62)

与(6.60)式, 能求出k(k + ~)的形式, 我们发现

k(k + ~)

~2
= − 1

sin θ

∂

∂θ
sin θ

∂

∂θ
− 1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2
. (6.63)

这个算符在数学物理中是熟知的, 它的本征函数称为球谐函数, 它
的本征值是l(l + 1), 其中l是整数. 因此, 球谐函数的理论提供了
另一方法, 来证明k的本征值是~的整数倍.
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初等应用 在有心力场中的运动

在有心力场中的运动 VIII

对于属于本征值l~(l是非负整数)的k的一个本征态, 波函数如下
式:

ψ = r−1χ(r , t)Sl(θ, ϕ), (6.64)

其中Sl(θ, ϕ)满足

k(k + ~)Sl(θ, ϕ) = l(l + 1)~2Sl(θ, ϕ), (6.65)

即从(6.63)式, Sl是l阶的球谐函数. 把因子r−1放进(6.64)式中是为
了方便.
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初等应用 在有心力场中的运动

在有心力场中的运动 IX

把(6.64)式代入(6.61)式中, 得到χ的方程为

i~
∂χ

∂t
=

{
~2

2m

(
− ∂2

∂r2
+

l(l + 1)

r2

)
+ V

}
χ. (6.66)

如果此态是属于能量值H ′的定态, χ将取下列形式:

χ(r , t) = χ0(r)e−iH
′t/~,

而(6.66)式就简化为

H ′χ0 =

{
~2

2m

(
− d2

dr2
+

l(l + 1)

r2

)
+ V

}
χ0. (6.67)

这个方程可以用来决定系统的能量H ′.

简并度 每个给定的l决定(6.67)式的一个解χ0, 而对于每一
个χ0有(2l + 1)个独立的状态, 因为(6.65)式有(2l + 1)个独立的解,
相应于角动量的一个分量例如mz所能取的(2l + 1)个不同的值.
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初等应用 在有心力场中的运动

在有心力场中的运动 X

几率 粒子处于体积元dxdydz中的几率正比于|ψ2|dxdydz .
取ψ为(6.64)式, 这就变为r−2|χ|2|Sl |2dxdydz . 那么, 粒子处
于r与r + dr之间的球壳中的几率正比于|χ|2dr .

初边值条件 现在变得清楚的是, 在解方程(6.66)或(6.67)时, 一定对函
数χ在r = 0时加上一个边界条件, 即是这个函数一定得使积
分
∫

0
|χ|2dr在原点收敛. 假定这个积分是不收敛的, 波函数就会代

表一个态, 对此态粒子处于原点的机会是无穷大, 这样一个态在物
理上是不会容许的.

不同坐标系的解 上述对几率的考虑而得的在r = 0时的边界条件不是充分严格
的. 要得到一个更为严格的条件, 可以去验证由解极坐标中的波动
方程(6.61)所得到的波函数的确满足直角坐标中的波函数方
程(6.59). 取V = 0的情况, 即自由粒子的问题. 方程(6.59)应用于
能量H ′ = 0的定态, 得

∇2ψ = 0, (6.68)
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初等应用 在有心力场中的运动

在有心力场中的运动 XI

其中∇2代表Laplace算符∂2/∂x2 + ∂2/∂y2 + ∂2/∂z2, 而方
程(6.61)给出(

1

r

∂2

∂r2
r − k(k + ~)

~2r2

)
ψ = 0. (6.69)

对k = 0, (6.69)式的一个解是ψ = r−1. 此式不满足(6.68)式,

∇2r−1 = −4πδ(x)δ(y)δ(z). (6.70)

因此, 并不是(6.69)式的每一个解都给出(6.68)式的一个解, 而且
更普遍地, 并不是(6.61)式的每一个解都是(6.59)式的一个解.

r = 0处条件 一定要对(6.61)式的解加上一个条件, 即当r → 0时它应当不能
与r−1一样快地趋于无穷大, 这是为了当把它代入(6.59)式时它不
应在右边给出象(6.70)式右边那样的δ函数. 只有当方程(6.61)由
这个条件补充时它才能与方程(6.59)等效.

这样, 就有了边界条件, 即当r → 0时, rψ → 0或χ→ 0.
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初等应用 在有心力场中的运动

在有心力场中的运动 XII

r =∞处条件 在r =∞, 波函数也有边界条件. 如果只关心束缚态, 即粒子不走
向无穷远的那些态, 则一定要限制到无穷大的积分

∫∞ |χ(r)|2dr是
收敛的.

然而, 这些束缚态并不是物理上容许的全部的态, 因为也能有一些
态, 其中粒子从无穷远来到, 受有心力场散射后再走向无穷远. 对
这些态, 波函数当r →∞时保持为有限. 在任何情况下,
当r →∞时波函数一定不应趋于无穷大, 否则它将代表没有物理
意义的态.
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初等应用 氢原子的能级

氢原子的能级 I

氢原子 用于氢原子的问题(不考虑相对论力学和电子的自旋), 现在势能
V 是 −e2/r , 所以方程 (6.67) 变成{

d2

dr2
− l(l + 1)

r2
+

2me2

~2

1

r

}
χ0 = −2mH ′

~2
χ0. (6.71)

引入一个新的函数f (r), 令

χ0 = f (r) exp(−βr), (6.72)

其中

β =
√
−2mH ′/~2. (6.73)

方程(6.71)现在变成{
d2

dr2
− 2β

d

dr
− l(l + 1)

r2
+

2me2

~2

1

r

}
f (r) = 0. (6.74)
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初等应用 氢原子的能级

氢原子的能级 II

寻求这个方程的一个幂级数形式的解

f (r) =
∑
s

cs r
s , (6.75)

其中相继的s值相差为1, 虽然这些值本身不必要是整数. 在
把(6.75)式代入(6.74)式后, 得到∑

s

cs{s(s − 1)r s−2 − (2sβ)r s−1

− l(l + 1)r s−2 + (2me2/~2)r s−1} = 0,

令r s−2的系数等于零, 此式给出相继的系数cs之间的下述关系:

cs [s(s − 1)− l(l + 1)] = cs−1[2(s − 1)β − 2me2/~2]. (6.76)

只有随r趋于0的那些本征函数χ是容许的, 因此, 从(6.72)式得知,
f (r)也必须随r趋于零. 级数(6.75)式因此一定在s小的这一边中断,
而最小的s值一定得大于零. 现在, 最小的s值只可能是
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初等应用 氢原子的能级

氢原子的能级 III

使(6.76)式cs的系数为零的那些值, 即l + 1与−l , 而这些值的第二
个是负的或者是零. 因此, 最小的s值必定是l + 1. 因为l总是整数,
s的值也全是整数.

级数(6.75)式一般地也会在s增大的一边延伸至无穷大. 对于s的大
值, 按照(6.76)式, 相继项的比为

cs
cs−1

r =
2rβ

s
.

因此, 级数(6.75)总是收敛的, 因为高次项之间的比与下列级数相
同: ∑

s

1

s!
(2βr)s , (6.77)

而此级数是收敛的, 其极限为exp(2βr).

考察解χ0在r的值大时如何变化. 区别开H ′为正数与负数的情况.
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初等应用 氢原子的能级

氢原子的能级 IV

- 对负数的H ′, (6.73)式给出的β是实数, 且β > 0, 则当r →∞时, 级
数(6.75)式的和将按照与级数(6.77)式的和一样的规则, 即按照规
则exp(2βr)趋于无穷大. 这样, 从(6.72)式得知, χ0将按规
则exp(βr)趋于无穷大, 因而不代表物理上可能的态. 因此, 一般地
讲, 对负值的H ′, (6.71)式没有可容许的解.

- 但是, 例外的情形是, 只要当级数(6.75)式在s大的一边中断, 边界
条件就完全满足了. 这种让级数中断的条件是, 在下标s − 1的值
不小于它的最小值l + 1的某值时, (6.76)式中cs−1的系数为零, 这
个条件与下面的条件相同, 即对某一不小于l + 1的整数s,

sβ − me2

~2
= 0.

借助于(6.73)式, 此条件变成

H ′ = − me4

2s2~2
, (6.78)
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初等应用 氢原子的能级

氢原子的能级 V

因而是对能级 H ′ 的一个条件. 由于 s 可以是任意正整数, 公式
(6.78) 给出氢原子负能级的分立集. 这是与实验相符合的.

对于这些能级中每一个(除最低能级 s = 1 以外)都有好几个独立
态, 因为 l 有好几个可能值, 即 l 可以为小于 s 的任意正整数或
零. 属于一个能级的态的这种多重性, 是由角动量分量的各可能
值所引起的多重性之外出现的, 后一种多重性在任意有心力场中
都出现. 而 l 的多重性只在力服从反平方定律时才出现, 而且即
令这样, 当考虑到相对论力学时, l 的多重性也将被消去. 当 H ′

满足 (6.78) 式时, (6.71) 式的解 χ0 当 r →∞ 时指数地趋于零,
因而它代表束缚态(相当于 Bohr 理论中的椭圆轨道).
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初等应用 氢原子的能级

氢原子的能级 VI

对 H ′ 的任意正值, 由 (6.73) 式得出的 β 是纯虚数. 当 r 大时级
数 (6.75) 式与级数 (6.77) 式一样, 现在 (6.75) 式有一个和, 这个
和当 r →∞ 时仍是有限的. 因此, 由 (6.72) 式得出的 χ0 现在当
r →∞ 时仍是有限的. 因而将是 (6.71) 式的可容许解, 它给出当
r →∞ 时按照规则 r−1 趋于零的波函数 ψ. 因此, 除了 (6.78) 式
的负能级的分立集外, 所有的正能级都是允许的. 正能级的态不是
束缚态, 因为对于这种态到无穷远的积分

∫∞ |χ0|2dr 并不收
敛(这些态相当于 Bohr 理论中的双曲线轨道).

令 a = ~2/me2 (Bohr 半径), 则 β = 1/sa,
ck+1[k(k + 1)− l(l + 1)] = ck2(k/s − 1)/a (l + 1 ≤ k ≤ s). 最低
几阶 s 的 r 方向波函数 r−1χ(r) 的形式如下
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初等应用 氢原子的能级

氢原子的能级 VII
s l r−1χ(r)
1 0 exp(−r/a)
2 0

(
1− r

2a

)
exp(−r/2a)

2 1 r
2a exp(−r/2a)

3 0
[
1− 2 r

3a + 2
3

(
r

3a

)2
]

exp(−r/3a)

3 1 r
3a

(
1− 1

2
r

3a

)
exp(−r/3a)

3 2
(

r
3a

)2
exp(−r/3a)
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初等应用 无限深球方势阱

无限深球方势阱 I

质量m的粒子在半径为a的球形匣子中运动. 相当于无限深球方势
阱

V (r) =

{
0, r < a;
∞ r > a.

只存在束缚态.

球对称态 先考虑l = 0的态(s态), χ0满足

d2

dr2
χ0 +

2m

~2
H ′χ0 = 0, (r ≤ a)

和边界条件

χ0(r)|r=0 = χ0(r)|r=a = 0.
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初等应用 无限深球方势阱

无限深球方势阱 II

容易求得

H ′ = En,0 =
π2~2(n + 1)2

2ma2
, n = 0, 1, 2, . . . ,

和归一化的χ0(r)为

χn,0 =

√
2

a
sin

(n + 1)πr

a
, 0 ≤ r ≤ a.

其他 其次考虑l 6= 0的态, χ0满足

d2

dr2
χ0 +

{
2m

~2
H ′ − l(l + 1)

r2

}
χ0 = 0, (r ≤ a)

和边界条件

χ0(r)|r=0 = χ0(r)|r=a = 0.
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初等应用 无限深球方势阱

无限深球方势阱 III

取Rn(r) = χ0(r)/r , ρ =
√

2mH ′r/~, 方程化为

d2

dρ2
Rl +

2

ρ

d

dρ
Rl +

{
1− l(l + 1)

ρ2

}
Rl = 0

此即球Bessel方程, 符合条件的解为球Bessel函数jl(ρ) =

(−1)lρl
(

1
ρ

d
dρ

)l
sin ρ
ρ , 且H ′满足

H ′ =En,l =
~2

2ma2
ρ2
n,l ,

jl(ρn,l) =0,

n =0, 1, 2, . . . ,

注:

jl(x) =

√
π

2x
Jl+ 1

2
(x),
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初等应用 无限深球方势阱

无限深球方势阱 IV

前三阶具体函数形式为

j0(x) =
sin x

x
,

j1(x) =
sin x

x2
− cos x

x
,

j2(x) =

(
3

x3
− 1

x

)
sin x − 3

x2
cos x .

对应的图形为

(a) j0(x) (b) j1(x) (c) j2(x)

它们的零点为
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初等应用 无限深球方势阱

无限深球方势阱 V
n = 0 n = 1 n = 2

l = 0 3.1412 (π) 6,283 (2π) 9.425 (3π)
l = 1 4.493 7.725 10.904
l = 2 5.764 9.095 12.323
l = 3 6.988 10.417 13.698
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初等应用 三维谐振子

三维谐振子 I

三维谐振子 三维各向同性谐振子势能V = 1
2mω

2(x2 + y2 + z2) = 1
2mω

2r2, 所
以方程(6.67)变成{

d2

dr2
− l(l + 1)

r2
+

2mH ′

~2
− m2ω2r2

~2

}
χ0 = 0.

引入一个新的函数f (r), 令

χ0 = f (r) exp(−βr2),

其中

β = mω/2~.

那么{
d2

dr2
− 4βr

d

dr
− 2β − l(l + 1)

r2
+

2mH ′

~2

}
f (r) = 0.
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初等应用 三维谐振子

三维谐振子 II

幂级数形式的解

f (r) =
∑
s

cs r
s ,

其中相继的s值相差为1. 那么∑
s

cs{s(s − 1)r s−2 − (4sβ)r s − 2βr s

− l(l + 1)r s−2 + (2mH ′/~2)r s} = 0,

此式给出相继的系数cs之间的下述关系:

cs [s(s − 1)− l(l + 1)] = cs−2[2β(2s − 3)− 2mH ′/~2].

同样的分析可得, 级数一定在s小的这一边中断, 而最小的s值一定
得大于零. 最小的s值必定是l + 1. 因此s的值也全是整数.

郑惠南 (USTC) 量子力学 2022 年春季 308 / 443



初等应用 三维谐振子

三维谐振子 III

对于s的大值, 相继项的比为

cs
cs−2

r2 =
4βr2

s
.

高次项之间的比与极限为exp(2βr2)的下列级数相同:∑
s

1

2ss!
(4βr2)s ,

级数和将按照规则 exp(2βr2) 趋于无穷大. 这样, χ0 将按规则
exp(βr2) 趋于无穷大, 因而不代表物理上可能的态. 例外的情形
是级数在 s 大的一边中断, 分析最后得

H ′ =(s + 1/2)~ω = (2n + l + 3/2)~ω,
s = 2n + l + 1, n = 0, 1, 2, · · ·

或者
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初等应用 三维谐振子

三维谐振子 IV

H ′ =(n + 3/2)~ω,
n = 0, 1, 2, · · · , l = n − 2k, k = 0, 1, 2, · · · .
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初等应用 选择定则

选择定则 I

跃迁 如果一个力学系统处在某一定态, 则只要它不受外来力的作用, 它
将保留在此定态不变. 但是, 实际上任意原子系统时常受到外电磁
场的作用, 在其影响下, 原子系统常是不再处于一个定态, 而发生
到另一态的跃迁.

关于跃迁理论的一个结果是, 如果在包含这两个定态作为两个基
态的Heisenberg表象中, 系统的总电位移D的表示式内有关这两个
态的矩阵元为零, 那么, 在电磁辐射的影响下不可能出现这两个态
之间的跃迁, 这一点是高度精确的. 现在对许多原子系统出现的情
况是, 在Heisenberg表象中, D的大多数矩阵元的确为零, 因而就有
对跃迁可能性的严格限制. 表示这些限制的规则就称为选择定则.

更详细地应用跃迁理论, 能够把选择定则的概念更精确化, 按照这
一理论, 矢量D的不同的直角分量的矩阵元与电磁辐射的不同极
化态相联系. 这种联系的性质就是, 如果把矩阵元, 或者宁可说是
它们的实部, 当成某些谐振子的振幅, 这些谐振子与辐射场按照经
典电动力学相互作用, 那么就会得到这种联系.
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初等应用 选择定则

选择定则 II

为得到所有的选择定则, 有一个一般方法如下. 把在Heisenberg表
象中为对角的那些运动恒量都称之为α, 而令D为D的分量之一.
必须得到一个联系D与α的代数方程, 它不包含D与α以外的任何
力学变量, 而且它对D言是线性的.

这样的方程形为∑
r

frDgr = 0, (6.79)

其中fr与gr是只含α的函数. 如果将此方程用表示式表示, 则给出∑
r

fr (α
′) 〈α′|D|α′′〉 gr (α′′) = 0,

或即

〈α′|D|α′′〉
∑
r

fr (α
′)gr (α

′′) = 0,
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初等应用 选择定则

选择定则 III

这表明〈α′|D|α′′〉 = 0, 除非有∑
r

fr (α
′)gr (α

′′) = 0. (6.80)

最后的方程给出了为使〈α′|D|α′′〉可能不为零所必需的α′与α′′之
间的联系, 这就组成了与D的分量D有关的选择定则.

例 关于谐振子的工作提供了选择定则的一个例子. 方程(6.8) 具
有(6.79)式的形式, 用η̄作为D, 而H起α的作用, 它表明η̄的矩阵
元〈H ′|η̄|H ′′〉, 除了满足H ′′ − H ′ = hω的那些矩阵元以外全部都为
零. 这个结果的复数共轭是, η的矩阵元〈H ′|η|H ′′〉, 除了满
足H ′′ − H ′ = −hω的那些矩阵元以外, 也全都为零. 由
于D是η − η̄乘以数值, 它的矩阵元, 除了H ′′ − H ′ = ±~ω的那些矩
阵元而外, 全都是零. 如果谐振子是带有电荷的, 它的电位移D将
与q成正比. 选择定则这时就是, 只有能量H改变一单个光子~ω的
跃迁方能实现.
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初等应用 选择定则

选择定则 IV

对一个在有心力场中运动的电子的mz与k求选择定则. 在这里电
位移的分量与直角坐标x , y , z成正比. 首先取mz , mz与z对易, 即

mzz − zmz = 0,

这就是所要求的形如(6.79)式的方程, 它给出对电位移的z分量的
选择定则

m′z −m′′z = 0,

而

[mz , [mz , x ]] = [mz , y ] = −x ,

或即

m2
zx − 2mzxmz + xm2

z − ~2x = 0.
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初等应用 选择定则

选择定则 V

又是形如(6.79)式的公式, 给出对电位移的x分量的选择定则

m′z
2 − 2m′zm

′′
z + m′′z

2 − ~2 = 0,

或即

(m′z −m′′z − ~)(m′z −m′′z + ~) = 0.

对y分量的选择定则则是相同的. 因此, 对mz的选择定则是: 一个
辐射, 如其偏振相当于在z方向的电偶极矩, 则在与之相联系的跃
迁中, m′z不可能改变; 而如偏振相当于在x方向或y方向上的电偶
极矩, 则在与之相联系的跃迁中, m′z一定要增加或减少~.
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初等应用 选择定则

选择定则 VI

可以更精确地决定m′z增加或减少~的跃迁所联系的辐射的偏振态,
办法是考虑x + iy与x − iy的矩阵元不为零的条件.

[mz , x + iy ] = y − ix = −i(x + iy),

或即

mz(x + iy)− (x + iy)(mz + ~) = 0,

这又是形如(6.79)式的公式, 它给出〈m′z |x + iy |m′′z 〉不为零的条件
为

m′z −m′′z − ~ = 0.

同样地〈m′z |x − iy |m′′z 〉不为零的条件为m′z −m′′z + ~ = 0. 因而

〈m′z |x − iy |m′z − ~〉 = 0,
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初等应用 选择定则

选择定则 VII

或即

〈m′z |x |m′z − ~〉 = i 〈m′z |y |m′z − ~〉 = (a + ib)e iωt ,

a, b与ω都是实数. 此式的共轭复数是

〈m′z − ~|x |m′z〉 = −i 〈m′z − ~|y |m′z〉 = (a− ib)e−iωt .

因此, 决定m′′z = m′z − ~的跃迁所联系的辐射的偏振的矢
量 1

2{〈m
′
z |D|m′z − ~〉+ 〈m′z − ~|D|m′z〉}, 有下列三个分量:

1
2{〈m

′
z |x |m′z − ~〉+ 〈m′z − ~|x |m′z〉}

= 1
2{(a + ib)e iωt + (a− ib)e−iωt}

= a cosωt − b sinωt,
1
2{〈m

′
z |y |m′z − ~〉+ 〈m′z − ~|y |m′z〉}

= 1
2 i{−(a + ib)e iωt + (a− ib)e−iωt}

= a sinωt + b cosωt,
1
2{〈m

′
z |z |m′z − ~〉+ 〈m′z − ~|z |m′z〉} = 0.


(6.81)
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初等应用 选择定则

选择定则 VIII

从这些分量的形式看出, 所联系的辐射如在z方向运动就会是圆偏
振的; 如在xy平面上任意方向运动, 则是在此平面上线偏振的; 如
在中间方向运动, 则是椭圆偏振的. 在z方向运动的辐射的圆偏振
方向是由ω是正或负而决定的, 而这一点又决定于两个
态 |m′z〉与 |m′′z 〉 = |m′z − ~〉中哪一个能量较大.

现在来决定k的选择定则.

[k(k + ~), z ] =[m2
x , z ] + [m2

y , z ]

=− ymx −mxy + xmy + myx

=2(myx −mxy + i~z)

=2(myx − ymx) = 2(xmy −mxy).

相同地,

[k(k + ~), x ] = 2(ymz −myz),
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初等应用 选择定则

选择定则 IX

以及

[k(k + ~), y ] = 2(mxz − xmz).

因此

[k(k + ~), [k(k + ~), z ]] =2my{2(ymz −myz)}
− 2mx{2(mxz − xmz)}
+ 2i~[k(k + ~), z ]

=4(mxx + myy + mzz)mz

− 4(m2
x + m2

y + m2
z)z

+ 2{k(k + ~)z − zk(k + ~)}.
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初等应用 选择定则

选择定则 X

从

mx = ypz − zpy , my = zpx − xpz , mz = xpy − ypx ,

得

mxx + myy + mzz = 0, (6.82)

因而有

[k(k + ~), [k(k + ~), z ]] = −2{k(k + ~)z + zk(k + ~)},

这就给出

k2(k + ~)2z − 2k(k + ~)zk(k + ~) + zk2(k + ~)2

−2~2{k(k + ~)z + zk(k + ~)} = 0.
(6.83)
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初等应用 选择定则

选择定则 XI

对 x 与 y 有类似的方程成立. 这些方程有所要求的 (6.79) 式的形
式, 它们给出选择定则

k ′
2
(k ′ + ~)2 − 2k ′(k ′ + ~)k ′′(k ′′ + ~)

+k ′′
2
(k ′′ + ~)2 − 2~2k ′{(k ′ + ~)− k ′′(k ′′ + ~)} = 0,

此式简化为

(k ′ + k ′′ + 2~)(k ′ + k ′′)(k ′ − k ′′ + ~)(k ′ − k ′′ − ~) = 0,

只要这四个因子中有一个为零, 在两个态 k ′ 与 k ′′ 之间就能出现
跃迁.

这里第一个因子 (k ′ + k ′′ + 2~) 总不为零, 因为 k 的本征值全是
正数或零.

第二个因子 (k ′ + k ′′) 只在 k ′ = 0 和 k ′′ = 0 时才能为零. 但是对
k 有这样的值的两个态之间的跃迁是不能出现的,
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初等应用 选择定则

选择定则 XII

如果两个态 (分别用单撇与双撇标记) 是能使 k ′ = 0 与 k ′′ = 0,
那么从

k ≥ m′z ≥ −k , (6.84)

以及对 mx 与 my 的相应结果可得, m′x = m′y = m′z = 0 以及
m′′x = m′′y = m′′z = 0. 此时, 对 mz 的选择定则表明, 联系与这两
个态的 x 与 y 的矩阵元必为零, 因为 mz 的值在此跃迁中不变;
对 mx 或 my 的同样选择定则表明, z 的矩阵元也为零. 这样, 这
两个态之间的跃迁不能出现.

对 k 的选择定则现在简化为

(k ′ − k ′′ + ~)(k ′ − k ′′ − ~) = 0,
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初等应用 选择定则

选择定则 XIII

它表明 k 一定增减 ~. 这个选择定则可以写成

k ′
2 − 2k ′k ′′ + k ′′

2 − ~2 = 0,

并且由于这就是矩阵元 〈k ′|z |k ′′〉 不为零的条件, 因而

k2z − 2kzk + zk2 − ~2z = 0,

或即

[k , [k , z ]] = −z , (6.85)

这个结果用更直接方法是不容易得到的.
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初等应用 选择定则

选择定则 XIV

作为最后的例子, 求一般原子系统的总角动量M的绝对值K的选
择定则. 令x , y , z为某个电子的坐标. 必须去
求x , y或z的(K ′,K ′′)矩阵元不为零的条件. 显然, 这条件
与λ1, λ2或λ3的(K ′,K ′′)矩阵元不为零的条件相同, 其中λ1, λ2,
λ3是x , y , z的任意三个互不相关的线性函数, 其中的系数是数字,
或者更普遍地讲, 是可与K对易的任意量, 因而对于K可表示为对
角的矩阵. 令

λ0 = Mxx + Myy + Mzz ,

λx = Myz −Mzy − i~x ,
λy = Mzx −Mxz − i~y ,
λz = Mxy −Myx − i~z .
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初等应用 选择定则

选择定则 XV

根据

M ×M = i~M

有

Mxλx + Myλy + Mzλz =
∑
xyz

(MxMyz −MxMzy − i~Mxx)

=
∑
xyz

(MxMy −MyMx − i~Mz)z

=0. (6.86)
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初等应用 选择定则

选择定则 XVI

这样, λx , λy与λz不是x , y与z的线性无关的函数, 但是它们之中任
何两个, 加上λ0, 就是x , y与z的三个线性无关的函数, 并且可以当
成上述的λ1, λ2与λ3, 因为其系数Mx ,My ,Mz全都与K对易. 问题
简化为要找出λ0, λx , λy与λz的(K ′,K ′′)矩阵元不为零的条件. 这
些λ的物理意义是, λ0正比于矢量(x , y , z)在矢量M的方向上的分
量, 而λx , λy , λz则与矢量(x , y , z)垂直于M的那一部分的三个分量
成正比.

由于λ0是标量, 它一定与K对易. 由此得出, 只有λ0的对角
元〈K ′|λ0|K ′′〉可以不为零, 所以选择定则是: 只与λ0有关, 则K不
能改变. 对λx , λy , λz , 有

[Mz , λx ] = λy , [Mz , λy ] = −λx , [Mz , λz ] = 0.
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初等应用 选择定则

选择定则 XVII

在Mz与λx , λy , λz之间的这些关系, 其形式完全与mz与x , y , z之间
的关系相同, 而(6.86)式也与(6.82)式有相同形式. 因此, 这些力学
变量λx , λy , λz与角动量M的关系, 性质上和x , y , z与m的关系相
同. 所以, 当电位移与(x , y , z)成正比时, 对k的选择定则的推导,
可以全部取来用于推导当电位移与(λx , λy , λz)成正比时的K的选
择定则. 按此方法, 与λx , λy , λz有关的K的选择定则是: 它一定增
减~.

把上述结果归结起来, K的选择定则为: 它一定增减~或不变. 前
面研究了只是某个电子产生的电位移, 但是, 对每个电子, 完全一
样的选择定则是成立的, 因而对总电位移, 这个选择定则也是成立
的.
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初等应用 Landau能级

Landau能级 I

外磁场中的电子 按照经典力学, Hamilton量用px + e
cAx , py + e

cAy , pz + e
cAz来

代替动量分量px , py , pz , 其中Ax , Ay , Az是描述外场的矢势分量.

均匀外场 对于在z方向绝对值为H的均匀磁场, 可取Ax = − 1
2Hy ,

Ay = 1
2Hx , Az = 0. 研究均匀磁场中的一个电子的系统, 对于

在z方向绝对值为H的均匀磁场, 取Ax = − 1
2Hy , Ay = 1

2Hx ,
Az = 0. 不考虑电子的自旋, Hamilton量为

H =
1

2m

{(
px −

1

2

e

c
Hy
)2

+

(
py +

1

2

e

c
Hx
)2

+ p2
z

}

=
1

2m
(p2

x + p2
y ) +

e2H2

8mc2
(x2 + y2) +

eH
2mc

(xpy − ypx) +
1

2m
p2
z .
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初等应用 Landau能级

Landau能级 II

将平行于z轴方向的运动方程分离出去, 只讨论电子在xy平面中的
运动. 此时

H1 =
1

2m
(p2

x + p2
y ) +

1

2
mω2

L(x2 + y2) + ωLmz ,

ωL =
eH
2mc

ωL称为Larmor频率, mz = (xpy − ypx). 取平面极坐标系统(r , ϕ),
并利用mz = −i~ ∂

∂ϕ . 波函数满足方程{
− ~2

2m

(
1

r

∂

∂r
r
∂

∂r
+

1

r2

∂2

∂ϕ2

)

+
1

2
mω2

Lr
2 − i~ωL

∂

∂ϕ

}
ψ = H ′ψ
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初等应用 Landau能级

Landau能级 III

取波函数

ψ(r , ϕ) = r−1χ(r) exp(im′zϕ), m′z = 0,±1,±2, · · · ,

χ(r)满足本征方程{(
d2

dr2
− 1

r

d

dr
+

1−m′2z
r2

)
− 4β2r2

+
2m

~2
(H ′ −m′z~ωL)

}
χ(r) = 0.

β = mωL

2~ . 同样的方法, 令

χ(r) = f (r) exp(−βr2),
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初等应用 Landau能级

Landau能级 IV

则f (r)满足{
d2

dr2
−
(

1

r
− 4βr

)
d

dr
+

1−m′2z
r2

+
2m

~2
(H ′ −m′z~ωL)

}
f (r) = 0.

幂级数解形式f (r) =
∑

s cs r
s , 得

cs [(s − 1)2 −m′2z ] = cs−2[4β(s − 2)− 2m

~2
(H ′ −m′z~ωL)]

r → 0处的边界条件要求s大于零,且s ≥ |m′z |+ 1, r →∞处的边界
条件要求级数在高端截断,

H ′ = (2s + 1 + |m′z |+ m′z)~ωL, s = 0, 1, 2, , · · · .

可以看出, 对于同一s值, 对应所有m′z ≤ 0的态的能量本征值相同,
因而能级的简并度是∞.
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初等应用 Landau能级

Landau能级 V

圆环上荷电粒子的能级和磁通 考虑质量为m荷电q的粒子, 限制在半径为r的环
上运动, 极坐标下, 系统的Hamilton量表示为

H =
p2
ϕ

2m
=

m2
z

2mr2
= − ~2

2mr2

∂2

∂ϕ2

略
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初等应用 氢原子的Zeemann效应

氢原子的Zeemann效应 I

外磁场中的原子 现在来研究均匀磁场中的一个氢原子的系统, 带
有V = −e2/r的Hamilton量6.55式描述没有外场的氢原子.

Hamilton量 由于磁场, 它将要有所修改, 其经典Hamilton量成为

H =
1

2m

{(
px −

1

2

e

c
Hy
)2

+

(
py +

1

2

e

c
Hx
)2

+ p2
z

}
− e2

r
.

自旋效应 这个经典Hamilton量可以取来用在量子理论中, 只要在它上面加
上给出电子自旋效应的一项. 根据实验证据, 也按照理论给出的,
电子有一磁矩为− e~

2mcσ, 其中σ是自旋矢量. 在z方向上绝对值

为H的磁场中, 这个磁矩的能量是 e~H
2mc σz . 因此, 总的量

子Hamilton量为

H =
1

2m

{(
px −

1

2

e

c
Hy
)2

+

(
py +

1

2

e

c
Hx
)2

+ p2
z

}

− e2

r
+

e~H
2mc

σz . (6.87)
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初等应用 氢原子的Zeemann效应

氢原子的Zeemann效应 II

严格地讲, 在这Hamilton量中还应有别的项, 它们给出电子磁矩与
原子核的电场之间的相互作用, 然而这种效应是很小的, 与在考虑
相对论力学后所得的修正的数量级相同, 因而在这里忽略这一项.
在后面, 例如精细结构中, 将计入这一项3.

弱磁场 如果磁场不是太强, 可以略去包含H2的项, 这样,
Hamilton量(6.87)式就简化为

H =
1

2m
(p2

x + p2
y + p2

z )− e2

r

+
e~H
2mc

(xpy − ypx) +
e~H
2mc

σz

=
1

2m
(p2

x + p2
y + p2

z )− e2

r
+

eH
2mc

(mz + ~σz). (6.88)
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初等应用 氢原子的Zeemann效应

氢原子的Zeemann效应 III

由于磁场而引起的外加项现在是eH/2mc · (mz + ~σz). 但是此外
加项与整个Hamilton量对易, 因而是运动恒量. 这一点使问题变得
非常容易. 系统的定态即Hamilton量(6.88)式的本征态, 将即是没
有外场下的Hamilton量的本征态, 同时又是可观察量mz与σz的本
征态, 或者至少是可观察量mz + ~σz的本征态.

而系统的能级将由

H ′ = − me4

2s2~2
, (6.89)

给出的没有外场时的系统的能级(如果只考虑闭合态)加
上 eH

2mc (mz + ~σz)的本征值.
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初等应用 氢原子的Zeemann效应

氢原子的Zeemann效应 IV

自旋的磁矩反常 在没有外场时系统的定态(对这些态mz有数值m′z为~的整数倍,
σz也有数值σ

′
z = ±1), 当外场加上时将仍为定态. 它们的能量将

增加一个量, 这量由两部分之和组成, 一部分为 eH
2mcm

′
z , 是由轨道

运动引起的, 这一部分可以认为是由于有一轨道磁矩− em′z
2mc而引起

的; 另一部分为 eH
2mc ~σz是由自旋引起的. 轨道磁矩与轨道角动

量m′z的比是− e
2mc , 它等于自旋磁矩与自旋角动量之比的一半. 这

个事实有时称为自旋的磁矩反常.

选择定则 由于现在能级包含mz , 上节求出的mz的选择定则就变得能直接与
实验比较了. 取一Heisenberg表象, 其中mz与σz与其它运动恒量是
对角的. mz的选择定则现在要求mz的变化为~, 0, 或者−~, 而σz则
由于它与电位移对易, 将完全不变. 因此, 在跃迁过程中参与的两
个态之间的能量差将与它在没有磁场时的值相差一个量 e~H

2mc , 0,

或− e~H
2mc . 因而从Bohr频率条件得知, 所伴随的电磁辐射的频率将

与没有磁场时的频率相差 eH
4πmc , 0, 或− eH

4πmc .
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初等应用 氢原子的Zeemann效应

氢原子的Zeemann效应 V

谱线分裂 这一点的意义是, 没有磁场时的每条光谱线由于有磁场而分裂为
三个组分. 如果研究它在z方向运动的辐射, 那么按(6.81)式, 两个
外边的组分将是圆偏振的, 而中间的未曾位移的组分的强度为零.
这些结果是与实验相符合的, 也与Zeeman效应的经典理论相符合.

3理论上, 用极坐标变量表示的氢原子Hamilton量为

H/c = −
e

c
A0 + ε(pr − i~/r) + iερ3j~/r + ρ3mc.

其中j2~2 = M2
1 + M2

2 + M2
3 + 1

4
~2, M = m + 1

2
~σ, rε = ρ1(σ, x).
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微扰理论 微扰引起的能级变化

微扰引起的能级变化 I

两种方法 在微扰论中有两种不同的方法. 其中一种是把微扰当作对未微扰
系统的运动态引起修改. 在另一种方法中, 并不认为对未微扰系
统的态作了任何修改, 而假定受微扰的系统在微扰的影响下, 不是
永久保持在这些态中的一个, 而是不断地从一个态变到另一个态,
也即是说发生跃迁.

在任意特定的情况下究竟采用哪一个方法, 决定于要解决的问题
的性质.

定态 只有当微扰能量(即对未微扰系统的Hamilton量的修改)不显含时
间时, 第一个方法通常才是有用的, 而且这时这个方法就用在定态
上. 它可以被用来计算一些不与任何一定时间相关的事物, 例如
计算受微扰系统的定态的能级, 或者, 在碰撞问题的情况中计算按
一已知角散射的几率.
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微扰理论 微扰引起的能级变化

微扰引起的能级变化 II

时间相关 另一方面, 为了解决所有包含时间的问题, 就一定要用第二种方
法, 例如, 当微扰突然加上时出现的与跃迁现象有关的那些问题,
或者, 微扰按任何方式随时间变化的那些更普遍的问题(即是微扰
能量显含时间的那些问题). 还有, 在碰撞问题中, 只要所希望的是
计算吸收几率与发射几率, 即令微扰能量此时并不显含时间, 也一
定要用第二种方法, 因为这些几率与散射几率不同, 若不联系与随
时间变化的事件的状态, 就不能定义了.

用第一种方法时, 是把未微扰系统的定态与受微扰系统的定态相
比较; 用第二种方法时, 是取未微扰系统的一个定态, 并研究它在
微扰影响下如何随时间而变化.

适用条件 把上述方法的第一种用来计算微扰所引起的系统能级的变化. 假
定微扰能和未微扰系统的Hamilton量都不显含时间. 当然, 只有未
微扰系统的能级是分立的, 而且能级间的差距比起微扰引起的能
级变化要大时, 问题才有意义.
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微扰理论 微扰引起的能级变化

微扰引起的能级变化 III

数学描述 令受微扰系统的Hamilton量为

H = E + V , (7.1)

E是未微扰系统的Hamilton量, 而V是小的微扰能量. 按照假定,
H的每个本征值H ′很接近于E的一个而且只接近一个本征值E ′.
用一样多的撇数来标记H的任意本征值与很接近于它的E的本征
值. 这样, H ′′与E ′′相差一个数量级为V的小量, 而H ′′与E ′则相差
一个不小的量, 除非E ′ = E ′′. 一定要注意, 要用不同的撇数来标
记那些不要求两者非常接近的H与E的本征值.

为得到H的本征值, 解方程

H |H ′〉 = H ′ |H ′〉 ,

或即

(H ′ − E ) |H ′〉 = V |H ′〉 . (7.2)
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微扰理论 微扰引起的能级变化

微扰引起的能级变化 IV

令 |0〉为E的本征右矢, 属于本征值E ′, 假定满足(7.2)式
的 |H ′〉及H ′与 |0〉及E ′之差是一个小量, 而 |H ′〉及H ′可表示为

|H ′〉 = |0〉+ |1〉+ |2〉+ · · · ,
H ′ = E ′ + a1 + a2 + · · · ,

}
(7.3)

其中 |1〉与a1是一级小量(即与V同数量级), 而 |2〉与a2是二级小量,
· · · , 等等. 代入(7.2)式,

{E ′ − E + a1 + a2 + · · · }{ |0〉+ |1〉+ |2〉+ · · · }
= V { |0〉+ |1〉+ · · · }.

如果现在分出零级项, 一级项, 二级项, · · · , 等等, 就得出

(E ′ − E ) |0〉 = 0,
(E ′ − E ) |1〉+ a1 |0〉 = V |0〉 ,
(E ′ − E ) |2〉+ a1 |1〉+ a2 |0〉 = V |1〉 ,
· · ·

 (7.4)
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微扰引起的能级变化 V

这些方程中的第一个是已经假定的, 即 |0〉是E的本征右矢, 属于本
征值E ′. 而其余的各式能计算出各个修正项 |1〉 , |2〉 , · · · ,
a1, a2, · · · .
为进一步讨论这些方程, 引进E为对角的表象是方便的, 即是对未
微扰的系统引进一个Heisenberg表象, 并取E本身作为以其本征值
标记表示式的可观察量之一.

简并情况 在必需有其他可观察量的情形下, 例如当E有不止一个本征态属
于任意本征值的情况下, 则令其他可观察量为β. 这样, 基左矢就
是〈E ′′β′′| . 由于 |0〉是E的本征右矢属于本征值E ′,

〈E ′′β′′|0〉 = δE ′′E ′ f (β′′), (7.5)

其中f (β′′)是变量β′′的某一函数. 借助于此结果, 方程(7.4)中的第
二个如用表示式写出, 就成为

(E ′ − E ′′) 〈E ′′β′′|1〉+ a1δE ′′E ′ f (β′′)

=
∑
β′

〈E ′′β′′|V |E ′β′〉 f (β′). (7.6)
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微扰引起的能级变化 VI

令E ′′ = E ′,

a1f (β′′) =
∑
β′

〈E ′β′′|V |E ′β′〉 f (β′). (7.7)

如只考虑变量β′, 则方程(7.7)具有在本征值理论中的标准方程的
形式. 它表明a1的各种可能值是矩阵〈E ′β′′|V |E ′β′〉的本征值. 这
个矩阵是未微扰系统的Heisenberg表象中微扰能量的表示式的一
部分, 即是由那些在其行和列上联系与同一未微扰能级E ′的矩阵
元所组成的一部分. 在一级近似下, a1的这些值中的每一个给出受
微扰系统的(靠近未微扰能级E ′的)一个能级. 因此, 可能有受微扰
系统的几个能级都接近于未微扰系统的一个能级E ′, 其数目可以
是不超过未微扰系统属于能级E ′的独立态数的任何数(简并度).
按此方法, 微扰能够引起那些在未微扰系统中重合在E ′处的能级
的分开, 或部分地分开.
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微扰引起的能级变化 VII

方程(7.7)在零级近似下也决定了受微扰系统的(属于接近于E ′的
能级的)定态的表示式〈E ′β′|0〉, 即将方程(7.7)的任意解f (β′)代
入(7.5), 就给出一个这样的表示式. 受微扰系统的这些定态中的
每一个接近于未微扰系统各定态中的一个.

如果反过来讲, 未微扰系统的每一定态接近于受微扰系统的定态
之一, 则是不正确的, 因为未微扰系统属于能量E ′的一般定态是
由(7.5)的右边表示的, 其中包含一任意函数f (β′). 要找到未微扰
系统的那一个定态接近于受微扰系统的定态的问题, 也即是要找
出(7.7)式的解f (β′)的问题. 上述结果与微扰能量的联系与未微扰
系统的两个不同能级的所有那些矩阵元之值无关.
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微扰引起的能级变化 VIII

特定简单情况下, 即未微扰系统中属于每一能级只有一个定态时,
E单独就能固定表象, 而不需要β. 在(7.7)式中的求和现在简化为
单独一项,

a1 = 〈E ′|V |E ′〉 . (7.8)

在未微扰系统的任意能级附近, 只有一个受微扰系统的能级, 而且
能量变化的一级近似等于未微扰系统的Heisenberg表象中微扰能
量的相应对角矩阵元, 或即微扰能量对于相应的未微扰态的平均
值. 后一表达法是与在经典力学中当未微扰系统是多周期时的表
达法是一样的.
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微扰引起的能级变化 IX

进而计算当未微扰系统是非简并的情况下能级的二次修正项a2.
在此情况下, 方程(7.5)成为

〈E ′′|0〉 = δE ′′E ′ ,

略去了一个不重要的数值因子, 而方程(7.6)成为

(E ′ − E ′′) 〈E ′′|1〉+ a1δE ′′E ′ = 〈E ′′|V |E ′〉 .

此式中当E ′′ 6= E ′时给出〈E ′′|1〉的值, 即

〈E ′′|1〉 =
〈E ′′|V |E ′〉
E ′ − E ′′

. (7.9)

方程(7.4)中的第三个用表示式写出来, 就是

(E ′ − E ′′) 〈E ′′|2〉+ a1 〈E ′′|1〉+ a2δE ′′E ′

=
∑
E ′′′

〈E ′′|V |E ′′′〉 〈E ′′′|1〉 .
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微扰引起的能级变化 X

令E ′′ = E ′, 得

a1 〈E ′|1〉+ a2 =
∑
E ′′′

〈E ′|V |E ′′′〉 〈E ′′′|1〉 ,

借助于(7.8)式, 此式就简化为

a2 =
∑

E ′′ 6=E ′

〈E ′|V |E ′′〉 〈E ′′|1〉 .

用(7.9)式得出的〈E ′′|1〉代入后, 最后得

a2 =
∑

E ′′ 6=E ′

〈E ′|V |E ′′〉 〈E ′′|V |E ′〉
E ′ − E ′′

,

这就给出二级近似下的总能量变化为

a1 + a2 = 〈E ′|V |E ′〉+
∑

E ′′ 6=E ′

〈E ′|V |E ′′〉 〈E ′′|V |E ′〉
E ′ − E ′′

. (7.10)

如果需要, 这个方法还可以发展到计算更高级近似.
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反常Zeemann效应 I

无磁场 首先, 研究没有磁场时的原子, 找出一些运动恒量, 或者找出一些
近似为运动恒量的量. 原子的总角动量即矢量j , 肯定就是一个运
动恒量. 这个角动量可以看成是两部分之和, 一部分是所有电子的
总轨道角动量, 称为l , 另一部分是总自旋角动量, 称为s. 这样
有j = l + s. 这里, 自旋磁矩对电子运动的影响比起Coulomb力的
效应来说是小量, 在一级近似下可以略去. 在这样的近似下, 每个
电子的自旋角动量是运动恒量, 因为没有力去改变它的取向. 因
此, s将是运动恒量, 从而l也是运动恒量. l , s与j的绝对值l , s, j将
由下式给出:

l +
1

2
~ =

(
l2x + l2y + l2z +

1

4
~2

)1/2

,

s +
1

2
~ =

(
s2
x + s2

y + s2
z +

1

4
~2

)1/2

,

j +
1

2
~ =

(
j2
x + j2

y + j2
z +

1

4
~2

)1/2

.
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反常Zeemann效应 II

它们互相对易, 如l和s为已知数值时, j的可能数值为

l + s, l + s − ~, · · · , |l − s|.

研究一个定态, 其中l , s与j有符合于上述方案的确定数值. 这个态
的能量将决定于l , 但有人可能想到, 既然略去自旋磁矩, 它应该
与s无关, 也应该与矢量s相对于l的方向无关, 并因而与j无关.

但是, 在后面(全同粒子)系统将发现, 虽然略去自旋磁矩时能量与
矢量s的方向无关, 可是能量与它的绝对值s关系很大, 这是由于电
子彼此之间是不可区分的这一事实所引起的某些现象的结果. 这
样, 对l与s每组不相同的值, 系统就有不同的能级. 这一点的意义
是, l与s是能量的函数, 因为当一个定态的能量决定时, 它
的l与s也决定了.
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反常Zeemann效应 III

现在, 计入自旋磁矩的效应, 把它当作一个小的微扰, 按上节的方
法进行处理. 未微扰系统的能量将仍然近似地是运动恒量, 因
而l与s作为这个能量的函数, 也仍然近似地为运动恒量. 但是, 矢
量l与s的方向不是未微扰能量的函数, 因而现在就不一定近似地
为运动恒量, 而可能有大的角度变化. 由于矢量j是恒量, l与s唯一
可能的变化是围绕矢量j的进动.

因此得到一个原子的近似模型, 它包括两个长度为恒量的矢
量l与s围绕着它们的和j而进动, j是一固定的矢量. 能量主要决定
于l和s的绝对值, 而与它们的相对方向(由j确定)只有较小的关系.
因此, 具有相同的l与s而j不同的各态, 其能级只相差很小, 它们组
成所谓多重项.

取这样的原子模型作为未微扰系统, 并假定它受到一个均匀磁场
的作用, 磁场的绝对值为H, 在z轴方向. 由此磁场引起的能量增
加将包括一项

eH/2mc · (mz + ~σz), (7.11)
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反常Zeemann效应 IV

它象氢原子在外磁场中情况下Hamilton量(6.88)

H =
1

2m
(p2

x + p2
y + p2

z )− e2

r
+

e~H
2mc

(xpy − ypx) +
e~H
2mc

σz

=
1

2m
(p2

x + p2
y + p2

z )− e2

r
+

eH
2mc

(mz + ~σz).

的最后一项一样, 由每个电子所贡献的.

加在一起, 就是

eH/2mc ·
∑

(mz + ~σz) =eH/2mc · (lz + 2sz)

=eH/2mc · (jz + sz). (7.12)

这就是微扰能量V . 现在用上节的方法来决定这个V所引起的能
级变化. 只有假设磁场很小, 以致V比起多重态之间的能量差来是
小量, 这个方法才是合理的.
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反常Zeemann效应 V

未微扰系统是简并的, 因为矢量j的方向是未定的. 因此, 要从未微
扰系统的Heisenberg表象中V的表示式中取出那些行和列联系于
一个特定能级的矩阵元, 并求得这样组成的矩阵的本征值.

能做到这一点的最好方法是, 首先把V分为两部分, 其中一部分是
未微扰系统的运动恒量, 因而它的表示式只含有行与列联系于同
一未微扰能级的矩阵元; 而另一部分的表示式则只含行与列联系
于两个不同未微扰能级的矩阵元, 因而这第二部分不影响一级微
扰. 在(7.12)式中含jz的项是未微扰系统的运动恒量, 因而完全属
于第一部分.
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反常Zeemann效应 VI

至于含sz的项,

sz(j2
x + j2

y + j2
z ) =jz(sx jx + sy jy + sz jz)

+ (sz jx − jzsx)jx + (sz jy − jzsy )jy ,

或即

sz =
jz

j(j + ~)

1

2

{
j(j + ~)− l(l + ~) + s(s + ~)

}
−
{
γy jx − γx jy

} 1

j(j + ~)
, (7.13)

其中

γx = sz jy − jzsy = sz ly − lzsy = ly sz − lzsy ,
γy = jzsx − sz jx = lzsx − sz lx = lzsx − lxsz .

}
(7.14)

(7.13)式中的第一项是未微扰系统的运动恒量, 因而完全属于第一
部分, 而第二项完全属于第二部分.
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反常Zeemann效应 VII

相应于(7.14)式, 可以引进

γz = lxsy − ly sx .

容易验证

jxγx + jyγy + jzγz = 0,

而

[jz , γx ] = γy , [jz , γy ] = −γx , [jz , γz ] = 0.

这些jx , jy , jz与γx , γy , γz之间的关系, 在形式上与计算k为对角的表
象中z的矩阵元选择定则时mx ,my ,mz与x , y , z之间的关系相同.
从而可以推断, 所有γz的矩阵元, 类似地还有γx与γy的矩阵元, 在
一个使j为对角的表象中, 除了那些联系于j的两个相差为±~的值
的矩阵元外, 都应为零. (7.13)式右边的第二项中γx与γy的系数
与j对易, 所以, 整个这一项的表示式将只含那些联系于j的两个相
差为±~的值的矩阵元, 也就是联系于未微扰系统的两个不同能级
的矩阵元.
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反常Zeemann效应 VIII

因此, 当略去能量V中其表示式只含联系于两个不同的未微扰能
级的矩阵元的那一部分时, 微扰能量V变成

eH
2mc

jz

{
1 +

j(j + ~)− l(l + ~) + s(s + ~)

2j(j + ~)

}
. (7.15)

此式的本征值就是能级的一级变化. 选择一个表象使jz是对角的,
就能使此式的表示式为对角的, 这时, 此表示式就直接给出由磁场
引起的能级的一级变化. 此表示式称为Landè公式.

只有在假设微扰能量V与多重态之间的能差相比是小量时,
(7.15)式的结果才能成立. 对于较大的V值, 要求更复杂的理论.

但是, 对于很强的磁场, 即V比起多重态之间的能差是大量时, 理
论又是很简单的了. 这时, 可以对没有外场的原子完全忽略自旋磁
矩能量, 因而对于未微扰系统, l与s本身都是运动恒量, 而不只是
它们的绝对值为运动恒量. 微扰能量V仍是eH/2mc · (jz + sz), 这
时是未微扰系统的运动恒量, 所以, 它的本征值直接给出能级的变
化. 这些本征值是eH/2mc的整数倍或半奇数倍, 按照原子中电子
的数目是偶数或奇数而定.
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对称态与反对称态 I

全同粒子 如果在原子物理中的一个系统包含几个同类粒子, 例如, 几个电
子, 则这几个粒子就是彼此间绝对不可区分的. 当它们之间任意两
个互换时, 不会造成任何可观察到的变化. 这种情况在量子力学
中引起某些在经典理论中没有类比的特有现象, 这些现象时有下
面的事实引起的, 即在量子力学里可能出现一种跃迁, 其结果只是
两个相同粒子的互换, 这种跃迁不能由任何观察方法检查出来.

当然, 一个令人满意的理论必须要把从观察上看来不可区分的两
个态看作为同一个态, 并且否认两个相同粒子交换位置时出现任
何跃迁.

假定有一个包含n个相同粒子的系统. 可以取作为力学变量的有:
描述第一个粒子的一组变量ξ1, 描述第二个粒子的相应一组变
量ξ2, 这样类推, 一直到描述第个粒子的一组ξn. 于是有,
在r 6= s时各ξr与各ξs对易(可能需要有某些额外的变量, 来描述除
了n个相同粒子以外系统中所包含的其他事物, 但是在本章里没有
必要把它们明显地讲出来).
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对称态与反对称态 II

描述此系统的运动的Hamilton量现在可以表示为ξ1, ξ2, · · · , ξn的
函数. 粒子是相同的这一事实要求, Hamilton量应为这
些ξ1, ξ2, · · · , ξn的对称函数, 也就是说, 当变量组ξr对换或以任何
方式重新排列时, Hamilton量应保持不变. 不管对此系统作用什么
微扰, 这个条件一定要成立. 事实上, 任何有物理意义的量一定是
这些ξ的对称函数.

令 |a1〉, |b1〉, · · ·为只把第一个粒子当作单独的力学系统时的右矢.
对单独的第二个粒子, 有相应的右矢 |a2〉, |b2〉, · · · , 以此类推, 可
以取每个单独粒子的右矢之积, 从而得到此系统(assembly)的一个
右矢, 有

|a1〉 |b2〉 |c3〉 · · · |gn〉 = |a1b2c3 · · · gn〉 (8.1)

这个右矢(8.1)式相应于系统的一个特殊种类的态, 分别相应
于(8.1)式左边的有关因子. 此系集的一般右矢是类似(8.1)式的诸
右矢的和或积分, 而只能说每个粒子部分地处在几个态, 以一种方
式与部分地处在几个态的其他粒子相互关联.
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对称态与反对称态 III

如果右矢 |a1〉, |b1〉, · · ·是只有单独第一个粒子时的一组基右矢,
|a2〉, |b2〉, · · ·是只有单独第二个粒子时的一组基右矢, 余以此类
推, 则右矢(8.1)式就为系集的一组基右矢. 由系集的这种基右矢
所提供的表象, 称为对称表象, 因为它以同样的地位处理所有这些
粒子.

在(8.1)式中可以交换头两个粒子的右矢, 而得到系集的另一右矢,
即是

|b1〉 |a2〉 |c3〉 · · · |gn〉 = |b1a2c3 · · · gn〉 .

更普遍地讲, 可以交换头两个粒子在系集的任意右矢中的作用, 而
得到系集的另一右矢. 交换头两个粒子的过程, 是可以作用于系
集右矢上的算符, 而且显然是线性算符. 同样地, 交换任意一对粒
子的过程是一线性算符, 而且, 重复地作用这些交换, 得到粒子的
任何重新排列都表现为作用于系集右矢的线性算符. 如果一个排
列可以由偶数个交换组成, 则称为偶排列；如果一个排列可以由
奇数个交换组成, 则称为奇排列.
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对称态与反对称态 IV

系集的右矢 |X 〉如果不因任何排列而变化, 即对于任意的排列P,

P |X 〉 = |X 〉 , (8.2)

则 |X 〉称为对称的. 如果它不因任何偶排列而变化, 同时因任意奇
排列而改变它的符号, 也即是如果

P |X 〉 = ± |X 〉 (8.3)

(+号或−号按P是偶排列或奇排列而定), 则称 |X 〉为反对称的. 相
应于对称右矢的态称为对称态, 相应于反对称右矢的态称为反对
称态. 在一对称表象中, 对称右矢的表示式是不同粒子的变量的
对称函数, 而反对称右矢的表示式是这些变量的反对称函数.
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对称态与反对称态 V

在Shrödinger图像中, 与系集的态相对应的右矢按Shrödinger运动
方程随时间而变化. 如果它开始时是对称的, 则它一定总保持为
对称的, 因为由于Hamilton量是对称的, 没有任何事物干扰对称
性. 同样地, 如果右矢开始时是反对称的, 它一定总是保持为反对
称的. 因此, 开始时为对称的态总是保持为对称的, 开始时为反对
称的态一定总是保持为反对称的.

因此, 有可能对一特定种类的粒子, 在自然界只出现对称态, 或者
在自然界中只出现反对称态.

首先假定, 在自然界中只出现反对称态. 右矢(8.1)式并不是反对
称的, 因而它不相应于自然界出现的态. 一般地, 能从(8.1)式组成
一个反对称右矢, 办法是用所有可能的排列作用于它, 并在那些有
奇排列引起的项前插入系数−1, 而把结果相加起来, 这样就得到∑

P

±P |a1b2c3 · · · gn〉 , (8.4)
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对称态与反对称态 VI

按照P是偶排列或奇排列而取+号或−号. 可以写成行列式的形式∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

|a1〉 |a2〉 |a3〉 · · · |an〉
|b1〉 |b2〉 |b3〉 · · · |bn〉
|c1〉 |c2〉 |c3〉 · · · |cn〉
...

...
...

. . .
...

|g1〉 |g2〉 |g3〉 · · · |gn〉

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (8.5)

即在对称表象中的表示式是一行列式.

右矢(8.4)式或(8.5)式不是一般的反对称右矢, 而是一个特殊简单
的反对称右矢. 它相应于系集的一个态, 对于这个态, 可以说某些
单粒子态即态a, b, c , · · · , g是占满了的, 但不能说, 哪一个粒子处
于哪一个态, 每个粒子处于任一态的可能性是相等的. 如果粒子
态a, b, c , · · · , g中有两个是相同的, 右矢(8.4)式或(8.5)式就为零,
而不相应于系集的任何态. 因此, 两个粒子不能占相同的态. 更普
遍地讲, 被占据的态一定是全部互不相关的, 否则(8.4)式
或(8.5)式就为零.
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对称态与反对称态 VII

这是那些在自然界只出现反对称态的粒子的一个重要特征. 它导
致一种特殊的统计, 这种统计是由Fermi首先研究的, 所以把那些
在自然界只出现反对称态的粒子称为Fermi子.

现在假定, 在自然界只出现对称态. 除了一个特殊情况即当所有
粒子态a, b, c , · · · , g全都是相同以外, 右矢(8.1)式不是对称的, 但
是总能够从它得到一个对称右矢, 办法是用所有可能的排列作用
于它, 并把结果相加, 这样就得到∑

P

P |a1b2c3 · · · gn〉 . (8.6)

右矢(8.6)式不是一般的对称右矢, 而是特别简单的对称右矢. 它
相应于系集的一个态, 对于此态, 可以说某些粒子态即态a, b, c ,
· · · , g被占据, 而不能说哪一个粒子处于哪个态. 现在态a, b, c ,
· · · , g中有两个或更多个相同是可能的, 所以两个或更多个粒子可
以出于同样的态.
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对称态与反对称态 VIII

虽然如此, 粒子的统计却与经典理论中通常的统计不同. 这种新
的统计是由Bose首先研究的, 因而, 把在自然界中只出现对称态的
那些粒子叫做Bose子.

可以看出Bose统计与通常统计的差别.

为此只要研究一个特殊的粒子–只有两个粒子, 每一个粒子只有两
个独立态a与b.

按照经典力学, 如果此两粒子的系集在高温下处于热力学平衡, 则
每个粒子处于任一态是等几率的. 因此, 两个粒子都处于a态的几
率是1/4, 两个粒子都处于b态的几率也是1/4, 而在每个态有一个
粒子的几率为1/2.

在量子理论中, 对于一对粒子通常有三个独立的对称态, 相应于对
称右矢 |a1〉 |a2〉, |b1〉 |b2〉与 |a1〉 |b2〉+ |a2〉 |b1〉, 它们分别描述两
个粒子都在a态, 两个粒子都在b态以及每个态有一个粒子的情况.
在高温下处于热力学平衡时, 这三个态是等几率的, 所以两个粒子
都处于a态的几率是1/3, 两个粒子都处于b态的几率是1/3, 而每
个态有一粒子的几率也是1/3.
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对称态与反对称态 IX

因此, 按Bose统计, 两个粒子处于相同态的几率比按经典统计要大
些. Bose统计与经典统计的差别, 是与Fermi统计正相反的,
在Fermi统计中, 两个粒子处于同样态的几率为零.

在建立原子理论时, 为了与实验符合一致, 一定要假定永远不会有
两个电子处于同一个态. 这个规则称为Pauli不相容原理. 它指明
了电子是Fermi子.

Plank辐射定律表明, 光子是Bose子. 因为对于光子, 只用Bose统计
才能导出Plank定律.

同样地, 对于物理中已知的其他各种粒子的每一种, 都有实验证据
表明它们或者是Fermi子, 或者是Bose子. 质子, 中子, 正电子
是Fermi子, 而α粒子是Bose子.

看来出现在自然界的所有粒子, 不是Fermi子就是Bose子, 因而对
相同粒子的系集, 实际上所遇到的只会是对称态或反对称态.

在数学上可能还有其他更复杂的对称类型, 但它们不适用于任何
已知的粒子. 对特定种类的粒子, 只允许反对称态, 或者只允许对
称态, 在这样的理论中, 人们就不能区分相差仅为粒子的排列的两
个态, 所以在本节开头所说的跃迁就不出现了.
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排列作为力学变量 I

理论 现在来建立包含n个相同粒子的系统的普遍理论, 其中允许有任意
种对称性质的态的出现, 即不限制于仅为对称态或反对称态. 此
时一般态将不是对称态或反对称态, 当n ≥ 2时, 它也不能被表示
为对称态与反对称态的线性组合.

这种理论不能直接应用于自然界出现的任何粒子, 虽是这样, 但是
为了对电子系集建立一种近似的处理, 它还是有用的.

n个粒子的每一排列P是一个线性算符, 它能作用于系集的任意右
矢. 因此, 可以把P看作是n粒子系统中的力学变量. 存在有n!个排
列, 其中每一个能看成是一个力学变量, 其中之一如P1是恒同排
列, 它等于1. 任何两个排列之积是第三个排列, 因而排列的任意
函数可以简化为它们的线性函数. 任意排列P有一个逆排列P−1,
它满足

PP−1 = P−1P = P1 = 1.
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排列作为力学变量 II

排列P可以作用于系集的左矢〈X |而给出另一左矢, 暂时
用P 〈X |表示之. 如果P作用于乘积〈X |Y 〉的两个因子, 此乘积一定
不变, 因为它仅是一个数, 是与粒子的任何次序无关的. 此作用的
结果和 P |X 〉 对应的左矢量 〈X | P̄ 与 P |Y 〉 的标量积相同, 即

〈X | P̄P |Y 〉 = 〈X |Y 〉 ,

这表明

〈X | P̄ = 〈X |P−1. (8.7)

从(8.7)式得知

P̄ = P−1. (8.8)

因此, 排列一般不是实力学变量, 它的共轭复量等于它的逆排列.
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排列作为力学变量 III

数目字1, 2, 3, · · · , n的任意排列可以用轮换符号表示, 例如,
在n = 8时,

Pa = (143)(27)(58)(6), (8.9)

其中每个数要被括号中它后面的数代替, 除非这个数是括号中的
最后一个数, 这是它就要被此括号中的第一个数来代替了. 这
样Pa把数字12345678变为47138625. 任意排列的类型是由数
目n的一种分割来标记, 而这种分割就是每个括号中数字的数目.
因而Pa的类型就由分割8 = 3 + 2 + 2 + 1所标记. 同一类型的排列
相应于同一分割的排列, 称之为相似的. 这样, 例如, (8.9)式中
的Pa就与

Pb = (871)(35)(46)(2) (8.10)

相似. n!个可能的排列的全部可以分为由相似排列组成的许多集
合, 每个这样的集合称之为一类. 排列P1 = (1)(2) · · · (n) = 1自己
组成一类. 任何排列都与它的逆排列相似.
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排列作为力学变量 IV

当两个排列Pa与Pb相似时, 其中任一个Pb可以由在Pa中作某种排
列Px而得到. 例如, 在例子(8.9)式与(8.10)式中, 可取Px为
变14327586为87135462的排列, 也即是排列

Px = (18623)(475).

用轮换符号写出Pa与Pb的不同方法, 会得出不同的Px , 这些Px中
任一个作用于乘积Pa |X 〉会把它变为Pb · Px |X 〉, 即

PxPa |X 〉 = PbPx |X 〉

因而

Pb = PxPaP
−1
x , (8.11)

此式把Pa与Pb相似的条件表示成代数方程. 满足(8.11)式的任
意Px的存在, 就是Pa与Pb相似的充分条件.
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排列作为力学变量 V

全部粒子的力学变量的任意对称函数V , 不因任意排列P的作用而
变化, 所以, P作用于乘积V |X 〉只对因子 |X 〉有作用, 因而

PV |X 〉 = VP |X 〉 .

从而有

PV = VP, (8.12)

这表明, 力学变量的对称函数与每个排列对易. Hamilton量是力学
变量的对称函数, 因而与每个排列对易. 由此得出, 每个排列是一
运动恒量.

这一点甚至在Hamilton量并非恒量时也成立. 如
果 |Xt〉是Shrödinger运动方程的任何一个解, P |Xt〉就是另一个解.
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排列作为运动恒量 I

在处理量子力学中的任意系统时, 若已经找出一个运动恒量α, 如
果开始时α对任意运动态有值α′, 则它总有此值, 所以, 能对不同
的态指定不同的数α′, 而这样来得到态的一个分类.

但是, 当有几个互不相对易的运动恒量α时, 这个程序就不是这样
简明直接了, 因为一般不能对所有的α同时对任意态指定数值(对
于排列P, 情况就是这样). 首先, 取Hamilton量不显含时间的系统
的情形. 那么, 不相互对易的几个运动恒量α的存在, 就是系统为
简并的标志. 这是因为对非简并系统, Hamilton量H单独就组成了
对易可观察量的完全集, 从而每个α都是H的函数, 所以应与其他
任意的α对易.

现在, 必须找出这些α的一个函数β, 这个函数β对所有那些属于一
个能级H ′的态, 有一个相同的数值β′, 所以可以用β来对系统的能
级进行分类.
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排列作为运动恒量 II

可以把β的这个条件表述为β一定是H的函数, 因而一定要与每一
个同H对易的力学变量对易, 也即是, 与每一个运动恒量对易. 如
果这些α是仅有的运动恒量, 或者如果它们是与所有其他独立的
运动恒量都对易的一组运动恒量, 则问题就化为去找α的一个函
数β, 它与所有这些α对易.

这样就能对系统的每个能级指定β的一个数值. 如果能找出几个
这样的函数β, 则它们一定全是相互对易的, 所以能够对它们全部
同时给予数值. 这样, 就得到能级的一个分类. 当Hamilton量显含
时间时不能谈到能级, 但是, 这些β仍然将给出态的分类.
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排列作为运动恒量 III

按照这个方法来处理排列P. 必须找出P的一个函数χ, 是对每
个P能有PχP−1 = χ. 显然, 一个可能的χ是某一类c中所有的排
列之和

∑
Pc , 也即是相似排列集合之和, 因为

∑
PPcP

−1一定是由
同样的一些排列按不同次序求和所组成. 对于每个类, 一定有一
个这样的χ. 而且不能有另外的独立的χ, 因为任何一个P的函数
都可以表示为这些P各乘以适当系数的线性组合, 而除非其中各
相似的P的系数全部相同, 否则这个函数就不会与每个P对易. 因
此得到了能用来把态分类的全部函数χ. 把每个χ定义为一个平均
值而不定义为和是方便的, 于是

χc = n−1
c

∑
Pc ,

其中nc是类c中的P的个数.
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排列作为运动恒量 IV

χc的另一个表示式是

χc = (n!)−1
∑
P

PPcP
−1, (8.13)

这里求和是遍及全部n!个排列P, 容易验证, 这个和中类c的每个
排列出现的次数是相同的. 对每一个排列P就有一个函数χ, 例如
写成χ(P), 它等于所有相似于P的排列的平均. 其中有一
个χ是χ(P1) = 1.

用这样方法得到的运动恒量χ1, χ2, · · · , χm, 对于系统的每一定态,
都有肯定的数值, 在Hamilton量不显含时间的情况以及在一般情
况下, 都能用它们来把态进行分类, 对χ的每一组允许数
值χ′1, χ

′
2, · · · , χ′m, 就有态的一个集合. 由于这些χ总是运动恒量,

这些态的集合是闭绝的, 即总不会出现从某一集合的一个态到另
一集合的一个态的跃迁. 在这些χ之间存在代数关系这一事实, 限
制了可以给予这些χ可允许的值的集合χ′.
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排列作为运动恒量 V

例 两个和三个全同粒子

n 2 3
χ1 1 1
χ2 (12) {(12)(3) + (13)(2) + (23)(1)}/3
χ3 {(123) + (132)}/2

对应的对称态和反对称态

n Bose子 Fermi子
2 1

2 (χ1 + χ2) 1
2 (χ1 − χ2)

3 1
6 (χ1 + 3χ2 + 2χ3) 1

6 (χ1 − 3χ2 + 2χ3)
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能级的决定 I

定态 假定系集的未微扰定态中, 相同粒子中的每一个都有它自己单独
的态. n个粒子有n个这样的态, 对应于n个右矢,
如
∣∣α1
〉
,
∣∣α2
〉
, . . . , |αn〉, 暂且设它们全是正交的. 系集的右矢就为

|X 〉 =
∣∣α1

1

〉 ∣∣α2
2

〉
· · · |αn

n〉 . (8.14)

简并 任意排列P作用于它, 得到另一右矢

P |X 〉 =
∣∣α1

i1

〉 ∣∣α2
i2

〉
· · ·
∣∣αn

in

〉
. (8.15)

i1i2 · · · in是12 · · · n的某种排列, 这个右矢对应于系集有相同能量的
另一定态. 如果假定不存在其他原因的简并, 具有这个能量的未
微扰态共有n!个. 当未微扰系统为简并时, 必须考虑联系于相同能
量的两个态表示微扰能量V的距阵元, 即考虑形如〈X |PaVPb|X 〉的
那些距阵元. 它们将组成一个n!行n!列的矩阵, 这个矩阵的本征值
是能量的一级修正.
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能级的决定 II

另一种排列 引进另一种排列算符, 作用于形如(8.15)式的右矢上, 即作用在这
些α的上标上. 用Pα表示. P和Pα的区别由下列描述看出
考虑一个由2与3互换组成的排列, 可以解释为, 或者是对象2与对
象3互换, 或者是处在位置2与位置3的两个对象互换. 第一个对应
于算符P, 有关对象即为相同粒子. 第二个对应于算符Pα, 其中每
个粒子处于由一个α所标记的“位置”

代数 任意的P与任意的Pα对易, 即

PaP
α
b = Pαb Pa (8.16)

用标记粒子的同样数字1, 2, . . . , n来标记α, 我们建立了α与粒子间
的一一对应关系, 如果给定了作用于粒子的任意排列Pa, 就可以
给出作用于α的同一排列Pαa的意义, 即为

Pαa Pa |X 〉 = |X 〉 . (8.17)

郑惠南 (USTC) 量子力学 2022 年春季 376 / 443



包含许多相同粒子的系统 能级的决定

能级的决定 III

正交性 由于不同的右矢
∣∣α1
〉
,
∣∣α2
〉
, . . .是正交的, |X 〉与P |X 〉也是正交的,

除非P = 1. 若|X 〉是归一化的, 对任意系数cP ,∑
P

cP 〈X |PαPa|X 〉 =cPa , (8.18)

求和遍及所有的n!个排列P或Pα, 而令Pa固定.

力学算符 定义

VP = 〈X |VP|X 〉 . (8.19)

那么, 对任意两个排列Px与Py , 有

〈X |PxVPy |X 〉 = 〈X |VPxPy |X 〉 = VPxPy

=
∑
P

VP 〈X |PαPxPy |X 〉 .
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能级的决定 IV

从(8.16)可知, 此式给出

〈X |PxVPy |X 〉 =
∑
P

VP 〈X |PxP
αPy |X 〉 . (8.20)

把结果写成

V ≈
∑
P

VPP
α. (8.21)

其中符号≈指侠义下的等式, 即两边的算符只能在它们与形
如P |X 〉的右矢以及其共轭虚量左矢一起用的时候才是相等的.

平均能量 现在来决定由未微扰态(8.14)式所引起的属于一个闭绝集的所有
那些态的平均能量. 这要求我们对那些χ有指定值χ′的那些
态(8.15)来计算V的平均本征值. 对这些态, 任一个Pαa的平均值等
于PαPαa (Pα)−1(Pα任意)的平均值, 因而等
于 1

n!

∑
Pα P

αPαa (Pα)−1的本征值, 即为χ′(Pαa )或χ′(Pa). 因此,
V的平均本征值是

∑
P VPχ

′(P).
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对电子的运用 I

现在, 必须明显地表明电子有自旋的事实, 电子自旋是通过角动量
与磁矩表现出来的. 对于一个电子在电磁场中的运动来说, 自旋的
影响不是很大的. 由于它的磁矩, 有附加的力作用于电子, 从而要
求在Hamilton量中有附加的项. 自旋角动量对电子的运动的确没
有直接作用, 但是当有些力趋向于转动此磁矩时, 自旋角动量就要
起作用了, 因为磁矩与角动量总是限制在同一方向的. 在没有强磁
场时, 这些效应全是小的, 其数量级与相对论力学所要求的修正向
项相同, 在非相对论理论中没有理由考虑它们.

自旋的重要性不在于它们对于电子运动的这些小效应, 而是在于
下述事实, 即自旋给电子以两个内部的态, 相应于在某一指定方向
上自旋分量的两个可能的值, 这就引起电子的独立态的数目加倍.
这个事实与Pauli不相容原理合并起来, 就有深远的效果.

在处理电子系集时, 有两种力学变量. 第一种可以称为轨道变量,
包括所有电子的坐标x , y , z及它们的共轭动量px , py , pz . 第二种
包括所有电子的自旋变量, 即变量σx , σy , σz . 这两种变量属于不
同的自由度.
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对电子的运用 II

决定整个系统的态的右矢可以是 |A〉 |B〉的形式(其中 |A〉是单独考
虑轨道变量的一个右矢, |B〉是单独考虑自旋变量的一个右矢), 而
决定整个系统的一般的右矢是这种形式的右矢之和(或者积分).

引入两种排列算符, 第一种Px只作用于轨道变量, 即只作用于因
子 |A〉, 而第二种Pσ只作用于自旋变量, 即只作用于因子 |B〉. 这
些Px与Pσ的每一个可以作用于整个系统的任意右矢, 而不仅是作
用于某些特殊的右矢, 所以, 对于电子, 它们将作用于轨道变量与
自旋变量两部分. 这就是说, 每个Pa等于Px

a与Pσa的乘积, 即

Pa = Px
aP

σ
a . (8.22)

可以看到, 当运用Pauli不相容原理时, 即令略去Hamilton量中的自
旋力, 考虑自旋变量也还是必需的. 对于在自然中出现的任意态,
每个Pa一定有值为±1, 按照它是偶排列或奇排列而定, 因此,
(8.22)从式可得

Px
aP

σ
a = ±1. (8.23)
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对电子的运用 III

对于电子, 每个Pa = ±1. 把它应用到电子的Px排列. 如果略
去Hamilton量中由自旋力引起的各项, 这些Pσ就是运动恒量, 因
为这样做的结果使Hamilton量中完全不含自旋力学变量σ. 这样,
这些Px也一定是运动恒量. 引入一些新的χ, 它们等于在每个类中
全部Px的平均值, 并可以断言, 对于这些χ的任意一组可允许的数
值χ′, 将有一个态的闭绝集. 因此, 对包含许多电子的系统, 存在
着态的闭绝集, 甚至当只考虑那些满足Pauli原理的态时也如此.
这时态的集合的闭绝性当然只是近似的, 因为只有略去了自旋力
时这些χ才是恒量. 实际上, 从属于一个集的态跃迁到另一个集的
态有一个小的几率.
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对电子的运用 IV

函数关系 可以把Pσ表示成σ的代数函数, 考察量

O12 =
1

2
{1 + σ1xσ2x + σ1yσ2y + σ1zσ2z}

=
1

2
{1 + (σ1,σ2)},

容易得到

(σ1,σ2)2 =(σ1xσ2x + σ1yσ2y + σ1zσ2z)2

=3− 2(σ1,σ2), (8.24)

因而

(O12)2 =
1

4
{1 + 2(σ1,σ2) + (σ1,σ2)2} = 1. (8.25)
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对电子的运用 V

此外,

O12σ1x =
1

2
{σ1x + σ2x − iσ1zσ2y + iσ1yσ2z},

σ2xO12 =
1

2
{σ2x + σ1x + iσ1yσ2z − iσ1zσ2y}.

因此

O12σ1x =σ2xO12.

对σ1y与σ1z有类似的关系成立, 所以

O12σ1 =σ2O12,

或

O12σ1O
−1
12 =σ2.
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对电子的运用 VI

由此, 利用(8.25)式, 可以得到

O12σ2O
−1
12 =σ1.

O12与σ1, σ2的对易关系恰是由交换电子1与2的自旋变量所组成
的排列Pσ12与σ1, σ2的对易关系. 可以令

O12 =cPσ12,

其中c是一个数, 方程(8.25)表明c = ±1. 注意到Pσ12的本征值是1,
1, 1, -1, 对应于两个电子自旋存在着三个独立的对称态与一个反
对称态. 因此Pσ12的平均值是1/2. (σ1,σ2)的平均本征值显然为零,
则O12的平均本征值是1/2. 因此c = +1, 这样,

Pσ12 =
1

2
{1 + (σ1,σ2)}. (8.26)
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对电子的运用 VII

轨道部分排列 借助于(8.23), 还能把Px表示成σ的代数函数. 由于当这些排列是
交换时, (8.23)式中一定取负号, 又由于交换的平方是1, 我们得

Px
12 =− 1

2
{1 + (σ1,σ2)}. (8.27)

χ特征值的计算 公式(8.27)可以方便地用于计算决定态的闭绝集的各特征标χ′.
例如对于由交换组成的排列, 有

χ12 = χ(Px
12) = −1

2

{
1 +

2

n(n − 1)

∑
r<s

(σr ,σs)

}
.

通过公式

s(s + 1) =

(
1

2

∑
r

σr ,
1

2

∑
s

σs

)
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对电子的运用 VIII

引进力学变量s来描述以~为单位的总自旋角动量 1
2

∑
r σr的绝对

值, 就有

2
∑
r<s

(σr ,σs) =

(∑
r

σr ,
∑
s

σs

)
−
∑
r

(σr ,σr )

=4s(s + 1)− 3n.

因而

χ12 =− 1

2

{
1 +

4s(s + 1)− 3n

n(n − 1)

}
=− n(n − 4) + 4s(s + 1)

2n(n − 1)
. (8.28)

郑惠南 (USTC) 量子力学 2022 年春季 386 / 443



包含许多相同粒子的系统 对电子的运用

对电子的运用 IX

这样, χ12表示成力学变量s与电子数目n的函数. 对s的每一个本征
值s ′, 都有一个χ的一组数值χ′, 因而也就有一个态的闭绝集. s的
本征值是

1

2
n,

1

2
n − 1,

1

2
n − 2, . . . ,

此数列终止于0或者1/2.

多电子系统定态 有几个电子系统的每个定态, 是s的一个本征态, 属于一个确定
的本征值s ′. 对任意已知的s ′, 总自旋矢量在任意方向的分量将
由2s ′ + 1个可能值, 相应于有同样能量的2s ′ + 1个独立的态. 如果
不略去自旋效应, 这2s ′ + 1个态将分裂为能量略有不同
的2s ′ + 1个态, 组成一个多重态, 多重性为2s ′ + 1. 略去自旋效应
时, s ′有变化的跃迁, 即从一个多重态到另一个多重态的跃迁, 不
能出现; 而不略去自旋效应时, 这种跃迁也只以很小的几率出现.
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对电子的运用 X

只关联轨道的态 让右矢|α′〉只关系于轨道变量, 利用公式(8.21), 在一级近似下
可以决定有几个电子系统的能级. 当只考虑电子间的Coulomb力,
相互作用能V由几个部分之和组成, 每一部分只关系到两个电子,
其结果是除了Px是恒同排列或两个电子简单交换的那些距阵元之
外, VP的所有距阵元都为零. 因此(8.21)简化为

V ≈ V1 +
∑
r<s

VrsP
α
rs , (8.29)

Vrs是关联于电子r与s交换的距阵元. 而Pα与Px有相同性质, Pα的
任意函数与Px的相应函数有相同的本征值, (8.29)式的右边将与
下式有相同的本征值

V1 +
∑
r<s

VrsP
x
rs ,
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对电子的运用 XI

再由(8.27)式, 上式即为

V1 −
1

2

∑
r<s

Vrs {1 + (σr ,σs)} . (8.30)

(8.30)式的本征值是能级的一级修正.

电子的自旋单态与三重态 注意到相当于对两个电子的自旋变量存在着三个独
立的对称态与一个反对称态, 即它们是由三个对称函数|+〉 |+〉,
|−〉 |−〉, |+〉 |−〉+ |−〉 |+〉 所表示的态, 以及一个反对称函
数|+〉 |−〉 − |−〉 |+〉所表示的态, 其中|+〉和|−〉分别表示σz属于本
征值+1和−1的本征态.
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对电子的运用 XII

考察总自旋角动量S = s1 + s2的绝对值S及其z分量Sz的本征值.
可以看到

S(S + ~) =S2 = (s1 + s2)2 = s2
1 + s2

2 + 2(s1, s2)

=
3

2
~2 +

1

2
~2(σ1,σ2)

利用关系σxσyσz = i , 从而

S2 |+〉 |+〉 = 2~2 |+〉 |+〉
S2 |−〉 |−〉 = 2~2 |−〉 |−〉
S2{|+〉 |−〉+ |−〉 |+〉} = 2~2{|+〉 |−〉+ |−〉 |+〉}
S2{|+〉 |−〉 − |−〉 |+〉} = 0

和

Sz |+〉 |+〉 = ~ |+〉 |+〉
Sz |−〉 |−〉 = −~ |−〉 |−〉
Sz{|+〉 |−〉+ |−〉 |+〉} = 0
Sz{|+〉 |−〉 − |−〉 |+〉} = 0
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对电子的运用 XIII

总结如下表

本征态 S Sz
|+〉 |+〉 ~ ~
|+〉 |−〉+ |−〉 |+〉 ~ 0 三重态
|−〉 |−〉 ~ −~
|+〉 |−〉 − |−〉 |+〉 0 0 单态

两个全同粒子, 忽略它们的相互作用, 其Hamilton量为

H = h(q1) + h(q2)

h(q)表示单粒子的Hamilton量. ϕk(q)是h(q)的归一化本征波函数,
属于本征值hk . 那么, ϕk1 (q1)ϕk2 (q2)和ϕk2 (q1)ϕk1 (q2)构成H的归
一化本征波函数, 属于本征值hk1 + hk2 .

对于Bose子, 对应的归一化能量本征波函数为{ 1√
2
{ϕk1 (q1)ϕk2 (q2) + ϕk2 (q1)ϕk1 (q2)}, k1 6= k2

ϕk(q1)ϕk(q2), k1 = k2 = k
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对电子的运用 XIV

对于Fermi子, 对应的归一化能量本征波函数为

1√
2
{ϕk1 (q1)ϕk2 (q2)− ϕk2 (q1)ϕk1 (q2)}, k1 6= k2

例 两个全同的自由粒子, 都处于动量本征态(本征值为pα, pβ). 不考
虑自旋(内部自由度), 波函数可表示为

ψ(x1, x2) =
1

(2π)3
exp[i(pα · x1 + pβ · x2)/~],

令x = x1 − x2, X = 1
2 (x1 + x2), p = 1

2 (pα − pβ), P = (pα + pβ),
波函数可表示为

ψ(x ,X ) =
1

(2π)3
exp[ip · x/~ + iP · X/~],

略去质心运动部分, 波函数的形式为

ψ(x) =
1

(2π)3/2
exp[ip · x/~].
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对电子的运用 XV

考察它们在空间的相对距离的几率分布, 在距离一个粒子半径为
在(r, r+dr)的球壳层中找到另一个粒子的几率为

不考虑交换对称性

1

(2π)3
r2dr

∫ 2π

0

dϕ

∫ π

0

sin θdθ| exp[ipr cos θ/~]|2

=
1

(2π)3
4πr2dr .

考虑交换反对称性(Fermi子)

r2dr
∫ 2π

0
dϕ
∫ π

0
sin θdθ∣∣∣ 1√

2
{exp[ipr cos θ/~]− exp[−ipr cos θ/~]}

∣∣∣2
= 1

(2π)3 4πr2dr
∫ π

0
dθ sin θ sin2(pr cos θ/~)

= 1
(2π)3

{
1− sin(2pr/~)

2pr/~

}
4πr2dr .
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对电子的运用 XVI

考虑交换对称性(Bose子)

r2dr
∫ 2π

0
dϕ
∫ π

0
sin θdθ∣∣∣ 1√

2
{exp[ipr cos θ/~] + exp[−ipr cos θ/~]}

∣∣∣2
= 1

(2π)3

{
1 + sin(2pr/~)

2pr/~

}
4πr2dr .

考虑相同粒子为电子的情况. 根据Pauli不相容原理, 这就要求只
考虑反对称态.

例 两个没有相互作用的粒子置于一维无限深势阱中, 势阱宽度为2a,
求对下列各种情况下：这个系统两个最低能级的值和简并度, 以
及与这些这些能级对应的波函数(用ψ表示空间部分, 并写出具体
的函数形式, |j ,m〉表示自旋部分, j是总自旋量子数, m是总自旋
的z分量量子数).

1 两个自旋为1/2的可区分粒子;
2 两个自旋为1/2的全同粒子;
3 两个自旋为1的全同粒子.
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对电子的运用 XVII

解 一维无限深势阱中, 单粒子的空间波函数为

ψn =
1√
a

sin
nπx

2a
, (0 ≤ x ≤ a).

其中n为正整数, 相应的能量为n2π2~2/8ma2. 两个粒子分别处
于n1和n2态时, 系统的空间波函数可表示为

ψn1,n2 (x1, x2) =
1

a
sin

n1πx1

2a
sin

n2πx2

2a

对应的能量为E = (n2
1 + n2

2)π2~2/8ma2.

分情况讨论
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包含许多相同粒子的系统 对电子的运用

对电子的运用 XVIII
1 两个自旋为1/2的可区分粒子, 两个最低能
级π2~2/4ma2和5π2~2/8ma2的态为

ψ1,1(x1, x2) |0, 0〉 , ψ1,1(x1, x2) |1,m〉 (m = 0,±1)

和

ψ2,1(x1, x2) |0, 0〉 , ψ2,1(x1, x2) |1,m〉 (m = 0,±1)
ψ1,2(x1, x2) |0, 0〉 , ψ1,2(x1, x2) |1,m〉 (m = 0,±1)

它们的简并度分别为4和8.
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包含许多相同粒子的系统 对电子的运用

对电子的运用 XIX
2 两个最低能级π2~2/4ma2和5π2~2/8ma2, 对应的态(对称/反
对称的空间波函数和反对称/对称的自旋态波函数)为

ψ1,1(x1, x2) |0, 0〉

和

1√
2

[ψ2,1(x1, x2) + ψ1,2(x1, x2)] |0, 0〉

1√
2

[ψ2,1(x1, x2)− ψ1,2(x1, x2)] |1,m〉 (m = 0,±1)

它们的简并度分别为1和4.
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对电子的运用 XX
3 两个最低能级π2~2/4ma2和5π2~2/8ma2, 对应的态(对称/反
对称的空间波函数和对称/反对称的自选态波函数)为

ψ1,1(x1, x2) |0, 0〉 , ψ1,1(x1, x2) |2,m〉 (m = 0,±1,±2)

和

1√
2

[ψ2,1(x1, x2) + ψ1,2(x1, x2)] |0, 0〉 ,

1√
2

[ψ2,1(x1, x2) + ψ1,2(x1, x2)] |2,m〉 (m = 0,±1,±2)

1√
2

[ψ2,1(x1, x2)− ψ1,2(x1, x2)] |1,m〉 (m = 0,±1)

它们的简并度分别为6和9.
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对电子的运用 XXI

超导现象 金属中的导电电子, 通过与晶格离子振动的相互作用, 两个电子之
间产生一个微弱的有效吸引力, 从而形成束缚的电子对(称
为Cooper对). 该电子对可近似地视为一个Bose子. 在极低温情况
下, 金属中有大量的这种电子对, 由于不受Pauli原理限制, 它们倾
向于处于能量最低的状态. 大量的这种电子对的相干对关联所形
成的状态, 呈现出超导现象.

Meissner效应 把一块金属置于磁场中, 让其温度降到临界温度之下, 变成超导
体, 会发现磁场被排斥到超导体外去, 或者说, 超导体有抗磁性,
磁场不能深入到超导体内部去.

超导环内的磁通量子化

Josephson结
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电子的相对论性理论 粒子的相对论处理

粒子的相对论处理 I

高速粒子 为了要使理论有可能应用到高速粒子, 试图使这个理论成为
在Lorentz变换下不变的, 这样它就合乎狭义相对论的原理了, 这
是必需的.

没有必要使理论合乎广义相对论, 因为只有当我们研究引力场时,
才要求用到广义相对论, 而在原子现象中, 引力场是完全不重要
的.

量子理论的基本思想怎样能适应于相对论的观点, 即应当把时空
四维同样地对待.

态的叠加的一般原理是一个相对论性的原理, 适用于具有相对论
时空意义的态.

可观察量的一般概念就不适合了, 因为一个可观察量可能包含在
某一时刻在分开的很远的各点上的物理事物, 如果用一个联系与
任意的对易可观察量的完全集的一般表象, 理论就不能显出相对
论所要求的空间与时间的对称性.
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粒子的相对论处理 II

在相对论性量子力学中, 一定要用一个能显示出这种对称性的表
象, 才算是满意的. 这样, 才有可能变换到联系于Lorentz参考系的
其他表象.

对于单个粒子的问题, 为了显示出时间与空间之间的对称性,
用Shrödinger表象, 令x1, x2, x3代替x , y , z , 而用x0代替ct, 那么, 与
时间有关的波函数就成为ψ(x0, x1, x2, x3), 它提供一个同等地对待
四个x的基础.

应当用相对论符号把这四个x写成xµ (µ = 0, 1, 2, 3). 任意的时空
矢量有四个分量, 它们在Lorentz变换中如四维元dxµ一样变换, 这
样的矢量将写如aµ, 用一个希腊字母为下角标. 可以按下列规则
提升角标,

a0 = a0, a1 = −a1, a2 = −a2, a3 = −a3. (9.1)

这些aµ就称为矢量a的反变分量, 而aµ称为协变分量. 两个矢
量aµ与bµ有一个Lorentz不变的标量积:

a0b0 − a1b1 − a2b2 − a3b3 = aµbµ = aµb
µ,
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粒子的相对论处理 III

重复的角标表示求和.

定义度规张量gµν为

g00 = 1, g11 = g22 = g33 = −1, gµν = 0 (µ 6= ν). (9.2)

借助于(9.1)式, 联系协变分量与反变分量之间的规则可以写成

aµ = gµνaν .

在Shrödinger表象中, 动量(其分量现在应写成p1, p2, p3以代
替px , py , pz)等于下列算符:

pr = −i~∂/∂xr , (r = 1, 2, 3). (9.3)

现在四个算符∂/∂xµ组成一个四维矢量的协变分量, 其反变分量
写成∂/∂xµ. 因此, 要把(9.3)式变成相对论性的理论, 首先把它的
角标平衡后写成

pr = i~∂/∂x r ,
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电子的相对论性理论 粒子的相对论处理

粒子的相对论处理 IV

然后把它扩充到完全的四维矢量方程

pµ = i~∂/∂xµ. (9.4)

引进一个新的力学变量p0, 它等于算符i~∂/∂x0. 由于当它与动
量pr合并时组成一个四维矢量, 它的物理意义一定是粒子的能量
除以c .

象对于四个x一样同等地对待这四个p, 就能继续发展我们的理论.

可以看到, 这里要发展的电子理论中, 必须再引进描述电子的内部
运动的一个自由度. 因此, 波函数就必须包含四个x以外的另一个
变量.
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电子的波动方程 I

电子

首先考虑一个自由电子的运动情况. 这粒子可能带有附加的内部
自由度. 经典力学所提供的这个系统的相对论性Hamilton量是

H = c(m2c2 + p2
x + p2

y + p2
z )1/2.

从而波动方程为{
p0 − (m2c2 + p2

1 + p2
2 + p2

3)
1
2

}
ψ = 0 (9.5)

其中这些p按照(9.4)式解释为算符.

方程(9.5)虽然考虑到相对论所要求的能量与动量的关系, 但从相
对论的观点看来, 仍是不能满意的, 因为它在p0与其余的p之间是
很不对称的, 这种不对称使我们不能在相对论方式下把它推广到
有场存在的情况. 因而, 必须找出一个新的波动方程.
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电子的波动方程 II

如果把波动方程(9.5)左乘以算符{p0 + (m2c2 + p2
1 + p2

2 + p2
3)

1
2 },

得到

{p2
0 −m2c2 − p2

1 − p2
2 − p2

3}ψ = 0, (9.6)

它有相对论不变性的形式, 因而可以更方便地取作为相对论理论
的基础.

方程(9.6)不完全等效于方程(9.5), 因为虽然方程(9.5)的每个解都
是方程(9.6)的解, 但反过来却不一定对. 方程(9.6)的解中只有那
些属于p0取正值的解, 才同时也是方程(9.5)的解.

波动方程(9.6)由于它是p0的二次式, 不是量子理论的普遍规则所
要求的形式. 前面已经从相当普遍的推理得出, 波动方程必须是
算符∂/∂t或p0的线性式, 就象该节的方程(9.7)那样.

因而要找出一个为p0的线性式的波动方程, 并且要它大体上等效
于(9.6)式, 且在Lorentz变换中以简单方式变换, 它应为p1, p2, p3的
有理式和线性式, 也应为p0的有理式和线性式.
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电子的波动方程 III

这样就具有下列形式

{p0 − α1p1 − α2p2 − α3p3 − β}ψ = 0, (9.7)

其中这些α与β都是与p无关的. 由于所考虑的是没有场的情况, 在
时空中所有的点一定是等效的, 所以, 在波动方程中的算符一定不
含x . 因此, 这些α与β也一定与x无关, 所以, 它们一定与p和x都对
易. 因此它们描写某个新的自由度, 属于电子的某种内部运动. 它
们带来了电子的自旋.

对(9.7)是左乘以算符{p0 + α1p1 + α2p2 + α3p3 + β}, 我们得到{
p2

0 −
∑
123

[
α2

1p
2
1 + (α1α2 + α2α1)p1p2 + (α1β + βα1)p1

]
− β2

}
ψ = 0,

其中
∑

123表示对下角标1, 2, 3的轮换排列取和.
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电子的波动方程 IV

如果这些α与β满足关系式

α2
1 = 1, α1α2 + α2α1 = 0, β2 = m2c2, α1β + βα1 = 0,

再加上把下角标1, 2, 3排列后而得的各关系式, 则上式就与(9.6)是
相同了, 如果写成

β = αmmc ,

则这些关系式可以归结为一个式子, 即

αaαb + αbαa = 2δab (a, b = 1, 2, 3 or m). (9.8)

这四个α全是相互反对易的, 每一个的平方都是1.

因此, 在给这些α与β以适当的性质后, 就能使波动方程(9.7)等效
于(9.6)式, 只要所考虑的是电子整体的运动. 现在可以假
定(9.7)式是没有场时电子运动的正确的相对论波动方程.
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电子的波动方程 V

但是, 这就引起一个困难, 因为(9.7)式如(9.6)是一样, 不是严格地
等效于(9.5)式, 而是允许有相当于p0的正值与负值的解. p0为负
值的那些解, 当然不相应于任何实际上可观察到的电子运动. 暂
时只考虑正能量的解, 有关负能量的解的讨论将属于正电子理论
的范畴.

回到电子的相对论性波动方程, 容易得到这四个α的一个表象. 它
们与σ有相同的代数性质, 而那些σ能用两行两列的矩阵来表示.
用两行两列的矩阵, 就不能得到超过三个的反对易量的表象; 为了
得到这四个反对易量的α的表象, 必须用四行四列的矩阵. 方便的
做法是: 首先用三个σ以及第二组类似的三个反对易量（其平方
和为1）ρ1, ρ2, ρ3来表示这些α, 这些ρ与σ无关, 并与σ对易. 除了
其他的可能性外, 可取

α1 = ρ1σ1, α2 = ρ1σ2, α3 = ρ1σ3, αm = ρ3, (9.9)
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电子的波动方程 VI

这样, 这些α满足所有的关系式(9.8). 现在, 取一个表象, 其
中ρ3与σ3为对角的, 就得到下列矩阵方案,

σ1 =


0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

 , σ2 =


0−i 0 0
i 0 0 0
0 0 0−i
0 0 i 0

 , σ3 =


1 0 0 0
0−1 0 0
0 0 1 0
0 0 0−1

 ;

ρ1 =


0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

 , ρ2 =


0 0−i 0
0 0 0−i
i 0 0 0
0 i 0 0

 , ρ3 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0−1 0
0 0 0−1

 .

应当注意到, ρ与σ全是Hermite的, 这就使α也全是Hermite的.

相应于四行四列, 波函数ψ一定包括一个可取四个值的变量, 才能
使矩阵可以用来乘它. 另一办法是, 把波函数看成有四个分量, 每
一个分量只是四个x的函数.
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电子的波动方程 VII

前面已经看到, 电子的自旋要求波函数有两个分量. 在目前的理论
中, 波函数有四个分量, 这一事实是由于波动方程(9.7)的解的数
目是它们应有的数目的两倍, 其中一半相应于具有负能量的态.

借助于(9.9)式, 波动方程(9.7)可以用三维矢量的符号写成

{p0 − ρ1(σ,p)− ρ3mc}ψ = 0. (9.10)

为了把这个方程推广到有电磁场存在的情况, 按经典规则,
把p0与p代之以p0 + e/c · A0与p + e/c ·A, 其中A0与A是电子所在
之处的场的标量势与矢量势. 这就得出方程{

p0 +
e

c
A0 − ρ1(σ,p +

e

c
A)− ρ3mc

}
ψ = 0, (9.11)

这就是电子的相对论性理论的基本波动方程.
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电子的波动方程 VIII

(9.10)式或(9.11)式中ψ的四个矢量, 应当按下列方法图像化, 即把
一个放在另一个下面写出来, 组成一个单列的矩阵. 这时, 正方矩
阵ρ与σ可以按照矩阵乘法去乘这个单列的矩阵ψ, 乘积在每种情
况都得另一个单列的矩阵. 代表一个左矢的ψ的共轭虚量波函数,
应当图像为化一个分量放在另一个分量之旁, 这样组成一个单行
的矩阵, 可以用正方矩阵ρ或σ右乘它, 得到另一单行矩阵. 把这个
共轭虚量波函数图像化为用ψ̄†代表的单行矩阵, 用符号†代表任意
矩阵的转置矩阵, 即代表行与列对换的结果. 这样, 方程(9.11)的
共轭虚量就是

ψ̄†
{
p0 +

e

c
A0 − ρ1(σ,p +

e

c
A)− ρ3mc

}
= 0, (9.12)

在此式中, 算符p向左作用. 一个微分算符向左边作用, 一定要按

〈φ ∂

∂qr
= −

〈
∂φ

∂qr

来解释.
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自由电子的运动 I

Heisenberg图像 令(9.10)式中作用于ψ上的算符为零, 即可得出H = cp0, 即

H =cρ1(σ,p) + ρ3mc2 = c(α,p) + ρ3mc2. (9.13)
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电子的相对论性理论 自旋的存在

自旋的存在 I

方程 与经典理论类比, 波动方程应表示为{(
p0 +

e

c
A0

)2

−
(
p +

e

c
A
)2

−m2c2

}
ψ = 0 (9.14)

此式中算符恰恰是经典的相对论Hamilton量. 如果用某个因子左
乘(9.11)式, 使之尽可能地类似于(9.14)式, 也即是用因子

p0 +
e

c
A0 + ρ1(σ,p +

e

c
A) + ρ3mc

来乘, 我们得到{(
p0 +

e

c
A0

)2

−
(
σ,p +

e

c
A
)2

−m2c2

− ρ1

{(
p0 +

e

c
A0

)(
σ,p +

e

c
A
)
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自旋的存在 II

−
(
σ,p +

e

c
A
)(

p0 +
e

c
A0

)}}
ψ = 0 (9.15)

若B与C是与σ对易的任意两个三维矢量, 则

(σ,B)(σ,C ) = (B,C ) + i(σ,B × C ). (9.16)

取B = C = p + e
cA, 而(

p +
e

c
A
)
×
(
p +

e

c
A
)

=
e

c
(p × A + A× p)

=− i~
e

c
∇× A = −i~e

c
H

H是磁场, 我们得到(
σ,p +

e

c
A
)2

=
(
p +

e

c
A
)2

+
~e
c

(σ,H). (9.17)
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自旋的存在 III

此外(
p0 +

e

c
A0

)(
σ,p +

e

c
A
)
−
(
σ,p +

e

c
A
)(

p0 +
e

c
A0

)
=

e

c
(σ, p0A− Ap0 + A0p − pA0)

=
i~e
c

(
σ,

1

c

∂A
∂t

+∇A0

)
= −i ~e

c
(σ,E),

其中E是电场. 因此, (9.15)式变为{(
p0 +

e

c
A0

)2

−
(
p +

e

c
A
)2

−m2c2

− ~e
c

(σ,H) + iρ1
~e
c

(σ,E)

}
ψ = 0. (9.18)
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自旋的存在 IV

与(9.14)式的不同在于算符中多出了两项. 但由于它们不是实量,
不能就它们本身很直接地给出物理解释.

Heisenberg图像 (9.13)式推广到有场时的情况, 给出

H =− eA0 + cρ1

(
σ,p +

e

c
A
)

+ ρ3mc2, (9.19)

从而(
H

c
+

e

c
A0

)2

=
{
ρ1

(
σ,p +

e

c
A
)

+ ρ3mc
}2

=
(
σ,p +

e

c
A
)2

+ m2c2

=
(
p +

e

c
A
)2

+ m2c2 +
~e
c

(σ,H), (9.20)

此式有(9.18)式中增加项的实数部分, 它在没有纯虚部分的情况下
出现.
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电子的相对论性理论 自旋的存在

自旋的存在 V

慢电子 我们期望运动方程决定于一个mc2 + H1形式的Hamilton量, 其
中H1比起mc2是小量. 代入(9.20)式, 并略去H2

1以及其他含c−2的
项,

H1 + eA0 =
1

2m

{
p +

e

c
A
)2

+
~e

2mc
(σ,H). (9.21)

自旋磁矩 上式与慢电子的经典Hamilton量只差最后一项

~e
2mc

(σ,H).

此项可以看成是一个慢电子在量子理论中所具有的附加势能, 并
解释为由于电子有一磁矩 ~e

2mcσ所引起的
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电子的相对论性理论 自旋的存在

自旋的存在 VI

角动量运动方程 令A = 0, A0只为向径r的函数, 即

H =− eA0 + cρ1(σ,p) + ρ3mc2. (9.22)

轨道角动量的x1分量m1 = x2p3 − x3p2的变化率为

i~ṁ1 =m1H − Hm1

=cρ1{m1(σ,p)− (σ,p)m1}
=cρ1(σ,m1p − pm1)

=i~cρ1(σ2p3 − σ3p2).

ṁ1 6= 0, 及轨道角动量不是运动恒量. 同样地,

i~σ̇1 =σ1H − Hσ1

=cρ1{σ1(σ,p)− (σ,p)σ1}
=cρ1(σ1σ − σσ1,p)

=2icρ1(σ3p2 − σ2p3).
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电子的相对论性理论 自旋的存在

自旋的存在 VII

因而

ṁ1 +
1

2
~σ̇1 =0.

所以, 矢量m + 1
2~σ是运动恒量. 将其解释为电子有一个自旋角动

量 1
2~σ, 加到轨道角动量m上, 才能得到一个运动恒量.

自旋角动量和磁矩 矢量σ决定了自旋磁矩和自旋角动量的方向. 如果一个电子
的某自旋态在一个特定方向上有自旋角动量 1

2~, 则它在同样方向

上有自旋磁矩− e~
2mc .

推理的合理性 只有在假定了粒子位置是可观察量的情况下, 我们的推理才是合
理的.
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电子的相对论性理论 过渡到极坐标变量

过渡到极坐标变量 I

总角动量 研究电子在有心力场中的运动, 现在要用总角动
量M = m + 1

2~σ的绝对值. 令过渡到极坐标变量, 现在不能用轨
道角动量m的绝对值k(m不再是运动恒量), 而要用总角动
量M = m + 1

2~σ的绝对值. 令

j2~2 = M2
1 + M2

2 + M2
3 +

1

4
~2. (9.23)

M3的本征值一定是~的半奇数倍, 而|j |的本征值一定是大于零的
整数. 利用

(σ,m)2 =m2 + i(σ,m ×m)

=m2 − ~(σ,m)

=

(
m +

1

2
~σ
)2

− 2~(σ,m)− 3

4
~2,
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电子的相对论性理论 过渡到极坐标变量

过渡到极坐标变量 II

得

{(σ,m) + ~}2 =M2 +
1

4
~2.

因此可以定义j~为(σ,m) + ~.

j作为运动恒量 (σ,m) + ~不是运动恒量. 由

(σ,m)(σ,p) =i(σ,m × p),

(σ,p)(σ,m) =i(σ,p ×m),

我们有

(σ,m)(σ,p) + (σ,p)(σ,m)

= i
∑
123

σ1(m2p3 −m3p2 + p2m3 − p3m2)

= i
∑
123

2i~σ1p1 = −2~(σ,p)
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电子的相对论性理论 过渡到极坐标变量

过渡到极坐标变量 III

或即

{(σ,m) + ~}(σ,p) + (σ,p){(σ,m) + ~} =0.

可以取

j~ = ρ3{(σ,m) + ~}, (9.24)

这就给j一个方便合理的定义, 它符合于(9.23)式, 而且使j为运动
恒量. 这个j的本征值全部是正的与负的整数, 但不为零.

引入线性算符ε, 其定义为

rε = ρ1(σ, x). (9.25)

由于r与ρ1和(σ, x)都对易, 它一定也与ε对易, 因此有

r2ε2 = [ρ1(σ, x)]2 = (σ, x)2 = x2 = r2,

或即

ε2 = 1.
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电子的相对论性理论 过渡到极坐标变量

过渡到极坐标变量 IV

既然ρ1(σ,p)与j对易, 又因就角动量而言, x与p之间有对称性, 所
以ρ1(σ, x)也一定与j对易. 因而ε也与j对易. 还有, ε一定与pr对易,
因为

(σ, x)(x ,p)− (x ,p)(σ, x) =(σ, x(x ,p)− (x ,p)x)

=i~(σ, x),

此式给出

rεrpr − rpr rε = i~re

或即

r2εpr − r2pr ε = 0.

进一步应用(9.16)式, 得

(σ, x)(σ,p) = (x ,p) + i(σ,m) = rpr + iρ3j~− i~, (9.26)
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电子的相对论性理论 过渡到极坐标变量

过渡到极坐标变量 V

从(9.26)式与(9.25)式, 得到

rερ1(σ,p) = rpr + iρ3j~− i~

或

ρ1(σ,p) = ε(pr − i~/r) + iερ3j~/r .

因此, (9.22)式变成

H/c = −e

c
A0 + ε(pr − i~/r) + iερ3j~/r + ρ3mc .

这就把Hamilton量用极坐标变量表示出来了.
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电子的相对论性理论 过渡到极坐标变量

过渡到极坐标变量 VI

应当注意, ε和ρ3与所有在H中出现的其他变量对易, 并互相反对
易. 这一点的意义是, 可以取一个表象, 使ρ3为对角的, 而在此表
象中ε与ρ3分别由下列矩阵表示:(

0 −i
i 0

)
,

(
1 0
0 −1

)
. (9.27)

如果r在此表象中也是对角的, 则一个右矢的表示式〈r ′ρ′3|〉有两个
分量, 即〈r ′, 1|〉 = ψa(r ′)与〈r ′,−1|〉 = ψb(r ′), 分别联系与(9.27)式
矩阵的两个行与列.
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电子的相对论性理论 氢原子能级的精细结构

氢原子能级的精细结构 I

现在取氢原子的情况(对氢原子, A0 = e/r), 并求出它的能级.
即H的本征值H ′, 决定这些本征值的方程(H ′ − H) |〉 = 0,

当用上面讨论的表象[其中ε与ρ以矩阵(9.27)代表]中的表示式写出
时, 就有下列方程(

H′

c + e2

cr

)
ψa + ~

(
∂
∂r + 1

r

)
ψb + j~

r ψb −mcψa = 0,(
H′

c + e2

cr

)
ψb − ~

(
∂
∂r + 1

r

)
ψa + j~

r ψa + mcψb = 0.

令

~
mc − H ′/c

= a1,
~

mc + H ′/c
= a2, (9.28)

郑惠南 (USTC) 量子力学 2022 年春季 426 / 443



电子的相对论性理论 氢原子能级的精细结构

氢原子能级的精细结构 II

这些方程就简化为(
1
a1
− α

r

)
ψa −

(
∂
∂r + j+1

r

)
ψb = 0,(

1
a2

+ α
r

)
ψb −

(
∂
∂r −

j−1
r

)
ψa = 0,

 (9.29)

其中α = e2/~c , 它是一个小数.

现在来解这些方程, 令

ψa = r−1 exp(−r/a)f , ψb = r−1 exp(−r/a)g , (9.30)

这里引进r的两个新函数f与g , 而

a = (a1a2)1/2 = ~(m2c2 − H ′2/c2)−1/2. (9.31)

方程(9.29)变成(
1
a1
− α

r

)
f −

(
∂
∂r −

1
a + j

r

)
g = 0,(

1
a2

+ α
r

)
g −

(
∂
∂r −

1
a −

j
r

)
f = 0.

 (9.32)
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电子的相对论性理论 氢原子能级的精细结构

氢原子能级的精细结构 III

取f与g都是幂级数的形式:

f =
∑
s

cs r
s , g =

∑
s

c ′s r
s , (9.33)

其中相继的s的值相差为1, 把f与g的这些表达式代入(9.32)式, 并
取出r s−1的系数, 得

cs−1/a1 − αcs − (s + j)c ′s + c ′s−1/a = 0,
c ′s−1/a2 + αc ′s − (s − j)cs + cs−1/a = 0.

}
(9.34)

把上面两个方程中的第一个乘以a, 第二个乘以a2, 然后相减, 消
去cs−1及c ′s−1, 因为从(9.31)式得知a/a1 = a2/a. 剩下

[aα− a2(s − j)]cs + [a2α + a(s + j)]c ′s = 0, (9.35)

这个关系表明了有撇的c与没有撇的c之间的联系.
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电子的相对论性理论 氢原子能级的精细结构

氢原子能级的精细结构 IV

在r = 0处的边界条件要求, 当r → 0时rψa与rψb → 0, 所以,
从(9.30)式知, 当r → 0时f与g → 0. 因此, (9.33)式的级数一定
在s小的一边有结束. 如果s0是cs与c ′s不全为零的s的最小值,
令s = s0与cs0−1 = c ′s0−1 = 0, 就从(9.34)式得到

αcs0 + (s0 + j)c ′s0
= 0,

αc ′s0
− (s0 − j)cs0 = 0,

}
(9.36)

这就给出

α2 = −s2
0 + j2.

由于边界条件要求s的最小值应当大于零, 必须取

s0 = +
√
j2 − a2.
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电子的相对论性理论 氢原子能级的精细结构

氢原子能级的精细结构 V

为了考察级数(9.33)式的收敛性, 要决定当s值大时的比cs/cs−1.
当s是大数时, 方程(9.35)及方程(9.34)中的第二式近似地给出

a2cs = ac ′s ,

及

scs = cs−1/a + c ′s−1/a2.

因而

cs/cs−1 = 2/as.

因此级数(9.33)式象级数

∑
s

1

s!

(
2r

a

)s

或即exp(2r/a)一样地收敛.
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电子的相对论性理论 氢原子能级的精细结构

氢原子能级的精细结构 VI

这个结果允许我们断言, 使a为纯虚数, 也即是按(9.31)式
使H ′ > mc2的所有H ′值都是允许的, 而对H ′ < mc2, 取a为正数,
然后发现, 只有使级数(9.33)式在s大的一边有结束的那些H ′的值,
才是允许的.

如果级数(9.33)终止于cs与c ′s项, 因而cs+1 = c ′s+1 = 0, 从(9.34)式
用s + 1作为s代入, 可得

cs/a1 + c ′s/a = 0,
c ′s/a2 + cs/a = 0.

}
(9.37)

由于(9.31)式, 这两个方程是等效的. 它们在与(9.35)式合并后给
出

a1[aα− a2(s − j)] = a[a2α + a(s + j))],

此式化简为

2a1a2s = a(a1 − a2)α
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电子的相对论性理论 氢原子能级的精细结构

氢原子能级的精细结构 VII

或者是

s

a
=

1

2

(
1

a2
− 1

a1

)
α =

H ′

c~
α,

这里用了(9.28)式, 把它平方, 并用(9.31)式, 我们得

s2(m2c2 − H ′2/c2) = α2H ′2/c2,

因之

H ′

mc2
=

(
1 +

α2

s2

)−1/2

.

这里的s标明级数的最后一项, 一定比s0大, 其差为某个不小于零
的整数. 令这个整数为n, 就有

s = n +
√
j2 − α2,
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电子的相对论性理论 氢原子能级的精细结构

氢原子能级的精细结构 VIII

因而

H ′

mc2
=

{
1 +

α2

(n +
√

j2 − α2)2

}−1/2

. (9.38)

这个公式给出氢原子能谱的分立能级, 是由Sommerfeld用Bohr轨
道理论首先得出的. 这里含有两个量子数n 与j , 但是, 因为α2是非
常小的量, 能量几乎完全决定于n + |j |. 给出同样的n + |j |的各
组n与|j |的值引起一组彼此非常靠近的能级, 并且靠近非相对论公
式

H ′ = − me4

2s2~2
, (9.39)

取s = n + |j |所得出的能级, 只是相差一个常数项mc2.
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电子的相对论性理论 氢原子能级的精细结构

氢原子能级的精细结构 IX

在n = 0时, s的最大值与最小值相同, 所以, 方程(9.37)中以s0代
替s后应该与(9.36)式一致. 那么由(9.37)和(9.36)的第一式与第二
式分别得

(j + s0)a2 − aα = 0
(j − s0)a− a2α = 0

第一式乘以a1, 第二式乘以a, 相加, 得

a2j − aα(a1 + a2) = 0.

因此, 在这种情况下, j一定是正整数. 借助于(9.28)式与(9.31)式,

2j

α
=

a

a2
+

a

a1
=

2mca

~
=

2mc

(m2c2 − H ′2/c2)1/2
,

或即

H ′2

m2c4
= 1− α2

j2
.
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电子的相对论性理论 氢原子能级的精细结构

氢原子能级的精细结构 X

由于H ′一定是正数, 这就得到

H ′

mc2
=

√
j2 − α2

|j |
, (9.40)

这就是n = 0时(9.38)式所给出的H ′值.

可以做出结论如下: n = 0时, j一定是一个正整数, 而当n为其他值
时, j可以为所有的非零的整数值.
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复习

复习 I

理论 环境和对象相互影响 (测量) – 量子物理 (初等): 环境影响系统,
不考虑系统对环境的影响; 高等量子力学 (量子场论): 光子与系
统的相互作用

测量 物理量 – 对应经典的物理变量 – 力学变量

对象 态

叠加原理 线性性质

态 矢量 (方向) – 左矢量/右矢量 – (无限维) 复矢量

力学变量 (线性) 算符 – 可观察量 - 实线性算符

代数 (态+算符) (无限维) Hilbert 空间的代数 – 乘法交换律不成立 – 算符之间
的基本关系 – 对易关系 – 量子条件

物理定律 算符之间的方程 – 极限情况下可对应到经典理论的结果

态方程 态-态的方程通过算符作用表示 – 特殊情况 – 本征方程

本征方程 算符的本征值和本征矢量 (特征态) – 本征矢量的完备性

完全集 对易可观察量的共同本征态 – 对易可观察量的完全集 – 不同组
本征值的本征态之间相互正交
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复习

复习 II

表象理论 特定算符表象 – 态表示为该算符的函数 – 波函数; 力学变量 – 矩
阵; 实线性算符 – Hermite 矩阵

量子条件 对易关系

[q, p] = 1

可对应于经典理论的Poisson括号 – 对易关系的运算规则

特殊表象 坐标表象

p = −i~ d

dq
;

动量表象

q = i~
d

dp
;
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复习

复习 III

运动方程 Schrödinger形式 (态随时间变化, 算符不随时间变化)

i~
d

dt
|Pt〉 =H|Pt〉

|Pt〉 =T |Pt0〉

i~
dT

dt
=HT

Heisenberg形式 (态不随时间变化, 算符随时间变化), 可对应到经
典理论的情况

dvt
dt

=[vt ,Ht ]

定态 Hamilton量H守恒 – 能量本征方程

H|ψ〉 =H ′|ψ〉
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复习

复习 IV

自由粒子 能量本征态即为动量本征态, 本征值取连续谱.
一维方形势 束缚态能量本征值取分立值, 宽度为a的一维无限

深方势阱中, 解为

ψ(x) =

√
2

a
sin

nπx

a
, 0 < x < a

能量本征值为

En =
~2π2n2

2ma2
, n = 1, 2, 3, · · · .

势垒的穿透和反射 – 散射问题
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复习

复习 V

一维谐振子 Hamilton量

H =
1

2m
(p2 + m2ω2q2)

能量本征值

H ′ =

(
n +

1

2

)
~ω, n = 0, 1, 2, · · · .

其中的推导用到 (升降) 算符

η =
1√

2m~ω
(p + imωq)
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复习

复习 VI

的运算特性

η̄η =
H

~ω
+

1

2

ηη̄ =
H

~ω
− 1

2

能量本征态可由属于本征值 H ′ = 1
2~ω 的基态

|0〉通过η算符构造而出, 由性质

〈0|η̄nηn|0〉 = n!,

归一化的本征态具体为

|0〉, η|0〉, 1√
2
η2|0〉, 1√

3!
η3|0〉, · · · , 1√

n!
ηn|0〉, · · ·
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复习

逻辑结构图 I

理论物理 作用量S =
∫
Ldt, L是Lagrange量, 运动方程

dv

dt
=

{
∂v

∂t

}
+ [v ,H] (10.1)

H是Hamilton量.

力学 质量, 标量场

S = −
∫

mcds (10.2)

电动力学 电荷q, 矢量场

S = −
∫

mcds (10.3)

量子力学 态 (观察对象), 作用方程

v |A〉 =|B〉 (10.4)
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复习

逻辑结构图 II

热力学统计物理 等几率原理, 统计学, 平均值〈
dv

dt

〉
=

〈{
∂v

∂t

}〉
+ 〈[v ,H]〉 (10.5)
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