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2022 秋 算法习题课-近似算法

课程总结

问题

不可解问题（停机问题）

使用何种计算机，多少时间都不行！

可解问题

易解问题（多项式时间）

难解问题（超多项式时间）

常规计算机可以解决但耗费巨大！

近似算法：难解→易解



2022 秋 算法习题课-近似算法

课程总结 多一归约
假设L1和L2是两个判定问题，f将L1的每个

实例I变换成L2的实例f(I)。若对L1的每个

实例I，I的答案为“yes”当且仅当f(I)是

L2的答案为“yes”的实例，即：

∀I，I是L1输出“yes“的实例 ⇔ f(I)

是L2输出”yes“的实例

则称f是从L1到L2的多一归约，记作：

L1≤mL2（传递关系）

直观意义：将求解L1的问题转换为求解L2的问

题，而问题L1不会难于L2， L2至少比 L1难。

难解问题 的 难度等价性
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课程总结

P问题：能在多项式时间内解决的问题

NP问题：能在多项式时间验证答案正确与否的问题

NPC问题：对于一个(判定性)问题q，若

(1)q∈NP

(2)NP中任一问题均可多项式时间多一归约到q

则称问题q为NP-完全的(NP-complete，NPC)

NP-hard问题：若问题q仅满足条件(2)而不一定满足
条件(1)，则问题q称为NP-难的(NP-hard，NPH)。显
然：NPC⊆NP-hard

常见问题类型 的 关系图
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课程总结

5

问题 判断类型

 证明q是P问题，找到多项式求解算法

 证明q是NP问题，找到多项式验证算法

 证明q是NPH问题，只需要将任一NPH问题

多项式规约到q即可

 证明q是NPC问题，在以上基础上再证明q

是NP问题即可
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课程总结
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难解问题 需要近似算法

绝对性能度量 一个近似算法是优化问题Π的多项式时间
近似算法A，使得对某一常数k>0满足：

∀I∈D，|A(I)-OPT(I)| ≤ k

相对性能度量 一个近似算法是优化问题Π的多项式时间
近似算法A，使得对某一常数k>0满足：

∀I∈D，A(I)/OPT(I) ≤ k ,最小化问题

OPT(I)/ A(I) ≤ k ,最大化问题
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课程总结
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四道例题
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习题总结

Ex.1：给出与图的独立集问题相关的判定问题的形式化描述，并证明它是NP完全的
（提示：团问题规约到独立集）

形式化：图G=(V,E)中存在子集V'∈V，任意u，v∈V'，(u, v)∉E

规约：给定𝐺 = (𝑉, 𝐸)，团问题实例< 𝐺, 𝑘 >

多项式时间计算得到< ҧ𝐺, 𝑘 >, ҧ𝐺 = 𝑉, ത𝐸

＝在< ҧ𝐺, 𝑘 > 上的独立集问题
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习题总结

Ex.2 ：G中最大团的size为α当且仅当Gm里最大团的size是mα

图的m次幂Gm：取G的m个拷贝，连接位于不同副本里的任意两顶点

G中最大团的size为3

当且仅当G2里最大团的size是6
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习题总结

Ex.3：完善证明

𝐴(𝐼)

𝑂𝑃𝑇(𝐼)
≤
4

3
−

1

3𝑚
PPT  p62-66 已证明第一步：

第二步：近似比的紧确界，给出实例 待证明
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考试相关

➢考试形式
闭卷

➢范围
概率算法（≈35）+近似算法（≈15） +分布式算法（≈50）

➢题型
选择题、问答题（论述、证明）+算法设计题（参考题型）

➢时间待定。。。
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课程总结

• 概率算法：算法加入随机性，可能要比确定的算法效果要好。

• 对概率算法的评价：使用期望时间评估概率算法的时间。

• 概率算法分类：

• Numerical

• Monte Carlo

• Las Vegas

• Sherwood



2022 秋 算法习题课-概率算法

课程总结

• Numerical-数字概率算法

• 特点：执行时间越长，精确度越高

• 求解数学问题的近似解。

• 投镖法 或者 积分区间均匀取点近似。

• 例题：积分求解，求𝜋值；概率计数 – 计算set 中的势；集合中不同对象的
计数
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课程总结

• Sherwood 算法

• 特点：用于减少甚至消除好的样例和坏的样例之间的差别。

• 加入随机性，使得运行时间不再和实例相关。（不再有最坏的实例，但是
仍有最坏的运行时间。）

• 流程：

• ①将被解的实例变换到一个随机实例。// 预处理

• ②用确定算法解此随机实例，得到一个解。

• ③将此解变换为对原实例的解。 // 后处理
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课程总结

• Sherwood 算法

• 作业题：能清楚知道u和v分别是什么。或者给你一个问题能不能给出u和v，
来随机化样例，使得时间复杂度和输入无关。

• 例题：搜索有序表；离散对数计算；排序
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课程总结

• Las Vegas 算法

• 特点：获得的答案必定正确，但不确保能获得答案

• 使用同一实例多次运行，有独立机会获得解。成功概率随时间增加而增加。

• 例题：8皇后问题，模p 平方根，整数的因式分解
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课程总结

• Monte Carlo 算法

• 特点：适用于问题只有一个正确解，没有近似解。（判定问题）

• MonteCarlo 算法偶尔会犯错，但是对所有实例都是以高概率返回正确解。

• 概念：MC 算法 P 正确的；MC 算法 相容。

• 例题：有偏算法– 主元素问题；素数判定问题；矩阵乘法验证
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习题

• 即函数在求2𝑥2 ≤ 1 时 k++，即𝑥 ≤
2

2
； 而x ← uniform(0, 1)  因此

k

n
=

2

2
最终返回的

结果即为 2 2

Ex1.若将y ← uniform(0, 1) 改为 y ← x, 则上述的算法估计的值是什么？
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习题

Ex2.在机器上用40׬
1

1 − x2𝑑𝑥估计Π值，给出不同的n值和相应的精度
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习题
Ex3.设a, b, c和d是实数，且a ≤ b, c ≤ d, f:[a, b] → [c, d]是一个连续函

数，写一概率算法计算积分:׬𝑎
𝑏
𝑓 𝑥 𝑑𝑥 。其中函数参数为a,b,c,d,n,f。

其中f用函数指针实现。
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习题

Ex4.用上述算法，估计整数子集1~n的大小，并分析n对估计值的影响。

这个方法整体下来误差还是挺大的
随着n的变化误差都差的不多

对k值取平均再运算会比每次都计算2
𝑘2

𝜋
再取平均得到

的误差更小
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习题

• dlogRH 的伪代码：

• dlogRH(g, a, p) { // 求𝑙𝑜𝑔𝑔,𝑝𝑎, a = 𝑔x mod p，求x
// Sherwood算法

r ← uniform(0..p-2);
b ← ModularExponent(g, r, p); //求幂模b=gr mod p
c ← ba mod p; //((𝑔𝑟 mod p)(𝑔𝑥mod p))mod p=𝑔𝑟+𝑥mod p=c
y ← 𝑙𝑜𝑔𝑔,𝑝𝑐 ; // 使用确定性算法求𝑙𝑜𝑔𝑔,𝑝𝑎, y=r+x
return (y-r) mod (p-1); // 求x

}

Ex5. 分析dlogRH的工作原理，指出该算法相应的u和v

在求𝑙𝑜𝑔𝑔,𝑝𝑎上多增加了一个
Sherwood 算法的外壳，减少最坏例
子的影响。
1.第一步随机选取r，实现Sherwood

算法的随机取元素操作。
2.实例随机化，将原实例a转化为随
机实例c

3.用确定算法求y的解s 。并转回原
所求a

u是 c = ba mod p 这一步 (将a变
化为c，即 x 变换 x+r)
v是 (y-r) mod (p-1) 这一步 (对
解的逆变换)
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习题

• 在算法 B 的基础上修改，不是取前 sqrt(n) 个元素作为基准，而是随机取 sqrt(n) 个元
素作为基准。

• 多次执行的结果和算法B 差别不大 。

Ex6. 写一Sherwood算法C，与算法A, B, D比较，给出实验结果。
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习题

• 对于第n𝑏个可放置皇后来说，其被选中的概率为
1

𝑛𝑏
；

• 前一个被选中的概率为
1

𝑛𝑏−1
，其后续不被替换掉的可能性为

𝑛𝑏−1

𝑛𝑏
。

• 因此倒数第二个成立元素最终得以保留的概率为
1

𝑛𝑏−1
×

𝑛𝑏−1

𝑛𝑏
=

1

𝑛𝑏
；

• 依次类推，第一个皇后选中概率为1 ×
1

2
×

2

3
×⋯×

𝑛𝑏−1

𝑛𝑏
= 

1

𝑛𝑏
。因此所有的开放位置的

概率相等。

Ex7.证明：当放置（k+1)th皇后时，若有多个位置是开放的,则算法
QueensLV选中其中任一位置的概率相等
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习题

Ex8. 写一算法，求n=12~20时最优的StepVegas值。


