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一（本题共 30 分）：

（1）（本题 10 分）计算 I = �
1
2

�2�� + ����� ，其中�为 y = 2x − x2, (0 ≤ x ≤ 1)

方向为 x 增加的方向

解：令� = 1
2

�2; � = ��；则 P,Q 在�2上有一阶连续偏导数；

且：��
��

− ��
��

=0；设 L 与有向直线段������� , ������� 所围成的区域为 D

其中 A(1,1),B(1,0),0(0,0)

由格林公式：I = �
1
2

�2�� + ����� = 0 + 0
1 ���� = 1

2

（2）（本题 10 分）：求曲面积分：I = Σ 4xzdydz − 2yzdzdx + (1 − z2)dxdy� ,

其中Σ是由曲线 z = x2 + y2, (0 ≤ z ≤ 2)，方向取下侧.

解析：补平面 z=2,(x2 + y2 ≤ 2)取上侧，由高斯公式

得：I = Σ+Σ1
� − Σ1

4xzdydz − 2yzdzdx + (1 − z2)dxdy�

：= Ω 0� dxdydz + D 3dxdy�

：= 3 D dxdy�

：= 6π.

（3）（本题 10 分）求极限： lim
�→∞ 0

+∞ �−�����

证： 0
+∞ �−����� = 1

� 0
+∞ �

1
�−1�−����

：= 1
�

Γ 1
�

= Γ( 1
�

+ 1)

故： lim
�→∞ 0

+∞ �−����� = lim
�→∞

Γ( 1
�

+ 1) = Γ 1 = 1



二（本题 10 分）:求幂级数 �=1
∞ (−1)�−122�

2�−1
� �2�的收敛域及和函数.

解：令�� = (−1)�−122�

2�−1
�2� = (−1)�−1

2�−1
(2�)2� = (−1)�−1

2�−1
�2�, (� = 2�)

即： lim
�→∞

��+1
��

= lim
�→∞

2�−1
2�+1

�2 = (2�)2 < 1

收敛区间为( − 1
2

, 1
2

)；当 x =± 1
2
时，由莱布尼兹判别法知，

级数都收敛故收敛域为[ − 1
2
, 1
2

]

令：S(t) = �=1
∞ (−1)�−1

2�−1
� �2� = � �=1

∞ (−1)�−1

2�−1
� �2�−1 = ��1(�)

所以：�1(�) = �=1
∞ (−1)�−1

2�−1
� �2�−1

：⟹ �1
' (�) = �=1

∞ ( − 1)�−1� �2�−2

：= �=1
∞ ( − �2)�−1� = 1

1+�2 , � ∈ ( − 1,1)

所以当 t ∈(-1,1)时，有�1(�) = 0
� ��

1+�2� = arctant

由幂级数和函数的连续性可知，�1(�)在 t=-1,1 处右左连续

所以：S(t) = tarctant, t ∈[-1,1]

故：原级数为 �=1
∞ (−1)�−122�

2�−1
� �2� = 2�arctan2�, � ∈ [ − 1

2
, 1
2

]

三（本题 20 分）：设 f(x)是以 2π为周期的函数，且 f(x) = π − x. 0 ≤ x ≤ π
π + x, − π ≤ x < 0.

求 f(x)的傅里叶级数，并计算 �=1
∞ (−1)�−1

(2�−1)3� 和 �=1
∞ 1

(2�−1)4� 的值.

解析（1）：f(x)为偶函数，所以�� = 0, (� = 1,2, . . . )

而�� = 2
� 0

� �(�) cos �� ���

：= 2
� 0

� (� − �) cos �� ���

：= 2
�� 0

� (� − �)�( sin �� )�

：= 2
nπ

(π − x) sin nx |0π + 2
�� 0

� sin �� ���



：=− 2
n2π

cos nx |0π

：=− 2
n2π

(( − 1)n − 1)

：= 2
n2π

(1 − ( − 1)n)

：=
4

(2n−1)2π
, n = 2k − 1

0, n = 2k

而：�0 = 2
� 0

� �(�)��� = 2
� 0

� (� − �)��� = 2
�

(�2 − 1
2
�2) = �.

由于函数 f(x)是连续函数

所以：f(x) = �
2

+ 4
� �=1

∞ 1
(2�−1)2� cos (2� − 1)� , � ∈ ( − ∞, + ∞)

在[0, π
2

]上积分

： 0
�/2 (� − �)��� = �2

4
+ 4

� �=1
∞ 1

(2�−1)3� sin (2� − 1)�|0
�/2

：3�2

8
− �2

4
= 4

� �=1
∞ (−1)�−1

(2�−1)3� .

所以： �=1
∞ (−1)�−1

(2�−1)3� = �3

32

再由巴塞瓦尔等式：

有：1

π −�
� �2(�)��� = �2

2
+ 16

�2 �=1
∞ 1

(2�−1)4�

得：16
�2 �=1

∞ 1
(2�−1)4� = 2

π 0
� (� − �)2��� − �2

2

其中： 0
� (� − �)2��� = 0

� (�2 − 2�� + �2)��� = 1
3

�3

故： �=1
∞ 1

(2�−1)4� = �4

96
.

四（本题 10 分）：利用 Dirichlet 积分 0
+∞ sin �

�
��� = �

2
来计算 0

+∞ sin (��) sin (��)
�2� ��，

其中 0 < � < �.

解析：令 f(t) = 0
+∞ sin (��) sin (��)

�2� ��, (0 ≤ � < �)

则：f'(t) = 0
+∞ cos (��) sin (��)

�
� ��, (0 ≤ � < �)

因为对 t ∈ [0, τ], a < τ < b



则： �
��

( sin (��) sin (��)
�2 ) = cos (��) sin (��)

�
= 1

2
( sin (�+�)�

�
+ sin (�−�)�

�
)

由 Dirichlet 判别法

有： 0
� sin (� + �)���� ≤ 2

�+�
≤ 2

�

和： 0
� sin (� − �)���� ≤ 2

�−�
≤ 2

�−�

且：1
�
单调趋于 0

故推出： 0
+∞ 1

2
( sin (�+�)�

�
+ sin (�−�)�

�
)� ��在 t ∈ [0, τ]一致收敛

积分求导可换顺序

即f'(t) = 1
2 0

+∞ ( sin (�+�)�
�

+ sin (�−�)�
�

)� ��

：= 1
2

( �
2

+ �
2

) = �
2

且：f(0) = 0
+∞ 0dx� = 0

得：f(a) =
πa

2
.

五（本题 10 分）：已知函数级数 f(x) = n=1
∞ sin (nx)

nx� ;

（1）证明：函数 f(x)在(0, + ∞)非一致收敛；

（2）证明：函数 f(x)在(0, + ∞)连续

证明（1）：可证sin ��
�� 在(0, + ∞)不一致趋于 0

假设sin ��
�� 在(0, + ∞)上一致趋于 0

则对ε0 = sin 1
2

时，存在一个整正整数 N，使得当 n ≥ N 时，有 sin ��
�� < �0

对所有的 x > 0 都成立

特别地，取 x = 1
n

, sin 1

n
1
n

< ε0 = sin 1
2

令 n →+ ∞，得sin 1 ≤ ε0 = sin 1
2

，矛盾

所以sin ��
�� 在(0, + ∞)不一致趋于 0



证明（2）：当 x ≥ π时，由 sin (��)
�� ≤ 1

�� ≤ 1
��

由 M 判别法可知，函数 f(x)在[π, + ∞)一致收敛，故连续

对 0 < δ < π时，当δ < x < π；由和差化积

可知： �=1
� sin (��)� ≤ 2

sin �
2

≤ 2

sin �
2

且： 1
�� ≤ 1

�� → 0, � → ∞

由狄利克雷判别法，函数 f(x)在[δ, π]上一致收敛，在[δ, π]上连续，

由于δ > 0 的任意性可知，函数 f(x)在(0, π]上连续，

综上所述，函数 f(x)在(0, + ∞）上连续

六（本题 10 分）：设φ(t) = 0
+∞ ln (1+tx)

x(x+1)
dx, (t ≥ 0).�

（1）证明：φ(t)在(0, + ∞)上有连续的导函数；

（2）计算φ(1)的值.

证明（1）：��
��

= 1
(�+1)(1+��)

, (� > 0)对于[α, β] ⊂ (0, + ∞)

有：0 < ��
��

= 1
(�+1)(1+��)

, (� ∈ [�, �])

因为 �
+∞ ��

(�+1)(1+��)
� 收敛

所以 0
+∞ ��

��
��� 关于 t 在[α, β]上一致收敛，

于是ψ(t)在(0, + ∞)上可导，且�'(�) = 0
+∞ ��

(�+1)(1+��)
�

当 t>0,t ≠ 1 时， 0
� ��

(�+1)(1+��)
� = ln �

�−1
, (*)

即：�'(�) = ln �
�−1

当 t=1 时，�'(1) = 0
+∞ ��

(1+�)2� = 1

注意到lim
�→1

ln �
�−1

= 1; 故�'(�)在(0, + ∞)上连续

证明（2）：由（*）式：ψ(1) = 0
1 ln t

t−1
dt�



：=− 0
1 ln (1−x)

x
dx�

：= 0
1 ( n=1

∞ xn−1

n
� )dx�

：= 0
1 ( n=1

∞ xn−1

n
� )dx�

：= n=1
∞ 1

n2� =
π2

6

七（本题 10 分）：设 D 是由简单光滑闭曲线 L 围成的区域，f(x,y)在 D 上连续的

偏导数。记：d = max
(x,y)∈D

x2 + y2 .

（1）证明： � �(�, �)����� = � ��(�, �)��� − � � ��
��

�����

（2）∀(x, y) ∈ L, f(x, y) = 0,证： � �2(�, �)�� ≤ �2
� (( ��

��
)2 + ( ��

��
)2)���� .

证明（1）：由格林公式可知 � ����� = � (� ��
��

+ �)�����

即证出： � �(�, �)����� = � ����� − � � ��
��

�����

证明（2）：由（1）的思路

可得： � ��2��� = � (2�� ��
��

+ �2)�����

以及： � ��2��� =− � (2�� ��
��

+ �2)�����

又由于：∀(x, y) ∈ L, f(x, y) = 0 ⟹ � ��2��� = � ��2��� = 0

可得： � (2�� ��
��

+ �2)����� =− � (2�� ��
��

+ �2)�����

由柯西不等式： � �2�� ≤ � |����
' + ����

' |����

即：= � |(�, �)||(��
' + ��

' )||�|���

即：= � �2 + �2 ��
'2 + ��

'2|�|���

即：≤ d � ��
'2 + ��

'2|�|���

即：≤ d( D f2� dxdy D (fx'2 + fy'2)dxdy� )
1
2

即：( � �2����� )
1
2 ≤ �( � (��

'2 + ��
'2)����� )

1
2



即： � �2(�, �)�� ≤ �2
� (( ��

��
)2 + ( ��

��
)2)����


