
  ,(   )f z D单连如果 在 通区 内解析域

定义2(P56)(原函数的定义):

  ( )  ( ) .  F z f z D则称 在区域 内的一个为 原函数

3.3 原函数

 ( ,)  ( )F z fD z' 如果在区域 内 处处成立 

( ) ( )?D f z F z对区域 内的 在什么条件下,存在原函数

原函数怎么样求？有与数学分析中积分学基本定理类似的定理.

0
 , z D 则 变上限积分函数

定理4(P56)

 ,D在 内解析
0

( ) ( )d  
z

z
F z f z z D  ,是在 内的单值函数

( ) ( ),F z f z'  即F(z)是f(z)在D内的原函数.

且

0 .   D z z其中变上限积分的积分路径可以是 内任一条从 到 的简单曲线



0
 ,z D 则

证明：1. 解析及可微定义+2.参数法积分+3.长大不等式.

0
0

( )d  .   f D
z

z
z z 其中 的积分路径可以是 内任一条从 到 的简单曲线

  ,(   )f z D单连如果 在 通区 内解析域定理4(P56)

 ,D在 内解析
0

( ) ( )d  
z

z
F zz f Dz  是在 内的单值函数,

( ) ( ),F z f z'  即F(z)是f(z)在D内的原函数,

且

( )f z D单连通在 区域 内解析， 1,2(P 55),由柯西积分定理推论

对D内任一闭曲线C, ( )d 0,
C

f z z 
0

( )d  
z

z
z zf 不依赖积分路线,

0

( ) ( )d  
z

z
Df zz zF   是在故 内的单值函数. 由解析和可微定义知,

,z D 只需证：
0

( ) ( )
lim

F z z F z
zz

 


( ).f z (1)



                          ( ) ( ) 1
=

                                                  

F z z F z

z z

   
 

   0

( )d
z

z
f  

,
1 ( )d

z z

zz f  



  直线

  ,(   )f z D单连如果 在 通区 内解析域

0

( ) ( )d
z

z
DF z zz f  是在 内的单值解析函数,

0
 ,z D 则

)  ( ) ( .F z f z' 

定理4(P56)

 ,z D 只需证:
0

( ) ( )
lim

F z z F z
zz 

 
 ( ).f z (1)

z D  ( )开 ， 0, z  使得以 为中心、
D

z z z 

x

y

0



,  0,z z z   在此圆内任取点 

0

( )d
z z

f
z

 



0 ( )dz

z
f  ( ( ),  0.)( )f z z  当 只需证

z  < .

1,2(P 55),证明 推论:由条件和
0

( )d
z

z
f   不依赖积分路线.

0
z

 .D为半径的圆完全含在 内

因积分不依赖积分路线.



D

0
z

z +z z

x

y

0



,根据条件
0 .( )f D z z 从 到在 内 积分与路线无关的

                          ( ) ( ) 1
=

                                          

F z z F z

z z

   
 

   0

( )d
z z

f
z

 



0

( )d
z

z
f  

,
1 ( )d

z z

zz f  



  直线 ( ( ),  0.)( )f z z  当 只需证

,
11 __ d ,  

z z

zz 



  直线1 ( ),可用参数法验证它 故

,,
( 1d)d

( )1 z z z z
f

f z
zzzz

  
 

 
  直线直线

 
, 

( ) ( ) d .1 z z

z
f f z

z
 



 
  直线

,
( )d ( )1 z z

z
f f z

z
 




  直线




0

1 ( )d                       
z

z z
f

z
 



 
  

 
 0 ( )dz

z
f  



( )f D因 在 内解析故连续,故

( ) ( ) .f f z  

1 ( ) =(3)
z

z z z


    右端

, 0

1lim ( )d
z

z z

z z
f  

 



  直线
( ).f z只需证： (2)

0,   ( 0,)        使得 ,0 z   当

(3)

由长大不等式得

.

0 0

 ( ) ( )d ( )d   ( ) ( ). #
z z

z z
F z f f z z D F z f zz '    由 任意性得， 在 内解析,

, , 
( )d d  (1 )

( )1 z z z z
f

f z
z zz z

  
 

 
  直线 直线

由参数法

 
, 

( ) ( ) d .1 z z

z
f f z

z
 



 
  直线

, 
( )d ( )1 z z

z
f f z

z
 




  直线

,z z    z z z  在从 到 的直线段上时，

0

( ) ( )
lim .( )
z

F z z F z
z

f z
 

 


故
, 0

( ),( )d1lim
z z

zz
f f z

z
 



 


  直线
故

D

z +z z

x

y

0





0
z

,
1( ) ( )

( )d .
z z

zz
F z z F z

f
z

 


  


  直线



用定理4(P56)证明的同样过程可以证明此推论中的结论.  #

0

 ( ) ( )d   , ( ) ( ). 
z

z
F f z z D fz F z z' 则 在 内解析

1(P 66 8 : (Morera) ) 推论 定理 莫雷拉 定理 ：

( )d 0,
C

fD C z z 对 内任一闭曲线 有

, P 55 2证明: 类似于 推论 的证明根据条件 可证明:

(P 58)   ( )   ,f z D推论 ：如果 在单连通区域 内解析

0
( ) ( ) ,H z f z z D的任 原函数,一是

0
0

( ) ( ).( )
z
zH z H zH z  (牛顿-莱布尼兹公式)

0

(,  ) ( )d
z

z
F z fz z zD    则

( )   ,f z D若 在区域 连续内

0

,  ( )d .
z

z
D f z z 与内 积分路线无关在



(P 58)   ( )   ,f z D推论 ：如果 在单连通区域 内解析

0
( ) ( ) ,H z f z z D的任 原函数,一是

0
0

( ) ( ).( )
z
zH z H zH z  (牛顿-莱布尼兹公式)

0

(,  ) ( )d
z

z
F z fz z zD    则

 P 56 4,  ( ) ( ).F z f z' 证明:由 定理  ( ) ( ).H z f z' 由条件,

{ ( ) ( )} 0. P 47 8(1)F z H z '  由 第故 题, ( ) ( ) ( ).F z H z C 则 复常数

C 故0
( ) 0F z  ，

0
( ).H z

0
( ) ( ) ( ).  #F z H z H z 故

牛顿-莱布尼兹公式可以用来计算解析函数的积分(比参数法方便).



21 i

i
 .1 d( )z z


例求

2
  1 ,   z 解 在全 解析平面

故由(P58)牛顿-莱布尼兹公式得,

21 i

i
1 d( )z z


  3

1 i

3
i

z z


     
3(1 i)

3

3i
3

(1 i) i


    

i .    #1 7
3 3

 

 
2 3(1 i)

3
i
3

(1 i) 1 i


    

 3
2i i

3
(1 i) 1 i     

3 2
i = i i =     i

22
(1 i)       2 i  1  i    2i

 51
3 3

i
3

i i  



0

i
 .cos dz z z例 求

解因 在全平面解析，故 cosz z

0

i
d(sin )z z  0

i

0

i
( sin ) sin dz z z z  

1
1.  #e 

 sin i cos i(i 0) ( ) ( cos0)     
i i
0 0( sin ) ( cos )z z z  

i ( 1)i sinh1 cosh1   

1 1

2 2
1e e e e   

故
0

i
 cos dz z z

sinh1 1 1cosh   

由(P58)牛顿-莱布尼兹公式也可得分部积分公式,



注意：在应用
00

-  ( )d ( )
z

z z
zf z z H z牛 莱公式 ，

须满足：

( ) ( )H z f z D其中 是 在 内的任一原函数时,

 ( )   f z D在一个包含积分路径的单联通区域 内解析.

i
3(P 53)  d ,   .e

C

z
z C z A A A  例 证: 设 为 上半圆周从 到      

2证 ：  i i i

i
 ,e eez z z

'因 处处处处解析,且 - (P 56 - 58) ,由牛 莱公式 知

i
d

ie
i

e
A

C
A

z
z

z



i ie e

i

A A  2sin ,    0.A A  

.  #i
 de

C

z
z 故 2 sin 2A 

x

y

AA
 

C



3.4 柯西积分公式

一、解析函数的柯西积分公式

(P59定理5)

二、解析函数的高阶导数的

柯西积分公式(P60定理6)



( )1
2 i

. d
C

f
z







5(P59)   ( ) ( Cf z定理 如果 在 简单闭路或复路 闭路)闭

3.4 柯西积分公式

• 柯西积分公式，开启了许多方法和定理，

让解析函数理论能够单独脱离于实函数进行分析.

则 有,  z D 

柯西积分公式( )

D

C




 平面

z

所围区域及其 内处处解析   ,D

C

即 上处处解析在( )   ,f z D D C 

背熟

0





( )

(P 54 2 P 55 3) ( )  

( )  .( )d 0
C

D C

f z D D C f    

柯西积分定理 定理 和 定理 :设 是由简单闭路 或复闭路 围成的

单连通 或多联通 区域， ，则在闭域 上解析

( )f z 



13

C



  平面


-D

C z

0

( )1
2 i

( ) d .   ( )
C

f
z

zf








  柯西积分公式

 ( )1
2 i

d .0
C

f
z







由柯西积分定理得不可

( )
:  ,  

f
z

z D D






  关证明 被积函数 在于 内不解析,

是它在 上的唯一奇点.z D 

5(P59)  ( ) ( )   ,   C Df z 及其定理 若 在 简单或复 闭路 内处区 处解析所围 域

则 ,  z D 

使其全落在 内. DD区域 是开集, ,   ,z D z z    任意 领域充分小作 的

 : ,  z    记 取逆时针方向,

  ( ).C D围成一个多连通区域,记为 浅绿色区域图中

 
,

-
C C   得复闭路

( )f

z
D


 


在闭域 上处关于 处解析, (P 55 3) 由多连通区域柯西积分定理 定理 得,




D

( .)被积函数奇点挖



( )
d

f z
z 




               ( ) ( )
d d

f f

C z z








 

  

1( ) d
z

f z
 




 

( )f
z

D






关于 在闭域 上处处解析. (P 55 3) 由多连通区域柯西积分定理 定理 得,

( )1
2 i

(: d ) .
C

f
z

f z








 目标 证明

P52 2例

( ) ( )( )
 ( )d 2 i d .

f f z

z

f

C z
f z









  

 

  故

( )( )
d

f z

z

f












  平面


-DC z

0

2 i



 D

C

( ) ( )
d d 0.-C

f f
z z

 
 

 
 

     故

( ){ ( )}zf f 

( )

: 0 ,  ( ) 0.   只须证明 时 右端



( ) ( )
( d2 ) .i

f f z

z
f z






 



  



故对任给 >0, 存在 () >0, 使得当

(( )) f zf
z









0 ,  ,    故当 时

)( ()
d ( )f zf

z


  





   周长

由于f (ζ)在ζ= z处解析从而连续, 

(( .) )f f z  

用长大不等式.

2 .

( ( ))( )
 ( ) d .d 2 i   ) ( 

f z

z

ff

C z
f z









 

 

  故

代入 得(*) ( )
d 2 i 2( ) .

f

C z
f z




  


  左端不依赖于 .

0,  因此令 得
( )

d 2 i ( ).   #
C

f
z

f z



 




z   时,

.


，故z   



 平面


-DC z

0

D

C

: 0 ,  ( ) 0.   只须证明 时 右端






2
  



C
D

x

y z平面

C

0

5(P59)  ( ) ( )   ,  f z C D定理 若 在 简单或复 闭路 及其所围区域 内处处解析

则 ,  z D 

柯西积分公式-----

C

D

x

y z平面



0

 ( ), ( )5  ( ) ,    f z g z C D'定理 若 在 简单或复 及所围区域 内处处解析闭路

b
a

且 ,b
a D

 
( )

d
( )C b

a

z
z

z za

f

g





2 i .
(

( )

)b
a
b
a

f

ga
 

记下背熟

( ) 0, . g z z C D  

( )
d

( )( )C

f

g a

z

b
z

z z 

00

( )
.1

2 i
( ) d

C

f z
z zf z z

  0
,  Dz 或,

. 
( )1

2 i
( ) d

C

f
f z

z


 




( )
2 i

( ) b
aza

f z

g z






则 ,若, 0a b a  

z

z

z

0
z

C

z

1 .a  特别注意 的情形



2

sin( 2)
d

z

z
z z






柯西积分公式( )

1

sin( 2)

2 2
   (1) d  (2) d .

sin( 2)z

z z
z z

z
z z


 


 例. 求 ，

解. 奇点 在圆 内，(1)  0 2z z 

故由柯西积分公式 ，(P54)

0
sin( 2)

z
z


2 i 2 i s 2.in

2 1

sin( 2)
d

z
zz

z
 


 0.  #

sin( 2)
(2)  20 1

z
z z z


  奇点 不在圆 上及其的唯一 内部,故

处处解析，sin( 2)z 

x

y
z平面

0
C

x

yz平面

0


C

2

2





(1)

(2)

0 ,  Dz 则

5(P59)  ( ) ( )   ,  f z C D定理 若 在 简单或复 闭路 及其所围区域 内处处解析

00

( )
.1

2 i
( ) d

C

f z
z zf z z

  





1
2

2

2 2

i i
   (1)  (2) d .d

z z

z z
z z

zz
   例. 求 ；

解. 唯一奇点 在圆 内，(1)  i 2z z 

故由柯西积分公式得
2

2 ( 1)( i)
d

z z

z
z




 


2

i
)(

z
z


2 i 2 i .

1
2

2

i
d

z

z
z

z




 0.  #(2)  i 1
2

z z 奇点 不在 上，

i
x

y
z平面



0


C

i

x

y z平面


0
C

2

1
2





(1)

5(P59)  ( ) ( )  ,  f z C D定理 若 在 简单或复 闭路 及其所围区域 内处处解析

2

2
d

iz

z
z

z 

, 0 ,b
aa b a D   ,若 且则 有

 
( )

d
( )C b

a

z
z

a z z

f

g



 2 i .

( )

( )b
a

b
a

ga

f
 

( ) 0, ,g z z C D  

( )
d

( )( )C

f

g a

z

b
z

z z 

(2)

 2

i
2 i

z
z






d
2i

e

( )C

z

z
z z




2  i C在只有奇点 的内部，

6(P 62) d ,  2 i  .
2 i(

 
)

1
e

C

z

z C
z z 例 .求 是以 为中心、 为半径的正向圆周

先找出积分路径内所有奇点.

 (1) 解 由 2i 0( )z z   得 1 20 2i. z z ，

0 C不在 及其内部.

(P 59 5) 故由柯西积分公式 定理 得

2i

e
z

z
z 

2 i 

2i

2i
2 i e 

.ez 处处解析
C

x

y

2i

0

2i
(cos 2 i sin 2).  #e   

( .)2径为 是印刷中此处半 错误教材

d
2i

e /
C

z
z

z
z 



( 2 1 2 i) iz  只 在有 内，

2

2i 1

d .
4

e

( )

z

z

z
z z




例.求积分

2i 1
( 2i)( 2i)

d
e

z

z
z

z zz
 

 

 (1) 解 由 2
4 0( )z z   得 ，

1 2 3
0  2i,  2i.z z z   

0, 2 i 2 i 1z  都不在 及其内部.

故由柯西积分公式 得(P 54)

2i( 2i)
e

z

z

zz 2 i 
2i

2 i
2 ( 2i)i 2i

e


 
  

.ez 处处解析

C
x

y
2i
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4
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2i 1

d
4

e
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 ( sin 2 c 2)  #i os .
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2i
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4
e e
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2 i

4
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(3 2)
 (1) ;  (2) d .

(2

(3 2)
d

(2 1) 1)(3 i3 i ) )(

e ez z

zz

z
z

z

z
z

z zz 







 例.求下列积分

21
1
2

(2 1)(3 i ) 0, . ,   3 iz z zz      解：由 得被 奇点积函数

1
2

(1)  3 i : 3.5C z 奇点 ， 都在 所围区域内部.

1 2 .
- -

C C    则得复闭路

作圆周 1 2
1
2

 ,    i 3 ,z z     ： ： 0  充取 分小使得

1 2
 : 3.5 ,C z  ， 都在 内部 1 2 2 1   在 外侧, 在 外侧,

C

x

y

3i

1
2

 1

2



多连通区域柯西积分定理由 定理 ，(P 53 2)

2 22

| | 3.5 3i1
2

(3 2) (3 2) (3 2)

(2 1)(3 i ) (2 1)(3 i ) (2 1)(3 i )

e eez zz

z zz

z z z
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z z z z z
z

z
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      d d d

.挖奇点

(1)



2 22

| 3. 3i| 5 1
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d d
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d
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zz z
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2
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d
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1
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1
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d
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e z
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z
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1
1

22
(1)  ,   3 i , 0 ( ).z z        作 ： ： 充分小 如图所示

C

x

y

(P 55 3)由多连通区域柯西积分定理 定理 得

3i

1
2


1 2

1
2

,   3 i : 3.5C zz z   奇点解 都在 所围区域内部.

1
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2
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 例.求下列积分

1 6i7
2

e (9 i 2)e
2 i

6 i 1 6i 1


   
  

 




( )( PPT 22 ).   # 通分,分母实数化,化简 参见此 第 页

(1)
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 例.求下列积分
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y
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1
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z
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zz 






(P 59 5) 故由柯西积分公式 定理 得

17
22 i

6 i 1

e



 



1
2

(2) 2   3 i 2 z z  在 内, 不在 内.

|

2 2

3.5 | 2

(3 2)
 (1) d ;

(3 2)
(2) d

(2 1)(3
 .

(2 1)(3 i i ))

e ez z

zz

z
z

zz z
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解析函数的高阶导数积分公式
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6(P60)  定理 设 在 简单或复闭路 及其所围区域 内处处解析 则 ( ) ( )    ,   f z C D

1 ,0, , 2n 
( P 59 5.)0n  对应 定理
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熟背

6(P60)  定理 解析函数可以求任意阶导数， 解析函数的任意即 阶导数解析.



作业
P 67-68

6( )要求大家必须用牛顿-莱布尼茨公式算

10,12 13(1) 15( )， ， 根据题目后面的提示
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(3 )(i )

d .

z

z
z z

z


 补：求

 P 68 17 .思考题： 第 题,暂时不做

1. 2 C- R ( - ) (2.7)(P 28 - 29).

2.

3. (P 54-55 2 1 2 3)

4. (P 59 5)

背第 章中 方程 柯西 黎曼方程 及求导公式

 以及各种初等函数的定义和性质；

熟练掌握参数积分法和长大不等式；

熟记柯西积分定理 定理 及其推论 ，和定理 及其应用；

熟记柯西积分公式 定理 及其应用.



柯西积分公式的意义:

(1) 函数在区域内部任一点的值可用它在边界上的

值表示. 从而解析函数在区域内部任一点的值，

完全可由它在区域边界上的值确定. 如果两解析

函数在区域边界上处处相等，则它们在区域内处

处相等.             (这是解析函数的一个重要特征.)

(2) 公式给出了一种用积分表达式表示解析函数的方法.

(这是研究解析函数各种性质的有力工具.)
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(3)  公式提供了一种计算积分的方法.
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2
2z z 在闭圆 上处处解析，
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柯西积分公式( )
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根据多连通区域柯西积分定理(P55定理3)得
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解析函数的高阶导数积分公式

6(P60)  5(P59)  ( )f z定理 在定理 的条件下,即设 在
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6(P60)  定理 设 在 简单或复闭路 及其所围区域 内处处解析 则 ( ) ( )    ,   f z C D

1 ,0, , 2n 
( 0 P 59 5.)n  对应 定理

  n由归纳法得，对于一般的 结论成立.#
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故可以证明：

则 ,z D  有任意阶导数，且( ) f z
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例 计算下列积分 其中 为包含正向圆周 的任意简单封闭曲线
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