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总 序

2008年是中国科学技术大学建校五十周年.为了反映五十年来办学理念和特

色，集中展示教材建设的成果，学校决定组织编写出版代表中国科学技术大学教学

水平的精品教材系列.在各方的共同努力下，共组织选题 281种，经过多轮、严格的

评审，最后确定 50种入选精品教材系列.

1958年学校成立之时，教员大部分都来自中国科学院的各个研究所.作为各

个研究所的科研人员，他们到学校后保持了教学的同时又作研究的传统.同时，根
据“全院办校，所系结合”的原则,科学院各个研究所在科研第一线工作的杰出科学
家也参与学校的教学,为本科生授课，将最新的科研成果融入到教学中.五十年来,
外界环境和内在条件都发生了很大变化，但学校以教学为主、教学与科研相结合的
方针没有变.正因为坚持了科学与技术相结合、理论与实践相结合、教学与科研相

结合的方针,并形成了优良的传统，才培养出了一批又一批高质量的人才.
学校非常重视基础课和专业基础课教学的传统，也是她特别成功的原因之一.

当今社会，科技发展突飞猛进、科技成果日新月异，没有扎实的基础知识,很难在科
学技术研究中作出重大贡献.建校之初，华罗庚、吴有训、严济慈等老一辈科学家、

教育家就身体力行，亲自为本科生讲授基础课.他们以渊博的学识、精湛的讲课艺

术、高尚的师德，带出一批又一批杰出的年轻教员，培养了一届又一届优秀学生.这
次入选校庆精品教材的绝大部分是本科生基础课或专业基础课的教材，其作者大

多直接或间接受到过这些老一辈科学家、教育家的教诲和影响，因此在教材中也贯

穿着这些先辈的教育教学理念与科学探索精神.

改革开放之初，学校最先选派青年骨干教师赴西方国家交流、学习，他们在带
回先进科学技术的同时，也把西方先进的教育理念、教学方法、教学内容等带回到

中国科学技术大学，并以极大的热情进行教学实践，使“科学与技术相结合、理论与

实践相结合、教学与科研相结合”的方针得到进一步深化，取得了非常好的效果，培

养的学生得到全社会的认可.这些教学改革影响深远,直到今天仍然受到学生的欢

迎，并辐射到其他高校.在入选的精品教材中，这种理念与尝试也都有充分的体现.

中国科学技术大学自建校以来就形成的又一传统是根据学生的特点,用创新
的精神编写教材.五十年来，进入我校学习的都是基础扎实、学业优秀、求知欲强、

勇于探索和追求的学生，针对他们的具体情况编写教材，才能更加有利于培养他们

的创新精神.教师们坚持教学与科研的结合，根据自己的科研体会,借鉴目前国外
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相关专业有关课程的经验，注意理论与实际应用的结合，基础知识与最新发展的结

合,课堂教学与课外实践的结合，精心组织材料、认真编写教材，使学生在掌握扎实

的理论基础的同时，了解最新的研究方法，掌握实际应用的技术 •

这次入选的 50种精品教材，既是教学一线教师长期教学积累的成果，也是学

校五十年教学传统的体现，反映了中国科学技术大学的教学理念、教学特色和教学

改革成果.该系列精品教材的出版，既是向学校 50周年校庆的献礼,也是对那些在

学校发展历史中留下宝贵财富的老一代科学家、教育家的最好纪念 •



刖 百

时光荏苒，岁月如梭.自从 1998年首次担任中国科学技术大学自动化系研究

生课程“模式识别”的主讲以来，不知不觉中已过去十一个年头.其间，主讲过的“模

式识别”课堂有十几个,修过这门课的学生超过千人.每次开讲，大家都很关心教材

的事.虽然国内外同类教材很多，其中有一些称得上是力作、佳作和经典之作,但是
要挑选一本完全适合于自己口味的教材倒也不是一件容易的事•这里面既有内容

安排上的问题，也有体系结构和讲述风格上的考虑.在这样一个背景下，自然就萌

生了自己写一本的想法.其实，讲义经过若干次的充实、修改后，已形成了一定的雏

形.但是，真要动手写的时候才深深体会到，要将讲义转化为教材同样不是一件容

易的事.在此，十分感谢中国科学技术大学出版社的同志们，如果没有他们的张罗、

引导、鞭策、容忍和鼓励，这本书的面世恐怕还要拖上几年.同时，还要感谢我的母

校中国科学技术大学.去年，适逢母校 50周年校庆.本来这本书是作为献给校庆的

厚礼而准备的.但遗憾的是，由于自己的懒惰，再加上教学和科研工作繁忙,最终未
能如愿.因此，作为亡羊补牢之举，本书最终得以出版也算是了了自己的一桩心愿.

时间上虽然晚了点，但能够作为一份“后”礼（当然，希望同时也是一份厚礼）敬献给

母校同样是令人欣慰的.

本书涵盖了模式识别的大部分基础内容，由统计模式识别和结构模式识别两

部分组成.本书的写作遵循由浅入深、循序渐进、力求严格、易于理解的原则展开，

但能否实现这个写作初衷，尚需读者朋友的评判.

模式识别领域的发展称得上是日新月异.本书作为一本入门书,希望能给有志

于模式识别研究的学生和科技人员提供一点参考.从酝酿到最后成书，其间经历的

甘苦只有作者自己最有体会.有时，为了一处的表达绞尽脑汁、煞费苦心，几天写不

了一页，很有点“衣带渐宽终不悔，为伊消得人憔悴”的劲头.这些难啃的骨头就如

同一个个要攻克的阵地横在面前，似乎在考验着你的智力和耐力.每当随着键盘的

敲击声终于将这些难啃的骨头搞定的时候，那种如释重负、小有成就的感觉是相当

美妙的.

经过各方的努力，本书就要和读者见面了.说实话,此时此刻的心情还是有些
复杂的.一方面，自然是非常高兴，毕竟一年的心血没有白费，就要见到果实了.另

一方面，内心也确实有些忐忑不安.如果本书能得到读者的首肯，将没有比这更让

人高兴的事了.

• iii •
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限于本人的水平,不妥和错漏之处在所难免.这里,恳请读者来信批评指正，把
在阅读过程中发现的问题及时反馈给我，以便日后进行修订和改正 •

成书之际，要感谢的人很多.首先感谢在前期立项过程中给予过帮助的中国科

学技术大学出版社的有关编辑,在日常教学过程中承蒙关照的中国科学技术大学

自动化系的洪力奋老师和张淑梅老师,在课程教学过程中担任过助教工作的各位

同学.此外,还要感谢中国科学技术大学自动化系视听觉信息处理与模式识别实验
室的各位老师和同学，特别是郑志刚讲师、曹洋讲师，已毕业的胡元奎博士、郑颖博

士、查正军博士和金学成博士，以及在读的王琦同学、孙曦同学、赵立恒同学等，没

有你们在日常工作中的无私付出，我很难有充裕的时间写成此书.

此外，郑志刚博士、王琦同学、孙曦同学、赵立恒同学、皮志明同学和李立武同

学参加了本书的审阅和校对工作.在此一并致谢.

最后,要特别感谢我的妻子范晓燕和爱女汪珂玮，没有你们的理解和支持，要

完成这部书的写作是很难想象的.

谨以此书献给我的父母！

汪增福(zfwang@ustc.edu.cn)

2009年 9 月吉日写于合肥
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第 1章绪 论

模式识别的历史源远流长.早在 20世纪 30 年代前后就有人尝试用当时

的技术来解决现在看来应该属于模式识别范畴的若干问题，而模式识别相关

概念的出现则要更早一些.以指纹识别为例，我国很早以前就有将指纹应用于
民间契约的传统.到了 19世纪后期，现代意义上的指纹识别已初具雏形.Henry
Fauld和William Herschel在《Nature》上分别撰文专门讨论指纹识别问题，提出
人的指纹各不相同、恒久不变，可用于身份鉴别的观点，从而揭开了现代指纹

识别的序幕.但是，模式识别作为一门学科出现并得到快速发展还只是近五十
余年的事情.模式识别是一个典型的交叉学科，它和人工智能、计算机视觉、认
知心理学和数理统计学等许多学科之间存在着千丝万缕的联系.到目前为止，
虽然已经取得了不少富有意义的成果，形成了相关的理论和技术，但是，仍然
有许多问题没有得到很好的解决.因此，可以说模式识别是一门既古老又年
轻、仍然处在不断发展中的学科.

11 模式和模式识别

“模式识别”一词是英文“Pattern Recognition”的中文翻译.所谓“模式”，
本意是指可供模仿用的、完美无缺的标本.在模式识别领域中，把存在于空间
和时间中的可观测事物的全体称为模式，把由彼此相似的模式构成的集合称
为模式类，而把赋予每个模式类的标识符称为模式类别.可以认为，模式类别
是为在不同的模式类之间进行区分而给每个模式类的冠名，是被观测的一类
事物的代名词.

按照上述定义，模式可视为以一定的观测手段，在一定的观测条件下对特
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定的事物进行观测所获得的关于被观测事物的具体表象.这里所说的模式不

是指事物本身，而是指通过观测所获得的被观测事物在空间和时间中的分布

信息.在模式识别领域中，把在一次观测中所获得的被观测事物在空间和时间

中的分布信息称为观测样本（简称样本），把获取观测样本所进行的观测称为

试验.

“识别”一词的涵义可以从它的英文对应物中找到答案.英文的 Recognition
是一个复合词，由前缀 Re-和 cognition 复合而成.Cognition 的意思是认知，
Recognition就是再认知的意思.人类的认知过程是一个复杂多样的过程，涉及感

知与注意、知识表示、记忆与学习、问题求解等各个方面.模式识别主要侧重于对人

的认知行为进行模仿，把人的知识和经验转化为可以为机器所利用的一些规则和

方法,赋予机器对被观测事物进行综合分析和自动分类的能力，使机器可以根据被

观测事物过往的观测样本形成相应的分类规则并据此完成对新的观测样本进行分

类的任务.

一般而言，观测样本中不仅包含有待识别的特定事物本身的固有信息,还同时

叠加了在观测过程中混入的对识别而言有害的环境信息.因此，模式识别的任务就

是要从观测样本出发，排除环境因素的干扰，给出被观测事物的类别归属和进一步

的描述.由于特定事物的观测样本的个数可以成千上万甚至无限，而其表现形态也

可能千差万别，因此，如何从一个特定事物的观测样本出发给出该观测样本的类别

归属有时是一件非常困难的事情.

为了帮助读者尽快建立对模式识别的感性认识，举一个人脸识别的例子.这

里，所关注的模式是人脸.

图1.1给出了待识别人脸集合中两名儿童的各四张人脸照片的示例.其中，每
个儿童的所有照片各构成一个模式类.每个模式类中所包含的每一张照片被称为

该模式类中的一个观测样本.为方便起见，用每个儿童的名字作为相应模式类的标

识符.例如，用 KW对 KW的所有照片形成的模式类进行冠名.相应的模式识别的
任务可以规定为:设计一个识别器，使对于给定的一个人脸观测样本，能够判断该

人脸观测样本的类别归属，即判断该人脸观测样本的身份.

这样一个任务对人来说是轻而易举的.经过几千万年的进化所获得的认知能

力可以帮助人类毫无困难地解决这个问题.但是，这件事让机器来做，就非常困难

了.到目前为止，还没有一个人脸识别系统可以在没有配合的情况下很好地完成人

脸识别功能.其根源在于:所给定的样本集合是在不同的摄像条件下获得的;不仅

拍摄时的光照条件存在差异，而且在拍摄时的人脸姿态、人脸表情和发型等也存在

较大的差异.这些差异的存在导致同一个人在不同照片上的彩色分布信息有较大
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的不同.

（a）由KW的所有照片形成的模式类KW

（b）由YZ的所有照片形成的模式类YZ

图 1.1 观测样本和模式类

作为模式识别学科研究对象的模式一般应该具有以下特性：

（1）可观测性 即待处理模式可由某种类型的传感装置获取或采集.这样的

传感装置可以是基于某种物理效应的传感器,也可以是基于某种化学效应或生物

效应的传感器，甚至可以是某种基于数学模型的虚拟传感器.

（2）可区分性 不同模式类的观测样本之间应该具有可区分的特征.

（3）相似性 同一模式类的观测样本之间应该具有某种相似的特征.

日常生活中离不开模式识别过程的参与.例如，学生在课堂上听老师讲课.为

了听懂讲课的内容,需要把老师讲课时所发出的声音同某种特定的语句联系起来.

这个过程叫语音识别.在听老师讲课的同时，还需要看老师在黑板上写的板书，识

别出其中所包含的文字信息.这个过程叫文字识别.再如，到车站或机场接站时，当

事人需要从熙熙攘攘的人群中辨认出自己要接的人.这个过程叫人脸识别.其他像

指纹识别、虹膜识别、掌纹识别、病情的计算机辅助诊断以及用计算机进行地震预

报等都和模式识别存在着千丝万缕的联系，都离不开模式识别过程的参与.

那么,如何来完成一个模式识别任务呢？一种做法是从所取得的观测样本中

提取能够对所述模式做出区分的特征,这个过程称为特征提取.然后,利用这些特
征根据以往的经验和知识完成对待识别模式的分类.这个过程有时也被称为分类

判决.例如，在语音识别的应用中，可以将静音以及母音作为特征将输入的语音信
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号分割成一些合适的语音单位，然后,利用知识对这样得到的语音单位进行分类判

决,即判断它与哪一个单字或单词相联系.
模式识别的分类目标是随用途而异的.我们从具体的例子入手进行说明.首先

举一个语音识别的例子.这里，我们的目标是要识别出输入语音所表达的语言符

号.为此,从输入语音信号出发，先将输人的语音信号分解成一些区段，然后将这些

区段同某些语言要素（例如音素或单词等）联系起来.换句话说，我们希望对这些区
段进行分类，将其归到一定的语言符号所标记的类别中去.接下来,我们可能需要

对这样得到的分类结果进行进一步的描述,例如,通过语法分析将其中的一些单词
组合成词组或句子，等等.对于同样的语音输入，如果关注的不是语音所对应的语

言符号，而是说话人的个体身份,则分类的目标就变成了判断输入语音为哪一个话

者所发出.相应的问题是一个话者识别的问题.
从上面的举例不难理解:模式识别的过程实际上就是通过对观测样本的分析

完成对输入模式的分类并进而给出关于输入模式的描述的过程.在日常生活中，模

式识别的任务通常是由人运用自己过去所积累的经验和知识来完成的.研究表明，
人的识别能力是非常强的.例如，我们可以毫不费力地从成千上万张人脸中立即辨

认出自己熟悉的人;我们也可以从电话的只言片语中立即知道是谁打来的电话.既

然人脑具有如此高的模式识别能力，那么，为什么还要对模式识别进行研究呢？很

明显，目的有两个:一是希望能由机器来代替人完成所需要的识别任务进而把人从

繁重的或是枯燥的劳动中解放出来;二是希望能够扩展人的能力，代替人完成人所

不能完成的识别任务.例如，印刷电路板的质量检测过去通常由人来完成.虽然人

可以胜任这项工作，但是，这是一项非常繁重和枯燥的劳动.人在短时间内还可以

忍受，随着时间的延长,极易产生疲劳，从而导致检测能力的下降，影响产品质量.

但是，机器就不一样了.机器是不知疲倦的.如果能造出和人一样具有检测能力的

机器，那么，不仅可以把人从繁重的劳动中解放出来，还可以达到改善产品质量和

提高劳动生产率的目的.另外，人的能力毕竟是有限的，有些工作人是做不来的.例

如，要让人去做X射线透视并据此对伤病者的骨骼恢复状况做出说明可以说是勉

为其难.但是，一台 CT机加上一台电脑或许就能很好地做到这一点.

从上面的讨论，我们可以得到下面的结论:模式识别是一门应用范围非常广、
目的性特别强的学科.作为一门技术学科，模式识别学科的任务是研究相应的自动

技术，依靠这种技术可以让机器自动地对输入模式（即观测样本）进行分类和识别

以完成通常需要由人类来完成的分类和识别功能.
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1.2 模式的分类

根据需要可以将模式分为简单模式和复杂模式两大类.所谓“简单”模式是指

可以将其作为一个整体进行处理的模式.对于这1类模式而言，要寻求一种技术手

段将待识别的模式分配到各自所属的模式类中去.与此不同，对于“复杂”模式而

言,仅仅将其作为一个整体进行分类是不够的.也就是说,不仅要通过处理给出模

式所属的类别，还需要对所属模式进行进一步的分析和描述.一个文字，一个乐音

和一个电路符号可以看作是一个简单模式;而一篇文章，一段音乐和一张电路图则

可以看作是复杂模式的代表.显然,对于复杂模式而言,仅仅指出这是一篇文章，一
段音乐或是一张电路图是不够的,还需要将它分解为更为简单的组成部分,并分析

各组成部分之间的相互关系.以电路图为例,我们不仅要识别出其上用于表征电

阻、电容、集成块等器件的电路符号以及表征这些器件物理参数的字符信息，还需

要确认各个器件之间的连接关系乃至电路的实际功能和用途.

当然,在所谓“简单”模式和“复杂”模式之间，不存在一个明确的界限.根据需

要，一个模式既可以被视为简单模式，也可以被看作复杂模式.例如，如果我们希望

了解某一段文字所表达的具体内涵，仅指出这是一篇文章是不够的,还需要对组成

这段文字的各个句子乃至单词做进一步的分析和描述.但是,如果我们仅仅是为了
对报纸的某一个版面进行区划分割，那么，仅仅指出某一个文字区域属于某一篇文

章就已经足够了.

也可以根据模式的来源对其进行分类.由于在实际问题中所涉及的模式识别

问题多来自我们所置身的物理世界，因此，在实际中碰到最多的模式当属以下三

种:空间模式、时间模式和时空模式.

例如，图 1.1中的模式涉及待识别对象在二维投影空间中的彩色分布信息，这
样的模式称为空间模式.除此之外，在实际中还经常遇到图L2中所示的模式.其

中，图 1.2(a)所示为一段语音信号，是一种典型的时间模式;而图1.2(b)所示则为
一段视频，是一种典型的时空模式.除了上述三种模式之外,实际中会遇到的模式

还包括:遥感领域中的多光谱图像、医疗诊断中的化验参数表格等.

此外，也可以根据观测样本测量值的性质进行分类.如果在测量条件不变的情
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况下所获得的被观测模式的各次测量值均相同，即测量具有可重复性，则称这样的

模式为确定性模式.否则，如果在测量条件不变的情况下所获得的被观测模式的各

次测量值不全相同，即测量不具有可重复性，则称这样的模式为随机模式.

（a）语音信号（时间模式） （b）视频片断（时空模式）

图 1.2 时间模式和时空模式示例

13 模式识别系统的基本构成

一个典型的模式识别系统的基本构成可用图1.3表示.主要由模式采集、预处
理、特征抽取和表达以及识别与分类等模块组成.其中，各模块的主要功能如下

所示.

图 1.3 一个典型的模式识别系统

模式采集 该模块一般由传感器、模/数转换器以及辅助电路组成.其主要功

能是根据一定的物理效应（或化学、生物等效应）将现实世界中的被测对象的具体

表象转换成对应的时间或空间分布信息.这里的被测对象一般是现实物理世界中
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的具体事物.而被测对象的表象则具有各种不同的形式•其中，大多以非电量的形

式出现，如灰度、彩色、声强、压力和温度等.在一次测量中所获得的非电量的全体

是对被测对象的几何构造、表面反射特性、振动模式、状态以及包括上述方面在内

的基本表象的组合的一种直接或间接的反映和记录，为了能用数字计算装置对获

得的非电量进行处理，需要将它们转换为电信号，并将它们数字化，这两个任务通

常分别由传感器和模/数转换器来完成.该模块的每一次输出为输人模式的一个观

测样本，一定范围内的所有观测样本组成相应的模式空间.每个观测样本是该模式

空间中的一个点.一般而言,模式空间的维数很大，但是对一个由数字化的观测样

本所组成的模式空间而言,其维数是一个有限值.例如，一个空间分辨率为 1024X
1024的数字相机的输出为一幅数字图像，由 1024X1024个像素组成，每个像素又
由若干个比特（bit,一般是 8比特，高精度图像可达 12比特甚至更高）构成,其维数

为 1024X1024.
预处理 数字化后的电信号在做后续处理之前,一般需做预处理以滤除在模

式采集中可能引入的干扰和噪声，并视需要人为地突出输入模式中所包含的有用

信息，为在后续步骤中取得良好的识别效果打下基础.预处理一般包括数字滤波、

坐标变换、图像增强和图像恢复等步骤.在实际系统中具体采用何种预处理操作视

具体情况而定.预处理的主要目的是为了提高输入模式的质量，一个输入模式经预

处理后其维数可以认为基本保持不变.限于篇幅，在此不对预处理的细节内容作更

多的讨论.

特征选择和抽取 经预处理改善后的有用信号一般还不能被直接用于模式识

别和分类的目的.为了后续高效率的处理，需要引入特征抽取环节.这里的特征大

致可分为两类:一类为度量或属性特征，另一类为基元特征.其中，度量或属性特征

通常指形成待识别对象有效描述的一组度量或属性参数，而基元特征则通常指形

成待识别对象有效描述的基本子模式.在本书中，将基元视为不能或无需再进行分

割的基本子模式的同义语.实际中的长度、灰度、重量等是度量特征，性别、文化程

度等是属性特征,而边缘、纹理、轮廓、区域等是基元特征.例如，一个人可用其身

高、体重、性别、文化程度等一组度量和属性参数进行描述,而一个汉字可用点、横、

竖、撇、捺等一组基元和相应基元之间的连接关系进行表达.由于不同的对象一般

具有不同的特征，因此在此环节上没有泛泛的规律可循，只能是具体情况具体对

待.也就是说,对于不同的对象要选用不同的特征，并选用适当的方法有针对性地

完成所需的特征抽取任务.但是，在选择特征时也存在一些应该遵循的基本原则.

例如，一方面要求所选择的特征应能够足以表达所述模式，另一方面则要求所选择

特征的数量应尽可能地少以便能够高效率地完成后续的分类和识别任务.当然，特
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征抽取的难易程度也是决定相应的特征是否被选择的一个主要因素.在一个模式

识别系统中，特征的选择对后续的识别目的有着非常直接的影响，它是决定一个系

统成败的关键步骤.

特征表达 特征的表达方式和特征本身密切相关.如果所选择的特征是一组

度量和属性特征，那么可以用相应的度量和属性参量构建一个特征向量.其中，每

一个相关的度量和属性参量构成该特征向量的一个分量.一定范围内的所有特征

向量组成一个特征空间，而前述的特征向量成为该模式空间中的一个点.为叙述方

便起见，在不至于引起混淆的情况下今后将这样的特征向量也称为观测样本•和模

式空间一般具有很大维数这一点不同，相应特征空间的维数一般很小.这样，通过

引入特征抽取和表达这一关键步骤，我们可以实现从模式空间到特征空间的映射；

这个映射过程实质上是一个降维的过程.实施降维操作的目的是为了获取输入模

式的更本质的特征表达以便于后续的识别与分类.

此外,如果所选择的特征是一组基元特征,则从基元之间的连接关系出发来表
达输入模式可能是一种更为恰当的选择.此时，相应的模式可用一个具有一定结构

的树或图来表示.当然，通过适当定义基元的度量和属性，输入模式同样也可以用

特征向量进行表达,虽然这种表达方式有些时候显得有些牵强.
分类与识别 一旦输入模式的特征被选择和抽取，接下来的工作是根据所获

得的输入模式的特征描述，判断该输入模式的类别.当一个输入模式可被表征为特

征空间中的一个特征向量时，相应的问题被转化为特征空间的分割问题.为了实现

对特征空间的正确分割从而解决相应的分类问题，一种做法是进行大量的试验，即

在各种观测条件下对待识别对象进行大量的观测，获得待识别对象大量的观测样

本;并依据所选择的特征通过特征抽取步骤将这些观测样本映射到相应的特征空

间中.然后,根据观测样本所对应的特征向量在特征空间中的分布情况对特征空间

实施分割，将其分割成若干个区域,使得每一个区域中尽可能只包含来自同一个类

别的样本.通过这种操作,可以在特征空间中的一个分割区域和一个类别之间建立

关联.这样，对此后所采集到的每一个新的样本，我们可以根据它在特征空间中的

位置进行判决，即当这个样本属于某个分割区域时将其归入和相应分割区域存在

关联关系的那个模式类别.获得上述关联关系的过程称为训练,依据训练得到的结

果对新的输入模式所做出的判决称为分类或识别.在上面的情况下,我们得到的输

出是输人模式的类别.显然，类别一般只有若干种离散的取值，在本书中把由离散

的类别所构成的空间称为类型空间.有别于前面的模式空间和特征空间，类型空间
本质上是一个离散空间.

当一个输入模式不是像上面一样被表征为特征空间中的一个特征向量，而是
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由一个具有一定结构的树或图所表示时，相应的识别和分类问题可以转化为树或
图之间的一个匹配问题进行求解.此时，识别与分类模块不仅输出输入模式的类
另IJ,也将同时给出输入模式的一个结构描述.

当然，一个输入模式不只是可以表达为上面所述的一个特征向量、一个树或
图，根据需要也可以表达为由特征向量、树和图作为基元的一个多层次结构，甚至
于各个组成单元之间存在复杂相互作用的一个分布式网络.此时，相应的识别和分
类问题与上述多层次结构的组成参数和网络的动力学行为有关.

综上所述，所谓模式识别实际上是一个过程，它将现实世界中的被测对象通过

一系列的变换和处理映射为符号世界中被测对象的分类和描述.

L4 模式识别方法及其分类

一般而言,所采用的模式表达方式不同，相应的识别和分类方法也不同.模式
的表达方式在某种程度上直接决定了所采用的识别方法本身.
按照所采用的模式表达方式,大致可以将模式识别领域中已有的识别方法做

如下分类：

当采用特征向量作为输入模式的表达方式时，相应的识别工作主要在特征空
间中进行.所采用的识别方法是利用统计学的手段根据观测样本在特征空间中的
分布情况将特征空间划分为与类别数相等的若干个区域，每一个区域对应一个类
另九我们把这样的方法称为统计模式识别.可以根据是直接还是间接利用观测样本
在特征空间的分布将统计模式识别细分为以下两类:统计模式识别中的几何方法
和统计模式识别中的概率方法.其中,前者直接根据观测样本在特征空间中的分布
设计相应的分类器.这里的分类器指在某种准则之下利用判别函数确定不同类别
的观测样本在特征空间中的分界面的一种自动分类机器，通常表现为一种算法.根
据所采用的判别函数的形式可以进一步对分类器进行分类.当采用的判别函数为
线性函数时，相应的分类器称为线性分类器，而当采用的判别函数为非线性函数
时,相应的分类器称为非线性分类器.与统计模式识别的几何方法不同，统计模式
识别的概率方法不是直接根据观测样本在特征空间中的分布来设计相应的分类
器,而是利用观测样本在特征空间中的分布首先估计观测样本在特征空间中的概
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率分布，得到相应的概率密度函数，然后利用所得到的概率密度函数根据数理统计

学中的相关理论和方法来设计相应的分类器•为叙述方便起见，在以后的陈述中有

时将统计模式识别中的几何方法简称为几何分类法，而把统计模式识别中的概率

方法简称为概率分类法.

当采用树或图等具有一定结构的表达方式时，相应的识别工作主要通过分析

被测对象的结构信息完成.相应的方法被称为结构模式识别方法.由于模式的结构

与语言中句子的结构相类似，因此，可以借助于形式语言学中的理论对被测对象的

所属类别做出判决.我们知道，句子是由单词按照一定的文法规则生成的；同样，模

式也可以由模式基元按照一定的规则组合而成，两者之间所具有的可类比性允许

我们可以使用句法分析的方法（指对句子进行分析时所采用的方法）完成对待识别

对象的结构分析并做出相应的判决.具体言之，我们可以检查代表模式的句子，看

其是否符合事先拟定的一组文法规则.如果符合，就把该句子对应的模式归类于该

组文法规则所代表的那个模式类;否则，判对应的模式不属于那个模式类.结构模

式识别方法也称为句法模式识别方法，简称为句法结构法.该方法除了给出模式的

分类结果，还同时给出模式的结构信息.

上面给出的两种方法各有所长，各有所短.通过取长补短，可以拓宽各自方法

的适用范围,提高判决的可靠性和有效性.其中，基于统计的方法对模式本身的结

构信息未加利用，因此对不能通过简单分类就可解决的模式识别问题不太适用.与

此相比，单纯的句法模式识别方法由于没有考虑到环境噪声的影响,对环境噪声比

较敏感.这在一定程度上妨碍了它在实际中的应用.因此，如何根据实际需求将上

述两种方法很好地结合起来,是在解决实际问题时应该考虑的一个问题,也是未来

的一个研究方向.

除了上述按照模式的表达方式对模式识别方法进行分类之外，也可以根据用

于分类的观测样本的类别属性是否为已知而将相应的方法分为有监督的模式分类

方法和无监督的模式分类方法.有监督的模式分类方法也称为有教师的模式分类

方法,简称有监督分类法;无监督的模式分类方法也称为无教师的模式分类方法，

简称无监督分类法.各种聚类算法是无监督的模式分类方法的重要组成部分.

此外,可以将上面的按照模式的表达方式进行分类的方法和按照观测样本的

类别属性是否为已知进行分类的方法加以组合.相应地，我们可以将现有的模式识

别方法进一步细分.例如，将几何分类方法和有监督的模式分类方法组合为有监督

的几何分类法，将几何分类方法和无监督的模式分类方法组合为基于聚类的几何

分类法，以及将概率分类方法和有监督的模式分类方法组合为有监督的概率分类

法,等等.本书拟对上述各分类方法逐一进行介绍.
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除了上述分类法之外，也可以根据所使用的工具对相应的分类方法命名.属于

此类命名范畴的有模糊判别法和神经网络判别法.这些方法也可以和其他方法进

行组合，得到新的分类方法.例如，将基于模糊数学的方法和聚类方法相结合，可以
得到模糊聚类法，等等.通过类似的组合往往可以大大改善分类性能,取得单个分

类方法所没有的分类效果.

另外，从仿生学的角度研究模式识别问题也是近来受到广泛关注的一种方法.
其中，神经网络方法以其全局相关的特色备受青睐，取得了许多传统方法难以企及
的成果.其他如基于逻辑推理的方法、基于知识的方法和前面提到的基于模糊数学
的方法等也都在模式识别领域获得了巨大的成功.

可以相信,上述这些方法的建立和发展、各种方法之间的相互融合和相互渗透
必将对模式识别学科本身的发展起到积极的推进作用.

1.5 模式识别举例

为了增加读者对模式识别的感性认识,下面举一个具体的例子.假设用二维图
像处理的方法对被测试珍珠个体的品质做出评判.为此，可构建一个如图1.4所示
的图像识别系统.

图 1.4 珍珠品质识别系统

该系统由工作台、摄像头以及图像处理与品质判决计算机等三部分组成.其
中，工作台和摄像头分别用于放置珍珠和获取珍珠的观测图像.摄像头被安放于工
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0
图 L5 欧氏距离 R

要，或单独使用圆度或大小的图像测量值，或联合使用圆度和大小的图像测量值对

待测珍珠的品质进行评判.

下面，举例说明如何采用一定的分类法来完成对珍珠等级的分类任务.

（1）基于圆度指标的有监督概率分类法

假设该分类法以圆度指标为特征.为了完成给定的分类任务，首先需要建立珍
珠圆度的概率模型.为此，利用一定数量的珍珠作为训练样本来建立相应的模型.

首先,由质量管理专家对用于训练的珍珠样本进行分类.这里，质量管理专家充当

着教师的职责.为简单起见，假设将珍珠样本分成两类:合格品和次品•当然，实际
中根据需要也可将珍珠样本细分为更多的种类:极品、优等品、合格品、等外品和次

品等.然后，对所有样本进行图像测量，获取每一个珍珠样本的圆度指标信息，并按

照类别对属于每一个分类中的珍珠样本圆度指标的实际测量值进行统计,建立相

应的统计直方图.例如，当仅考虑合格品和次品两个类别时,经过上述步骤后可建

立合格品圆度指标和次品圆度指标两个统计直方图•作为示例，图 1.6给出了合格
品圆度指标和次品圆度指标两个统计直方图的图示.

其中，横坐标为圆度指标，而纵坐标为圆度指标取值的频度.易见，合格品圆度

指标的取值范围集中在低值区域,而次品圆度指标的取值范围则分布较广,并且通
常取较大的值.这和我们的直观感觉是一致的.接着，依据上述合格品圆度指标和

R

如图 1.5所示，设待测珍珠的形状中心为 C,其图像边界

上一点 e 到C的欧氏距离为H，则上式中的 Rmax、Rmin和 R 分

别为沿珍珠图像边界扫描一周时 R 的最大值、最小值和平均
值.显然,KQ的取值越小，则待测珍珠的圆度越好.

珍珠颗粒的大小则可由所摄取珍珠图像的面积 A 来衡

量.A 的取值越大，则待测珍珠的品质越好.实际中，可根据需

作台的上方,其光轴垂直向下指向工作台.系统工作时，首先通过摄像头采集均匀

散布在工作台上的珍珠颗粒的图像;然后，将其输入到图像处理计算机中通过相关

处理以抽取珍珠个体的图像特征;最后,依据这些图像特征对珍珠个体进行分类判

决.为此，需要首先确定识别时所使用的图像特征.实际中一颗珍珠品质的好坏是

由多方面因素决定的.其中，圆度、大小和光泽等是衡量珍珠品质好坏的主要指标.

为简单起见，假设所设计的系统用圆度和大小两个指标来实现对珍珠个体的综合

评价.这里，珍珠的圆度指标用下式定义

RO 二
Rw - Hmm
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图 1.6 基于珍珠分类别统计直方图的概率判决

度指标取值小于某个给定的阈值时，判该样本为合格品;否则，判该样本为次品.显

然，不同的阈值选择一般会给出不同的分类结果.那么，如何确定相应的阈值呢？

通常的做法是使用某种判决准则使系统的性能在一定的意义上达到最优.根据需

要，这里的判决准则可有多种选择.例如，一种可能的方案是选择使系统的误分概

率为最小，而另一种可行的方案是使系统的风险最小化，等等.图 L6中给出了基
于最小误分概率准则的判决的图示.相关的技术细节，例如，如何确定判决阈值等

问题留待以后讨论.值得指出的是，当相关的两个统计直方图具有较复杂的形状

时,最终确定的判决阈值可能不止一个.一旦得到了上述分类判决规则，则珍珠个

体的分类问题就非常简单了.首先，作为一种可行的方案，系统可将存放在料箱中

的珍珠通过漏斗装置均匀置于工作台上;然后,启动摄像头拍摄待测珍珠的图像;

接着，图像处理与品质判决计算机根据所输入的珍珠图像，经过图像分割、图像特

征提取和品质分类等步骤对工作台上的各个珍珠的品质做出判决.这里的图像分

割是指利用某种算法将输入珍珠图像划分为互不相连的一些区域.其中，除去背景

区域之外的每个区域对应于一个待测珍珠个体.图像特征提取步骤进一步计算每

个区域的圆度指标，为后续的判决提供依据.最后，品质分类步骤将每个区域的圆

度计算值和系统设定的阈值进行比较,给出最终的评判结果.根据评判结果,系统驱

动机械手抓取相应的珍珠，放人对其品质对应的目标盒中，从而完成一次分拣操作.
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(2)基于圆度和大小指标的二维几何分类法

除了概率分类法之外，也可以使用几何分类法来完成相应的品质判别任务.假

设选用圆度和大小两个指标作为评判的依据.为简单起见，仍假设将珍珠样本分成

合格品和次品两个类别.与概率分类法不同，几何分类法直接利用训练样本在特征

空间中的分布进行分类判决.为此,首先以圆度和大小为参数构建一个二维的特征

空间.然后，利用一定数量的珍珠作为训练样本以获得珍珠样本在特征空间中的分

布.对每一个用于训练的珍珠样本，除了使用图像测量的方法获取其圆度和大小等

图像特征之外，还同时获得由质量管理专家提供的分类标签.然后，根据圆度和大

小的取值以及所属类别标签将训练样本映射到圆度一大小特征空间中.最后，根据

训练样本在特征空间中的分布情况，确定一个分界面将特征空间划分为分属于合

格品和次品的两个区域.划分结果应使得属于同一个类别的样本尽可能被划分到

同一个区域中，而不同类别的样本则分属于不同的区域.此外，一般还希望分界面

具有相对简单的形式.最后，特征空间的维数与所选用的特征的个数有关.在本例

中，因选用圆度和大小两个特征,故相应的特征空间是一个二维平面，相应的用于

判决的分界面是二维特征平面上的一条曲线，如图 1.7所示.

圆度

图 1.7 基于珍珠在特征空间中分布的几何判决

L6 本书内容安排

全书由七章和一个附录组成.主要讨论统计模式识别和结构模式识别的相关
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内容.第1章为绪论，就本书中所涉及的主要概念进行概括性说明.之后，本着由简

到繁、循序渐进的理念逐步对常用的模式识别方法展开讨论 •第 2章介绍统计模式

识别中的几何方法，着重介绍特征空间的概念以及分类器的设计方法和相关的算

法.第 3章介绍统计模式识别中的概率方法，着重介绍包括最小错误概率分类器、

最小风险分类器、纽曼皮尔逊分类器和最小最大分类器在内的各种分类器•除此之

外,还将讨论概率密度函数的参数估计和非参数估计等方面的内容•第 4章主要介

绍几种典型的分类器的错误概率的计算问题.第 5章讨论无监督情况下的模式识

别问题，介绍几种典型的聚类算法:基于分裂的聚类方法、基于合并的聚类方法、动

态聚类方法、基于核函数的聚类方法和近邻函数值聚类方法等•第 6章主要讨论结

构模式识别问题，给出几种典型的文法规则和与之相关联的识别装置，包括有限状

态自动机、下推自动机和图灵机等.最后，在第 7章对全书进行总结.
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第 2章 统计模式识别中的几何方法

本章主要讨论有监督的确定性简单模式的分类问题，重点讨论统计模式识别
中的几何分类法.相应的方法虽然是针对确定性模式的分类问题而提出的,但其中
的一些结果也可用于解决随机模式的分类问题.

21 统计分类的基本思想

2.1.1 特征空间和分类器设计

在第1章中已经述及，在统计模式识别中如何抽取表征模式的特征是一个关
键步骤.一旦根据某种方法确定了表征模式的特征，那么，我们可以利用这些特征
构造一个特征空间，从而将所述模式分类问题变成相应特征空间中的区域分割问
题进行求解.

一个简单模式是可以识别的是指:① 该模式具有表征其类别的类属性特征.
属于同一个模式类的各个模式，其类属性特征在特征空间中应组成某种程度上

的一个集群区域; 不同模式类的类属性特征在特征空间中组成的区域应是彼此
分离的.

上面三点给出了一个模式是可以识别的前提条件.假定我们已经确定了用于
模式分类的若干特征，并且这些特征满足上面所给出的三个前提条件.现在，我们
来看一下如何在特征空间中完成给定的模式分类任务.

当我们对模式进行观察时，由于观察条件上的差异，每次所观察到的样本一般
都是不同的.由此出发而抽取出来的模式的特征自然也会存在差异.但是，由于假
定抽取出来的模式特征满足上面提到的三个前提条件，因此，只要样本数足够多，
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则样本的分布应在相当可靠的程度上反映各模式类别的总体分布规律.这样，根据

实际观测样本的分布情况，我们可以在相应的观测样本之间建立起相应的边界，并

据此将特征空间划分成若干个区域,从而完成规定的模式分类任务.

为增加可读性，本书除句法模式识别之外的各章符号的使用遵循如下约定:用

希腊字母作为模式类别的标示符，用花体的英文字母表示样本集合，用黑体的大写

英文字母表示向量和矩阵，用白体的小写英文字母表示标量、向量的分量和矩阵元

素.除非特别声明，向量通常指列向量.例如，书中用 标记一个模式类别，用 方=

{Xi ,X2,…，X.}表示由 n个样本组成的样本集合，用Mmx.表示一个加行九 列的
矩阵，用 X=（血，也，…，％.尸表示一个 n 维的列向量,等等.

在本书中，把能够完成相应分类任务的系统称为分类器.下面具体考虑分类器

的设计问题.为简单起见，首先考虑待识别的模式类别数为 2的情形.假设相应的

两个模式类别分别用。和 ，用于识别的观测样本（或简称样本）用 X =
（处，也，…，心尸表示，它是 八维特征空间中的一个点.这样，相应的模式分类问题
可以表述为:对于给定的观测样本，根据其在特征空间中的位置，判断其属于。和

的哪一个模式类别.为了解决这个问题，我们可以先进行大量的试验,获得大

量的类别已知的观测样本.如图 2.1所示，
每获得一个观测样本，根据其观测值找到它

在特征空间中的实际位置,并用其所属类别
的标识符加以标记.在本书中，把用于此种

目的的观测样本称为训练样本.接下来的工

作是要根据所得到的训练样本找到一个分

界面将整个特征空间分割成两个区域，使得

每一个区域内仅包含来自同一个类别的样

本.一旦上述工作得以进行,则分类器的设

计即告完成.此后，每输入一个观测样本到

分类器，分类器会依据它在特征空间中的位

置对其所属类别进行判断.显然，可以满足上面要求的分类器一般不止一个.这些

分类器对于给定的训练样本均可以做到正确分类.但是，对于训练样本集之外的输

入样本，不同的分类器给出的分类结果一般会存在差异.为了对所设计的分类器的

性能进行评估，通常的做法是借助于另外一组类别已知的样本.具体做法是:依次

将该组样本中的每一个样本输入分类器,并对判决结果进行统计，算出正确判决的

样本数占样本总数的百分比，以此作为分类器性能的估计.这里，为有别于前述的

训练样本，把用于性能评估的样本称为测试样本.
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2.1.2 两个例子

为了便于理解，下面举两个实际的例子.

例2.1 首先请看图 2.2所示的一个简单的一维三类的例子.假定三个待识别

的模式类别分别为“高个子”、“中等个子”和“矮个子”.相应的分类问题是希望通过

对一个待识别的人的个体的观察来判断该个体所属的类别，即判断被观察的个体

应该被归入“高个子”、“中等个子”和“矮个子”三个类别中的哪一个.为此，选择身

高为特征量.这样,可以构造一个以身高为唯一分量的一维的特征空间.相应地,分
类器设计的任务就是依据某种方法将上述一维的特征空间划分为三个子区间，使

得每一个子区间分别和所述三个类别中的一个类别建立对应关系.为叙述方便起

见,我们用每个类别的名字给对应的子区间加以冠名.显然，我们希望所得到的每

一个子区间应该尽可能只包含与其同名的类别的样本.那么,如何实现上述对特征

空间的分割操作呢？一种方法是依据训练样本来完成任务•假定通过大量试验并
根据过去的经验获得了如图 2.2所示的类别已知的训练样本集合.如果该训练样

• 矮个子的样本

中等个子的样本

个子的样本

图 2.2 一个一维三类模式的例子

本集合中所包含样本的个数足够多，则可以认为这些训练样本相当可靠地刻画了

所述的三个模式类别在以身高为特征的一维特征空间中的总体分布情况.这样，我

们可以从上述给定的训练样本集合出发，在属于不同类别的样本子集之间建立起

两个边界 gi(x)= x -乙 = 0和 g2(%)= % - L =0.这里,这两个边界分别是一维
特征空间上的一个点，它们把所述一维特征空间划分成如下所示对应于“高个子”、

“中等个子”和“矮个子”的三个区间：

高个子:%＞乙

中等个子：

矮个子：x

至此,分类器的设计工作即告完成.以后可用这样设计的分类器来完成对输入
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样本的分类工作.例如,为判断一个人的高矮，可先测量其身高，然后将身高的测量

值映射到一维空间的某一点，再根据该点所处的区间范围就可作出正确判断•例

如，假定根据已知类别的训练样本确定的两个阈值分别为：乙 = 1.75 m,乙 =

1.65 m,那么，一个身高为 1.80 m 的人被归入高个子的模式类别，而一个身高
1.60 m的人被归入矮个子的范畴.

再举一个稍微复杂一些的例子.

例 2.2 这是一个二维三类的例子.相应的分类问题是判断一个人的胖瘦，即

将一个作为被测试对象的人归入“胖子”、“适中体重”和“瘦子”三个类别中的某一

个.在本例中，我们选择身高和体重为特征量，据此可以构造一个如图 2.3所示的
二维特征空间.相应地，分类器设计的任务是依据某种方法将上述二维的特征空间

• 胖子

a 适中体中

划分为三个子区域,使得每一个子区域分别和所述三个类别中的某一个建立对应.

与例 2.1类似，首先通过大量试验并根据过去的经验获得如图 2. 3所示的类别已
知的训练样本集合，然后，从给定的训练样本集合出发，在属于不同类别的样本子

集之间建立起两个边界 gl(x)= Q1X + blp + C1 =。和 g2(X) = 42% + + C2 = 0.
这两个边界分别是所述二维特征空间上的一条直线,它们把所述二维特征空间划

分成对应于“胖子”、“适中体重”和“瘦子”的三个区域.以后可根据测试样本在所述

二维空间中的具体位置来完成对输入样本的分类工作.其细节内容不再赘述.

综上所述，分类器设计的主要步骤包括:① 选择合适的特征并据此构建特征

空间; 获取已知类别的观测样本并将其映射到所构建的特征空间中； 根据观

测样本在特征空间中的分布情况，确定相应的分界面将整个特征空间划分为与待
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分类的类别数相等的子区域.

2.2 模式的相似性度量和最小距离分类器

上面介绍了基于特征空间进行分类器设计的基本思想,但如何完成分类器的
设计仍有许多细节问题有待进一步探讨.其中一个问题就是如何根据给定的训练
样本确定相应的分界面.所设计的分界面应满足以下要求:① 应将属于同一个类
别的已知训练样本归人相同的子区域; 不同类别的已知训练样本归入不同
的子区域; 对未知类别的测试样本应有较好的分类能力.

前两个要求一般总能得到满足.但是，如果分类器设计得不是很合理，则后一
个要求未必能很好地得到满足.特别是当训练样本的个数不是很多且不能很好地
反映相应模式类别在特征空间中的实际分布的时候，情况更是如此.因此,需要研
究相应的分类法则使据此设计的分类器有一定的预测能力,能对未知类别的测试
样本很好地进行分类.

一种直观上易于理解的分类法则是利用样本之间存在的相似性.所采用的相
似性度量应保证使相同类别的样本之间的相似性大,不同类别的样本之间的相似
性小.一般而言，它和相应模式类别在特征空间中的具体分布有关.如果有途径能
够确定相应模式类别在特征空间中的具体分布，那么据此可以定义相应的相似性
度量并进而完成模式分类的任务.例如，可以用一个模式类别的概率密度函数在某
一个点的取值作为该点和相应模式类别的代表之间的相似性度量.有关这部分的
详细讨论将在第 3章中展开.本章只讨论两个模式之间的相似性度量问题.
一种最简单也最直接的方法是利用两个模式在特征空间中的距离作为两者之

间的相似性度量.即认为在特征空间中两个模式距离越近，则相应的两个模式越相
似.这种方法在有训练样本可以利用的时候特别有效.此时，可以通过计算待分类
样本到各个类别最近的样本之间的距离作为将它归入某个类别的依据.
下面介绍经常使用的几种距离函数.实际中，具体使用何种距离函数作为模式

之间相似性的度量应根据所研究问题的性质和计算量的大小而定.

2.2.1 相似性度量和距离函数

作为相似性度量的距离函数一般应满足下列性质：
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(1) d(X,Y) = d(Y,X)；
(2) d(X,Y)^d(X,Z)+ d(Z,Y)；

(3)d(x,y)>o；

(4) d(X, Y)=0,当且仅当 X= Y.
这里,X, Y和Z是对应特征空间中的三个点.

在模式识别领域中经常用到的距离函数列举如下.其中，X=(处，也， .尸

和 Y=(yi,y2,-^yny分别是 n 维特征空间中的一个点，d(X,Y)为相应的距

离函数，它给出了X和 Y之间的距离测度.
(1) Minkowsky距离

d(X,Y)=[£旧-川旷 (2.1)

这里,1一般取整数值•不同的 A 取值对‘应于不同的距离.
(2) Manhattan距离

d(X,Y)= S |不- y" (2.2)
i二1

该距离是 Minkowsky距离在 A =1时的一个特例.
(3)Cityblock距离

d(X,Y)= S 叼|，一月| (2.3)
i=l

该距离是对Manhattan距离的加权修正.其中，m ,i =1,2,…，门是权重因子.
(4)Euclidean距离

d(X,Y)斗S \xi~yi\2V (2.4)

该距离即为在实际中进行使用的欧几里德距离,简称欧氏距离.它是 Minkowsky
距离在 a =2时的一个特例.

(5)Camberra距离

"UH (2.5)

Mahalanobis距离
d2(X,M) =(X - MT w-i(x - M) (2.6)

这里,d(X,M)给出了特征空间中的点 X和M之间的一种距离测度.其中,M为
某一个模式类别的均值向量,2为相应模式类别的协方差矩阵(M和N的具体定
义参见附录).该距离测度考虑了以 M为代表的模式类别在特征空间中的总体分
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布.为今后叙述方便起见,将其简称为马氏距离.易见，到 M 的马氏距离为常数的
点组成特征空间中的一个超椭球面.

相似性度量除了可以用距离函数刻画外,根据所考虑的问题中各模式类别的

实际分布情况，也可以用其他形式的函数加以定义.例如，当所涉及的各模式类别

呈例 2.2中所示的扇状分布时，可以用下式所示的两个向量之间夹角的余弦作为

其相似性测度

s(x,y> - cos。= XTY
|口 Y ||

(2.7)

这里,6为两个向量x和 X之间的夹角，而 II x II 和 II y II 分别为向量 x和 Y

的模.

图 2. 4 相似性测度和距离测度

显然，式(2.7)所定义的相似性测度明显

不同于前面给出的距离测度.如图2.4所示,

设S 和S2 分别是来自于两个已知模式类别
31 和 S2 的训练样本，X是用于测试的样本.

如果按照基于欧氏距离的相似性测度进行判

决，由于 dicdz,此时应将 X归入M 类别；

但是,若按式(2.7)所定义的相似性测度进行

判决，由于 cosJiVcos%，此时则应将 X归入

32类别.显然，在现在的情况下，采用后一种

相似性测度较为合理.在实际中到底采用何种

相似性测度应对具体问题作具体分析,根据实

际情况来决定.

2.2.2 最小距离分类器

利用上面介绍的距离函数和最小距离分类原理,可以得到各种情况下的最小

距离分类器.

(1)基于标准样本的距离分类器

假设3,32，…，SN 是需要处理的N 个模式类别，其中的每个模式类别依次
可由相应的标准样本Mi,M2，…,Mn 所代表.那么，基于标准样本的最小距离分
类器可如下得到:对于给定的未知样本 X,计算 X与诸标准样本 Ml,M2,…，Mn
之间的距离，如果 X与 之间的距离为其中的最小者，则将 的类别作为X的
类别.分类规则可表示为

若对 有以y,wj)V4(乂,uj),厂1,2「 ，"成立,则判决*6即，

• 22 •



. 二)DOOOOOOOOOOO 第2章 统计模式识别中的几何方法

即将 X归入助 类中. (2.8)

上述规则可简记为

d(X,MQ <d(X,Mj),V j于 irX £ j = 1,2,…，N (2.9)

或等价地表述为 /

d(X,Mj) = MiM{d(X，M)}n X G j = 1,2,…，N (2.10)

上式中的距离函数可信据需要进行选择.当采用欧氏距离作为距离测度时，有
d2(X,Mj)=(X - M)t(X - Mj)

= XTX - 2MJX + MJMj (2.11)

= XTX - 2(M：X - jMJMj)
由距离的非负性，知

d(X,Mi) <d(X,Mj),Vj W， d2(X,Mi)< d2(X,Mj),^j# i

若记

gj(X) = MJX - (2.12)

则上面的判决条件成为

XTX - 2gi (X) < XTX - 2gj(X)

即

gi(X)>gj(X)
这样,最终的分类规则可写成以下的形式

gi(X)>gj(X),Vjr i = 必， j = 1,2,…，N (2.13)

我们把上述判决称为最大值判决，把其中的 八2,…，N称为判别

函数.易见，当取欧氏距离作为距离测度时，判别函数幻(*),,j = 1,2" ，'具有

线性的形式.当取其他定义的距离作为距离测度时，判别函数gj(X), ,j =1,2,…,N
也可以具有非线性的形式.在各种形式的判别函数中，线性判别函数是最简单的一
类判别函数.

下面对式(2.12)进行改写.为此，记

Mj.(啊,1,师2，…，一一尸
如下构造一个 + 1)维的加长向量

二 (切,1,叼,2，…，Wj,n ,叼,”+i尸

其中，叼/ = mj,k,k =1,2,…，m，叫,.+ 1 = -1MjMj.
另外，在 X的基础上，定义如下所示的(n +1)维的加长向量

• 23 •



模 式识别 OOOOOOOOQOO〉〉〉O〉—「「「

X’二 (X1 ,12，…，X”，1)T

于是，式(2.12)所示的线性判别函数可写成以下形式

gj(X') = W?X' (2.14)

其中的加长型向量 W7称为权向量.在有些书中，上述加长型向量有时也被称为增
广型向量.

(2)基于分散样本的最小距离分类器

上面讨论了基于标准样本的最小距离分类器的设计问题.这种最小距离分类
器仅适用于每个类别中的观测样本可由所属类别的标准样本很好地进行描述的情
况.在实际中,受畸变和噪声等因素的影响，每个类别中的观测样本散布在较大的
范围内,往往不能由所属类别的标准样本很好地进行描述.例如，考虑手写汉字的
识别问题.不仅不同人写出的同一个汉字在形状上存在较大的差异,就是同一个人
在不同的时间里写出的同一个汉字在形状上也会表现出一定的差异性.因此，当同
一个类别的观测样本在特征空间中存在较大的散布时，为了提高分类器的性能，需
要区分不同的情况，采取不同的对策.下面介绍几种常用的处理方法.

平均样本法 最简单的处理方法是所谓的平均样本法.这种方法适合于处理
样本散布较小的情况.首先从各类别的训练样本集出发，求其平均值作为各类别的
标准样本;然后，据此设计基于标准样本的最小距离分类器.

其中，叼 类的标准样本 由下式计算

Mj =尚2匕》 (2.15)

这里，假设用于训练的样本中有 Sj 个属于 类，吟》是其中的第k 个样本.
这种设计方法特别简单.和标准样本法一样，每一个类别仅需要存储一个平均

样本.但是由于没有考虑样本散布对分类器性能的影响，其分类性能往往不是很
理想.

平均距离法 平均距离法考虑了样本散布对分类性能的影响.和基于标准样
本的平均样本法不同，平均距离法用待识别样本 X到各类别的所有训练样本的平
均距离作为分类的依据.

其中，X到类别s的距离测度d(X,叼)由下式计算

a(X,3j) 二 j = 1,2,…,N (2.16)

相应的判决规则如下

d(X,5) # i = X £ (i)i, j — 1,2,…，N (2.17)

平均距离法的优点是有一定的抗噪声能力，其缺点是计算量较大，并需要存储
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所有的训练样本.

最近邻法 另一个考虑了样本散布对分类性能影响的方法是所谓的最近邻

法.对于给定的待识别的测试样本,该方法从整个训练样本集合中找出与待识别的
测试样本最近邻的那个训练样本，并将该训练样本所属的类别作为待识别的测试

样本的类别.

用 dmin(X,叼)表示待识别样本 X到类别g的最小距离，即
dmin(Xs) =

& 物？s
{d(X, Yj.*)}, j = 1,2,…，N (2.18)

则最近邻法的判决规则由下式给出'

dmin(X,OJj) V dmin(X,3j), Vj卉 》= j = ",2,…，N (2.19)
最近邻法的优点是简单而且实用,其缺点是计算和存储的代价较高.另外，该

方法在样本点受到噪声污染时容易造成误分类.

上面简述了最小距离分类器的几种常用设计方法.这些方法各有优缺点，实际

使用时选用何种方法应根据具体情况而定.图 2.5给出了样本在特征空间中的几
种典型的分布情况.其中，对图 2.5(a)的情况而言，选用上述三种方法中的任一种
方法应该都是可以的;但比较起来,因平均样本法最简单,计算和存储代价都小,是
最为合理的一种选择.对图 2. 5(b)的情况而言，选用平均样本法或平均距离法较
为合适.此时，不适宜选用最近邻法，因为图中所示噪声样本的存在会使最近邻法
极易产生误分类的结果.而对图 2.5(c)的情况而言，选用最近邻法最为合适、之所
以作这样的选择,其理由可从图 2.5(c)得到说明.由图可见,将待识别样本 X归于
明类是较为合理的.但是，若适用平均样本法或平均距离法却会将其归于 32类.

图 2.5 最近邻法的图示

进一步讨论 从上面关于最小距离分类器的描述可以看出：平均样本法和最
近邻法代表了两种极端的情形.平均样本法用一个点代表一个类别(过分集中)，当
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某些类别的样本点在特征空间中的分布散布程度较大时将导致对有的样本点的误

分类•与此不同，在最近邻法中每一个样本点都被视为所属类别的一个代表（过分

分散），当样本点受到噪声污染时容易造成误分类.

鉴于上述情况，可以考虑引入某些折衷的方法来提高上述基于距离的分类器的

性能.其中，一种方法是引入集群操作.首先，按照一定的准则把属于同一个类别的样

本集合划分成若干个具有一定“凝聚性”的子集（具体参见第 5章的相关内容），并用

各个子集的平均样本作为其标准样本;这里，可要求这样得到的每个子集中所包含的

样本个数不小于某个设定的阈值，对于样本个数小于设定阈值的样本子集，将其视为

噪声并舍弃之.然后，可利用所获得的标准样本集合借助于最近邻法最终完成分类工

作.这种做法的好处是:一方面,由于对每一个得到的样本子集均采用了平均处理，可
抑制掉样本集合中所包含的零星噪声样本的不良影响;另一方面，由于减少了用于判

决的训练样本的个数，可以节省分类判决时所需要的存储空间和计算时间.图 2.6给

出了这种方法的一个图示.其中，根

据训练样本之间的“凝聚性”，将属于

3］和3两个类别的样本集合进一

步划分为两个子集，每个子集的均值

向量被作为其标准样本.判决的时候,

只需要分别计算待识别的测试样本到

上述四个标准样本的距离，并比较其

大小、作出判决即可.例如，在图示的

情况下,X1 被判作属于 31,X2 被判

作属于 32.

另一种折衷的方法是采用所谓

的 K 近邻法.这种方法实际上是前

述最近邻法的一个拓展.设待识别的测试样本为 X,该方法首先计算 X到训练样

本集合中的每一个样本的距离,并按照大小进行排序;然后，提取与 X最近邻的K
个样本点作为进一步进行判决的依据.为了进行判决,统计与 X最近邻的上述K

个样本点中属于即类别的样本个数，记为的，j =l,2,…,M
这样,最终的判决规则如下所示

匕＞ kj,Y j 手 i 令 X £ 3, j = 1,2,…，N （2.20）
N

这里，5加 二

/ =1

可以看到,K 近邻法利用了比最近邻法更多的样本信息来确定待识别样本的

图 2.6 基于集群操作的分类
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类别.K 的选取受两方面因素的制约.一方面，希望 K 值取大些;这样，有利于减小
噪声的影响.另一方面,希望所取到的 K 个近邻样本离待识别样本都很近以保证

它们对分类有同等的影响.

图 2.7给出了 K 近邻法的大要.由图可
见，待识别样本 X离被污染的w 类的样本

最近，若使用最近邻法，X将被归入如 类，

从而导致误判.使用K 近邻法可以避免这个

问题.由图可知，在距离待识别样本 X最近

的三个训练样本中，有两个属于 初 类.因

此,若选择 K =3,则可以消除噪声样本的影
响，作出正确判决. 图 2.7 K近邻法之图示

23 线性可分情况下的几何分类法

上一节初步讨论了如何在特征空间中对给定的模式进行分类的问题,并基于
最小距离分类原理给出了几种最小距离分类器的设计方法.我们看到，这些方法是
建立在几何直观上的、基于特征空间中的距离概念的一类方法.在本书中,我们把
像上面这样通过几何的方法将特征空间分解成对应于不同类别子区域的方法称为
几何分类法，相应的分类器称为几何分类器.

本节讨论几何分类器设计的一般方法.和设计最小距离分类器的情况一样，仅
考虑有监督的情况.此时，可以依赖的是类别已知的样本集合.

2.3.1 线性判别函数和线性分类器

为简单起见，首先从一个两类问题入手，借助于基于标准样本的最小距离分类
器的设计思路得到相应几何分类器设计的一般方法.然后，将结果应用于多类情
况，导出多类情况下几何分类器设计的一般步骤.

根据上一节的结果,在两类情况下基于标准样本的最小距离分类器的分类规
则一般可写成如下的形式：

g,(X)>gj(X), Vj¥ 2 => X e j = 1,2 (2.21)
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其中，gj(X),j = 1,2分别为两个类别的判别函数.若采用欧氏距离作为距离测度,

则 gj(X),j=1,2具有线性函数的形式 •

(1)两类情况下的线性分类器

现在，我们将上述问题一般化.也就是说，和上面对每个类别都定义一个判别

函数并据此进行分类判决的情况不同，我们希望找到一个函数 G(X),并通过对
G(X)的操作来解决相应的分类问题.为了有别于前述的 g,(X), j = 1,2,把
G(X)称为决策面函数•显然，G(X)=O定义了相应特征空间中的一个曲面.称这

样一个曲面为分界面或决策面.这样一个分界面将除自身之外的整个特征空间划

分为 G(X)>0和G(X)<0两个部分.对于一个两类问题而言，我们希望找到一

个决策面函数 G(X)和相应的分界面 G(X) =0使得以此分界面为界，同一类别

的所有样本都位于分界面的同一侧，而不同类别的样本位于分界面的不同一侧.例

如,规定使 3】类别的所有样本都位于 G(X)〉0一侧，而g类别的所有样本都位

于 G(X)<0一侧.这样，如果找到了使所有训练样本都能被正确分类的 G(X),

则分类器设计问题即告解决.相应的分类规则如下

:> oa x e
G(X) 00任意判决或拒绝判决 (2.22)

o => x e 32

需要强调指出的是：G(X)不是针对每个类别而定义的，它是为在不同类别之

间进行区分而定义的函数.有时，在不至于引起混淆的情况下亦将 G(X)统称
为判别函数.显然，要找到这样的决策面函数，必须解决两个问题.一是要确定
G(X)的函数形式，二是要确定其中所包含的参数.第一个问题的解决，依赖
于对训练样本在特征空间中的分布情况的了解.根据实际情况，G(X)可以是
线性函数，也可以是非线性函数.如果没有足够的先验知识可以利用，一般可

采用试探的办法.例如，先尝试用较简单的函数，看是否可据此完成分类任务；

如果不能，再尝试使用更复杂的函数，直至得到能对给定的训练样本作出正确

分类的分类器为止.第二个问题的解决也依赖于训练样本，但相对第一个问题

而言情况比较单纯.只要对选定的 G(X)而言模式分类问题有解，原则上总能

找到合适的方法确定相应的参数.

最简单的决策面函数和判别函数是线性函数.它可以被表示为一个模式所有

特征分量的线性组合.在现在的情形下，若假设相应特征空间的维数为 九，则待求

的决策面函数 G(X)可以写成
n

G(X) = WTX + 卬“+i = £ WkXk + wn+i (2.23)
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若采用加长向量表示，则相应的决策面函数 G(x)可表示为
n+1

G(X) = W'tx' = 2 wkxk (2.24)
2二1

这里，w'=( VV1,w2，…，w“，Wn+l )T 和X’=(X1,42，…， ，1)丁。我们的任务就是

要根据训练样本确定所述权向量，即确定包括 ,卬2，…，w.， + 1在内的所有权

系数.

为方便起见，称 G(X)= 0为决策面方程.它给出了两类模式之间的分界面.
当特征空间是一维空间时,它是一个点；当特征空间是二维空间时，它是一条直线;

当特征空间是三维空间时，它是一个平面；当特征空间是多维空间时，它是一个超

平面.

根据式(2.22)所示的分类规则和式(2.23)或式(2.24)所示的决策面函数，可

以构造如图 2.8所示两类情况下的线性分类器.

图 2.8 线性分类器

下面讨论权向量的一个重要性质.如图 2.9所示，设X1和X2是决策面冗上的

任意两个点，显然,根据式(2.23),我们有
宓％ + WE = m X2 + 卬“+1 = o

即

WT(X1 -x2)=0 (2.25)

由于X] - X2 是决策面上的任意一个向

量，上式说明，权向量 W 和决策面北正交.所

以，权向量的方向和决策面的法线方向是一

致的.

一般说来，在两类情况下决策面把整个特

征空间分成两个半空间：g 的决策域 R1 构成 图 2.9 权向 性质
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的半空间和 32的决策域 尺2 构成的半空间.因为当一个样本 X 在 R1 中时，有
G(X)>0,所以,决策面法向量的正方向指向 Hi.为叙述方便起见，称 Ri 位于决

图 2.10 线性决策面的图示

G(X)>0

3显他

1分界面

+
G(X)=0G(X)<0

策面的正面一侧(如图，标有“+”号的一侧)，公 位

于决策面的反面一侧(如图，标有“ 号的一侧).

图 2.10给出了用线性决策面函数对二维两类的模
式进行分类的情况.

下面,对决策面函数 G(X)在点 X处取值的
几何意义进行解释.

如图 2.11所示,决策面 不 由G(X) = 0给出，
W是其权向量.由前知，W的方向和决策面的法
线方向保持一致.

首先计算特征空间中的一点 X到决策

面的距离.为此，自 X引垂线至决策面，使

之与决策面交于X。点.那么，所求距离由
X- Xp 的模给出.由图可见，由于 X- Xp
和决策面G(X) = 0 正交，所以，它和权向

量的方向或者一致或者相反.因此,X - Xp
可由下式表示

X - Xp = r
|| ||

(2.26)

这里，r 是一个代数量，其大小等于所要求
的距离，而其符号则反映了X所处的位置.

图 2.11 G{X)在点 X处取值的几何意义

当X位于决策面的正面一侧时为正，否则为负.
厂 的取值可用G(X)表出.为此，用WT 左乘式(2.26)的两边，有

Mx — mX。=「 W || (2.27)

( WTX + w〃+i)- ( 牙「 + 叩“+1) = r || W || (2.28)
由前，知

G(X) = 亚丁、+ w“+]

又因Xp 在决策面上，故有
G(Xp) = M + %+] = o

因此，式(2. 28)成为

30 •

G(X) = r || W ||



00)00000000000 第2章 统计模式识别中的几何方法

也即

因此,G(X)给出了点X到决策面距离的度量.作为上述结论的一个特例，我

们有以下的结果:如果用 00 表示原点到决策面的距离，则

八 — G(0) — Wn +1
5 一 TW

_
TW

因此，若 心+i>0,则原点在决策面的正面一侧;反之，若 w“+1<0,则原点在
决策面的反面一侧;若 3+】=0,则决策面过原点.

(2)多类情况下的线性分类器

给定属于 N个类别 ,s2，…，3N 的样本集合，若能用一个超平面将任意一
个类别的样本同其他所有类别的样本分开，则称该样本集合是总体线性可分的;又

若能用一个超平面将所有类别中任意两个类别的样本分开,则称该样本集合是成

对线性可分的.如果输入样本集合是总体线性可分的或成对线性可分的，则称该样

本集合是线性可分的.对于线性可分的样本集合可讨论线性分类器的设计问题.特

别地，我们将看到，多类情况下的线性分类器可由求解两类问题的线性分类器

得到.

下面根据已有的技术途径,并结合样本集合本身的可分性质分三种情况讨论

多类情况下的线性分类器的设计问题.

第一种情况:输入样本集合为总体线性可分的情况.

此时，由于每一个模式类别与其他所有剩余的模式类别之间可用单个决策超

平面分开，故可采用3/内两分法把相应的N类判决问题转化为N个两类问题求
解.这里，必 表示非3类，即以 类之外的所有剩余的模式类.相应的 ./以 两分

问题的判决规则如下所示

‘〉o ==> x e
GNX) = WrxJ = o 今 任意判决或拒绝判决 (2.30)

、< o — x e oh

这里，Wi = ,师2,…， + 为决策面函数的权向量.

图 2.12给出了对两维三类问题利用3/6 两分法进行分类的结果图示.每一
次求解一个 o/a，i = 1,2,3两分问题，都会产生一个分界面.在本例中，共产生
三个这样的分界面(三条直线)：Gi(X)= 0、G2(X)= 0和 G3(X)= 0.每一个这样
的分界面将整个特征空间划分为两个区域：由 GNX)>0表示的分界面正面一侧
的区域和由 G,(XXo表示的分界面反面一侧的区域.
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模式类3的决策域由下式给出

Gj(X)>0, Gj(X) VO, V/# i (2.31)

显然，在现在的情况下存在不满足上述决策域条件的区域.这些区域或者
同时属于两个以上的类别，或者不属于其中的任何一个类别.对于这样一些区
域,不宜作出最后的判决.一般的做法是将其作为不确定区域(图中标有 用的
区域)处理.

图 2.12 输入样本集合总体线性可分情况下的多类分类器设计:3/a 两分法

第二种情况:输入样本集合为成对线性可分的情况.
此时，由于每两个模式类别之间可用单个决策面分开，故可采用 孙./叼 两分

法把相应的N类判决问题转化为 个两类问题求解.这里，Ca = N(N-1)/2为
组合运算符，表示Mn个数中取2的组合数.相应的孙/叼 两分问题的判决规则
如下所示

〉0 n X G 3
Gjj(X) = W-^X' < = 任意判决或拒绝判决 (2.32)

<o今 x e
这里，M ,Wa2，…， +1尸为用于区分3类和5类的决策面函
数的权向量.显然，此时有 Gg(X)= - Gj,(X)成立.
模式类即的决策域由下式给出

Gjj(X)>0, Vj卢 i (2.33)
在第二种情况下，也存在不满足上述决策域条件的不确定区域(图中标有 小的区
域)，但不确定区域的数目减少到只有一个.
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第二种情况下的分类结果之图示见图 2.13.

图 2.13 输入样本集合成对线性可分情况下的多类分类器设计：孙/包 两分法

第三种情况:输入样本集合不仅成对线性可分,而且存在没有不确定区域的解.

这种情况是第二种情况的一个特例.为了确保最终得到的决策域中不存在不

确定区域，采用如下的策略:对于每个类别定义一个判别函数，并采用最大值判决

准则完成分类.

此时，共需设置和类别数相等的 N个判别函数:gj(X)=叱TX',J =1,2, N.
用于分类的判决规则为

gi(X)〉g,(X), Vj# i = X £ 皿， j = 1,2,…，N (2.34)

相应的分类问题可转化为 两分问题进行求解.事实上,若如下定义决

策面函数 G*(X) = gi(X) - g/X),则类3的分类规则可由下式表示
G"(X) = W/x'>0, VjN i 今 XG 3, j = 1,2,…，N

这里，W3 二(也 ,也m ，…，%,”，％,〃+ l尸为用于区分g 类和3j类的决策面函

数的权向量.

相应的决策域为

G"(X)>0,Vj N i, j = 1,2,…，N (2.35)

值得注意的是，虽然第三种情况和第二种情况所得到的判决规则形式上相似，

但两者在内涵上是存在区别的,最终得到的结果也是不同的.
例如，在第二种情况下，一个 N类判决问题被分解成CS个3•/包 两分问题求

解.这些孙/叼 两分问题之间是彼此独立的.而在第三种情况下，虽然也可形式上

将相应的 N类判决问题转化为 C为 个例/初 两分问题进行求解，但是，所得到的
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C2 个两类问题之间并不是完全独立的，其中的一些两类问题的解之间存在一定的
关联.表现在权向量WZ的求解上,其取值不仅和3类和w 类的样本有关，也和其
他与之有关联关系的类别的样本有关.

之所以出现这样的情况，是因为在第三种情况下我们对每一个模式类别分别

建立了一个判别函数.例如，用于求解 孙/初 两分问题的决策面函数G"（X）=
gi（X）- gj（X）是由3类和叼 类的判别函数gi（X）和 gj（X）所定义的,这就使

得不同的决策面函数之间可能存在关联.其中的一些决策面函数可由其他一些决

策面函数的线性组合得到.

举一个例子来具体说明这个问题.考虑三类问题,假设对所有三个类别分别建

立了如下所示的判别函数：Sl：gl（X）,32：g2（X）和 33：g3（X）.另外，为了求解

相关的如/即，i =1,2,3两分问题，定义了如下的决策面函数
G12（X）— gi（X）- g2（X）
Gi3（X）二 gi（X）- g3（X）

G23（X）= g2（X）- g3（X）
上面定义的三个决策面函数彼此之间不是完全独立的.其中，G23（X）可写为

Gz3（X）= g2（X）— g3（X）
=（gl（X）- g3（X））-（gi（X）- g2（X））
二 G]3（X）- G12（X） ' .

上式表明，G23（X）可由 G13（X）和 G12（X〉线性表出，即三者之间不是相互独立的.

事实上，可以证明:在一个 N类分类问题中，独立决策面函数的个薮不是 c有

个，而是（N-1）个.

在第三种情况下，由于采用最大值判决，因此，只要给定的分类问题在第三种

情况下确是线性可分的，则其决策域除了边界之外不存在任何不确定区域.

对一个两维三类问题利用最大值判决规则进行分类的结果如图 2.14所示.
上面分三种情况介绍了多类线性分类器的设计问题.下面简述一下三种情况

之间的关系.先看第一种情况和第二种情况之间的关系.对于 N类分类问题而言,
第一种情况需要设置 N个决策面函数，而第二种情况则需要确定 个决策面函

数.显然，在 N取值较大的时候，后者需要处理更多的决策面函数.但是，第一种情
况需要在一种类别和剩余的其他所有模式类别之间作出区分，而第二种情况仅需
在两个类别之间作出区分.因此，从可区分性来看，第二种情况明显占有优势.也就

是说,在第二种情况下线性可分的样本集在第一种情况下未必是线性可分的，而在

第一种情况下线性可分的样本集在第二种情况下也一定是线性可分的.再来看第
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二种情况和第三种情况之间的关系.显然，作为第二种情况的一个特例,如果一个

图 2.14 基于最大值判决规则的多类分类器设计

样本集合在第三种情况下是线性可分的,则它在第二种情况下也是线性可分的;反
之,则不一定成立.也就是说,如果一个样本集合在第二种情况下是线性可分的,则

在第三种情况下有可能有解，也可能无解.

上面所介绍的分类器的设计思路也同样适用于求解多类非线性可分问题.以

后除非特别声明，一般我们只考虑两类问题.这是因为如上所述，一个多类问题可

以转化为多个两类问题进行求解.

在本小节的最后，简短讨论一下对所设计的分类器的评价问题.从一般设计者

的设计初衷来看,似乎希望所设计的分类器中最好不存在所谓的不确定区域.这固

然是一个分类器性能好坏的一个标志,但更重要的评价指标应该是分类器的分类

错误率.一个分类器如果对测试集有较低的分类错误率，我们说这个分类器是一个

好的分类器，否则，即使它给出没有不确定区域的分类结果，从分类的角度来看也

未必是一个可以接受的结果.关于分类错误率，我们将在第 4章作更深入的讨论.

2.3.2 线性判别函数的参数确定

上一小节介绍了应用线性判别函数对线性可分的确定性模式进行分类的方

法.我们看到，一个线性分类器在数学上可用线性判别函数来表征

G(X) = W'tx'
这里，W'和X’分别是加长型(或增广型)权向量和特征向量.
显然，对于一个线性分类器而言，一旦所选择的特征量确定下来,相应的判别函数
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的形式也随之确定.因此，要完成一个线性分类器的设计,只需要确定相应的线性判别

函数的权向量即可.那么，如何确定待求的权向量呢？下面就重点考察这个问题.

为了确定相应的权向量，需要利用已经预分类的训练样本集合.为叙述方便起

见,用人二｛Xi ,X2, Xn｝表示这样的训练样本集合.其中，N 为训练样本集合中
所包含的样本的个数.把根据训练样本集合 分三｛X1,X2,…，Xn｝所确定的权向量
称为解权向量，用W*表示. ’

首先考虑最简单的3/初 两分问题.看一下如何由给定的训练样本集合确定
待求的解权向量W* .将相应的判决规则重写如下

G(X) = I<0 =■ X £ 3/

这里，为书写简便起见,略去了表征类别的下标和作为加长型向量标记的上标.
假定经过预分类的输入训练样本集合为 人=｛Xi，X2,…，Xn｝.其中，孙 个属

于类别以，吃 个属于类别g，孙+均=N.不失一般性，可设 /=｛Xi,X2,…，XQ
中的前明个样本属于类别3•，后 n7 个样本属于类别叼，即有

X1，X2，…,X“j 6a>i， Xnj+i,X”，+2,…，XNe<Z>j
显然,根据预分类的结果,所求解权向量W*应满足

WT >0, 左 = 1,2,3,…， (2.36)

以及

WT Xk <0, k = rii + 1,— ,N (2.37)
为后续讨论方便起见,通过移项操作将式(2.37)改写成

WT(- XQ>0, k = nt+ 1,…，N
对方中的后 知 个样本作如下规范化处理:将其各分量分别乘以 -1,并将所得到的
新的向量仍旧用原来的符号加以标记•那么，引入上述规格化处理和相应的标记法
后，(2.36)和(2.37)两式可统一写成如下的形式

W7Xk >0, 左 = 1,2，…,N
上述联立不等式组对应的一组决策面方程为

(2.38)

WTX" = 0, k = 1,2,…,N (2.39)

由于点积运算是可以交换的，故式(2.38)可改写成如下的形式

X£W = 0, k = 1,2,…，N (2.40)
其中，诸Xk 为已知的训练样本.能获得这样一个结果得益于采用了向量的加长表
示•如果将式(2.40)中的权向量 W视为一个变量，那么，由 W的所有可能取值组
成的权向量的全体构成一个(八 +1)维的权向量空间，记为的”+1.根据前一小节中
关于超平面的讨论可知,在权向量空间W" + i中.式(2.40)表示以X及,k= 1,2,…，N
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为法向量的一组超平面.每个这样的超平面均通过权向量空间 的原点，并将

权向量空间分成两个半空间,X* 指向的一侧为正半空间（即WTX4>O的区域）.
如图 2.15所示，一般而言，由这样一组超平面所确定的正的半空间的交集确定了

权向量空间中的一个以原点为顶点的凸的 N面超锥体区域（以下，简称为 N面锥
体）.显而易见,位于该 N面锥体内部的任何一个点均满足式（2.38）所给出的联立
不等式，因而均有资格作为待求的解权向量 W* .为叙述方便起见,把位于权向量

空间中的上述凸的 N面超锥体区域称作解区.

综合上面的讨论,我们有下面的结论：

（1）解权向量W*一般不是唯一的•落在如图 2.15

所示由训练样本所确定的解区内的任何一点均有资格

作为解权向量.

（2）训练样本集合中的每一个样本都对解区提供

了一个限制.所使用的训练样本越多，对解区的限制越

严格,得到的解区相对也越小.一般而言,在没有更多训

练样本可以利用的情况下，越远离解区边界的解权向

量，其可靠性越高.

图 2.15 解权向 可能

取值范围的图示

例 2.3 作为一个例子，图 2.16给出了在二维加长权向量空间根据训练样本
获得解区的示意图.图中共有四个训练样本，其中，前两个属于如 类，后两个属于

叼类.获得解区的过程如下所示.首

先,根据训练样本 X1，画出由方程

XTW=0所表示的超平面（本例情况
下为一条直线）.位于该直线两侧的两

个半空间中,Xi指向的一侧为正半空

间;它提供了对解区的一个限制.依次

对所有剩余的三个样本执行类似的操

作，可得到三个类似的正半空间.这些

正半空间的交集即为最终的解区.注

意:在图中同时画出了属于叼类的两

个样本及其规范化表示.其中，经规范化处理以后的样本用点划线表示.
上面从概念上给出了由训练样本集获取解权向量的方法.实际中，不论采用何

种方法，只要能得到满足要求的一个解权向量即算完成任务.通常的做法是利用某
种优化技术来完成求解解权向量的任务.一般包括以下几个步骤：
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(1)采集训练样本，并在此基础上构成类别属性已知的样本集合 9 二 {Xi ,X2,
Xn}・

(2)根据实际情况选用或确定一个准则函数 J.这里，要求 J 满足以下两个

条件：

2a. J是权向量W和模式样本X的函数，即 J = J( W,X).其中，W,X一般取
加长型向量.

2b.准则函数的取值应能反映分类器的性能.例如，要求准则函数的极值解和
最优分类判决相对应.

(3)求准则函数 J = /( W,X)的极值解得到待求的解权向量W* .
其中，第1步与具体问题密切相关,在此不予赘述.下面着重讨论第 2步和第 3

步所涉及的内容.

2.3.3 感知器算法

首先考虑准则函数的选择问题.一种较好的准则函数是所谓的感知准则函数.

它被定义为

jpcw,x) = 2 - vrx, wro (2.41)

这里,％v表示由于使用权向量 W进行分类而被误分的样本集合.当采用样本的规范
化表示时,一个样本被误分是指MX<0.因此,根据式(2.41)的定义,与(W,X)>0
对所有的的和 均成立.容易看到,J/ W,X)是解权向量和样本的函数.当且
仅当标为空集时/(MX)达到极小值(也是最小值).此时/(W,X)=0•显然，
在现在的情况下使感知准则函数 W,X)达到极小值的权向量W*即为所求的解
权向量.此时，没有输入训练样本被误分类.从感知器准则函数的定义式(2.4D可以
看到,感知器准则函数的取值正比于所有被错分样本到决策面的距离之和.
定义了准则函数之后，接下来是要利用某种优化技术来寻找使感知器准则函

数 Jp(W,X)达到极小值的解权向量W*.有多种优化技术可以帮助完成确定解权
向量.下面首先介绍一种基于固定增量的感知器算法.

该算法是一个迭代算法，其大致思路如图 2.17所示.
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首先任意设置一个初始权向量，然后对其进行评估.如果该权向量能够对所有

的输入训练样本正确分类，则接受该权向量，并将其输出作为解权向量•否则，按照

既定的某种修改规则对其进行修改，进入下一轮的评估程序.上述过程被不断重复

直到获得正确的解权向量为止.

这里,有两个问题值得关注.第一个问题是:如果所选择的权向量不能做到对

所有的输入训练样本正确分类,那么应该如何对其进行修改从而使其有资格或者

有可能发展成为一个解权向量？第二个问题是:这个迭代算法收敛吗？它在什么

情况下收敛？如何判断其收敛性？

其中，第一个问题涉及感知器算法的关键内容.本小节重点讨论这个问题.有

关算法收敛性的讨论将在下一小节及以后展开.

下面以 风/叫两分问题为例说明该算法.首先介绍该算法的大要.

假定算法在执行前已经获得了经过预分类的训练样本集 安= {Xo,X-…，
Xn-i }.这里，从叙述算法的便利性考虑，将样本的下标从 0开始计数.若采用加长

型的向量表示，则相应的判决规则为

以下为感知器算法的主要步骤：

<1> 赋初值：

迭代步数 k = 0;
固定比例因子 P二常数,O<P<1;
/* 用于对解权向量进行修改的比例因子，在程序执行过程中为定值 */

解权向量的初值 W(0)=任选的一个向量；

连续正确分类计数器 Nc=O.
/* 一个计数器.用于计数在现行的解权向量的选择下可以被连续正确分类

的样本的个数.一旦发现有一个样本不能被现行的解权向量所正确分类，则该计数

器将被清零 */

<2> 输入训练样本集合笈={X。,Xi, XX1 ).
<3> 取样本 .这里，［均心 k mod(N)；

/ * 引入上述模运算的目的是为了实现对输人训练样本集合中的样本的循环

获取功能 */

计算判别函数 G(X) 二 WTCk)X的取值.

<4> 按以下规则对权向量进行修正：

4a. 当Xgsi 时，若 G(X)<0,则 W(k + 1) = W(k) + px,并置 M=0；否

G(X) 二 Mx〉o =* x e st

<o > x w 叫

O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O 第2章 统计模式识别中的几何方法
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贝l」，w(k + l) = W(k),M+ =1.
4b. 当 XG叼 时，若 G(X)》。,则 W(A + 1)= W(k)-pX,并置 Nc=0;否

贝i」，W(A +1)= W*)，M+ =1.
〈5〉若M>N,则输出 W(k),算法结束；

否贝!J,k = k + L返回步骤〈3〉.
例 2.4 为了加深读者对算法过程的理解，举一个具体的例子来看一下感知

器算法是如何通过迭代运算，使权向量收敛于解区的.

区
W

图 2.18 权向量收敛于解区的过程

如图 2.18所示，为简单起见假设
只有两个训练样本X1 和X2 .其中，
XiEs-Xzew；另外，选固定比例
因子 p =1.若算法选零向量作为权向
量的初值，即W(0) =0,那么，这样的

权向量显然不能对训练样本X］正确

分类.因此，需要修改权向量.因Xi e
3，故根据算法按规则 4a 修改权向
量，修改后的权向量为 W(l) = Xi.
W(l)没有进入解区，不能对训练样

本X2 正确分类.再一次修改权向量.
因XzG3八故根据算法按规则 4b修改权向量，修改后的权向量为W(2) = X, -
X2.权向量 W 人解区，可以对训练样本X1 和X2正确分类.算法结束.
上面讨论了感知器算法的主要步骤，并用一个例子对算法的收敛过程进行了

说明.下面我们对其中涉及的权向量的修改规则做进一步的探讨，并就以下问题展

开讨论:① 算法中所设置的修改规则为什么是合理的？ 有没有其他(更好的)修

改规则可以利用.

首先看第一个问题.在上面的算法中，涉及修改权向量的地方有两处.第一个
地方是 4a.此时 ,XG小，且 G(X)<0；由于现行的权向量 W(k)不能对X进行正
确分类，故做了如下修改：W* +1)= + PX.我们来看一下修改权向量后在
下一次迭代过程中会出现什么情况.显然,在下一次迭代中,我们有

G(X)= WT(k + 1)X

= ( w(k) + pxrx
二 W^(k)X + PXTX

上式中的第一项 WT(k)X<0,第二项 PXTXNO.由于第二项是修改后的新
加项,故总的效果可能是:要么因为新加项的缘故使得修改权向量后出现判别函数
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G(X)>0的情况(此时，修改后的权向量已能对X实现正确分类);要么同样因为
新加项的缘故使得修改权向量后虽然仍维持判别函数 G(X)<0的状态，但其值
相比先前朝着大于。的方向发生了变化.因此，总的效果是修改权向量后使对训练

样本X的处理得到了改善.

算法中修改权向量的第二个地方是 4b.此时,XE句，且 G(X)>0；由于现行
的权向量 W*)不能对X进行正确分类，故做了如下修改：Wa +1)=W(k)~

PX.我们也来看一下修改权向量后在下一次迭代过程中会出现什么情况.显然，在
下一次迭代中，我们有

G(X)= Wr(k + 1)X

= 二 pX>X
= wxk)x - px*x

上式中的第一项 WT*)x>0,第二项 pXTX<0.由于第二项是修改后的新
加项，故总的效果可能是:要么因为新加项的缘故使得修改权向量后出现判别函数
G(X)<0的情况(此时，修改后的权向量已能对 X实现正确分类);要么同样因为
新加项的缘故使得修改权向量后虽然仍维持判别函数 G(X)》0的状态，但其值
相比先前朝着小于 0的方向发生了变化.因此,总的效果是修改权向量后也使对训
练样本X的处理得到了改善.

下面,接着讨论第二个问题.总起来说，大致有两种方法可以帮助我们修改权
向量.第一种方法即是在上面的算法中给出的方法.在这种情况下,逐个检查所选
择的权向量对每个样本的“适应”情况.一旦找到一个不能被现行的权向量所正确
分类的样本,即相应地修改权向量.为了确保所有样本均能被正确分类，要求训练
样本集中的所有样本均能被不断地访问到.这个问题可以用循环检查的方法得到
解决.在上面的算法中是通过对迭代步数的模运算实现的.第二种方法是在一次迭
代中检查所选择的权向量对所有样本的“适应”情况，找出所有被误分的样本，并据
此修改权向量.在一个 两分问题中，相应的修改规则是

W(左 + 1) = W(左) + P^X (2.42)
xe^w

这里,假定所有属于即类别的样本均被执行了规范化处理.关于修改算法的细节，
读者可以渗阅相关书籍，在此不予赘述.

在上面的感知器算法中，针对不同类别的样本,采用了不同的权向量修改篇
略.这样，在处理上略显累赘.下面是一个修正的感知器算法的主要步骤.和前面G
感知器算法的最大区别是引入了对叼类的样本的规范化处理.该处理的引人使算
法在表示上显得更简洁.
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修正的感知器算法：

<1> 赋算法初值：

迭代步数上 =0；

固定比例因子 P二常数,o≤p≤l；
解权向量的初值 W(0) =任选的一个向量；
连续正确分类计数器 Nc=0.
〈2〉对所有训练样本Xm ,m = 0,1, N -1,做以下规范化处理:若Xm e%，

则- XmfXm；据此得到规范化的训练样本集合夕三 {Xo ,X1, Xn-i } .

<3〉取样本 X = Xrn •这里， = Z mod(N).

计算判别函数 G(X) 二 的丁色)*的取值.

〈4〉若 G(X)≤0,则 W* + l)= W*) + pX,并置M=0;
否贝j, W(k +1)= W(k)，M+ =1.
〈5〉若 则输出 W"),算法结束；
否贝！］,k = k + l,返回步骤〈3〉.

细心的读者可能会注意到这样一个事实，即在前面给出的感知器算法中，并没

有明确地使用感知准则函数作为分类判决的依据.情况确实如此.在前面给出的算

法中,感知准则函数的作用是通过连续正确分类计数器M 体现的，即通过对连续

正确分类计数器计数值的检查，起到了和使用感知准则函数相同的效果.事实上,

当 Nc 二 N时，由式(2.41)定义的人(W,X)达到极小值.此时，所得到的权向量

W实现对所有输人训练样本的正确分类.
在结束本小节的时候，讨论一下 P的选择问题.正如算法中所指出的那样，通

常选择 0<P<l. P值的大小影响算法的收敛速度和稳定性.一般而言，若 P过小,
则收敛速度慢;而 P过大，则会使权向量变得不稳定.在上面所介绍的感知器算法
中，P值保持不变.这也是相应算法被称为固定增量法的由来.

2.3.4 收敛性定理

本小节讨论感知器算法的收敛性问题.关于感知器算法,我们有如下的收敛性

定理.

定理 2.1 如果训练样本集 X是线性可分的，则基于固定增量法则钠感知器

,算法经过有限次迭代后将收敛到正确的解权向量.
下面给出该定理的证明.如前所述,因为多类判别问题可化为相应的两类判别

问题求解，所以，仅需对 两类判别问题给出证明即可.

为简单起见，假设算法中所涉及的向量均采用加长型表示.另外，假设对训练
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样本集进行了如下规范化处理,即对Xm6%，执行如下操作：- Xmf Xm・最后，
选择步长因子 p = l.
这样，感知器算法权向量的更新规则可表为：

对 计算 G(x)= WTX,如果 G(X)<0,则 W+Xf W,否则保持 W
不变.

定理 2.1和上述感知器算法程序的收敛性是一致的，即如果我们能够证明上
述程序的收敛性,也就证明了定理 2.1.
显然，经过规范化处理后，训练样本集分是线性可分的是指存在一个权向量

W* ,使得对于所有的 XE无有 G(X)=W*tx>0成立.显然，满足条件的解权
向量不是唯一的.任一解权向量乘上一个正数后仍然是一个解权向量.

. 设W*是任一个解权向量，则对于预先任意给定的正的常数 Cp,我们总可以
找到相应的大正数 c,使得9w*)Tx>g,v xe%成立.
特别地，若设 M 为如下定义的正常数

M = Max( || X || 2 )

这里，II x II 表示向量X的范数，则根据上面的讨论，知:对任一个解权向量W* ,
总可以找到一个大正数，使得将此大正数乘以解权向量W*后得到的新的解权向
量Ws，满足

W1X>M, VXE (2.43)
Ws 显然是一个解权向量.因此，只要证明每进行一次权向量的更新(即

Wd + l) = W(k) + X),都使 W(k + 1)接近 Ws 一个正的非无穷小量就可以了.
因为，如果能做到这一点，则经过有限次的迭代后将使 Wa + l)收敛于 Ws,而我
们知道 Ws是一个解权向量.这样，定理将得到证明.值得注意的是：w(k+ 1)保
持不变的更新步骤不影响感知器算法在程序上的收敛性.因为，在算法的执行过程
中,这样的步骤只能是有限次的.如若不然，则根据输入训练样本的个数为有限的
事实以及感知器算法本身的内容可知,算法必定已在前面的某个步骤上收敛到了

一个正确的解权向量.
下面考察在感知器算法执行过程中，每次权向量的更新所导致的现行权向量

W(z+1)与 ws 之间的欧氏距离(或等价地欧氏距离的平方)的变化情况.
设第左 +1次更新所使用的更新规则由下式表示

W(k + 1) = W(左) + X
由于 W(左 +1)与 忆 之间的欧氏距离为 II 忆- W(k + 1) II ，而 W(左)与

W. 之间的欧氏距离为 II W, - |[ .因此,上述两个欧氏距离平方之差可由下
式表示
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4+1 = H 忆 - w(k)|| 2 - II 忆 - W(k + 1) I! 2

= (忆 - WCk)y(Ws - W*)) - (Ws- W(k + 1)尸(忆 - W(k + 1))

二 - 2W：W(k) + WCk^WCk) + 2W：W(左 + 1) - WCk + lYWCk + 1)

将更新规则的表达式代入上式，并化简、整理后，有

e*+i = - 2WT*)x + 2WJX - XTX
由于权向量 W(k)不能对训练样本 X实现正确分类，因此，有 W(k)TX<0.

又由 M的定义，知
XTX = II X II 2 M

故根据上面的结果以及式(2.43),有

%+i>M (2.44)

根据定义可知,以+1实际上刻画了现行权向量 W(k + 1)与 W,之间的欧氏距
离相比于更新前的权向量W(k)与 W, 之间的欧氏距离的减小情况.因此，式
(2.44)告诉我们，权向量的每一次更新都使它接近 Ws 一个正的非无穷小量.这就
证明了:经过有限次的迭代后 Wd + 1)将收敛于 W-
其次，可以证明 Ws 不在解区的边界上.为此，先来考察一下权向量空间中存

在的一些关系.若把％中的每一个样本 X看作是一个常值向量，则在权向量空间

中，每个这样的 X均可确定一个方程为XT W = 0的超平面.根据 2. 3.1节所得到
的超平面的几何性质可知:权向量空间中的任一权向量 W到超平面xtw = o的
距离由下式给出

»
_ G(W)

一 X”
_ WrX

“ txt"imr"
另外，将式(2. 43)的两边同除以不为零的向量 X的模 || X || ，有_ X"、M

II X || 一
|| X ||

>
|| X ||

上式表明，W, 到以X为法向量的超平面XT W = o的距离比M/ || x II 还要
大.因此，任何到 Ws 的距离比M/ || X ||小的权向量 W一定与忆 位于超平面

XT W= 0的同一侧,而且是正面一侧(因为，已知 WlX>M,VXG宽).这个结论
对于由所有的 xe%所决定的超平面小的=0都是成立的.因此，任何到 Ws 的距
离小于M/ II X II 的权向量都有资格作为解权向量.这表明，Ws 是解区的一个内点.
综上所述,如果解权向量 Ws 存在，即如果输入样本集是线性可分的，则上述

基于固定增量法则的感知器算法必定收敛.

2.3.5 梯度下降法

前一小节讨论了用于求解两类问题的基于固定增量的感知器算法.该算法相
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对比较简单，并且当给定的训练样本集是线性可分的时候，由收敛性定理可知该算

法能保证在经过有限次迭代后收敛到正确的解权向量.但应该指出的是，该算法的

收敛速度并不理想.

事实上，由于求解解权向量的问题可形式化为一个优化问题，因此，原则上任

何一种优化技术都可用于问题的求解.本小节所介绍的梯度下降法就是其中的一

种技术.

在具体介绍梯度下降法之前，先就其基本原理进行简要说明.

梯度法是用于求解无约束极值问题的一种方法.所谓无约束极值问题在数学

上可表述为

Minimise /(X),X £〃’ (2.45)

这里,X是八 维欧几里德空间中的一个向量，而 f(X)表示目标函数 f 在X处的取
值.上式表示的无约束极值问题就是要确定使目标函数 /(X)取得极小值的 X* .
虽然在目标函数 f的数学形式为已知的情况下有可能求得无约束极值问题的

解析解，但是，由于目标函数 f 本身的复杂性,通常求助于迭代算法进行求解.

假设式(2. 45)所示无约束极值问题中的目标

函数 f(X)具有一阶的连续偏导数，并在 X*处取得
极小值.现在考察如何通过迭代运算求解极小点

X*(目标函数取得极小值的点).以 X(女)表示极小

点 X*的第 k次近似.为了由此出发,求得该极小点

的第九 + 1次近似，如图 2.19 在 X(k)处沿方向
P(Q作射线

X(k +l)= X(k)+ Xp(k), 入>0
将fcxa + D)在点X*)处进行泰勒展开，有

f(X(k + 1))= f(X(k) + m3)

图 2.19 梯度下降法

= + 入 左))p“) + O(A)

其中，0(a)是关于 A 的一个高阶无穷小量,即lim李=0.
A->0 A

显然,对于充分小的 义 而言，只要

MTf(X(k))p(k)<0 (2.46)

即可保证,f(X(k) + ；lp(无))V/(X(外).

因此，若取满足式(2.46)的 p*),使极小点 X*的第k +1次近似由下式给出
X(k・+ 1) = X(k)+ W*), A >0

则该次近似能较上一次近似使目标函数的取值进一步得到改善(在极小化问题中
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目标函数在本次近似后的取值更小).显然，在满足条件式(2. 46)的 p(/c)当中，不
同的 P(k)使目标函数的取值得到改善的程度是不同的.假设 p(Z)的模是不为零
的一个定数，并设VcXl左))/0(否则,X(k)已是极值点)，现考察沿不同的 p(k)
方向，目标函数值得到改善的程度.由线性代数的知识，可知

%Tf(x(k))p(k) = || || || p(k) || cosd
这里，|I W(X*)) ||是梯度的幅度，当 X(k)一定时为一定值，|| pa) ||由假定

是不为零的一个定数，而 6为Vf(X(k))和 p(k)之间的夹角.因此，当Vf(X(JO)
和 P(k)反向，即 180°时,cosJ= -l.上式的左端取最小值，相应目标函数的取
值得到最大的改善.称 p(k) = -w(xa))时的方向为负梯度方向.显然，在
X(外附近的一个小范围内它是使目标函数值下降最快的方向.为了得到极小点
X*的第 k+1次近似，可按上述负梯度方向选择搜索方向.注意到：目标函数在一

点的负梯度方向总是垂直于目标函数过该点的等值面的切线方向.

再讨论一下步长;I的选择问题.通常有以下两种方法可以选择.
(D 试探法.这种方法首先取一个较大的步长值进行试探，看是否满足以下不

等式

于(X(k))- aw(x(左))Vf(X(k))
若条件成立，则以此步长继续迭代算法.否则，缩小步长 A 直到上述条件成立为止.
由于是沿负梯度方向搜索，符合要求的 义 总是存在的.

(2)最佳步长法.这种方法沿负梯度方向作一维搜索并选择使 f(X(k +1))取

最小值的步长，此时的梯度法称为最陡下降法.值得注意的是，沿负梯度方向的
搜索表现出的最陡下降性很容易使人误以为负梯度方向是理想的搜索方向.实际
上,这是一种误解.只有当目标函数的等值面为超球面(在二维和三维的情况下分
别为圆和球面)的时候，负梯度方向才指向极小点;否则，负梯度方向并不指向极小
点.因此，当目标函数的等值面不是超球面的时候，沿负梯度方向的搜索一般并不能
保证一步到位地找到极小点.相反，它的收敛速度比其他一些方法(例如，牛顿法等)
要慢.有关这方面的细节描述可参阅最优化方面的书籍，限于篇幅，在此不予赘述.

上述用于求解通用无约束问题的梯度下降法可以用来确定解权向量.具体做
法是用权向量 W、准则函数 J(W,X)和步长因子 p分别替代梯度法中的向量X、
准则函数/XX)和步长，作以上代换后，可以得到权向量的迭代公式如下

W(k + 1) = WCk) - p\7J(WCk),X), p>0 (2.47)

其中,X表示经规范化处理后的训练样本,而准则函数 J(W,X)可取为
J(W,X) 二 c(| Wx| - wtx) (2.48)

其中，c>0.显然，当 WTX>。时,上面定义的准则函数 J(W,X)有最小值 0.因
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此，根据解权向量的定义可知，使准则函数取最小值 o的 W 即为所求的解权向
量W*
下面,探讨一下用于求解权向量的感知器准则算法和梯度下降法两者之间的

关系.为此,不妨设 C =1/2.此时,准则函数可写为
W,X) = WXl - WTX)二得(sgn(MX) Mx- WX)

这里,sgn(亚丁*)为符号函数，由下式定义

sgn(Wx) =

此时,J(W,X)的梯度可表示为

将 W,X)的上述表达式代入式(2.47)中，有

-1 若 MXCO

二《(sgn(Wx)X - X)

W(k + 1)= W(Z) -夕(sgn(W(kAX)X - X),A≥O

_ IW(k) 若 W(k)TX>0

I W(k)+ pX 若W(k)TX<0
这就是当选择 "W,X) = 1/2(| WTx| 一 WTX)时，用于求解权向量的梯度

下降法的一般表现形式.当 P>0为常数时，上式与基于固定增量的感知器算法的
修正公式完全一致.由此可见，基于固定增量的感知器算法只是梯度下降法的一个

特例.实际中,可根据情况使 P的取值随迭代步数而变.相对于固定增量的感知器
算法，把 P的取值随迭代步数而变的梯度下降法称为可变增量法.若记第 k 步的P
为外，则 Pk 的更新规则如下:对于当前的迭代步数 k 和当前的输入训练样本X,

若现行权向量 W(k)的选择使 WT(k)X>0成立,则维持 W(左)不变;否则更改
Pk 使据此更新后的W(k + 1)满足以下条件

WT(k + 1)X〉O

也即要求

WT(k + 1)X = (W(k) + PkX)Tx>0
整理之，可得到 Pk 的计算公式如下

c「
— WT*)x_|m(k)X|

做 一—法戈—— II XII 2
(2.49)

讨论一下 P的选择问题.和固定增量的感知器算法一样，P值的大小影响算法
的收敛速度和稳定性.一般而言，若 P取得过小，则收敛速度可能较慢;而 P取得过
大,则可能使迭代过程变得不稳定，甚至引起发散和振荡.
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此外，和固定增量的感知器算法一样，梯度下降法也只适用于训练样本线性可

分的情况.当给定的训练样本集线性不可分时,此法将失效.

2.3.6 最小平方误差法

前面介绍的两个算法有一个共同的缺点,就是不能对训练样本集是否线性可
分作出判断.这在一定程度上妨碍了它们在实际中的应用.我们希望的算法应具有
以下功能:① 能对输入的训练样本集是否线性可分作出判断； 在训练样本集线
性不可分的情况下能够给出某种准则下的最优解.例如，给出一个线性分类器使被
误分的样本个数最少.

下面首先介绍一种基于最小二乘法求 w的伪逆解的算法.为简便起见，仍然
针对叼/⑸ 两分问题展开讨论.假定共有 N个经过预分类和规范化处理的训练样
本构成的样本集 夕= {%,X2,…，Xn}.其中，不失一般性,假设样本集艺={3,
X2,…，XQ中的前 为 个样本属于类别如，后 nj 个样本属于类别叼.这里，孙 +

叼二 N.另外,假设采用加长型的向量表示，其维数为5+1).那么,相应于样本集
%={X-X2,…,XQ的解权向量 W*由满足以下不等式组的解给出

zXj>0, i = 1,2,…，N
上述联立不等式组可以写成以下的矩阵形式

［X］W>0, i = 1,2,…,N (2.50)
这里，［X］称为训练样本的增广矩阵，由下式定义

为了得到所求的解权向量 W* ,最小误差平方算法把对式 (2.50)所示不等式
组的求解问题变成对下述线性方程组的求解

LX^W = b, i = 1,2,…，N (2.51)
这里，b =(瓦，星，…，b% ,人啊 +i ,…，加尸是各分量均为正值的一个向量,称为余
量向量.

一般而言,N>d +1.可以证明,在此条件下,如果给定的训练样本集是线性可
分的，则［X］的任意(d +1)X (d +1〉的子矩阵的秩均等于(d +1).此时，可借助于
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最小二乘法完成对 W的求解.为此，定义如下的误差向量和平方误差准则函数
e 二[X]W - b (2.52)

N

Js(W,[X],b) = || e|| 2 二 || [X]W— b 尸 = 3(WTXj— 儿)2 (2.53)
i二1

这样,权向量 w可通过极小化式(2.53)所示的平方误差准则函数得到.为此，求

人( W,[X],b)关于 W的偏导数并令之为 0,有

ell [X]W-b||2

二系[«X]W- b)T([x]W- b)] = 2[X]T([X]W- b) =0

即

[X]T[X：|W = [x『b (2.54)

这里,[X]T[X]是(d +1) X (d + 1)的方阵.在训练样本集是线性可分的条件下,

该方阵一般是非奇异的.因此

w = [[X]T[X]]T[X]“ = [x]#b (2.55)

这里,[X]# =[[X：]T[X]]T[X]T被称为[X]的伪逆，而由上式给出的 W被称为
印的一个伪逆解.

显然，W的伪逆解依赖于从另外,根据误差向量的定义，知
e = [X]W - b = [X][X]#b - b = - I)b

由于[X][X]#一般不为单位阵，故误差向量一般不为 0.所选择的 b不同,误差向
量 e一般也不同，也会得到不同的伪逆解 W.
关于伪逆解 W,我们有下面的结论：
(1)即使在训练样本集线性可分的情况下，对于某些 b的选择，W的伪逆解

也不一定构成一个正确的解权向量.

(2)更进一步，由于 W的伪逆解依赖于b,不同 b的选择所导致的伪逆解 W
对已知样本的误分情况是不一样的.特别是某个 b的选择导致的伪逆解W对已知
训练样本的分类结果不理想并不意味着不存在其他b的选择导致的伪逆解 W可
对已知训练样本做到正确分类.

(3)W的伪逆解是在 D一定的情况下极小化平方误差准则函数的结果.不管

是在训练样本集线性可分的情况下，还是线性不可分的情况下,它都会提供一个对

分类有益的、最小二乘意义上的最优解.虽然这样的伪逆解不一定可做到对所有已

知训练样本的正确分类.

在训练样本集线性可分的情况下,可以通过引入如下的约束条件将按照上面
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的方法得到的伪逆解改造成一个可对所有的训练样本实现正确分类的解权向量

WrXi - ≥0, i = 1,2,…，N

或等价地，

[X]W- b>0 (2.56)

下面介绍一种可以在训练样本集线性可分的情况下获得正确的解权向量的

改造方案.相应的算法称为 LMSE( Least Mean Square Error)算法，也称为
Ho-Kashyap算法或H-K算法.
该算法的关键是首先根据任意选择的 b>0得到待求 W的一个伪逆解，然后

对 W的伪逆解和b同时进行迭代优化处理,使两者满足式(2.56)所示的约束条
件.可以利用基于固定增量的梯度下降法进行迭代求解.用于确定 b的迭代公式为

从左 + 1)= b(k)+ ob(k)

= b(k) - P^7bJAW,\：X3，b)-- 产㈤ [… 57)

其中，用 m(k)表示在第 k 次迭代中的增量，而步长因子 0>0取为常数.
由于

”"匾X]
|』出= 募[([X]w- b)T([X]W — b)] \b=ba)

OU OU

=- 2([X]W(左) - b(k))

所以，式(2.57)可写为

b(k + 1)= b(k)+ 独(Z)
二 b(k)+ 2P([X]W(k) - b(左))

显然，为保证余量向量经迭代后各分量不减，即保持 b(k +l)^b(k)>Q的
条件成立，要求[X]W- b>0.因此，可取

际小、
_ /0 若 [X：|W(k) - b(k)<0

12P([X]W(k) - b*〉) 若[X]W(k)- b(k)>0

又由于根据误差向量的定义式(2.52),知

e(k) 二 [X]W(k) - b(k)

故油(左)可用 e(k)统一表示为
M(k) = p(e(k) +|e(k)|) (2.58)

这里，I e(k) I表示由 e(k)的各分量取绝对值后构成的新的向量.这样，将 b的迭
代公式从上 十1)= b(Z)+ M(k)代人式(2.55)中，可得到用于确定 W的迭代公式

W(k + D = [_X^b{k + 1)
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= [X]#(b(k)+ /(左))

= W(k)+ [X]#3b(k)
= W(k)+ p^Xy(e(k)+ \e(k)\) (2.59)

根据上面推导出的迭代公式和关系式，可以得到如下的 H-K算法：

<1> 由训练样本集构建增广矩阵[X],并求其伪逆[X]# =[[X]T[X]]T[X]T・
〈2〉赋算法初值：

迭代步数k =0;

余量向量的初值 5(0)=任选的一个正向量；
解权向量的初值 W(O)=[X]#以0).

<3> 计算：e(k)=[X：]W(k)— b(k).

〈4〉若 e(k)的各分量停止变为正值或者不全部为 0,则判训练样本集不是线

性可分的，中止迭代并输出相关信息、算法结束;否则，若 e(k)的各分量均接近于

0,则判迭代过程完成,输出相关信息、算法结束;否则，若 e(k)的有些分量大于等

于零,有些分量小于零,则继续下一步骤.
〈5〉完成更新计算：

+ 1) = W(左) + p[X]# (e(k) +|e(k)|)

bCk + 1) = b(k)+ p(e(k) +|e(k)|)

〈6〉置 k = /c +l,返回步骤〈3〉.

对算法第 4步中的判断作进一步的讨论.显然,e(k)的取值有两种可能：

(1)为零向量.即 e(/c)的各个分量的取值均为 0(实际中为接近于0).此时，所

得到的权向量已是解权向量.据此可实现对所有训练样本的正确分类.

(2)为非零向量.此时，可进一步分为以下几种情况.

2a.e(k)的各个分量均大于等于零.此时,和(D的情况一样，算法已收敛到正

确的解权向量.

2b.e(k)的各个分量均小于等于零，但不是全部为零.此时，给定的训练样本

集不是线性可分的.显然,此时有
e(k) +|e(k)|= 0 和 [X]W(k)- 0

从逻辑上来说，仅从上面的公式并不能得到给定的训练样本集不是线性可分

的判断.但是，幸运的是可以证明：当给定的训练样本集线性可分时，不会出现上面

的情况.

事实上，当给定的训练样本集线性可分时，可知:存在 W(k)和 3(k)>0,使

[X] = B(k)成立.以[X]t 左乘[X]W(k)二 次k)的两端，有
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[xr[x]亩(土) 二 [xrkk)
但是，由于 6(k)=[X]积左)- 3(k),所以,我们有

LXTe(k) = 0 (2.60)

故,容(上)[k]=0'这里,OT是一个 lx(d + 1)的零向量.以 向(女)右乘6T(k)
[X]= 0T的两端，可推出

eT(k)LX3W(k) 二 6T*)及左) = o (2.61)

上式中的右端为标量 0.另一方面，上式中的左端表现为两个向量的点积.其

中，狄女)是一个其各分量均为正值的正向量.这样，若出现 e(D的各个分量均小
于等于零，但不是全部为零的情况，则必然推出其左端的点积小于零的结论，这与
式(2.61)的结果矛盾.于是，结论只有一个:一旦出现 e(女)的各个分量均小于等于
零，但不是全部为零的情况，则给定的训练样本集必定不是线性可分的.事实上，此
时有:e(k〉+ |e(k)| =0成立.这表明,算法即使再往下执行，程序中的 b(k)和
W(k)也不会再发生任何变化.

2c.e(k)的有些分量大于等于零，有些分量小于零.此时，给定的训练样本集
是否线性可分尚不明了,需进一步执行程序看一看后面会发生什么.一般而言，经
过若干次迭代后，程序或者收敛于正确的解权向量，或者出现 e(k)的各个分量均
小于等于零，但不是全部为零的情况.在前者的情况下，训练样本集线性可分;此时
程序输出待求的解权向量，据此可得到所需的线性分类器.在后面的情况下，则表
明训练样本集线性不可分.

综合上面的讨论，可知 H-K算法具有以下特点:① 能在算法执行过程中对输
入训练样本集的线性可分性作出正确判断; 能在训练样本集线性可分的情况下
给出正确的解权向量，并能在训练样本集线性不可分的情况下给出 LMSE准则下
的一个最优解.

H-K算法的一个美中不足之处是：在程序的起始阶段需要执行一次矩阵
[XTIX]的求逆运算.当[X]T[X]的维数很高时，其计算代价非常大;不仅如此，
当[XJTX：]为奇异矩阵或接近奇异时，上述求逆运算将面临困难.为了解决这个
问题，可考虑用与[X]T[x]的行列式相关联的一个值来替代[x]T[x]的逆.例如，
选0≤y≤ I [xr[x] I来代替([X：]T[x])T .
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2.4 非线性可分情况下的几何分类法

上一节主要介绍了线性可分情况下的几何分类法.我们看到，当训练样本集线

性可分时，可用线性判别函数把特征空间分解为对应于不同类别的若干个子区域.

这种基于线性判别函数的分类方法简单易行，在实际中获得了广泛的应用.但是,

除了上述可以用线性判别函数解决的问题之外，我们也会常常遇到不能用线性判

别函数，但可以用非线性判别函数进行分类的情况.此时，相应的决策面表现为特

征空间中的一些超曲面的组合.

对于非线性可分的情况，可采用以下几种方法完成分类任务：

（1）运用广义线性判别函数的概念完成分类.即通过施行某种映射，将待分类

的训练样本从特征空间X映射到一个新的特征空间X* ，使在原来的特征空间X
中非线性可分的训练样本集被映射到新的特征空间后成为线性可分的.

（2）利用多个线性判别函数对非线性判别函数进行分段近似.即在特征空间

中用多个超平面逼近可以对训练样本产生正确分类的超曲面，从而达到利用线性

分类器完成非线性分类的目的.

（3）直接采用非线性判别函数构造非线性分类器.

为叙述方便起见，将上述第一种方法称为广义线性判别函数法、第二种方法称

为分段线性判别函数法、第三种方法称为非线性判别函数法.下面依次介绍这三种

方法.

2.4.1 广义线性判别函数法

首先介绍广义线性判别函数法.假设给定的分类问题是一个非线性可分问题.

即在所定义的特征空间中虽然不能用线性判别函数,但可以用非线性判别函数进

行求解.此时,如果所使用的非线性判别函数的形式为已知,则可以根据所使用的

非线性判别函数定义一种映射，使在映射后的特征空间中相应的分类问题变成一
个线性可分问题.从而可以在新的特征空间中用线性判别函数完成对训练样本的

分类.

事实上，这种映射总是存在的.设映射前的特征空间为 n维的特征空间X",其
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中的一个向量用 X= (x】，％2,…,k尸 表示.另夕卜，假设存在非线性判别函数

g(X)可对所有的输入训练样本产生正确分类.如果 g(X)由形式已知的有限个非

线性函数所构成,则它总可以写成以下的形式

g(X) = Wi/i(X)+ 卬2/2(X)+ + Wk/k(X)+ Wk+i (2.62)

这里，w，i = l,2,…，K+1为加权系数，力(X),i = l,2,…，K 为特征空间中的模
式向量X的单值实函数.

如果引入变换

yj=f(X), i = 1,2,…，K (2.63)

并将上述各映射值分别作为向量 y=(h，以，…，旷长尸的一个分量,则所有可能的

Y构成一个新的特征空间y人 .在 K 维的特征空间YK 中，上述非线性判别函数
g(X)具有以下线性的形式

g(Y) = 卬1力+ 2 y2 + •••+ ^KyK + wk+i (2.64)

因此，只要 =1,2,…，K的函数形式是已知的，则总可以将一个待分类的
非线性可分问题变为一个线性可分问题进行求解.

需要指出的是，在进行上述非线性变换的过程中，往往伴随着特征空间维数的

增加.

下面举一个实际的例子对广义线性判别函数法进行具体说明.如图 2.20所

示，考虑一个一维特征空间X】中的模式分类问题.显然，此时我们找不到一个分界

点能将两类样本分开.换句话说,这个模式分类问题不是一个线性可分问题•然而，

该问题是非线性可分的.例如，在本例中我们可以通过设置两个分界点达到正确分

类的目的.设这两个分界点分别为 x = a 和% = b,则相应的决策面函数应该具有以

•叼

盒包

b

-5 0 5

图 2.20 —维特征空间中的非线性可分问题

下的形式

g(x) = (x - a)(x - b) = x2 -(a + b)x + ab (2.65)

正确的判决规则是
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1若％V4 或%>b 贝

〔若 q V x<b 则％ G 32

或者,等价地

]g(x)>0
少 尸 £ si

【g(%)<0 lx G ”2

可以通过引入非线性变换将这个问题变成一个线性可分问题进行求解•在本

例中,根据式(2.65)，可如下定义所需要的变换
yi = *2, y2 - x (2.66)

经过上述非线性变换后，相应的决策面函数具有以下线性的形式

g(y) = wiyi + 卬2y2 + 卬3

在新的特征空间产 中，样本的分布如

图 2.21所示.注意:为看得更清晰、明了，纵
坐标被压缩了.显然，此时我们可用一条直

线将两类样本区分开.换句话说，在新的特

征空间中相应的分类问题是一个线性可分

问题.

如果样本的分布更加复杂,例如具有图
2.22所示的分布，那么，相应的决策面函数
可用更复杂的非线性函数，例如在本例中可

用一个三次多项式函数进行表示

g(x)= (% - a)(x - b)(x - c)

= x3 - (a + b + c)x2 +
(.ab + ac + be)x - abc

图 2.21 引入非线性变换将非线性可分问

题变成线性可分问题[进行求解

若如下定义非线性变换

yi = x3, y? = %2, y3 二％ (2.67)

色

b

-5 0 5

图 2.22 所需引入的非线性变换与样本的分布有关
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则相应的决策面函数在新的特征空间V 中具有以下线性形式
gC Y）= + w2y2 + w3y3 + w4

此时，可用一个平面将两类样本分开.

那么,如何确定所需要的非线性变换呢？一般而言，需要利用关于样本分布的

先验知识.例如，像上面的例子中所表示的那样.此时，往往可用较少量的非线性函

数完成从一个特征空间到另一个特征空间的映射，使在映射后的特征空间中相应

的分类问题变成一个线性可分问题.在没有先验知识可以利用的情况下，可考虑采

用函数逼近的方法.在模式识别领域中，常采用正交的多项式函数对未知的非线性
函数进行逼近.这样做主要有两个原因:一是多项式函数容易生成,二是根据函数

逼近理论,闭合区间上的任意连续函数（大多数非线性函数均在此列）可用多项式
函数在预定的容限范围内任意地逼近.

例如，考虑一个其样本在二维特征空间X2 中分布的非线性可分问题.假定相
应的非线性函数 g（x）的形式未知.此时，可用二次的（或根据需要，用更高次的）
多项式函数对 g（x）进行逼近.当使用二次多项式函数时,g（x）可近似表示为

g（X）心 CO11 X1 + 312%1%2 + 322状 + 31X1 + 32%2 + 33

此时，若令

= *，y2 二 次142,% = 垠， % = %1， 则二
则经上述非线性变换后，在新的特征空间尸中相应的决策面函数 g（y）具有以下
线性形式

g（Y）= 坡1月+ w2y2 + 3 y3 + 4y4 + 伙
可见,如果原二维特征空间X2 中的非线性决策面函数可用二次多项式逼近，则经
过上述处理后，在新的特征空间 y5 中相应的非线性决策面函数将具有线性的形
式.此时，可用新的五维特征空间中的一个超平面将两类模式分开.如果原二维特
征空间中的非线性决策面函数不能用二次多项式很好地近似，则可以考虑用更高
次的多项式函数对其进行逼近.如果待求的非线性决策面函数可用一个连续函数
加以表示，则根据函数逼近理论,只要用来近似的多项式的次数取得足够高，总可
以在预定的容限范围内任意地逼近该非线性决策面函数.

2.4.2 分段线性判别函数法

如上所述，广义线性判别函数法可以较好地解决非线性可分问题.但是，该方
法也有一定的局限性.例如，在缺乏关于样本分布的先验知识的情况下（当相应的
特征空间是一个高维特征空间的时候，这种情况表现得尤为明显），如何选择合适
的非线性变换成为一个问题.例如，使用多项式函数逼近时，为了“保险”起见，往往
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会选择较高次数的多项式.这将导致“维数灾难”问题.

在实际问题中，我们往往会遇到这样的情况:一个在低维空间中很容易解决的

问题到了高维空间中就变得非常难求解.这就是所谓的“维数灾难”问题（有时也简

称为“维数灾”问题）.

为了避免“维数灾”问题，一种方法是采用分段线性逼近的方法来解决非线性
可分问题.其基本思想是采用分段线性判别函数代替非线性判别函数以完成所需
要的分类任务.

考虑一个二维两类分类问题.假设样本具有如

图 2.23所示的分布.显然，在现在的情况下不存在
一个线性判别函数可以将两个类别的模式分开.如

果硬性地使用线性判别函数对上述问题进行分类

（例如，采用H-K算法），当然也可以得到一个结
果.然而，这样的分类结果往往给出较大的分类误

差,不能满足实际的需求.事实上，此时的分类问题

是一个非线性可分问题.我们可以用如图点线所示

的曲线将感兴趣的区域划分成两个子区域从而实

现对两类样本的分类.

显然,如果我们能用某种方法得到上述点线的一个折线近似（如图折线所示），
那么，可用这条折线将感兴趣的区域划分成分别对应于两个类别的两个子区域从
而完成对两类样本的分类任务.这种做法不仅可以得到能对已知样本正确分类的
分段线性分类器、取得较好的分类效果,而且为设计相应的分类器所需要的计算也
比较简单.

下面具体介绍两种分段线性分类器的设计方法.

（1）单超平面法

该方法的大要如下:首先用一个线性判别函数找出一个分界面将对应的特征
空间划分为两部分.相应地,所有的输入样本也被分成两个部分.由于输入样本集
不是线性可分的，故最初得到的两个区域中不会出现两个区域都只包含来自同—
个类别的样本的情况.此时，或者其中的一个区域包含来自不同类别的样本;或者
所有两个区域均包含来自不同类别的样本.在前一种情况下,将只包含来自同一个
类别的样本的一侧区域划给与所包含的样本同名的类别；同时对包含来自不同类
别样本的一侧区域则递归地使用线性判别函数对其进行再分类.在后一种情况下，
对分界面的两侧区域均递归地使用线性判别函数对其进行再分类.其后的处理对
每一个需要进行再分类的区域递归地展开，直到每一个这样给出的分界面的两侧

图 2.23 分段线性判别函数法
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区域均只包含来自相同类别的样本为止•最后，对在此分类过程中得到的分类区域

进行综合即可得到最终的分类结果，形成相应的分段线性的决策面 •

下面，以图 2.24为例说明单超平面法的工作
过程.首先按照某种准则使用线性判别函数对特征

空间进行划分，得到如图所示的分界线H1.该直线
将整个特征空间一分为二，划分为两个区域.其中，

位于Hi 反面一侧的区域由于只包含来自 32 类别

的样本，故将其判给3类别;而位于Hi正面一侧
的区域由于包含来自两个类别的样本，故须对其进

行进一步的处理.接下来的分类工作对Hi 的正面
一侧展开.与前类似,按照某种准则使用线性判别

函数对此区域进行划分，得到如图所示的分界线

82.该直线将此区域划分为两个子区域•其中，此区域中位于 h2 反面一侧的子区

域仅包含来自 32类别的样本，将其判给 32类别;最后，用线性判别函数对剩余的

区域(日1 正面一侧区域和 V2 正面一侧区域的交集)进行划分得到如图所示的分

界线 H3.由于位于以3正、反两侧的子区域都只包含来自同一类别的样本，故根据

每个子区域所包含样本的类别分别对其的归属进行判决 这里，将位于 E3 正面一

侧的子区域判给 31类别，而将位于 a3反面一侧的子区域判给 S2 类别.最终的判

决结果如图中的粗实线所示.

(2)双超平面法

也可以使用相互平行的两个超平面来实现分段线性化处理•这种方法每一次

用一对相互平行的区分超平面将待处理区域划分为三个部分:两个外侧的子区域

和一个内侧的子区域.划分的结果使每一个这样得

到的外侧子区域中仅包含来自同一个类别的样本，

而内侧子区域则可能同时混杂有两个类别的样本.

对混杂有两个类别样本的内侧区域递归地执行上

述处理直到混杂区为零为止.

下面用一个具体的例子对这种方法进行说明.

如图 2.25所示，首先根据某种准则用一对相互平
行的直线对特征空间进行划分.划分的原则是使相

互平行的两条直线的外侧只包含来自同一类别的

样本.在本例中，首先得到用细实线所示的两条分 图 2.25 双超平面法的工作过程

图 2.24 单超平面法的工作过程
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界线.这两条直线将整个特征空间划分为三个部分:两条直线所夹的内侧区域和两

个外侧区域.其中，两个外侧区域只包含来自同一个类别的样本，故判这两个区域

分别属于其各自所含样本的类别.而两条直线所夹的内侧区域同时包含来自两个

类别的样本,对该区域需做进一步的处理.接下来用点线所示的两条分界线对该内
侧区域进行划分，得到三个子区域.与前类似,两个外侧子区域只包含来自同一个

类别的样本，故判这两个子区域分别属于其各自所含样本的类别.而两条直线所夹

的内侧区域同时包含来自两个类别的样本，需做进一步的处理.最后，用虚线所示

的分界线（由两条分界线重叠而成）对剩余的内侧区域进行划分，得到两个子区域
（此时，没有内侧区域存在）.由于这两个子区域中只包含来自同一个类别的样本，
故将它们分别判属其所含样本具有的类别.最终的判决结果如图中的粗实线所示.

在上面两种分段线性分类器的设计方法中，如何确定每一步所使用的线性判
别函数的参数是一个值得深入研究的问题.这里，所使用的准则是影响所设计分类
器性能的一个重要因素.限于篇幅，在此不予赘述.

2.4.3 非线性判别函数法:位势函数法

前面介绍的两种用于非线性分类器的设计方法都是基于线性化的方法.其共
同点是所使用的判别函数均为线性判别函数.当然，也可以直接使用非线性判别函
数来设计非线性分类器.本小节介绍其中的一种设计方法，即基于位势函数的非线
性分类器的设计方法.这种方法不仅适用于非线性可分问题，也同样适用于线性可
分问题.

首先介绍一下位势函数的概念.为简单起见，考虑 Mi/Mj 两类问题.我们知
道，一个训练样本在特征空间中表现为一个点.每一个这样的点都有一个确定的类
另人在一个孙/初 两类问题中,这样一个训练样本要么属于

"
类另",要么属于吗

类别,两者必居其一.对于特定的样本而言,它们是特征空间中的一些确定的点.对
一个属于如 类别的样本点而言,其在特征空间中的近邻点属于同一个类别 孙 的
可能性会比较大.同理，对一个属于令 类别的样本点而言，其在特征空间中的近邻
点属于同一个类别叫的可能性也会比较大.每一个样本点都会在其所属的特征空
间中形成一个属于自己的势力范围.同类别的样本之间相互促进，不同类别的样本
之间相互竞争.这种样本之间的相互促进、相互竞争的结果导致在特征空间中形成
规模更大、分布范围更广的两股势力.可以认为，特征空间中反映分类结果的分界
面正是由这两股势力相互竞争、相互妥协而形成的结果.

为了对上面所论及的势力进行定量描述,可以采用某种物理的（或数学的）方
法.例如，可以借助于电场的概念,用位势函数来描述样本的势力分布.把属于类别
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M 的样本点看作是正电荷.其在特征空间上的电位分布恒取正值,并具有以下特

点:其取值在样本点上达到最大，而随着远离样本点取值将变得越来越小•与此类

似，把属于类别叫的样本点看作是负电荷.其在特征空间上的电位分布恒取负值，

并具有以下特点:其取值的绝对值在样本点上达到最大，而随着远离样本点取值的

绝对值将变得越来越小.这样，由类别以 的样本所聚集的区域在特征空间中形成

电位势能的“高地”，而由类别包 的样本所聚集的区域则在特征空间中形成电位势

能的“低谷 “高地”和“低谷”交界处零电位点的全体则“自然”形成两个类别的区

分边界.

下面讨论位势函数的具体定义.为此，用 K(x,xn)标记位势函数.这里,X.
表示样本点，而 K(X,X.)表示由样本点X.在X处引起的电位值.通常要求位势
函数满足以下条件：

K(X,X3 =K(XqX).
(2)当且仅当* = n“时,K(X,X.)达到极值.
(3)当 X和X.之间的距离趋向于无穷大时,K(X,X.)趋向于 0.
(4) K(X,X.)是其定义域上的光滑函数,并且是 X 和X.之间距离的单调下

降(或增加)函数.

能满足上述条件的函数很多，下面列出其中几种常用的位势函数.
m

K(X,X“)=
i =1

其中，{内(X),i =1,2,…，m }为 X的定义域上的完备正交多项式函数.
(2) K(X,X”)= exp{-a ||X-X” ||2}.

(3) K(X,X“) 二

(4) K(X,X”)=

其中,后三个位势函数中的 a 是用于控制位势函数衰减速度的常数.另外，值得注
意的是:上面所列的第四种位势函数具有振荡的特点,严格讲不符合作为位势函数

的条件.具体使用时，可通过限制其取值范围将其改造成严格满足要求的位势

函数.

接下来，讨论基于位势函数的分类算法.为此，考虑由所有样本点X”，九 =1,2,…,N
的位势函数在特征空间中的任一点X产生的位势“总和”K/(X).为方便起见，称
/G(X)为积累位势函数.该总和不是各样本点所引起的位势的简单叠加，而是一
种考虑到了各样本点对分类贡献程度的加权和.实际中，将上述积累位势函数取为

]

1 + a || X-X“|已
sina ||X- X"2

a II X — I—
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判别函数，并据此对输入样本进行分类 方法是逐个加入训练样本，并根据

用现行的积累位势函数 Ka（X）对其进行分类的结果正确与否确定是否对 Ka（X）
进行修正.具体修正的规则如下:若分类结果正确，则维持 Ka（X）不变;否则，对
Ka（X）进行修正.上述过程被不断进行直到所有训练样本均能被正确分类为止 •

下面，具体看一下上述位势函数法的训练过程和修正规则.

假定训练样本集为式= { Xi ,X2,…，Xn }.其中，所有样本分属于两个不同的

类别"和孙.另外，用 K 4k（X）表示程序第 k 步得到的积累位势函数.显然，程序

执行的目的就是要寻找可以对所有训练样本进行正确分类的 （X）.这里的正
确分类是指：当 XGm 时,Ka,MX）为正；当 xew 时, 晨X）为负.

假定没有任何关于样本分布的先验知识，故在 上 = 0 的起始时刻，可置

Ka,o（X）= O.
为了使最终的 Ka,MX）能对所有样本正确分类,采用迭代法从训练样本集中

循环地取样本进行检验并根据分类结果对 Ka*（X）进行修正
假定在 k = l时，输入了第一个样本X】.因为 Ka,q（X）没有任何分类能力，不

能对输入的样本Xi 实现正确分类，故应对其进行修正.显然，修正的目的是希望修
正后的 Ka.NX）能对输入的样本Xi 做到正确分类.一种可能的修正策略是
选择

（K（X,Xi） 当Xi £ 3时
* - 1- k（x,xq 当Xi e 初 时

这里，假设所选择的位势函数恒为正.上式表明，当Xie3时，Kac（X）为正；当
XiGsj 时时，Kaj（X）为负.因此，修正后的 Ka,i（X）可以做到对Xi 的正确
分类.

假定在 k = 2时，输入了第二个样本X2.此时,根据样本X2 所归属的类别，可
能遇到以下几种情况：

（1）对于输入的样本X2 而言,现行的积累位势函数 Ka,i（X）已能对其进行正
确分类，即有：

当XzSs,时,K=i（X2）＞0 或者当XzGsj时,Ka,i（X2）V0
此时，可取 Ka,2（X）= Ka,i（X）；即不必对积累位势函数做任何修正.
（2）对于输人的样本X2 而言,现行的积累位势函数 Ka,i（X）不能对其进行正

确分类.此时，根据不能正确分类的缘由，又可分为以下两种情况.

2a.当XzGs, 时，有 心,1（X2：^o.对于这种情况，为使修正后的 Ka,2（X）能
对样本X2 作出正确分类，可根据下面的修改规则选择 Ka,2（X）

Ka,2（X）= K“,1（X）+ K（X,X2）
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按照上式对积累位势函数 Ka,2（X）进行修正的依据是:导致对样本X2 错分
的原因是积累位势函数在X2 处的取值太低了，应该予以增强.加入修正项
K（X,X2）正是为了达到这个目的.

2b.当XzS句时，有 Ka,i（X2）>0.此时，为使修正后的 Ka,2（X）能对X2 作
出正确分类，可如下选择 Ka,2（X）

Ka,2（X）= Ka,］（X）- K（X,X2）

进行上述修正的依据是：在现在的情况下，导致对样本X2 错分的原因是积累
位势函数在X2处的取值太高了,应该予以削弱.加入修正项 -K（X,X2）的目的正
在于此.

如法炮制，可对陆续输入的样本做类似的处理.

假定算法在第（左 一 1）步结束的时候，已输入（k - 1）个样本，并得到了相应的
积累位势函数 （X）.这里，因为算法是从样本集济二｛Xi ,X2,…，Xn｝中循
环地取样本,故可有 k - 成立.

现假定算法在 k 时刻，输入了第 k 个样本Xk .下面讨论如何根据输入样本的
类别归属对积累位势函数进行修改.综合上面的讨论可知，相应的修改规则可由下

式统一表示为

Ka,晨X）= Ka,«i（X）+ 九K（X,XQ （2.68）

其中 。 若X& 6 si ,且 KA,k-l（Xk）〉0。 若X& £ 3,,且 （XQ V 0
九 二《

1 若Xk e oh,且 （Xr）w o
、- 1 若Xk e 叼，且 K-k—NXQ >0

如上设置修改规则的目的是:如果现行的积累位势函数 Ka,k-i（X）能对输入
样本X女 正确分类,则维持 Ka# ］（X）不变;如果 Kam i（X）不能对输入样本Xk
正确分类,则修改 Ka* —i（X）,使修改后的积累位势函数 Kh.MX）能对输入样本
Xk 正确分类.
最后，讨论一下上述算法的终止条件.显然，当算法给出的积累位势函数能对

所有的输入训练样本正确分类时算法的目的就达到了，这就是算法的终止条件.

至此，根据上面的讨论，经过归纳我们可以得到基于位势函数的非线性分类器

的主要步骤如下：

<1> 赋初值：

迭代步数 k = 0;
积累位势函数 K14,0（X）=0；
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连续正确分类计数器 Nc=0.
<2> 输入训练样本集合 少三{X0，Xi,…，Xn—i } •

取样本X‘ = X[*]n •这里， = k mod(N),并计算 K_4,«(X‘).
〈4〉根据选定的修正规则，如下更新积累位势函数：

若 •，且 K4*(X')>0,则 Ka*+ i(X) 二&4,a(X),Nc+ =1;

若 X’e ofi ,且 K，A,k (X) 则 K4& + 1(X)= Ka*(X)+ K(X,X ),

M=0；

若X'Gsj,且 Ka,晨X')V0,则Ka,e(X) = Ka,晨X),M + =1;

若X’e3/ ，且 Ka*(X‘)>0，则 Ka,k + i (X) = Ka,& (X) - K(X 、X),M = 0.
〈5〉若 Nc>N,则输出 Ka/ + i(X),算法结束；

否则，k = k + l,返回步骤〈3〉.-
位势函数法的分类能力很强，但该方法也有一个缺点，就是算法的存储量和计

算量随训练样本的维数和个数的增加而有非常明显的增加•另外，由这个方法得到

的分界面可能相当复杂.尤其在特征空间为高维空间的情况下更是如此 •

2.5 线性可分问题的非迭代解法

前面几节介绍了几种用于求解分类问题的算法.这些算法不尽相同、各有特

点，有的只适用于求解线性可分问题，有的也适用于求解非线性可分问题，但是，它

们有一个共同的地方就是其求解过程都表现为一个对样本进行训练的迭代过程 •

这种迭代解法有其固有的优势，但其求解过程有时候也显得有些冗长•不仅如此，

如何对由迭代方法得到的分类器的性能进行分析和评估也是一个问题 •

在有些情况下，例如待分类的训练样本是线性可分的情况下，可以不经过迭

代、直接从样本在特征空间中的分布情况推出所求的线性分类器•而且，更重要的

是在构建分类器的过程中引入的某些操作和所遵循的准则将有助于我们更好地对

所构建的线性分类器进行评价.历史上，最先研究这种方法的人是 R A. Fisher.
因此,也将相应的方法称作 Fisher线性判别法.

Fisher线性判别法的基本思想是:把特征空间(通常是一个高维特征空间)中
的样本投影到该空间的一条直线上以实现从高维到一维的数据压缩.显然，改变直
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线的空间取向，可以得到不同的投影结果.在众多的投影方向中如果存在这样的投
影方向使得训练样本在投影后的直线上具有很好的分布，那么，可以通过一个简单
的操作实现对输入样本的分类.例如,如果在某些投影方向上进行投影使得所有的
样本在投影后的直线上分布在没有交叠的两个连续的区间上，那么，可以用一个分
界点实现对输入样本的分类.具体言之，可以根据投影后的样本位于分界点的哪一
侧而对样本的类别作出正确判断.

这种分类思想可以用图 2.26得到很好的说明.图中示出了一个两类模式样本
在二维空间中的分布情况.显然，我们可以方便地将这些样本投影到某条直线上.
例如,可以将这些样本分别投影到两个坐标轴上.作为参考，图 2. 26(a)给出了样
本在Xi 轴上的投影结果.在本例中，由于两类样本被投影到两个坐标轴后会出现
混杂现象，因此，沿坐标轴方向的投影并不能给我们带来实质性的好处，使我们可
以根据样本的投影在相应坐标轴上的分布情况简单地作出正确判决.但是，如果我
们不是将样本投影到两个坐标轴上，而是投影到图 2. 26(b)所示的直线上(注意：
考虑到表示上的原因，没有将所有的投影都画出)，则可以根据投影的结果很容易
地将两类样本分开，得到正确的分类判决结果.值得注意的是:满足分类要求的投
影方向不是唯一的.这些投影方向虽然都可以帮助我们获得正确的分类结果，但它
们之间是有差异的.其中的一些相比于另一些具有更好的性能.一个很自然的需求
是希望找到一个最好的、最易于分类的投影方向.为叙述方便起见,把这样的投影
方向称为最佳投影方向.显然,最佳投影方向的获取依赖于所选定的最佳准则.最
佳准则不同,结论也不同.
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下面，具体讨论如何获得这样的最佳投影方向，从而更好地完成分类器的设计

任务.

和前面各节一样，考虑两类问题.假定方= {Xi,X2,…，Xn )是由 N个样本组

成的样本集.其中，小 个属于类别d，小 个属于类别叼，明 + 沏 =M
根据定义，样本X& ,k=1,2「 ，a^在川方向上的投影由下式给出

yk = WTXk, 上 = 1,2,…，N (2.69)

这里，g 是一个标量.显然，如果样本集》={Xi,X2,…，Xn }本身是线性可分的,

那么使得来自于不同类别的样本的投影易于区分开的 W方向正是区分超平面的

法线方向.

为得到用于分类的最佳投影方向，

引人一个用于衡量分类器分类性能的

准则函数.首先，定性地看一下投影方

向和类别分类效果之间的关系.如图

2.27所示，沿不同投影方向进行投影

效果是非常不一样的.虽然沿图中的两

个投影方向投影均能得到相应的线性

分类器，但两者的性能明显有差异.从

抑制噪声的角度来看用实线标记的投

影方向明显好于用虚线标记的.一般而

言,我们希望所选择的投影方向能使:

投影后不同类别的样本均值的差别

应尽可能大，即类间距离应尽可能大;

投影后相同类别的样本方差应尽可能小，即类内距离应尽可能小.

为了构建拟使用的准则函数，引入若干定义.令

得2 X& )= M书,

分别为投影前后两个类别的样本均值.显然，两者之间满足以下关系

4二；2外,
n,yk^^

据 =；2 Xk, I = i,
n，xk^-i
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进一步，定义投影后两个类别的类间距离的平方为

| - w；|2 = I! WT mi - WT 2 = I! WTCmix - mO || 2

= WRm；- - m（）］T

= WRm；- 欣）（欣 - mi）TW
二 W S"

其中，Sb 是投影前样本的类间离散度矩阵.上式刻画了投影后两类样本均值之间
的差异程度.显然，该式的取值越大，表明投影后两个类别之间越容易区分.

另外，定义

嚼 = 2（以 —叫）2 = 2（WT Xk - WT ml）2, ，=
叼 X&G叼

为两个类别的类内离散度，它反映了投影后各样本偏离其均值的程度.

根据定义，易证

醛 + £= S <WT Xk - WT m^2 + 2 (WT Xk- mi)2

= S3- mi) (X, - 就尸
Xk^aii

+ X (Xk - (Xk - 施)T]w
x*e力

= M S"
其中，Sw 为样本的类内总离散度矩阵.上式刻画了投影后两类样本偏离各自均值
的总的差异程度.显然，该式的取值越小，表明投影后两个类别的样本在类内分布

得越集中，也越容易区分.

综合以上的分析和讨论,我们可以如下定义准则函数

JF(W) 二
|出一炊 2

二
W SbW

i2 + 产 — 的isw (2.70)

通常称 Jf（ W）为 Fisher 准则函数.显然，在上述准则函数的选择下,使
4（W）最大化的W•就是所要求的最佳权向量.这样，就把求解最佳投影方向的问
题转化为了求解准则函数人（W）的极值问题.

注意到对于任意实数％有

JFCaW) =
(aW)r SbCaW)
(qW)t Sw(aW)

WT ShW
WT SwW = Jf（W）

故 Jf（W）的极值仅与 W的方向有关.又由于Sr 和W无关,故可用 Lagrange乘
子法求解相应的极值问题.此时，可令 W）的分母等于一个常数作为求解相应

极值问题的一个约束条件.
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这样,可定义如下的 Lagrange函数
L(W,；O = WT SbW - A( WT SwW - c) (2.71)

式中，c为非零常数,;i是所谓的 Lagrange乘子,为待定系数.

下面求 的极值.为此，求式(2.71)关于 W的偏导数并令其为零，得
到 W")取得极值的必要条件

^L(W,X) = 2CSbW- 义 SwW) = 0

解之，有

SbW* = XSwW* (2.72)

另外，根据定义,我们有

Sb W* 二[(M - 欣)(成 - ml)T] W*
= (mi 一 - 他尸 W*]

由于 r =(m -电)T W*是一个标量,所以，Sb W*的方向和(w -成)的方向相
同或相反.另外，根据Sw 的定义，知Sw 比例于两类样本的协方差矩阵，是对称和半
正定的.设Sw 的维数为d x d，则当样本数 N>d时，通常Sw 是非奇异的.因此，根
据式(2.72),W*可写成为

W* 二 f - mi) (2.73)

式中的 r"为比例因子，不影响对最佳投影方向的求解，可将其从表达式中去除.
这样，最终得到的W*的解析解可表示为

W* = S/(欣 - mi) (2.74)

称上式为 Fisher线性判别式，它给出了将样本从高维空间投影到其中的直线

时的最佳投影方向.由于我们的目的是确定最佳投影方向，既然现在目的已经达到,

其他的一些参数(例如，一般条件极值问题中的待定系数 a)就不需要再求取了.
综上所述,求解最佳投影方向的具体步骤可归纳如下：

(1)输入训练样本集 才二{X1,X2,…，Xn} .
(2)计算两个类别的均值向量

(3)计算类内总离散度矩阵

Sw - (Xk - m[)(Xk - m!)T + 2 (Xk - 欣)(X* - 欣)丁

XaG经 力

(4)计算的Sw 逆矩阵S7.
(5)按下式求解最佳投影方向
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W* =Sw"m；-m£) (2.75)

一旦最佳投影方向得以确立，可以据此设计相应的分类器，完成规定的分类任

务，分类器的具体设计既可在投影前的高维特征空间中进行,也可在投影后的一维
空间中完成.视具体需要而定.一般的做法是:沿所确定的最佳投影方向将所有的

训练样本投影到一条直线上,然后根据样本在此直线上的分布情况确定一个分界

点.以后，对于一个新的输入样本，可根据该样本的投影位于分界点的哪一侧而对

该样本的类别作出判断.

在结束本节的时候，我们再来讨论一下所谓的“维数灾”问题.前已述及，在很
多实际问题中，我们往往会遇到这样的情况:一个在低维空间中行得通的方法到了
高维空间中就变得往往不那么容易行得通.因此，如何通过降维操作将一个高维空

间中的模式识别问题变为可以在低维空间中求解的问题就显得尤为重要.Fisher
线性判别法为求解这一类问题提供了一个思路.例如,非线性分类器的设计问题是
在实际中经常会遇到的一个难题.一种比较可行的方法是通过引入非线性变换将
待处理的非线性分类器的设计问题变成一个线性分类器的设计问题.然而，这个过
程往往是以增维为代价的.此时，如果将这种线性化的方法和 Fisher线性判别法
相结合，则有望可以避免由于线性化操作而导致的维数灾问题.图 2. 28 给出了上
述方法的一个图示.首先通过增维将一个非线性可分问题转化为一个高维特征空
间中的线性可分问题，然后利用 Fisher线性判别法确定最佳投影方向，并据此在
投影后的一维空间中完成相关的分类.

图 2.28 降维操作

2.6 最优分类超平面

本节讨论另外一种适用于两类线性可分问题的设计方法.该方法采用的准则

• 68 •



0000000000 第2章 统计模式识别中的几何方法

是:在所有可以对两类训练样本正确分类的超平面中，寻找与两类中最靠近的样本

点的距离同时达到最大的超平面.将满足上述要求的超平面称作最优分类超平面，

将相应的分类器称作最大余量分类器

下面讨论如何得到这样的最优分类超平面 •

设线性可分的样本集为以二 {Xi,X2,…，Xn}.其中，样本集取自 d 维特征空

间，各样本所对应的类别用（力，外，…，队）表示.规定当Xk v即时， =1;当

XkQ3j时，yk 二 ~1.

另设对应于样本集沙={Xi ,X2,…，Xn}的区分超平面由下式表示

WX + d+1 = 0

一般而言，这样的区分超平面不是唯

一的.特别地,存在具有不同法向的超平面

可同时对样本集少三 {Xi ,X2,…，Xn}正确

分类.如图 2.29所示，现考虑其中法向为

印的超平面.显然，从这样的超平面中总可

以找到与两类中最靠近的样本点的距离相

等的超平面.为叙述方便起见，用WTX +

n+1 =0标记这个超平面，并设两侧最靠近

的样本点到超平面的距离为 4.若使用该

超平面作为分界面,并在其两侧各留有间

隔为 的余量，则相应的判决规则可表

示为

JMx+*
[W^X + Wd+i -

更进一步,若对判决式进行归一化处理，则相应的判决规则变为

j WTX+ 忆+1>1 ly = I

[WrX + m+i <- 1
今 ly = - 1

需要注意的是，这里仍用 w和 Wd+1表示归一化以后的相关超平面参数，

上述判决规则可统一表示为

y（Mx + - 1≥0
将上述判决规则适用于样本集％= {Xi ,X2, Xn},有

ykCWTXk + - 1≥0, k = 1,2,…，N （2.76）

现在希望从满足分类要求的 W中找到一个最优的 W*使相应的超平面与两

3二
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类中最靠近的样本点的距离最大，或等价地使最靠近区分超平面的样本点的间隔

最大.由 2.3.1小节中关于超平面的几何性质的讨论可知，所求间隔为

1 — 1 _ 2
II w|| || w|| - WT

因此，要求分类间隔最大相当于要求使 II w II 最小.
这样，求解最优区分超平面的问题成为:在满足式(2.76)所示的条件(对所有

的训练样本均能正确分类)下,寻找使 || W ||最小的超平面.

这个问题是一个有不等式约束的极值问题，可用 Lagrange乘子法求解.相应
的 Lagrange函数为

]
N

LCW, ,A) = -X- W - £入&[%(Wt Xk + wd+i) - 1] (2.77)
4 k =l

其中， =1,2,…，N为待定的 Lagrange系数.
直接求解上述极值问题比较困难.一般的做法是将其转化为对偶形式进行求

解.为此，对"Wid+ij)分别求关于 W和wd + i的偏导数并令之等于零，得到

Lagrange函数取得极值的必要条件：

A
N

W,wd+1,A) = W* - Z 入kYkXk = 0
O” k = l

a n
~ W,Wd+i，入) lwd+i = w；+i — 2AAyk — °ow m+1 文二]

即
N

w* = (2.78)
k =1

和
N - o (2.79)

A =1

将式(2式8)和(2和9)代入代.77)中，可得到 L(W,Wd+i/)的对偶表示

]
N

Lg)= y仍w一 3入[外(w乂& + w"1)一 1]

1
N N N

告（»儿％XD（W；LyXj）— XryMWTXk + 馆+1）+
乙 i=l /=1 A=1

N

a = 1
N NN

）kya（ Xk + ）iV i（ 4 jX；Xi 十 wd+1）
A=1 i=l j -1

NN N

- XX火扒/m月X7Xj + w.+it入 i力
，' =i j=i i =i
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N N

= 22入扒 jyiyjXTXj
i =1 /=1

1
N N N

•'• Ld(入) = 7夕X入认jyj/X：Xj + £心 (2.80)

上述对偶形式是非常重要的•它把优化准则函数 L( W，Wd+i,a )表示为样本
的内积.由于此时的对偶变量为 九，i = 1,2,…，N,故待求参数的个数和样本的个

数相同，为 N.

我们把上述对偶问题重新表述如下

Maximise LD(A) = Maximise ]2心 -万22A,Ajy(y；X；X；
屋=1 t =i j=i I

N

Subject r。 Xk 0,Zc = 1,2,…，N 和 Xkyk - 0
k二1

这是一个比较简单的二次规划问题，有标准的算法可对其求解.这样，一旦解出待

求的;U>0,k =l，2,…，N,则根据式(2.78),可得到最优的权向量W*
N

W* 二 WJgXk
k = l

显然,上式中只有;U>0上 = l，2「 ，N 的样本对W*有贡献，把这样的样本

称为支持向量.若将由所有支持向量组成的集合记为 SV,则最优权向量 W*可表

示为

w* = 2 入kykXk
xk^sv

最后，考虑 M+1的求解.设 Xr 是一个支持向量，故对应的入〉o.从而有
yk(W*yXk + Wd+i) -1 = 0

由上式可解出 坡"1.实际中，亦可利用所有的支持向量来求解 Wd+1.由于有

ykW*iXk +以w"1 = 1

也即

w*yxk + s+1 二 y&

所以

W*T3 Xk + NsvWd+x = 3 %
々esp xkesv

其中，Nw为训练样本集中支持向量的个数.
因此,我们有

攻d+i
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一旦确定了最优权向量W*和 Wd+1,可以据此构建分类器•本节所介绍的基
于最优分类超平面的方法主要用于求解线性可分问题.但是，将其与其他方法相结
合，也可以用于非线性可分问题的求解.做法是:首先引入非线性变换将待处理的
非线性分类器的设计问题变成一个线性分类器的设计问题，然后，用基于最优分类
超平面的方法构建完成线性分类器的设计.图 2.30给出了该方法的一个图示.

图 2. 30 用最优分类超平面的方法求解非线性可分问题

本章小结 本章主要讨论线性可分问题.给出了几种典型的线性分类器的设
计方法.每种方法都有自己的特色和相应的设计准则.感知器算法通过极小化感
知准则函数人（W,X）来寻找可以对所有训练样本正确分类的权向量.最小平方
误差法及其改进算法在最小二乘的框架下通过最小化平方误差准则函数
JKW,[X],b）来求解线性分类器.Fisher 线性判别法通过最大化准则函数
4（W）来确定最佳的投影方向.而基于最优分类超平面的方法则通过寻找与两类
中最靠近的样本点的距离同时达到最大的超平面来构造最大余量分类器.此外，还
讨论了非线性分类器的设计问题,介绍了几种基于线性分类器的解决方案.
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第 2章主要针对有监督情况讨论了统计模式识别中的几何分类法.这种方法

在模式类别几何可分的前提下是一种行之有效的方法.然而，在实际中经常会遇到
不能用几何分类法简单解决的问题.出现这种情况主要有以下原因:第一个原因是
所选用的特征不合适，导致在特征空间中不同类别的模式样本之间出现混叠现象.
此时,即使观测过程不受任何不确定因素的影响，从理论上来说也不可能实现没有
错误的分类.第二个原因是观测样本本身所存在的不确定性.我们知道，在客观世
界中，存在大量的事物和事件，它们在基本观测条件不变的情况下具有某种不确定
性.具有这种性质的模式被称作随机模式.对于这一类模式而言，不论选择何种特
征,由于模式本身存在的不确定性，导致在相应的特征空间中各类模式之间不可避
免地会出现交叠现象.此时，不可能实现没有错误的分类.

显然，对于模式识别而言，不论是上述两种情况中的哪一种，正确选择特征都
是最重要的一个环节•如何选择特征，和所涉及的具体问题相关，在很大程度上取
决于我们对相关领域知识的了解.本章不拟对这个问题作过多的讨论.本章主要讨
论在相关特征已经被选择的前提下如何根据被观测模式所表现出来的统计特性建
立相应的判决规则使对模式的误分概率最小.

3.1 用概率方法描述分类问题

前已述及，一个确定性模式分类问题可以通过引入判别函数加以解决.此时,
相应的特征空间将被按照类别划分成若干个不同的区域.考虑一个二维两类问题.
假定相应的两个模式类别 31 和 32 在特征空间中是线性可分的.此时，存在一条
直线把特征空间划分为两个半空间Q 和 02 .因为待测试的模式在特征空间中是
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线性可分的,故当观测样本X属于31类别时，它必定会落入半空间Q 中.反之，

当观测样本X属于32类别时，它也必定会落入半空间02 中.不会出现属于 M 类

别的样本落入半空间Q中以及属于 32 类别的样本落人半空间Q 中的情况.上

述现象可用概率语言描述如下：当观测样本 X属于31 类别时，它落入半空间

中的概率为1，落入半空间 02中的概率为0；反之，当观测样本 X属于32类别时，

它落入半空间Q中的概率为1，落入半空间 中的概率为 0.上述情况是一种极

端的情况.现实中的大多数情况是:即使观测样本 X属于o 类别时，它落入半空

间 Ql中的概率也不为 1,而是小于1；落入半空间 M2中的概率不为 0，而是大于

0•同样，对观测样本 X属于32 类别的情况也是如此.显然，在两种情况下均不可

避免地会出现所谓的样本交叠现象 •此时，不可能实现完全没有错误的分类 •对于

此类问题，如何实现样本的最佳分类呢？这正是本章要讨论的主要内容•一种比较
自然的做法是将上一章的结果加以推广以完成对随机模式的分类任务 •

在具体讨论如何完成分类任务之前，首先介绍几个重要的概念.

3.2 几个相关的概念

第一个概念涉及先验概率.举一个具体的例子加以说明 •假定有一对长相极为

相似的双胞胎兄弟，单从长相上很难对两人进行区分，但两人的喜好却存在较大差

异.其中，哥哥喜欢照相，而弟弟却不大喜欢.两人的父母为兄弟二人定制了一本内

含 1000张照片的相册.其中，有哥哥的照片 900张，弟弟的照片 100张.现从中任

取一张照片,让猜一下是谁的照片.本来，因为照片是随机选取的，不论猜是谁的均

可能猜中也可能猜错.但是，如果事先知道两人的喜好，则猜是哥哥的照片，猜中的

可能性（即概率）会大一些•这种先于某个事件的发生就已知道的概率称为先验

概率.

对于先验概率而言，有下面的结果.设哥哥的照片的全体组成类别 si,弟弟的

照片的全体组成类别 32,并用 P（M）和 P（02）分别表示两个类别发生的先验概

率，则有

P（31）+ P（CU2）=1

这个结果是显然的.因为从相册中任取一张照片，该照片不是哥哥的就是弟弟
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的,两者必居其一.更一般地,在一个N类问题中，若以 31,32，…，SN 表示类别，

并用P(31),P(32)，…,P(3N)表示相应类别发生的先验概率，则有

P(o>l) + 尸(o>2) +… + PCaiN^ 二 1 (3.1)

这里，假设N个类别是互斥的.即当一个样本属于某个类别时，它必定不属于其他
类别.

第二个概念涉及类条件概率密度.它被定义为在输入模式属于某个类别 3的

条件下，观测样本作为 X出现的概率密度函数，用p(X|Q表示.显然，它反映了
类别 3的样本在所属的特征空间中的分布情况.仍以双胞胎兄弟的例子进行说

明.假定这些照片是从不同角度拍摄的.为简单起见，假定拍摄角度仅在方位上存
在差异.如图 3.1所示，若对兄弟两人所拍摄照片的拍摄角度进行统计，并以方位
角％为参数制作图示的经规范化处理的统计图表(即规格化统计直方图)，则作为
一种近似,该图表可视为定义在方位角 X空间上的一个类条件概率密度函数.显
然，类条件概率密度函数在分类中起着至关重要的作用，它刻画了在特定的类别条
件下观测样本的概率分布.在模式识别领域中,通常假定类条件概率密度函数的函
数形式及主要参数是已知的，或者可以通过大量的抽样试验进行估计.

图 3.1 类条件概率密度函数的概念

最后一个概念是所谓的后验概率.它被定义为在观测样本 X被观测的情况
下，该观测样本属于某个类别 3的概率，用P(hX)表示.后验概率可以根据概率
论中的贝叶斯公式进行计算.它可以直接被用作进行分类判决的依据.

为便于读者阅读,在涉及概率的各章节中作如下的约定:用大写的英文字母表
示概率，用小写的英文字母表示概率密度.例如，在上面的讨论中,我们用P(3)和
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P（WX）分别表示相应类别发生的先验和后验概率，而用 P（X|s）表示相应类别

的类条件概率密度函数.

先验概率、后验概率以及相应类别的类条件概率密度函数三者之间存在以下

关系

p(X) = 2>(X%j)P(3j) (3.2)

(3

式（3.2）和（3.3）通常分别被称为全概率公式和贝叶斯公式.

3.3 最小错误概率判决准则

我们以最简单的两类问题为例讨论最小错误概率判决准则

为方便起见，用 31 和 32 分别表示两个不同的类别，用 P（31）和 P（32）分别

表示如和 32各自的先验概率，用 P（X|si）和 P（X|32）分别表示 w 和 32 的类

条件概率密度函数.则由全概率公式,可知观测样本 X出现的全概率密度由下式

表示

p（X）二 p（X|g）P（g）+ p（X|o）2）P（32） （3.4）

而由贝叶斯公式，在观测样本X出现的情况下，X属于两个类别加 和 32的

后验概率分别可表示为

P（31|X）= 1,1*31） （3.5）p（X）

P（32|X）二 P（X|,2k一） （3.6）
- p（X）

这里,p（X）由式（3.4）给出.如果规定把观测样本 X判归后验概率较大的类别，则
相应的判决规则可表示为

（P（si|X）> P（S2 IX）= X e 例
（3 7）1p（32〔X）> P（3]|X）今 X £ S2

O'

将式（3.5）和（3.6）代入上式并经过整理，可得到等价的判决规则

“（X|si）P（3]）> p（X%2）P（32）=X 6 31
〈 \ O •O /I P（X I S2）P（32）〉P（X〔31）P（3）O X e 32
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上述判决规则被称为最大后验概率判决规则.可以证明，由上述最大后验概率判决

规则给出的判决结果的错误概率是最小的.为说明这一点，我们来看一个一维两类

分类问题的例子.此时，相应的区分超平面退化为一个点（称该分界点为判决阈

值）.如图 3.2所示,假设最佳判决阈值由 ，给出.显然，在所涉及的一维特征空间

图 3.2 的区域为a，x<t的区域为2

中，该判决阈值将整个空间划分为分别属于两个不同类别 31 和 32 的两个区域:

和Q.其中，在区域 C1中，有

p（% I 81）P（01）> p（% I 32）尸（32）
在区域 02中，有
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P(%〔32)P(32)>P(X|31)P(®1)

现在，我们来考察一下判决阈值 t 对判决错误概率的影响.图 3.2给出了三种不
同的判决阈值 t 所造成的误分情况.相应的错误概率由各自图中阴影区域面积给出.
如下两种情况导致分类错误:① 给定的属于血 的样本 光 被误判为属于 32； 给定

的属于 02的样本 又 被误判为属于明.故总的分类错误概率P(e)由下式表示
P(e) = P(X在心中〔g)+ P(x 在 中132)

二 P( O>1 )P(% I o>l )dx + 尸( Ct>2 )P(XI 32)dx
J E? J O]

= P(31)|P(X| Ci»l)dX + P((Z»2) P(%〔32)d%J 02 J Q1

— P(coi )Pi(e) + 尸(52)尸2(6)(3.9)

这里，Pi(£) 二 [ p(x\coi)dx,P2(e) - f p(x%2)dx・
J 02 J Q]

显然，为使总的错误概率 P(e)最小，判决阈值 t 应按(c)图所示的那样进行选
择.因为，在其他选择下，阴影区域的面积(也即总的分类错误概率渚B比(c)图所示

的选择多出一块面积(意味着总的分类错误概率会更大一些).由于(c)图所示的选
择正是最大后验概率准则所建议的选择，因此，有些时候也把最大后验概率判决称

为最小错误概率判决.

把上面关于两类问题的相关结果一般化,可以得到多类(N类)情况下的最大
后验概率判决规则为

P(<z>i|X)- Maximum {P(.a)j \X) } X (3.10)
j=L2,…,N

或者,等价地

p(X\ wi)P(a>i ) = Maximum{p(X\(t)j)P(cuj) } => X 6 (3.11)
j=l,2,…，N

从上面的讨论可知,最小错误概率判决的结果取决于样本的类条件概率密度

和先验概率.

3.4 最小风险判决规则

上一节导出的最小错误概率判决规则虽然可以使相应判决给出的错误概率达

到最小，但是，并没有考虑到错误判决所带来的风险,也即错误判决所带来的损失
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情况.一般而言，某种判决总会带来一定的风险•特别地，错误判决总会带来风险，

不同的错误判决会有不同的风险•例如，考虑使用雷达预警的问题•此时，共有如表

3.1所示的四种可能的判断结果.

表 3.1 四种可能的判断结果

实际情况 判决结果

敌方的飞机或导弹来袭 敌方的飞机或导弹来袭

敌方的飞机或导弹来袭 敌方的飞机或导弹未来袭

敌方的飞机或导弹未来袭 敌方的飞机或导弹未来袭

敌方的飞机或导弹未来袭 敌方的飞机或导弹来袭

其中，第一种和第三种情况为正确判决情况，其他两种情况为错误判决情况.

在两种错误判决中,第二种情况所对应的错误判决概率称为漏警概率，第四种情况

所对应的错误判决概率称为虚警概率.显然，当两种错误判决发生时，都会导致一

定的损失.例如，在第二种情况下,可能造成己方的人员和重要设施遭受袭击，从而

导致重大的人员伤亡和重要设施被摧毁的不利情况；在第四种情况下,虽然不至于

导致己方人员和重要设施的直接损失,但此错误判决也会造成一些其他方面的损

失.例如，需要承担为应付所判断的情况所花费的费用（人员疏散所需要的费用和

停产所导致的经济损失等）.显然，不同的错误判决所导致的损失情况是不一样的.

在第二种情况下，错误判决所造成的损失可能是非常巨大的；而在第四种情况下，

如果处理得当，则损失相对来说可能是微不足道的.

因此，在观测条件和技术水平一定的条件下，采用恰当的决策手段作出恰当的

判断是至关重要的.在有些情况下，仅仅采用最小错误概率判决使误判的概率最小

就显得很不够了.例如，前述使用雷达预警的例子即是如此.此时，采用最小风险判

决也许是一种不错的选择.

下面具体讨论最小风险判决.这也是一种贝叶斯分类方法.

考虑 N个类别的分类问题.用 = …,N表示类另IJ,用 n,J =1,2,…,4

表示可能的判决，用 |%）表示 XSw 但作出判决 a,时所承担的风险和损

失.注意:在实际问题中,类别数 N 和判决数A 可能相等,也可能不相等.例如，若

没有充足理由作出判决，可选择拒绝判决.当把拒绝判决也作为一种选择时，判决

数 A = N+1.显然，对于每一个类另IJ,都存在 A 种不同的判决.因此，相应判决问

题中的总的风险情况可由下式所示的 AXN维的风险矩阵所刻画
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“
(«2 I Cfl ) L(a2〔32) L(«2 I O)N^

. . (3.12)• • •• • •

_L(aA I ) L(«a |a>2) •" L(ua \ con )_
若假定观测样本为 X，其后验概率为 P(即 IX),j =1,2,…，N,则在此情况下

作出的每一种判决 aiu =l,2,-M 的条件平均风险由下式给出
N

R(a/X)= ^2L(ai\a)j)P(a)j\X) (3.13)

n K

这里，xp(灯|X)=1.
j=l

若实际中仅知道相关类别的类条件概率密度和先验概率，则根据式(3.3)所示
的贝叶斯公式和式(3.2)所示的全概率公式，有

P(s/X) = 您XI：,；(叼) 二 尸岂 1叼)P(叼) (3.14)
0

?p(X|叼)P(%)
因此，式(3.13)所示的条件平均风险可由相室类别的类条件概率密度和先验

概率以及式(3.12)所示的风险矩阵得到.

这样,最小风险判决规则可由下式给出
R(cg|X) 二 Minimum{R(aj|X) }n X £ 如 (3.15)

j=1,2,…，4
综上所述，最小风险判决的具体步骤可归纳如下：
(1)对给定的观测样本 X,按式(3.14)计算各个类别的后验概率 p(3jIX),

j =1,2,…，N.
(2)计算各种判决下的条件平均风险 H(aj I X),j =1,2, A.
(3)比较诸条件平均风险的取值，判观测样本 X归属于使条件平均风险最小

化的那一种判决所指定的类别.

下面考察一下最小错误概率判决规则和最小风险判决规则两者之间的关系.
为简单起见,仅考虑类别数和判决数相等的情况.假设采用 0-1损失，规定正确判
决没有损失，即损失为 0,而错误判决有损失，且损失为1.此时,风险矩阵 L 中的第
3,八个元素可由下面所示的函数定义

若记

0 i 二 j
1 W

L(ai\w)二

i = j
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则

L(ai I co；) — 1 - 8ij

根据定义,此时的条件平均风险 R(q/X)可表示为
N N

R(“X)= XL(Qi%j)P(3/|X) 二 »(1 -说)P(s"X)
尸1 )=1

N

= 2P(叼IX)- P(3i【X)
J =1

即 R(ai\x)=l- PCaJi\X).

把上面的结果代入最小风险判决规则中，有

P(a)i|X)- Maximum { p(初|X) } =•X E %
j=l,2,…，N

显然，此式与最小错误概率判决规则的表达式完全相同.因此,在上述 0-1损
失函数的情况下,最小风险判决规则退化为最小错误概率判决规则.一般把最小错

误概率判决规则看成是最小风险判决规则的一个特例.

3.5 贝叶斯统计判决规则的似然比表现形式

在前面两节中，分别介绍了最小错误概率判决规则和最小风险判决规则.本节

进一步介绍这两种判决规则的似然比表现形式.这里的似然比指相应两个类别的

类条件概率密度函数之比.之所以将这个比值称作似然比是因为类条件概率密度

函数又称为似然函数.在模式识别领域中，把基于似然比的判决规则称为最大似然

判决规则.

下面,具体给出最小错误概率判决规则和最小风险判决规则的似然比表现形

式.首先讨论最小错误概率判决规则的相关情况.

3.5.1 最小错误概率判决规则的似然比表现形式

为简单起见，考虑 31/32 两类问题.此时，由式(3.8),相应的分类，判决规则可

表示为

( p(X I )P( )〉p(X I Ct>2 )P( X g o>l

lp(X%2)P(32)> P(X|s】)P(gi)今 X £ a)2
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用 P（X|S2）P（31）分别除上两式的两端，有
P（32）

P（X%2）P（®1）
P（X%1）P（S2）

〔P（X|32）P（S1）

X G o)i

x e o>2

若如下定义两个类别S和 32的似然比

并记判决阈值为

/12(X) =
p(X|si)
P(X%2)

则相应的最小错误概率判决规则可由下式表示

ji2（x）>612 » x e o）i

1/12（X）V 012 X e O>2

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

下面,进一步讨论在应用基于最小错误概率判决规则的似然比表现形式时可

能遇到的一些细节问题.首先考虑尸（31）和（或）P（x|32）取零值的情况.此时，分2

和（或）/12（X）没有定义.当上述情况发生时，可作如下处理:若 P（31）=0,则根据
先验概率的定义,可判决XG 32;而当 P（X I m）= o时,相应的似然比 /12（X）的

取值趋向于无穷大，当 p（g）ro时，它比预先给定的任何判决阈值当然都要大,
故此时可判 XGw.又若 p（X|si）和 p（X%2）同时为。时,可视两个类别发生的
先验概率的大小作出判决.另外，若发生 /l2（X）= &2的情况，则可选择拒绝判决

（或选择任意判决）.事实上，特征空间中满足％（X）二 %2的样本点构成了相应分

类器的判决边界.上述结论对于后续的分类器也同样适用（当然，细节之处可能存

在差异）.以后，遇到类似问题时不再赘述.

3.5.2 最小风险判决规则的似然比表现形式

接着，再讨论最小风险判决规则的似然比表现形式.仍以 3/此 两类问题为

例进行说明.

由式（3.15）,在两类问题下，相应的判决规则可写为

— 01|X）<c R（c?2 二 32 IX） X e 31
I I （3.20）IR（ 二 32 IX）<H（Q1— 31|X）今 X e 32

根据条件平均风险的定义,在两类情况下，有
2

R（ai — 也|X）二、L（ai|sj）P（Sj|X）
j=l
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二 L(ai|si)P(01|X) + L(Qi|s2)P(32|X)
2

R(Q2二 32 I X) 二 L(Q2! 3j)P(3j I X)
)=1

二 L(*%1)P(31|X) + L(Q2%2)P(32〔X)
将上两式代入式(3.20)并整理之，有

/ (L(Q2 I 31)— L(Q1I 31))P(01|X)〉(L(ai I 32)—乙(。2 | 32))P(02 I X) => XGo>i
l(L(U2 I CO1 ) — L(Q1I o>l ))P(a>l IX)<(，(Q1 I o>2)—L(Q2I 32))P(32 I X) => XG 32

即

[P(S1 X) L(ai 32) — L(Q2 32 )

P(32 X)-LQ ) — L(ai 31)

P（如 X) L(ai 32）一 L（Q2 O>2)

〔P（32 X) 7 L(a2 o>i ) 一 L(ai 01)

x e o>]

n X £ u>2

(3.21)

又根据贝叶斯公式，有

P（M〕X）
二
p（X|s）尸（g）

P（O>2像
二

P（X|S2）P（O>2）
这样，式（3.21）所示判决规则可进一步改写为

若记

'p(X|si)
P(X〔32)
p(X|si)
、P(X%2)

(L(ai|32) — L(Q2 32））尸（32）八 v 厂

(L(Q2 a>i ) — L(a" ))P(o)= XC g

一（Mail 32) — L(Q2 32））尸（02）、v 厂

'(L( Q2 an) — L(a"

(3.22)

/ 二 P(X%i)" - p{X\M2}
(L(ai〔32) — L(Q2|g>2))P(32)
(L(Q2l 31) — L(ai | a>i))P(cui )

则式（3.22）所示最小风险判决规则可写成如下的似然比的形式

A?(X)> 912 今 x e3
/12(X)<612nX g a>2

(3.23)

和前面一样,分别称 712和 %2为似然比和判决阈值.

比较式（3.19）和式（3.23）可以发现:最小错误概率判决规则的似然比表现形

式和最小风险判决规则的似然比表现形式两者在形式上是完全相同的，所不同的

只是在相应判决阈值的计算上存在差异.把由式（3.19）和式（3.23）所表示的判决

规则统称为最大似然比判决规则.

上面就两类问题给出了最大似然比判决规则.类似的结果可推广到多类情况.
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假设有 N个类别3j,j=1,2,…，N,若定义

川 =1，2,…,N, j” (3.24)

为其中第 i 个类别m 和第 j个类别叼的似然比函数，则相应的最大似然比判决规
则可表示为

品(X)>%,V j力 i,i,j = 1,2,…，N Xgsi (3.25)

其中，如为判决阈值.在最小错误概率判决的情况下，该判决阈值由下式定义

%=学第， i’j= 1‘2,…,N, jWi (3.26)

而在最小风险判决的情况下，其计算公式为

a 二
(L(a"助)- L(a"s」))P(sj). . _ o

" (L(a/ |g) — L(a"si))P(3s)' — — l，2a,N,j # i (3.27)

应该指出的是，虽然最大似然比判决规则可由最小错误概率判决规则和最小
风险判决规则所推出，本质上它只是相应两种判决规则的另一种表现形式,但是其
在实际使用中的方便程度却是其他两种判决规则所不具有的.尤其是在关于待识
别模式的先验知识匮乏的情况下更是如此.此时，最大似然比判决规则可以用试探
的方式通过设置不同的阈值值并根据相关判决结果是否与实际相符合来调整相应
的判决阈值,从而达到正确分类的目的.

下面来看一个具体的例子.

例 3.1 在某个实际应用中，拟通过模拟信道传输二值数字图像.如图 3.3所
示,二值图像每个像素的取值为“0”或“1”.当被传输图像通过模拟信道时受到加性
噪声的干扰.已知噪声服从均值为 0、方差为 的高斯分布.试运用最大似然比判
决规则在接收端设计一个分类器对所接收到的图像信号进行分类，将其还原为一
幅二值数字图像.

噪声
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I 30)Zoi(x)

即

exp

exp

解之，有

二 exp

这就是所求最大似然比判决规则的表达式.若采用 0-1损失函数，并假定两个

类别发生的先验概率相等，则上述判决式成为

[xV力》% e 30

%>]= % e si

< 001 => X E O>1

p(x|31)

>。01=* % G so

/(n(%)>仇1=■ % e so
】oi(x)<仇i => % e si

1 — 2x
2，

1 - 2x
2b2

1 - 2x

(X - 1)2
2/

解 忽略对输入图像进行编、解码的处理过程，仅就如何设计一个能对接收到

的图像信号进行分类判决的两类分类器进行讨论.假设所有取值为“0”的像素的全

体组成类别铀，而所有取值为“1”的像素的全体组成类别 m .若在某一时刻分类

器所接收到的图像信号为 元，则依题意可知：当对应像素属于类别 矶 时,％服从均

值为 0、方差为 力的高斯分布

若采用最小风险判决，则相应的判决阈值为

n
_ (L(ao|a>i) — L(ai|a>i))P(3i)

01
(L(ai I so)- L(ao|3o))P(o>o)

这样,可得到最大似然比判决规则为

p(x|so) 二 exp(-总)

而当对应像素属于类别 31 时,％服从均值为 1、方差为I的高斯分布

p(x|g) - -J—exp(~

为了设计相应的分类器，构造如下的似然比函数

X<y - /ln%i» X e 30

]
%>2 - ilnJoi 今^ x £
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即当输人图像信号 X 大于 1/2时,判其为“1”；否则,判其为“0”.显然,这个结果和
我们的直观是一致的.

3.6 拒绝判决

在讨论最小风险判决的时候，曾提及拒绝判决的问题.事实上，在某些情况下,

拒绝作出判决比不负责任地作出不恰当的判决要更有意义.例如，作为一种识别手

段，生物特征识别受到越来越多的关注,并在包括银行系统在内的许多应用场合获
得了广泛的应用.这种利用脸谱和指纹等生物特征进行身份验证的系统为用户提
供了很大的便利.但是，由于目前的识别率还不够高,如果使用不当也会给银行和

用户带来一定的风险.因此，在作出判决的理由不是很充分的情况下，选择拒绝判

决也许是一个不错的选择.

下面,以一个 N类判决问题为例来说明在一个分类系统中引人拒绝判决并使
之成立的条件.此时，除了对应于每个类别的判决之外，还包含有一个拒绝判决，故
判决数 A = N+1.和作出任何一个判决一样，拒绝判决也要承担一定的风险.若记
拒绝判决为 aN+i，则在属于类别 w，J = 1,2,…，N的样本发生的条件下作出拒绝
判决GN+1的风险可表示为 L(aN+i[wj).

如前所述,在输入样本为 X的条件下，作出各种判决的条件平均风险为
N

R(aJX) 二 ^'(凹|coj)P(sj|X), i = l,2,…，N +1 (3.28)

这样，作出拒绝判决的条42
H (aN+i I X)VH (a"X),V i =12…，N => XGaN+i (3.29)

若假设正确判决的损失为 0,错误判决的损失为富，而拒绝判决的损失为 人 R .
其中，人 f 和平 均为常数.则由式(3.28),可知

N N
R(aN+ilX)= £]L(aN+i I叼 )P(a>j I X)= I X)

/=1 /=1

N

二入 R -P(w IX)二 Ar
/ =1

另一方面，当 i/N +1时
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R(a/X)= XL(aJsj)P(TX)= 之 入铲(叼 IX)=〃£p(s/X)
j= l j= LjWi j =

N

= Af( Zp(3/X)-P(m|X)) = "(1-P(3"X))

此时,为作出拒绝.决，需
H (az+i I X)<R (at|X), \/i = l,2,…，N

因此，作出拒绝判决的规则为

A«<ZAf(1- P(a)i\ X)), V i = l,2,…，N =■ XgaN+i
或者

P("X)V(1-工)，V i =1,2,…,N n XG av+i

因尸(3 I X)>0,故在设计分类器时,为使系统能够作出拒绝判决，须置从V北
这个条件虽然是在比较简单的风险设置下得到的一个结论,但却揭示了在设计含
有拒绝判决的分类器时应该遵循的一个原则.即在所设置的错误判决的损失和拒
绝判决的损失两者之间需要满足一定的条件,否则可能实现不了设置拒绝判决的
设计初衷.

3.7 贝叶斯分类器的一般结构

上面所讨论的最小错误概率判决规则和最小风险判决规则都是建立在贝叶斯
法则基础上的.我们把这样一类方法统称为贝叶斯分类法，把基于这些方法所构造
的分类器称作贝叶斯分类器.

下面我们来讨论贝叶斯分类器的一般结构.为此，借助于在第 2章中所介绍的
判别函数的概念来构造贝叶斯分类器.

考虑 N个类别的分类问题.设样本 x是 d 维特征空间中的一个向量，记为
X=(%i,%2,…,kd)T.又设对应于类别 初，j = 1,2,…，N的判别函数为gj(x),
j=1,2, N,则在最大值判决下,相应的判决规则可表示为(参见式(2.34))

gi(X)>gj(X), V j N = 1,2,…，N » X £

• 87 •



模 式识别 O O O O O O O O O O C；(D

上述最大值分类器的一般结构如图 3.4所示.

图 3.4 最大值分类器的一般结构

为了借助于上述一般结构形式，我们将本章所讨论的判决规则进行改写.在最

小错误概率判决的情况下，可取

gi(X) = PG, |X) (3.30)

或等价地，取

g,(X) 二 产X%”(如) (3.31)，p(X|% )P(5)

类似地，在最小风险判决规则下，可品
1

团(X) 二-H(a/x) (3.32)

显然,判别函数的选择不是唯一的.一个判别函数乘上一个正常数或者加上一
个常数后仍然有资格作为判别函数，并且不会对判决结果产生任何影响.更一般
地,只要函数了是一个单调增加的函数，则用 /(gi(X))替代班(X)后所得到的分
类器的性能保持不变.这一点对于分析和计算是特别有利的.根据具体情况，适当
地选择判别函数往往会给解决相应的模式分类问题带来便利.因为，一些判别函数
可能比另一些判别函数更容易计算或更易于理解.

以最小错误概率判决为例,除了式(3.30)和(3.3D所示的判别函数外,下述两
个函数也有资格作为判别函数使用

二 p(.X\an )P(.a)i ) (3.33)

g,(X) = lnp(X%j) + InP(孙) (3.34)

另外,决策面的概念也同样适用于贝叶斯分类器.如果两个类别孙 和初 的区
域在空间上是相邻的，则它们之间的分界面由方程 g,(X)= gj(X)所给出.对于每
一对相邻的类别,都可以类似地建立一个决策面方程.一般而言，对于一个N类问
题，相应的决策面把特征空间划分成N个子区域.注意:每一个这样的子区域在空
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间上不一定是处处连续的，它可能是由若干个连续的更小的子区域所组成.根据判

别函数的性质，分界面可以是超平面或超曲面•在三维空间中，分界面一般为某种

形式的曲面;在二维空间中,分界面一般为某种形式的曲线;在一维空间中，分界面

退化为分界点.如果给定的分类问题是线性可分的，则相应的分界面为超平面.特

别地，在二维和一维特征空间中，相应的分界面分别退化为直线和分界点.

3.8 Neyman-Peason判决规贝U

前面给出了对随机模式进行分类的几种判决规则.其中，最小错误概率判决规则
和最小风险判决规则均与相关模式发生的后验概率有关，也即与模式发生的先验概

率和相应的类条件概率密度有关.因此，要使分类错误概率或者分类风险达到最小,

需要同时知道相关的先验概率和类条件概率密度.另外，在最小风险判决的情况下,

还需要对误判的风险作出恰当的定义.但是，上述条件在实际应用中不一定能得到满

足.例如，有时事先可能并不知道先验概率的具体数值.例3.1中的情况就是如此.二
值图像中取“1”值的概率事先并不能确切知道.此外，对误判所承担的风险有时难于

确定.但我们知道其中一种分类错误比另一种分类错误的危害更严重.因此，希望
实际的判决能将危害限制在一个可以接受的范围内.那么，在这样的情况下，应该

如何进行判决呢？一种方法是采用下面所介绍的 Neyman-Peason判决规则.
为方便理解，我们从一个两类问题谈起.假定对应的特征空间为一维空间，而

两类的类条件概率密度函数分别如图 3.5所示.显然，如果选择 T作为分界点，则
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总的分类错误概率与图 3.5所示的两个阴影区域的面积 ei 和 62 成正比.为叙述

方便起见，把由 ei 表示的分类错误概率称为第一类分类错误概率,而把由 62 表示

的分类错误概率称为第二类分类错误概率 •这里

ei - f p(%〔M)dx (3.35)

e2 - [ p(%〔32)dx (3.36)
J %

Neyman-Peason判决规则(以下，简称 N-P判决规则)的基本思想是:在保持

一类分类错误概率不变的情况下,使另一类分类错误概率最小 这样做是有实际意

义的.例如，在前面所介绍的关于敌方飞机或导弹来袭的例子中，我们希望第二种

情况出现的概率(即漏警概率)要小于一个规定的数值.因为在敌方飞机或导弹来

袭的情况下，一旦出现误判损失将是惨重的.同时，我们希望在漏警概率保持一定

(小于等于事先设定的一个常数)的条件下,能将另一类错误概率(即虚警概率)抑

制得尽可能小.

对于上面的两类问题，若设虚警概率为 61、漏警概率为 62，则 N-P判决规则相

当于要求在保持 E2不变的条件下，使 E1最小.在数学上，这是一个条件极值问题,-

可用 Lagrange乘子法进行求解.为此,构造如下的目标函数

J = £i + A( £2 - a) (3.37)

式中 为待定的 Lagrange乘子，a 为根据实际需求指定的一个常数.现在的

问题是适当选择人>0,使式(3.37)所示的目标函数取得最小值.

注意到 61 可写为

ei = p(%|si)dx = 1 - p(x|&>i)dx (3.38)
J J Q]

因此，将式(3.36)和(3.38)代入式(3.37)中，可得

，二 E1 + 入(f2- a)

= 1 - p(x \ 0>i)dx + A( P(x|S2)dx - a)
J J /2]

- (1 - Aa) + f (入p(x|s2) - p(x|a>i))dx (3.39)
J %

这里,Ci和Q 分别为类别期 和 32的判决区域.我们希望适当选择 A>0和判决
区域 Oi,使得上式所表示的目标函数取得最小值.

注意到对于特定的问题而言,p(自01)和 是确定的，入 最终也是确定

的.因此，要使上述目标函数 J 最小化，只要确定相应的判决区域a 使式(3.39)
的后项积分取得最小值即可.
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记满足上述要求的判决区域 为 ，可以证明这样的 O1* 由满足条件式
Xp(x I 0)2)- P(X I C01XO的 X 的全体所组成.

用反证法证明上述结论.为此，假设在 义 已确定的情况下另有判决区域cf 可
使式(3.39)的后项积分取得更小的值，那么，这样的 Qf 一定可表示成以下的形式

0产 = - 盘12) U a21
其中，在子区域 012上，有 即(x|02) - P(x I Si )V0,而在子区域 Q1上，有
入P(元|32)- P(X I <Ol)>0成立.
这样，当判决区域 时，目标函数 J 可写为

J# = (1 - la) + I (Xp(x|(U2) - pCx| ))dx

(入p(%〔32)- p(x|coi))dx(1 — Aa) +

(ap(x|s2) - p(x | a)i))dx

(1 — Aa) +

(Xp(x\a)2) - p(%|3i))dx + (Xp(x I M2) 一 p(%|31))d%
012 J 021

= J* + | (p(x | a»i ) - 入p(x|s2))d% + (Ap(x |(«2) 一 p(x|an))dx

其中,J*为判决区域 Qi = Oi* 时目标函数 J 的取值.由假设，戏12和 Qi中至少有

一个非空(如属不然，则 Cf 就是四 ).由于已知在子区域 012上，有 R(x|s2)-
p(x I 31)VO,在子区域Q1上，有kp(x|32)- P(X I 31)>0成立，故上式的后两个
积分项之和必定大于 0.这样，可推出 J#>J* .这与判决区域 of 的选择可使目标
函数 J取更小的值的假设矛盾.这样，我们就证明了当判决区域 Q 取为 C1* 时,
目标函数 J 可取得最小值.
因此,所述的 N-P判决规则可以表示为

入P(x%2) - p(x|m)<o => x e
入p(%〔32) - p(%isi)>o=> x e (3.40)

也即
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P(X|31)
p(x|32)
〉以0 k e M

P(x I
p(x|

31

32
；v a 今 ％ e S2

(3.41)

这里，人）0为判决阈值.可以看到,N-P判决规则的表现形式和最小错误概率判决

规则以及最小风险判决规则的似然比表现形式是一样的，不同的只是判决阈值.

N-P判决规则中的判决阈值 A 可按照以下步骤确定:根据判决式

一（％ I 31） ,

P（X|32）'
可确定使上式成立的判决区域 .给定一个%，可确定一个与之对应的 C1，进而

可据此得到相应的分类错误概率

£2 = P（X|0）2）dx
J %

显然，判决区域a 是随着 a 的增加而单调递减的•上述分类错误概率 b也

随着 A 的增加而单调递减.因此，可选择使约束条件 82 = a 成立的人 作为待求的判

决阈值.在实际问题中，一般难于求得判决阈值A 的解析解.可采用试探的方法来

确定人.例如，从一个较小的 A 的取值开始，依次增大，并计算相应于 A 的现行取

值的判决区域Q，直到分类错误概率 M 满足约束条件 e2 = a 为止.使约束条件 e2

二 a 成立的人 即为所求的判决阈值.

在某些特殊情况下，有可能直接得到判决阈值 A 的解析解.例如，当对应的特

征空间为一维空间，且两个类别的类条件概率密度函数均为单峰函数时，可以通过

直接求式（3.39）所示目标函数的极值解得到.此时，目标函数 J 可表示为

J =（1 一 Aa）+ CXp（x|w2）- p（x|coi））dx
J —8

这里，T为分界点的取值.对上式求关于 T的偏微商，并令之等于 0,有

= p（T|a）i）— Xp（T \ M2）二 0

解之，得到

,
二
P（T%i）

- P（T〔32）
另一方面，对式（3.42）求关于人的偏微商,并令之等于 0,有

~ =-a + f p（x|a>2）dx — 0oa J -8

解之，有

(3.42)

(3.43)
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J p(x〔32)dx - a (3.44)

这样,根据给定的 a，可由式(3.44)确定相应的 T,从而由式(3.43)确定待求

的判决阈值屋

下面举一个实际的例子说明 N-P判决规则的应用.

例 3.2 试用 N-P判决规则求解例 3.1.

解 本例的目的是运用 N-P判决规则在接收端设计一个分类器对所接收到

的图像信号进行分类，将其还原为一幅二值数字图像•进行这种设计的出发点是希

望在接收端尽可能不丢失取值为“1”的目标点•与前类似，假设所有取值为“0”的像

素的全体组成类别的，而所有取值为“1”的像素的全体组成类别3.若在某一时

刻分类器所接收到的图像信号为％，则根据已知条件,知：当对应像素分别属于类

别 30 和0 时，％各服从以下的高斯分布

1 / \

p(x|幻0) = ,—— exp -口

P—石exp(-

根据式(3.41),判决规则为

P(X|30)
p(x|31)

|30)
P(X|Si)

> 入 = X £ 30

<A => x 6 wi

即

> a x e so

v入今 ％ e siexp

/1 - 2尤
exP(HA

../1 - 2x
2产

(3.45)

其中，人 为判决阈值.由于两个类别的类条件概率密度函数均为单峰函数,故可根

据式(3.43)求得;I

「T
p(x|si)dx = dx - a

i
_ p( T I a>o ) _

义 - 2中皿) - exP
1 - 2T

其中,T为分界点.若希望将T”的像素误判为“0”的概率抑制到一个比较低的水平 a，

则分界点 T可由下式确定
t 1 / (x - 1尸
后exphF^
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上式的积分为正态积分,可通过变量代换将其转换为标准正态积分，并通过查

标准正态积分表求出 T的具体取值.

为使判决过程更加简洁，可将（3.45）改写如下

% V （r2lnA 万 x e 铀
. Y

% cr2lnA => * e 31

由于 T=l/2-b2]na 可事先算出，故判决过程将非常简单.

3.9 最小最大判决规则

前述的最小错误概率判决规则和最小风险判决规则需要确切知道模式发生的
先验概率和相应的类条件概率密度.其中，在最小风险判决的情况下，还需要规定
判决的风险.这些要求在实际应用中有时很难得到满足.实际中可能遇到的情况是
不仅先验概率不能确切知道，而且先验概率还有可能是随时间变化的.在这种情况
下,基于前述的最小错误概率判决规则和最小风险判决规则所设计的分类器的性
能很有可能不能满足使用要求.这是因为这两种方法都是针对固定先验概率来设
计分类器的，当先验概率变化比较大的时候，所设计的分类器的性能将变差，并有
可能变得非常差.此时，除了前一节所介绍的 N P判决规则外,还可考虑使用基于
最小最大判决规则来设计分类器.所谓的最小最大判决规则是一种比较保守或者
说是一种比较稳妥的设计方法，其主要思想来源于对策论.它追求的是这样一种
“境界”:在最坏的情况下取得最好的结果，而在其他情况下并不追求性能的最佳
化.换言之,在不是最坏的情况下，它给出的结果不是最好的，但也不是最差的.虽
然性能可能不佳,但可以在一定程度上满足使用要求.举一个例子来说明这个概
念.假定有两个农业家庭 A和 B,它们具有同样的生产条件（包括劳力、土地和生产
工具等），在相同的条件下可以生产同样多的农副产品（包括粮食、蔬菜和禽类）.两
个家庭都过的是一种自给自足的生活.但是，两家的消费观念不同.A家庭是“激
进”型的，而 B家庭则是“保守”型的.年成好的时候,A家庭吃香的喝辣的,很是风
光;但到了差一点的年头，就有可能处于有了上顿没下顿的一种状态.而 B家庭则
是未雨绸缪，年成好的时候,也是消费有度，虽然生活谈不上奢侈,但也不是很拘
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谨,并且能有一些盈余;到了差一点的年头，虽然收成不好，但因为有储备，生活也

还过得去，很是被左右邻居所羡慕 •这里，B家庭采用的就是一种类似于最小最大
判决规则的生活态度.

下面,从判决风险的概念出发来导出最小最大判决规则•为此，考虑 N个类别
的分类问题.用 e，J = l，2,…，N 表示类别，用s,J = 1,2,…，A 表示可能的判
决，用 L(四|初)表示 XG初 但作出判决内时所承担的风险和损失.那么，根据在
讨论最小风险判决时所得到的结论可知，在观测样本为 X的情况下作出判决心，

i =1,2,…,A 的条件平均风险由下式给出
N

R(a"X) = 2L(a"3j)P(3j|X)
j= l

显然,条件平均风险 RCat\X)与类条件概率密度 p(x|sj)、损失函数 L(a i|3 j )

以及类别发生的先验概率 P(%)有关.这里，下标 j 二 1，2,…，N.如果上述因素均
是不变的，那么，根据最小风险判决规则可以将特征空间划分成分属于不同类别的

N个区域，使条件平均风险达到最小.在大多数实际问题中，可以假定类条件概率
密度 P(刘回)以及损失函数 L(aJsj)是不变的;但是,在很多情况下，先验概率
不仅未知,并且有可能是随时间变化的•此时，虽然可以针对不同先验概率的取值，

依据最小风险判决规则设计出相应的分类器,得到在不同先验概率取值下的最小

风险判决结果.但是，实际中如果不能得到先验概率的确切取值，纵使设计出了有

针对性的分类器，也没法正确使用.

另外，我们还注意到,上面的条件平均风险 R(a/X)仅仅反映了在观测样本
为 X的情况下作出判决ai,i = L2, ，A 的条件平均风险,并不能反映据此对整

个特征空间进行分类时所承担的总的平均风险.考虑到 X是一个随机向量，而在

X发生的条件下所作出的判决结果依赖于X,故作为 X的函数，在 X发生的条件

下作出的判决g，i =1,2,…,4也是一个随机向量.若将依赖于模式样本 X的判

决记作a(X)，则对整个特征空间进行分类时所承担的总的平均风险为

R ^ER(a(X)\X)p(：X)dX (3.46)

其中,积分区域遍及整个特征空高Ed,而 p(X)为 X的全概率密度函数.显然，相
应的分类判决应使式(3.46)所示的总的平均风险达到最小.当整个特征空间被划

分成 N个属于不同类别的区域时,上述总的平均风险可以写为

& R(ai |X)p(X)dX+『 H(a2〔X)p(X)dXJ/ J电

+ ••+『 H(az|X)p(X)dX (3.47)
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上式表明,总的平均风险与类别区域的划分情况有关，而如前所述类别区域的

划分结果又与先验概率存在直接的关系，因此，总的平均风险 R 是先验概率的函
数.也就是说,给定的先验概率不同，类别区域的划分结果不同，总的平均风险丧
也不同.当先验概率已知时，我们总可以找到合适的分类器将整个特征空间划分成

对应于 N个不同类别的区域 = 1,2,…,N,使总的平均风险 R 达到最小.但
是,当先验概率变化时如何确定一个分类规则使相应的分类结果合乎使用要求则
是一个需要进一步研究的问题.

为了得到这个问题的解决方案,我们来具体分析一个 3/32 两类问题.在现
在的情况下，需要考虑的类别只有两个，故有 P(32)=1- P(31)成立.这样，总的
平均风险 R 与先验概率 P(S1)和「(32)之间的关系可用 R 与 P(S1)的关系表
示.一般而言，a与 P(M)的关系是一个非线性关系.相应于每一个可能的尸(即)，

我们可以逐点计算对应的 R 的取值.由式(3.47),有

反=「 H(ai |X)p(X)dX + j R(a2\X)p(X)dX (3.48)J J 3
其中，区域 d,i = 1,2可依据最小风险判决规则确定.如果假定判决数等于类别
数，那么，根据 3.4的结果，知

R(ai |X) = L(ai|3i)P(si |X) + |a；2)P(32 |X)

= L(ajg)二部； +h必做)区x特y2), i = 1,2

将上式代入式(3.48)中，有

A + L(ai |32)P(X%2)P(32)]dX

+ [L(a2 |si)p(X|3i)P(si) + L(a2 \ co2) p(X \ P(co2)^dX
J 02

将表达式 P(S2) = I"P(3I)代入上式，并加以整理，得到

衣 = L(ai |a>i)P(cdi)f p(X|on )dX + [L(ai |a)2 )
J Dj

- L(ai | M2)P(cvi)J^ p(X%2)dX

+ L(Q2%1)P(31)/ P(X%1)dX + [L(仁2 I 32)J电

- L(a2%2)P(si)“ p(X%2)dX
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又因为

p(X%i)dX + p(X%】)dX = 1
J /2] J

以及

p(x|G2)dX+『 p(X|32 )dX = 1
j Q] J n?

所以

p(X|w)dX = 1- [ p(X|s)dX
J C] J。2

以及

p(X%2)dX = 1 —『 p(X|s2)dX
J 或？ J A]

故
一 . —A = L(ai |si)P(3i) 1 - p(X|si)dX +U(ai%2)
*- j n? —

— L(ai I o>2)P(si )] p(X%2)dX
* X2]

p(X|si)dX+ [L(«2|W2)
出

— 2 1G2)P(31)][1 — P(X|32)dX

= L(a21G2) + [L(Q1 I 32) — L(Q2 I 32)]J P(X|32)dX

+ {[L(aJ C01) — L(42 I 32)] 十 [L(Q2 I O>1)

- p(X|曲)dX— U(a"32)

p(x|32)dx]p(3i)
% J

令

+ L((Z2 1 toi )P(g )

- L(Q2 I 32 )]J

a 二 L(a2l32)+ [L(ai|s2)— L(a2%2)] p(X|a>2)dX (3.49)
J a】

b ~ [L(ai Ian) - L(Q2 〔32)]+ [L(Q2〔3i) - L(ai|初)] p(X|g)dX
j色

- [L(cu |<«2〉一 L(a2 p(X|<z»2)dX (3. 50)
J %
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则总的平均风险 H 可表为如下简单的形式

R = a + bPQi） （3.51）

这样,我们就得到了总的平均风险 R 与先验概率 P（s）之间应满足的关系

式.由推导过程可以看出，上述总的平均风险 R除了与先验概率 P（31）相关联外,

还与所采用的分类器有关.下面分两种情形展开讨论.

图 3.6 最小总平均风险反向.和

P（o）之间的关系曲线

（1）如果相应于每一个固定的先验

概率 P（3）,我们都使用最小风险判决规

则设计分类器，从而得到相应的分类判决

区域 01 和3，则可以使总的平均风险 R

最小化.称此时所得到的总的平均风险 R

为最小总平均风险 H,记为 Rmin .图 3.6

给出了典型的最小总平均风险 Rmin和
尸（31）之间的关系曲线的示意图.其中，

横坐标为 P（M）,纵坐标为对应的最小总

平均风险 Rmin.显然，先验概率P（31）不同，根据最小风险判决规则得到的分类判
决区域R 和Q 也不同，从而有不同的。和 b.换句话说,a、b 的取值是随 P（an）

变化的.上述 R min和 P（3）的关系一般是非线性关系.它给出了依据最小风险判决

规则设计分类器时可以得到的最优结果.从原理上来说，只要知道先验概率 P（g）

的取值，我们就可以据此得到相应的分类器使得总的平均风险 R 最小化.但是，由
于一般很难做到对先验概率的正确估计，因此，实际中很难直接利用上述结果.此

外，从计算量和存储量的角度考虑，即使能够做到对先验概率的正确估计,要对所

有可能的先验概率 P（3］）的取值都设计一个分类器也是不现实的.

下面，接着讨论图3.6所示 衣丽n-P（31）关系曲线的一些性质.由式（3.51），可知

dPCcoi)

它给出了过 RmijP（31）关系曲线上的点（p（m），Rmin）处切线的斜率•对于某个固

定的先验概率（例如，P*（31））而言，若记对应的 a、b 和e神分别为 Q* 、6* 和

及瑞，则 RmibP（Sl）关系曲线上过点（P*（3］）,女3）处的切线的斜率为 b* ，与纵

轴的截距为 a*.
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可以证明，Rmin-P（31）关系曲线是单峰的和上凸的.上述结论可用反证法得到

证明.为此，设 Amin-P（31）关系曲线不是单峰的和上凸的，则相应曲线上必定存在
至少一个极小点.任取其中的一个极小点，并过该点作切线，则根据极小点和切线

的定义可知，该切线必定位于 amibP（S）关系曲线的下方.这和已知 Rmin为在先
验概率 P（31）条件下的最小总平均风险的结论矛盾.

（2）从节省计算量和存储量的角度

考虑,我们希望用很少的分类器来完成对

所有情况下的分类任务.下面具体考察一

下用一个分类器来完成分类的情况.此

时,可考虑使用固定的先验概率进行分

类器的设计.由前面的讨论可知,若设固

定的先验概率为 P*（31）,则依据最小风

险判决规则可得到相应的 a*、b* 和

的具体取值.显然，在现在的情况下,

总的平均风险 R 和先验概率 尸（四）之

图 3.7 固定先验概率时，总平均风险 及和先

验概率 p（3）之间呈线性关系

间呈线性关系.如图 3.7所示，它由 R.-PQ］）关系曲线上过点 扁n）处的

切线所定义.由于 P（31）在［0,1］区间上取值,故总的平均风险衣在［min（Q,a + b）,

1）1数（4,4+b）］范围内取值.特别地，当先验概率等于q*（m）时，其取值与 相

同，但随着先验概率逐渐偏离 P*（3）,其取值也逐渐偏离 e盐,并在先验概率的两
个端点处分别达到最小和最大的总平均风险 min（a ,a + b）和 max（a,a + 6）.

显然,所选择的固定先验概率的取值不同，所得到的用来刻画 R 和 P（w）之间

关系的直线也不同.图 3.8给出了三种典型的情况.在图示的第一种和第二种情况

图 3.8 a 和P（四）的关系曲线随所选择的固定先验概率而变化
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下，虽然对于某些先验概率而言其总的平均风险 R 较小,可以取得较好的分类效果；

但在某些情况下，其总的平均风险 R 可能变得非常大,从而导致分类器的性能变得

非常差.而在第三种情况下，虽然在某些情况下，其分类性能不如前两种情况,但其最

大的总的平均风险 R却维持在一个较低的水平.因此,如果不希望所设计的分类器

所导致的最大的总的平均风险 R 过大，那么，一个较好的选择是使用在第三种情况所

得到的分类器,即选择使最大的总的平均风险 max（a,a + b）最小化的分类判决方案.

下面证明：使最大的总的平均风险 max（a,a + b）最小化的分类判决由 Amin-
P（m）关系曲线的最大值所对应的分类判决所给出.

事实上，对式（3.51）两端求关于 PMI）的偏微商并令之为 0,有

即当 b = 0时,Rmin取得极值.由于 Rmin-P（g）关系曲线是单峰的和上凸的，故上
述极值点是一个极大值点.记该极大值点所对应的 a、b 和Rmin的取值分别为 Gmx、
bmax和 Rmin,max，则有

= Hmin.max 二 "max （3.52）

和

bmax = 0 （3.53）

对于任何其他的 a*、6*组合而言，由于其所对应的直线 R^a* +

均为过 RmibP（w）关系曲线上的点（P*（31）,R盖）并位于其上方的切线，故有
max（a * ,a * + b*）》MaxRmin

P（%）

这就证明了使最大总平均风险最小化的分类判决由最小总平均风险的最大值

（即 RmibP（31）关系曲线中 Rmin的最大值）所对应的分类判决所给出.
实际中可先确定 HmurP（31）关系曲线上的极大值点（p„爪皿（31）,心说,皿），

然后根据 Pmin.3（Sl）和最小风险判决规则的似然比表现形式构造如下的分类器

'"（X|31） （L（ai|g>2）- £（a2%2））（1 - Pmimmax（31））
0 Y 二

<P（X〔32） （L（a2 I 31）— L（ai|31））Pmin,max（31）
P（X | 31）v（L（ai%2）- "&2%2））（1 - Pmin,max（31））
P（X%2） （乙（&2 I 如1）一 ，（ai | 01））Pmin,max（31） "

此时,相应的分类判决区域 Cl 和 02 满足如下约束条件
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[L(ai |si) — L(a2〔32)] + [ZAazlsi) — L(ai |on)]| p(X|cwi )dX

— [L(ai |<z»2) — L («2 Is2)]f p(X|s2)dX
J fl.

= 0 (3.54)

而总的平均风险 Rmmmax为
火min. max 二 L(a2 I O>2 ) + [L(ai〔32) — L(a2〔32)][ P(X| O；2)dX (3. 55)

J q
特别地，在取OT 损失函数的情况下，有

a =『 p(X%2)dX
J %

b=「 p(X|si)dX-j p(X%2)dX
J @2 J Q]

以及

R = a + bP(wi )

=「 p(X|02)dX+「「 p(X|si)dX-f p(x〔32)dx]p(3i)J / LJ出 J & 」

二 P(31)[ P(X|o>i)dX 十 P ( a>2)[ P(X|o>2)dX
J Q? J /2]

此时，根据最小最大判决规则,相应的分类判决区域 01 和 02 应满足

「 p(X|3i)dX=f p(X%2)dX (3.56)
J 02 J Q]

而总的平均风险 Rmin.max为

Rmin.max 二 [ P(X%2)dX (3.57)
J Q]

和我们预想的情况一样，它与类别发生的先验概率无关.

最后，举一个实际的例子来说明最小最大判决规则的应用.

例 3.3 试用最小最大判决规则求解例 3.1.
解 与前类似，假设所有取值为“0”的像素的全体组成类别 30,而所有取值为

“1”的像素的全体组成类别 m .若在某一时刻分类器所接收到的图像信号为 x,则
根据前面的讨论，知 ％在两种情况下分别服从以下的高斯分布

p(x|so) = 匕 exp(-总)
\/2冗(7、 分 /

,| . 1 / (Li)?、p(x|si) = exp 歹—

若选用0T 损失函数,则相应的判决规则为
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I
夕（X|Ct）O） 1— Pmin.max（SO） 二
P（—31）2

-

Pmin,m”（30）
的

P（X| So）v1一 Pmin,max（30） 二
P（X“i）

X H 皿

即

m/1~ 2-、、1 — Pmin.max（O>0）— 二exP（ 2d ）> f血皿（30）
Y

m/1— 2%、「1一 Pmin,max（30）— 厂〔exp（2/ 尸 Pm…（3。）
今

其中，Pmin,n（̂30）为使 hmin取最大值的先验概率.在本例中，由于两个类别的类条

件概率密度函数均为单峰函数，故可直接根据约束条件式（3.56）求得相应的分类

判决区域.设与类别 30 对应的分类判决区域为q=（- 8 ,丁），与类别g 对应的

分类判决区域为Q =（7,8）,则分界点了可由下式解出

忆念exp（一5/q = 厂wexp（-豆加
上式两端的积分均为正态积分，可分别通过变量代换将其转换为标准正态积

分.这样，通过查标准正态积分表可求出 T的具体取值.
最终的判决规则如下所示

（x< T» x G o）o

lx> T x E coi

3.10 基于分段线性化的分类器设计

当类的先验概率和概率密度已知时，基于贝叶斯准则的分类判决结果从统计
学意义上讲是最佳的.然而在实际应用中，由于各类别的先验概率或者不能确切知
道或者其本身是变动的,从而使得基于固定先验概率的分类规则得到的任何单个
分类器并不能达到所期望的水平.N-P判决规则和最小最大风险判决规则从各自
的角度出发提出了相应的解决方案.但是,正如我们所看到的，它们都存在着各自
的局限性.其中，最小最大风险判决规则按照对策论的思想,立足于在最差的情况
下争取最好的结果.也就是说，依据“使最大的可能风险最小化”这样一个原则来设
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计分类器.这类分类器在实际中获得了广泛的应用.然而，基于这种准则给出的判

决是一种过于保守的判决，它导致分类器的性能在大多数情况下相比贝叶斯分类

器下降很多.为了提高分类器的分类性能，使之在大多数情况下能趋近贝叶斯分类

器,可以考虑使用基于分段线性化思想的改进设计方案.

如图 3.9所示,使用三条折线对最小总平均风险进行近似.这三条折线分别和

Rmin-P（g）关系曲线上特定的三个点 A、B、C 相切.为叙述方便起见，将 A 点所

在的折线（折线 1）所在的区间称为区间 1,8点所在的折线（折线 2）所在的区间称

为区间 2,C点所在的折线（折线 3）所在的区间称为区间 3.显然，只要对实际的

P（31）的估计不至于太离谱，那么在现在的情况下对应于任一特定的 p（31）的判

决风险（A°）都优于最小最大判决规则所给出的判决风险（R* ）,即有 = R* -
及°>0成立.具体言之,当有证据判断实际的 落在区间 1时，使用折线 1的

结果.当有证据判断实际的 P（W）落在区间 2时，使用折线 2的结果.当有证据判

断实际的 P（m）落在区间 3时，使用折线 3的结果.

的表达式和特定的三个点 A.B.C的选择有关.不失一般性，设特定点处

的先验概率用 P°（31）表示，与其对应的判决风险记为可=晨+ 6°P（S1）,则由最

小最大判决规则所给出的判决风险 和区。的差由下式给出

a* _
可
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= (a* + b*P(si))- (晨 + b°P(叫))

= (a* - 晨) + (b* - b°)P(w) (3.58)

若记 ax = a* -a\bx = b* 一匕°,贝!J

= a* + bxP(si) (3.59)

可以证明，只要对实际的 p(si)的估计落在对应的区间内，总有
下面对 P(3])落在区间1时的情况给出证明.

易知,最小风险判决规则为

'p(X|M、(L(a"s2) - L(a2|a>2))P(32) v
p(X|ai2) (L(a2 I - L(ai i an ))P(a»i)

<

p(X I 01) (L(ai I —2) - L(Q2 l“2))尸(32) . v
、P(X|ai2)(L(a2〔3)— L(Q1|31))P(G1) 例

若记

n
_ (L(ai I 32) - L(a2 I 32))P(ft>2 )
(L(a2〔3i) - L(aiian))P(3i)

a°
_ (L(ai|02) - L(a2 I 32))P'(32)

CL(a2 I a>i) 一 L(ai|a?i ))P°(a)i)

9*
_ (L(aja>2) - L(a2|32))P*(a>2)
(L(a2 I si) — L(ai|&ji))P* (a»i)

则当实际的 P(31)落在区间 1时，有 P°(31)VP'(31)<P*(m)成立.这里，
P'(S1)为由特定点 A 所确定的区间1的右边界点.点 A 的选择不同,尸，(0)的取

值也不同.给定点 A,P'(w)可由 /+ b°P'(si) = R*和 R* =a*确定

P。)=心:鼠 =/晨

b b

这里，屋和出为定数，与特定点 A的选择有关.

若进一步假设正确判决的风险小于错误判决的风险，即有k幻|32)-

L(a23)>0、L(a2|g)-L(aim)>0成立，则有 9* V9。成立.由于在确定
一尸(3)关系曲线时，相应于每个 尸(3)，判决区域Q 和 02是按照最小风险判
决规则确定的，因此，必有 以及 02*uo；成立.

上述判决的图示参看图 3.10.

由 以及 知

[ *p(X|a)i)dX-「p(X|si)dX<0
J出 J。2
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*p(X|o)2)dX- p(X|s2)dX〉0J 琢 ’ J 4
又因为 L(ai |<z»2)— L(azl 32)>。以及 L(a2 |wi) ~ L(ai |a>i )>0 ，故有

% > 0和 b* < 0

又当特定点 A 选定时 ax 和 bx 均为一定数，因此，△衣 = ax + 公尸（m）是关于

P（m）的单调减函数.

但是，由^R^ax+ bl（si）知,在区间1的左边界点处（即 QQi）=0）,有

二 ％〉0

而在区间1的右边界点处（即 P（3i）= P'（3i））,有

= 0

故当0<P（si）<P'（s）时，总有 成立.这样，即给出了第一段折线处的相

关证明.在第二段折线处,显然有 =（）,在第三段折线处，类似地可以证明，
>0.综上,总有 >0成立.
下面讨论一下 P°（31）的求解问题.

前已述及，△反的表达式和特定的三个点 A、5、C的选择有关.其中，8点由
Rmin的极值解确定.而从使总的平均风险最小化的角度出发，点 A 和点C的选择应
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使图 3.11中的阴影部分面积达到最大.

以点工的选择为例.此时，相应阴影部分的面积可表为

c l/b* 。、a， 、一 1,万* — a ）_ 1 Ca* — a ）2
S = w（R* -q）p（m）二方（H -a） 小 可2 2 b Zb

产3） 严（她） P*（他）

图 3.11 点 A 和点C的选择

P(%)

这里，若设点工所对应的先验概率为 P°（si）,则上式中的 晨和 b°为 P°（si）的函

数，由 P°（加）所对应的最小判决风险 可所确定.这样，使相应阴影部分的面积取
最大值的F（3）由下式给出

aS =1 -2（a* - a°）（加）'—（a* — 加y（b。），
二

e尸（S1）一
2 （b°）2 - U

因此，通过解下面的方程

q 3a
ap(3i)

+ (a* - a°)
ep(an )

= o
即可得到所求的 尸°（31）.

点 C所对应的先验概率可类似得到，在此不再赘述.

进一步可解出 .由式（3.58）,知

^R= R* - R

(L(ai %2) — L(a2 I <^2 o*p(X%2)dX- .P(X|32)
J q
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记

则

+ P(3i)[(L(a2Isi) - L(ai悔1)〉((*p(X|si)dX- J^p(XM)dX)
- (L(ai %2‘) - L(a2|a>2))(jfi< p(X|CU2)dX) 一 ]耳p(X |〃)dX) ]

0；二 Oi+ AiQ

= O；— Ar2

AR = R* - R
二 (L(ai |o>2) — L(Q2 32））J P（X|ft）2）dX—"gQxMdX+ P(31)[- (L(Q2 I

— (L(Q1|u)2) - L(02।叫))L/(X I 32)dx]
- (L(ai| 32) - L(Q!2I 32))P(32) [ P(Xa)2)dXJ AH

- (L(a2〔s)- L(ai|si))P(3i)| p(X|si)dX
J AC

(3.60)

311 正态分布下的分类器设计

在进行分类器设计时,需要知道相应的统计特性.本节重点讨论正态分布下的
分类器设计问题.之所以研究这个问题是基于以下原因：

（1）正态假设在物理上的合理性

对于许多实际的数据集而言，正态假设是对所处理问题的一个合理的近似.但
是需要注意的是，并不是所有实际问题都能够用正态分布近似.因此，在使用正态
分布进行相关的分类器设计之前,需要进行相关的假设检验.
（2）正态分布在数学处理上的简便性

正态分布概率模型有很多很好的性质,有利于进行相关的数学分析.为了得到
所需要的分类器并对分类器的性能进行恰当的评价,一般需要经过以下两个步骤：
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用训练样本集设计分类器和用测试样本集来验证分类器的分类效果.除此之外,有

时还需要对用不同方法设计的分类器的优缺点进行比较.用正态分布概率模型来

抽取训练样本集和考试样本集在数学上实现起来比较方便.

下面，先介绍正态分布的定义和性质,为进一步讨论正态分布下的分类器设计
问题打下基础.

3.11.1 正态分布的定义和若干性质

单变量正态分布 正态分布亦称高斯分布，其在单变量情况下的表现形式已

在例 3.1至例 3.3中介绍过.下面给出其一般定义.假设随机变量 X 服从正态分

布，贝!I x 的概率密度函数具有以下的形式

「 (3.61)

式中,〃、/ 和“分别为随机变量x的数学期望、方差和标准差(或均方差).其中,n
和一分别由以下两式定义

M = E{x} = I xp(x)dx (3.62)

CT2 = D{x} = E{(x -^2}= [ (x-A)2p(%)dx (3.63)

显然,单变量情况下的高斯概率密度函数由参数月和，所完全确定.为简单起见，

常将相应的高斯概率密度函数简记为 p(x) NWQ.
多元正态分布 多元正态分布的概率密度函数由下式定义

P(X) = 兀 、上 r i exp(—,(X — 从尸 e-i(x — 从)| (3.64)
(2"” I z ]

式中，X=…，xd)T是一个 d 维的随机向量,r 是X的均值向量 是X

的d x d维的协方差矩阵，而e7和|X|分别是z的逆矩阵和行列式.其中,h 和2
分别定义为

〃= E{X} 二「…「期(X)dX (3.65)

X = E{(X- n) (X-/i)T}=「…「(X—〃)(X-〃)Tp(x)dX(3.66)
J —8 J — 8

记

N 二 (3.67)
以及
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2 2 2
012 •••

则容易证明
「8 「8 「8

〃,• - E{,}= ••• %iP(X)dX = Xip(Xi)dXi
J — CO J— 8 J— 8

以及

「8r 03

好二 (x, ~ Mi)(Xj - Mj)p(Xi ,Xj)dXidXj = alJ — 8 J — 00

其中
P QQ r CO

p(Xj) = ••• p(X)dxi---dXi-idx1+i^*dXd
J — 00 J — 8

「8p CO

p(Xi ,Xj ) = | ••• p(x)dxi---dxj-idxi+i^*dx7-idxj+i'--dxd

分别是 p(X)的边缘分布.此外，根据定义式(3.68),容易证明:协方差矩阵 2是一

个对称非负定阵.

多元正态分布具有如下性质：

性质 1 其概率密度函数由参数 m和2所完全确定.

该性质从多元正态分布的概率密度函数的定义立即可以得到.为标记这一点，

实际中常将相应的概率密度函数简记为 p(X) N(4,X).
性质2 其在特征空间中的等密度点的轨迹为超椭球面.

令多元正态分布的概率密度函数等于一个常数,可以得到所谓的等密度点的

轨迹.由多元正态分布的概率密度函数的表达式(3.64)可知等密度点的轨迹由式
(X - 从)丁 2?t(X —") = 常数 (3.69)

给出.上式表示由到〃的马氏距离的平方等于常数的动点X所形成的轨迹.在数

学上它表示一个中心位于从处的超椭球面.可以证明:上述超椭球面所对应的超椭

球体的主轴方向由矩阵2的本征向量所确定,而主轴长度则和相应本征向量所对

应的本征值成正比.一般而言，从正态分布总体中抽取出来的样本大都落在以从为

中心的一个超椭球体内.该超椭球体的大小和取向由 E所确定.
性质3 对多元正态分布而言，其各分量之间的不相关性等价于独立性.

对一般的概率分布而言,不相关性和独立性是两个存在关联但不同的概念.但

是,对于多元正态分布而言，其各分量之间的不相关性等价于独立性.

为了说明上述性质，我们从不相关性和独立性的定义谈起.所谓两个随机变量
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xi 和xj 是不相关的，是指

E{xiXj} = E{xi}E{xj} (3.70)

而两个随机变量％, 和光/ 是独立的,则是指

pCxt ,x)} = p(Xj)p(Xj) (3.71)

若已知两个随机变量看 和与是相互独立的，则根据定义，知
「8COO

E{xiXj} = J —8 J —8
XiXjP^Xi ,Xj)dXidXj = XjXjpCxi )p(x;)dx,dx,-J — 00 J — 00

> 「8

Xip(Xi)dXi Xjp(Xj)dXj = E{xi}E{xj}
即此时 又,和，也是不相关的.但反之不一定成立.这表明，在一般情况下,若两个
随机变量，和，是相互独立的，则它们之间一定是不相关的;但是，由两个随机
变量心 和均 是不相关的假设条件，未必能推出它们之间是相互独立的.
从上述讨论可以看出，相比不相关性,独立性是一种更强的条件.满足各分量之间

相互独立假设的分类问题在数学上更易于处理，而各分量之间的不相关性在实际中更
容易得到满足.由于多元正态分布其各分量之间的不相关性等价于独立性，因此它为分
析和解决相应概率密度函数可用多元正态分布近似的分类问题提供了诸多便利.
下面给出多元正态分布各分量之间的不相关性等价于独立性的证明.为此，设

刈 和勺是多元正态分布的任意两个分量，从上面的讨论可知，只要证明能由 k 和
U的不相关性推出其独立性即可.

事实上，若 修 和修 不相关，则根据定义，知
「8 「8

湍 = J—8 J -8(% —“)(％/•- pCxi 二 E{(Xj - - 勺)}
= E(k - - 勺) = 0, = 1,2,…，d；

于是，由w 的定义可知

E 二

<711 0 … 0_ 0 推 … 0
• • ・

以及

*

- 0 0 温_

1/弗 0 … 0 -

IT】=
0 1/(722 ••• 0
• •• • •• • •

- 0 0 ... 1/漓—
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e= IIh
i = l

这样

】/品 0 … 0

_ , L 0 1/（722 … 0
（X - nY （X - [%1 - ^,-',xd - Pdl . . .

• • •• • •

_ 0 0… 1/四_

因此,根据式（3.64）,有

d ?

MD
P（X）= *（X -"歹“X -〃）］

i =l ，2式0茄 l 乙 '九 f ） i =l

即随机向量 X的各分量之间是相互独立的.
从性质3,我们可得到如下的推论:若多元正态随机向量 X的协方差矩阵是对

角阵，则 X的各分量是相互独立的正态随机变量.

性质4 多元正态分布的边缘分布和条件分布仍服从正态分布.

为证明该性质，只需根据边缘分布和条件分布的定义将联合分布的表达式代

入计算即可.但一般情况下的计算较复杂,这里仅对二元情况给出证明.此时
"<711 （712 "I 「滔1 ^12

"

以及

因此

P（X1 ,X2）d%2

] 「8 （ ]
c I Lc exp -

犷可[益2
2冗| J— i （%1 — Hl）?

+（711（12 —〃2¥ - 2（7多2（%1 - 月1）（%2 -〃2）]}dx2
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忌产|玛(七产)
exP{- 2患|（12 一 以2）一慧（xi 一 Hi） ldx2

同理，可证

p(%2) N(〃2,—2)・
对于条件分布,可相仿给出证明.事实上，由贝叶斯定理，知

P3小=B =^feexp卜悬［L3+5

N(42 +笺(％i -〃1),成 -零)
' ch

同理，有

月1))了｝

0(X1|42) i N(4 +笔'(x2 — "2)，滔1 —
性质5 服从多元正态分布的随机向量经线性变换后仍服从多元正态分布.
具体言之，设 X= (x1，功，…，乙尸是一个 d维的随机向量，服从多元正态分

布,即有，p(X) N(m,E)；其中/是X的均值向量,2是X的正定协方差矩阵.
现对X作线性变换 y = AX；其中,A 是非奇异的线性变换矩阵.可以证明：变换后
的 y服从均值向量为A4,协方差矩阵为 AE4T的多元正态分布，即有下式成立

p(Y) NCAfi,AEAT)

证明 因 A非奇异，故由 Y = AX,有 X = ATy成立.
若记 v = E(Y)和r二E(X),则有 V = A〃以及〃二 A-】V成立.
另外，变换前后的 p(y)和 p(x)之间满足

p(y) 二管 = "量产
其中,J为雅可比矩阵(Jacobian matrix).根据 Y 和X之间所满足的关系式 Y 二

AX可知,雅可比矩阵的行列式|J| -|A|.由于|A|= I =|AA、，所以
p(y)= PCX） 1

函 I Al— （2K）刍 |E|多
-―̂ exp]—得（X—“w-i（x-〃）
I A I I /

]

(2冗冒|e"「exp[- ]（4一1y — A-%）T CA~y Y ~ A-1v）A | I z
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=—— ——^exp卜得(4-1( Y- Y)尸2-1(4-1(" v))]
(2式)当 |AEAT|+ I 2 /

= . । 1 ^rexp[ - 4-( Y- v)T (A-1)T v)，
(2穴*|A2AT"「 2 f

=—— ———rexpf -4<^- v)T (AT)-12J-1A1(y- y)i
(2兀*|ANAT" 1 2 /

丁 9)T(d”川)}
(2k)2|AZAT | 2 I z J
N(A〃,AXAT)

由于2是对称阵,故总可找到变换矩阵 A,使 AEV 为对角阵.此时，所得到的
变换后的 Y的各分量之间相互统计独立.上述处理将为后续分析带来很多便利.
性质6 多元正态随机向量的各分量的线性组合服从正态分布.

, 设 X=(4],X2,…，均产是一个 d 维的正态随机向量,a是与X同维的常向
量，则 X各分量的线性组合 y二炉k是一维的正态随机变量，其概率密度函数为
p(y) N(aT〃,aT2a) .
上述结论可利用性质 4和性质5方便地得到证明.为此，作如下的线性变换

Y = kX = [aA/X =[:〔X二::二LAi」 LAiX」

由性质5,此时有 p( Y) N(A9,ATca)；又根据性质4,作为正态随机向

量丫的边缘概率密度函数的p(y) z(『2，/24).

3.11.2 正态分布下的分类器设计

本小节讨论在正态分布下利用贝叶斯方法进行分类器设计的若干问题.以最

小错误概率判决规则为例进行说明.此时，可采用如下的函数作为判别函数

gi(X) = p(X\ ? i = 1,2,…，N (3.72)

这里,P(孙)为类别如 发生的先验概率，o(X|n)为类别 e 的类条件概率密度
函数，而 N为类别数.
设类别 3，2 = 1,2, ,a^的类条件概率密度函数P(k|3)工=1,2「 ，a^服

从正态分布，即有夕(乂|孙)~"(m，4)，1二1,2「 ，从这里,四 和》分别是样
本X在类别⑼ 下的均值向量和协方差矩阵.那么，式(3.72)可以写为

gNX) = 八 f ' _exp[- 4-(X - 从 i)T£”(X -出)], i = 1,2,…，N(2tt)2 12；,. 1 2 l 乙 J
由于对数函数为单调变化的函数,故根据 3. 7节的结论可知，用对上式右端取对数
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后得到的新的判别函数替代原来的判别函数 g,(X)不会改变相应分类器的性能.
因此，可取

gi(X) = lnP(si) -冬11(2储 -得ln|工•|-=(X-Ai)T岑i(X —圾)， i =1,2,…，N

显然，上式中的第二项与样本所属类别无关，将其从判别函数中消去，不会改变分

类结果.这样,判别函数 gi(X)可简化为以下形式

gi(X) = lnP(3s)-Jln|Ej-U(X—%)T£”(X-M), i = l,2,-,N (3.73)
乙 N

下面,讨论在某些特殊情况下利用上述判别函数得到的分类判决结果.
1. = 的情况

此时，各类别的协方差矩阵相同，且均为对角阵.其中，各对角线元素取相同的方差

值y.由于各类别协方差矩阵的非对角元素均等于0,所以样本X的各分量之间是不相

关的.根据正态随机向量所具有的性质3,可推出X的各分量之间是统计独立的.
经简单运算，可知

Z I二』 以及

由上，q 和E” 均为与类别孙 无关的项.因此，在这种情况下，判别函数
gNX)可进一步简化为

g*X) = lnP(3i) -/(X -出) -出)， i = 1,2,…，N (3.74)

显然,上述判别函数和样本到各类别的均值向量之间的欧氏距离有关.特别
地,当各类别发生的先验概率相等时,最小错误概率判决规则将样本归属于在欧氏
意义下与之距离最相近的均值向量所属的类别.

将式(3.74)中的第二项展开，有

gi(X) = lnP(a>；)- ^j(XTX - 2 出)， i 二 1,2，…，N

由于所有类别的判别函数中均包含XTX项，故可将其从判别函数中消去.
这样，最终得到的各类别的判别函数可以写成以下的形式

gt(X) 二 WjX + W],n+i， i = 1,2,…，N (3.75)

其中

W\ = 我出 以及 Wkn+1 — — 2^2 出 + InPCoj；)

显然，式(3.74)所示的判别函数是一个线性判别函数.
根据第 2章的结果，易知:若采用最大值判决，则当类别叫 和叼 相邻时，相应
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的决策面由方程 gi（X）- gj（X）= 0所确定.注意到

=（出— 修尸 以及 从『出 一 从:/ =（出一〃j）T（m +出）

故有

gj（X）- gj（X）二 J（出 - M）X-J[十0也 一用内）- /In ]
- 021np（助）

一 一四尸 当血 +〃，）一
（也 一心流/%）如 一巴）

二 0

令

W=3iP 以及 X。F…八一
（…W…

则有

WT（x- Xo）=O （3.76）

成立.上述方程在数学上为过点X。并和权向量 W正交的超平面方程.易见：由于
W=（m-nj）为类别⑼ 和叼 的均值向量之差，所以，用来划分3 和必 的超平
面正交于两个类别的均值向量之连线.更进一步,我们有以下的结论：

（1）若两个类别如 和叫发生的先验概率相等，即有 p（2）二 P（叼），则

X。= b（出 +%） （3.77）

此时 ,X0 位于两个类别均值向量之连线的中点.
（2）若p（即）WP（sj）,则点X。虽然仍位于两个类别均值向量之连线上，但

偏向远离具有较大先验概率的那个类别.

决策面的位置由方差I和两个类别3和w 发生的先验概率所联合确定.若

方差I相对于 ||（出-%）|| 2 为小，则先验概率对决策面位置的影响也小•

图 3.12给出了在二维正态分布条件下相应决策面的图示.
2. W=EW对角阵的情况
此时，各类别的协方差矩阵相等，但不是对角阵.由于非对角线元素的取值不

为 0,因此，相比情况（1）,这是一种更一般的情况.根据多元正态分布的性质2,

知:各类别在特征空间中的等密度点的轨迹为形状、大小和取向相同但位置不同的

超椭球面.其中，各类别的中心位于其均值向量处.

由于各类别的协方差矩阵相同，故判别函数可取为
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gi(X) = InP(w) —春(X -出户ET(X —出)， i = 1,2,…，N (3.78)

因此,要对输入样本X进行分类,需测量 X到各类别均值向量w ，i = 1,2,…，N
的马氏距离.特别地,在各类别的先验概率均等的情况下，将 X归属于在马氏意义
下与之距离最相近的均值向量所属的类别.

图 3.12 二维正态分布条件下的决策面(4=2=

与前类似,当类别 0)1 和 相邻时，相应的决策面由方程 gi(X)- gj(X)= 0
所确定.为此，将式(3.78)所示判别函数代人 gj(X) - gj(X) =0中，并经过简单
的整理，可以得到如下的决策面方程

WT(X - Xo) = 0 (3.79)
其中

w = 2-"",-冉)
以及

……一…，黑；“(…)
显然，对应的决策面方程形式上和式(3.76)所示决策面方程完全一样,为过点

X。并和权向量 W正交的超平面方程.但是，值得注意的是，由于
内)，故所述超平面的法线方向通常与两个对应类别@ 和 w 的均值向量之差如-
心 的方向不再保持一致.这是因为各类别的协方差矩阵不再是对角阵的缘故.此
时,用来划分类别如 和切 的超平面一般不再与两个类别的均值向量之连线正交.
更进一步,我们有以下的结论：

• 116 •



,：; C? O O O O O O O O O O O O 第3章 统计模式识别中的概率方法

(1)若 P(3i)= P(w)，则相应的区分超平面过两个类别均值向量之连线的
中点.即有

Xo.1(出 +出)

(2)若 P(m)WP(即)，则点Xo虽然仍位于两个类别均值向量之连线上，但
偏向远离具有较大先验概率的那个类别.

(3)决策面的位置和取向由协方差矩阵 E和两个类别皿 和初 发生的先验概
率联合确定.

图 3.13给出了在二维正态分布条件下相应决策面之图示.

图 3.13 二维正态分布条件下的决策面(r =E#对角阵)

3. W 任意的情况

此时，由于各类别的协方差矩阵互不相同,故相应的判别函数一般不再具有线

性的形式.由式(3.73),知

g,(X) = InP(例) - — w)T£j(X —出)， i = 1,2,…，N

将上式中的最后一项展开，并加以整理，得

g,(X) = XT(-我［x +(与"AX + lnP(s,) - -畀阳W
令

则

g,(X) = XTA~1X + Wjx + w;,N+1 , i = 1,2,…，N (3.80)
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由式(3.80)知，当类别3 和叫相邻时，相应的决策面一般是一个包括超球

面、超椭球面、超抛物面和超双曲面等在内的超二次曲面.在一些特殊的情况下，上

述超二次曲面有可能退化为(成对出现的)超平面.具体取上述形式中的哪一种曲

面视实际情况而定.限于篇幅，在此不予赘述.

上面主要讨论了相邻的两个类别之间的决策面的确定方法.对于多类的情况，

可将其转化为多个两类问题进行求解，并利用最大值判决准则确定最终的分界面.

312 有监督情况下类条件概率密度的参数估计

前面主要讨论了如何利用各类别样本在特征空间中的概率分布的知识进行分
类器设计的相关问题.在所有的问题中,我们均假设有关的类条件概率密度函数是

已知的.另外，在有些方法中，我们还进一步假定相应的先验概率也是已知的.但实
际情况是，类条件概率密度函数往往事先很难确切知道.因此，在进行分类器的设

计之前，需要对所涉及的类条件概率密度函数进行估计.类条件概率密度函数的估
计方法大体上可分为两类.其中，一类方法称为参数估计方法.它适用于类条件概

率密度的函数形式已知但相关参数未知的情况.此时，相应的估计问题可变成为一
个参数估计问题进行求解.例如，如果已知类条件概率密度 p(X|d)服从均值为

出、协方差矩阵为4 的多元正态分布,则相应的类条件概率密度函数的估计问题
可通过对出和a 的估计得以解决.另一类方法称为非参数估计方法.它适用于类
条件概率密度的函数形式和相关参数均未知的情况.此时，需要根据给定的样本同

时确定类条件概率密度的函数形式和相关参数.

下面，先讨论第一类方法：参数估计方法.

3.12.1 最大似然估计

可用于参数估计的方法最常用的有两种：最大似然估计和贝叶斯学习.其中，
最大似然估计主要用于被估计的参数确定但未知的情况，而贝叶斯学习则主要用
于被估计的参数本身为具有某种分布的随机变量的情形.本小节首先讨论其中的
最大似然估计.

设已知样本集包含的类别数为 S.若该样本集是有监督的，即对于其中的每个
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样本而言,其所属类别是已知的，那么，我们可以根据所属类别将样本集中的所有

样本划分为 S个子集:吸 ，王 ，…，吸 .其中,％=｛X,.，1,Xi,2,…,Xi..J中所包含的所
有样本均属于类别3.另外，假设所有这些样本均是按照类条件概率密度 p（X|n）

从总体中独立抽取的.这样，若 p（X%i）的函数形式已知而仅是参数未知（相应的

参数集合记为 4）,则只要能够使用某种方法利用观测样本确定出该参数集 9，即

可得到待求 p（Xle）的估计.为了表示参数集合 仇 对P（X|3）的决定性，可将

p（X|孙）表示为 P（XIw，a），或直接将其表示为 p（X|仇）.
为了简化问题的求解，我们进一步假设义二｛Xi,i ,Xi.2,…，XiJ中的样本不

包含类别包（也即仇，这里jWi）的任何信息.也就是说，假定属于不同类别的参数

集之间彼此统计独立.此时，我们可以对每一个类别的样本独立地进行处理以得到

相应类别类条件概率密度函数的参数估计.这样，整个参数估计问题被分成 S个独
立子问题进行求解.由于这些独立子问题的求解过程是类似的,从描述所使用的方

法的角度来说，我们仅需要考虑其中的一个子问题的求解即可.不妨设这样的样本

子集用％=｛X】，X2,…，X.｝表示，其中的每一个样本X&
"

= 均按照类

条件概率密度P（x|e）从总体中独立抽取.这样，人中所有样本的联合概率密度函

数可表示为
n

= p（x「X2,…，x,"e）二 J]_p（xk\e） （3.81）

这里，p（"le）被称为样本子集夕以 e为参数的似然函数，记作 上"）.显然，在样
本子集％=｛X「X2,…，X.｝中的几 个样本确定后，48）仅是 9的函数.它反映了

在样本子集 对三｛X],X2,…，X"被观测到的条件下 0取各种可能取值的“似然程

度 e的最大似然估计是这样得到的:首先根据给定的样本子集 少二｛X】，X2,…，
X"利用式（3.81）计算 P（汩0）在不同 8选择下的取值以确定P（纺|9）的分布，然
后选择使 p（W'le）最大化的。作为e的估计.相应的估计称为 o的最大似然估计.
这样做的理由如下：由于 p（汩8）的函数形式已知，因此，若固定参数心则相应的

p（如e）为％的联合概率密度函数.从统计学的角度来看,对于固定的样本子集

o三｛X1,X2,…,XQ,如果相应于参数 8 的两种选择d和心有 p（% I 0）>
p（" I /）成立,则实际中参数 e取/的可能性要比取e"的可能性大.在固定样本子
集的条件下，给定一个 6取值，可以确定 p（in e）的相应取值;给定不同的 ©的取
值，可以得到 p（照|e）的一系列的不同取值.而在 e 众多的可能选择中，使
p^\ 0）最大化的 0a是实际参数的最可能取值.图 3.14给出了根据各观测样本
的似然函数求取P（如 8）并据此得到 6的最大似然估计的示意图.

这样得到的 e的估计是和实际观测样本最一致的估计.一般而言，观测样本不
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同,得到的 P(4"8)不同,据此给出的 8的估计也不同.

下面讨论如何得到参数集 e的最大似然估计.为此，取 P(%le)的对数形式作
为相应的似然函数,仍记为 /(e)•这样，我们有

n n

N（e）二 Inp（汩e）= In n p（Xk\O）= 21np（X&〔e） （3.82）

图 3.14 最大似然估计示意图

对上式求关于 8的偏导数并令之为 0,有

二 磊Inp(夕 二.Wlnp(X&|8) 二 0 (3.83)

解方程(3.83),即可得到所求参数集 ©的最大似然估计.不过，值得注意的是,
方程(3.83)是获得 6的最大似然估计的必要条件.满足方程(3.83)的解可能有多
个,它们并不都是使相应似然函数的取值最大化的解.
下面举例说明最大似然估计的实际应用.

例 3.4 设某一随机向量服从正态分布,其协方差矩阵 N已知但均值向量从
未知,试确定〃的最大似然估计.

解 设训练用样本子集为分三｛Xi,Xz,…,X",由假设，知样本Xa*=l,2,…，
服从正态分布，故相应的对数似然函数可表示为n
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上（〃）= lnp（9 |〃）= In 才p（X”〃）= *lnp（Xk|〃）
a =1 4 =1

= M J Texpb]（- 一草尸于】d4
普 L（2tt）2 I £|2 I / J」

因此

咆得弓（Xmxxi] ^

= S £T（X« - 从） （3.84）
k = l

其中,最后一步利用了协方差矩阵 E为对称矩阵的性质和相关的标量函数关于向
量的微商法则（参见附录）.

令式（3.84）为 0并解出 从 即可得到 n的最大似然估计

上式表明,未知均值向量从的最大似然估计由其观测样本的算术平均所给出.
由于所获取的训练样本是随机的,故其估计值也是随机的.但可以证明，严 的最大
似然估计是无偏和一致的.

若在上面的例子中，均值向量 从 已知而协方差矩阵E未知，则可用类似的方
法求得 E的最大似然估计.此时，我们有

型⑵二 ^Sin[^nrriexp{-1 - ^）T

= 方卜卷晦一言佳芭-从尸广凶-4）]}
利用如下标量函数关于矩阵的微商法则（参见附录）

= Izl（zT）T = |2|（印）-1
以及协方差矩阵2为对称矩阵的性质，可得

型⑵ = £{一4h】+彦（Xk -a）（X& _"z-】
令上式等于 0并对 E进行求解,即可得到 2；的最大似然估计为

1 .一£ 二 』X（Xk —〃）（Xk — *）T
"女二1
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可以证明,E的最大似然估计是一致的和渐进无偏的，即当样本数 n 趋向于

无穷大时,相应的估计值将收敛于其真值.

最后，若在上例中，均值向量r和协方差矩阵W均未知，则可用类似的方法同

时求得 a 和E的最大似然估计.此时，可取 6=(a,E)t.相应的对数似然函数为

"从,E) = »n[ )J|£|rxp{-杂居 - “EXXk -回]
A =1 L(/7T)2 J Z J 2 'J J」

令 =0和％4",2)=。，有
n

[▽」(〃，£) = £ 2T(X& -从) = 0

J & =i

二 +/(Xk —〃)(X* —从尸 2rl 1}= o

解之，得到

£ 二 里次“-4)(X* - A)T
〔 九 k =l

这就是待求从 和£的最大似然估计.

在结束本小节的时候，有一点提请读者注意:上述最大似然方法存在一定的局

限性，并不是在所有的情况下都可以得到待求参数的最大似然估计.例如，考虑如

下由两个正态概率密度通过最简单的加和方式混合而成的概率密度函数

P(X|"，(7) + —̂ =exp
2石

(% - 月下
2/

~̂ 7=exp
2cr

其中，h 和C为待求的未知参数.可以证明，此时不能用上述最大似然方法得到 月

和C的估计.

事实上，对于任意给定的训练用样本子集阴= {处，m，…，％”}和幺 =处 的选
择,相应的对数似然函数可写为

4〃= Xi，c) = 21np(x*|" = xlfa)
k=l

考察上式中的求和项.当上 =1时，有

lnp(%i|幺 = ,cr) 二 in[小+drxp{-*]>In力
当女声1时，有

• 122 •



'

< J C. C) (?) O O O Q O O O O O O O 第3章 统计模式识别中的概率方法

故对于V4>0,总可以找到一个小的 co,使 .

"。)>由身针热表exp卜明
2

— - Inco — X 芳 - nln(2\/2k)〉A

这表明，相应的对数似然函数不存在最大值.因此，不能用最大似然方法得到

户和«的估计.

3.12.2 贝叶斯估计和贝叶斯学习

第二种用于估计概率密度函数的参数方法称为贝叶斯估计.这种方法主要适

用于概率密度函数的形式已知但参数未知且不固定的情况.我们的目标是根据给

定的样本集次={X】，X2, X.},找到未知参数 6的一个估计量0使得由此带来
的风险最小.

设 d取值的参数空间为0，则与最小风险贝叶斯决策的情况类似，若用 0)

标记真实参数为 0、得到的估计量为 0时所承担的风险,并假定 6取值的参数空间

@是一个连续空间，则在观测到样本X的条件下作出估计量6时所承担的条件平
均风险为

H(0|X) 二『 A(0|6)p(e|X)de (3.85)
J ®

其中,p(e|x)为观测到样本 x的条件下参数e的后验概率密度.若实际的参数空
间®是一个离散空间，则上式中的积分变为求和，而后验概率密度则为后验概率

所替代.注意:上面的条件平均风险 r(3|x)仅仅反映了在观测样本为 x的情况
下给出估计量0时所承担的条件平均风险，并不能反映 x取自整个特征空间时所
承担的总的平均风险.与最小风险贝叶斯决策的情况类似，总的平均风险与 x的
分布有关，由下式给出

\E R(6|X)p(X)dX
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二 p（x） x（e\e）p（e\x）doax （3.86）
J Ed J

这里,p（x）为 X的全概率密度函数.

上述总的平均风险 R 称之为贝叶斯风险，使该风险最小化的估计量 3称之为
e的贝叶斯估计.显然，贝叶斯风险 R 与风险函数1（6 1 9）的选择有关.一般而言,

所选择的风险函数人18）不同,则相应的贝叶斯风险 R 不同，从而根据最小化贝

叶斯风险而得到的估计量 0也不同.
下面，考虑选择如下所示二次函数为风险函数的情况

X0I8）=（0 - 0）2 （3.87）

对应于这种选择，我们有如下的定理.

定理 3.1关于贝叶斯估计量的定理 如果选择风险函数X3 1 6）=（0 - 6）2 ,

则 e的贝叶斯估计量3是在给定样本X条件下e的条件数学期望.即
e = E（0\X）= \ 0p（0\X）de （3.88）

证明 由前面的讨论，知 的贝叶斯估计是使贝叶斯风险

R = 1 R（0|X）p（X）dXJ E<i

最小化的估计量

根据式（3.85）和（3.87）,有

H（0|X）=［ 义（0|d）p（e|X）de

（8 — 。）2P（e|x）deJ ®

= J®（e — E（e|x）+ E（e|x）- 0）2p（e|x）de

= / （0 - E（e|x））2P（e|x）de + j （E（e|x）- 0）2p（e|x）deJ ® J 0

+ 2「（e - E（e|x））（E（e|x）- 0）p（e|x）de
其中的交叉项

f（e - E（e|x））（£（e|x）— l）p（e|x）de
J ®

=（£（e|x）-0）「（e - E（e|x））p（e|x）deJ 0
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=（E（e|x）- 0）「j ©p（e|x）de- £（e|x）f p（e|x）de]LJ 0 J 0 J

=（E（6|X）- 6）（E X）- E（e|X））二 0
故有

r（6|x）= [（e-E（Mx））2P（e|x）de+『（eco\x）- bYp（e\x）de

即 H（lX）由两项组成.其中，第一项非负并且其取值与 0无关，第二项也非负,但

其取值与 0有关.由于第一项与。无关，故不论如何构造估计量 0,该项不会对贝

叶斯风险氏产生影响.因此，要使贝叶斯风险 R 最小化，只需要选择估计量 0使第
二项最小化即可.显然，可选择

b 二 E（e|x）= f ep（e|x）deJ ®

此时，第二项有最小值 0.上述结果表明，在选择风险函数 X0|0）=（8- 0）2 的条
件下,e的贝叶斯估计量a 是在给定样本x条件下e的条件数学期望.证毕.
由上可知:为得到估计量 0，需先求出后验概率密度 p（6 1 X）.在已知训练样本

集t={x「X2,…，x"的情况下，可用 p 作为 p（e|x）的估计.p 和

估计量 0可通过以下步骤获得：
Q）确定e的先验概率密度p（0）.
（2）根据式（3.81），由训练样本集夕= {Xi ,X2 ,… ,X.}求出以 e为参数的联

合概率密度P（TIG）.
（3）利用贝叶斯公式，求出 0的后验概率密度

P = P3?然⑹ p（汩e）〃（8）

「 p（穷|e）p（e）deJ ®
用 p（例夕）替代 P（创X）,根据式（3.88）计算

0p(O\^)de

一旦根据上面的步骤得到了 e的贝叶斯估计6,那么，待求类条件概率密度可
随之确定.

下面再接着讨论贝叶斯学习的有关问题.

在前面所述的最大似然估计和贝叶斯估计两种方法中，为了得到未知概率密

度函数的表达式，均需要对所涉及的参数 e进行估计.与前面的方法不同，也可以
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不经过参数估计的步骤，直接根据所输入的样本集合推断总体 X所服从的概率分

布.和前面一样，假定属于不同类别的参数集之间彼此统计独立.因此，整个参数估

计问题可以被分成 S 个独立的子问题进行求解.这样，我们仅需要考虑如何在给定
输入样本集合夕=｛X】，X2,…，X"的情况下，直接推断总体 X的后验概率密度

求解问题的思路和贝叶斯估计类似，也归结为如何求出 e的后验概率密度
下面,具体讨论相关的细节问题.

为此，设 p（X,0）为关于X和6的联合概率密度，则

p（X）=「 p（X,0）de （3.89）

在给定输人样本集合 9 =｛X1,X2 , ｝的情况下,总体X的后验概率密度
可写为

p（X|"）= 1 p（X,例夕）de （3.90）

因为 p（x,o）= p（x|e）p（e）,所以 p（x,e|*）= p（x®%）p .

这样，将上述结果代入式（3.90）中，我们有

p（x|穿）= [ p（x|e,%）p（e|%）de
由于在输入样本集％给定之后,p（X I e,亥）仅与 e有关，故

p（xk）= f p（x|e）p（e|%）de （3.91）J 9

显然,该式将后验概率密度 p（e|%）同待求的 p（x|%）联系了起来.它提供了

一种从后验概率密度 P（N%）出发直接求解总体概率密度 p（X|iF）的方法.采用
和贝叶斯估计相同的前三个步骤,可得到 p（eH）.一旦得到了 p（e|亥），则根据
式（3.91）即可确定总体 x的后验概率密度p（X区）.
由于我们的最终目的是想得到总体X的真实概率密度p（X）,因此，上述方法

是否有效，还涉及所确定的 0（X1%）是否收敛于 p（X）.下面具体讨论相关的收敛
性问题.

为记述方便起见，用 4 N 二｛X],X2, Xn｝标记所使用的样本集合.这里，上
标 N 表示样本集合中所包含的样本个数.若假定样本集合中的各个样本是独立抽
取的，则当 N>1时，有

p（%N|e）= p（Xn闻p（Xnt p（X2 p（X八 8）

二 P（Xn|6）P（艺"1 （3.92）

根据贝叶斯公式,我们有
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P N）二产0女g
p（9T6）p（6）deJ ®

二
P（Xn|6）p（-nt|0）p（-）

[ p（Xn阴p（炙nt附 p®de
J ®

二
P（XN|e）〃（-NT）P（--NT）

f p（Xn p（*-i）p "Dde
J ®

二
P（Xn|0）P "I）

（3.93）1 p（XnW）p（例夕N-i）deJ ®

上式是一个递推公式.利用该递推公式可以实现对参数 e 的在线学习.设
p T）|41=Pe附°）= p（8）为已知，则从 N = 1开始依次反复利用上述递
推公式，可得到一个如下所示 e的概率密度函数序列

p（e）,p（e I %】），_（e|犷），…，p（9 । 洛-1）,P（6 1 %经，…
该序列的第一项为 e的先验概率密度，以后各项为 e的后验概率密度.随着n

取值的增加,相应后验概率密度一般会变得越来越尖锐.若上述概率密度函数序列

在 N-8时收敛于以真实参数 8为中心的 N 函数，则称相应的学习过程为贝叶斯

学习.包括高斯概率密度函数在内的一些概率密度函数所对应的后验概率密度函

数序列具有上述性质.此时，可以通过构造上述序列的方法实现对待定参数的递推

估计.为叙述方便起见，把上述参数估计的方法称为参数估计的递推贝叶斯方法.

如果所涉及的待定概率密度函数具有上述贝叶斯学习的性质，即当 N-8时

0f仇则
limp（X|%N）= p（X|/N~8）= p（X\e = 8）= P（X） （3.94）
Nf 8

此时,p（X吃）收敛于 p（X）.

下面以均值月未知、方差 T已知的一维高斯分布为例说明求解 的过

程.整个过程分两步进行.

1. 求后验概率密度 p（川储
设％={ y】，也，…，0}.其中，各样本之间是统计独立的.根据已知条件，知

P3M二号exp卜仁引
又设均值幺的先验概率密度服从均值为40、方差 升 的一维高斯分布
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由贝叶斯公式，知

P（"）= （〃— 月0）21
2# 1

P（A W） P（妙

p（^）
p（无1Aop（"）

N
一

= a[H P（%a l"）]p（"）

^
=1

其中，a 为与上式分母中的积分项相关的固定因子.将 p（h|//）和 p（"）的表达式
代入上式中，有

对上式进行整理后，得到

p（"|劣）= a exP『「 1 …」 O— "o）2
在/q

__
k

P3%）= jexp卜机6 +却2_2（塔…崇）可｝
其中，「是与待定均值月无关的因子.显然，从得到的表达式来看,p（"|少）仍服从

一维高斯分布.为方便起见,称其为由样本集合所再生的再生概率密度函数,记为
p（〃1%） N（"n，H）

其中的参数可用待定系数法根据下式定出

总;exp卜号伊卜./exp｛一知2+和2
一 2（募心 +亲）呼

比较上述等式两边的指数项，可知

+ "0
_ N ，月0- —mN + —
° 00

]
N

其中，Mn =n Zxk 为样本均值.以"N 和力为变数求解上述方程组，可得
M =1

产
二温；产N +

N式+ 产。

从上面的结果，可以得到以下结论：

（1）再生密度的均值月N 表现为样本均值 ZHn 和先验均值月0 的线性组合.由
于组合系数均非负且其和等于1,故 hn 是一个介于En 和h0 之间的一个量.
（2）若局W0,则当 N-8时，幺v 主要由小％ 所确定;而当 洪 =0时，不论 N
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取得多么大,幺N 则由户0 所确定.这说明，在此种情况下 4 十分可靠.另外，当

器》八时，有 即在此种情况下 凡 十分不可靠.综合上述情况,可选择

///作为进行观测的依据.只要该值不是无穷大，那么增加样本数总会使 hN 接

近加'.

(3)港随样本数N的增加而减小，近似为成gT/n.这说明 p(川人)的峰随
N的增加越来越尖锐.当 N-8时趋向于以 为中心的3函数.

2.求总体概率密度 p(xM)

一旦由上确定了 那么,根据式(3.91)可以如下计算待求的总体概率

密度

p(x\^) = Jp(x M)dH

不妨设 则

PJW)T言叩卜口/|贵exp卜安产卜〃
经过计算，可得

p(%l%) 二
「J 二exp"jd ]
心右2 + 成 4 2(/ +⑴/

即总体概率密度 P(x|工)也服从正态分布,其均值与前述后验概率密度的均值以'
相同，而其方差(b2 +揉)则较已知的方差 M 和前述后验概率密度的方差 凉 为

大.当 N-8时,所求方差趋向于已知的方差 d.pai%)趋向于 p(x).

3.13 非监督情况下类条件概率密度的参数估计

在前述关于类条件概率密度参数估计问题的相关讨论中，作了样本类别是已

知的这样一个假设.对于这种有监督的情况，我们将相关的类条件概率密度的参数
估计问题转化为和类别数相等的多个独立的子问题进行求解，从而得到各类别类

条件概率密度的估计.但在实际中，这样的假设未必成立.因此，研究样本类别未知
情况下概率密度的参数估计问题是非常必要的.

值得注意的是:如前所述，在有监督的情况下，我们可以根据经过预分的样本集
合％,i =1,2,…,S分别对每个类别如，i =1,2,…,S的类条件概率密度 p(x|s,,
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仇)进行估计.这里,S为类别数.但在非监督的情况下，情况有所不同.此时，所得
到的样本集合乎中的样本的类别事先是未知的.给定样本集合中的一个样本，我们

仅知道它来自于已知 S个类别中的某一个，但不确知具体来自哪一个.显然，此时

我们并不能如愿对每个类别的类条件概率密度分别进行估计，而只能根据给定的

样本类别事先未知的混合样本集合阴和如下所示混合概率密度的表达式
S

pCX) = X；p(X\aJi,ei)P(cvi) (3.95)

实现对类条件概率密度的参数估计.K里，假定每个类别的类条件概率密度 P(X[3,,
4)， 1,2,…,5的函数形式和发生的先验概率P(3.)，i = L2,…，S是已知的.

为叙述方便起见，将上式中的 P(X|s,,4)称为分量概率密度，将 P(巴)称为混合

参数.

我们的目的是要根据上述已知条件实现对类条件概率密度的参数估计.和有

监督的情况类似,无监督情况下的估计方法大致也包括最大似然方法和贝叶斯估

计方法等.前者适用于待定参数是确定的未知量的情况，而后者则适用于待定参数

是随机的未知量的情况.由于这里的贝叶斯估计方法和有监督情况下的同类方法

非常类似，在此不予赘述.

下面，重点讨论混合概率密度的最大似然估计.为此,定义如下的似然函数
N

「⑶)二 P(X1,X2,…，X”) = Up(X&)

这里，假定各样本是从样本总体中独立抽取的.相应的对数似然函数为
N N S

上(0) = lnp(» ) = £lnp(X*) = 21n(£p(XM3i，仇)P(3)) (3.96)
k=l k=l

式中的。由各分量概率密度的参数集仇，i = 1,2,…，S组成.假定各混合参数
P(s,),i = 1,2,…,S是已知量，为了得到混合概率密度的最大似然估计，对上式
求关于仇，i=1,2,…，S的偏导数并令之为 0.于是，有

N S

若 时，仇 和g是独立的，则有
N

1» p(Xk)
(P(Xk I ,仇 )P(a>i))

3 P( .)

= — q’MXk ,仇) (3.97)
fc = l

因为
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Jnp（Xk|必，仇）二
p（x

~ ~ GiP（X&|3» ，仇）

所以

仇）二 p（Xk|o»i，仇）q.lnp（X& |oh ,仇）
将上式代入式（3.97）中，有

“ N（e）=. qjnp（Xkl ，仇）
A =1 /

N

= ^P（Mi\Xk,0i）\76i\npCXk\a>i,ei'） （3.98）

其中，P（g"Xk，a）为由下式定义的后验概率

P（3国一4）二 P（XM,吸RP（s） （3.99）

令式（3.98）等于 0,得到如下的方程组
N

人

2P（3i|X&,0i）Ve；InpCXjcui^i）=0, i = l,2,-,s （3.100）
k = ]

解之,可得到参数集 仇 ，1 =1,2,…,S的最大似然估计.将其代入式（3.95）,即可得
到所求混合概率密度 P（X）的最大似然估计.

在上面的推导中，假定各混合参数 尸（3），i =1,2,…，S是已知量.若 P（s）,
i =1,2, S本身也是未知量,则可用求条件极值的方法得到待求混合概率密度

的最大似然估计.相应的约束条件为

P（w）>0, i = 1,2,…，S
以及

S

（e）= 1
i=l

如下构造目标函数
N S S

J = 31n（二p（X*如，仇）P（3,））+ - 1） （3.101）
k =1 i=1 i=1

其中，人 为待定的 Lagrange乘子.对上式求关于 P（h）,i = 1,2,…，S 的偏导
数，有

a n s

W 仇）*，）））+ A

_ £ p（X*|如 ,仇）
h 入

E tp（Xk|如，仇）尸（孙）
1 =1
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令之为 0并解之，可得到 P(3)的最大似然估计入w)应满足的关系式

N I
人

S ~
仇) _ =- A, ，二 1,2,…,S

E tp(Xk k,m)户(3i )
i = l

上述各式的两端分别同乘以 2(n)，i=1,2「 ,5,并利用贝叶斯公式,有
N

人 入 A

XR(3,|Xa疝) =- #(助)， i = 1,2,…，S (3.102)
k 二 1

将上述各式相加，得到

SN- 入
NS

人 人 S,
X2P(3i I X%，仇) = ££》(o>" Xk ，仇) = 一 义£ P(a>i) = - A
i=lA=l A=Ii=l j=]
S

人

由于 ^PCMi\xk,ei) = i, 故可解出
i = l

入 = 一 N
将其代入式(3.102)中，得到

力(3)= 1an0国4点)，i = 1,2,・・・,S

同理，令％j=0,1 = 1,2「 ，5,可解得
N

人 人

^2 F( &>i I X*,仇) lnp(X*|o)i,仇 ) — 0, i — 1,2,…，S
人 =i

其中

P( I v 6 ) - p(X*|(z>i ,仇亦(3j ) _ p(Xk \(t)i ,bi)P(a)i) . 1 o3'网'仇— p(Xk) —溪「
i

'
'=1，2， ，S

z j p(Xk \ coj叫)尸(句)
j=]

原则上，可通过将上述各式联立求解得到，• ，i =1,2,…,S和尸(3,),i =1,2,…,S
的最大似然估计.但是，要得到相应的闭式解是相当困难的，有时甚至是不可能的.
通常的做法是通过迭代算法进行求解.下面以正态分布情况下的非监督参数估计
为例，介绍相关的迭代算法.

考虑多维正态分布情况下的非监督参数估计问题.设输入训练样本集合为
夕={X1因, XQ,类别数为 S,各类别的类条件概率密度服从正态分布:p(X|肛,
仇)N(巴，4 ),i =1,2,…,S.套用式(3.96),可得到相应的对数似然函数为

S 5

〃e) = —expHX" —出)T£/(X* —出)|)
其中，出，a ,p(m ), i =1,2,…,s为待定参数.为了求得上述待定参数的最大似
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然估计，构造如下的目标函数
S S

"勖（0券胃tXp（玛巴-山尸打以-〃）}）
+ 义（反尸（0）- 1）

i = l

分别对上式求关于四，W ,P（m），i =1,2.…，S的偏导数并令之为 0,可从中
解出待求参数应满足的基本关系式如下

人 1
N

人 人 人

认初）二 吉 i = i,2,…,s
N k =i

NJ a

人 ^2》（3i I Xk，出,Ei）Xk
M, = , j 二 L2,…,S

A 二1
N a

-"）（x& - "尸
忘 二 — ;―T ， j 二 1,2,・・・,S.P（a）i \ Xk ，出,W）

"=1

以及

力（3j|Xk，向，丸）= $P（Xk %i，d'（3j）
"（x*|3j ,A j ,£j）力（3j）
j = l

亩-exp{-,（Xk -自尸氏
= f , i = 1,2,…,S
S山「+exp{— }（Xk — Aj）T£;i（Xx - 再）任（句）
利用上述基本关系式，可得到如下用于求解待定参数出，4，p（孙），i =1,2,…,5

的迭代算法：

<1> 输入混合训练样本集算={X「X2,…,XG、类别数S和最大迭代次数M.
<2> 令迭代步数 m =0,并设定待定参数的初值为

出（0）, W（0）, P（孙 ,0）, i = 1,2,…，5

<3> 根据已获得的待定参数的迭代值计算下述后验概率

P^a）i \Xk
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|St (m)| exp^ - (Xk -〃,.(m))T (立(MKXk - ,m)

£ |i;(m)|4exp{-^- (Xk --j(m))T(£j (m)y\Xk - Aj(帝)}伙叼，帆)
i = 1,2,…，S

〈4〉更新先验概率：

人 I N
人 人 人

P(aji，m + 1) = 痴3力(助|X& ,出(m),鱼(zn)), i = 1,2,…，5N k = i

〈5〉更新均值向量：

人 a

A" + 1) =串心 ： —^―, i 二 1,2,…,S
士》(孙国及m(加),忘(加))
公1

<6> 更新协方差矩阵：
N

A 人 人 人 ,

夕*(3i |Xk ,〃,(m),£i(/n))(Xk - %(m)) (Xk -出(根)尸
丸(m + 1)、g

心;

A = 1

i 二 1,2,…，S
〈7〉判断:若 m<M,则a = m+l,转〈3〉；否则，输出结果，算法结束.
需要注意的是,迭代法在很大程度上受到所设定的待定参数初值的制约,未必

能得到全局最优解.因此，必须对得到的结果进行分析和检验,看是否是可行的解.

如果检验的结果不理想,则需要重新设置待定参数的初值进入新一轮的迭代运算

直到获得满意的结果为止.

此外，还应注意:在非监督的参数估计方法中，我们是从混合密度中抽取样本

对未知参数进行估计的.在有些情况下,会出现待定未知参数的个数大于可用独立

方程个数的情况.此时，非监督参数估计方法将失效.虽然 p(+)仍然收敛于真实
的混合密度 P(X),但原则上不能对分量密度 p(X|o)的相关参数作出可用的估
计.除此之外，非线性因素也是导致不能获得可用的参数估计的一个原因.当出现
上述情况时,我们说待估计的混合密度是不可识别的.非监督的参数估计方法仅适
用于混合密度是可识别的情况.
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3.14 类条件概率密度的非参数估计

前面讨论的有关类条件概率密度函数的参数估计方法仅适用于相应的类条件

概率密度的函数形式已知的情况.不幸的是,在许多应用场合这一假设未必能得到

满足.此时，为了实现对类条件概率密度的正确估计，需要引入所谓的非参数估计

技术.

3.14.1 非参数估计的基本概念和方法

首先，定性地说明非参数估计的基本概念.为便于理解，考虑一维的情形.假设

待估计的概率密度如图 3.15中的粗
实线所示.根据概率密度函数的定义，

如果进行抽样试验，则在概率密度函

数取值大的地方，得到样本的可能性

也大，而在概率密度函数取值小的地

方，得到样本的可能性也小.反过来

说，如果在某些位置，抽样样本分布得

比较密集，则在这些位置处概率密度

函数取相对较大值的可能性大;而在

抽样样本分布得相对稀疏的地方，概率密度函数取相对较小值的可能性大.可以认

为，每一个经过抽样获得的样本都会对总体概率密度有一定的贡献.如果用一个呈

单峰分布的正值函数（各样本点上方用细线表示的曲线）来刻画每个样本对总体概

率密度在特征空间各点处的贡献的话，则总体分布可认为由所有样本的贡献之总
和所确定.这样得到的总体分布在直观上和真实的总体分布是一致的.即在样本密

集的地方取值大，在样本稀疏的地方取值小.显然，用于训练的样本数越多，则所得

到的总体概率密度的估计也越接近于真实的概率密度.

下面，定量地考察概率密度函数的非参数估计问题.我们希望通过一个非参数

估计的步骤达到以下目的：当给定的样本集是经过预分的样本集时，能够得到相应

的类条件概率密度的估计，而当给定的样本集是一个样本类别属性未知的混合样
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本集时，能够给出相应的混合概率密度的估计.这一点是容易做到的.由于两种情
况下的处理方法类似，以下不再对它们加以区分.

为了实现对 p(X)的非参数估计,
我们将 P(X)的定义域划分成很多个
小区域.图 3.16给出了一个定义在一
维空间上的 p(X)的定义域划分方案.
现在，让我们来考察其中的一个小区

域 R .我们希望确定 p(X)在小区域 R
上的取值.为此，我们计算样本落人该

区域内的概率 P.根据定义，我们有

P = £p(X)dx (3.103)

假定 P(X)处处连续，且 R 区域足够小以至于待求的概率密度函数p(X)在
其上几乎没有什么变化，则 P 近似可表示为

P = [ p(X)dx 三 p(X)『 dx = p(X)V (3.104)
J a Jr

其中,X为小区域R 中的任意一个点，而 P为小区域R 所包围的体积.这样，可以
根据式(3.104)得到待求 p(X)的估计值

》(X) 二 f (3.105)

上式中，V是可以计算的.因此，如果能够根据某种方法确定 P 的取值，则原则上
即可得到待求 p(X)的估计值 /(X).那么，如何确定 P 呢？我们的做法是利用训
练样本集合.假定通过抽样试验获得了一个训练样本集夕二｛X1，X2,…，X".该
样本集共包括 n 个样本，其中每个样本都是根据概率密度 p(X)独立地从样本总
体中抽取得到的.现在，假定这 n 个样本中有左个落到了小区域R 中.我们希望根
据这个事实来定出 P.显然，由于这 n 个样本是从样本总体中独立抽取的，故 n 个
样本中有k 个落到了小区域R 中的概率P人 服从二项分布

Pk = ^Pk (1 - P)n~k (3.106)

又由于训练样本集 ｛Xi ,X2,…，X.｝中的样本是从样本总体中随机抽取
的,故上述 k 是一个随机变量.其数学期望为

E(k) = ^2kPk = EM；,* (1 — P/t = nP (3.107)
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事实上，可以借助于矩母函数证明上面的结论.

为此,引入如下的矩母函数

以3=瓦m) = 一 P) n —女
k =0 A = 0 'k/

n
/ n \

=》，(尸”(1 - PF- 二 (Pl + (1 - P))nk=o'k )

其中,最后一步由二项式定理得到.此外，泌即为 exp(儿).本书其他地方以 e为底
的指数函数采用后一种的记法，但涉及矩母函数时，按照习惯采用前一种记法.
一方面，由于

Mg) = 导
OI

(1 - P')n~k^- Z ke,lc(；)pk (1 -

所以 M[(0) = 尸 (1 - P)i = £左(；卜火 (1 - P)*&

另一方面，由于

二 E(k).

g (Pe‘ + (1 - P))“ = 曙Pe' (Pe‘ + (1 - P)” 】

ol

所以，M；(0)= tP.
故综合两方面的结果，有 E(k)= nP.
类似地，可以证明 k的方差由下式给出

O(k) = Var(fc) 二 nP(l - P) (3.108)
由于二项分布在其均值附近有一个陡峭的峰，故可以认为

P 二 耳卢 三] (3.109)

是 P的一个很好的估计.这样，我们有

》(X) = f =勺 (3.110)

上式是进行非参数估计的基本公式.为了得到真实的概率密度函数 p(X),须让 P
趋于 0,否则我们只能得到以平均形式出现的 p(x)的粗略估计.但是，单纯让 y
趋于。会遇到以下两种不利情况:一种情况是随着区域 H 的不断缩小，R 的体积
V固然也会随之减少，直至趋于0；但是，区域 R 缩小到一定程度以后，其中可能不
再包含任何样本！以至于得到 p(X)=0的错误估计.另一种情况是碰巧有一个或
几个样本正好落在待估计的点X上，以至于随着区域 R 的不断缩小，p(X)的估
计值会发散到无穷大！显然,无论是哪一种情况,都会给出错误的估计结果.这是
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应该避免的.

由于实际中可使用的样本数不管多么多总是有限的，所以，为了避免上述不利

情况的出现，区域 H 不允许取得任意小.这样，所得到的概率密度的估计》（X）是
随机的，也就不可避免地和真实概率密度 P（X）之间会存在一定的误差.显然，在

设计非参数估计方法时，应该尽可能地采取措施减少误差以使得。（X）尽量接近

于真实分布.

为了从理论上说明应该如何采取措施、防止非参数估计方法可能存在的上述

局限性，假设实际采取的估计步骤以如下所示规范化的方式进行:为了估计 X点

处概率密度的取值,构造一个包含 X 在内的区域序列R-H2,…，K"，…（记为
｛R.｝）,而落在每一个对应区域中的样本的个数假定依次为 a，心，…，配,…（记
为｛M｝）.其中,下标，标记实际使用的样本个数.即第1次操作时,获得区域序列

中的第 1项 Hi,使用一个样本，……，第 几次操作时,获得区域序列中的第 八项
使用几 个样本，等等.则在现在的情况下，由第 八 次操作得到的概率密度的估

计值为

=$生 （3.111）

可以证明:要使概率密度的上述估计值 n（X）收敛于真实概率密度 p（X）,必

须满足以下几个条件:① lim% =0； lim3 = 8； lim品=0.
九f8 n— 71

其中，条件①保证概率密度的估计值讥（X）收敛于真实概率密度 p（X）,条件

保证使 kjn 收敛于真实概率P,而条件③则是保证概率密度的估计值以X）收
敛的必要条件，即尽管在 R. 中落入了大量的样本，但和样本总数相比可忽略
不计.

至少存在两种可以满足上述三个条件的区域序列选择方法.第一种方法是把

包含待估计点 X在内的区域 选为训练样本数m 的函数，使得区域 对应的

空间体积% 随样本数九的增加反而减小.例如，若设最初包含点 X的区域为仁,

对应的空间体积为匕,则在其后的第 n次操作中按照下式选择

匕 =玲 （3.112）
v n

第二种方法是把落在区域 中的样本数3选为训练样本数m 的函数，并使
得落在区域 中的样本数3随样本数九 的增加而增加.例如，若设最初落在区
域 Ri 中的样本数为心，则在其后的第1次操作中按照下式选择3
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kn 二 ki历 (3.113)

下述的 Parzen窗估计法和3-近邻估计法分别属于第一种方法和第二种方
法的范畴.下面分别对两种方法展开讨论.

3.14.2 Parzen窗估计法

Parzen窗估计法把包含待估计点 X在内的区域 选为训练样本数九 的函

数.例如，我们可以选择区域序列｛R.｝使得区域Rn 为特征空间中的一个以X为
中心的超立方体.假设相应特征空间的维数为 d,而所选择的超立方体 R. 的边长
为心，那么 Rn 的体积元 由下式给出

vn 二 hi
显然,此时为了考察一个训练样本X& ，k = 1,2,…，九 是否落在区域R.中，只

需检查向量 X-X& 的每个分量的长度是否均小于3/2即可.如果每一个分量的

长度均小于 K/2,则该样本落在区域 R” 中,否则该样本位于区域 R.之外.
下面计数在所进行的 n次抽样试验中落入区域R” 中的样本的个数心.为此，

引入如下的窗函数

这里，u=(即，〃2,…，2尸是特征空间中过原点的一个向量.显然，上述窗函数

6( u)可以用来表征特征空间中围绕原点的单位超立方体，称为超方窗函数.它在
所述单位超立方体内取“1”值,在其他地方取“0”值.

显然,窗函数 满足以下性质

M")>0

f e(“)d“ - 1J Ed
借助于上述窗函数，可以得到区域 R.的一种表达.为此，作变换

X-Xku 二 一；
无 n

则窗函数 Mu)变为

.(X- Xk\_ (1 \(X - Xk\\^hn/2, j = 1,2,…,d
~

10 否则

类似地，可以用变换后的上述窗函数来表征特征空间中围绕 X的超立方体区

域R”容易验证，当训练样本X& 落入超立方体区域R. 中时,上述窗函数取“1”
值,否则取“0”值.这样，借助于上述窗函数可以用下式表示落入以 X为中心的超

(3.115)

(3.116)

(3.117)
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立方体区域R.中的样本的个数3

2》（中）
将上式代入式（3.111）中可以得到第 n次操作后所求概率密度的估计

人(X) = 空0" n 二言方（片卢） (3.118)

为使 力.（X）是一个真正的概率密度，要求它满足

p„（X）≥0

「 月（X）dX = 1J Ea
容易验证,上述关系式是成立的.事实上，由式（3.118）,力.（X））0是显然的.

另外，由于

[ 凡（X）dx=[ -S = -s[ ；6（x；x&）dxJ Ed J Ed 九仁匕' M / 九 HJe. vn \ hn /

旨（丁）dx =："j（y）d（y）

= —2 f 6（u）d〃

故利用窗函数 M"）的性质，可知 j /“（X）dX = 1也成立.J Ed
上面借助于超方窗函数 6（"），导出了所求概率密度 3（x）的估计式

（3.118）.事实上，不限于超方窗函数，任何一个窗函数 +（n），只要满足由式
（3.115）和（3.116）所规定的性质，都可以作为窗函数使用.把这样的窗函数统称为

Parzen窗函数.

为便于理解，在图 3.17中列出了一维情形下的几种常用的窗函数.

由式（3.U8）,知人（X）与 hn 的选择有关.下面，具体讨论一下 3（也即乙）
对 0”（X）的影响.

为此，定义如下的函数

3"（X）二力值"沙债） （3.119）

这样，式（3.118）可写成

3”(X — XQ (3.120)
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由于 Vn= 地，所以，由式（3.119）可知：心 既影响3.（X）的幅度，也影响
储（X）的宽度（范围）.如果 hn 很大，则 3.（X）的幅度就很小，而相应的拓展会很

宽.即只有当X* 远离X时，6.（X- Xk）同 8.（X）的取值才会相差很多.此时,

储（X）是 几个拓展很宽、幅度很小的慢变函数的叠加.人（X）将给出。（X）的一

个平滑估计.但是，由于 6”（X）的拓展很宽，相应的空间分辨率将很低.反之，如果

K 很小，则 3“（X）的幅度就很大，而相应的拓展会很窄.此时,心（X）在形状上逼

近 6函数，是 n 个以Xk 为中心，具有很窄的拓展和很大幅度的快变函数的叠加.
此时,5.（X）的空间分辨率会很高.但是，由于 8.（X）的拓展很窄,所给出的估计

是一个不稳定的估计.为了让人（X）收敛于真实的 p（X）,可让匕随〃的增加而
缓慢地趋于 0.

1.方窗函数

fl |u|<l/2

M N）=《
〔0 否则

2.三角窗函数

[1-|| I w W1
6（"）=<Io 否则

3.正态窗函数

=^fcexP（-匿）
4.指数窗函数

6（以）= -^expC -|以|）

图 3.17 几种常用的一维窗函数

我们看到，对于固定的 X而言，N（X）的估计值与样本集有关.所采用的样本

集不同，得到的 3（X）的估计值也不一样.换言之，3（X）是一个随机变量.因此,

应该使用人（X）的均值作为真实 P（X）的估计.而要了解相应估计的确定性程度,
则需要对它的方差情况有所了解.

可以证明，若 p（x）在 X处连续，并且所使用的窗函数 Mu）及相关参数满足
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以下约束条件： Sup6(“)V8； lim 6(〃) JJ町 = 0； lim匕，= 0；
u || u || —8 j= ] n-*oo

limk% = 8 .则 0.(X)在均方意义下收敛于真实的 p(X)
Mf 8

lim力；(X) = p(X) (3.121)
九一8

以及

lim优(X) = 0 (3.122)
8

式中，m(X)、以(X)分别表示 N(X)的均值和方差.
在上述约束条件中，① 要求窗函数 6(")是有界的，② 要求 6(")随 U 的增长

而较快地趋于0.以上两点是易于满足的.例如，在图 3.17中列出的几种常用的窗
函数均满足这两个条件.③和④则要求匕随〃的增长而趋于。但匕趋于 0的速

度应低于 n的增长速度.这两个条件也是可以实现的.

下面给出有关收敛性的证明.

(1)均值的收敛性

因抽样试验所得到的样本X上 的概率分布与未知p(X)的分布相同，故

虫(X)= E(0“(X))

二 E佶部“X- XQ)
= (X- XQ)n k = i

= f 3“(X - V)p(V)dVJ Ed
上式表明，力“(X)的均值 p*(X)是未知概率密度函数 p(X)和 bn(X)函数的

褶积•由于当 九趋于无穷大时打(X)趋向于 3(X),故根据 3(X)的性质，只要
p(X)在 X处连续，则有

lim/；(X)= lim「 dn(X - V)p( V)dV
M—8 8j E&

= [ lim8”(X - V)p(V)dV
J Ed 8

= j 3(X - V)p( V)dV
J Ed

= p(X)
(2)方差的收敛性
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2

— P；（X）

2

叫啜医（可）-

= nE

于是，有

片（X） (3.123)
nVn

由于已知

X&

— nVn.

Sup^(u)<8

u

(X)

根据定义，3（X）的方差为

W（X）= E{（pnCX）- 0；（X））2}

Sup^(u)p* (X)
u

岛川笠&))Y"X))2
\哥2(胃)P")dvY^(X))2

和 limnV„ - 8
n—8

故有 lim3（X）=0成立.证毕.
九一8

下面依据式（3.123），进一步讨论一下窗口参数的选择问题.为使方差 状（X）

较小，希望 Vn 较大而不是较小.由前面的讨论，此时人（X）将给出 p（X）的过于
平滑的估计.因此，为了使人（X）在均方意义下收敛于真实的 p（X）,须使

lim Vn = 0 和 limnVn 二 8

九f8 8

两个条件同时得到满足.通过取 % = %//?或匕二匕/m几 可满足上述条件.因
此，只要样本足够多，利用 Parzen窗函数法一般可以得到概率密度函数的比较理
想的估计.但是，这是以提供足够多的样本为代价的•从理论上来说,为了得到真实

4胃加公"川

由于Xk 是独立抽取的，故可将上述求和式中的第一项看作是相互独立的随机
变量.这样，根据独立随机变量之和的方差计算公式（独立随机变量之和的方差等

于各独立随机变量的方差之和），有

mx）= w回共产（气区））—（前（x）『）
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的 p（x）,需要无限多的观测样本.这意味着需要大量的计算时间和存储容量.不
仅如此，随着特征空间维数的增加，所需要的样本数将呈指数增长.这种“维数灾

难”严重制约了该方法在实际中的应用.

3.14.3 3-近邻估计法

如前所述 -近邻估计法把落在区域 中的样本数3 选为训练样本数几
的函数，并使得落在区域 中的样本数3随样本数〃的增加而增加.例如，选择

七=风 ，瓦.这里，如 为落在区域R 中的样本数.当然，要获得这样的效果，靠硬
性地规定 Rn 是做不到的.可以通过如下步骤确定 R”（从而确定匕）：当可用的样
本数为 n 时，首先根据选定的规则确定 3（例如，根据 加二 机0T）,然后,从待估
计点X开始向周边扩张直到扩张后的区域中恰好包含3个样本为止.将扩张后
的区域作为 计算 R” 所包围的体积 ，并依据下式完成对 p（X）的估计

pnCX）=与&V n

由于此时有

lim左“ =8 和 lim — = 0
8 孔f8

"
故当 n 趋于无穷大时，所得到的0JX）将收敛于真实的 p（X）.
从上面的讨论可以知道,不论是 Parzen窗函数法，还是3-近邻估计法，为了

获得真实的 p（X）,均需要无穷多个样本.但实际中能够得到的样本数总是有限
的，因此，原则上不可能得到真实的 p（X）.此时，我们自然希望通过对初始参数
（例如,Parzen窗函数法中的匕以及 k“-近邻估计法中的自）的选择，得到p（X）
的一个尽可能好的估计 可以肯定的是，在样本总数有限的情况下，选择不同的初
始参数确实可以得到不同的估计结果.遗憾的是如果没有更多知识可以利用，则我
们没有充分理由认为哪一种估计结果更好一些.但是，当有相关的先验知识或后验
知识可以利用时,情况有所不同.例如，我们可以选择不同的初始参数，得到相应的

3（X）,然后利用所估计的 （X）设计分类器并根据实际的分类效果对所估计的

3（X）进行评价，从而得到 p（X）在某种意义下（例如，使错分概率最小）的最好
估计.

3.14.4 正交级数逼近法

这种方法的理论基础是任意函数的正交级数展开•其基本思想是用一个正交
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函数系的基函数｛圾(X),i = l,2,…，m｝来表示 k(X),使
m

Q“(X) = X血(X) (3.124)
j=l

其中，g,i = l,2" ，m 为待定系数，由训练样本集M=｛X1,乂2「 ，*.｝所确定；

也 为一个整数，由所要求的逼近精度所确定.

该方法和前面所介绍的参数估计法有一定的相似之处，即都是根据训练样本

集 4三｛X1，X2,…,X"确定一组参数.不同之处是:参数估计法要估计的是包含

在形式已知的函数中的一组未知参数,而正交基数逼近法需要估计的则是将完全

确知的一组函数联系起来的线性加权系数.

显然，作为待求 P(X)的一个估计，方.(X)和 p(X)之间存在误差.我们希望

确定 0NX)使相关误差尽可能地小.为此，引入如下的方差函数对上述估计的误
差进行定量刻画

式 =［ 〃(X)(》”(X) — p(X))2dX (3.125)
J Ed

这里，以(X)为加权系数.显然，遥的取值越小，则 0“(X)作为 p(X)的估计就越
精确.

现在考察在基函数｛弧(X),i = 1,2,…，m｝一定的条件下如何选择待定系数
Ci ,i =1,2,…,m 使上述方差最小化.
为此，将估计式(3.124)代入方差函数的表达式中，有

遥=("(X)应Cj$j(X) - p(X)『dX
为使上述方差最小化，令

' c

翁二肃k(X)(却血(X)-p(X)『dX
= 2 〃(X)(£c曲(X)- p(X))虫 (X)dX

J Ed J 二1

= 0, i 二 1,2,…，m (3.126)

解之，得到
m 「2g “(X)击(X)%(X)dX

)=1
J %

二 j 'u(X)轧(X)p(X)dX, i = 1,2,…，加 (3.127)J Ed
上式右端是关于 u(X)内(X)的数学期望.由于 p(X)是待求的概率密度函数，故

• 145 •



模 式识别 O O O O O O O O O O O C；。。cC'；： 、：' 、 •「

不能直接计算.但是，可用训练样本集艺=｛Xi ,X2, X”｝对其进行估计

Je〃(X)%(X)p(X)dX 三三£u(Xk)8(Xk)
因此，有

m «

Scj U(X)M(X)科(X)dX
j=l J%

1 s三上Zu(Xk)M(XQ, i 二 l,2,・・・,m (3.128)

" k =l

因为所选择的正交函数系的基函数｛想(X),i = 1,2,…，机｝在权函数的条件
下正交，故有

「 u(X)^(X)^(X)dX = lAi ，-，
J Ed 〔0 i W j

这样，由式(3.128),知

g 三 夕u(Xk)卞i(Xk) , i 二 1,2,…，ah

若选择归一化正交函数系，则有4 =1,i =1,2,…，m .此时，有

g 三 m(XQ%(X*), i 二 1,2，…，m

即，待定系数 g, i = 1,2,…，m 可由训练样本集人=｛Xi,X2,…，X.｝和选定的基
函数｛内(X),i = l,2,…，m｝以及权函数以(X)所确定.相应的迭代计算公式为

1
n+1

c," + 1)= 石〃(XQ%(X&)
] n

= 虫(XQ +〃(X“+i)〃(X“+i))
k T L A = 1

二 + w(X„+i)^(X„+1)), i = 1,2,…，机

其中，ad) 三以(Xi)6,(Xi).
实际应用中，可以根据需要选择所使用的正交函数系.选择正交函数系的一般

原则是：

Q) 其中的基函数应有利于对 p(X)的估计.如果选择了不是很恰当的正交函
数系，可能导致展开式中所包含的项数 m 的增加，从而会增加总的计算量.

(2)所选择的正交函数系必须是完备的.

另外，在没有关于 p(X)的先验知识可以利用的情况下，项数 m 可依据实用
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的原则来确定.即，究竟采用什么取值视其在实际中的表现而定 •

本章小结 本章主要讨论统计模式识别中的概率方法 •给出了几种典型的判

决规则.它们是最小错误概率判决规则、最小风险判决规则、最大似然判决规则、

Neyman-Peason判决规则和最小最大判决规则.此外，还讨论了有监督和无监督
情况下概率密度函数的估计问题，引入了用于解决此类问题的参数估计方法和非

参数估计方法.在参数估计方法中，主要介绍了最大似然估计和贝叶斯估计两种方

法;在非参数估计方法中，则重点讨论了 Parzen窗函数估计法、3一近邻估计法和
正交级数逼近法等三种方法.
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在前面两章中，我们主要介绍了统计模式识别中的几何分类法和概率分类法,
给出了相关的一些判别规则.依据这些判别规则可以设计相应的分类器.但是，这
样设计出来的分类器其性能究竟如何？应该怎样对其进行评价？这些问题在前面
的章节中并没有太多涉及.显然，无论采用什么样的训练和分类方法，设计出来的
分类器在实际使用时都不可避免地会出现错误判决.我们说一个分类器性能好，首
先是指其出现错误判决的概率要小（至少是小到能满足实际使用要求）.除了误判
概率之外，算法的实时性和计算代价等也是影响分类器性能好坏的重要方面.
本章重点讨论分类器错误率的估计问题.我们希望从理论计算和实验估计两

个方面得到解答.

事实上，分类器错误率的计算问题我们在第 3章已经接触过.为了让读者对该
问题有一个直观的认识，我们首先作一个简短的回顾.如图 4.1所示，考虑最简单
的3132 两类问题.假设我们已经设计了相应的分类器,得到了g 和g 所对应
的判决区域 C1和

P(e) = P(si)Pi(e) + P(32)P2(e)(4.1)
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其中,P(31)和P(S2)分别是类别3和 32 的先验概率，而 P1(e)和p(e)分别是
关于两个类别的类条件概率密度p(X|w)和 p(X%2)的积分

Pi(e) = [ p(X|s)dX (4.2)
J %

尸2(e) =「 p(X|a>2)dX (4.3)
J C]

从理论上来说，只要知道了相应的类条件概率密度和先验概率，就可以依据式
(4.1)，计算总的分类错误率P(e).但是,实际情况要复杂得多•例如，当 X是多维
向量时，为了得到所求的分类错误率P(e),需要计算由式(4.2)和(4.3)所表示的
两个多重积分.通常，这是一件非常困难的任务.即便是如图 4.1所示的一维情况，
当类条件概率密度函数p(X|m )和 p(X|02)的形状呈现复杂的多峰分布时，要
确定相应的判决区域Ci 和Q 也并非易事.因此，只有在某些简单而特殊的条件
下才可以按照理论公式计算相应分类器的错误率.在其他情况下，必须考虑采用另
外的手段.例如，可以通过理论计算对相应错误率的界限进行估计,也可以利用实
验手段得到分类器错误率的估计.

下面，分别对这些问题展开讨论.首先讨论几种特殊情况下错误率的计算问
题，然后讨论一般情况下错误率的理论界限，最后讨论分类器错误率的实验估计.

4.1 正态分布下的错误率

首先考虑正态分布下错误率的计算问题.为简单起见，从最简单的 //加 两
类问题入手.假定相应的特征空间是 d 维的,两个类别的均值向量分别为小 和

"2，协方差矩阵分别为可和羽.此时，两个类别的类条件概率密度可以表示为

"(X%2) 二.、J«：】expH(X— "2)T25i(X-〃2)}( / J

假定采用基于最大似然比的设计方法设计分类器.更进一步,为计算方便起
见,仅考虑 21 =工2 = w的情况.此时，相应的对数似然比函数可表示为

即"E睛端
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——（X — /2一1（X 一出）+ ~|"（X — 外厂2-1（X 一 %）

= 之XR-i出 +排「kd -Nje-1%
乙 乙 乙

一 ^XT£-1从2 - 2T—TX + 春从2TlsT
〃2z z z

= XTC1 - XT2TN2 -畀iRT出 +

= XT2；T（/11 - 从2）一5（n1+ 02>2一1（从1 - /2）（4.4）

若采用最小风险判别规则，则相应的判决阈值由下式给出

a = In（L（aJo>2）- L（a2%2））P（32）
12

（L（a2 I 31）— L（ai i 31））P（31）
其中，L（aJ初），i,j=1,2为损失函数.在选择 0-1损失函数的情况下，有

不论采用哪一种判决阈值,相应的判别规则由下式给出

（ U12（X）>612 =1 x e m
《 （45）
〔 M12（X）V 012 X 6 32

依据上述判别规则进行分类判决时，可产生两种类型的错误.一种判决错误是

Xes］但判决 X6q,相应的判决错误率为 P（si）PKe）.其中
Pl（e）— p（"12（X）<仇2I 31）

还有一种判决错误是 XG32 但判决 XE31,相应的判决错误率为 P（32）P2（g）.
其中

P2（e）— P（以12（X）>仇2I 32）
现对 M12（X）进行考察.显然，根据定义，如2（X）由 X的各个分量线性组合而

成.已知 X服从正态分布，故由第 3章关于正态分布的性质 4,知其各个分量也服

从正态分布.又根据同性质6知，以i2（X）是一个服从正态分布的一维随机变量.

显然，当 X的所属类别不同时,相应的 小2（X）虽然都服从一维的正态分布，

但其均值和方差情况一般是不一样的.下面，具体计算一下即2（X）在不同情况下

的均值和方差.首先考虑 XGm 的情况•假定对应的 M12（X）的均值和方差分别为

71 和罚，则

% = E{ "12（X））

= e{xTwT（"i — "2）- /（从1 +从2尸w-1（〃一 R2）}
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二 rjxT（出 - R2）- 4•（出 + "2）TxT（A1 - 从2）
乙

二春（出— 从2）TxT3- N2） （4.6）

记 片/ 二（从1 — 从2/E 1（"1-从2），则

% = 另力 （4.7）
乙

根据第 2章有关距离的定义，知 修为两个类别3和 S2 均值之间的马氏距离的平

方.根据求出的 名，可进一步计算 黄

.= E｛（"12（X）- 力产｝

= e｛（xTwT（出 一从2）一力3 +从2尸V1（〃1一从2）

一 寺（出1 -散尸 2-1（出 - 22））'｝
二 E｛（（X-%）TE-】3 一出））2｝
二 E｛（（X -〃i）TnT（出 一出）*（X一 出尸 2.1（出 -R）｝

= E｛（出 —〃2）TNT（X-〃1）（X-〃1）T£T（出 —〃2）｝

= 3f2）TE-1E（（X-〃1）（Xfi）T）£T（% -〃2）
根据协方差矩阵的定义，知

E｛（X -出）（X- 从i）D= £ = E
故有：音 =（出一从2尸汇1（出一从2）= 在

此外，若设 XG32 时即2（X）的均值和方差分别为 力 和 信，则经过类似的推

导，可以求得

% = £｛H12（X）｝- -力注
益 = E｛（"12（X）- 出）2｝= 注

由此可见:当 XGsi时，u12（X）服从均值为2片，方差为 沈的正态分布;而
当 XG82时，u12（X）则服从均值为 - 方差为 先的正态分布.故

P（e）=P（肛2（X）V 仇2%i）

「比2 1 / 1 /MX）一 图/2\2]
= —exp 一 方

j— dum（X）J怎％「 2' Ya 'J
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02-瑞 /2

% —17rxp (4.8)

若记①(f)= r Y=exp(- 4 dy,则 fi(e) 二 通/2
J-8 I 乙」 、九

同理，可得

P2(e)= p("12(X)> 0]2 I S2)
1

-7=—exp

'8 ] / ] )

5Mxpr2小
外2+ /j/2

二 上去exp卜妙｝dy 一 去exp卜卧他
= 1 — 如 + 遥/2)

这样,总的错误率为

P(e)= P(g)Pi(e)+ P(M2)P2(e)

(4.9)

= P(g) (如-:瑶/2)+ P(32)(l - 瑶/2)) (4.10)

易见,总的错误率与两个类别的先验概率、相应的判决阈值和类别均值之间的马氏
距离有关.如果排除类别先验概率的影响，并取 0-1损失函数(此时，判决阈值为
0)，则有

p9 =畀(一1 +景-中传九 )) <4.11)

此时,总的错误率仅取决于两个类别之间的马氏距离.其示意图如图 4.2所示.

图 4.2 正态分布下总的错误率 P(e)与马氏距离 九之间的关系
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由图可清楚地看出总的错误率 P(e)与马氏距离 九之间的关系.修越大，则
图示阴影区的面积越小，P(e)也越小;反之，力越小,则图示阴影区的面积越大,

P(e)也越大.

42 样本各维之间统计独立情况下的错误率

本节讨论如何在样本的维数 d 较大且样本的各维之间统计独立的情况下计算
相应的错误率.

为简单起见,仅考虑 CW1/<W2 两类问题.此时，由于样本的各维之间统计独立,
故两个类别的类条件概率密度分别可表示为

d

p(X%i) 二 pCXk I a)i)
d

P(X|o>2) 二 P^k \ O；2)

据此，得到对数似然比函数为
"I

“网=山加二宫 二却3 4⑵

这里

如2(一) = In个叫叫, 人 = 1,2,…,d (4.13)
P(4I 32)

为样本分量 xa,左 =1,2,…"的对数似然比.
这样,通过引入对数似然比，我们可将一个高维的识别问题转化成一个一维的

识别问题进行处理.和前面一样，用 打2表示相应的判决阈值，则所求的最大似然判
决规则可表示为

(〃12(X)>仇20X E
(4.14)IU12(X)V 仇2= X G 32

由式(4.13),即2(4),k =1,2,…，d 是一个一维的随机变量,其均值和方差
随样本所属类别的变化而变化,分别由下式定义

力* — E{ Ui2^Xk i = 1,2

oik = E{(〃i2(h I a>i) - %,*)2}, i = 1,2
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其中，下标 / 表示样本的所属类别、左 表示样本分量Q 在样本向量中的维序.例

如，/小表示当XGm时，随机变量 以12（右）的均值，等等 •

由式（4.12）,对数似然比 ui2（X）由样本分量的对数似然比之和表示.因此，它

也是一个一维的随机变量，其均值和方差可如下得到
d d

Vi — U12（X I Ct»i）} = E{ ^2 "12（ I ）} = ^2 ^''k * = 1,2
I k=l

， R=]

d d d

决 = E{（UT2（X\a）i）- ^i）2 } = E{（2 "12（4 Iss）-»Vi.k ）2} =s » j = 1，2
*=1 *=1 fc=l

其中，方差计算步骤中的最后一步利用了样本各维之间统计独立的条件 •

现在,让我们来看一看对数似然比 以12（X）服从什么样的分布.根据概率论中

的中心极限定理可知:在 XG3,i =1,2的条件下，只要样本的维数 d 足够大，那
么，不论每个随机变量以12（4）水 =1,2,…，d 取什么样的分布，只要它们是独立
同分布的,则其和 如2（X）将渐进服从 N（7,/）,i=l,2的正态分布.

类似地，可利用上面的结果具体计算相应的错误率.其中

P（e）= P（"i2（X）V%2%i）

J（"弋：- %）[d"]2（X）
二产马吐9山…（三）

「2（6）=P（以12（X）〉6]2 I 32）

=「 —exp{—；「（X）j）[d「（X）J%图方〔2' 方 / J

总的错误率为

P（e）= P（3i）P（e）+ P（32）P2（e）

= P（S1）©（^^）+ P（32）（l- （4.15）

这样，只要在设计过程或实际使用过程中能够确定相应的判决阈值以及对数

似然比的均值和方差，即可根据上式对相关的错误率进行计算.

• 154 ・



'J <.?. c- O O O O O O O O O O O 第4章 分类器的错误率

4.3 错误率界限的理论估计

上面两节分别对两种特殊情况下的错误率进行了理论计算，得到了相应错误

率的表达式.但是，在更一般的情况下要进行类似的理论计算是非常困难的.此时,

为了对一个分类系统的错误率有正确的把握，我们希望能对它的界作出估计.本节

讨论错误率上界的估计方法.首先介绍所谓的 Chernoff 界限(简称C-界限).

4.3.1 Chernoff界限

为简单起见,仍考虑 31/32 两类问题.与前类似,设样本 X是d 维的,两个类
别 0)1 和 32的类条件概率密度分别为 P(X〔3i)和 P(X%2) .为了得到所需的分
类器，定义如下的负对数似然比

"(X) = — "12(X) = - In 用叫 = — Inp(Xlsi) + lnp(X〔32) (4.16)
P V A|32)

在最大似然判决下，相应的判决规则为

( 入(X)<912 n Xsg

I h(X)〉= X £ 32

这里412为相应的判决阈值.
若用 和 p(/l|32)分别表示 XE 和 32时对应的 无(X)的类

条件概率密度，则形式上我们有

Pi(e) = P(〃i2(X)>& I。) 二 j p(/z|3i)d/r (4.18)
J %

Pz(e) 二 P(〃12(X) V 夕12|32) 二 [ p(/l|s2)d/l (4.19)
J -8

若能用某种方法获得 P5|m)和P" I 32)的解析表示，则上述错误率是可以计算
的.否则，将不能得到任何有价值的计算结果.

下面，我们来导出错误率 Pi(e)和 2(e)的上界.
为此,引入如下的矩母函数

%(s) = Et [ Q^pCh Iwjdh, i - 1,2 (4.20)
J — 8
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这里,s取实数值，而 I用于标记类别.

更进一步，定义户(O为 2(0的负对数，即

H(s) =-ln%(s) = - In [ eMp(k|si)dh (4.21)
J —8

由2(s)的定义式(4.20),有

rJ岛)P 1

此外，当 s取实数值时,显然有

(品"小)0
故知(M/n(s))p"Is)满足一个概率密度函数应具有的性质，因此，它有

资格作为一个概率密度.可将其看作是与负对数似然比 h 有相同定义域的新的随

机变量g的类条件概率密度.其中,g与正取值相同，但分布不同.即

p(g = 川31) = (/75)P 31)

可根据定义如下计算新定义的随机变量 g的均值和方差

E{g|an} = [sgP’glsQdg = J 8

%i)dk

但是,根据月(s)的定义式(4.21),有

dm(s)_ d z J" ,八、- 1 d%(s) 1 d「 । 、八，

二一区匚 —匚M3)P"M)业
= - E{g|g}

故有

类似地，可得到 g的方差

因此,根据式(4.18),有

Pi(e)= [ p"|Si)dhJ /夕

(4.22)

(4.23)

户( o| ) — d〃(S)七tg I 31 ) 通一

二。{g%】}=—智
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= R(*)p(g 二 加初)皿

但是，根据定义，有 %(s)=}—>.故

P(e)二『 e—M"—Mp(g = h|coi)dh
)肉2

= e-"<" [ e~
助p(g = h|aji)dh

J 力2

显然，上述 Pi(e)与 s的取值有关.容易验证:若我们希望得到 P】(e)的最小

上界,则要求 s)0.注意到在上述积分式中，有 用)仇2成立.因此，当 s)0时，有

-资≤一 s%2成立，也即有 e「所≤ls'】2成立.

故有

Pi(e) 「p(g = s>0 (4.24)
J 62

上式给出了 Pi(e)的上界.

[ p(g = h %i)d用<[ p(g = h\ a)i )dh = 1
J g]2 J —8

Pi(e)Ve-Ms)-s%, s>o (4.25)

因此,作为一种估算，也可采用式(4.25)的结果作为 Pi(e)上界的估计.
由此可知：PNe)的上界取决于 m(s)和 /2 .特别地，在 打2固定的情况下，存

在 s的最佳选择使Pi(e)的上界最小化.

类似地，可导出 P2(e)的上界.注意到错误率 P2(e)仅与 Xes2 的样本有关.
因此，若根据式(4.17)的判决规则对样本所在的特征空间进行划分，并将属于e
的区域记为以「将属于 32的区域记为 02,则在 XSs2的情况下，判xem 的错
误率 P2(e)由下式给出

「2«) 二 [ p(X%2)dX
J

但是,另一方面，若直接根据判决规则计算,则有
r出2

P2(e) =| p" I CO2 )d/l
J — co

因此

产 p"%2)d用 =[ p(X“2)dX (4.26)
J -8 J %

又根据负对数似然比的定义，知

h(X) =-ln乃阳叫 二 In乃阳7
p(X|a>2) p(X|on)
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故有

p（x|32） _
e%<x>

P（X%1）-

即

p（X|s2）= e〃（x）p（x%i） （4.27）

因此，在 XGs2的情况下，将 X判为属于01 的错误率 2（e）为

「02
p2"）=| P（为 I 32）d/l

J - 8

= I" p（X|32）dX=「 *x>p（x|3i）dX
J Q] J Q]

二 e—"" j '2 e<i—s"p（g - 用|si）d/z

类似于对 Pi（e）所进行的讨论，我们有下面的结论:上述 P2（e）也与 s的取值

有关.容易验证:若希望得到 Pz（e）的最小上界,应选择 s<l.此时，有（l-s）人

（1-3）分2成立，也即有 成立.

故有

「南2
巳«）<e-“ +（i汹2 p（g = h\co1）dh, s<l （4.28）

J — 8

这就是 P2（e）上界的表达式.

广'12 「8

丁 I p（g = 丸 I 3）d丸 V| p（g = 用| ）d/i = 1
J 一8 J — 00

「•P2（e）<e「" +c】2, s<i （4.29）

因此,作为一种估算，也可采用式（4.29）的结果作为 Pz（e）上界的估计.

易见：P2（e）的上界也取决于Ms）和 分2.特别地,在如固定的情况下，存在最

佳的 s使P2（e）的上界最小化.

综合所得到的 Pi（e）和 p2"）的表达式,可知：要得到 P（e）和 221）的上
界,应选择 0<s<l.特别地，存在最佳的 s* ,0<s* W1使 Pi（e）和尸21）的上界
同时达到最小化.上述最佳的 s* ,0<s*<l可通过对式（4.25）和（4.29）的右端求
关于 s的导数并令之为 0得到.不难推导,最佳的 s* ,0<s*≤l是以下微分方程
的解
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女警 =一分2, o≤5≤l (4.30)
ds

一旦解出了 s* ，就可以据此算出 Pi(e)和 p2(e)的最小上界.把由 s*所确定

的 P】(e)和 P2(e)的最小上界称之为 B(e)和2(e)的 Chernoff上界(简称

C-上界).

利用上面的结果,可以进一步计算总的错误率 P(e)的上界 •

事实上

P(e) 二 P(si)PMe)+ P(32)Pz(e)

将式(4.24)和(4.28)代入上式中，有

P(e) = PCci)i)e~^s^sd12 f p(g = h I a>i)dh
J 比2

+ P(S2〉eW+(l-s〉％2 J 12

p(g - 人|sQd/l, 0 5 1

若假设采用 0-1损失函数，则相应的判决阈值 仇2为

将其代入上述 P(e)的表达式中，有

P(e)& P(si) p(g 二入|si)d/i
\r(32〃 J 力2

+ p(32)(鬻ay e-〃(s)+(l—s)力2j * p(g 二 九|
'r \32)) J -8

= (P(si))1(P(s2))沱-"3 j p(g - h|wi)d/i

即有

P(e) (P(g))j(P(s2))'ees), 0<s<l (4.31)

容易证明,存在使 P(e)的上界最小化'的 s* ,0Ws*<l,它是以下微分方程的解

色署 = - %， 0 s<1
ds

与前相仿，把由 S
*所确定的 p(e)的最小上界称之为 P(e)的 Chernoff上界

(简称 C-上界).

从上面的讨论，可以看出：为了得到 P】(e)、P2(e)和 P(e)的上界，需要确定

H(s),而要计算 h(s),则需要类条件概率密度 是已知的.

4.3.2 Bhattacharyya界限

从上一小节的陈述不难看出，求解错误率的 Chernoff上界的过程是非常复杂
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和困难的,而在很多场合，我们仅需要给出错误率一个粗略的估计即可.此时，可考
虑使用简单一些的方法.本小节介绍如何从所谓的 Bhattacharyya 系数出发得到
相应错误率上界的粗略估计.

为简单起见,仍考虑 31/02两类问题.假定采用最小错误率判决，则相应的判
决规则为

]P(si lx)>尸(32 lx) 今 x e 如
1p(M |X)< P(32〔X) => x e 32

显然，在接收样本为X的条件下,正确分类的概率为 Max{P(s|X),P(32 1 X)},
而错误分类的概率为

P(e|X) = 1 - |X),P(S2〔X)}

= Min{P(a)i\X),P(a)2\X)} (4.32)
为了推出上述错误率的上界,利用如下的几何不等式

b, a >0
为此，取 g 二 Max{P(3i|X),P(s2|X))、b = M〃{F(3i|X),P(32|X)}』lJ

P(e|X) ，Ma%{P(3 |X),P(32球)} • M加{P(皿|X),P(32〔X)}
二 a/PCwi \ X)P(a)2 |X) (4.33)

由于样本 X是一个随机变量，故在X发生的条件下，相应的错误率 P(e I X)
也是一个随机变量.因此,分类错误率 P(e)由 P(e|X)的数学期望给出，即

P(e) = f P(e|X)p(X)dX (4.34)J Ed
式中,p(X)为样本 X的概率密度函数.将式(4.33)所示 P(e |X)的表达式代入上
式，有

尸(e)< [ —1 |X)P(32 |X)p(X)dX
J Ed

二 [ 尸(S1)p(X I 31) P(32)P(X[02)— J 3 4 p(x) p(x) P(X)dX

二 /P(如1"(32)f /p(X|si)P(X|32)dXJ Ed
若定义如下所示的

二 — ln『 Jp(X I si ) p(X| )dX (4.35)
J Ed

为 Bhattacharyya系数,则分类错误率 P(e)可表示为

P(e) — 32)exp(- Jb) (4.36)
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上式即为由 Bhattacharyya系数所表示的分类错误率的上界表达式.

显而易见,只要知道了两个类别的先验概率以及类条件概率密度，即可根据上
式得到相应错误率上界的估计.以后，为简单起见，将上述错误率的上界简称为

B-上界.

至此,我们以 3]/32 两类问题为例，详细讨论了相应分类器错误率的计算问

题，并在本小节和前一小节分别得到了相应错误率上界的两种表达式:B-上界和
C-上界.虽然所用的判决规则不尽相同,但两者之间是否仍然存在一定的关系呢?
下面就来探讨一下这个问题.为此，将上面的 Bhattacharyya 系数改写为以下的
形式

J b ~ ~ Inf ，p(X|si)p(X|o>2)dX，

根据前一小节中给出的有关 场(X)的定义，我们有

P(X—2)
二 牌(X)

. p(X|si)
_
°

故

/P(X%2)
二「皮人(x)

Np(X|si) — e

这样，得到

Jb -叽 e景8P(xM)dX = - In(中信))= (4.37)

利用该关系式，可以得到相应错误率的 B-上界和 C-上界之间的关系.容易验
证，当 s =1/2时,C一上界成为 B-上界.这一点是容易证明的.事实上，我们可以根
据式(4.31)写出相应的 C-上界

P(e)< (P(M))~(P(32))Se-M叫尸1/2

= ，P(3i)P(32)efG)

— ，P(o>i)P(s2)exp(- Jb)

显然,这就是 B-上界.

我们知道,C-上界是 P(e)的最小上界，它在 s = s* ,0<s*<1时达到.而
1/2恰为 9*取值范围的中数.因此，可以认为 B-上界是 C-上界的一个很好的估
计.由于 C-上界的计算异常复杂，故在某些场合可用 B-上界作为 C-上界的一个
粗略估计.
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4.4 近邻分类法的错误率

在第 2章中,我们讨论了用于模式分类的近邻分类法.这种方法虽然简单，但

不失为模式分类的一个重要方法.本小节首先对该方法作进一步的补充说明，然

后，在此基础上重点讨论一下相应错误率的计算问题.

近邻分类法大体上可分为最近邻法和 K-近邻法两种.首先考虑最近邻法及其
相关的错误率的计算问题.

为此，考虑 s个类别的分类问题.假设训练样本子集为 少二｛X1,X2 ,…，X”）.

其中，每个样本的所属类别是已知的,每个类别所包含的样本也是已知的.现在，依

据该样本集对该样本集之外的任一个测试样本 X进行分类判决•若用Xf 表示类
别5 中的第左 个样本，则最近邻法所使用的判决规则可表示为

d（X,XQ = Min 今 X G 必 （4.38）
j 二],2,…,S
I =

这里，由 为训练样本集中属于类别包 的样本个数，而 d（X,X；）则表示 X到X；
的距离（可根据需要选择所使用的距离.例如，采用欧氏距离.）.
显然，对一组特定的样本集 a二｛Xi ,X2,…，X”｝而言,分类错误率与输入测

试样本 X有关.若本来 X属于3,类别,但样本集 阱三｛Xi ,X2,…，X”｝中与之最
近邻的样本 X'却属于%（这里,j/i）,则相应的分类将发生错误.样本集方不同，
则与X最近邻的样本X'一般也不同.因此，待求的错误率与 X 和X'均有关系.为
反映这种实际情况，将上述错误率记为 P.（e|X,X'）.其中，下标 n 表示样本集 中

所包含的样本个数.由于X和X'均为随机变量，故上述 （e|X,X'）也是随机变

量.这样，在测试样本为 X的条件下的错误率P“（e|X）由下述积分所给出
P“（e|X）=|P”（e|X,X'）p（X'|X）dX' （4.39）J Ed

式中，p（X'|X）为条件概率密度.

假定 9二｛Xi,X2, X.｝中的样本是独立抽取的，并且每个样本的类别属性
是已知的.由于样本是从总体中随机抽取的，故每个样本的类别属性是随样本的变

化而变化的随机变量.为方便起见，用（X],0）,（X2,02）,…，（x.，即）标记样本
集中的每一个样本及其所属类别.
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这样，若假设在人= {X】，X2,…，X"已知类别的 n 个样本中X'和X最近邻,

而X'的所属类别为a'、X的所属类别为a,则由于X'和X是独立抽取的，故有
P(a,a'|X,X') = P(a|X)P(a'|X') (4.40)

此时，若 a = a',则得到的分类判决是正确的;否则，得到的分类判决将是错误
的.据此，可求出正确判决的概率为

5 S

2P(a = 叼，/ = sj|X,X') = 3P(a 二 3j|X)P(a' 二 句|X) (4.41)
/=1 j=l

这样，错误判决的概率为
s

P“(e|X,X') 二 1 - ^P(a 二 aJX)尸(a' = % |X)
尸1

s
= 1- »P(3j|X)P(3j |X') (4.42)

j=l

由式(4.39),在 P〃(e|X,X')已知的条件下，为求得 P.(e|X),需知道 p(X'|X).
实际中，要准确估计出 P(X' IX)显然是困难的.但是，当样本数 8时,

p(X'|X)的形式则是有可能可以求出的.由于X’是X的最近邻,故随着 n的逐渐
增大,X会越来越靠近X,即X'在X附近取值的可能性越来越大.当 t-8时,

p(X‘|X)趋向于以 X为中心的台函数.即有
lim〃(X'|X) = 3(X' - X) (4.43)

8

因此，根据上面的结果，可知待求 P.(e|X)渐进地成为

limP”(e|X) 二 limf (e|X,X')p(X'|X)dX'
九f8 «—*•«>J Ed

= limf 尸.(e|X,X')p(X'|X)dX'
nfsj

「
§

= lim (1 - 2P(3j|X)P(3j|X'))p(X'|X〉dX'—8jEd / =1

「
S

二 (1 -
J Ed j=l L8

「
s

二 (I - £p(叼 |X)P(3j |X'))3(X' - X)dX'
J Ed ;=1

S
二 1- 2P2(3j|X) (4.44)

因 X是随机向量，故上述条'件错误率也是一个随机变量.可用其数学期望作为相
应分类器错误率的估计
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Pi-nn*) 二 limP“(e|X)〃(X)dX
J Ed L8

r s

=Je (1 - gp2(3j|x))p(x)dx (4.45)

这里,P(X)为样本的总体概率羲.上去表明，最近邻法的分类错误率与各类别的
后验概率有关.因此,其计算应该是比较困难的.

下面借助于贝叶斯概率，给出最近邻法分类错误率上、下界的估计.

最小错误率判决规则可表为

P(sm|X)>P(叼 |X), Y j 丰 Mo X Q 3M (4.46)

因此，条件贝叶斯错误概率为

Pb«|X) = 1 - P(sm|X) (4.47)

与上面类似，将贝叶斯错误率定义为上述条件贝叶斯错误概率的数学期望

PB(e) = f PB(e|X)p(X)dX
JEd

=「(1 - P(3M〔X))p(X)dX (4.48)

下面，推导最近邻分类器错座率的上、下界.
显然，错误率的下界就是 Pb (e) .这是因为在贝叶斯判决中，对每个样本 X,

均有 Pne|X)<PJe|X)成立.故有

PB(e) =「 PB(e|X)p(X)dX
J Ed

[ limP〃(e|X)p(X)dX 二 尸_丽«) (4.49)
J Ed L8

事实上，这样一个下界在某些条件下是可达的.例如，当后验概率满足以下条

件之一时,最近邻分类器的错误率达到其下界

或者

P(a)i|X) — 2，j = 1,2,…,S

下面重点讨论如何确定最近邻分类器错误率的上界.为此，重写P 一孙(e),有

Pi-NN(e)= Je (1 -持 p2(叼 |X))p(X)dX

= [ (i - (p2(”m|x) + 3尸2(*x)))p(X)dX
J Ed 斤M
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其中，p（3m|X）满足 P（3MIX）》P（3j|X）, Vj#M的条件.显然，对于任给的
X,若

p2（0“|X）+ W；p2（3j|X） （4.50）
jKM

均取最小值，则 Pi-N^e）达到其上界.

下面求式（4.50）的最小值.值得注意的是，由于 X不同，P（3.IX）一般也不

同.因此，为了得到各种条件下 Pi-丽（e）上界的精确表示,在求式（4.50）最小值时

不应该对 p（3M I X）作任何的限定.另外，我们有如下的约束条件
P（叼|X）＞0

S

= 1
j= l

所述最小值可由 Lagrange乘子法获得.为此，定义如下的目标函数
S

J = XP2（助|X）+ 入（2F（%）一 1） （4.51）
j# M J 二1

其中，人为待定的 Lagrange乘子.对上式求关于 的偏导数，有

%（力"= ^~5（XP2（TX）+ 1（tP（3j）- 1））
or\a）j） jwm j=i

= 2P（Mj\X）+ A,

令之为 0并解之，可得到

A =-2P（a＞"X）, j # M （4.52）

容易验证，上式是使式（4.51）的首项取最小值的充要条件.即，当各 P（w IX）,

JWM彼此相等时，式（4.50）有相应的最小值.
这样，根据约束条件,可解出

P（初）=
1 一 ,y；国）, j#m

由式（4.47）知,P（sm I X）=l-PB（eIX）.故有

P（g）二 ｝— 1 ， J 力"
据此，可得到 Pi-孙（e）的上界.事实上，由于

fp2（Sj|X）二 P2（3m|X）+ 2P2（3j|X）
j= 1 JWM

＞（1- PB（e|X）y +
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= 1 -2P.e|X) +居(e|X)+ 躅产甲)
3 — JL

= l-2PB(e\X) +^r^PWe|X)
所以，南1- tP2(助国)客pk0|X)-搭「北0国)成立.将其代入尸1一所口)
的表达式中，得到

P»(e)<L (2Pb«|X)-G^P%(e|X))p(X)dX
= 2(PB(e|X)p(X)dX P软e|X)p(X)dX

= 2PB(e) P%(e|X)p(X)dX (4.53)

下面,进一步确定第二项.为此，计算 Pb(e | X)的方差虎.根据定义，有

4=( (Ps(e|X)- E{Pb3X)})2P(x)dX

= [ (Ps(e|X) - Ps(e)〉2P(X)dX
J Ed

=「 P式e|X)p(X)dX- f P%(e)p(X)dX
J Ed J吨

=[ Pl(e|X)p(X)dX- Pi(e)
J Ed

>0
所以，有「P氯e|X)p(X)dX>P%(e)成立.

因此，将其代入式(4.53),有

2PB(e) 41PMe) = Pb3(2 - 1PB(e)) (4.54)

这就是所求Pi-加(e)的上界.

综合以上的讨论,我们可借助于Ps(e)写出Pi-丽(e)的上、下界为

Pb«) Pi-w(e) PB(e)(2 — 尸s(e))(4.55)

若分类器的贝叶斯错误率PAe)很小，则近似有
Ps(e) Pi-；w(e) 2PB(e) (4.56)

利用式(4.55)可画出如图 4.3所示的Pi-丽(e)和Pbc)之间以 S为参数的关系
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接着，我们来考虑 K-近邻法及
其相关错误率的计算问题.为区别

于最近邻法，相应的错误率用

Pk-nn( e)表示.为简单起见，针对
m/此 两类问题展开讨论.此时，

K-近邻法的判决规则如下所示
K1>K2今 XGw (4.57)

这里,Ki 和吹2 分别为样本X的K
个近邻中属于类别g 和我 的样本

个数.其中，k=改1+R2.为了避免

出现 Ki 二 七 的情况，一般选择 K

5-1

尸a(e)
图 4. 3 P1-丽(e)和 PB(e)之间的关系

曲线.显然，在一般情况下,Pi-丽8)将落在图至3中的阴影区域之内.

为奇数.此时，式(4.57)可表示为如下形式

Ki>(K + l)/2 = X£ on

(K-D/2/K、
P(K2<(K-l)/2|Xe ft>2) = W J)pM(32|X)P"m(3]|X)

&>(K + 1)/2 = XS 32

显然,在此判决规则下,错误判决对应于以下两种情况：
(1) XGm,却出现 Ki<(K-D/2；
(2)XGm，却出现K2<(K-l)/2.
因此,上述两类问题的分类错误率 Pk -阿(e)由上述两种错误判决所对应的概

率所确定•类似于最近邻判决的情况，若设 X 为任意测试样本，则根据上面的讨

论，相应的错误判决概率为

Pe3X)
二 P(si|X)P(Ki<(K-l)/2|Xe 31)

• + P(W2\X)PCK2 (K - 1)/2 |X 6 32)

式中的 P(&<(K -l)/2|XE3i)为 XGon 时，X 的 K 个近邻中仅有小于
(K -1)/2个属于曲的概率，可由下式计算

P(K1 (K - 1)/2|X £ 如) = £ ( jjprgilXlpK-XglX)
类似地,P(K2<(K-1)/2|XGS2)为 XGs2 时，x 的K 个近邻中仅有小于
(K-1)/2个属于 32的概率

故有
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(K-D/2/K、
iimPK-NN(e\X) =P(3i|X)、]Pm (aji\X)PK-m(a)2\X)
~8 m=0 \m)

(K-D/2
/ K \

+ P(32〔X) £ ]Pm(CO2\X)PK-m(M1\X)
加=0

此外，因为考虑的是两类问题，因此，有

P^2\X) = 1 - P(31|X)
所以

(K-D/2
/长\

limPK-w(e|X) =PQ1|X)2 pm(』x)(l- P(皿 |X))K-m
"一8 m=0 、小/

好/2/K、
+ (1-P(期 |X))2 (l-P(3i|X))mpi(』X)

m=o
下面,给出用贝叶斯错误率 PB(e)表示的 K-近邻法分类错误率Ph加(e)的

上、下界.

在两类情况下，我们有

PB(e\X)= 1- Ma%{P(3jX),P(32lX»

= Min{P(a)1\X),P(Co2\X)}
不妨设 P(如 I X)=〃加{P(31 1 X),P(32 1 X)} = Pp(e|X),此时,我们有

(K-l)/2/K\
limPh-(e|X) =PBCe\X) » P胃(e |X)(1 - PJe|X))j
… m= o \m/

(K-l)/2/K\
+ (1 -尸B(e|X)) £ (1 -尸B(e|X))mp『m(e|X)

m=0 '机/. (4.58)

由于limPi^eiX) 的表示式是关于网丽 |X)和 P(/ IX)对称的，故若设

P(S2|X) = Mi〃{P(a)]|X),P(32|X)}= PB(e|X),则可以得到同样的结果.因
此，不论是哪一种情况，均有式(4.58)成立.

若进一步定义

PK~NN(e) = [ lim/\-w(e|X)p(X)dX
J Ed 8

则根据 Jensen不等式，可以证明
(K-D/2/h \

P.丽(e) X {Pr^e) (1 - PB(e))K-m + (1- P Pl~m{e}}
m= 0 'm /

(4.59)

这就是所求的上界的表达式.与最近邻法的情况类似,错误率 PK-NN(e)的下界是
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Pbe）.这样，综合起来,我们有
（K-D/2 /K \ （

PJe） Pk-nnG） 2 P”（e）（1 - PB（e））jm=o I
+（1 - PB（e））m+ip『m（e）｝ .（4.60）

从结果可以看到:错误率尸卜加（e）的上界与 K 值的选择有关.Pk-丽（e）随
K 值增大而单调减小.当 K-8

时，Pk-m（e）趋向于 PJe）.此时，
PK-/w（e）的上、下界重合，K-近邻

法给出最优分类结果.图 4.4给出了

不同 K值选择情况下P.由（e）的
上、下界的示意图.在 K 值一定的

情况下，基于 K-近邻法设计的分类

器的错误率Pk-M（e）将介于对应于

固定K值的上界和不同 K值所共有

的下界之间.

最后，对近邻法的优、缺点做一

个简单的概括.近邻法的优点是方法简单、可靠，且可用贝叶斯错误率对其上、下界
进行估计.缺点是需要存储所有的训练样本，并需要计算测试样本到所有训练样本
之间的距离.当训练样本数很大的时候，所需要的存储量和计算量都非常大.此外，
上面关于近邻法分类性能的一些结果是随训练样本数 n 的增大而渐进成立的.实
际中可取的《值总是有限的.因此，如何选择 K值使分类错误率最小化是一个需
要关注的课题.

图 4.4 不同 K值选择情况下 丽（e）的上、

4.5 分类器错误率的实验估计

前面几节主要讨论了几种典型的分类器错误率的理论计算问题，给出了若干
情况下相应分类器错误率的理论计算公式.但是，在更一般的情况下,进行分类器
错误率的理论计算是一件相当困难的事.此时，可以考虑用实验的方法对所述错误
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率进行估计.

用实验方法确定分类器错误率时,一般需要将通过抽样试验得到的样本分作

两类:一类用于训练分类器,而另一类则用于检验分类器.前者称为训练样本，后者

称为检验样本.分类器的错误率通常由对检验样本进行考试的结果而定.在可用样

本一定的条件下,如何划分样本将其分别用于分类器的训练和检验会对分类器错

误率的估计产生直接的影响.下面介绍两种分类器错误率的实验估计方法.

4.5.1 已训练分类器错误率的实验估计

假定我们已经用某种方法完成了分类器的设计.现在我们希望能够通过实验

对已设计完成的分类器的错误率进行估计•为此，需要采集检验样本.显然，为了真

正反映分类器的性能，所采集的检验样本集应该独立于训练样本集（如果有的话）.

不仅如此,还要求检验样本集中的每一个样本也都是彼此独立的.假定用于检验的

样本的个数为叫考试的结果其中有 k 个被误判，那么，从直观上来说，该分类器的

错误率应为 a/".事实上，更严格地说，错误率除了与 k 和几 有关系之外,还和采

集检验样本的方式有关.采集方式主要有随机抽取和选择抽取两种.下面，针对这

两种采集方式下分类器错误率的实验估计问题进行讨论.

所谓的随机抽取是指不考虑各类别的先验概率，随机地从样本总体中抽取 n

个检验样本进行考试的情形.假定用这 n 个样本对分类器进行考试,结果有 k 个

被误判了.我们来计算一下分类器的错误率.显然，几 个样本中有 k 个被误判的概

率服从二项分布，即

PM 左）=（，P*（e）（1 - P（e））… （4.61）

这里,P（e）是分类器的真实错误率，即每个检验样本被误判的概率.这样，如

果把 P.（k）看作似然函数，则可以通过对p“（k）求关于 P（e）的偏导数并令之为 0

的方法得到 P（e）的最大似然估计.事实上，由于

dp*严乙”- p“（k） ap（e）
所以

霏（C 二 Pn（k）̂ e^nPn（k）二 P"*）（p3 - 1:尸3）
令之为 0,并解之，可得到 P（e）的最大似然估计为

Re）= &
n
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这里,利用了 P.(k)一般不为 0的条件.

由于 k 是一个随机变量，故分类器分类错误率的最大似然估计。(e)也是一
个随机变量.为了了解其性质，我们来具体计算一下其均值和方差.

因 k 服从二项分布，故根据第 3章的结果，知

E{k} = 九P(e) (4.63)

tri = D{k} = nP(e)(l - P(e)) (4.64)

据此，可分别求得 Ne)的均值和方差为

E{P(e)} = = 旦必1 二 (4.65)
I n I n

端e)
二 °{F(e)} 二 = 篙 = 一 P(e)) (4.66)

从上面的结果可以看到，最大似然估计力(e)是真实错误率 P(e)的无偏估计,

而衡量该估计离散程度的方差项由式(4.66)给出，它与样本数 n 的倒数成正比.

故随着样本数 n 的增加,q(e)的可靠性越好，也越接近于真实错误率 P(e).

而所谓的选择抽取则是根据类别发生的先验概率来确定检验样本中属于每个

类别的样本数.对两类问题而言,在选择抽取的条件下，在总数为 n 的检验样本
中，有m1 = P(31)几 个属于类别31、九2= P(32)八 个属于类别32.现使用这 N 个

检验样本对已训练的分类器进行考试.假设考试结果如下:属于类别 31的仆个

样本中有 储 个被错判，而属于类别 02的 几2 个样本中有 k2 个被错判.显然，根据
前面的讨论，我们有以下的类似结果：心 和 后 均为随机变量，且均服从各自情形
下的二项分布.由于检验样本集中的各个样本之间是统计独立的，故 kr 和 k2的联
合概率密度如下式所示

Pn(左1，k2)=Pn1(左1)P.2(42)
Ml 1 {鹿2

、

= , Pi^(e)(1 - , P轨«)(1 — P2(e))“2Fl«i J '

(4.67)

式中，Pi(e)和 P2(e)分别是所设计的分类器将属于类别g 的样本错分为属于类
别 32 和属于类别 32 的样本错分为属于类别 31的真实错误率.

利用和前面求取 p(e)估计类似的方法，可以得到 B(e)和 P2(e)的最大似然

估计
人 女1

Pi(e) 二 — (4.68)
八1
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P2（e）= （4.69）
」

九2

而总的错误率由下式给出

A（e）二 P（si）耳（e）+ P（32）A（e）= P（w）包 + P（32）—
Ml 几 2

显然，ne）也是一个随机变量,其均值和方差分别为
E｛P（e）｝^ PQDE｛科（e）｝+ P（a>2）£｛P2（e）｝

二 P（si）里0+ P（32）旦塌
M1 几2

_ pz 、雇iPi（e） pz 、九2F2（6）— r\a）i） r r\a>2）
九1 "2

P（M）Pi（e）+ P（G2）P2（e）二 P（e） （4.70）

2 2

晶e）= Q｛力（e）｝ = Q（P（si）& + P（«>2〉息）二 D佟 + &）= +驾f

' "i 屋2 / \ n n / n n

二 a（小 Pi（e）（l - Pi（e））+ m2P2（e）（l - p2（0）））

= （nP（wi）Pi（e）（l - Pi（e））+ nP（（u2^P2（e）（l - P2（e）））

= 工（尸（on）Pi（e）（l - 尸Ne））+ P（32）P2（e）Q - P2（e））） （4.71）n

从上述两式，可以看出:用选择抽取的方式来获取检验样本，所得到的 力(e)的
最大似然估计也是真实错误率 P(e)的无偏估计.而衡量该估计离散程度的方差项

则由式(4.71)给出.类似地,它也与样本数 n的倒数成正比.故随着样本数 n的增

加力(e)的可靠性越好，也越接近于真实错误率 P(e).

最后，我们来具体比较一下两种样本抽取方式的优劣程度，看一下在哪一种样

本抽取方式下所得到的分类器错误率的估计更好一些.为此，比较在两种样本抽取

方式下所得到的分类器错误率的方差

人 一4“R,P(e) ”S,P(e)

二“上)-0(&+0)\n / \ n n )

= -^P(e)(l-P(e))-^-(P(a>i)Pi(e)(l-Pi(e))
+ P(32)P2(e)(l-P2(e))
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= L｛P（e）-（P（m）Pi（e）+ P（s2）P2（e））｝n

+：｛P（si）P?（e）+ P（/2〉PXe）-p2（e）｝

= \｛P（3i）Pf（e）+ P（32）P*e）—（P（3i）Pi（e）+ P（s2）P2（e））2｝

二、｛P（M）（l-P（M））P?（e）+ P（32）（l-P（32））P*e）
-2P（3i）P（02）Pi（e）P2（e）｝

= %（3i）P（”2）（Pi（e）— P2（e）¥

上式表明，在随机抽取情形下所得到的分类器错误率估计的方差要大于在选

择抽取情形下所得到的分类器错误率估计的方差，而且仅当两个分类错误率

Pi（e）和 P2（e）相等的时候，两种情形下分类器错误率估计的方差才相等.这个结果

是易于理解的.因为在选择抽取的情形下，利用了类别先验概率的知识，其离散程序

比随机抽取的情况要小一些，所以，相应的分类器错误率估计的方差也会小一些.

4.5.2 有限样本情况下分类器错误率的实验估计

上一小节讨论了已训练分类器错误率的实验估计问题.事实上,为了设计一个

能够完成一定分类任务的分类器,通常需要对样本的统计特性有足够的了解.在大

多数情况下，样本的统计特性需要从给定的样本中进行估计.但是，实际中可以使

用的样本的个数总是有限的.因此，我们面临这样一个问题:如何利用给定的有限

个样本既帮助我们完成分类器的设计，又帮助我们实现对分类器的检验,通常的做

法是将给定的有限个样本分为两组:一组用于训练,另一组用于检验.显然,划分的方
法不同，导致的效果也会不一样.我们自然是希望能够充分利用已知的有限个样本既

能得到性能较好的分类器,又可以给出较可靠的分类器错误率的实验估计.

样本的分组方式大致有如下四种:两分法、留一法、分组交替法和重复使用法.

下面，分别对四种分组方式加以详细介绍.

（1）两分法

先定性地看一下样本划分对分类器性能和分类器错误率估计所产生的影响.

设有 n 个样本可以使用.现在，我们将这 n个样本分为两组.每组中所包含的样本

的个数分别为 ni 和乙.这里，mi + 孙二九.其中，样本个数为 ni 的一组样本被用

作训练集,而样本个数为心的一组样本则被用作检验集.若在所进行的 n2次检验

中，出现错误判决的次数为 七，则相应分类器错误率的估计由下式给出
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P(e) = (4.72)
九2

显然，为了训练出性能较好的分类器，要求 ni足够大.而为了使相应的错误率
估计尽量接近于真值，则要求 肌 足够大.这种划分方法在 n 足够大时是可行的.
此时,样本总数足够多可以兼顾到系统对 孙 和 九2 的要求.然而，这种划分方法在
« 不够大时则是不可行的.因为，小 取大了，也 必然就小了,从而使得分类器错误
率估计的离散程度变大，可靠性变差.相反，九2 取大了，小 必然就小了，这又使得
所设计的分类器的性能变差.

(2)留一法

为了避免两分法所具有的缺点，在可用样本个数不够多的情况下，可以考虑采
用所谓的留一法.留一法每次从 n个样本中留下其中的一个样本用作检验样本，
而把其余的 几一1个样本全部用作训练样本.这样，因为一共有 n 个样本，故可以
反复进行 n次这样的训练和检验.由于每一次都使用不完全相同的 n -1个样本
来训练分类器，因此每次所得到的分类器应该也不是同一个分类器.但是，因为各
次之间用于训练的 几-1个样本中只有一个互不相同，故可认为上述反复进行的 n
次训练所得到的分类器近似是相同的.另外，每次留下用作检验用途的样本显然都
是不同的.这样，在所进行的总共 n 次检验中，如果其中有 k 次出现错判,则相应
分类器的错误率估计为

力 = 5 (4.73)

我们看到，留一法充分利用了仅有的 n个样本.较好地解决了在可用样本数 n
较小的情况下所设计分类器的性能和相应分类器错误率估计的可靠性两者之间存
在的矛盾.但是，原则上说，留一法需要进行 n 次分类器的设计工作，计算量明显
比两分法要大很多.

(3)分组交替法

该方法是介于两分法和留一法之间的一种方法.这种方法把仅有的 n 个样本
分成机 ,2＜机 组.每次只抽取其中的一组用作检验，而将其余的样本作为
训练样本使用.因为把所有的可用样本分成 m组，故总共需要进行 m 次相关的训
练和检验.由于每组中所包含的样本个数和样本总数比起来要小很多，故可认为每
次训练所得到的分类器近似也是差不多的.假定每次用作检验的样本的个数为
肛，出现错判的次数为公,则相应错误率的估计可用下式给出

= (4.74)
i =1 几孔 i 〃
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分组交替法所设计的分类器的性能介于两分法和留一法之间•而相应分类器

错误率估计的可靠性也介于两分法和留一法之间.

(4)重复使用法

还有一种可能的方法是既用仅有的 n 个样本进行训练以设计相应的分类器,

又用它们进行检验以确定相应的分类器错误率.这种方法在已有样本的条件下可

以获得最好性能的分类器，但是，它所给出的分类器错误率的估计是过于乐观的.

在样本奇缺的情况下，可以考虑用这种方法.一般情况下则应避免采用该方法.

比较一下上述四种方法,可以发现:其中的留一法是一个很有特点的方法.它

在样本资源比较稀缺的情况下，一方面可以设计出具有较高性能的分类器,另一方

面又可以使相应分类器错误率的估计较为准确.但其缺点是计算量比较大.显然,

如果我们能对留一法进行改进，避免其在分类器设计过程中可能存在的重复操作,

则有可能减小其在训练过程中的计算量.

可以证明，在有些情况(例如，样本服从高斯分布)下，确实可以对留一法进行

改进，避免分类器设计过程中存在的重复操作问题.

本章小结 本章主要讨论分类器错误率的估计问题.首先给出了几种特殊情

况下分类器错误率的计算问题:① 正态分布下分类器错误率的计算; 大维数样

本的各维之间统计独立情况下分类器错误率的计算.然后，针对一般情况下分类器

错误率难以计算的问题，讨论了分类器错误率的理论界限，给出了分类器错误率上

界的两种表达式：B-上界和C-上界.同时，借助于贝叶斯错误率,导出了近邻分类
法错误率的上、下界.最后，考虑了分类器错误率的实验估计问题，给出了几种典型

的实验估计方法.
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在第 2、3 两章中，主要讨论了样本类别已知情况下的统计模式识别方法:几何
分类法和概率分类法.这两种分类法或者直接利用已知类别的训练样本集，或者利
用已知的或根据训练样本集估计的类条件概率密度函数来设计相应的分类器以实
现对未知样本的分类.

、

但是,在很多情况下，我们可能并没有足够多的关于样本的先验知识可以利
用.特别是所获得的训练样本的类别未必是已知的.此时，如何依据给定的训练样
本集实现对未知测试样本的正确分类就是一个值得关注的问题显然，有教师的分
类方另并不适用于现在的情况.为了解决这一类分类问题，我们必须另谋他策.为
了和前面，寸论过的有教师的分类问题相区别,将上述基于类别属性未知的训练样
本的分类问题称为无教师的分类问题，也称为无监督的分类问题.本章重点讨论这
一类分类问题，给出相关的分类方法和算法.

'

5.1 聚 类分析

、解决无教师分类问题的一种可行的方法是利用观测样本在几何上所表现出的
相似性.该方法的基本出发点是基于如下想法,即如果在特征空间中两个观测样本
在一定的距离测度下相距很近，则认为这两个样本彼此之间是相似的，而彼此相似
的两个样本属于同一个类别的可能性大.具体操作时，首先根据所选择的特征将观
测样本映射到所构建的特征空间中，然后依据某种准则对样本进行聚类优化处理，
并把使得准则函数取得极值（极大或极小，依据所选择的准则函数而定）的聚类结
果作为最终的分类结果.为方便起见，把这种根据样本在特征空间中的分布实现聚
类的分类方法称为聚类分析.显然，聚类分析的结果与所选择的特征以及在此基础

• 176 •



?< iJ I：) O C) O O O O O O O O 第5章 统计模式识别中的聚类方法

上所定义的样本间的相似性测度有关.所选择的特征以及相应的相似性测度不同，

所得到的聚类结果一般也不同.此外，聚类结果也和所选择的聚类准则函数密切相

关.当然,如果有关于样本分类的先验知识(例如,分类结果的类别数为已知)可以

利用,则聚类的结果一般更容易被接受.

为了说明所选择的特征以及相应的相似性测度对聚类结果的影响，让我们来

看一个对图 5.1所示的几何图形进行分类的例子.图中包括了以不同大小、线种出

口 。O O
图 5.1 由几何图形组成的样本集合

现的几种几何图形,分别是三角形、矩形和圆.显然，所选择的特征不同，所得到的

聚类结果也不同.例如，如果选择面积为特征量，则可将给定图形根据其图像尺寸

划分为较大面积和较小面积两个类别;又若以图形的形状为特征量,则可将给定图
形根据其形状特点划分为三角形、矩形和圆三个类别.另外，若以线种作为特征，则

可将给定图形根据表示其各边时所使用的线种将其划分为实线、虚线两个类别.相
应的聚类结果之图示参看图 5.2.如图所示，选择不同的特征所得到的聚类结果是

大不相同的.同样，相似性测度的定义也是影响聚类结果的主要因素.例如，当以面

积为特征量时，若选择欧氏距离作为相似性测度，则可以在以图像尺寸为聚类目标

时取得较好的分类效果.但若聚类的目的是希望能对输人图形的几何形状加以区

分，则上述选择就未必合理.

A / LJ OO O
(a)按照样本的图像尺度进行分类

二 OOO
(b)按照样本的几何形状进行分类

AODoa 匚“
(C)按照构成样本的线的种类进行分类

图 5.2 对图 5.1中的样本集合选择不同的特征和相似性度量进行分类的结果
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实际中，究竟选择什么样的参量为特征量、选择什么样的距离函数或类似的度

量函数作为相似性测度应该根据实际情况来定.可以用作相似性测度的东西很多.

例如，在第 2章中引入的用于度量样本之间相似程度的距离测度即为一种常用的

相似性测度.总体而言，一个好的相似性测度应该具有某些不变特性.例如，它应该

对样本在观测空间中的平移、旋转和尺度变化是不敏感的.实际选择的相似性测度

不一定在所有方面都能满足上述不变特性.例如，当选择以面积为特征量、以欧氏

距离为相似性度量时，得到的聚类结果对于样本在观测空间中的平移和旋转变化

是不变的，但不是尺度变换和一般线性变换下的不变量.由于这个原因，当把欧氏

距离（或类似的距离）作为相似性度量时,特征量单位/量纲的选择非常重要.如果

选择得不合适，有可能导致误分类的不良后果.

一旦特征和相似性测度得以确立，可以据此进行聚类分析.一种最简单的用于

判断两个样本是否属于同一个类别的方法是:对于给定的两个样本,依照所定义的
相似性测度计算这两个样本之间的相似性，若相似性的度量值大于给定的阈值，则

判它们属于同一个类别,否则判它们属于不同的类别•为了得到好的聚类效果，阈

值的选择很重要.过大和过小都会导致不期望的聚类结果.当然，为了追求好的分

类效果,实际的聚类过程都比上述简单聚类方法要复杂.

5.2 聚 类准则

上面已经看到，在样本间建立合适的相似性度量是实现聚类分析的基础.但

是，只是做到这些还是很不够的，为了得到好的聚类结果,还必须有好的聚类准则.

只有这样,才能对聚类的效果做出恰如其分的评价，把真正属于同一个类别的样本

聚在一起，把不属于同一个类别的样本分离开来.相对于某个具体的分类任务而

言,不同的聚类准则给出的聚类结果一般是有差异的，是可以比较优劣的•但是，应

该注意的是这种优劣一般是有条件的.当我们讨论聚类结果优劣的时候,通常是针
对某种准则而言的.

下面介绍几种常用的聚类准则函数.

5.2.1 误差平方和准则函数 Je
这是在聚类分析中应用较为广泛的一种准则函数.令样本集合为 夕二｛X1，
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X2, X，}，假定在某种相似性测度下它被聚合成 C个分离的样本子集名，男，…优，

其中,每个子集中所包含的样本数依次为由，屋2,…，乙，则误差平方和准则函数由

下式定义

4 = SS H X—叫 II 2 (5.1)
j = l k = l

其中，叫 为类别助 的样本均值,定义为

叫二 X{, j = 1,2,…，C (5.2)

这里,X1表示属于类别切 的样本子集中的第 k 个样本.通常将 = …，c

称为类别叫，j = 1,2,…，c的聚类中心，可以用它作为相应类别的代表.
由定义式(5.1)可以看出，误差平方和准则函数人 与多种因素有关.例如，它

和聚类的类别数 c有关,也与每个类别中所包含的样本个数 町，j = 1,2,…，c 有
关.在 c 和町,j = l,2,…，c确定的情况下，它是每个类别的样本子集和相应聚类
中心的函数.从定义式可以看出，误差平方和准则函数 上 实际上给出了把所有 ?

个样本划分成 c 个类别时所产生的总误差的一种描述.准则函数 Je 的取值越大,
表明相应划分给出的总的误差也越大.显然，在类别数 c 一定的条件下，使准则函
数人 的取值最小化的划分是误差平方和最小意义上的最优划分.

误差平方和准则适用于类别数 c 一定，同类样本分布相对密集且各类别所包

含的样本数细差不大、类间距离较大的样本分布情况.当类间距离较小，且各类别
所包含的样本数相差较大时，误差平方和准则可能给出错误的分类结果.此时，有

可能发生将样本数较多的一类分拆成两部分,并将其中的一部分并入包含样本数

较少的某个类别中的情况.

5.2.2 权平均平方距离和准则函数 J
相应的准则函数由下式定义

C

入 = 2PQ* (5.3)
)=1

式中,C 为聚类的类别数,Pj,j = L2,…，C 为类别叼，j = l,2,…，C 发生的先验概
率，而0，六1,2,…，c为9 的类内平均平方距离和，由下式定义

Dj = S II Xl - X\ || 2 (5.4)
l≤匕， 且，＜k

这里,Cq为从属于类别g，J = l,2,…，C的样本集药 ，j = l,2,…，C 中任意取出两
个样本的组合数，它给出了有效平方距离的项数.因此， ,j = 1,2… ，f:实际上
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给出了类别叫，j=L2,…，c的类内平均平方距离.故根据定义，知心 是以Pj,J =
1,2,…，c 为加权系数的总的类内加权平均平方距离和.由于 Pj可用%/% 进行估
计，故人 的估计可写为

h = (5.5)
n j=i

Je 和乙 两个准则函数可用于对聚类结果的评估.从上面的讨论可知，它们均
在一定程度上描述了给定样本集合的类内分布情况.其值越小，说明类内样本分布

越密集，据此得到的聚类结果一般也越好.相比较而言，由于利用了不同类别发生

的先验概率的相关信息,人 在不同类别的样本数相差悬殊的场合的聚类能力要强

于九.此时，使用 Jl 可避免样本数较多的类别发生分裂的现象.

5.2.3 类间距离和准则函数4

类间距离和准则函数 Jb是为从类间距离分布出发对聚类结果进行评估而开
发的.它包括如下两个定义

Jbl = X(m,- my^mj — m) (5.6)
六】

Jb2 — XPj(叫 — m)T(m；— m) (5.7)

式中，叫为第j个类别如 的样本均值，由式(5.2)所定义，而 m 为全体样本的均值
向量，由下式所定义

f» (5.8)

其中, 称为类间距离和准则函数，几2称为加权的类间距离和准则函数.和前面

一样，若用 n^n作为 Pj的估计，则人2可写为

几2= —Sni — - m) (5.9)
j=】

显然,J4和几2的取值越大,各类别间相距越远，聚类效果越好.

5.2.4 离散度准则函数

单纯从类内或类间距离的概念出发对聚类结果进行评估有时是失之偏颇的.
如果能同时考虑两种因素对聚类结果的影响，则评估结果会更加全面和可靠.离散
度准则正是基于上述考虑而发展起来的.适当定义的离散度准则函数不仅可以反
映同类别样本之间的聚集程度,也能反映不同类别样本之间的分离程度.
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离散度准则是建立在离散度矩阵基础之上的.离散度矩阵分类内离散度矩阵

和类间离散度矩阵两种.

首先讨论分类别的类内离散度矩阵，它由下式所定义

Sj = 工X(x{ -叫)(X m；)T, j = 1,2,…，c (5.10)
勾 k = i

这里，c 为聚类的类别数,X4 表示类别切 ，j =l,2,…，c的样本子集中的第左 个样
本，叫 为类别叫的样本均值，而 S,为类别叫的类内离散度矩阵.

总的类内离散度矩阵记为鼠，由下式给出
C

Sw 二 Spjsi (5.11)
J=i

这里,和前面一样，P1，j =1,2,…，c为类别g,j=1,2,…，c发生的先验概率.
类似地，我们可以定义如下的类间离散度矩阵S

Sb = ^Pj(nij - m)(mj ~ mV (5.12)
j=l

式中的 c、Pj、mj 和m 的含义同前，这里不再赘述.
此外,如下定义样本全体总的离散度矩阵 S,

(5.13)

其中，Xx 表示样本集合4中第 k 个样本.可以证明，总的离散度矩阵 Sr、类间离散
度矩阵 Sb 和总的类内离散度矩阵Sh 三者之间存在以下的关系

S, 二 - m) (X& - mA

事实上，我们有

Sf 二 Sw + Sb (5.14)

s,= !£(Xk - m) (X« - m)T

二 勿答：之(X"m) "
利用 Pj 二 叼 /n 的关系，上式可写成

(X{ - m) (X{ - mA

二 S用［花」aJ (X{ - m)(XI -
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= - rrij -(m - mj))(X{ -叫 -(m - 啊)尸]

二>Pj[系»(X{ - 叫 )(X{ -叫尸 +(叫 - m){m,- m)[
c c

二、PjSj+ 3外(叫 — m)(吃 一 机厂
j=i j=i

二 Sw + Sb
由于总的离散度矩阵 S,仅和样本全体在特征空间中的分布有关，而和样本的

聚类结果无关，故对于给定的样本集 乎而言，Sr 是一定的.与此不同，总的类内离
散度矩阵 Sw 和类间离散度矩阵Sb 是与样本的聚类结果直接关联的.不同的聚类

结果将导致不同的 Sw 和Sb.然而，由式(5.14)可知，不论对样本集艺如何划分，也
不论 5“和Sb 如何变化,相应的 Sw 和Sb的总和将保持不变.两者之间存在一种
此消彼长、相互依存、相互制约的关系.定性地说，如果一种样本的划分方案使总的

类内离散度达到最小化，那么同时它也使类间离散度达到最大化•这样，通过调查

样本划分对 Sw 和s的影响，可望得到使类内离散度最小化和类间离散度最大化

的聚类结果.然而，由于 和乩 均为矩阵，在多维的情况下要直接对它们进行评

估从而得到优化的聚类结果是非常复杂和困难的.为了方便地处理相应的优化问

题，通常的做法是采用这些矩阵的迹、行列式和特征值等标量参量来构建准则函

数，并据此进行优化计算,得到所需要的聚类结果.

基于迹的准则函数

一个方阵 A 的迹记为 tr[A]，由方阵主对角线元素之和所定义.如果所考虑的

方阵为前述的各种离散度矩阵，那么，根据定义其值将正比于各坐标轴方向上的相

应方差之和.例如，分类别类内离散度矩阵 =1,2,…，c的迹由下式给出

tr[S万二 - m} || 2, j = 1,2,…，c (5.15)

它正比于类内各样本 和类均值向量叫沿各坐标轴方向的分量方差之和.其值

越小，说明类内样本的聚集程度越高.

由于在所考虑的问题中相应的方差或者反映了同类样本之间的聚集程度，或

者反映了不同类样本之间的分离程度，因此可用相应矩阵的迹来构建用于优化的

准则函数，帮助完成优化计算.例如，可选择如下两个函数作为优化准则函数

Jlw = tr[Sw] (5.16)

Jlb = tr[Sj (5.17)
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在前者的情况下,优化目标是使 tr[S门最小化;在后者的情况下，优化目标是使

tr[S门最大化.由于有 tr[SJ =tr[Sj+ tr[Sk成立,故上述两个优化目标本质上
是一致的.在优化一方的时候，同时也优化了另一方.

另外，可以证明，优化迹准则函数 tr[Sj的效果和优化误差平方和准则函数

Je 的效果是完全一样的.事实上，两个准则函数除了相差一个不影响优化结果的
系数外，是完全一致的.

基于行列式的准则函数

一个方阵 A的行列式记为|A|.如果所考虑的方阵为前述的各种离散度矩

阵，那么，其值将正比于样本在各主轴方向上相应方差之积.与定义迹参量作为准

则函数的做法类似,可选择如下两个函数作为优化准则函数

Jdw = |S/ (5.18)

Jdb = I | (5.19)

据此,可通过优化计算得到所需要的聚类结果.

需要注意的是，当一个矩阵是奇异阵的时候，其矩阵行列式为 0.此时，无法使

用相应的行列式准则函数来完成优化计算.由于在下列两种情况下类间离散度矩

阵凡 是奇异的:① 当聚类的类别数 c小于等于样本的维数d； 样本数 n 和类别

数 c之差小于样本的维数d.因此，实际中应视情况避免使用 I Sb I作为准则函数.
由于总的类内离散度矩阵 Sw 通常是非奇异的,故使用|Sw|作为准则函数不失为
一种好的选择.当然，实际中应视具体情况灵活运用.

另外值得一提的是,虽然最小化行列式准则函数|Sw|得到的划分结果有时候
和最小化误差平方和准则函数人 得到的聚类结果是一致的,但有时候两者之间存

在重要的差别.特别地，后者的聚类结果会因坐标轴的缩放而改变,而前者则不会

发生此类问题.因此，在存在未知线性变换的场合,使用前者的行列式准则函数

I Sw I来完成相应的聚类分析是一种明智的选择.
另夕卜，基于迹和行列式的准则函数不限于上面提到的几个，也可以将总的类内

离散度矩阵 Sw、类间离散度矩阵 Sb以及总的离散度矩阵S,进行组合以构造所需

的准则函数.下面是经常用到的几个准则函数

Jti =心w】Sb](5.20)

(5.21)

An = I S；1 Sb| (5.22)

Jd2 = (5.23)

为了得到好的聚类结果，应最大化上述准则函数.
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基于特征值的准则函数

一个 d 阶方阵A的特征值;I 满足以下方程:AX二；IX.其中,X是一个d 维的

列向量，称为方阵 A的特征值人 所对应的特征向量.

对一个非奇异的 d 阶方阵A 而言，有以下结论成立：

<1) A的d 个特征值之和等于A的迹；
(2)A的d个特征值之积等于A的行列式.

故根据上面基于迹和行列式的准则函数的讨论，可以考虑利用相关离散度矩阵的特征

值来构建基于特征值的准则函数.例如，考虑使用非奇异的 d阶方阵 若该矩阵

的 d个特征值依次为:;h,… 则式(5.20)至(5.23)所示的四个准则函数可表示为

= £储 （5.24）
i =l

d

hi = + A,） （5.25）
i=l

d

Jai = II儿 （5.26）
1 =1

d

Jd2 = U（l + ；b） （5.27）
i二1

显然，为了得到好的聚类结果,应最大化上述准则函数,即划分样本使上述 d
阶方阵S.1& 的d 个特征值的取值尽可能大.由于矩阵的特征值是相似变换下的
不变量，故上面四个准则函数在相似变换下保持不变.这个性质使得对应的最优划
分具有相似变换下的不变性.

图5.3 指定类别数对于聚类的重要性

进一步讨论 上面给出了几种聚类准则函数.

虽然每一种准则函数都有其自身的特点，但本质上

都是相似的.只有当所选择的准则函数和相应的参

数适合于样本的内部结构时，才有希望获得满意的

聚类效果.这里，类别数的正确选择显得尤其重要.

如果没有关于类别数的先验知识可以利用，同时优

化的结果又不够令人满意(具体说来,这意味着最小
化准则函数时得到的最小值不够小，或最大化准则

函数时得到的最大值不够大),则聚类结果的正确性

往往是没有保证的.换言之，上述算法本身并没有对
实际的聚类效果进行判断的能力.为了获得满意的聚类效果,必须结合实际情况引入
相应的评价指标或评价体系.下面的例子是对以上陈述的很好的诠释.如图 5.3所
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示，假设样本总集由分属于四个类别的样本子集所构成.如果已知类别数为 4,则

应用上述任何一种聚类准则函数均可得到满意的聚类结果.但是，若没有关于类别

数的先验知识可以利用，则实际中很可能会指定一个错误的类别数,从而导致一个

错误的聚类结果.例如,在本例中,若把每一个样本均作为一个类别,则会得到一个
在评价指标上似乎令人满意的但却是完全错误的聚类结果.

5.3 基于分裂的聚类算法

一旦选定了一种聚类准则函数,就可以据此实现对样本划分的评估，得到一个

能够反映聚类效果好坏程度的准则函数的取值•不断改变样本的划分，可以得到一

系列准则函数的取值.其中，对应于最优准则函数取值的聚类结果即可认为是所选

准则下的最优划分.由于给定的训练样本总是有限的，因此，原则上可以用穷举法

对所有可能的样本划分方案进行评估，从而得到所选准则下的最优聚类结果.但

是，这样做不仅会进行许多不必要的计算,浪费宝贵的计算资源，而且在很多情况
下,将导致爆炸性的计算需求以至于实际上不具有可实现性.因此，为了高效率地
得到最优的聚类结果,很有必要开发相应的寻优算法.

寻优算法通常表现为一个迭代优化的过程.首先设定一个初始聚类，然后依据
某种聚类策略调整每个样本的所属类别，使得调整后的优化准则函数的取值得到

改善.上述过程不断迭代进行直至取得满意的聚类结果.但是,应该注意的是，迭代
算法通常给出令人满意的局部最优结果，而不是全局最优结果.

聚类算法的性能好坏一般与以下几个因素有关：

（D 聚类中心的选择与更新.所谓聚类中心是指在聚类过程中所选择的每一

个类别的代表.聚类中心的选择对有些聚类算法而言是至关重要的.好的聚类中心

能够给出令人满意的聚类结果，而差的聚类中心则可能直接导致聚类操作的失败.

特别地，很多算法最终的聚类结果是依赖于初始聚类中心的选择和更新规则的.不

同的初始聚类中心的选择一般将导致不同的最终聚类结果.

（2）聚类策略和聚类准则的选择.在聚类过程中,一个样本被划分到哪一个已

有类别，取决于该样本和每一个已有聚类中心的相似程度.一种最简单的聚类策略
是采取择近原则，即根据最近邻准则将每一个样本划分到距离最近的聚类中心所
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代表的类别中•另外，对样本所属类别所做的调整是否被接受取决于调整后优化准

则函数的取值是否能够得到改善.不同的聚类准则函数的选择一般将导致不同的

最终聚类结果.

（3）控制阈值和类别数的设置.有些算法中会设置一些控制阈值以便对程序

的终止条件和程序执行过程中的一些关键参量进行控制.类别数的设置基本上也

是出于相同的目的.如果在一个实际问题中有关于类别数的先验知识可以利用，则

更容易取得满意的聚类效果.

根据在寻优过程中类别数的变化情况对寻优算法进行分类，大致可将相应的

聚类算法划分为增类聚类算法、减类聚类算法和动态聚类算法等几种.

下面首先讨论增类聚类算法.增类聚类算法又称基于分裂的聚类算法.这是一

种在算法的执行过程中类别数由少到多的聚类算法.其寻优策略是:首先将所有样

本视作一类，然后对聚类结果进行评估，并根据得到的评估值，不断将已有的聚类

分裂成更多的类,直到取得满意的聚类结果为止.

5.3.1 简单增类聚类算法

简单增类聚类算法的特点主要表现在聚类中心的选择上.首先用某种方法（例

如，任选或按照样本集的排序选,等等）选择一个样本作为第一个聚类中心.然后根

据设定的阈值依次检查每一个样本是否满足被分类到已有类别中的条件,如果有

样本不满足设定的条件，则将该样本视作为一个新的聚类中心.上述过程不断重复

直到所有样本被分配到已有类别中为止.

下面是算法的详细描述：

<1> 读入训练样本集 %={X],X2,…，Xn }.
<2> 完成初始化操作：

从样本集 夕二《X】，X2,…,Xn }中任选一个样本（例如，按照顺序，选Xi）作为
第一个聚类中心 ,即置 =%；

/* Z 于存放聚类中心的数组.其第 i 个单元Z[订用于存放在程序执行
过程中确定的第 i个聚类中心*/

置下一个聚类中心Zw=空；
/* Z-用于存放下一个聚类中心的缓冲器 */

设置距离阈值 r=一个足够大的距离值；
/* t用于控制聚类过程的阈值参量.由用户根据实际需求指定 */

初始化样本处理状态数组Ped（i）：P43）=0,i = l,2,…，N；
/* Ped（1），表示样本处理状态的数组.其单元值若为 0,则表示相应单元所对
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应的样本尚未被处理 */：

置类别数计数器g = L
/* 用于计数在程序执行过程确定的类别数 */

置已处理样本计算器九 =0；

/* 用于计数已处理样本的个数 */

<3> for X, e第 i =1,2,…，N{

if PedCi)==Q{

t侑Xj到 ZU：],j = l,2,・・・,G的距离 d(X,ZU]),j= l,2,…,G；
if Minimize d(Xi ,ZCj])≤^{

j

此时X, 到最近邻的聚类中心的距离小于给定的距离阈值
7,满足被分类到已有类别中的条件,故根据最近邻聚类准

则将X1 划分到距离最近的已有聚类中心所代表的类别中，
并置P/(i) = l 和 M++.

}
else{

if 二 =空{

Znoa = X2-，去〈4〉.
/* 置Xi 为下一个聚类中心 */

<4> if(〃<N){

Z[++CJ 二Ze
Z next =空；
返回〈3〉.

}
else {

考察聚类结果.

若满意，则算法结束;否则,修改初始化参数，返回〈3〉.
}

该算法的特点是处理比较简单.但是，从算法的陈述可以看到,该算法给出的
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聚类结果的好坏在很大程度上依赖于聚类中心和距离阈值 T的选择•其中，聚类

中心的选择具有很大的随机性，它和样本在样本集合中的排序具有密切的关系•同

样，距离阈值 T的设定也存在一定的不确定性，能否设定一个好的距离阈值主要

取决于我们对实际问题有多了解.

一般而言，成员相同但排序不同的样本集合在相同距离阈值的设定条件下将

给出不同的聚类结果;成员相同、排序也相同的样本集合在不同距离阈值的设定条

件下也给出不同的聚类结果.为节省篇幅.这里仅讨论不同样本排序对聚类结果的

影响•如图 5.4所示，由于样本在集合中的排序不同,导致在两种情况下由算法所

确定的聚类中心（图中黑色实心圆圈表示）之间存在差异.这种差异直接导致聚类

结果上的差异.

图 5.4 不同样本排序对聚类结果的影晌

5.3.2 改进的增类聚类算法

该算法是简单增类聚类算法的一个改进.其改进之处主要体现在聚类中心的

选择上.首先，和简单增类聚类算法一样，从输入样本集合中任选一个样本作为第

一个聚类中心.然后，按照最大最小距离准则选择下一个聚类中心.上述过程被重

复进行直到满足条件的聚类中心被选出为止.其后的处理和简单增类聚类算法基

本上类同.下面是该算法的详细描述：

<1> 读入训练样本集夕={Xi,X2,…，Xn）.
〈2〉完成初始化操作：

从样本集 法三{X1，X2,…,XQ中选择一个样本作为第一个聚类中心 Z[l]；

（例如，任选、按顺序选,等等）

/* Z 于存放聚类中心的数组.其第 i 个单元 用于存放在程序执行
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过程中确定的第 i个聚类中心 * /

置类别数计数器 C=l.
/* 用于计数在程序执行过程中聚类的类别数 */

设置控制参数 9,这里

/* 用于对聚类中心构建过程的控制 */

〈3〉计算所有样本X,,i=l,2,…,N到ZE的距离 并取

Z[2]= Xm，这里 d（Xm 二 Maximized^X^Z^）

作为第二个聚类中心；

记九二 d（Z[l],Z[2]）；

C,+ + •

<4> 寻找新的聚类中心直至终止条件被满足.

4a.计算下述最大最小距离

dMM = Maximize{ Minimize d（Xi, , i = l,2,…，N, J =l,2,…，

4b.若 4辆〉外12，则建立一个新的聚类中心（记使 dw成立的 i下标为 ,

则新的聚类中心为 Z[+ +g]= X%*）,返回 4a.

否则，继续下一步骤.

〈5〉根据最近邻准则将所有样本划分到由最近的聚类中心所代表的类别中.

〈6〉考察聚类结果.若满意,则算法结束;否则,修改控制参数 8和第一个聚类

中心的初始化参数，返回〈2〉.

该改进算法的特点是除了第一个聚类中心的选择仍然具有较大的随机性之

外，其他聚类中心的选择比较有代表性,按照最大最小距离准则所确定的聚类中心

可在一定程度上反映样本集的内部结构信息.和前述的简单增类聚类算法一样，该

算法给出的聚类结果的好坏在很大程度上依赖于第一个聚类中心的选择.此外，它

也与控制参数 e的选择有关.
图 5.5给出了该改进算法的一个应用例子.这里，取控制参数 6 = 0.6.如图所

示，假定样本集合中的第一个样本为X1，则根据算法该样本会被选为第一个聚类

中心，记为 Z[l]；接着，根据算法和X]距离最远的样本X8 被选为第二个聚类中
心，记为 Z[2]；然后，从已有的聚类中心 Z[1]、Z[2]和所有的输入样本出发计算
对应的最大最小距离 d加（如图中虚线所示），确定使其成立的样本X]6,由于满足

4.m〉然12的条件（这里，42 =以2[：1],2[2]）,如图中实线所示），故*16被选为第

三个聚类中心，记为 Z[3].此后，和前面一样，从已有的聚类中心 Z[1]、Z[2]、
Z[3]和所有的输人样本出发计算对应的最大最小距离 看其是否满足 dMM>
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以12的条件.由于此时不满足该条件，故使 成立的样本X7 不能被选为第四个
聚类中心.至此，一共得到三个聚类中心.最后,根据最近邻准则将所有样本划分到
以上述三个聚类中心为代表的类别中即可最终完成所需的聚类任务.聚类结果如

图所示.可见，所有样本均被正确划分到所属类别中.

图 5.5 基于最大最小距离准则的改进增类聚类算法的应用举例

5.4 基于合并的聚类算法

基于合并的聚类算法又称为减类聚类算法.这是一种在算法的执行过程中类
别数由多到少的聚类算法.其寻优策略是:首先将每一个样本视作一类，然后对聚
类结果进行评估，并根据得到的评估值,不断将已有的聚类合并成更大的类，直到
取得满意的聚类结果为止.这里，聚类结果是否满意通常根据聚类后的类间距离是

否大于某个给定的阈值进行判断.

下面给出减类聚类算法的详细描述.为表述方便起见，用 优?标记算法经k 次

迭代后所得到的第 i 个类别助的样本子集.
具体算法步骤如下：

<1> 读人训练样本集子={Xf,X2, Xn }.
〈2〉完成初始化操作：
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置类别数计数器G = N.

/* 用于计数在程序执行过程中聚类的类别数*/

置迭代次数计数器左 =0.

设置类间距离阈值 v=一个足够大的距离值.
/* 用于控制聚类过程的阈值参量.由用户根据实际需求指定 */

For z =1 to Cs{

亥f = {XQ
}

/* 初始聚类结果，每个样本自成一类 */

<3> 构造矩阵。及二［方所］
这里,P和q 为矩阵的行指标和列指标，分别和已分类的类别序号相对应，而

d网表示第P行、第9 列矩阵元素，由已分类的第 p个类别知 和第q 个类别说 的
类间距离所定义.易见，若现行的类别计数值为 则 Dk 是一个维数为以 Xg
的方阵.

<4> 求矩阵 Dk =［DpJ的最小元素5,即令 Dn = Minimizeom ，则根据定
P，夕

义，易知:在已分类的类别中，如 和叼 的类间距离最小.

若2j>T,则算法结束,所得分类结果即为所求聚类结果.

否则,将已分类的第 i 个类别孙 和第j个类别幼 合并为一类,并将合并后的

分类结果加以整理,得到类别号重新排序后的分类结果：
鳄+i,麻+i,…,系率1

这里,经重新排序后的类别号仍是连续的.
/* 具体可如下操作:假设被合并的是 如 和初 两个类别，合并时保留 i 和j

两个序号中较小的一个，同时将序号大于 的类别的序号依次减 1 */

置 k++和C一 ,返回〈3〉.

在上述的算法描述中，只是指出 o的由已分类的第p个类别3P 和第q 个类别

3g 的类间距离所定义，并没有指明具体采用何种距离定义.实际中，可根据需要从

如下定义的距离中加以选用，或自行定义其他合用的类间距离.

常用的类间距离包括但不限于：

（1）最小距离

两个类别 3P 和3g 之间的最小距离由下式定义

Dpq = Minimize{duv} （5.28）
U, V

其中，duv表示3P中的样本x“ 和说 中的样本Xv 之间的（欧氏）距离.上述最小距
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离的计算虽然简单，但随着类别中所包含样本个数的增加,其计算量颇大.实际中，

为避免重复,通常采用递推方法完成所需计算.
我们有:若 3q 由e和切 两个类别合并而成，则合并后两个类别 3P 和如 之

间的最小距离可采用如下的递推公式方便地得到

Dpq = Minimize CDPi ,Dpj) (5.29)

下面，给出简要证明.

根据定义,我们有

。凶= Minimize{duv} (X“ £ wp,Xv £ 必)
U» V

= Minimize{duv} (X“ g 3p，X、, G orXv £ 幼)
«♦ V

= Minimize (Minimize{duv},Minimize{duw}) (X^ G 3P ,X>, E wt,Xw 叼)
M» V 〃，n

二 Minimize (Dpi,Dpj)

证毕.

(2)最大距离

两个类别 3P和外 之间的最大距离由下式定义

Dn = Maximize{duv} (5.30)
a, V

其中，duv表示Sp 中的样本X“ 和3g 中的样本Xy 之间的(欧氏)距离.
类似地，在程序运行过程中产生的类间最大距离的计算需求通常根据已计算

的类间最大距离递推实现.

我们有:若也由3 和Sj两个类别合并而成，则合并后两个类别 3P 和 3g 之

间的最大距离可采用如下递推公式计算

口叫 = Maximize(Dpi,DQ (5.31)

其证明与类间最小距离的情况类似.略.

(3)类中心距离

两个类别之间的类中心距离通常指两个类别各自的类中心之间的(欧氏)距

离.所谓的类中心按如下方法定义：由单个样本组成的类的类中心由表征该样本的

位置向量给出，由两个类合并后形成的新类的类中心由原两个类别的类中心的平

均位置向量给出.也就是说,若假设新类别 3q由以 和叼 两个类别合并得到，则新

类别如的类中心由下式给出

Xq = + Xj)

其中，Xi 和Xj分别为 和5两个类别的类中心位置向量，而Xq 为新类别外的
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类中心位置向量.

类似地，在程序运行过程中产生的类别之间的类中心距离通常根据已计算的

类中心距离递推得到.考虑两个类别叫和如 之间的类中心距离的计算问题.假

设处由d 和初 两个类别合并而成,则可以证明：如 至1］明 的类中心距离可按照

以下递推公式计算

Dpq 二 ^^D2pi + 需— -^D^j J (5.32)

其中,分、4和外分别为合并前孙到孙、％ 到旬以及 w 到叼的类中心距离.值
得指出的是，这三个类中心距离在递推计算前已实际计算过，对程序而言均为已知量.

上述递推公式的证明可参考图 5.6
方便地得到.事实上，如图所示，若将

3p、3i 和助 三个类别的类中心分别用

直线段相连接，则可构成一个三角形.根

据定义，该三角形的三条边的长度分别

为 Dpi、Opj和Dij,而合并 3i 和3 j 两个

类别后形成的新类 3g 的类中心则处于

长度为Dij那条边的中点处.易见，所求
至 的类中心距离由图中所示的中

线的长度所度量.这样，根据三角形的中

线计算公式直接可得到式(5.32)所示的递推公式.

在上述类中心距离的定义中，被合并的各类别不论其所包含的样本个数是多

是少均被同等看待.事实上，参与合并的类别在样本数上是存在实际差异的.考虑

到这个因素,可对式(5.32)所示的递推公式作如下修正

以 = +遥严厂端小。牙 33)

这里，孙 和许 分别为 和叼 两个类别中所包含的样本个数.

这个结果是易于获得的.在现在的情况下,新类别 3g 的类中心由下式所定义

X9 = %:4"，k，+ 凡n)

其中,X,和Xj分别为参与合并的原有两个类别⑸ 和叼的类中心位置向量.根据
定义,3p到孙 的类中心距离为

Q囤二［(Xp— Xq)T(Xp — Xq)心
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：［3一通5X+ 许 Xj））T（Xp -丁%3X + 许 Xj））f
即

/二（弓一昌为"X + njX^^Xp- -^-^nixi + 吃・xp）
二（年（Xp - X,）+资先（X。— xpN-a — X,）

+ 2 （Xp - xp）
2

7^7（x— 一 X,）+ X＞（Xp 一 Xj）

+屋%（Xp-x＞（Xp- Xj）+ -3“ — Xj）

+ — X>(Xp — Xj — (X, - XP) +号片严
2

= —7* + T^yD'^ + X，)

- E^(Xp - Xj)T(X「 Xj)+端%以 +百产
二 -Sk(x「xm—xp+舟％
- — __£>2. + _Ua_£)2 九司/' n?
肛 + jp，孙 十 4

口明
(九 i 十 町 )2

以

上式两边开方后即可得到式(5.33)所示的递推公式•证毕.

(4)类平均距离

也可采用相应两个类别所有样本之间的距离均方根值作为类间距离的定义.

称这样的类间距离为类平均距离.

具体地,Gp 和孙 之间的类平均距离由下式定义

0四 二
丁丁 工 4V (5.34)
L"p"q

九6p，%6q 」

类似地，若 COq 由3i 和如 两个类别合并而成,则合并后的两个类别 3P 和如
之间的类平均距离可采用如下递推公式计算

\lz-(
X+X

+
n

n
+

+ pX pX
TX7

•Jn
2in

*

I
2
po2x—

zjn

•194 •



一 二 、）：（.； O O O O O O O O O O O O 第5章 统计模式识别中的聚类方法

其中，Dp,和分分别为合并前如 至!Jsi 以及q 到切 的类平均距离，而 n, 和与则

分别为 m和句两个类别中所包含的样本个数.

上述递推公式的证明是简单的.显然，合并后得到的新类别小 所包含的样本

个数应为：九g 二小+勺，故根据定义，我们有

o网= LtwT X 温T = [凡（/+ ）.）（ S 流 + z 流）了

= [”r六 2 碣+苫w六 2 d疗!_〃,• + nj npni Xueai^ x^a）i
n, + n,乙勺均飙…人力

」

证毕.

上述基于合并的聚类算法有一个特点，即在算法的一次迭代中,仅有两个类别

被合并.若将一次迭代看作是一次划分的话，则对于一个具有 N 个样本的样本集
而言，第一次划分将样本集分成 N个类，其中每个类包含一个样本，第二次划分将
样本集分成 N -1个类，第三次划分将样本集分成 N- 2个类，等等.显然,若将类

间距离阈值 T设置为充分大的一个数，则程序会一直进行下去，直到在第 N次划
分时将所有的样本视作同一个类为止.

上述聚类过程可以用一个树图（一个倒置的 2叉树功口以表示.图 5.7给出了
应用上述基于合并的聚类算法对一个 N = 8的样本集进行聚类的情况.
由图可见，整个用于表征聚类过程的树图可以被划分为 N个层次.第 1层对

应于第一次划分，第 2层对应于第二次划分，…，第 N层对应于第N次划分，等等.
显然，聚类的类别数 c 和层数 K 之间满足 c = N- K +1的关系.由于具有上述特

点,基于合并的聚类算法有时也被称为层次聚类算法.该聚类算法有如下性质:若

两个样本在某一层次被判作属于同一类，则在更高的层次中，它们也永远属于同一

类.显而易见,随着划分的深入进行，被合并的类别之间的相似程度逐次降低.层间

相似程度的变化可以帮助我们对合理的聚类数做出判断.一般而言,若在相邻的两

个层次，例如，第 K 层和第K +1层之间,相似性度量值发生了急剧的变化,则将第
K 层的聚类数c = N- K +1是应分类的类别数的一个不错的选择.

一旦生成了上述树图，则最终的聚类结果是易于获得的.例如，若希望将图

5.7所示由 8个样本组成的样本集合划分成 3个类别，则只需在树图的第 6层
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（K = N-c +1=8- 3+1= 6）将该层的分支全部断开就可以了.此时，形成的如下
3个聚类：｛X1,X2，X3｝,｛X4，X5,X6，X7｝以及｛X8｝即为所求聚类.

5.5 动态聚类算法

前面两节分别介绍了基于分裂和基于合并的两种聚类算法.这两种算法有一
个共同的特点，就是在算法的执行过程中聚类数呈现一种单一的变化，或者在基于
分裂的聚类算法中类别数由少到多，或者相反在基于合并的聚类算法中类别数由
多到少.不仅如此,聚类中心除非因为分裂或合并操作的需要有所变化之外，一旦
形成,一般不再变化.这些做法虽然简单，但也在一定程度上制约了聚类算法的性能.

动态聚类也是实际中被普遍采用的一种聚类算法.与前述的两种聚类算法不
同，该类算法聚类的类别数或者由用户事先指定并在程序执行过程中保持不变，或
者可在用户指定的范围内变化,但聚类中心在聚类过程中会根据聚类结果的变化
而发生动态变化.首先选择具有代表性的样本点作为起始的聚类中心，并按照给定
的聚类准则（例如，最近邻准则）对训练样本进行划分，得到初始聚类.然后，依据一
定的准则对聚类结果的“合理性”进行判断.若聚类结果不合理（例如，所定义的误
差平方和准则函数的取值并非极小或者由算法得到的新的聚类中心仍在变化），则
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对划分方案进行修改以逐步改善聚类结果.上述过程不断重复，直到算法收敛到一

个稳定的解或在误差平方和准则下取得极小值解为止.

下面首先介绍一种基于误差平方和准则的动态聚类算法一一C-均值聚类算
法，然后，在此基础上,进一步介绍其他两种动态聚类算法：ISODATA算法和基于
核相似度量的动态聚类算法.

5.5.1 C-均值动态聚类算法( I )

C-均值聚类算法使用式(5.1)所示的误差平方和准则作为聚类准则，寻求使
九 最小化的聚类结果.C-均值聚类算法也称 K-均值聚类算法.
下面给出该算法的两种表现形式.其中，第一种表现形式虽然本质上也是基于

误差平方和准则的,但它对误差平方和准则函数 Je 的运用并不是以显式的方式实
现的，取而代之的是以一种等价的方式，通过检查由聚类算法得到的新的聚类中心

是否仍在发生变化而间接实现的.

该算法的具体步骤如下：

<1> 读入训练样本集a={X1，X2,…，XQ.
<2> 完成初始化操作：

设置期望聚类的类别数 C. .
/* 用于控制聚类的类别数，由用户根据实际需求指定 */

置迭代次数计数器上 =0.
从输入训练样本集》={Xi ,X2, Xn }中任选 C个样本作为初始的聚类中

心.例如，选择zf =Xj,j = l,2,…，C.
/* 这里, 代表聚类中心.其中，上标 k 和下标 j分别对应于迭代次数和聚

类中心的序号，即Zf 表示在第k 次迭代中形成的第 j个聚类中心*/
〈3〉计算算中每个样本X，,/ = 1,2,…,N到现行各聚类中心Zf 的距离

d(X/,Z", / =1,2,…，N, J = l,2,…，C.
并做如下判决：

若 d(X, ,Z- )= Minimize{d(X i ,Z* ) }，则XjGJ .
J = L2.…，C

至此，训练样本集中的每一个样本均被划分到 C 个类别中的一个类别.
<4> 如下计算经一次迭代后得到的新的聚类中心

2户 = X3
这里,X3表示在第k 次迭代中形成的以4 为聚类中心的第 j个样本子集町

• 197 •



模 式识别 OOOOOOOOOOOOO::（八

中的第 I个样本，而 nj则表示夕夕中所包含的样本个数.

若Z广1N23/ = 1,2, ，。,则 k 二 k + 1,返回〈3〉.

否则,输出聚类结果，算法结束.

从以上的算法陈述可以看到，该算法的特点是在算法的每一次迭代中，对每一

个输入样本，均根据上一次迭代所确定的聚类中心进行动态调整，并根据调整的结

果对聚类中心加以修正.上述动态聚类过程不断进行,直至在某次迭代中聚类中心
不再发生变化为止.此时，算法收敛到所需的聚类状态.

C-均值聚类算法是一种简单而实用的聚类算法.但易于陷入局部极值解是它的一
个缺点.容易看到，该算法的聚类效果既与聚类数和初始聚类中心的选择有关,也与样

本集合本身的几何构造和样本在样本集中的排序有关.在没有先验信息可以利用的情

况下，可采用试探的办法，尝试选择不同的聚类数和初始聚类中心来完成聚类任务.

为了对 c-均值聚类算法有一个更直
观的了解，下面来看一个具体的例子.设

有如图 5. 8所示的样本集合，现用 C-均
值聚类算法对其进行聚类.

假定预设的类别数等于 3,并选择样

本集、中的前三个样本 X］、X2 和 X3 作为
初始聚类中心，则适用 c-均值聚类算法，
可得到如下结果：经第一次迭代后，可得

到如图所示用虚线框起来的三个样本子

集，其对应的三个聚类中心如图中的星形

符号所示.由于初始聚类中心选得不恰

当,所得到的结果不能令人满意.于是，进

入第二次迭代计算.本次迭代使用由星形符号标示的三个点作为聚类中心,聚类后

得到用实线框起来的三个样本子集，其对应的三个聚类中心如图中的笑脸符号所

示.然后，进入第三次迭代计算.由于继续聚类的结果使相应的聚类中心保持不变，

故算法已经收敛.图中用实线框起来的三个样本子集即为所求的最终聚类结果.

图 5.8 C-均值聚类算法（I）应用举例

5.5.2 C-均值动态聚类算法（H）

C-均值聚类算法的第二种表现形式涉及利用误差平方和准则函数的取值来
控制聚类过程.

为保证样本在不同类别间的移动能使总的误差平方和准则函数的取值不断减
少,下面首先具体分析一下将一个样本从一个类别移至另外一个类别时所伴随的
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总的误差平方和准则函数取值的变化;然后，在此基础上得出使总的误差平方和准

则函数取值减少的条件.

假定在第 k +1次迭代中，将第 i 个样本子集艺，中的第 / 个样本X3移至另
外一个样本子集 9)中，则移动后相应的两个样本子集分别变为

%尸= 町一―町+1 二 町+ {X3}
由此引起的两个类别聚类中心的变化为

Z产 = -J—r(ijX，- X3) = z，- X3

= - X3)

Z\ 一 〈卫 Xj,m + Xi," -叼 + 1 Zj + 7n XiJ

二 Zf -
tL j ' _L

根据定义，第 k 次迭代后，第 i 个类别和第 j个类别的类内误差平方和准则函数的
取值分别为

J3 = S II - z? || 2

m=1

% = S II X3 - ZHI 2

m = 1

而第 k +1次迭代后上述两个类别的类内误差平方和准则函数的取值分别成为

J3•一 S II xj- z空 || 2 = 勾 || xM - z产 || 2 一 || x3 - z" || 2

m =1,m#/ m =1

= ij II x% - z产 || 2 + || x3 - z产 || 2

e二1

将Z"】的表达式代入上面两式中的第一个表达式中,我们有

m =s X% - (zf + - X3))
1

2

- X3 - + — - X3))
Hi — 1

即
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心- X卜x能 - Z3 - 1rl X3）I
T|x3-（zf+』（zf- X3））「

ni
二 S -x^
TN，-⑵ + Jn"— xm）「
% 力

二 S（X，- Z，）T（XJ -ZQ -2— （XU - zt»（z— X3）
m = l "i — lm= l

1 % 2
+寸 （X3 - z，）Rx3 - z” -五芝廿 II X3 - z，|| 2

叫 2
二 S 11^--^ ll2 + 7T^ WX3— ZM|2 — 11X3— ZM|2

m =l '"i H 〈拉 i — U

=几•- II xQ - z，|| 2
n i — i

或者

二 - J3 = - II x3 — zf|| 2
，C [ A

类似地，有

= /3+；^ N X3 - zMl 2
ZT j 十 -L

或者

j 二 -% 二 II x3 - z” 2

这样，由X3的类间移动所引起的总的误差平方和准则函数的变化为
=—3）+（7?-%）

=一：相 工厂方产一消I ||x3-zM|2「
显然,为了让X3的移动能使总的误差平方和减少，要求

苫上 II X3 - Z7 2 - II X3 -劣 II 2〉0 （5.36）
" £ ， 几 j 十 J.

上面的结论可用于控制聚类的进程.若假设算法在聚类的每一次迭代中仅移
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动一个样本,并设第 k 次迭代中使式(5.36)最大化的 i、j 和/ 的指标分别为总、、

Zmax和 /2，则在第 左 次迭代聚类时应将第 个类别中的第 /2个样本 X9 ,Zmax max

从本类移至第 /max类.

以式(5.36)所示的条件为基础,可以如下得到 C-均值聚类算法的第二种表现
形式：

<1> 读入训练样本集方={X],X2,…，Xn\.
〈2〉完成初始化操作：

设置期望聚类的类别数 C.

/* 用于控制聚类的类别数，由用户根据实际需求指定 */

置迭代次数计数器 k=1.

从输入训练样本集 协 = { Xi ,X2,…，Xn )中任选 C个样本作为初始的聚类中
心.例如，选择Z片 Xj,j = l,2,…,C.

/* 这里, 代表聚类中心.其中，上标 k 和下标j分别对应于迭代次数和聚
类中心的序号，即Zf 表示在第k次迭代中形成的第j个聚类中心*/
〈3〉计算次中每个样本X,，/ =1,2,…，N到现行各聚类中心Z手 的距离

d(Xi,Z$), I = 1,2,…，N,j — 1,2, ,C.
并做如下判决：

若 d(X? ,ZQ = M讥 ,Z"},则X/ .

至此,训练样本集中的每一个样本均被划分到 C个类别中的一个类别中.
计算经此次迭代后得到的聚类中心和总的误差平方和备用：

J m — 1

C C nj

乃 = = SS —zm 2

)=1 / =1 m = l

其中，切,j=l,2,…,C为第j个类别公 所对应的样本子集阴。中所包含样本的个数.
〈4〉在 i = l,2, ，C、/ = l,2, ，％ 以及j = l,2,…，C且j工i的取值范围

内，寻求使

追3 II X，- zf|| 2 -消1 || X3 - ZMI 2

最大化的 i、j 和/ 的指标，分别记为 AxJa和
若

上 11 XL1k - II 2 -,II II 2 <o
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否贝!I，将已分类的第 igx个类别中的第 /a个样本XL13M从本类移至第ja

类,并更新所有类别的样本子集和聚类中心等参数：

无怨 = % -{X，，/ }max 'max max' max

人产 = 穿了 +{Xf ,, }J max / max max max

町+1 二 町, j = 1,2,…,C以及j声

Z怨 = Z，+^^(Z，-Xf ,j )

Z出 = z%x --^(^L -XJL)
Z户 = Z3 j = 1,2,…，C以及jw 1rax

Hi - Hi — 1max max

丐m = 勺max + 1

nj = nj, i = 1,2,…，C以及j力 in1ax，jn1ax
置左=/+1,返回〈4〉.

上述 c-均值聚类算法(U)的特点是在每一次迭代中仅改变一个样本的类别归
属.为了显示 C-均值聚类算法两种表现形式之间存在的差异.举一个实例来看一下

两种表现形式在算法细节上的差别.仍然采用图 5.8所示的例子.假定预设的类别数

等于3,并选择样本集中的前三个样本 Xi、X2 和 X3 作为初始聚类中心.适用 C-均

值聚类算法⑴的结果已如前述.下面具体看一下适用 C-均值聚类算法5)的结果.

如图 5.9所示,经第一次迭代后得到(a)所示的初始聚类结果:三个分别以样本Xi、

X2 和X3作为初始聚类中心的样本子集.而在第二次迭代中样本X2 被移动，形成(b)

所示的三个样本子集.接着，在第三次迭代中样本X3 被移动，形成(c)所示的三个样
本子集.由于此后式(5.36)所示的条件不再被满足，故样本在不同类别间的移动不会

再发生.这表明算法已经收敛•故(c)所示的三个样本子集即为所求的最终聚类结果.

图 5.9 C-均值聚类算法( n )应用举例
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在上面的讨论中，假定预分类的类别数 C 是已知的.但是，在许多实际情况
下，这个要求未必能得到满足.此时，为了得到合理的聚类结果，可采用如下方法:

从 C =1开始,逐次增加 C的取值，并依据前
面给出的 C-均值聚类算法得到各种固定 C
情况下的聚类结果.为了确定一个可以接受的

C的取值，调查在不同 C值选择下算法的性
能，即调查总的误差平方和准则函数人 的取

值随 C的变化情况.显然 随 c的增加而
单调减少.但是,减少的程度一般呈现如下特

点:随 C的增加 Je 的减少程度变缓.利用这
个特点，可选择 Je~C曲线上的“拐点”所对应

的 c的取值作为真实类别数的估计.图 5.10
给出了根据 Je-C曲线确定C值的示意图.

图 5.10 根据九 曲线确定C值的
示意图

5.5.3 ISODATA算法

ISODATA算法是迭代自组织数据分析算法（Iterative Self-Organizing Data
Analysis Technique Algorithm）的简称.其中，ISODATA由算法全称的英文头字
母组合而成.该算法和 c-均值聚类算法有许多相似之处.例如，其聚类中心的确定
也是通过样本均值的迭代运算来完成的.但两者之间也存在着显著的不同.特别
地,ISODATA算法具有一定的自组织能力，其聚类数不像 C-均值聚类算法那样
是固定的，可以在用户指定的范围内变化.这样，可以根据需要对聚类结果进行调
整（包括对类别的合并、分裂和撤销等处理），从而最终形成具有较为合理的类别数
的聚类结果.此外，该算法还引入了试探性的操作和人机交互功能，表现出一定的
灵活性.

为说明方便起见，引人如下的一些标记：

C——期望的聚类数；
每个聚类中应包含的最少样本数；

Ta——所允许的类别标准偏差分量的上限；
Td——任意两个类别的聚类中心之间应具有的最小距离；
Nm——在一次迭代运算中所允许的最大合并次数；
——预设的最大迭代次数.

算法的简要流程框图如图 5.11所示.
下面是算法的细节描述：
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<1> 读入训练样本集％={Xi,X2, XQ.

输入样本集

设置控制参数

根据最近邻准则
完成初始聚类

根据每个聚类的样本数
决定是否做相应的撤销
类别处理

类别分裂处理 类别合并处理

图 5. 11 ISODATA算法的简要流程框图

〈2〉完成初始化操作：

对 C、Ns、T,、Td、Nm 和/3等控制参数进行赋值.

/* 由用户根据实际需求指定 */

置迭代计数器人=1.
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力 j 二
工£d(Xj,m，Zj) , j = 1,2,…，g
屋 jm = l

其中，d(Xj,m，Z)表示Xjf 到Zj的欧氏距离.
<6> 根据各聚类的类内距离均值 Dj,j = 1,2,…，仁,计算整个样本集的类内

平均距离

d(X„,,Zj), m = 1,2,…，N, j = 1,2,…，g.
并做如下判决：

若 d(X/,Z,・) 二 M加疝ze{d(X/,Zj)},则X/Gsj.
j = L2,…,C

3b.对每一个聚类9，j =1,2,…，Cs,计数其对应的样本子集 药 中所包含的

样本数，并将结果存放于样本计数器 许 中.

<4> 4a.对每一个样本子集％, j = l,2,…，C,做如下处理:
若吃VNs,则撤销该样本子集和与之对应的聚类中心Zj,并依据步骤〈3〉中

的方法，将％中的所有样本按照最近邻准则并入到剩余的各个类别中.同时，置

G = Cs - L
4b.对所有现行类别重新进行排序，使重新排序后的类别号仍是连续的，对每

一个聚类g,j = 1,2,…，Cs,计数其中所包含的样本个数，并将计数结果存放于相
应的样本计数器即，j = l,2,…，g中.

4c.按照下式计算各聚类的聚类中心

Xhm, j = 1,2,…，仁

其中,Xj,m表示第 j个样本子集岗中的第m 个样本.
〈5〉对每一个现行聚类叫，j = l,2,…，a,计算其类内平均距离(即所有类内

样本到对应的聚类中心的平均距离)

从输入训练样本集 乡二 {Xi,X2,…，Xn}中选择 C个样本作为初始的聚类中

心.例如，选择Z厂Xj,j = l,2,…，C
/* 这里,4 代表聚类中心.其中，下标 j用于标记聚类中心的序号，即Zj 表

示在本次迭代中形成的第 j个聚类中心*/
置类别计算器 CS = C.
/* 用于计数现行的聚类数 */

<3> 3a.计算 穷中每个样本 二 1,2,…，N到现行各聚类中心马的
距离

1
J
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<7> 根据聚类结果，判断是否进行类别的分裂或合并处理：

若 g<C/2,即现行聚类数小于或等于期望聚类数的一半，则转步骤〈8〉，对

某些类别进行分裂处理.

若O2C,即现行聚类数大于或等于期望聚类数的 2倍，则转步骤〈11〉，对

某些类别进行合并处理.

否则，有 C/2<Cs<2c成立.此时，引入某种随机处理机制，即根据迭代计数
器 k的计数值为奇数还是偶数，选择性地对某些类别进行分裂或合并处理.具体言
之，若迭代计数器上的计数值为奇数，则转〈8〉,执行分裂处理，否则，转〈11〉,执行
合并处理.

〈8〉计算每个聚类的标准偏差

Oj = j = 1,2,…，Cs
这里,d 为特征空间的维数，而 为s的第1个分量.在不至于引起混淆的情况
下，（6）可简记为气，由下式定义

（叼）i = 匀（（Xj,G, -（ZR）2
V n}

其中，（Xj,m）j 和（Zj）,分别表示第j个样本子集 药 中的第m 个样本的第 i
个分量和第j个样本子集％的聚类中心的第 1个分量.
〈9〉求每个聚类叼,j=i,2,…，a的标准偏差分量的最大值

（6）max = Maximize{（a；）,}, j 二 1,2,…，G
〈10〉10a.对每一个聚类的，j=1,2,…，Cs,根据其标准偏差分量最大值的取

值情况，并结合其他条件，确定是否执行分裂处理：

若（内）小>Ta，同时满足下述两个条件之一：

Dj>b以及 勺〉2（M+D
（2）Cs^C/2

则将聚类叼分裂为两个子类，并置g =g +1.

分裂后的两个子类的聚类中心如下确定

Z；= Zj + 力

z,二 Zj - Yj

其中，力 的各个分量值由下式定义

f）， *限、-‘ 10 其他情况

这里,0<4<1.注意:人 的选择应使样本子集药 中的所有样本到新的聚类中心Z：
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和z1 的距离不等，且保证在最近邻准则下，样本子集约中的所有样本仍被划分到

Z：或Z7 的名下，而非样本子集％中的所有样本不会改变其所属类别.
10b.若上述分裂处理实际被进行，则进一步对所得聚类结果做如下整理:对所

有类别重新进行排序，使重新排序后的类别号仍是连续的，同时置 k = k +1,返回

步骤〈3〉.否则，跳转步骤〈14〉.

<11> 对所有的聚类，如下计算任意两个聚类中心之间的距离

劣 = d(Z,,Zj), i 二 1,2,…，g — 1,j = i + 1,…，Cj

这里,为避免重复计算，要求j>1.

<12> 比较必和 Te并将5 =以2/2/),i = 1,2, ，05-1,六1 + 1, ； ，0

中满足Dj<Td 条件的前Nm 个以递增的次序进行排列

Djl 5 ，小3/3 ' D.in/n1n
其中，Di".l & •。WDiN1n j7 .

<13> 13a.从 DiJ开始，对上述序列中每个成员的下标所对应的两个聚类进行
合并处理:若对应的两个聚类在同一次迭代中尚未和其他聚类合并,则将具有较大

序号一方的聚类并入具有较小序号一方的聚类中，同时撤销具有较大序号一方的

类别序号，并置 G = G-1.例如，设 2即在序列中，其下标所对应的两个聚类
s%和%，满足被合并的条件且jp>ip，则程序实施的结果，类别 3勿被并入3%中，

而其类别序号被撤销.合并后形成的新的聚类中心由下式给出

Z% = 肛二乜
13b.若上述合并处理实际症进行 进一步对所得聚类结果做如下整理:对所

有类别重新进行排序，使重新排序后的类别号仍是连续的，同时，置 k = k +1,返回

步骤〈3〉.否则，继续下一步骤.

<14> 检查程序是否已收敛.若已收敛(指本次程序迭代过程中，无类别的撤

销、分裂和合并等事项发生)，则输出聚类结果，算法结束.否则，检查是否有 k<

Anax成立，若是，置k =左+1，返回步骤〈3〉；否贝L在希望改变程序控制参数的情况
下，返回步骤〈2〉.否则，输出聚类结果，算法结束.

在前面介绍的几个算法中,均涉及对初始聚类中心的选择问题.它对整个聚类

过程乃至最终的聚类结果都会产生较大的影响.选择得当，可以加速算法的收敛,

同时也易于取得合理的聚类结果，而选择不当，则可能使算法的收敛到局部极值,

导致不合理的聚类结果.因此，有必要仔细考虑一下这个问题.

前面介绍的顺序选择法是随机选择法的一种特例.除了该选择方法之外，尚有

以下几种选择方法可供选用：
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（1）针对具体问题，根据以往的先验知识选择有代表性的特征点作为初始聚
类中心.

（2）采用如下的“密度法”进行选择:首先,在以每个样本为中心、以指定的长
度 di 为半径的超球体区域内计数落入该区域内的样本数作为输入样本集在该点
的密度估计，并选取具有最大密度的样本点作为第一个聚类中心.然后，在离开第
一个聚类中心 d2距离的剩余空间中选择具有次大密度的样本点作为第二个聚类
中心.依此类推，直到选出所期望的 C个样本点作为初始的聚类中心为止.
（3）采用最远距离法（亦称最大最小距离法）进行选择：首先，将所有样本视为一

个类别，并将其均值作为第一个聚类中心;然后,选择距离第一个聚类中心最远的样
本点作为第二个聚类中心;接着，选择距离前述两个聚类中心最远的样本点作为第三
个聚类中心.依此类推，直到选出所期望的 C个样本点作为初始的聚类中心为止.

5.5.4 基于样本和核的相似性度量的动态聚类算法

前面介绍的 C-均值聚类算法和 ISODATA算法均采用所谓的误差平方和准
则作为聚类准则.这一类聚类方法的缺点是用聚类中心这样的一个点来代表一个
类别,没有充分考虑样本分布的内部结构；同时由于采用最近邻准则进行聚类，因
此,仅在类别的样本分布接近超球状分布且各类所包含的样本数相差不大时有比

物 较好的分类效果.实际的样本集合未必满

声治7\承朝三短翁、足这样的条件.图 5。12给出了这样的一

% 个例子.如图所示，假设类别 如 和砒在

二维特征空间中均呈扁平的椭圆状分布，

其类别中心分别为Zi 和Z2 .在现在的情
图 5.12 C-均值聚类算法失败的例子

况下，即使在聚类过程中使用了正确的类

中心设置（例如，就选Z1 和Z2 为两个类
别的聚类中心），采用 C-均值聚类等算法也不能得到合理的聚类结果.事实上，考
虑图中属于类别 02的样本Xs，显然其到类别 3］类中心的欧氏距离比到类别 32

类中心的欧氏距离还要小.按照 C-均值聚类算法，该样本将会被划分到类别 加
中•显然,这是一种错误的分类结果.因此,为了在各种可能的样本分布下也能获得
好的聚类结果，有必要考虑样本分布的内部结构，研究相应的聚类方法.
下面介绍一种基于样本和核的相似性度量的动态聚类算法.首先介绍相关的

一些概念.为了对样本分布的内部结构进行描述，用核 Kj 二 K（x,匕）来刻画一个
类别叼.其中，匕 是与即有关的一个参数集，而 Kj 是以匕 为参数集的一个函
数，一个样本子集或者其他的分类模型.这样,借助于核 K/ = K（X,匕），一个观测
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样本Xm 是否属于类别叫，可在计算X„, 和Kj 之间的相似性的基础上加以判断.
上述类别的核以及样本与核之间的相似性度量可根据实际需要加以定义.例如，若

某一类别的样本在特征空间中呈正态分布，则可以考虑使用高斯函数作为类别的

核函数，其参数集由相应聚类的均值向量和协方差矩阵给出，而某一样本Xm 和核
函数Kj 之间的相似性可定义为核函数Kj 在样本Xm 处的取值.在实际操作中，可
使用某种距离度量等价地表示样本和核之间的相似性.例如，在上面的例子中，若

两个类别的协方差矩阵相同，则可使用样本和核之间的马氏距离作为样本和核之

间相似性的度量.样本和核之间的马氏距离越小,说明样本和核之间越相似.

现在,具体考虑如何借助于核的概念,完成聚类任务.
假设期望的聚类数为 C,类别叫，J =1,…，C的核由Kj,j = 1,…，C所定义,

而样本Xm 和核Kj之间的相似性由 形式地表示，则当 采

用某种距离度量时,可根据以下判决规则实现聚类：

若 A( Xm ,K i )— Minimize{ ( Xm ,Kj )}，则Xm63.
类似地，若定义 '

c
Jk = 3W；A(X,Kj) (5.37)

/ = 1 xe,
为基于样本和核的相似度量的聚类准则函数,则聚类算法的目标是寻求使 JK 最小
化的聚类结果.这里,％ = …，C 表示聚类结果的样本子集.显然，在聚类过程
中，随着 &,x1「 ，0和 药，j = 1,…，C的不断变化,Jk 的取值不断减小.当
Kq尸1,…，0和见广1,…，C不再变化时,认为算法已经收敛.
算法的具体步骤如下：

<1> 读入训练样本集-{Xi ,X2,…，Xn }.
<2> 完成初始化操作：

设置期望聚类的类别数 C
/* 用于控制聚类的类别数，由用户根据实际需求指定 */

置迭代次数计数器人=0.

从输人训练样本集 q = { Xi ,X2, Xn }中按照某种方法选择 C个聚类中心：
4=K)，/ = 1,2广 ，0,并依照某种准贝版例如，最近邻准贝!])将样本集牙= {Xi,
X2 , Xn )中的所有样本划分到上述 C个聚类中心所代表的类别中，同时确定每
个聚类的初始核&,j =1,…，C.

<3> 计算 对中的每个样本Xm, 根 二 1,2,…，N 到现行各聚类的核 =
1,…，C之间的相似性：
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/n = 1,2,…,N, j = 1,2,…,C
若 AlXm ,& ) 二 Minimize{^Xm，&"，则X. G .

/ = 1.2,-,C

〈4〉依据聚类结果，对核进行更新处理.修改后的核记为 床 j ,j=1,…，C.

若所有的核在本次迭代中保持不变，即有 Kj 二&,j =1,…，C成立,则算法

结束.否则，令扁=%，尸1,…，C,k = k +1,返回〈3〉.
从以上算法的陈述可以看到，该算法和 C-均值聚类算法(I)之间存在很多相

似之处.事实上,如果在本算法中取

j = l,2,・・・,C
ni / = i

以及

X皿，K j ) — d(Xm ,Kj) , am = 1,2,…，N, j — 1,2,…，C
其中，d(Xm,Kj)表示样本Xm,zn = l,2,…，N和核m , j = 1,…，C之间的欧氏距
离，则上述基于样本和核的相似性度量的动态聚类算法就退化为 均值聚类算法
(D.因此,C-均值聚类算法只是基于样本和核的相似度量的动态聚类算法的一个特例.
上述基于样本和核的相似性度量的动态聚类算法能否在实际中发挥作用，很

大程度上取决于我们对样本分布的构造的了解.如果在求解一个具体的聚类问题

时，使用了恰当的核以及恰当的相似性度量函数,则有望得到期待的聚类结果.实

际中,常用的核函数包括：

(1)正态核函数

对于图 5.12所示的样本分布情况，可采用以样本的统计估计量为参数的高斯
函数作为类别的核函数.例如，对第 j个类别叫，可取

扇 二 K(X,匕)二 上~^exp]- 卷(X — »T£jT(x-a” (5.38)
(22多|马|当 〔 / j

这里的参数集为

匕 -
其中

小吉z Xjn
n •

£ = ..(Xl—)(X/ -Cj)T
而相应的相似性度量以X, Kj)可取为
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1 A 人
'

A 1 人

二 1(X - %)丁与/X — %)+ ^-ln|Z；| (5.39)

上式不仅考虑了各个类别样本分布内部构造本身的影响，而且也考虑了不同

类别之间在样本分布内部构造上存在的差异的影响.

(2)主轴核函数

如图 5.13所示，有的时候各类样本集中分布在几个主轴方向上.此时，为了得

到理想的聚类结果,对每一个类别包，可采用如下定义的所谓的主轴核函数

&• = K(X,Vj) 二 UJX
这里，Uj = ("1 ,"2，…，u叫 )称为由 Sj的样本协方差

矩阵力 给出的部分主轴系统.其中的"1，"2,…，5
分别是吃 的前处 个较大特征值所对应的规格化特征
向量.

由定义可知,部分主轴系统Q 的维数为dxdj,
其由个列向量张成一个特征子空间，主轴核函数除

给出了样本X在该特征子空间上的投影.

显然,在现在的样本分布情况下一个观测样本距离相应的主轴越近,则其属于

该主轴所代表的类别的可能性越高.因此，可用样本 X到类别叫的主轴的欧氏距

离d = / X,Kj)作为样本 X 和类别5的核之间的相似性度量.参照图 5.14,

由下式给出

=((X- - UjU「(X- 拓j))T((X-
一 UjUj(X - 加)) (5.41)

其中，也 为类别令 的样本均值.

图 5.14 样本 X到类别初的主轴的欧氏距离d 之图示
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5.6 基于近邻函数值准则的聚类算法

和到目前为止介绍的其他聚类方法相比,基于样本和核的相似性度量的聚类

图 5.15 不易实现聚类的样本

分布情况

算法具有很多优点.特别是由于它利用了样本分

布的内部结构信息，使得它具有较宽的适用面，可

以用于求解具有不同分布的样本聚类问题.但是,

其缺点也是显然的.当相应于具体问题的核的形

式不能确知，或者相应的核不能用简单的函数或

模型进行表示的时候，上述算法将遭遇困难.

图 5.15给出了基于样本和核的相似性度量的聚类
算法不易正确处理的样本分布情况.

本节重点介绍一种基于近邻函数值准则的聚类算法.该算法可以较好地应对

上述难于做出正确聚类的样本分布情况.为此，首先介绍相关的几个概念.

近邻系数和近邻函数值

考虑样本集合夕二｛Xi ,X2, X"中的任意两个样本 Xi 和 ，若 X,是Xr
的第 /个近邻，则称 X,对Xk 的近邻系数为1.类似地，若 Xx 是X,的第K 个近
邻，则称 X* 对Xi 的近邻系数为K.利用近邻系数可定义两个样本 Xi 和Xa 之近
邻函数值，记为 a 证

。次 = / + K - 2 (5.42)

显然,在上述定义下，若 X1和Xk 互为最近邻，则有 a 涨 =0.
连接和连接损失

为了便于对聚类算法进行描述,引入连接和连接损失的概念.在聚类过程中，若
不 和Xk 被分在同一个类别中，则称Xi 和X4 是相互“连接”的.相应于每一个这样
的连接，可定义一个指标来度量连接的合理性.根据需要，可有不同的定义.一种合理

的做法是用两个样本X，和Xk 之间的近邻函数值 a流作为连接这两个样本的连接损
失.显然,a流越小，表明X,和X& 越相似，将它们连接起来的损失也越小.为了避免出
现仅包含一个样本的聚类，可人为规定每个样本到其自身的连接损失为 2M这里,N
为训练样本集合 9二｛Xi ,X2, Xn｝中所包含的样本数.根据定义,对于训练样本
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集小二｛X】，X2 , Xn)而言，当 jWZ时其所有的近邻系数均小于等于 N- L故有
Maximize a ik = (N - 1) + (N - 1)- 2 = 2N - 4

i,七星A

初始聚类的生成

在聚类过程中，可根据样本间近邻函数值的大小来完成初始聚类.考虑样本集

合评三｛Xi ,X2, Xn｝,对其中的任意一个样本Xj ,若有
a,k . = Minimize a ikmm k

则将乂j和*,连接起来.被连接起来的所有样本组成一个初始聚类.例如，假设
对某个具体的样本集合 驻三｛Xi,X2,…，Xn｝而言，有 alMinimize aq以及 ajk

m
二 M比则izea加成立，则初始聚类的结果会将X,和X,以及Xj 和X* 分别连接起

来,形成一个由三个样本Xj、X,和X"组成的初始聚类.
类内和类间损失

利用上面所定义的样本间的连接损失，可进一步对聚类的类内和类间损失情

况进行刻画以实现对聚类结果合理性的恰当评估.

假设已聚类的总的类别数为 c.为叙述方便起见，引入下述的若干标记.
首先，用 力q表示已聚类的两个类别知 和 (这里,pNq)的样本间的最小近

邻函数值.即

二 Minimize a ik (5.43)

则在上述标记下，类别 如p 和剩余的所有 C -1个类别的样本间的最小连接损失由
下式给出

y
囤min = Minimize y pq (5.44)

9，。卢p

其中，1mm是在固定类别％的情况下使式(5.44)成立的类别下标.显然，由 qmin所

标记的类别为min是在近邻函数值意义下与类别 3P“相距”最近的类别.
对上述 3P 和与之“相距”最近的 3脸，用 M以 7P 和Max 7*分别标记该两

个类别的类内样本间连接损失的最大值
m，n

Max y p = Maximize Minimize a ik (5.45)
XjW 3P 3P

Max 九 二 Maximize Minimize a tk (5.46)
""" Xi* x&e%in

这样，借助于上述标记，可对聚类的类内和类间损失进行定量描述.

其中，类内损失取正值，由同一个类别中具有连接关系的样本间的连接损失所
定义.考虑已聚类的类别 3p,其类内损失可由下式给出

Lm = 2 Minimize a ik (5.47)
3P 3P
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若假设已聚类的总的类别数为 C,则总的类内损失为
C

L.= 夕乙/ （5.48）
P = 1

而类间损失则由相关两个类别的类内样本间的最大连接损失和类间样本间的

最小连接损失所定义，可视具体情况取正值或负值.事实上,如果在算法的一次迭

代中，仅考虑对“相距”最近的那些类别进行合并的话,则相应于每一个已聚类的类

别 仅需考虑 3P 和与之“相距”最近的类别 如而n
之间的连接损失就可以了•此

时，相应的类间损失可由下式所定义

-[(/Wlrtn -MaxyP)+ (九 ，一 Max yqnin)3 若 v
y唳>外力

I叫nin>.九.

底 加今
%而n

+盛力 若 v

L 二 Y
P ^min >Max%

7% +诙 若 v

'%min M1r >脸

Max yp
+液0 +3％. 若 v

(5.49)

从定义式可以看出，类间损失 的取值大小是对现行聚类结果合理性
〃 "min

的一种反映.相对于“相距”最近的两个类别 3P 和Sgm而言，如果其类间样本间的

最小连接损失比相应的两个类内样本间的最大连接疏失都大，则说明现行聚类结
果是合理的，不需要对聚类结果做任何修正.此时，令 L。

~
取负值.而如果其类

P ^min

间样本间的最小连接损失比相应的两个类内样本间的最大连接损失中的一个或两

个来得小，则说明现行聚类结果是不合理的.此时，令 取正值.所取的正值

越大,表明现行聚类结果越不合理.当 取正值时，可考虑在后续处理中将
夕 "min

相应的两个类别 3P 和3名n合并•式（529）给出了一种类间损失的定义，实际中可

根据需要采用不同的类间损失的定义.

若假设已聚类的总的类别数为 C,则总的类间损失为
C

Lb = （5.50）
p=l °'min

根据上述定义的类内和类间损失,可定义
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为进行聚类的准则函数.为叙述方便起见，称其为基于近邻函数值的准则函数 •

显而易见，聚类的结果应使上述准则函数 Jn最小化 •

这样，根据上面的陈述,可以得到下面的聚类算法：

<1> 读入训练样本集 ｛X1,X2,…，XQ,并计算相应的距离矩阵 。二

［岗］.其中，册 = d(X,,Xj),i,产1,2,…，N为样本X,和Xj之间的欧氏距离.

<2> 利用距离矩阵 D=［d小,计算近邻系数矩阵 M= 其中，人是X,

对Xj的近邻系数.

<3> 计算近邻函数值矩阵 A =［aJ.这里，s n+ 机户 -2.

显然,4 =［a行为对称矩阵.为避免出现仅包含一个样本的聚类，该对称阵的

对角线元素均取值2N.

<4> 对 A 二［5］阵进行逐行搜索，找出每行上的最小元素，并据此把该最小元

素所对应的两个样本点连接起来,形成初始聚类 3p，p = l,2,…，c.这里,c 为已聚
类的总的类别数.

<5> 对每一个聚类 3p,计算使 二 Minimize Minimize sk成立的类别下
1 q，q*p x*S3p,XkW3q

标Imin,确定在近邻函数值意义下与类别叫“相距”最近的类别 如向小

在此基础上计算

Max y „ = MaximizeMinimize aik
3P x&e 3P

Max ya . = Maximize Minimizea tk"min v 尸 v /-

若 力或者7叫1m
WMax ，则将类别 和 合并，并在其间建

立相应的连接.

根据定义，计算总的类内和类间损失 JN = LW + Lb.
<6> 若在步骤〈5〉，人 的值较上一次迭代没有减少，则算法结束.否则更新聚

类结果，返回步骤〈5〉,进行下一次迭代.

注意浮用不同的类内和类间损失定义，最
终得到的聚类结果通常是不一样的.一般而言，

可通过对几 值的检查来控制算法的进程.但

在有些时候，对 Jn值的计算不必明示地进行.
例如，若采用式(5.47) (5.50)所给出的类内

和类间损失定义，则在算法中就不必进行八

值的计算和更新.因为,伴随着每一次合并,人

的值总是减少的.此时，程序中止的条件就是检
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查是否满足e《Max7P或者% 为
加m的条件•若满足，执行相关的类

别合并操作，否则算法结束.

下面来看一个具体的例子以加深对上述基于近邻函数值准则的聚类算法的理解.

设有如图 5.16所示的样本集合，现用基于近邻函数值准则的聚类算法对其进行聚类.

首先从图 5.16所示的输入样本出发，依次计算相应的距离矩阵 O =［编］、近
邻系数矩阵 M=［mg和近邻函数值矩阵 A =［对］.其中，近邻函数值矩阵 A =
［ak如图 5.17所示.

耳 工 X, X.5 X。 X Xg X”

工 24 0 4 7 13 14 12 14 16 16 17 18

X2 0 24 2 4 6 12 10 13 15 15 16 17

X3 4 2 24 0 4 11 10 12 15 15 16 18

X, 7 4 0 24 2 7 8 11 14 14 15 16

X5 13 6 4 2 24 0 5 6 9 11 11 12

X. 14 12 11 7 0 24 2 4 5 6 7 9

区 12 10 10 8 5 2 24 1 4 9 13 15

工 14 13 12 11 6 4 1 24 0 4 7 11

X, 16 15 15 14 9 5 4 0 24 2 5 9

区。 16 15 15 14 11 6 9 4 2 24 0 4

X” 17 16 16 15 11 7 13 7 5 0 24 0

X,2 18 17 18 16 12 9 15 11 9 4 0 24

图 5.17 对应于图 5.16的近邻函数值矩阵 A

然后，对 A 阵进行逐行搜索，找出每行中的最小元素（图 5.18中加圈的各个
元素），并将每个最小元素的行指标和列指标所对应的两个样本点进热接，形成
如图 5.19所木的 5个初始聚类：31 — { X1,X2 },&>2 = { X3,X4 },33 = { X5,X6 },
84 = {X7 ,Xg ,Xg }和 35 = {Xio,Xn ,X12 }.这里，每一个初始聚类由具有连接关系
的样本所构成.图中，用不同的灰度标示不同的初始聚类.

对每一个聚类，确定在近邻函数值意义下与其“相距”最近的类别，并计算相

应的两个类别之间的最小近邻函数值.结果如下：与 31“相距”最近的类别是3，
其类间最小近邻函数值为2；与 32“相距”最近的类别是 m 和 S3,其类间最小近邻
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2；与 w“相距”最近的类别是3和 35,其类间最

小近邻函数值均为 2；与 35“相距”最近的类别是
g，其类间最小近邻函数值为 2.进一步算出每一个

“相距”最近的类别的类内样本间连接损失的最大
值,得到：Max 力 = 0,Max 冷 = 0,Max y3 = 0,

Max九 =1和 Max y5 二 0.可以验证，由于在每一

种情况下均不满足合并的条件,故判算法结束.所

得到的初始聚类就是所求的最终结果.

5.7 最小张树聚类算法

通过引入适当的定义，聚类问题可以转化为一个图论问题.这样，借助于图论
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中已有的一些方法可以完成相应的聚类任务.

下面具体介绍一种基于最小张树的聚类算法.

为此，首先简要介绍相关的一些概念.

（1）图 一个二元组 G={P,E}称为一个图.其中，V表示由顶点元素组成

的集合,E表示由边元素组成的集合.这里,顶点元素也称为节点,而所谓的边元素
是指用于连接 V中两个顶点元素的一条边.若这样的边本身是无向的，则相应的

图称为无向图，否则，相应的图称为有向图.

（2）通路 将由图 G={V,E}的一些边相互连接而成的一个序列称为图 G =
{ 的一个通路，将位于一个通路两端的两个顶点分别称为该通路的起点和终点.

（3）圈 起点与终点为同一个点的通路称为圈或回路.

（4）连通图 若一个图的任意两个不同的顶点之间至少存在一条通路，则称

这样的图为连通图.

（5）树 考虑一个包含 几个顶点的图G 二{叭E},将至少包含图 G ={V,E}
的两个顶点的连通的、无圈的子图称为 G ={%E}的树，而将包含图 G ={V,E}
所有 n个顶点的树称为图G={k团的张树.显然，一个包含 九 个顶点的树共有

九
11条边.

（6）加权图 若给图 G ={V,E}的每一条边赋一个权值，则相应的图成为一
个加权图.

（7）最小张树 在一个加权图 G={V,E}的所有可能的张树中，边的权值之
和最小的张树称为图 G ={ V,E）的最小张树.

为了借助于最小张树的概念完成聚类任务，下面首先考虑如何将一个样本集合用

一个无向的加权图进行表示.事实上,一个给定的样本集合可以通过以下步骤将其表示

为一个无向的加权图:① 将样本集合中的所有样本分别作为图的一个顶点; 依据

某种方法在上述顶点之间建立相应的连接.彼此具有连接关系的两个顶点之间用一

条边相连; 根据相应两个顶点之间的某种度量，为每一条这样的边赋一个权值.

例如，如图 5.20（a）所示的样本集合可以用图 5.20（b）所示的加权图进行表

示.这里，首先计算图示的样本集合中样本两两之间的距离,并根据所得到的距离

值的大小确定是否在相应的两个样本之间建立连接.为简化处理，假设仅对距离值

小于某个阈值（本例中取为 12）的两个样本进行连接.这里，获得连接的两个顶点

之间的边的权值由该两个顶点之间的欧氏距离（或样本间的某种相似度）所定义.

一旦获得了样本集合的加权图表示，可以利用下述步骤完成聚类操作：

（D 依据样本集合的加权图表示，生成相应的最小张树.

（2）从最小张树的各条边中找到权值最大的一条边，并将该条边从最小张树
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中去除，自然地将最小张树所对应的样本集合分割成两个样本子集.

(3)对处理过程中所得到的每一个样本子集所对应的最小张树表示，递归地

进行步骤(2)，不断地将输入样本集合分裂成更多的样本子集.

上述过程不断进行直到每一个样本子集所对应的最小张树的权值最大的一条

边的权值小于某个阈值为止.

对图 5.20(a)所示的样本集合的处理结果被示于图 5. 20(b) 图 5.20(d).其

中，图 5.20(b)和 5.20(c)分别给出了图 5. 20(a)所示样本集合的加权图和对应的

最小张树表示，而图 5.20(d)则给出了从最小张树权值最大的一条边处切断，自然
形成两个聚类的示意.

样本集合

(c)对应的最小张树表示

(b)样本集合的加权图表示

(d)切断权值最大的一条边后
形成的聚类结果

图 5.20 基于最小张树的聚类

上面聚类过程中的最小张树可由以下算法得到：

<1> 输入待处理的加权图.

〈2〉按权值递增的顺序对加权图中的各条边进行排序，形成边元素集合 E.

<3> 选择 E中权值最小的边(即第一条边)e】为起始边，置 i =1.
〈4〉按权值小优先的原则从 E中选择 + i使 ei,e2 »•••> ,e,・+ i是连通的、无

圈的.若上述处理成功进行,则去步骤〈5〉,否则，算法结束.
<5> 置 i = i + l,返回步骤〈4〉.

上述基于最小张树的聚类算法简洁、明快，特别适用于相距较远的两个密集样

本点集之间的区分.但是，该算法也有明显的缺陷.一是当样本集合中存在噪声样

本时有可能会造成错分,还有就是对于相距较近的两个密集样本点集的区分能力
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较弱.这些缺陷可从下面的例子中清楚地看到•设有如图 5. 21(a)所示的输入样本

集合,其对应的最小张树及其聚类结果被示于图 5.21(b).如图示，若从权值最大

的一条边处断开，可以形成合理的两个聚类.但是，若样本集合中混人了噪声样本

(图 5.21(c)中的黑点)，则最小张树聚类算法建议从图 5.21(d)中的 X处断开.显

然，这不是一个合理的建议.

样本集合

(c)含噪声的样本集合

(b)对应(a)的最小张树表示和聚类结果

(d)对应(c)的最小张树表示和聚类建议

图 5.21 最小张树聚类算法的缺陷

为了克服最小张树聚类算法的上述缺陷，对算法作进一步改进.为此，引入树

的主干和分支深度的概念.这里，将最小张树中最长的一个通路称为树的主干，将

发自主干上样本点的通路称为分支，将一个分支中所包含的样本点数称为分支深

度.更进一步，以主干为横轴，以主干上的样本点为统计点，构建分支深度统计直方
图.其中,主干上各样本点的分支深度如下确定:若发自该样本点的分支数大于等

于1,则将发自该样本点的所有分支的分支深度中最大的一个作为分支深度统计

直方图在该样本点的取值.若没有任何分支发自该样本点，则将分支深度统计直方

图在该样本点的取值置为 0.如上构建分支深度统计直方图后，可利用此直方图按

照以下步骤完成聚类：

(1)沿直方图寻找分支深度的极大值点.

(2)在每两个极大值点所确定的范围内，沿直方图寻找分支深度的极小值点.

若该极小值点所对应的分支深度的取值小于设定的阈值，则在相应样本处将最小

张树断开，形成两个聚类.

例如，对图 5.21(c)所示含噪声的样本集合，其最小张树的主干由图 5.22上段
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中的粗线所示，而对应于该主干的分支深度统计直方图则如图 5- 22下段所示.根

图 5.22 基于分支深度统计直方图的聚类

据该分支深度统计直方图，首先找到所有的极大值点（在本例中，极大值点共有两

个）.然后，在两个极大值点之间寻找极小值点.最后,根据所找到的极小值点将最
小张树一分为二,形成两个聚类.显然，改进算法可以很好地克服原最小张树聚类

算法对噪声敏感和对相距较近的样本点集的区分能力弱的缺陷.如图 5,22所示，

在这些不利情况下仍然可以取得较好的聚类效果.

本章小结 本章主要讨论输入样本集合的非监督聚类问题,给出了包括基于

分裂的聚类算法、基于合并的聚类算法、动态聚类算法、基于近邻函数值准则的聚

类算法和基于最小张树聚类算法等在内的几种典型的聚类算法.这些聚类算法各

具特点.有的简洁明快、使用方便，有的能充分考虑到样本分布的内部结构信息，具

有较宽的适用面，还有的能很好地应对复杂样本分布情况.在实际应用中，可针对

不同的样本分布情况和不同的聚类目标从中选择合适的聚类算法.但是，值得注意

的是，在非监督聚类的情况下，不仅输入样本的类别是未知的，而且聚类的类别数

可能也是未知的，这就使得聚类结果存在很大的不确定性.因此，不管采用何种聚

类算法进行聚类,得到的聚类结果必须接受实践的检验.只有那些能够通过实践检
验的聚类结果才是可信的.而要做到这一点，有赖于对相关应用领域的深入了解和
具备的专门知识.此外，由于聚类算法对数据的尺度变化很敏感，合理选择特征各
维度所使用的单位/量纲也是一件十分重要的事情.
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在前面几章中，主要针对统计模式识别的相关问题进行了讨论.正如我们所看
到的那样,为了形成对待识别模式的有效表示，统计模式识别方法通常采用一组数

值特征来表征一个待识别模式.据此，可以将一个模式识别问题转化为相应特征空
间中的分类问题进行求解.对于一个简单模式而言，这种处理方法是可行的.但是,
如果待识别模式是一个复杂模式，那么这种处理方法就未必是合理的了.例如，考
虑一个连续语音识别问题.虽然原理上可以为一个句子定义一个类别，并根据所抽
取的特征运用统计模式识别方法来完成语音识别任务.但是，除了一些特殊的应用
场合之外,上述想法显然是行不通的.事实上,为了实现对一个复杂模式的识别，统
计模式识别方法不得不在很高维数的特征空间中处理很多类别的分类问题.显然，
这会给识别工作带来意想不到的巨大困难.之所以会出现上述困难，究其原因
是统计模式识别方法没有很好地利用模式本身所具有的结构信息.我们知道，
一个复杂模式通常由若干个子模式所组成，而一个子模式又由若干个更简单
的子模式或模式基元所组成.这里，所谓的模式基元是指在一个实际问题中不
需要作进一步分解的最简单的子模式.由于子模式最终可分解为若干个模式
基元，因此，一个复杂模式可以看作是由模式基元按照一定的规则组合而成
的.这里，模式本身所具有的结构信息由相应的规则序列所表征.我们将看到，
上述由模式基元和规则所表征的模式的结构信息可以帮助我们以一种紧凑的方
式完成对一个复杂模式的识别任务.首先，使用某种方法从输入复杂模式中抽取模
式基元;然后,根据模式基元之间的相互关系将它们“装配”成一个具有特定结构的
“整体”，形成对输入复杂模式的一种表达;最后，借助于所获得的组合规则对输入
复杂模式的结构进行分析,完成识别任务.相应的识别方法称为结构模式识别方
法.与统计模式识别方法不同，结构模式识别方法不仅给出待识别模式的类别属
性，还同时给出其结构描述.

显然,要很好地完成基于结构信息的模式识别任务,必须解决以下几个问题：
（1）选择一组适于表达复杂模式的模式基元.

.
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(2)借助于某种数学工具或手段完成对复杂模式中模式基元之间相互关系的

描述,进而获得对复杂模式结构信息的表达 •

(3)对所获得的复杂模式的结构信息进行分析，完成识别任务

下面,依次对上述问题进行讨论.

6.1 模式基元和模式结构的表达

模式基元的选择对于解决复杂模式的识别问题而言是十分重要的•选择得好，

可以取得事半功倍的效果.但是，遗憾的是模式基元的选择并没有一个通用的方

法.它是一个典型的面向任务的问题，只能采取具体问题具体对待的策略•虽然如

此,模式基元的选择还是存在一般原则的.首先，所选择的模式基元应能很好地满

足特殊应用场合的需求.特别地，所选择的模式基元应是精简的，使用它应能方便、

合理地实现对模式结构的表达.其次，模式基元本身应该可以使用相关领域已有的

技术手段方便地得到.上述两个一般原则有时是相互矛盾的.例如，在景物分析的

应用中，可以选用区域以及位于区域边界上的点、直线段、特定形状的曲线段等作

为模式基元.其中，边界点的抽取相对比较简单，但据此得到的模式的表达可能会

是冗长的和难于分析的,而这无疑会给后续的识别带来困难.相比之下，若引入某

些具有特定形状的曲线段等作为模式基元，则有可能以一种简洁的方式实现对模

式的紧凑表示，从而使后续的模式分析变得简单.然而，要从图像中获得这样的模

式基元就现在的技术水平而言可能并非是一件容易的事情.

限于篇幅,本书不拟对模式基元的选择问题做更深入的讨论.对这方面的内容

感兴趣的读者可参阅相关的技术书籍或文献.

为了增加读者对模式表达的感性认识，下面举例进行说明.考虑图 6.1(a)中

的图片模式.若选用直线段和圆弧作为模式基元，那么，借助于分叉树可以对图片

中的模式的多层构造很好地予以表达，结果如图 6.1(b)所示.这里，假定图中的诸

直线段和圆弧可以使用图像处理手段方便地得到.注意:最终形成的树状表示具有

明显的分层结构.图片模式 P位于树根处,它由位于下一层的两个子模式图形 A
和图形3所构成.而子模式图形 A 和图形B又由更简单的子模式所构成.例如,在
本例中，图形 在 进一步由圆弧a 和直线段b、c、d所构成，等等.在上述分叉树表示
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中，根节点对应于模式，中间节点对应于子模式，而树叶对应于模式基元.此外，在

上述表示中，隐含地使用了下一层节点是上一层节点的一部分这样一个关系.

(b)图片P的分叉树表示

(d)考虑节点之间关系的分叉树表示

图 6.1 图片 P多层结构的几种表示

除了树之外，也可以使用所谓的关系图来表达一个复杂模式.与分叉树表示相
比，关系图表示可以提供对模式更详尽的描述.仍以图 6.1(a) 中的图片模式为例,
其关系图表示如图 6.1(c)所示.与分叉树表示相比，关系图表示增加了对节点之间
关系的描述.例如，在图形力和图形3之间增加了一个由图形A 指向图形5的有
向线段，该有向线段和位于其上部的关系符 表示图形 A 在图形5的左边.类似
地,由图形 A 指向图片P的有向线段和位于其旁的关系符“p”表示图形 A是图片

C的一部分，而由圆弧 0 指向直线段 b 的有向线段和位于其上部的关系符“+”表
示圆弧 G 和直线段 b具有相互连接关系,等等.
一个值得注意日结果是,通过引入适当的操作，可以将一个模式的关系图表示

转换为一个树状表示.例如，在图 6.1所示的例子中，若假定每一个子模式是一个
封闭的图形,则可以根据以下操作将图片 P转换为一个分叉树表示:若在两个节
点之间(属于某个子模式的两个左右端部节点除外)存在一个说明其相关关系的有
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向线段,则去除该有向线段,并在该两个节点之间增加一个节点.其中,该新增节点
由相应的关系符所命名，并被连接到所属的上一层节点.在本例中,施行转换后的
结果如图 6.1(d)所示.

一旦模式基元和模式的表达方式得以确立，那么,据此可以完成对输入模式的

识别任务.例如，一种可行的方法是将具有相同树状结构的模式视为一类,并为每

一类定义一个或一组合适的树状模板,而识别工作可由输入模式的树状表示和树

状模板之间的匹配操作来完成.具体的识别过程如下:首先,从输入模式中抽取模

式基元;然后,根据模式基元之间的相互关系,形成输入模式的树状表示;最后，通
过模板匹配操作完成对输入模式的结构分析,最终给出分类结果.

但是,需要指出的是，上述基于“模板”匹配的方法在理论上固然可行,但在实
际中有时会遭遇困难.由于模式基元抽取方法的不完善和数据噪声等因素的影响，

会产生实际获得的模式结构描述和模型不一致的情况.例如，上面例子中给出的图
片 P的描述是一种理想情况.实际得到的描述一般和理想情况有所差别.有时候，

这种差别可能会非常大.图 6. 2(a)给出了该图片模式的一个实际描述，相应的分
叉树表示参见图 6.2(b).显然，如果依据实际得到的模式描述，采用基于“模板”匹

(a)模式基元的抽取结果

Q o 图片尸

(b)基于实际得到的模式基元的分叉树表示

图 6.2 图片 P的一个实际描述

配的方法对输入模式进行结构分析，可能会得到错误的结论.虽然可以通过增加模
板的方法使上述情况得到一定的改善，但是，当所需要的模板的数量很大时，这种
单纯增加模板的方法不能从根本上解决问题.因此，如何对一个模式可能有的多样
化的表达进行概括和总结，进而以一种紧凑的方式、通过执行一组操作或适用一组
规则形成模式的多样化描述就成为对复杂模式进行识别的重要环节.所幸的是,
“它山之石可以攻玉”.文法和语言之间存在的关联性为解决模式的多样化描述问
题提供了一种参照和方法.我们知道，语言是由句子所构成的，而句子又是由单词
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根据文法所生成的.与此类似,正像我们在前面的描述中所看到的那样，模式类、模

式和模式基元之间也存在类似的关系:模式类是由模式所构成的,而模式又是由模

式基元根据一组装配规则所生成的.上面所揭示的在模式类和语言之间、模式和句

子之间以及模式基元和单词之间存在的简单类比关系告诉我们,可以借助于在语
言学中业已存在的一些方法来解决模式的多样化描述问题以及相应的识别问题.

下面借助于一个例子来具体考察一下句子和模式之间存在的类比关系.考虑

如下的英文句子“I saw a boy”,利用文法对其分析，可以得到该句子的分叉树表示
如下：

其中，S、NP、VP、PRON、N、V和 ART
分别表示句子、名词短语、动词短语、代词、名

词、动词和冠词.比较图 6.3和图 6. 1（d）,不
难发现:尽管图片模式和句子属于完全不同

的模式范畴，但两者的多层结构之间存在明

显的相似性.

另外,不难发现:在使用文法的前提下，

除了上面提到的类比关系外，在子模式和短

语之间也存在相应的类比关系.这样,我们可
以将一个待处理模式的分叉树表示转化为一个句子并利用相应的文法通过句法分

析来完成对该模式的识别任务.例如，图 6.1（d）中的分叉树表示可以用句子Z + b

+ c + dle +f+g+ 进行取代.其中，句子是通过将待处理模式的分叉树表示中
位于树叶处的字符（即模式基元）按从左到右的次序串接而形成的.由于这个原因，

句子在本书中也被称为字符串或符号串.为叙述方便起见，将上述基于句法分析的

模式识别方法称为结构模式识别中的句法方法或简称为句法模式识别方法.本章

主要针对该方法展开讨论.

概括地说来,一个句法模式识别系统主要涉及以下两个过程：

（1）学习 该过程利用已知结构信息的样本模式来推断可以产生这些模式的

文法规则.首先，将从输入模式中抽取出来的基元，按照该模式所具有的结构关系

用一个有序的字符串予以表达，然后依据穷举、归纳等手段从这些有序的字符串中

推断出能生成它的组合规则，即文法.相应的学习过程一般被称作文法推断.

（2）识别 该过程首先对输入模式所具有的结构关系用一个有序的字符串予

以表达，然后利用事先推断出来的文法规则对输入的模式进行句法分析以判断输

入模式能否由相应的文法所生成.相应的识别过程一般被称作句法分析.

图 6.3 句子“I saw a boy"的分叉树表示
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一个典型的句法模式识别系统的框图被示于图 6.4.

图 6.4 句法模式识别系统框图

6.2 形式语言基础

前面已经看到，在模式的结构和语言的结构之间存在一定的可类比性.为了更

好地利用语言学尤其是形式语言学方面的相关研究成果，需要对语言的数学结构

进行深入的了解，以便获得由此及彼、由表及里的效果.研究发现，作为描述语言的

一种方法，由一组再生规则所描述的文法是一种行之有效的方法，特别适用于结构

模式识别等应用场合.本节重点介绍文法以及与之相关的一些概念.

6.2.1 集合、集合间的关系和集合运算

在形式语言理论中，集合是一个重要的概念.所谓集合是指在一定范围内，由

确定的、彼此之间可以相互区分的对象所形成的整体•本书中，用大写的英文字母

和大写的希腊字母表示集合.

为叙述上方便起见，将与集合相关的一些概念简述如下.

元素 集合的成员称为元素.视具体应用场合的不同，可使用不同的方法来表示

元素.例如，用小写的英文字母、汉字，等等.设 A 是一个集合,a 是一个元素，若 a
是4中的一个元素，则称 a 属于A,记作 aGA；否则，称 a不属于4，记作 a W A.

集合的描述 可采用不同的方法对一个集合进行描述.常用的描述方法有两

种:一是列举法，该方法将集合中的所有元素逐一列举在表示集合的大括弧

{ }中.二是命题法，该方法借助于谓词来实现对集合的描述；其基本形式为
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{x\PCx)},表示集合中的元素由使谓词 P(x)为真的所有 x所构成.

集合的分类 如果一个集合中的元素个数是有限的,则称该集合为有穷集.如

果一个集合包含的元素是无限的,则称该集合为无穷集.无穷集合又分为可数无穷

集和不可数无穷集两种.在模式识别领域中，有穷集和可数无穷集是我们所感兴趣

的两类集合.其中，可数无穷集和正整数集之间存在众所周知的一一对应关系.

基数 称具有一一对应关系的两个集合具有相同的基数•一个集合4的基数
用 I A I 表示.对有穷集来说,它的基数定义为它所包含的元素的个数.

空集 基数为 6的集合称为空集，用0表示.
子集 考虑两个集合力和3,若 A 中的每个元素均在3中，则称 4是3的子

集，记作 AUB.又若工 且 但 xWA,则称 4 是8的真子集，记作
力U5.

集合相等 考虑两个集合 A 和3,若 A^B且8三4,即 A 和3含有的元素

完全相等，则称 A 和5相等，记作 A = B.
集合的并 由集合力和集合8所定义的新的集合A U8 二{xbGA 或

引称为 A 与B的并，读作工并民

集合的交 由集合 A 和集合B所定义的新的集合A = n且

称为n与B的交，作 A交B.显然，若力八3=0,则 A 和8不相交.
集合的差 由集合 4 和集合5所定义的新的集合4-8={x A 且％e

引称为 A 与3的差，读作 A 减

集合的对称差 由集合 A 和集合B所定义的新的集合
A 8二{*|%6力且 或者xW/ 且xGB}

称为 A 与B的对称差，读作 A 对称减S.

笛卡儿乘积 集合 A 和集合8的笛卡儿乘积A XB={(a,b)〔ae4 且be
历是一个以有序对(a, A 且bG B 为元素的集合.这里,4 x B读作月叉
乘员注意:有序对(a,b)的两个元素之间是有秩序的.一般而言,A x B六BX A.

幕集 A的所有子集组成的集合称为 A的募集，记为 24 .即 24 ={81 B^A}.
二元关系 称 H三月x B为4 到B的二元关系.特别地，当 A = B时，称 R 为

力上的二元关系.若(a,b)ER，则称 a 与 b满足关系R，亦称 a 对 b有关系R ,记
作 aRb.如果对于力中的每一个元素a,均在 B中有唯一的一个元素b使aHb成

立，则称 H 为从4 到B的一个映射，记为 R：Afg.如上所述，由于关系被定义为
一种集合，故关于集合的运算法则亦适用于它们.

二元关系的性质 可以为二元关系定义包括自反性、反自反性、对称性、反对

称性以及传递性等在内的一些性质.其中，自反性、对称性和传递性合在一起被称
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为关系的三岐性.设4是一个集合，a是4上的二元关系，则:① 如果对 V Q GA,

均有（a,a）SK,则称 H 是自反的； 如果对 Va,bG A,从"，b）GR,能推出

（b，4）6K，则称k 是对称的； 如果对 VQ,b,cGA，M（a,b）eH 以及（b,c）

SR,能推出（a,c）6R,则称 H 是传递的.

等价关系 同时具有自反、对称和传递性质的二元关系称为等价关系.

复合关系 设 是A 到B的二元关系，SMBxc是8到C的二元
关系,则下述 A 到C的二元关系

R。5=｛（a,c）|aGA,cGC且 三 使（a,b）GH,（b,c）GS｝

称为 H 与S的复合关系.

传递闭包 设 H 是A 上的二元关系，则按照下面的定义所得到的 7T称为 R
的传递闭包：

（1）对Va,bG4若（a,b）6R,则（a,b）GH+；
（2）Va,b,c£H,若"，b）GR 以及（b,c）GR,则（a,c）£R+ .
传递闭包亦称为正闭包.

自反传递闭包 设 R 是月上的二元关系，则 R 的自反传递闭包由R 的传递
闭包R +和同等关系｛（a,a）I aeA｝的并集所定义，记为 R * .即

R*=R+U｛（G，a）|agA｝ （6.1）

自反传递闭包亦称为克林闭包.若引入标记R° =｛（a,a）|aGA｝,则 R* 二 R+ UR°.
借助于前述复合关系的定义，并记R 二Rj R，j = 1,2,3,…，则可将 R 的

传递闭包表示为

R+ = R U R2 U内… （6.2）

特别地，当 A 为有穷集时，有

R+= H U A? U R3… Ij rMI （6.3）

类似地，可将 R 的自反传递闭包表示为

H* = R° U H U N U &… （6.4）

特别地，当 A 为有穷集时，有

R* = R° U R U 肥 u R3… uR. （6.5）

6.2.2 符号串和语言

为叙述方便起见，首先引人如下的一些概念和定义.

字母表 所谓字母表是一个非空的有穷集合，用 £ 进行标记.表中的元素称
为字母，也称为符号或字符.字母具有整体性和可辨认性两大特性.结构模式识别
中的基元是与之相对应的一个概念.所谓整体性是指在处理中不关心一个字母是
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否还具有更细致的结构,而将其作为一个整体看待，而所谓的可辨认性是指字母可

以用非语言学的方法从输人模式中得到.

符号串 所谓符号串是指由字母表2中的符号组成的任意的有穷序列.串也
称为句子.

符号串的长度 设％是一个符号串，则％中所包含的字符的个数称为x 的长

度，记作

符号串的链接 若无和y是定义在字母表》上的两个符号串，则将 x和 y首
尾链接可以形成定义在同一个字母表2上的一个新的符号串，记为 xy.新的符号串

V的长度为1*1 = 1x1 + 1回 .链接也称为连接或并置.链接运算满足以下性质：
(1)结合律 (孙)z = x(yz)
(2)左消去律 若孙=位,则 y = z
(3)右消去律 若 = 则 y = z
空串 不包含任何符号的串称为空串，用 A 或 £ 进行标记.显然，空串的长度

为 0,即有 I m = 0.在链接运算中,空串扮演着重要的角色.它是链接运算中的单位
元素.对于定义在字母表 W 上的任意一个符号串x,我们有;；U =以 =1•

零串 零串是链接运算中的零元素，记为 6.将定义在字母表》上的任意一个
符号串％与零串相链接得到的结果是一个零串.即有：公 = = 6.

子串与前、后缀 设句子 w由x、y和z链接而成，即 w 二 xyz,则称 x为w的
前缀,y为w的子串；以及 z为w 的后缀.

字母表的乘积 字母表 21和 E2的乘积记为 Wl22,由下式定义

£》2 — { ab I a £ £ 且 b £ W?} (6.6)

字母表的寨 利用上述字母表乘积的定义，可如下递归地定义字母表》的筹
(1)上°= {入},(2) 》”=》"一1w,当 九＞1时.
字母表的传递闭包 字母表2的传递闭包记为E+ ，由下式定义

》u U … (6.7)

字母表的自反传递闭包 字母表》的自反传递闭包记为2* ，由下式定义

E* = 2°U E U 型 U … (6.8)

显然，若％是定义在字母表》上的一个符号串，则必有:xG w * .
例 6.1 设字母表为2二{a,b},句子 w = 则 w所有可能的前缀为人、4、

m 和Mb,所有可能的后缀为 aab、ab、b 和;I,以及所有可能的非空子串为 aab、
aa^ab^a 和 b.
符号串的嘉 基于符号串的链接运算，可如下递归地定义符号串 ％ 的塞：

x° =l② ％" = %”一1%，当 相)1时.
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符号串集合的链接 令 A 和B是两个以符号串为元素的集合，则 4 和B之

间的链接记为AB，由下式定义

AB 二 {xty,\x； A 且力 £ B} (6.9)

例 6.2 设有如下两个以符号串为元素的集合工和风力={a,b}、8 二{cd,

e/},则 A 和3之间的链接AB为：AB ={acd ,aef,bed,bef}.
语言 有上面的定义和概念作为铺垫，可以为语言 L下一个定义.我们说,一

个语言是定义在字母表 X 上的句子的集合.显然，根据定义，有 LU2* ，它是 》*

的一个有穷子集或可数的无穷子集.

例 6.3 设2={0》},则 L ={xb 二 a 为定义在》上的一个语言.

显然,该语言由形如 反m、026、...、a？、...的一些句子所组成.
语言的链接 类似于符号串集合之间的链接,也可以定义语言之间的链接.设

& 和% 是两个语言,则它们的链接心，由下式定义

LiL2 = {xy\x Llfy L2} (6.10)

例 6.4 设a={a}*和z={b},则根据定义，有
L1L2 二 {a} {b} = {大，a ,加，…}{5}

= {b,ab,a2b,a3b

= {% = a”b,n 0}
易见，前例中的 L 可由本例中的m 和 L2通过链接得到.
语言的闭包 利用语言的链接操作可以类似地定义语言的传递闭包 L+和自反

传递闭包 L*

L+ = L U U U L3- (6.11)

L* = U L U D U L3- (6.12)

6.2.3 文法

经过前面几小节的讨论,对语言有了一个概略的但仍然是浅显的了解•实际中

遇到的句子(或模式)可能具有非常复杂的结构，因此，希望通过简单的概括和总结

就可以实现对语言的精确描述的想法是不切实际的.“工欲善其事，必先利其器”,

为了很好地完成对复杂模式的识别任务，有必要引入一套强有力的可用于分析和

生成句子的工具.这里，分析句子和生成句子是既相互关联又相互区别的两个过

程.语言学领域的知识告诉我们,通过文法规则来处理句子的分析和生成问题是一

个很好的选择.下面，就相关的一些问题展开讨论.

为便于理解，从一个具体的例子谈起.考虑英文句子“My assistant saw a little

boy”,其分叉树表示如图 6.5所示.为了用形式语言的方法导出该句子，首先分别
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用〈句子〉标记根节点 S,用〈名词短语〉标记中间节点 NP,用〈动词短语〉标记中间

节点 VP, 用〈代词〉标记中间节点
PRON,用〈名词〉标记中间节点 N,用
〈动词〉标记中间节点 V,用〈冠词〉标记

中间节点ART,用〈形容词〉标记中间节
点 ADJ.然后,从根节点开始,对分叉树
表示中的每一个父节点,用与之相连接

的、位于下一层的子节点进行替代.若

位于下一层的子节点是一个树叶，则根

据需要用相应的英语单词（例如,“My”、
“assistant”、“saw”、“a”、“little”以及
“boy”,等等）进行代替.上述操作不断

进行直到所有的树叶节点被相应的英语单词替代为止.例如，与根节点〈句子〉相连

接的下一层节点是〈名词短语〉和〈动词短语〉，那么，在实际操作中，就用〈名词短

语〉和〈动词短语〉来替代〈句子〉，记作

〈句子〉f〈名词短语X动词短语〉

上述替换式称为再写规则或产生式.其中， 读作“可以改写为”，表示其左

端可以用其右端来替代.这样，根据句子的分叉树表示，我们可以得到如下的一组

再写规则：

〈句子〉一〈名词短语〉〈动词短语〉
〈名词短语〉-〈代词〉〈名词〉〈动词短语〉f〈动词X名词短语〉

〈名词短语〉-〈冠词〉〈名词短语〉〈名词短语〉f〈形容词〉〈名词〉

〈代词〉f My
〈名词〉f assistant
〈动词〉f saw
〈冠词〉f a
〈形容词〉f little
〈名词〉f boy
对上述再写规则进行分析不难发现,这些再写规则由四个要素所构成.
第一个要素是<句子〉.这是一个具有特殊意义的“符号”，为了有别于其他要

素，称其为“起始符”.所有句子都是从这个“符号”出发经过推导得到的.缺少这个

的分叉树表示
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要素，只能导出短语而不能导出句子.

第二个要素是用尖括弧括起来的其他一些符号.这些符号与中间节点相联系.

它们在句子的生成过程中起着承前启后的作用，在最终形成的句子中并没有它们

的身影.由于具有上述特点,称这些要素为非终结符,亦称其为非终止符或变量 •在

前面的例子中，〈名词短语〉、〈动词短语〉、〈动词〉、〈形容词〉、〈名词〉、〈代词〉和〈冠

词〉等均为“非终结符”.〈句子〉是一个特殊的非终结符，它既可以作为一个句子的
“起始符”使用，也可以作为一般意义上的非终结符使用.

第三个要素是 它将一个在句子的生成过程中所使用的替换式的左端和

右端联系起来，形成形如aT的再写规则.这里,a 和0分别表示替换式左端和右
端的符号串.

最后一个要素是指最终出现在所形成的句子中的一些符号，它们与一个句子
的分叉树表示的树叶相联系.称这些符号为终结符，亦称其为终止符或常量.前面
例子中的“乂丫”、、$1$12期'、ah”、匕”、“1出同'以及10丫”等为“终结符“.
经过上面的抽象以后，我们可以为所谓的文法给出一个形式化的定义.
定义 6.1 一个文法 G 是一个四元式，用 6=(l7s,5)表示.其中，X为

G的非终结符或变量的有穷集合，T为G 的终结符或常量的有穷集合,P是产生
式或再写规则的有穷集合，而 SG N为一个句子的起始符.

这里，要求 N和T不相交，即 ND T = 而文法的字母表由 N 和 T的并集
给出，即 N 二 NU 另夕卜，产生式 P由形如aTF的一些再写规则所组成.其中，a
和3由》中的符号所组成,a 至少包含N中的一个符号.今后,为阅读方便起见,用
大写的拉丁字母表示非终结符，用小写的拉丁字母表示终结符,用小写的希腊字母
表示由非终结符和终结符所组成的串.根据所定义的文法 G,我们可以从起始符出
发，通过若干次调用其中的再写规则，最终得到一个全部由终结符组成的符号串.
将在上述过程中所涉及的对产生式或再写规则的一次调用，称为一次导出；将通过
若干次调用得到的表达式称为导出式.导出也称为推导或派生.有些情况下(稍后
会看到，这对应于上下文无关文法的情形)，导出过程可以用所谓的导出树来表达.
通过调用 G中的再写规则所产生的导出用了表示.它可以视为定义在字母表

W = NU T上的一个二元关系.借助于闭包的表示方法可以实现对导出过程的简洁表
示.例如，至少一次以上的导出可用3表示，若干次导出可用3表示，而 n次导出可G G

用了表示.特别地,当所用的文法 G不标自明时,导出标记了中的下标 G 可以 •

省略.
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借助于上面已有的标记，可以如下定义由一个文法所产生的句型、语言和句子.

定义 6.2 设有文法 G = (N,T,P,S),对于 VaG》* ，如果有 S Aa,则称 a
G

是由G 产生的一个句型.
定义 6.3 设有文法 G = (N,T,P,S),称

L(G) = {x|x G T* 且 sA%} (6.13)
G

为由文法 G 所产生的语言，称 x6L(G)为由文法 G 所产生的一个句子.
从上面所给出的两个定义可以看出，一个句型是由相应文法导出的一个符号串,

其中可以包含非终结符，而一个句子虽然也是由相应文法导出的一个符号串,但其中

所包含的符号必须全部由终结符组成.故句子一定是句型，但句型不一定是句子.

例 6.5 考虑一个简单的文法 6=(w,7,2,5).其中，v= {S},T={a,b},
以及 P：(l)S-aS,(2) S-b.求由该文法所生成的语言.

在该文法中,起始符 S是唯一的一个非终结符，它的两个产生式表明,在使用
该文法生成句子的过程中可以用4或 b代替S.显然，由该文法所生成的语言为

L(G) = {b,ab,aab,aaab , } = {x\x = anb,n 0}
该语言所包含的一些句子的导出过程如图 6.6所示.

S 今 aS 今 ab
G G

《1)(1) (2)

S aS aaS => aab
G G G

(1) (2)

S => aS = aaS => aaaS => qqq8

图 6.6 导出过程

S

I
b

图 6.7 结果的导出树表示

(1)

其中,记号》表示调用文法G 中标号为
G

Q)的产生式，而 a 表示调用文法G 中标
号为(1)的产生式后输入串由 a 变为凡

本例中的导出过程可以用导出树进行表

达.其中，前四个导出过程所对应的导出树参

见图 6.7.这里，第一个导出树产生句子 b,第
二个导出树产生句子 ab,第三个导出树产生
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句子 aab,第四个导出树产生句子 aaab.

在自然语言中，经常会发生句子的涵义不明确的问题.例如，考察下面的英文

句子：My assistant saw a boy with a telescope.
对其进行句法分析，至少可以得到如图 6.8所示的两种不同的导出树表示.因

(a)第一种解释：介词短语with a telescope是动词saw的状语，表示saw
这个行为得以实现所依仗的手段

(b)第二种解释：介词短语with a telescope是名词短语a boy的后置修饰成分

图 6.8 对"My assistant saw a boy with a telescope”进行句法分析的结果.
其中，PP表示〈介词短语〉
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此，该语句的涵义是不明晰的，至少存在两种不同的解释.其中，第一种解释翻译成

中文后的意思是:我的助手用望远镜看见了一个男孩,而第二种解释所对应的中文

翻译则为:我的助手看见了带着一台望远镜的一个男孩.显然，两种解释所得到的

语意是大相径庭的.

在中文中，也存在类似的问题.例如，看下面的一段话：

小王躺在床上陷入沉思.突然,他从床上坐了起来,喊道：我想起来了.
其中，最后一句话“我想起来了”表达的是什么意思呢？是小王突然想起了一

件重要的事情或是某个重要的人,还是他想问题想得太过辛苦，不想再想了，想起

床了呢？单从句法分析的角度来看，答案是不确定的.

之所以会出现上述问题，源于文法本身可能存在的二义性.在形式语言中，也

会出现类似的问题.下面给出文法二义性的确切定义.

定义 6.4 考虑文法 G,如果 mxGL(G)有多于一种不同的导出式的话，则

称 G是二义的，否则，称 G是非二义的.

一般而言，文法的二义性是有害的.因此，当所构造的文法具有二义性的时候，应该

想办法消除它.通常，可以通过对文法进行改造或引进适当的约束来达到这个目的.

6.2.4 文法的分类

上面给出了文法的定义.显然，所使用的产生式不同，得到的文法也不同.对文法

进行分类是有意义的，它可以帮助我们了解一个文法所具有的特点.Chomsky将所
有的文法分为四类,这就是 0型文法、1型文法、2型文法和 3型文法.相应地，由相

应的文法所生成的语言也被分为四类：0型语言、1型语言、2型语言和 3型语言.

0型文法

定义 6.5 0型文法也称为无约束文法或短语结构文法，其产生式具有

a — S (6.14)

的形式.其中， 和 SG2* .

从定义可以看出，这类文法对产生式的形式没有任何限制.

1型文法

定义 6.6 1型文法也称为上下文有关文法,其产生式具有

a\Aa2 -*■ ai (6.15)

的形式.其中，ai,a262* 以及 AGN.
该文法中的产生式规定:在上文为 幻、下文为 a2 的情况下,A 可用0来替换.

这里,替换前后串的长度应满足以下条件
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即要求替换后串的长度须不小于替换前串的长度.

例 6.6 设有文法 G =(MT,P,S),其中，N 二{S,8,C},T={a,b,c}以

及 P：

(1) SfaSBC S^aBC (3) CB—BC
(4) aB^ab (5) bC^bc (6) bB^bb

cC-*cc

由于 P中的诸产生式可改写成以下的形式

(1) (2) XSX^XaBCX (3) 入CB入f；{BC入

(4) aB入fab入 (5) bCX^bcX (6) bB入fbb入

cCA^ccA

故本例中的文法 G =(N,T,P,S)是一个1型文法.

2型文法

定义 6.7 2型文法也称为上下文无关文法,其产生式具有
AfB (6.16)

的形式.其中,AGN邛GW+.
该文法中的产生式允许用其右端的串 F替代其左端的非终结符A,而与 A出

现位置的上下文无关.

例 6.7 考虑文法 G =(N,T,尸,S)其中，k={$,45},r={m/以及P：
SfaB (2)S^bA (3) A—a

(4) A^aS (5)A^bAA (6) B^b

(7) B—bS (8) B—aBB
由于 P中诸产生式的左端均为一个非终结符，而右端则由终结符和非终结符

组成的非空串所组成，故根据定义，知该文法为上下文无关文法.

上下文无关文法的产生式的左端仅包含一个非终结符，由该文法所产生的串

可以用所谓的导出树进行描述.一个文法 G =(N,T,P,S)的导出树是满足如下
条件的一个树：

(1)树的每一个节点有一个标记 X,xeNUT.
(2)树根节点的标记为 SGN.
(3)若外，物，…，人 是标记为A6N的非树叶节点 n 的从左至右的k 个子

节点,其标记分别为 Xi,X2,…,Xk,则4TX1X2…XkGP.
(4)一个节点若为树叶节点，则该节点的父节点有且只有一个.

从定义不难看出，在已介绍的三种文法当中只有 2型文法产生的串可以用导

出树表示,0型文法和 1型文法都做不到这一点.此外，导出树树叶节点的标记既
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(7)BTS

S--bA

(3)A—a

图 6.9 串帅切的导出树及其导出过程

可以是终结符，也可以是非终结符.因此，一个导出树表示的一般是一个句型，而不

一定是一个句子.

导出树也称为派生树，分析树.用导出树来表达一个句子的结构具有直观、明

晰的特点.给定一个 2型文法 6=(w,丁,2,5),设a 为由该文法所产生的一个句
型,则可以按照以下步骤将其表示为一个导出树：
〈1〉令S6N为导出树的根节点.
〈2〉从已得到的底部节点中选择一个不是句型。树叶节点的节点(标记为

A),并从 p中选择一个合适的产生式对该节点进行替换•设被选中的产生式为 A

-MX2… 则替换的结果将在该节点下生成以该节点为父节点的、标记为％,

X2,…，XX 的k 个子节点.

〈3〉检查是否已生成所求的句型 a,若是，算法结束，否则，回到〈2〉.

在句型 a 的导出过程中，若每一次替换均是针对当前底部节点中最左边一个
非终结符进行的，则相应的导出称为最左导出,而若每一次替换均是针对当前底部

节点中最右边一个非终结符进行的，则相应的导出称为最右导出.

例 6.8 利用例 6.7中的文法，可以通过以下的最右导出得到串 abba 的导出
树.如图 6.9所示.一

被选中的产生式

3型文法

定义 6.8 3型文法也称为有限状态文法或正则文法,其产生式具有

aB 或 A^b (6.17)

的形式.其中

注意,这里的 和 b 均为单个符号.
例 6.9 考虑文法 G = (N,T,P,S),其中，N 二{S,4},T= {0,1}以及尸：

• 238 •



（imooooooooooooo 第6章 结构模式识别中的句法方法

（1）S7A ATL4 A—1

由于 P中的诸产生式满足形如 或A-b的限制条件，故根据定义，该

文法为有限状态文法.由该文法所产生的语言由下式给出

L（G）= {0“1|% =1,2,…）
最后，我们来讨论一下上面所介绍的四种文法之间的关系.从表现力来看，四

种文法中,0型文法最强,1型文法次之,2型文法再次之，而 3型文法最弱.相反，

从规范性来看，则是 3型文法受约束最多,最规范,2型文法次之,1型文法再次之,

而 0型文法最不规范.从定义可以看出，四种文法之间存在以下的包含关系：一个

正则文法（3型文法）也是一个上下文无关文法（2型文法），一个上下文无关文法（2

型文法）也是一个上下文有关文法（1型文法），而一个上下文有关文法（1 型文法）

也是一个无约束文法（0型文法）.实际为一个文法命名时,首先看这个文法是否满
足正则文法的条件，若满足则称其为正则文法；否则看其是否满足上下文无关文法

的条件，若满足则称其为上下文无关文法;否则再看其是否满足上下文有关文法的

条件,若满足则称其为上下文有关文法;否则称其为无约束文法.可以采取与此类

似的方法对一个由文法产生的语言进行命名.如果一个语言可以由若干种文法所

产生,则将该语言命名为由受约束最多的文法所产生的语言.

6.3 有限状态自动机

从前一节的讨论可知，语言可以从文'法产生的观点得到说明.事实上，也可以
从识别的观点对语言进行定义，将其视作可以由某种识别装置所接受的串的集合.

在模式识别领域中，我们特别关心后一种情况.正如前面所指出的那样，在模式识

别领域中，串的获取通常是通过非语言学的手段实现的.引入基于文法的方法来处

理相应识别问题的主要目的是希望能对输入复杂模式的类别属性做出正确判断的

同时给出其结构描述.

在形式语言和自动机理论中，已经发展了用于解决语言识别问题的一整套的
方法和理论,提出了用于识别有限状态语言的有限状态自动机、用于识别上下文无

关语言的下推自动机、用于识别上下文有关语言的线性有界自动机以及用于识别

无约束语言的图灵机等识别机器.本节先就其中之一的有限状态自动机展开讨论.
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6.3.1 确定的有限状态自动机

在能够识别语言的机器中，有限状态自动机(Finite Automaton)是一种最简

单的识别装置，简记为 E4.有限状态自动机分确定的和非确定的两种.下面，首先
讨论确定的有限状态自动机(Deterministic Finite Automaton,简记为 DFA).

定义 6.9 一个确定的有限状态自动机 Af是一个五元式
A/ = (Q, ,台，qo,尸) (6.18)

其中，

Q为状态的非空有限集合；
为输入符号的有限集合，即字母表；

8为从QXW,到Q的映射(记为 6：Qx W.fQ)；
为初始状态；

尸GQ为终结(或接受)状态集合.
图 6.10给出了有限状态自动机的图示.它由一个有限控制装置和输入带组

成.其中，有限控制装置由可以从输入带上读取符号信息的只读头以及规则存储器
和状态寄存器等组成，而输入带则由可以存放输入符号信息的存储单元组成.

规则 状态
存储器 寄存器

||w|h|a|t口 s|t|h|i |T|~
图 6.10 有限状态自动机

有限状态自动机的核心是》，它规定了在当前状态以及当前输入符号下有限
状态自动机所执行的操作.对确定的有限状态自动机而言,8为从Q X 到Q的
映射.换句话说，它是一个二元函数，其中，第一个变元取自状态集合 Q中的一个
状态，第二个变元取自字母表 中的一个符号，而函数值则为状态集合 Q中的一
个状态.若在一次映射中,第一个变元为 q,第二个变元为 G,而函数值为 q',则相
应的映射可记为 =不,它在当前符号为 a 的情况下将有限状态自动机从
当前状态q映射到下一个状态 由于映射 台实现了从一个状态到另一个状态的
转移,故也称其为状态转移函数.通常,8可由一组形如8(q,a)= /的状态转移函
数所完全描述.对一个确定的有限状态自动机而言，若假设状态数为 小,字母表中
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所包含的符号的个数为 九，则为了完全描述 8,需要定义E X n 个状态转移函数.
除了使用状态转移函数来描述 8 夕卜，还可以使用表格或有向图来表示 义后两

种表示法在完成对 3描述的同时，还以一种直观和紧凑的方式实现了对有限状态

自动机的表达.

首先看如何用表格来表示一个确定的有限状态自动机.具体言之，若一个确定

的有限状态自动机的状态数为 机,字母表中的符号数为 m，则可用一个（仅 + l）x

"+1）的表格来表示该有限状态自动机.首先在该表格第一列的各单元中，从第
二单元开始依次写入表示各状态的状态名.若其中的某个状态是初始状态,则在相

应状态名的左上角打一个小点，若其中的某个状态是终结状态,则在相应状态名的
右下角打一个小点.接着,在该表格第一行的各单元中,从第二单元开始依次写入

字母表中的各个符号.最后，根据所述有限状态自动机的状态转移函数如下确定该

表格其余各单元的内容:若表格（31）处的单元（第 1列第 i 行处的单元）中的状态
名为 q，（l，j）处的单元（第1行第 j列处的单元）中的符号为 a,而台中有 8（q,q）

则在表格（i,j）处的单元（第 i 行第j列处的单元）中填入 上述表格称为

有限状态自动机的状态转移表.容易证明,这样形成的表格和有限状态自动机的五

元式表示是完全等价的.

下面举一个用状态转移表来表达确定的有限状态自动机的例子.

例 6.10 考虑如下所示的有限状态自动机

二（Q，2j，3，qo,F）

其中，Q={qo,qi,q2,*},£/ ={0,D,qoGQ,F={qo},而 3由以下各状态转移
函数所组成：

（1）6（夕0,0）= qi ,（2）8（q（），l）= q2,（3）3（qi,0）= — q3 ,
（5）台（夕2，°）= q3，（6）8（q2，l）= qo，（7）3（q3,O）— ^2 »（8）（JC^3,1）=矶.
这是一个确定的有限状态自动机.其对应的状态转移表如表 6.1所示.

表 6.1 用状态转移表示有限状态自动机的一个例子

符号
状态 0 1

•q。. qi 央

矶 % 旗

42 93 •%.
«3 42 Qi
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接着,再来看一下如何使用有向图来刻画一个确定的有限状态自动机.为此,

用加圈的状态名表示有限状态自动机的状态，其中，用粗线加圈的状态名表示初始

状态，用加双圈的状态名表示终结状态.以这些带圈的状态为有向图的节点，可如

下生成有限状态自动机的有向图表示:若有限状态自动机的 台中有双g,a) = q'，
则用一根有向的弧线连接代表状态 q 和k的两个节点，其中，弧线的箭头方向由 q
指向曙.上述有向图称为有限状态自动机的状态转移图表示.容易证明，这样得到

的状态转移图表示和确定的有限状态自动机的五元式表示是完全等价的.

图 6.11 有限状态自动机的

状态转移图

对例 6.10所示的有限状态自动机用有向图进行表
达的结果如图 6.11所示.
今后，将有限状态自动机的上述三种表示视为同

一，并根据需要选用其一展开对相关问题的讨论.
经过上面的讨论，我们对有限状态自动机的组成及

其功能有了大致的了解.接下来，具体看一下有限状态

自动机的任务和工作过程.简言之，有限状态自动机的

任务就是利用其组成部分之一的有限控制从左到右顺

序地从输入带上读出符号,并根据所定义的映射规则确

定每一时刻有限状态自动机所处的状态，最后，根据扫

描完输入符号串时有限状态自动机所处的状态决定是否接受输入的符号串.

一个确定的有限状态自动机的具体工作过程如下:在初始时刻，有限状态自动

机处于 Q= q。的初始状态,而只读头指向输入带上的符号串的最左一个符号.工
作开始后，首先由只读头读入其指向的当前符号，然后,根据读入的当前符号和有
限状态自动机的当前状态，利用映射规则 6：Q x Q将有限状态自动机从当前
状态映射到下一个状态,并将有限控制右移一个单元使只读头指向输入带上的下

一个符号.上述过程不断进行直到下列事态之一出现：

Q) 在当前状态下从输入带上读出了当前符号，但 台 中不存在相应的映射

规则.

(2)输入带上的符号串被扫描完毕,且有限状态自动机停留在状态集合 Q中
的一个状态上.

在事态(1)的情况下，由于不存在相应的映射规则，有限状态自动机处于停机

状态.此时，可以拒识,也可以判断输入符号串不能被该有限状态自动机所识别.而

在事态(2)的情况下,则根据有限状态自动机最终的停留状态进行判断.若所停留

的状态是一个终结(或接受)状态，则称输入符号串能够被该有限状态自动机所识

别，否则判断输人符号串不能被接受.注意：这里所说的识别和接受具有同等的
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意义.

经过上面的陈述，原则上我们说明了在什么情况下一个输入符号串能够为一

个给定的确定的有限状态自动机所接受或识别.理所当然，能够被该有限状态自动

机所识别的语言就是由所有这样的输入符号串所组成的集合.

为了简洁、明晰地定义由一个确定的有限状态自动机所识别的语言，我们将前

述针对单个输人符号的映射规则推广到针对一个输入符号串.为此，引入从 Q X

到Q的映射1r ，记为 8*：Qxb；fQ.其中，6*可利用单个输入符号的映射

规则 8通过如下的递归定义得到：

(1) 台 *(q,Q = q，这里，义为空串.
(2)尸(q,m)= <T(3*(q,x),G),这里， 以及"GE/.

(3) 8*(q,Q)= 8(q,Q),这里，aGN/.

其中，第一条表示一个确定的有限状态自动机在未读入任何符号的情况下保持

其原有的状态不变.第二条对一个串切的处理顺序和相应的中间状态进行了规定:

先处理又后再处理 a，且处理 a 时所处的状态就是处理完％时所处的状态.第三条表

示当输入符号串为单个符号时,<5*具有和 6相同的效用,即此时两者可视为同一.
设 x 是一个非空的输入符号串，q 和 q'分别是状态集合Q中的两个状

态，则 8*(1，x)=不表示从当前状态 q 出发，从左到右读入输入带上的符号串％

后,确定的有限状态自动机停留在状态 T上.这里，上述针对输人符号串 x的状态

转移<T(q,x)=7得以成立的前提是当有限控制依次从左到右读入输人符号串x
的每一个符号时，存在相应的针对单个输入符号的状态转移函数及其中间状态，使

每次的状态转移能够成立，并且在读入符号串 x最右一个符号后，相应的状态转移
函数使有限状态自动机停留在状态 T上.
下面，举一个例子来说明 台*是如何利用单个输入符号的映射规则 3通过递归

计算实现对一个输入符号串的处理的.

不失一般性，设 x =即a2a3…a n-24 a n，则

8*(q,%)= S* Cq,aia2a3--an-2an-ian)

= 3*(8* (4，例“243…

— 3*(8*(8 *(q, 。2 仅3…a ”-2)，a“-1)，a“)

- S*(8*(台* …台*(3*(•*(q,ai),“2),、)，…，a”-2) ,a”)

- 3(3(台…6(3(8(q,ai),a2)，Q3)，~，a“-2)，a”-i)，a”)

不妨设 3(q,ai)= qi,8(qi,&2)= q2 ，•••，3(q*-2，册-1)= q^-i,S(qn-i，％)= q',
则有
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台*(q,x)- 台(台(8…8(9(8(4,01),a2)，03)，…，an-2)，an-i)，4“)

- 8(8(3. 范(3(41，42)，a3)，. .，a"-2)，an-1)，4")

- 8(8(台…8(02，a3)，…，an-2)，4”-1)，4.)

= 3(8(q“-2,a”-1),a”)

= 8(q“-i,a“)
/

= q
利用上述推广的映射规则，可以简洁、明晰地对一个确定的有限状态自动机所

接受的句子以及语言进行定义.

一个非空的符号串xGE；能够被一个确定的有限状态自动机 所接受是指
存在映射规则 8*使台*(qo,x)=aSF成立.

据此可以如下定义由一个有限状态自动机 Af所接受的语言.
定义 6.10 设4=(Q,2/,3,义，F)是一个确定的有限状态自动机，称

L(A/) = {%|x £ 且3* (处，％) £ 尸} (6.19)

为 4/所接受的语言.

下面,就 5和8*的关系作一点补充说明.从严格的意义上来说，台和U是两个
不同的映射.其中，8仅涉及对单个输入符号的处理,其结果会影响一个有限状态
自动机的当前状态，使其从一个状态变到另一个状态.但是，正如 n的定义所展现
的那样,8本身并未对处理完一个输入符号(即当前符号)后,接下来该处理什么做
出任何的规定.因此，从本质上来说,3并没有处理长度大于 1的输入符号串的能
力.一个有限状态自动机得以运行是因为我们赋予了它一种默认的执行顺序的缘
故.与此不同，8*则不仅借助于 3实现了对单个输入符号的处理，而且明确地规定
了对一个输入符号串进行处理的顺序.这个顺序和我们在叙述一个有限状态自动
机工作过程时所规定的处理顺序相同.这也就是我们为什么引入台* 来标记对一个
符号串的处理的原因.在不至于引起混淆的情况下，一般可用 3替代8* .

例 6.11 求图 6.11所示的确定的有限状态自动机 Af所接受的语言.
显然，该确定的有限状态自动机 力/所接受的语言是{0,1}+中所有由偶数

个 0和偶数个1组成的串的集合.为了说明这个结论是正确的，我们来考察一下从
初态 qo 出发经过状态转移到达 Af的四个状态中的一个状态的符号串都具有什
么样的特点.容易验证:从初态 qa 出发能够到达％的符号串必定由奇数个 0和偶
数个1组成,类似地，能够到达 q2的符号串必定由偶数个 0和奇数个1组成，能够
到达 室 的符号串必定由奇数个 0和奇数个 1组成，而能够回到 q。的符号串必
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定由偶数个。和偶数个 1组成.由于｛0,1广中的符号串能够到达的状态必是

qo、qi、qz 和 93四个状态之一，以及 Af只有一个终结状态 ,故该有限状态自动
机 A工只能够接受｛0,1｝+ 中由偶数个 0和偶数个1组成的串.又由于｛0,1｝+ 中由

偶数个o和偶数个 1组成的串不能停留在 qo以外的状态上，因此，该有限状态自
动机 接受｛0,1｝+中所有由偶数个o和偶数个1组成的串.换言之，该有限状态

自动机 所接受的语言就是｛0,1｝+ 中所有由偶数个 0 和偶数个 1组成的串的

集合.

值得指出的是，一个具有相同构造的有限状态自动机，通过指定不同的终结状

态，可以用于识别不同的语言.例如，在上面的例子中,如果不是指定 q0 而是指定

备 为终结状态，则所构建的有限状态自动机可用于识别｛0,1｝* 中所有由奇数个 0

和奇数个1组成的符号串.此外,一个有限状态自动机可以有多个终结状态.例如，

在上面的例子中，可同时指定 外 和 q2 为终结状态.此时，所构建的有限状态自动

机可用于识别｛0,1｝*中所有由奇数个 0 和偶数个 1组成的符号串以及｛0,1｝*中

所有由偶数个 0和奇数个1组成的符号串.事实上，每一个终结状态往往代表着一

大类语言中的一个亚类，或者代表着一类语言中句子的不同分类.例如，在上面的
例子中，如果指定 公 和 q2 为终结状态,则我们不仅可以根据一个输入符号串被扫
描完毕时该有限状态自动机是否停留在 qi或 q2上来确认该输入符号串是否应该
被接受，还可以在被接受的情况下，根据该有限状态自动机是停留在 qi 还是停留

在 m 上对该符号串属于哪一个分类做出进一步的判断.如果是停留在 qi 上，则判

断该符号串是｛0,1｝*中一个由奇数个 0和偶数个1组成的符号串，而如果是停留
在 会 上，则判断该符号串是｛0,1｝* 中一个由偶数个0和奇数个1组成的符号串.

给定一个非空的符号串 ，判断该符号

串％是否为一个确定的有限状态自动机 A/ 所接
受的工作可以借助于该有限状态自动机 的状

态转移表或状态转移图来完成.下面，以使用状态

转移图为例进行说明.简言之，是否接受一个输入

符号串应依据状态转移的结果是否最终停留在一

个终结状态上而定.如果是，则接受;否则不接受.

考虑如图 6.11所示的确定的有限状态自动机 4/,
设输入符号串为 ％ = 0U0,则求解的过程如

图 6.12所示.从初始状态 或 出发，首先读入％的
最左一个符号 0,到达下一个状态 外；以后依次读

图612 使用状态转移图判断是

否接受一个输入符号串
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入1,到达 43；再读入 1，到达 最后读入 0,回到 qo.转移路径如图中虚线所示.
由于 q。是终结状态,故接受 0110.

还有一种可用于判断一个符号串 是否可为一个有限状态自动机 所

识别的便捷方法是所谓的即时描述法.设待识别的 X = 处 423处-1。/1+「。4广1
媒“，则

d\U2 ***^i-l qa n-l n

称为当前时刻 Af 的一个即时描述，表示在当前时刻 Af 已处理了符号串x 的前 i
-1个符号,当前状态处于 q，而只读头指向下一个待处理的符号 a^Af 在下一时
刻的即时描述由当前状态、下一个待处理的符号以及状态转移函数而定.例如，若

规则集中有映射 3(q ,处 )= p,则下一时刻 的即时描述变为

…Qi-10 iPg i + l…amT q 几

以上的处理过程用可借助于 I-加以表示

Q1 .・.o(―1 qa • •a九一1a 几
~ ai a 2 ** * a 1 * * * ci n_ 1 Q

九

按上面的方法不断处理直到％中的所有符号为处理完为止.此时，即时描述有

如下的形式

“1。2…Gi-iGiGi+i…a“-i a J
其中，f 为Af 的最终状态.若 t 是Af 的一个终结状态,则接受％;否则不接受.
下面，举一个例子具体说明相关的处理过程.仍以如图 6.11所示的确定的有

限状态自动机 A.为例，设输入符号串为 x =0110,则相应的处理过程如下所示
*0110 1-OqillO POlqslO 1-011必0 -OllOq。

由于 Af 最终停留在状态qo,而 q。为终结状态，故接受输入符号串 0110.
最后,简单讨论一下确定的有限状态自动机中可能存在的两种特殊的状态.

一种是所谓的不可达状态,而另一种是所谓的陷阱状态.处于不可达状态的节

点的行为如同一个“源”，只有出没有进.处于陷阱状态的节点的行为则正好相反，

如同一个“汇”，只有进没有出.本身不是初始状态的不可达状态是一个无用状态，

可删除.

6.3.2 非确定的有限状态自动机

通过前面的讨论我们看至I」,一个确定的有限状态自动机 A/ =(2/,Q,3，q0,

f)具有以下特点:① 它的每一个映射所到达的新状态都是唯一的.② 它在未读入

任何符号的情况下保持原有的状态不变.

如果上面两个条件中有一条不满足，则相应的有限状态自动机就是一个非确

定的有限状态自动机(Non-deterministic Finite Automaton) .所谓两个条件不被
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满足是指：

（1）3中有映射使到达的新状态不是唯一的,而是状态集合 Q的一个子集，即
m（q,a）eQX £/ 以及{pi ,P2,…，Pm } G2Q, 使 3（q,g）二 {pi ,p2，…，

Pm }成立.

（2）在输入符号为空串的情况下，有限状态自动机也可发生状态转移，即 mq
£Q以及{P1，P2,…，Pm}£2Q,使 6（q,；l）= {pi，P2,…，P.},这里，要求至少有
一个 pW{pi,P2,…，Pm},使 P关
今后，把（1）对应的非确定的有限状态自动机记为 NE4,把（2）对应的非确定

的有限状态自动机记为 入-NFA 或 其中，£小心称为具有 e 动作的非确定
的有限状态自动机.下面，给出 NFA 和e-NFA 的确切定义.

定义 6. 11 一个非确定的有限状态自动机 NFA 是一个五元式
4f =（Q,W/,3,qo,F） （6.20）

其中，

Q为状态的非空有限集合；
为输入符号的有限集合，即字母表；

3为从Q xe Q的子集的映射（记为 8：Q x 2Q）；
qoGQ为初始状态；
产UQ为终结（或接受）状态集合.
定义 6.12 一个具有 e 动作的非确定的有限状态自动机e-NE4 是一个五

元式

A{ =（Q,N/,6,qoD （6.21）

其中，

Q为状态的非空有限集合；
处 为输入符号的有限集合，即字母表；

台为从Qx（》/U{Y）到 Q的子集的映射（记为 3：Qx（2]U{l}）f2Q）；
qoGQ为初始状态；
产UQ为终结（或接受）状态集合.
从定义不难看出，QE4、NE4 以及e-NFA 三者之间具有如下关系：NB4 是

DE4的推广，而 e-NFA 又是NE4 的推广.限于篇幅，本书的讨论仅限于 DFA 和
NE4 ,不拟对冲FA 作进一步的讨论.

与 DFA 的情况类似，在 NFA 的场合，我们可以将前述针对单个输入符号的
映射规则推广到针对一个输入符号串.为此，引入从 QXe；到 20 的映射 3* ,记
为 6*：Q x2；f 2Q .其中，广可利用台通过如下的递归定义得到：
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<D S*(q,l)={4},这里以 为空串.
<T(q,M)= U 3* (q,,a),这里，xGW；以及gG》,.

%E6* (q“)

(3) 6*(q,a) = 6(q,a),这里，aS》/.
利用上述推广的映射规则，可以简洁、明晰地对一个非确定的有限状态自动机

NFA 所接受的句子以及语言进行定义.

一个非空的符号串 能够被一个NE4 所接受是指存在映射规则3* 使
3*(qo,x)nf70成立.需要指出的是，由于 6*(*，%)是一个集合，故符号串

是否被接受要看8*(4o,x)中是否含有终结状态.只要 8* (q0,%)可到达
的状态中含有终结状态，即 8*(方，％)口户关0,就接受它.
这样，由一个 NFA 所接受的语言可如下定义.

定义 6. 13 设4 二(Q,2/,3,9o, 户)是一个非确定的有限状态自动机
NFA,称

= {x|x £ 且3* (q°,x) Cl 尸六 0} (6.22)
为 A,所接受的语言.

与 DFA 的情况类似，可以使用状态转移表或状态转移图来表达一个 NE4.
例 6.12 设 Af是一个非确定的有限状态自动机NE4,

A/ — (Q,E/,3,qo,F)
其中，Q={qo,qi，央，农}，£/ = {O,l},qo£Q,尸二{,3},以及 8：

(1)〈( ,0)={qo,%},
(3) S(q.,Q) = {q3},
(5) 台(夕2 ,0)=0,

S( ,0)={ 93},

(2) 8( go ,1)二 {夕。，置 }

3(qi,l)=0,
(6) 8(q2,l)=[*},
(8) S(q3,l)={q3>.

该 Af 可用状态转移表和状态转移图表达.结果分别如表 6.2和图 6.13所示.
表 6.2 一个非确定的有限状态自动机的状态转移表表示

符号
状态 0 1

•q° { ・qo,qi} { 00，仅 }

矶 3.} 0

第 0 {*.}

43. {也 } 3 }
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容易验证,该非确定的有限状态自动机 NFA接受含有子串 00或 11的符号串.

图 6.13 一个非确定的有限状态自动机的状态转移图表示

与 DFA的情况类似,原则上可借助于状态转移表或状态转移图做出对一个输
入符号串是否可为相应的 NFA 所接受的判断.但是，由于在 NFA 的情形下4中
有映射使到达的新状态不唯一,故处理起来多有不便.相比之下,使用即时描述法
要便利许多.作为应用即时描述法对输入符号串进行识别的例子，图 6.14给出了
使用例 6.12中所示的非确定的有限状态自动机 4/对输入符号串 0011进行处理
的过程.由图可见，由于最终得到的结果中有两个分支分别可到达终结状态 击，故
判断 0011可为例中的非确定的有限状态自动机 Af所接受.

[ ]期夕。1 -产I。
m。口 /血e H 卜01加

*0011 r looi^2l H 0011^3
〔OOqiU-因3(/,1) = 0,故停机

OgjOU 1-00^11 1001^1 l-0011q3
图 6. 14 一个非确定的有限状态自动机乙对输入符号串

0011进行处理的过程

6.3.3 有限状态自动机之间的等价

本小节讨论定义在同一个字母表 2/ 上的有限状态自动机之间的等价性.

我们说，定义在同一个字母表 上的两个有限状态自动机 // 和 4；是等价
的，是指能由 Af所识别的输入符号串也能为 所识别，反之亦然.定义在同
一个字母表 £/ 上的两类有限状态自动机(例如，确定的有限状态自动机 DFA
和非确定的有限状态自动机 NE4)之间是等价的，则是指当任给某类中的一个
有限状态自动机，一定存在另一类中的一个有限状态自动机，它们接受相同的
符号串集合.

两个有限状态自动机之间的等价判定

对定义在同一个字母表上的两个有限状态自动机月/和47，可以根据以下算
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法对它们之间的等价性进行判定 •

设a = 9,0，3，方，尸）和4=9',》/,3'，4，尸'）是定义在同一个字母表

E/ 二｛即，42,…，4“｝上的两个有限状态自动机，则用于判定 A/ 和人；是等价的具

体步骤如下：

<1> 构造一个 n +1列的表.表中的元素由形如（4与，人j,j =1,2,…，门 的状

态对组成.其中，（4c，/）分别为4和用的当前状态，而 qt和人分别为4 和

在当前状态下输入即时所到达的新的状态.

<2〉置 2 =1,令（qc，qi）=（qo，qZ）为表中第1行第1列的元素

<3> 确定当前行（第 i行）中除第1列之外的所有单元的内容:设当前行第1列

中有状态对（qc，ql）,若有 4町 e台（心，即）以及 曙力68'（41，即），则将状态对
（9町， ）加入到当前行第 j+1列的单元中.注意:若 4f和 中至少有一个不是

确定的有限状态自动机，则加入到当前行第 j+1列单元中的状态对的数目可能不

止一个.

<4> 检查当前行中所有可能的状态对（如.，qz）,j =12…，m：
若某个状态对在表的第1列中未出现过，则将其顺序加到第 1列已有状态对

的后面；

若某个状态对（1，曙）不满足等价性的要求，即或者 q是hf的终结状态，而 q'

不是4的终结状态，或者反之，q 不是Af的终结状态，而 T是4的终结状态，则
判4,和可不等价，算法结束.

<5> 检查第 1列中是否还有未处理的状态对.若有，令 i = i +1,回到步骤〈3〉；

否则，判 Af 和 等价，算法结束.

下面，举两个例子说明如何判断有限状态自动机之间的等价性.

例 6.13 设有如图 6.15所示的两个有限状态自动机.试判断两者是否等价.

图 6.15 等价性待判决的两个有限状态自动机
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利用上述两个有限状态自动机之间的等价判定算法进行判决.不计外围标示
性的内容，所生成的表格共有三列（表 6. 3）.当迭代进行到第 4次的时候，由于第
2、3列中的所有状态对均已出现在第1列中，且没有不满足等价性的状态对出现,
故根据算法，判断 4f 和A7是等价的.

表 6. 3 基于状态对列表的两个有限状态自动机之间的等价判决

状态对
迭代次短 （北，成） （外，心 （Qb ,qb）

1 （q。，） （次，苏） （4i，q；）
2 （仇 ） （qo，公）

3 （伙，《2） （Qi ,城） （42，“2）

4 （省，城） （夕2,qZ） （q。， ）

例 6.14 设有如图 6.16 所示的两个有限状态自动机.试判断两者是否等价.
其中,乙与例 6.13相同，而4与例 6.13不同.

图&16 等价性待判决的两个有限状态自动机.

与例 6.13一样，利用两个有限状态自动机之间的等价判定算法进行判决.如表
6.4所示，当迭代至第 2次时，第 2行第3列处出现状态对（q0,q幻.其中，寄 为终结
态，而 或不是终结态，故不满足等价性的条件.根据算法，判断 和力不等价.

表 6.4 基于状态对列表的两个有限状态自动机之间的等价判决

状态对
迭代次薮 （<7。，屋） ，/） （qb，q'b）

1 （如4） （q。，q o） （矶 ）

2 （% ，q；） （q?，q‘3） （ ,“2）
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两类有限状态自动机之间的等价性

前已指出，NE4 是DE4的推广.换句话说,DE4是NE4的特例.故对于任何

一个 DFA 而言，必定可找到一个与其相对应的 NE4,使得任何由该 DFA 所接受

的符号串集合也为相应的NE4 所接受.但问题是反过来会怎么样呢？结论依然成

立吗？答案是肯定的.我们有下面的定理.

定理 6.1 设 L是被一个非确定的有限状态自动机所接受的语言，则存在一

个确定的有限状态自动机也接受这个语言.

证明 设4 =（0，n/,3,刑，f）是一个接受 L 的 NE4,为证明存在一个

DFA也接受L,如下定义对应于 4/的DFA

A；二 （6.23）

其中，Q'二 2Q,尸'eQ'且至少包含尸中的一个状态，/=｛qo）,V：Q‘ X w/fQ/.
值得注意的是,Q'中的所有元素均为Q的一个子集.为强调 Q的子集是Q'中

的一个元素,引入如下的标记:若｛外，央，…，q,｝是 Q的一个子集，且出现在 6的

规则集中，则在 Q'中，它被视为一个元素，记为［外,42,
此外,4中的*根据4/ 中的台 进行定义.例如，考虑 Q'中的任一个元素

［内，第，…，0］（它是 Q'中的一个状态），则对 a62/,定义

6'（［91，42,…，q,］，a）= 3（｛qi，q2,…，外｝，a）= U 3（4加，4）
m = 1,2, ，7

其中,每一个 Q中的映射台e机，g），s=1,2,…，i 所到达的状态均是Q的一个子

集.根据集合运算规则，和集 U 双 9“。）仍是（2的一个子集.记
…，2

U Mqm,a）=｛pi，P2「 ，Pj｝
m =1.2,… i

则

*（［91，电，…，qJ，Q）=｛pi，P2,…，Pj｝=［pi，P2,…，Pj］
因此 中的映射可定义为

3‘（［qi，q2,…，0］，a）=［pi，P2,…，Pj］
当且仅当 8（｛矶，第，…，q4 ,a）=（pi,p2,…,Pj｝

显然，若能证明

a'（q'o，x）二 *（［qo］,x）-［pi，p2「 ,p］

当且仅当 6（qo,x）=｛p「P2,…，pQ,x G E；
（6.-4）

成立,则根据自动机所接受语言的定义，L（4/）= 也成立.其中，｛pi,P2,

…，Pi｝是 Q的一个子集，而［pi,P2,…,pj是 Q'中的一个状态.事实上，对
W；，若4扫描完串％后落在终结状态｛p-P2,…，p,｝上,其中，P1，P2,…，0 至
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少有一个在尸中，则根据定义,x0L（4/）.另一方面，当把该串％输入到 中时,

根据式（6.24）的结论，知：Af扫描完串％后必落在终结状态［pi,P2,…，PJe严
上.这表明，xGL（可），即％在4中.由于 k是任给的,故有：L（4）=乙（/）•
下面，用归纳法证明由式（6.24）表达的命题.

当|x1 =0,即当4 二人 时，

因在 A/中，有：双方，人）=｛q0｝,而在 中，有：台'（4‘0,1）— 3’（［qo］,x）=
［qo］，故结论成立.

设对于长度不超过 m 的输入串x,结论成立，即有

3‘（q%,x）= 3‘（［qo］,x） =［pi,P2,…,Pi］

当且仅当 8（qo,x）二｛pi,p2^''^pi｝ 6 £；

则对长度为 m +1的输人串m,由归纳法假设，存在 Q的子集｛pi,P2,…，Pi）和
Q'中的状态 ,a2，…，pJ，使

在工f中，有：台（qo,M）= 8（8（qo,x）,a）= 3（｛pi，P2,…，Pi｝,Q）;
而在岗中，有：黑（qZ，M）= 整（3'（人，%）,a）= *（［pij2,…，Pi］,Q）.

不妨设 *中的映射£（［pi，P2,…,pj，a）由下式定义

8‘（山，-2,…,pj,a）= ",r2,

当且仅当台（｛pi,P2,…,Pi）,Q）= -1"2， ，（｝

则在输入串为上述 的情况下，

在 4f中，有：3（qo,xa）= 》（｛pi,p2,…，Pi｝,a）=｛ /1,r2 ,…，乙｝;
以及在岗中,有：3'（人，xa）= *（［pi，P2,…，Pi］，a）=［=1,=2,…，乙］.

即有 8'（［10］,如）=［h"2l ，"］当且仅当 S（q0,xa）=｛ =1 ,=2,…，r* ｝成立.
得证.

定理 6.1的证明过程实际上给出了如何从一个非确定的有限状态自动机构建

一个与之等价的确定的有限状态自动机的方法：

（1）令［外］是4的初态；
若在 3中，有 8（q,a）=｛pi,P2,…，Pi｝，这里，a 6 q,pi,p2,…，Pt

6Q,则在4中,有状态［pi,P2,…,pj.
（3）若在 台中，有 8（｛pi,p2,…，pQ,a）=｛「1,「2, ,这里， ,［pi,

P2,…,pjGQ',则在 中,有状态［后〃2,…，乙］.

（4）由以上各步骤所确定的状态之间的状态转移由 台中相应的映射规则

确定.例如，若 3中有 8（｛pi,p2,…，Pi｝,a）=｛ ri, ,则在输入为 a 的
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情况下A；=（£,Q',r,q'o,户）中的状态［：Pl,p2,…，p门将转移至［rl，r2,
…，人］.

下面举一个例子对以上方法进行说明.

例 6.15 设有如图 6.13所示非确定的有限状态自动机 =（Q,》「，8，qa,
f），求与之等价的确定的有限状态自动机

解 所求确定的有限状态自动机加=（Q',W/,v，To,P）可按照以下步骤
获得：

（1） 的初态为［q。］,如图 6.17所示.

（2）考虑初始状态［q。］在输入符号为 0,1情况下的

［如 状态转移情况.
图 6.17 仅含初始状态的 因在台中，有：S（q。，O）=｛qo，qi｝,而前中无对应

局部状态转移图 的转移状态，故新增状态［或，%］.又因在 台 中，有：

6（qo ,1）=｛q0,央），而 中无对应的转移状态，故新增状态［q0,北］
相应的局部状态转移图如图 6.18所示.

（3）考虑状态［qo,ql］在输入符号为 0,1情况下的状态转移情况.

因在 3中，有：3（｛qo,qi｝, 0）=｛9。，41,成｝,而 中无对应的转移状态，故

新增状态［qo,外,表］;此外，因｛qo,班 ,43｝中含有 Af中的终结状态i，故［qo,

%，43］为4中的终结状态.又因在台中,有：8（｛90,小｝,1）=｛90,失｝,而在4
/中已有状态［方，2］，故利用已有的［qo,q?］.

相应的局部状态转移图如图 6.19所示.

图 6.18 局部状态转移图 图 6.19 局部状态转移图

（4）考虑［4。，家］在输入符号为 0,1情况下的状态转移情况.

因在台中,有：台（｛40M2｝，0）=｛qo,qi｝,而在 27中已有状态［qo,v］,故利
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用已有的［qo，qJ；又因在 3中，有：取{4。，42}，1)二{qo,q2,q3},而有中无对应

的转移状态，故新增状态［q。，央，家1;此外，因{ 4。，m，央 }中含有 4/中的终结状

态 ，故［90，42，农］为 A7中的终结状态。

相应的局部状态转移图如图 6.20所示，

(5)考虑［qd ,q］,43］在输入符号为 0,1情况下的状态转移情况.

因在 3中，有：6({qo,qi,q3},0)={ Qo,qi,《3 },而在 中已有状态［qo，qi,

［3］,故利用已有的［qo,qi,夕3〕・又因在 8中，有：6({ qo,qi,q3},D -{qo,q?,
m},而在 A7中已有状态［qo,<72,43］，故利用已有的［10,42,饮］.
相应的局部状态转移图如图 6.21所示.

［外，如 ［名必4］

图 6.21 局部状态转移图

(6)考虑［第，第，q3］在输入符号为 0,1情况下的状态转移情况.

因在 6中，有：8({qo,q2,q3),0)={*，41，93},而在 中已有状态［qo,Qi,

［3］,故利用已有的［qo，Qi,q3利又因在 8中，有：3({qo,q2,q3},1)={qo,q2,
43},而在4：中已有状态［qo,央，431，故利用已有的［40,42,43］
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相应的局部状态转移图如图 6.22所示.

至此，因 Q'中所有的状态已被遍历,故所得状态转移图即为所求状态转移图.

6-3.4 有限状态文法和有限状态自动机

下面,讨论有限状态自动机和有限状态文法之间的关系.我们有以下的定理.
定理 6.2 设文法 6=(',丁,尸,5)是一个有限状态文法,则必存在一个有限

状态自动机 Af = 3,电，f)接受 G = (N, T,P,S)所产生的语言，即
L(Af)= LCG).
定理 6.3 设 (Q,w,，S, ,尸)是一个有限状态自动机,则必存在一个

有限状态文法 6=(z,7,尸,5)产生由4=(Q,W4，qo,f)所接受的语言，即
L(G)= LCAf).
下面给出定理 6.2的一个简要证明.

证明 显然,只要证明对一个有限状态文法 G =IN,T, P, S)而言，可构造出
一个与之对应的有限状态自动机 Af=(Q,W/,3,qo,F)限L(4)=L(G).

不失一般性，假设 G = (N,T,P,S)中除起始符 S(记为k)之外，共有 n 个
非终结符，分别记为 Xi,%,…,X..显然,NUS={Xo,Xi，X2,…,X".

为证明结论成立，如下构造确定的有限状态自动机 =
(1) 人了中的状态集合Q为：
la.Af中的初始状态为q。；
1b.若 G中有非终结符Xi,i =1,2,…，n,则 Af中有状态q,,i =1,2,…，小
Ic.Af中的终结状态为q“+i.
(2)》/ = T.
(3) Af中的映射规则集8如下确定：
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3a•若尸中有XlgXj,这里，a£T,i,j = O,l「 ，M,

则 中有映射台(如，0)= %,这里，ag w/,i，j =0,1,…，九；
3b.若 P中有Xi—〃，这里，a£7,i= 0,1,…，叫
则 8中有映射台(g，4)=心+ i,这里，4e2/,i=0,1产 ，九.

显然，有：L(/e = L(G).

事实上，对 v 41即，…，金-14鹿e 7+ ，有

41。2 '•• ，qm-lam e L(G )

OS=*ai 0.2 >•••, Om-l dm

=S»aiZi=>aia2Z2今…今的夕2，…，am-zZm-zOaiGz，…，“m-l Zm-^a^az，…，“m-lGm
Sf “1Z1, Zi f a2Z2,…，Zm-2 f Gm-iZm-1 , Zr — a* £ P (6.25)

这里,Z],Z2,…,Zm-l GNUS.值得注意的是，上式中的各非终结符不一定是唯
一的;视具体情况可以有多种选择，只要保证通过调用相应的产生式能最终派生出
给定的符号串即可.

另一方面,对上述。142,…，a徵-1册6》；，有

。1。2，…，a加-1 e L(Af)
0台(q。，即即，…，a澳-1 ~ q%+i

8(电，即) =“，3(P1,42) = 二 q〃+i (6.26)
这里,P1，P2,…，Pm 1G Q = {9o，41，92, ，9"，4"+1}.同样,在上式中除了初始
状态 qo 和终结状态 如+1之外，其余的各个状态也不要求是唯一的;具体到达哪个
状态由与式(6.25)中相应产生式对应的 Af 中的映射规则确定.
由 Af 的构造方法可知，式(6.25)中的每一次派生都有式(6.26)中唯一的一个映

射规则与之对应.因此，如果 41做4 ,八一1八01/6)可由式(6.25)派生,则必有
台(40，即42,…，a小-14m)

= 3(台(合 ，3(8(8(40,41),q2)，"3)，3,0小-2)，am-1)，48)

- 》(8(6…8(3(力1 ,«2)>«3 )»•*•»«m-2)»a™-l)
- a(6(8 ，3(P2 ，“3)，…，Gm-2)，&m-l),。力 )

= ，“m-l )，"m )

= SCpm-i,am)
二 纵+i (6.27)

即，可推出即42, ，而-1%e“4).因此,有：L(4)卫乙(6)成立.
类似地，可证：对Vaia？，…，"6-14小6》；，若 ai42,…，金-14利6L(4/),则
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。1。2,…，Gm-lQm£L(G),即 L(Af)^L(G).
事实上，由 4142, ，，，am-1a痴£乙(工1)，知：三 q。，Pi，p2 ' qn+i 6 Q,

使式(6. 27)成立.但由 A/ 的构造方法可知，式(6. 27)中每一个映射规则

3(qo,ai) — Pi,8(pi,a2) ~ P2，•••，3( pm-i，a m) — q”+i

都有以下所示 G 中的产生式
Sf GiZi , Zi a2Z2 , ,Zm-2 f “m-iZm-i , Zm-i —*■ a m

唯一地与之对应.因此，通过连续调用 G 中的上述产生式,可有以下派生
S^a1Zi 1a2 Z2=>••^ai斯，…，a小高工愕0m做，…，Gm-iZm-户如血，…，Gm-i%

即，可推出〃1"2,…，Qm-iamGL(G).这就证明了：L(Hf)UL(G).
综合以上证明步骤，有:L(4)= L(G).

其次说明相对于有限状态自动机 Af =(Q, w/,8,qo，F),可构造与之对应的

有限状态文法 G = (N,T,P,S)^L(G) = L(4).
为简单起见,仅对确定的有限状态自动机4=(Q, w/，3，qq，F)的情况予以

说明.构造相应的有限状态文法 6=(w,7,P,5)的关键是使 G 中的派生对应于

A｛中的状态转移.具体的构造步骤如下：

(1) G中的终结符集合为 T = W/.
(2) G中的非终结符集合如下确定：
2a.若a中有状态q。,则 G 中有起始符S(记为 X。)；
2b.若人中有状态0,/0,则 G中有非终结符
(3) G 中的产生式集合P如下确定：
3a.若 》中有映射8(qi，a)= q,,这里，“e2/，4「4」w。且幻《尸,则 P 中

有y-*山q，这里，aeT,Xi，XjGNUS;
3b.若台中有映射3(qj,a) = % ，这里， 码GQ以及公0凡则 P中有

X,一。，这里，aST,Xi GNUS.
仿照定理6.2的证明步骤,可证心(6)=乙(4).过程从略.

6.4 下推自动机

从 6.3节我们看到，有限状态自动机可用于识别由有限状态文法所生成的语
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言.那么，我们自然会问,这样的有限状态自动机是否也可以用来识别由上下文无

关文法所产生的非正则语言呢？遗憾的是，答案是否定的.由上下文无关文法所产

生的语言不能为有限状态自动机所识别，但稍后我们会看到，该类语言可由所谓的

“下推自动机”进行识别•本节重点讨论与下推自动机相关的一些问题.为表述简便

起见，用对应英文单词 Push Down Automaton的头字母拼合起来的 PDA 来标记

下推自动机.

下推自动机的具体组成如图 6.23所示.它是通过对有限状态自动机进行拓展
而形成的•从功能上来说，一个下推自动机实际上就是一个附加有下推存储器的有

限状态自动机.

W h a t i s t h i s

图 6.23 下推自动机的图示

这里所谓的下推存储器是一个长度不受限制的“后入先出”的堆栈.对该堆栈

的操作遵循以下规则：向栈内写入符号时，最后进入堆栈的符号被置于栈顶，而栈

内原有的符号被依次下推；而从栈内读出符号时，被置于栈顶的符号则首先被

弹出.

下面，给出下推自动机的定义：

定义 6.14 一个非确定的下推自动机 PDA 是一个七元式

= (Q, ,夕。，Zo,F) (6.28)

其中，

Q为状态的非空有限集合；
E/ 为输入符号的有限集合，即字母表；
「为堆栈符号的有限集合；

qoGQ为初始状态；
ZoGF为栈底符号,也即下推自动机启动时最初出现在堆栈中的唯一符号；

n
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尸MQ为终结（或接受）状态集合；

3为从。*（2入口｝）乂「到0M「*的有限子集的映射,记为

^：Qx（2/U｛A｝）xr^2Gxr*
通常,6由一组具有以下形式

8（q,a,Z）=｛（pi,yi）,（P2,*）, ，（Pm,ym» （6.29）

的状态转移函数所组成.其中，4 可为空串，式（6.29）的涵义是，下推自动机在状

态 q、读入符号 a、而栈顶符号为 Z时，可从 1,2,…，相 中选择一个下标 i,将下推
自动机的下一个状态变为小，并将栈顶符号 Z用7,进行替换.在下推自动机中，

规定做上述替换时首先将栈顶符号 Z从堆栈中弹出，然后将 7/ 中的符号按照从

右到左的顺序依次压入栈中（显然，如果 人 为储则替换的结果等同于仅将栈顶符

号 Z从堆栈中弹出）.与此同时，根据 a 的取值，完成以下操作:若 aGN,,则将只

读头右移一格，使其指向输入符号串的下一个符号;若 g 为空串入，则只读头不移

动，仍指向原先的符号（相应的操作称为以移动”）.

和有限状态自动机一样,下推自动机也有确定的和非确定的之分.一个下推自

动机4= 9，9/,『,8,40,20,尸）如果满足以下条件：对于丫8（小4,2）6。乂
2M人有|3（1，0*）| + I 3（q,a，Z）|<1,则称该下推自动机是确定的，否则称
其是非确定的.

值得指出的是，之所以在下推自动机中设置堆栈并按照从右到左的顺序对堆

栈内容进行替换,是希望所构造的下推自动机能用于对具有最左导出的上下文无

关语言的识别.一方面,使用堆栈可存放在相应的导出中出现的变量串;另一方面，

可按照最左导出的导出顺序，使处于当前句型最左边的变量首先被处理.

下推自动机的工作过程如下:启动时，使下推自动机的状态为 qo,栈中存有栈
底符号 Z0，而只读头指向存放于输入带上的输入符号串 x的最左一个符号.进入
运行后，下推自动机依据》映射完成对输入符号串x的处理.具体言之,根据下推
自动机的当前状态、当前输入符号或空串以及栈顶的当前堆栈符号，由 汇映射控制

只读头的指向、确定下推自动机的下一个状态并改变相应堆栈的内容.随着处理的

不断进行，只读头从左到右逐个扫描符号串 x的每一个符号，直到 ％ 中的所有符

号均被扫描为止.若扫描完符号串 x后，下推自动机停留在终结（或接受）状态集合
尸的一个状态上，或者停留在空栈上，则称符号串 x可为该下推自动机所识别或接
受.由所有这样的符号串所形成的集合即为该下推自动机所识别的语言.具体言

之，我们有如下两种定义.

定义 6.15 设4=（Q,》/,r,3,q°,Zo,F）是一个 PDA,称
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L(AP) = {x|%62；且4从方和20 出发扫描完％后停留在尸的一个状态上}

(6.30)

为 4P以终结状态方式所接受的语言.
定义 6.16 设4 =(0，2,,「,8,40,20,尸)是一个/)1以，称

N(Ap) = 且 从圆和 Z。出发扫描完％后停留在空栈上}

(6.31)

为 Ap以空堆栈方式所接受的语言.
可以证明，以终结状态方式接受语言的 PDA 和以空堆栈方式接受语言的

PDA 是等价的.即，我们有以下的两个定理：

定理 6.4 设 4囚是一个下推自动机，它以终结状态方式接受的语言为

心(A4),则存在另一个以空堆栈方式接受语言的下推自动机 Ap2，使得 N(4p2)=
L(4i).
定理 6.5 设 Ap】是一个下推自动机，它以空堆栈方式接受的语言为N(A/ ),

则存在另一个以终结状态方式接受语言的下推自动机 4曲，使得 L(Ap2)=
N(AQ.
在定义 6.16的情况下,终结状态集合 F可置为0.因为此时终结状态是没有

任何意义的.

例 6.16 作为一个例子，考虑如下所示用空堆栈方式接收句子的非确定下推

自动机

Ap — (Q,W/,P,》， ,Z(),尸)
这里，Q= {qo},£/ ={a,b,c,d},『二 = S,尸=0,而映射
3为

(]) 8( q(),c,S)={( ,DAB),(q(),C)}, (2) 3(qo ,D)={(q(),0)},
(3) §(q0,d,C) ={(q0,X)}, (4) S(q0,b,B)={(q0U)},
(5) SCq0,a,A)={(q0,AB),(q0^CB)}.

由该下推自动机所识别的语言为

N(Ap) = {x\x = candbn,n 0} (6.32)

下面，以输入串“cmdbb”为例具体看一下该下推自动机的处理过程.
该下推自动机从起始状态 q° 和栈底符号 S出发,逐个读入输入符号并依据映

射规则实施相应的处理.

(1)当读入第一个符号“c”时，相应的映射规则为
3(q°,c,S) ={(qo,D4B),(qo，C»

此时,有两种动作可供选择：(qo,G钻)或(q0,C).正确的选择是(q0,n4B).
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此时，下推自动机保持当前状态不变，并用 DAB替代当前堆栈中的栈顶S；与此同

时，移动只读头使其指向下一个输入符号“0 .

其后的动作依次分别为：

（2）读入下一个符号％”,并依据映射规则 3（q°,a ,d）=｛（q°,a）》，将当前的
栈顶符号 D从堆栈中弹出使栈内容变为4瓦与此同时，移动只读头使其指向下一

个输入符号“a”.
（3）读入下一个符号％”,并依据映射规则 8（qq,距A）=｛（q^AB）^q0,

CB）｝完成规定的动作.此时，也有两种动作可供选择：（qo,zB）或（ ,C5）.正确
的选择是（qo,CB）.动作的结果是当前的栈顶符号 A 为CB所替代，处理后的栈内
容成为 CBB.与此同时，移动只读头使其指向下一个输入符号“d".
（4）读入下一个符号“d”,并依据映射规则3（40",0）=｛（40"）｝,将当前的

栈顶符号 C从堆栈中弹出使栈内容变为期.与此同时，移动只读头使其指向下一

个输入符号“b”.
（5）读人下一个符号“b”,并依据映射规则双 q0,b,B）=｛（q0,a）｝，将当前的

栈顶符号 B从堆栈中弹出使栈内容变为8.与此同时,移动只读头使其指向下一个
输入符号“b”.
（6）读入最后一个符号“b”,并依据映射规则 3（qo,b,3）=｛（qo,；l）｝,将当前

的栈顶符号 B从堆栈中弹出使栈内容成为空.

至此，由于已扫描完整个输入符号串,且下推自动机停留在空栈上，故根据定
义,判定输入串“caadbb”为例中的下推自动机所接受.

在以上的处理中，如果在读入第一个符号“c"时选择了错误的映射（次,C）,则
继续读入下一个符号。”时映射表中将无合适的映射可供选择.此时，按照约定下

推自动机将停机.类似的情况发生在读入第三个符号“以”时.

应该指出的是，下推自动机在处理某个输入串时出现停机的情况并不一定意

味着所输入的符号串不能为该下推自动机所识别.只有当所有可能的映射均被遍

历，且没有一组映射可使下推自动机在扫描完输入符号串时停留在终结（或接受）

状态集合 F的一个状态上或停留在空栈上，才可判定所输入的符号串不能为该下

推自动机所识别.

6.4.1 下推自动机的即时描述

与有限状态自动机相比,下推自动机较为复杂.表格、有向图以及用于有限状

态自动机的即时描述等表示方法并不能直接适用于下推自动机.为了对下推自动

机的工作过程进行恰当和便利的描述，下面介绍一种基于三元组序列的即时描述
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法.该方法借助于一个三元组序列的演进来具体描述一个下推自动机的工作过程

所引入的三元组

(q,s,a)

称为当前时刻所述下推自动机的一个即时描述.其中，q 为所述下推自动机的当前
状态,3为输入符号串的剩余部分，而 a 为下推自动机当前堆栈中的内容 •

为了判定一个输入串能否为所述下推自动机所接受，从所述下推自动机最初

的即时描述出发，依据剩余输入串的当前符号、所述下推自动机的当前状态和当前

堆栈中的内容以及所适用的下推自动机的映射规则不断确定下一时刻所述下推自

动机的即时描述.重复以上的处理过程使所引入的三元组不断发生演进，直至下列

情况之一出现:① 输入符号串的剩余部分为空，且下推自动机停留在终结状态集

合的一个状态上,或者停留在空栈上; 输入符号串的剩余部分不为空，但下推自

动机中无合适的映射规则可以适用; 输人符号串的剩余部分为空，但下推自动

机停留的状态不属于终结状态集合且停留的堆栈非空•根据定义，在第一种情况

下,判定输入串能够为所述下推自动机所识别，而在其余的两种情况下，则判定输

入串不能为所述下推自动机所识别.

下面，举例对上述基于三元组序列的即时描述法进行说明.

例 6.17 考虑如下所示的下推自动机

Ap = Z()，尸)

其中，Q={q0,qi，弦},n/ ={0，1},F= { Zo } » F — { q? }，而映射 8为

(1) 3( q() ,0,Z())= {( q(),AZo)}, (2) 3(q() ,0,工)= ,
(3) = (4) =
(5) ♦(qi , 入，Zo ) = { ( q? , 入)}.
易见,该下推自动机有如下特点：当待处理的当前输入符号为 0时，在当前的

堆栈中压人一个工，而当待处理的当前输入符号为 1时，则从堆栈中弹出一个月.

据此不难推断，该下推自动机仅接收由个数相等的连续的若干个 0和连续的若干

个1所组成的符号串.即有

L(Ap) ={xb = O”l",心1}

下面,以输入符号串“010101”为例来具体看一下所述下推自动机的工作过程.

相应的三元组序列如下所示

(qo,010101,Z。) *(qo,10101,心)
悻(qi,0101,Z°)

其中，一上方小括弧中的数字表示根据剩余输入串的当前符号、所述下推自动机的• 263 •
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当前状态和当前堆栈的栈顶所确定的映射，而 I-所连接的两个三元组则分别表示

映射前后下推自动机所对应的即时描述.起始时，根据下推自动机输入符号串的当

前符号 0,当前状态 以及当前堆栈的栈顶 Zo,从映射集 3中选择（1）为所施行

的映射.执行映射后得到即时描述（方，10101,AZ。）.其后,进一步施行类似的动

作.由于第一步映射后下推自动机剩余输入符号串的当前符号为 1,当前状态为

缘,而当前堆栈的栈顶为 A,故根据给定的映射集 选择其中的（3）为所施行的下

一个映射.结果，得到映射后的即时描述（qi，0101,Zo）.由于此后下推自动机中无
合适的映射规则可以适用，故根据定义判定所输入的符号串“010101”不能为所述

下推自动机所识别.

类似地，如果输入符号串为“000111”,则可得到如下所示的三元组序列

（q。，000111,Zo）W（qo,OOin,4Zo）

|^（^o,Olll,A4Zo）

^-CqQ,lll,AAAZ0}
辔（qi,U,A4Zo）

津（41，1,必）

,Zo）

卢̂ （42，4，2）
由于最终得到的下推自动机的即时描述为（q2,式，1）,故下推自动机在扫描完

整个输入符号串后，停留在终结状态 42 上（也同时停留在空栈上）.根据定义，判定
输符号串“000111”可以为所述下推自动机所识别.

6.4.2 上下文无关文法和下推自动机

下面讨论上下文无关文法和下推自动机之间的关系.我们将看到，可以用上下
文无关语言将两者联系起来.换言之，两者之间存在如下的等价性,即下推自动机
接受的语言类和上下文无关文法产生的语言类是一致的，它们都是上下文无关
语言.

为方便分析、处理以及后续算法的需要，引入文法的若干规范表示.
首先引入文法的乔姆斯基规范表示.

定义 6.17 设 G =（N,T,P,S）是一个文法，若 G 中所有的产生式均具有所
谓乔姆斯基范式的形式
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A^BC 或者 A^a

其中,A,3,CGMaS T，则称该文法为乔姆斯基范式(Chomsky Normal Form)

文法,简记为 CNFG.

借助于乔姆斯基范式，可以得到下述关于上下文无关语言的非常有用的结论.
定理 6.6 任何上下文无关语言都可以由仅包含形如 A-3C或月fa 的产

生式的文法所产生.这里,A,B,CGN和aGT.
下面给出该定理的简要证明.

证明 只要证上下文无关文法中形如4一氏月GN印0e+ =(NUT)+的产
生式可以用仅包含形如 A^BC或Aja,月，jCeN 和 a G T的产生式表示
即可.

为简单起见，假设所述上下文无关文法已经过适当化简.特别地，其中不包含
任何带无用符号的产生式.这里的无用符号是指: 所述符号属于 NU T,但不出
现在任何由 S所派生出的符号串中； 所述符号属于 N,但由该符号不能派生出
任何由终结符构成的符号串.

根据定义，上下文无关文法中的产生式具有形式

A — S (6.33)

其中, =(NUT)+.

(1)对每一个形如式(6.33)的产生式，实施以下处理.

不失一般性，设其右端的 S由"因 B非空，故 n>1)个符号(终结符或非终结
符)所组成，则 4—S可写成以下形式

Af Xi%，，，% (6.34)

这里，AGN,MENUT,i =1,2,…，*
若 A-XiXz… 的右端包含终结符Xj,则引入新的非终结符 X/,并用

4fxiz…y"-

XT
替换式(6.34).

对式(6.34)右端可能包含的所有终结符实施相似的处理.
这样,经过处理后可得到一组新产生式，其中仅包含形如

AfXI题…X"，AGN以及出eN,i =1,2,…，九，九
A—g, ASN以及a£T

的产生式.

(2)检查所获得的所有可能的产生式中是否包含以下形式的单一产生式
AfX, A,XGN
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若有，则在已生成的产生式组中必定包含形如

X—*~at，a i G N* , i = l,2,…，加

的产生式组(6)1).此时，用

A~*-ai 9 at G N+ » i = l,2,…,ah

对上述相关的产生式组进行置换.如果的 仍为单一的非终结符，则继续上述操作，

直至相应的产生式右端由多个(2个以上)非终结符构成为止 •

经过上面两步处理后,所得到的产生式将全部具有以下形式
A -*• Xi X2 Xn, A G N以及Xj £ N,i — 1,2,…， n > 2

A^a, A N以及a E T
(3) 对所有形如 X1X2…X“ 的产生式作如下分解

A — MX；X'l X2XZ
X3X3

X'l2fxit—1X*
这里,X：,X；, X；-2为新导入的非终结符.

至此,在所得到的新的产生式组中,仅存在形如
AfBC, A,B,CEN

A^a, q£T

的产生式.证毕.

接着，引入文法的格雷巴赫规范表示.

定义 6.18 设 G = (N,T,P,S)是一个文法，若 G 中所有的产生式均具有所
谓格雷巴赫范式的形式

A-^ ay (6.35)

其中，力eN,qeT，7GN*,则称该文法为格雷巴赫范式(Greibach Normal
Form)文法,简记为 GNFG.
据此定义,知:在格雷巴赫范式文法中，仅包含如下两种形式的产生式

A-^aAxA2—An , n≥l
A-^a

其中，AeN,4eN,i = l,2「 ，M,aGT.

与前类似，借助于格雷巴赫范式，可以得到以下关于上下文无关语言的有用

结论.

定理 6.7 任何上下文无关语言都可以由仅包含形如 A-^ay 的产生式的文
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法所产生.这里，月£%,ae了，7€N*.

证明 只要证上下文无关文法中形如4一仇ASN,eee+二(NU T)+的产

生式可以用仅包含形如 A^ay,ASN,aeT，7EN*的产生式表示即可.
等价地，只要证上下文无关文法中形如ATS,nGN,SwN+ =(NUT)+的

产生式可以用仅包含形如

A^aAiAz-'-An, 九＞1,AQN,A《N,，= 1,2产 ,及, “GT
A—。， AGN,aE T

的产生式表示即可.

在定理 6.6的证明中，已证:一个经过适当化简的上下文无关文法的产生式可
以仅由形如

X1M…X“， A e N以及X,e N,i = 1,2,…， ＞2 (6.36)
A — g, A £N以及a GT (6.37)

的产生式组所表示.

如果化简后的产生式具有和式(6.37)相同的形式,则结论已成立.故仅需对形
如式(6.36)的产生式，证明其可被置换为以格雷巴赫范式表示的形式即可.
由于已假设所有产生式中不包含任何无用符号，故式(6.36)右端的第一个非

终结符％一定可以被形如

匕丫2…Ym, Xi £ N以及匕 £ N,i = 1,2,…， ＞2 (6.38)

或

Xi— a, Xi GN以及a GT (6.39)

的产生式所置换.若 Xi可被形如式(6.39)的产生式所置换,则结论已成立.如若
不然，则其必定可以被形如式(6.38)的产生式所置换;显然,置换后得到的产生式
仍然具有和式(6.36)类似的形式.由于所有产生式中不包含任何无用符号，故经过
有限次类似上面的操作后,不 最终一定会被首符号为单个终结符、而剩余符号为
非终结符的符号串所替代.证毕.
借助于上下文无关文法的上述规范表示，可以证明以下两个重要定理.
定理 6.8 对于任意的上下文无关语言 L 而言，存在下推自动机 A。，使

N(Ap)=L.
定理 6.9 对于任意的下推自动机工。而言,存在上下文无关文法 GNFG,使

得 L(GNFG)= N(Ap).
下面仅对定理 6.8给出证明.证明分两步进行.
Q)构造所需的下推自动机.

设所述上下文无关语言心-｛人)由格雷巴赫范式文法 G =(N,T,P,S)所产
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生，即有 L(G)=L,如下构造下推自动机

Ap =({q},T,N,3,q,S,

其中，映射 6如下确定:若在 p中有4-0,则在 6中有8(q,a,A)={(q,y)}.
(2)证明所构造的下推自动机工「确能以空堆栈的方式识别L- {入}.即有

N(Ap)= L成立.
为此，证明一个更一般的结论

S^xp 当且仅当 (q,x,S)片(q',S) (6.40)

这里，xST*以及 BEN*.

首先对 x的长度施用归纳法证明:若(q,k,S)优(q,4，8),则有 S0地.
0

当n=0时,结论显然成立.此时有,x =1,户二5,即5=5.
G

设m =左，左>1时，结论成立.即当(q,x,S)片(心心阳时，有Ap G

下面考虑 n = k +l时的情况.为方便起见,不妨记 k =*，这里，〔田 = k,而
@ 为单个终结符.此时，有

Cq,x,S) (q,ya,S)自(q,a,Bi) 修(9，义，0)
Ap Ap

其中,第一步映射结果由归纳法假设得到，而第二步映射结果则由已知条件得到.根

据第二步的映射结果以及 Ap 中 6的定义方式,知第二步映射适用了 8Cq,a,A)=
{9,周}.其中，力GN为属 的栈顶.由于该步映射的结果是用房 置换了现行堆栈
角中的栈顶人,故若记自=邓2,则执行映射后相应的堆栈内容应为 q=网民.

综上,并根据 S的定义，知在 P中必有4f32.另外，由归纳法假设，有

S 0或1
G

这样，综合两方面的结果，当 九二 k +1时，有

S=>*i = y4Aoy003乩 -
G G

其次证明：若 S W地，则有(q,x,S)
证明方法与上类似，对 x的长度施用归纳法.

当 n =0时,结论显然成立.此时有,％二入，6 =S,即(q/,S)[^-(q,X,S).
设 m ,fc≥l时，结论成立.即当s/月时，有(q,x,s)比(q，入，6) -
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接着考虑 n = k +1时的情况.与前类似,不妨记 x = w，这里，I y|= k，而 a
为单个终结符.我们有

s今或1 = m角令 yap3 B2 二 那
G G

其中，第一步是基于归纳法假设，而后一步则是因为适用了P中的产生式工一。周.
这里,HEN为凡 的栈顶，以及凡=4国邛=应危.
另一方面，根据归纳法假设，有

(q,x,S) - (q,ya,S) 二

其中,第一步映射结果是根据归纳法假设得到的，而后一步映射结果则是因为适用

了根据 尸中的产生式工—4角所确定的映射 8(q,a，人)={(小色)1.
至此，式(6.40)的命题得证.

从上面的证明可以看到，式(6.40)对所有满足 8GN*的 8都是成立的.若取
0=，则有

当且仅当(q,x,S)r-(9，入，1)
即，xSL(G)当且仅当 xGN(力p).
此外，若iGL(G)，则在所构建的下推自动机 中可添加如下的映射

8(q,A,S) 二 {(g,入)}
定理得证.

上下文无关语言分非正则的和正则的两大类.如果一个上下文无关语言是有

限状态语言,则称其为正则的;否则称其为非正则的.非正则的上下文无关语言也
称为严格的上下文无关语言.

对于一个上下文无关文法 G而言，如果其中的一个非终结符 A具有性质

"W*，其中ais e 》+

则称 G是“自嵌入的”，也称非终结符 A 是“自嵌入的”.
一个具有自嵌入性质的文法可以产生形如 uv^xy 的句子.例如，考虑包含下

述产生式组

(1)5^-uAy, (2) A^vAx , (3)A-*w.
的文法，用该组产生式可导出如下形式的符号串

(2) (2) (3)

S令uAy^uvAxy^uv2 Ax2尸…二uv'Ax'尸uv lwx 'y, i≥0
显然，没有一个有限状态自动机能够识别类似上面的符号串集合.

利用上述自嵌入的性质，可以将严格的上下文无关语言和所谓的有限状态语
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言(也即正则语言)两者区分开来.事实上，我们有以下的结论:如果一个上下文无

关文法是非自嵌入的，则由它所产生的语言是一个有限状态语言，可以为有限状态

自动机所识别;否则，由它所产生的语言是一个严格的上下文无关语言.一个严格

的上下文无关语言,仅能够用下推自动机进行识别.
最后,简单讨论一下确定的和非确定的下推自动机之间的关系.如前所述，根

据定理 6.1,确定的和非确定的有限状态自动机对于所接受的语言而言是等价的.
然而，需要注意的是,类似的结论对下推自动机并不成立.可以举出一个反例.例

如，语言 L(G) = {x%R|xG{O,l}* ,严 为x 的倒序串}为下列非确定的下推自动
机 Ap 所接受.这里

Ap = (Q,W,r,台， ,Zo ,0)
其中,Q={qi,q2},£={0, = {A,B,C},Zo = A,而 6为

(1) d(q^O,A) = {Cq^BA)}, 3(/ ,1,C) ={(矶，8),(牡，入» ,
(3) = {(q^CA)}, (4) d(q2,O,B) ={(^2,A)},

6(qi,00 ={(0，班)，F2")},(6) 3(q2,l,C) ={(q2"»,
(7) 台( ,0,C) = {(%,BC) }, (8) 3(% ,义，A )= {(q?,入 )},

3(qi,l,B) ={(qi,a)}, (10) 3Cq2a,A) = {(q2,X)}.
但是，上述 L(G) 二 {0,1}* }不能被任何确定的下推自动机所接受.

理由是显然的.因为 L(G)中的符号串必定具有以下形式:或者可表示为％00”，
或者可表示为 九11”，两者必居其一.这里,xe{0,1} *是符号串中的一个子串.根

据定义,L(G)中的符号串是有对称中心的，且对称中心就在相邻的两个 0或相邻
的两个1的中间.因此，当接收到两个连续的 0或者 1时，必须对其进行考察，看其

是否构成符号串的对称中心.但是，另一方面，子串 x 中也可能包含两个以及两个
以上连续的 0或者1.这也是下推自动机必须考虑的情况.由于上述两种情况在符

号串中出现的机会是均等的，所以，下推自动机必须同等地对待它们.换句话说，当
下推自动机接收到两个连续的 0或者1时，既要考察它们是否构成对称中心，也要
看一下它们是否仅为子串％的一部分.在下推自动机的情况下，上述行为只能以类

似于上面映射 8中的(2)和(5)的形式实现.这就证明了能够接受 L(G) = {xxR\
%E {0,1} * }的下推自动机必是一个非确定的下推自动机.
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6.5 图灵机

在历史上图灵机是作为一种通用的计算模型而被提出的.但在模式识别领域，

它的作用主要是被当作一种用于识别语言的识别装置.与有限状态自动机可用于

识别由有限状态文法所生成的语言、下推自动机可用于识别由上下文无关文法所

产生的语言不同，图灵机是一种通用的识别装置，它可以用于识别由无约束文法

（也即 o型文法）所产生的语言.本节重点讨论与图灵机相关的一些问题.为表述简
便起见，今后用对应英文单词 Turing Machine的头字母拼合得到的 TM来标记图
灵机.

图灵机的结构如图 6.24所示，由一个带读写头的有限控制装置和输入带所组
成.输入带包含无穷多个单元，其左端的若干个单元为输入符号串所占据,而右端

的无穷多个单元中则存放着所谓的“空白符”.空白符是一种特殊的符号，习惯上用

“班”表示.

读写头

输入带

W h a t i s t h i s 例织|劣例

图 6.24 图灵机

由图可见,在结构上图灵机和有限状态自动机是非常相似的.其区别仅在于图

灵机能够通过其所带的读写头更换输入带上的符号,而有限状态自动机则不具有

此功能.

下面,给出图灵机的一个形式定义：

定义 6.19 一个确定的图灵机是一个七元式

Ar =（Q,N/4,「，8,qo,F） （6.41）

其中，

Q为状态的非空有限集合；
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「为带符号表，只有 r中的符号可以出现在输入带上；
》/之「-{骈为输入符号的有限集合，即输入字母表；

织为空白符号，含有仍的带上单元被认为是空的；

qoGQ为初始状态；

F1Q为终结状态集合；
3为QX「到QXrX{L,K}的映射，记为

3：Qx「fQxrx{L,R}
台中的映射具有以下形式

6(q，x) = (p,y,L) (6.42)

或者

3(q,X) = (p,V,R) (6.43)

其中，3(q,X)=(p,Y,L)表示图灵机 Ar在状态 q 读入符号X后，将当前状态
由 q 变为，并用 y对X所在的带单元进行改写,然后将读写头左移一个单元.类
似地,3(q,X)二(p,V,R)表示图灵机 人了 在状态q 读入符号X后，将当前状态
由 q变为P，并用 Y对X所在的带单元进行改写，然后将读写头右移一个单元.
作为对上述图灵机定义的补充，以下几点是需要特别注意的：
(1)启动时，除了空白符号外，只有 2,中的符号可以出现在输入带上.
(2)启动时，图灵机处于初始状态引，由 2/ 中的符号组成的输入符号串被放

置于输入带的左端,而读写头指向其最左端的一个符号.
(3)运行过程中,可以用 r中的带符号对输入带上的非空白符号进行改写.
(4)运行过程中，读写头可在输入带上左右移动.
(5)运行过程中，一旦发现当前状态变为一个终结状态,则立即停机.
(6)根据需要,终结状态集合 F 可由不相交的两个子集 E4 和研 所组成.

其中，FA 称为接受状态集合,而 FR 称为拒绝状态集合.有些情况下，户可以不包
含拒绝状态集合FR.此时，终结状态就是接受状态.
由式(6.41)所定义的图灵机也称作基本图灵机.除了基本图灵机之外，图灵机

尚有若干种变形.限于篇幅,这里不一一介绍.
和有限状态自动机和下推自动机一样，图灵机也有确定的和非确定的之分.
对一个基本图灵机 At 而言，如果其中包含形如
3(q,X)={(pi,Vi,Di),(p2,y2,D2), ，"”，y“，，)}, 八＞2

的映射(即 a为QX「到Qxvx{L,R}的子集的映射)，则称该基本图灵机是非
确定的•其中,0,6 = 1,2,…，九表示读写头的移动方向.可以证明，非确
定的图灵机和基本图灵机是等价的.
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为了更好地描述图灵机的工作过程，引人所谓的即时描述.图灵机的即时描述

由下式给出

ai敦2

其中，q e Q表示图灵机的当前状态,al G (F-｛仍｝)*表示当前时刻输入带上位于

读写头左边的带上符号，而 az e(r -｛为｝)*表示当前时刻输人带上位于读写头右

边不包括空白符号在内的带上符号.注意：a2 的最左一个符号为读写头正注视的

符号.为强调这一点，可在该符号的下端加下划线进行表示.

例如，设

X'Xz，，，X—iq XjX j+1…X“
为当前时刻图灵机的一个即时描述，则该即时描述表示图灵机的当前状态为 q,当
前带上符号串为MX?…X-iXjXj+ i…X"，而读写头正注视的带上符号为 Xj.

若图灵机的 3中存在映射3(q,Xj) = (p, Y,L),则下一时刻图灵机的即时描述将
变为

Xi%… 2 Pxl YXe…X”
即，图灵机的当前状态将由 q 变为P，带上符号X 将被改写为 V,而读写头将左移

一个单元，使 X一]成为下一个被注视的带上符号.

上述对图灵机的操作可记作

X\X2…XirqXKi + i・・・X\ 隽X1X2…XiPM — im+1…xr
这里，为了表示更加简洁，式中省略了下划线.

借助于即时描述可实现对图灵机工作过程的完整描述.

显然，后是一个二元关系，它表示了图灵机从一个即时描述到另一个即时描
述的转换.设 /Q1和 ID2 分别是图灵机的两个即时描述，则按照二元关系合成的
定义，可以有以下表示：

(1) 比JQ 表示经过 n 次转换后图灵机的即时描述由ID】变为 ID2.

(2) ZD】比")2 表示经过至少一次转换后图灵机的即时描述由 ZD1 变为

(3) IDX [^ID2 表示经过若干次转换后图灵机的即时描述由 /5 变为 102・
特别地，在意义明确的情况下，S一中的 可以省略.

从上面的讨论可以看出，用于描述图灵机工作过程的即时描述和有限状态自

动机的即时描述存在许多相似之处.但也存在显著的不同.这些不同源于各自的自
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动机所具有的特点,主要表现在以下几点：
（1）图灵机即时描述中的状态符可随读写头的左右移动而向左、向右双向地

变换位置.相比之下，有限状态自动机即时描述中的状态符只能单向地向左移动.

（2）对图灵机而言，一旦其即时描述中的状态符变为终结状态符，则立即可对

输入符号串做出是否接受的判断.相比之下，有限状态自动机需要扫描完整个输入

符号串，即其即时描述中的状态符被移至最后一个位置时，才能对输入符号串做出

是否接受的判断.

（3）图灵机即时描述中的符号串是（P -｛仍｝）* Q（F-｛纺｝）* 的一个元素，而
相比之下，有限状态自动机即时描述中的符号串是 w；要；的一个元素.换言之,

图灵机即时描述中的符号串中可包含除空白符号之外的任何带符号.这一点是由

图灵机允许用除空白符号之外的任何带符号置换当前带上符号决定的.

下面对图灵机的终结状态做进一步的讨论.

一般情况下,一旦图灵机的当前状态到达一个终结状态，则立即停机，并根据

该终结状态做进一步的判断.如果该终结状态为一个接受状态，则判输入的符号串

为可接受的，否则，拒绝该输入符号串.作为一个特例,在图灵机到达终结状态的时

候，为明确表示将停机，相应映射中表示移位操作的符号（L 或R）将为 0所替代.

此时,不再发生任何移位操作.

综合上面的讨论，可对图灵机的工作过程做如下的概述:启动后，图灵机根据

当前状态和读写头所指向的当前带上符号，由 6映射对读写头所指向的当前带上

符号进行改写并控制读写头向左或向右移动一个单元.上述操作不断进行直至图

灵机到达下列事态之一:① 到达一个终结状态.此时,停机并做如下判断:如果该
终结状态为接受状态，则判输入符号串可被接受,否则,拒绝之； 当前状态是一

个非终结状态，但 6中无相应的映射可以适用.此时，停机并判输入符号串不能被

接受.

下面,以一个实例来具体体会一下图灵机的工作过程.

例 6.18 考虑如下所示的图灵机

3(q°，0)=(q「X,R),
SCq2,Y)=(q2,Y,L),
3(q4 ,0) = ([4,0,L),
8(q2,X) = (q3,X,H),

3(qi,0) = (qi,0,R),
d(q3,Y)=(q3,Y,R^

台(央，%)=(45,V,0),

(2)

(4)

(6)

(8)

(3)

(5)

(7)

At =(Q,2i，%,r,3,qo,尸)
其中，Q= {qo,qi, 42,93,94,15 },£/ = (0,1,X,Y,劣}，尸 = {《5 } ,而
映射台为
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(9) 3( ，X)=(q°,X,R), (10) 台(夕1 ,1)— (q2，Y，L),

(11) 3(42，0) 二( ，0，L)

容易验证，该图灵机所接受的符号串集合为{xl X 二 0"1"，«>!}.

当输入符号串为“0011”时，相应的运行结果可用如下所示的即时描述序列表

示.运行至第 13步时，图灵机到达终结状态 心.这表明:“0011”可以被接受 •

qoOOll津XqiOll 库XOq】ll 仲Xq20yl仲^XOYl
偿XgoOVl ^XXq,Y.辔XX%1 ^XXq2YY

卢XqzXVV ^-XXq^YY 普XXYq3y ^-XXYYq3
辔AXY%

这里，上方小括弧中的数字表示所采用映射在映射集合中的序号 •

最后，讨论 0型文法和图灵机之间的关系 •

首先，对图灵机所接受的语言进行定义.我们有：

定义 6.20 设 At = (Q,W/,勿,raqo,F)是一个 TM,称

L(Ar) = {x\x e 2；且 qo% I^aiqa2 且 q 6 尸且ai，a2 S (T - }

(6.44)

为 Ar 所接受的语言.
与有限状态自动机和正则文法之间、下推自动机和上下文无关文法之间所具

有的等价关系类似，可以证明，图灵机和 0 型文法也是等价的.我们有以下两个

定理.

定理 6.10 设 G = (N,T,P,S)是一个短语结构文法,L(G)为由 G 所产生
的语言，则存在一个图灵机 Ar，使 L(At) = L(G).

定理 6.11 设 L(AQ为一个图灵机 A7 所接受的语言，则存在一个短语结构
文法 G = (N,T,P,S)^L(G) = L(4).

至此，对有限状态自动机、下推自动机和图灵机等三种自动机进行了较为详细

的讨论.除了这三种自动机之外，还存在一种称之为线性有界自动机(Linear

Bounded Automaton,简记为 LBA)的自动机.线性有界自动机是一种非确定的图

灵机，它和上下文有关文法之间存在等价关系.限于篇幅，这里不对线性有界自动

机做更深入的讨论，仅给出如下所示相关的两个定理 •

定理 6.12 设 G = (N,T,P,S)是一个上下文有关文法，L(G)为由 G 所产
生的语言,则存在一个线性有界自动机 A/,使 L(A/) = L(G).
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定理 6.13 设 为线性有界自动机4 所接受的语言，则存在一个上下
文有关文法 6=（z,7,尸,3）,使1（6）="4）-{1}.

6.6 关于语言、文法和自动机的再讨论

在前面几节中，分别对语言（准确地说是形式语言）、文法和自动机进行了讨
论.本节将在前述讨论的基础上，以语言为中心对三者以及三者之间的关系做进一

语言
步的探讨.

/ 粗略地说，语言、文法和自动机三者之间的关系可

形象地用图 6.25进行表示.其中，文法一语言表示语
言可以由合适的文法所产生，语言一自动机表示语言
可以为一定的自动机所识别，而文法台自动机则表示

文法<==>自动机 在文法和自动机之间存在一定的等价关系.

图&25 语言、文法和自动 关于文法和自动机之间所存在的等价关系，前面

机三者关系 已有详述.这里,仅讨论文法和语言以及自动机和语言
的相关问题.

6.6.1 语言的命名

给定一个文法可以产生由这个文法所描述的语言.对语言的命名可以依据产

生语言的文法来进行.参照 Chomsky对文法的分类，将由短语结构文法所产生的
语言称为短语结构语言（简记为 PSL）,将由上下文有关文法所产生的语言称为上
下文有关语言（简记为 CSL）,由上下文无关文法所产生的语言称为上下文无关语
言（简记为 CFL）,而将由正则文法所产生的语言称为正则语言（简记为 RL）.

但是需要注意的是，这样的命名方法并不严格.因为有时候同一个语言可能可
以由几种不同类型的文法所产生.

例如，考虑短语结构文法 G° =（N,T,P,S）,其中，N= {S,A},T= {0,1}以
RPdl）S^QAlA2）A^Q0Al,（3）A^X.

由该文法所产生的语言为

L(G°) = {x|x = 0T,心1}
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按照上面给出的语言命名方法,似乎可将该语言看作是一个短语结构语言.然

而,这显然是不合理的.因为我们不难验证:上述语言实际上也可由一个上下文无
关文法 62 = 3",p，5)所产生.其中，z={5,4},r={0,1}以及 P：(l)Sf
051,(2)Sf01.

鉴于此，一般的做法是在这种情况发生时将相应的语言命名为由受约束最多

的文法所产生的语言.例如，在上面的例子中,称语言{自％ = 0"1"， }是一个上

下文无关语言.

对一个语言的命名是重要的，因为它可能涉及对一个语言进行识别时所采用
的方法.例如,对语言《xb= 0'r，九＞1}而言,我们仅需构造一个能够识别它的下
推自动机就可以了，而不必去构造一个似乎更复杂一些的图灵机.

6.6.2 从语言构建自动机

实际中，很多待求问题可以转化为对一个已知语言的识别问题.

例 6.19 考虑一个图形模式的识别问题.其中，待识别图形模式如图 6.26第
2行所示.

图 6.26 图形模式的基元选择和串表达

现在，我们希望设计一个能够对这些图形模式进行识别的自动机.为此，选用
图中第1行所示的图形部件作为基元(分别用符号 a、b、c、d 表示).这样，第 2行
中所示的各图形模式可用第 3行中对应的符号串进行表达.对所得到的各符号串
进行归纳整理，不难发现:图中所示的图形模式类可用形式语言

L = {x\x^ can dbn ,n^Q}
进行描述.注意:这里为了简化对问题的处理，在形成相应的符号串表达时,遵循了
以下原则，即首先从图像中找到图形基元 c,然后沿顺时针方向不断寻找新的图形
基元直至找不到与已有图形基元相链接的图形基元为止.这样，经过若干非语言学
的图像处理步骤和形式化处理后，我们把一个图形识别问题转化成了一个语言识
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别问题.接下来，为了完成所需要的识别任务，只需要根据已得到的已知图形模式

类的形式语言表示构建一个能够识别该语言的识别器即可.正如我们已看到的那

样,这样的识别器可以是一个自动机.

那么，在给定一个语言的情况下，如何构建一个能够识别该语言的自动机呢?

显然，有两个问题必须解决:① 选择一个合适的自动机类型; 根据所选择的自动

机类型，构建一个能够识别给定语言的自动机.

第一个问题的解决有赖于对给定语言的了解.如果已知语言的类型，则我们可

以据此选择一个合适类型的自动机作为设计目标.例如,给定语言如果是一个正则

语言，则可以任选一种类型的自动机进行设计，如果是一个上下文无关语言，则可

以从下推自动机、线性有界自动机和图灵机中进行选择，……，如果是短语结构语
言，则只能选用图灵机，等等.当有多种选择时，则可根据实际需要（例如，从设计的

难易程度和执行的效率等方面考虑）,权衡利弊后做出决定.一旦选择了希望构建

的自动机类型，接下来的任务只有一个,那就是具体构建一个能够识别给定语言的

自动机.应该说，该问题没有系统化的解决方案.问题能否得到解决在很大程度上

取决于当事人的智力和技巧.但也有一些一般性的设计思路可供借鉴.

下面，以例 6.19为例,考察一下如何构建所期望的自动机.

在本例中，由于语言 L =｛x\x^can dbn,m>0｝是一个上下文无关语言（做出

该论断的理由在下一小节给出），故可选择设计一个下推自动机来识别它.不妨将

待构建的下推自动机记为

Ap = ，8,qo,Zo,F）
令 =｛a,b,c,d｝,r 二｛ ，力，C｝以及 F = 中，

的设置是显然的，而对 Q和P作上述设置的理由稍后会看出.另外，令 尸二中是因
为希望以空栈方式接受输入符号串.

为了确定 3,对该语言的特点进行分析.注意到:该语言中的句子具有一定的

对称性.为处理方便起见，利用这种对称性将句子划分为c” 和db"，n>0两个子
串，并分别用碘 和 q2两个状态与之对应.

下面来具体确定 8.

首先,由于该语言生成的句子必须以符号 c 开头,故为了满足这个要求，可在

6中引入

（1）a（qo，c,Z°）=｛（qi,CZo）｝ ——发现头符号 c；

其中,状态由 q。变为 班 表示已在句子中发现了头符号 c,而对堆栈内容作如

此设置则是为了其后在句子中读到符号 d 时对d前面已读到的一个符号是c还是

0 加以区分.
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由于符号 a 在句子中要么出现在头符号c之后，要么出现在符号 a 之后，故应

在 8中引入针对这两种情况的映射：

——在头符号 c后发现a；

(3) 6(qi,a,A)={(qi,A4)} ——在符号 a 后发现a；

这里，之所以要在两种情况下在堆栈中压入力，是为了计数符号 a 在句子中

出现的次数.另外，保持状态 外 不变则是为了表示当前符号属于句子的前一个

子串.

另外，针对符号 d 在句子中要么出现在符号a 之后，要么直接出现在头符号 c

之后的情况，在 台中引入如下两个映射：

(4) 3(41,d,A)={(失，力)} 在符号 Q 后发现d；

(5) ,d,C)— 在头符号 c后发现d；

其中，将状态由 0 变为 42是为了表示已进入对句子后一个子串的处理•为了

后续对符号 b进行计数的需要，(4)维持当前堆栈内容不变.此时，堆栈中所存放的
堆栈符工的个数正好和句子前一个子串中已出现的符号a 的个数相等.另外，(5)
对应于m =0的情况.它在栈顶为 C、当前输入为 d 的情况下，将 C弹出，表明：当
前已扫描完的子串是符合要求的句子 cd.

读入符号 d 之后，接下来要做的工作就是检查其后读入的子串(如果有的话)

中是否包含应有个数的符号 6.为此，在 台中引入下面的映射：
(6) 6(q2,b,A)={(q2,入)} 发现符号 b；

该条映射的目的很明确,就是计数句子中符号 b的个数.计数操作通过将当前
栈顶的 A 弹出实现.

如果读完句子中所有的符号 b后,当前的栈顶为 C,则表明出现在句子中的符

号 a 的个数和符号 b的个数是相等的且当前已扫描完的子串是符合要求的句子.
此时，可通过弹出 C对上述事实予以确认.故，在 8中引入下面的映射：

(7) 6(42,a()={(92,入)} ——符号 Q 的个数和符号b的个数相等；
显然，将 C弹出后的栈顶如果是Z0,则输人句子是满足要求的句子这一点将

最终得到印证.故引人下面的映射使堆栈成为空栈.

(8) 3(42,2，Z0)二 {( q(),1)} 句子符合要求.

至此，我们得到了以空栈方式接受输入符号串集合(xb 二 CQ" dbn,">0}的
确定的下推自动机.为了给读者一个整体的印象，重写所得到的下推自动机于下.

Ap — ,8,q°,Zo,F)
其中，Q-{qo,qi,q2) ={a b c d} r— {Zo,A,C},F= 而 台为：

(1)台( qo,c,Zo)={(qi,CZ°) } —发现头符号 c；
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(2) S(q1,a,C)={Cq1,AC)} ——在头符号 c后发现a；

(3) 6(qi,a,A)= {(矶，A4)} 在符号 a 后发现a；

(4) 8(qi,d,A)={(q2,A)} 在符号 a 后发现d；

(5) S(q,,d,C)^{(q2,^} ——在头符号 c后发现d;

(6) 8(92,8,4)={(央")} ——发现符号 b;

(7) 8(42",0 ={(央")} ——符号 a 的个数和符号b的个数相等；
(8) 6(“2,入，Zo)= {(40,4 )} 句子符合要求.

显然，如果令尸二{电},则上述下推自动机也可以终结状态的方式接受语言 L

= {x|x = can dbn ,八》0}.
最后顺便指出，在例 6.16中我们也曾讨论了 L ={x\x = candbn,m>0}的识

别问题，给出了相应的下推自动机.两个下推自动机的效果显然是一样的,但与本

例不同的是，例 6.16中给出的是一个非确定的下推自动机.

6.6.3 语言类型的确定

前面已看到，确定一个给定语言的类型是非常重要的.知道一个语言的类型，

可以使我们能够对症下药，采用与之对应的识别器来识别它.反之，如果不知道一
个语言的类型，那么，为保守起见，我们只能用一个图灵机来识别它.如果选择了错

误的自动机类型，例如，一个语言是上下文无关语言,却企图选择用有限状态自动

机来识别它，则结果只能是无功而返.因此，如果有方法能对一个语言的所属类型

做出界定,则是我们非常希望的.那么，这一点是否可以做到呢？如果不能完全做

到的话，可以做到什么程度呢？显然，这些都是我们想了解的.

对于一个给定的语言，我们可以通过实际构建一个能够识别它的自动机而对

该语言的所属类型做出一定的界定.例如，如果可以构建一个下推自动机实现对语

言{刈x 的识别，则表明语言{x|x =(ry ,及》1}至少可称为是上下

文无关的.但是，上述结论对判断该语言是否也是一个正则语言则并无多少帮助.

而且,既然已经构建了一个能够识别它的自动机，从应用的角度考虑，这个语言究

竟属于哪一类语言似乎就不那么重要了.因此,在很多情况下确定一个语言不是什

么语言也许更有实际意义.例如，如果知道一个给定的语言不是正则语言，则在构
建能够识别它的自动机的时候，就可以不选择有限状态自动机.或者，如果知道一

个给定的语言不是上下文无关语言,则在构建能够识别它的自动机的时候,就可以
不选择下推自动机.等等.幸运的是，从各类语言所具有的性质入手,这些目标在一
定程度上是可以实现的.

下面将给出对于判定一个语言不是什么语言非常有帮助的几个定理.为便于
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理解，我们从一个例子谈起.

例 6.20 考查语言 L = {xb= 0"1"， 是否可用有限状态自动机进行
识别.

首先分析一下该语言的特点.易见，该语言中所包含的句子具有某种“对称
性”，即句子中所含符号 0 和 1的个数必须相等,且符号 0出现在符号 1之前.这
样，为了识别该语言中的句子，必须记住已读入的子串中所包含的 0的个数.注意：
符号。的个数可能是无穷的.在下推自动机的情况下,可以用堆栈来实现上述记忆
功能.但是,对有限状态自动机而言，类似的记忆功能是无法实现的.因为有限状态
自动机只能通过设置状态的方式实现记忆，而且可以使用的状态数是有限的.因
此,无法用任何一个有限状态自动机实现对例中语言的识别.
下面,给出结论的一个严格证明.用反证法.设存在一个确定的有限状态自动

机4/=(。，2/，6,4。，f)能接受语言乙 ={zb=0"r，m＞1},即 L(Af)=Lf^
中, 的状态数为左.现考察将 0"1"，律＞k 作为输入时 的动作.由于假定
0U","＞左 可以为4/所识别，故必存在一个终结状态 GF,使 Af从初态终结
状态qo出发，经过若干中间状态后最终到达终结状态的.这一过程可以用图 6.27
表示.

P P qf

I I I I
U V W y

图 6.27 输入符号串 时4『的动作过程之图示

因 故 Af读完前几个。的时候，其间所经过的状态中必有重复的.不妨
设有重复的其中一个状态为 P，而 p第一次出现的位置为如＜%,最后一次出现的
位置为因，九1V叼 n.这样，依据 小 和力，可以将输入串 onr 划分为如图所示
的四个子串 uvwy.其中，根据 孙 和 叼的具体取值，以和 W 可以是空串.由于
MuwyWL,故显然有|uvw|=|y|= n成立.

依据假设，对“也"，我们有

§(q0 ,uvwy)= ,vwy) = 8(p,vwy)

= 6(8(p,u),wy) 二 SCp,wy} — qf

现构造符号串m/缈，收2,并将其输人到4中.如图 6.28所示,此时有
SCqo^uv^y)= $(§(q0 ,vlwy) 二

- 6(6(p,v),u’t wy) = 8Cp, wy)
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二 3(3(p,u),/-2 wy) = §(p,vi-2 wy)

- … - 8(p,vwy)

- 8(8(p,y),wy) = 3(p,wy) 二 q/

即推出 也能为 Af 所识别.

40Ppp P %

I I I I I I
000000000000000000111111111111
yyy' v

u v v v w y

图 6.28 输入符号串“vUy,iN2时 4f的动作过程

但是，由于 v非空，故|v|>0,以及|V1'|= i|v|>|v|，从而推出|uv'w|>

I = I田，i>2.这意味着 0和 1的个数不相等的符号串也能为 Af所识别.显
然,与假设 L(A『)= L矛盾.这表明假设是不能成立的，即语言 L ={x|x = 0"1"，
九>1}不是正则语言,不能用有限状态自动机进行识别.证毕.
将上面例子的结论一般化,可得到下面的定理.

定理 6.14(正则语言的泵引理) 设 L 是一个正则语言，则存在(依赖于 L

的)正整数 k,使得对于任何门》2CL,只要|x| ,就一定存在非空的 u 和x 二

使对于任何 1>0,都有 yluviwy2EL.
这里的正整数 上的取值与能够识别L 的有限状态自动机所具有的状态数有

关.我们知道，在所有能够识别 L 的有限状态自动机当中，必存在一个或一个以上

的有限状态自动机具有最小的状态数.定理中正整数 k 的最小取值正好就是这样

的最小状态数.

上述定理的直观解释是:给定一个属于正则语言 L的句子，任意截取它的一

个子串，只要该子串的长度足够长，就一定可以从中找到非空的子串 V,使得删除

(也称泵出)u 或任意多次膨胀(也称泵人)”所得到的新句子仍然属于L.

定理的证明是简单的，可以仿照例 6.20给出.

设4片(Q,》，，3,州，尸)是一个能够识别 L 的状态数为 k 的确定的有限状

态自动机，即 ,则对于任何 力解2 E L,在 中必存在中间状态 qi6

Q、央GQ和终结状态分6户,使

8(40，%孙2)= 8(8(40,%),孙2) = 3(41,町2)
= ,x),%) = 8(42,V2) 二

成立.又因L的状态数为匕故若 I x I ,则当A,读完子串％的时候，其间所经过
的状态(包括开始读 4时的状态 qi 和读完 x 后的状态 q2 )中必有重复的.不妨设
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有重复的其中一个状态为 P,则依据第一次出现状态 P时当前符号所在的位置和
最后一次出现状态p时当前符号所在的位置,可以将 X 划分成由 UVW 表示的三个
子串•其中，u 非空且进入和离开该子串时 的状态均为p,而 uESi 和
可以是空串.

现考察将以 UV1 wy2, 输入到 Af中的情况.
显然，当 i 二1时，由于 力孙2 = yi uvwy2以及力移2金e，故 yi uvwy26L.
当 i =0(即将 y从力移2 二 yi uvwy2中删除)时，由于

S(qo » Jiuwy2)= > yi)» uwy2) 二 §(qi » uwy2)
二 3(8(qi,iz),纱2) = 3(p,”2)
= w),y2) - S(q2,y2) = qf

故推出 yi uwy2 可被 4/接受，即 yi uwy2G L.
而当 i>2时，由于

台(夕0，为"/纱2)= 纱2) 二 8{q1,uviwy2}
~ 6(3(<71,")，/纱2) = 8(p,v'wy2)
二 •••二 8(p,y约2)

= 》(8(p,U),缈2) - 8(p, 旷2)

- 6(S(p,w),y2) = 3(12,y2) — qf
故推出以k/"2,2>2也可被 Af 接受，即 yi 证毕.

实际中经常使用的是上述泵引理的否定形式.它可以用来指明哪些符号串集
合不是正则语言.

定理 6.15 设 L是一个符号串的集合，若对于所有的正整数上，存在 为 92

CL,b|>左,且对于满足 x = "Y收的任意非空的 y,存在某个选定的 i)0,使得
月uvlwy2gL,则称 L不是一个正则语言.

作为定理 6.15的一个应用，我们来看下面的例子.

证明集合 L ={小*眇，/〉小2],九>1}不是一个正则语言
证明 对任意的正整数3取 k = +1

、％="和％ = c2 构成符号串 yi 孙2

GL,显然,此时有|4|二 上.满足％= uvw的非空的 u 可表为 取 i
=3,则有 力 uvl纱2 = #+1 b3i+k->c2^j^k.^^j+ k-j= 2j+ k>k +1,故
根据 L 的定义，知 月a/s2=小+1/尸灯2sL.由定理6.15,集合 L ={albmbn,

不是一个正则语言.证毕.

对上下文无关语言而言，也存在类似上面的泵引理等定理.我们将相关的定理
整理、罗列于下.但限于篇幅,不再给出证明.
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定理 6.16（上下文无关语言的泵引理） 设 L是一个上下文无关语言,则存在

正整数3使对于任何 z6L,只要|z|23就可将 z 用 5个子串表示为 z =

uuvvxy,这里，|vx|≥l,|vwx|Ck,且对于任何 i>0,都有w小 wSyGL.
上述定理的直观解释是:给定一个属于上下文无关语言 L 的句子，只要该句

子的长度足够长,就一定可以从中找到两个相距不远的子串 v 和％（其中一个非

空），使得删除（也称泵出力和光或在 y和x 原来的位置任意多次膨胀（也称泵入）

v 和x所得到的新句子仍然属于L.

与正则语言的情形类似，实际中经常使用的是上述泵引理的否定形式.它可以

用来指明哪些符号串集合不是上下文无关语言.

定理 6.17 设 L 是一个符号串集合,若对于所有的正整数3存在 zeL,

[ z| ，且将 z表示为 z = uvwxy时，对满足条件〔以|）1和|P物|≤上 的 z的任

意划分，存在某个选定的 i>0,使有以黄 松 则称 L不是一个上下文无关语言.

下面用一个例子来说明定理 6.17的实际应用.

例 6.22 证明集合 L =〈ss|s6{0,1}* }不是一个上下文无关语言.

证明 对任意的正整数 A,取 z=0&1"0"?eL此时,显然有 I z| .为方便后面

的叙述，将出现在z= 0人 ? 9* tGL中上划线位置的0和1分别称为前面的0和1,记

为 0和1;而将出现在下划线位置的 0和1分别称为后面的0和1,记为 0和 L

将 z表示为z=心3孙,则满足条件〔 以|>1和| 的z的任意划分大
致包括以下两种情况：

（1）v或x包含两种符号.此时，可进一步细分为以下几种情况.
la.v包含若干个连续的 0和 l,x包含若干个连续的i或为空.
lb.v包含若干个连续的1和 0,%包含若干个连续的 0或为空.

lc.v包含若干个连续的 0和 1，x 包含若干个连续的 1或为空.

Id.v包含若干个连续的 0或为空,％包含若干个连续的 0和1.

Ie.v包含若干个连续的 I或为空,％包含若干个连续的 I和 0.

If- u包含若干个连续的 0或为空,％包含若干个连续的。和 4
不论是上面哪种情况，当取 i = 2时，h俨 松2 y必定具有 0kly20叼A40k5P6的

形式.其中，上1,左2,k3,1，左5,左6>0.显然,0N&20及31k

（2）v 和x仅包含一种符号.此时，也可进一步细分为以下几种情况.
2a.v 和％都只包含连续的 0（或连续的1或连续的 0或连续的 1）.其中，u 和

1中的一方可为空.
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2b.V 包含连续的 0,x包含连续的1.其中，V和x 中的一方可为空.

2c.v包含连续的 1,工 包含连续的 0.其中，v和4 中的一方可为空.

2d.v 包含连续的 包含连续的 1.其中，v 和x中的一方可为空.

取 i=0,则不论是上面哪种情况,n俨 wx°y=uwy 必定具有。内因灯h的形式.
其中，kl和 左3以及 k2和 上4至少有一组不相等.此时，显然有0打产)31k4

综合上面的讨论，由定理 6.17,集合，= ( ss|sG{0,1}* }不是一个上下文无

关语言.证毕.

6.7 句 法分析

本节讨论与句法分析有关的几个问题.正如我们在前面所看到的那样,句法模

式识别系统的主要任务之一就是要设计一个句法分析器，使其能够对输入模式进

行剖析，从而确定输入模式的所属类别，并给出其结构描述.完成上述任务的途径

主要有两条:一是确定一个文法,看输入模式能否由该文法所生成;二是构建一个

自动机，看输入模式能否被所构建的自动机接受.前者称为基于文法的句法分析,

后者称为基于自动机的句法分析.对于后者，我们已经花费了较多的篇幅对其进行

了较为详尽的描述.本节主要对前者进行讨论•我们对基于文法的句法分析方法本

身及其相关算法感兴趣.

给定一个文法 6=(',t田,5)和一个符号串％,如果能由起始符 S出发，通

过适用文法中的产生式 P最终导出给定的符号串九，则说 x属于给定文法所对应

的模式类,否则说 x不属于给定文法所对应的模式类.如果 G 是一个上下文无关

文法，则上述导出过程可以用一个导出树表示.
例 6.23 考虑文法 6=(n,丁,尸,5),其中，a={5,w，丁={4"，o，+ ,* },

以及 P：

(1)S^T, (2)S^S+T, (3) T^I, (4) T—T*/,
(5)ia, (6) b, (7) /fc.

这是一个上下文无关文法 0 b + c^a + b 是可由它导出的一个句子,

相应的导出树由图 6.29给出.

由图可见，可以将整个导出树收纳在一个三角形框架内.其中，起始符 S位于

三角形的顶点处，而符号串 x =a^b+c^a + b位于三角形的底部.显然，有两种
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方法可确认符号串 x =a^b+c^a + b能否由文法G =（N,T,P,S）所导出.一
种方法即是从三角形顶点处的起始符 S出发,通过适用文法中的产生式逐个地置
换所遇到的非终结符以期最终到达三角形的底部，导出给定的符号串.另一种方法

则是从位于三角形底部的符号串出发反向地适用文法中的产生式以期最终能到达

三角形顶点处的起始符 S.为方便记忆，通常将前者称为自顶向底的剖析,而将后
者称为由底至顶的剖析.但是，从剖析的工作内容来看,将前者称为正向剖析、将后

者称为反向剖析似乎要更合理一些.本书采用后面一种命名方法.

下面以正向剖析为例，看一下它的具体工作过程.

一个纯正向的剖析过程完全是目标导向的.起始目标是起始符 S,被分析的符
号串无 相对于给定的文法G =（N,T,P,S）而言是一个句子.剖析的第一步是考察
S能否被P中的某个产生式的右端所置换.如果在 P中有

S-X1X2…X.
则尝试用XlX2-Xn 置换S.对每个 Xi，i=1,2,…，九，做以下处理:如果X,是一

个终结符,则将其保存起来以便在后续步骤中对其作进一步的考察.如果 X,是一

个非终结符,则建立一个子目标.上述过程称为“搜索”.对每一个子目标,执行类似

于上面的操作看其能否被 P中的某个产生式的右端所置换.上述过程不断重复，
直到所有的非终结符（即所建立的子目标）被终结符所置换.然后，将这样得到的全

部由终结符组成的符号串（显然，它是 G的一个导出）与 x 进行比较.比较时，按从
左到右的次序（或者反过来）依次检查每个终结符是否与 x中对应位置的符号一
致.如果所有终结符均与 x中对应位置的符号相同（称导出的由终结符组成的符号
串与 x相匹配），则判符号串％可以由文法G 所导出.否则，在检测到的第一个不
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相同的终结符处执行“回溯”处理.检查导出该终结符的子目标有无别的产生式可

以适用.若有，适用它并对本次导出得到的新的终结符进行检查看其是否满足要

求.执行上述操作并在必要的时候进行“回溯”和“搜索”处理直到导出正确的终结

符或确认导出操作失败为止.在导出成功的情况下，继续检查其后的终结符，而在

失败的情况下则放弃本次导出，转而尝试别的选择.

不断进行上述的“搜索”和“回溯”处理，直到下列事态之一发生:① 某次导出

的符号串与 x 相匹配.此时，判符号串1可以由文法G所导出； 在尝试了所有

可能的选择之后，仍未导出所需要的符号串.此时，判符号串 ％ 不能由文法G 所
导出.

反向剖析的工作过程与上面正好相反.它从被分析的符号串 x开始，反向适用

产生式以期对 x中的符号进行置换.换句话说,通过对 x 进行探查以寻找其中与P
中某个产生式的右端相同的子串，然后将这些子串用相应产生式左端的符号进行

置换.不断地对置换后的符号串重复上述处理直至下列事态之一发生:① 经最后

一次置换后到达起始符 S.此时，判符号串 x 可以由文法G所导出; 未达到起始

符 S,且不再有可能的置换发生.此时，判符号串％不能由文法G所导出.与前述的
“回溯”操作类似,当发现某个置换无效的时候，可尝试其他的置换.

从上面的陈述可以看到，上述两种剖析方法都具有较大的盲目性.特别是当被

分析的符号串很长的时候，这种盲目性导致算法的效率可能是非常低下的.剖析所

需的时间近乎达到按指数律计算的程度.

6.7.1 正向剖析过程的树表示

正向剖析过程可以借助生长树的概念进行表示.为简单起见，以上下文无关文

法 G = (N,T,P,S)为例进行说明.树从树根开始生长，随着剖析过程的不断深
入,树也不断长大.这里所谓的树由按照一定规则相互连接的节点组成，树的每一

个节点对应于剖析过程中的一个导出式.起始符 S是这个树的树根,也是最初的导
出式.节点分叶节点和非叶节点两大类.叶节点对应的导出式全部由终结符所组

成，而非叶节点对应的导出式则至少包含一个非终结符.树在每一个非叶节点处可

发生分叉.分叉方式有多种,深度优先方式是其中的一种.分叉方式不同，树的生长
过程也不同.下面以深度优先方式为例对树的生长过程进行说明.假设树经过生长

后到达当前的非叶节点.若当前非叶节点所对应的导出式中含有多个非终结符，则原

则上从该节点可分出多个分叉，但深度优先方式规定首先从导出式中的最左一个非

终结符开始分叉.长出的新节点对应的导出式由该非终结符和 P中对应的产生式所
联合确定.为便于说明，不妨设当前非叶节点所对应的导出式为ma,其中， ,
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ZWN,a6(NUT)* ，若 P中左端为4的产生式共有 几个，分别记为(s)4-*功，1

=1,2,…,m,其中国G(NUT)+,而①，i =1,2,…，n为标号，则原则上可由当前非
叶节点长出几个导出式分别为 m自a,i=l,2,…，1的新节点.但在深度优先方式下,

一般选择仅长出一个新节点.具体选择先长出哪个节点可视求解问题的需要而定.其

中的一种方案是在可选的产生式中选择具有最小序号的那个产生式.记标号即，i =
1,2,…，相 中最小的一个为 G1nin,对应的产生式为(a喻) AtSmin，则首先长出的新节
点对应的导出式为 w6的*当新节点是一个叶节点时，停止生长并返回父节点，而当
新节点是一个非叶节点时，则就地按深度优先方式继续寻找新的分叉点.在选择回到

父节点的情况下,将在剩余的可选产生式中按照最小序号原则选择下一个分叉点.当
可选产生式不存在时返回上一级父节点并重复上面的动作.

随着上述分叉一返回一分叉过程的不断进行，树将不断长大.

将前述正向剖析过程和上述树的成长过程进行对比不难发现，生长树表示中的
分叉和返回操作分别相应于正向剖析过程中的“搜索”和“回溯”操作，生长树表示中
的“长出一个新节点”相应于正向剖析过程中的“建立一个子目标”，而生长树表示中
的每一个叶节点则对应着一个可以由所述文法生成的符号串因此，借助于生长树表
示完全可以实现一个正向剖析过程.所需要做的工作就是利用给定的产生式不断生

成相应的符号串并将其与待识别的符号串进行比较以确认是否可以接受该符号串.

6.7.2 先验规则引导的树正向剖析算法

前面已经看到，无论是正向剖析还是反向剖析,其算法的时间效率都是很低
的.因此，如何采取措施以减少算法的执行时间就是非常重要的一个问题.设计新
的高效算法当然是解决问题的一个途径.除此之外，对已有算法进行适当改进，特
别是在选用产生式的时候，适时放弃选择那些没有希望的产生式对于提高算法的
时间效率将是非常有帮助的.实践证明,针对实际问题，从一些简短而有效的考察
当中提炼出来的产生式选用规则对于帮助判断哪些产生式是有望的产生式是大有
裨益的.为叙述方便起见,将这些从实际中抽象出来的、可用于指导产生式的选用
以达到控制剖析过程的规则称为先验规则.

有效的先验规则在很多情况下是与具体问题直接关联的.但是，也存在如下所
示的一些具有普遍意义的先验规则：

(PR1)若适用某个产生式会导出被分析的符号串中没有的终结符，则应放弃
适用该产生式.

例如，在例 6.23中，若设 x = a * b * c,则在导出过程中可考虑不选用第(2)

条产生式.因为，若选用S-S+ T,则会导出 x中不存在的终结符+ .
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(PR2) 设 w 为剖析过程中由某个产生式所导出的导出式,其中， T+ ,则
当 鼓的长度和被分析的符号串的长度不相等时，应放弃适用该产生式.

(PR3) 设 w 为剖析过程中由某个产生式所导出的导出式,其中， T+ ,
aGN+(NUT)* ，则当 以与被分析的符号串对应位置处的终结符串不一致时，应
放弃适用该产生式.

(PR4) 只要 G不是一个严格的无约束文法(即 G是一个正则文法，或是一个
上下文无关文法，或是一个上下文有关文法),则当适用其中的某个产生式导出的
符号串的长度大于被分析的符号串的长度时，应放弃适用该产生式,即使在导出的
符号串中包含非终结符的情况下也是如此.

形如 A-^Aa的产生式可以引出无穷左循环,这里,ae(NUT)*.同样,形如
的产生式可以引出无穷右循环.对正向剖析而言，如果对这样的无穷循环

不加以处理，结果可能是致命的，它可使剖析过程永无休止地继续下去.解决这个
问题的途径是:利用先验规则 PR4,当在剖析过程中发现某次导出得到的符号串的
长度大于被分析的符号串的长度时立即停止后续子目标的执行.

此外，根据所处理实际问题的特点,通过引入附加的先验规则也是提高算法时
间效率的一种有效途径.

下面，举一个实例说明如何使用先验规则来简化和加速剖析过程.
例 6.24 试利用正向剖析算法判断符号串 x = a + b c 可否由例 6.23中的

文法 G = (N,T,P,S)所导出.
显然，因原产生式中包含 S^S+ T 和Tf T* /,故它可以产生无穷左循环.

正如前面所指出的那样,如果对这种情况不加以处理，结果可能是致命的，它有可
能使所期望的剖析过程无法完成.但是，幸运的是,引入上述先验规则后，情况将得
到很大的改观.我们将看到，它可以很好地帮助我们完成给定的剖析任务.
为帮助理解如何构建所需要的生长树以及如何利用所构建的生长树完成所期

望的剖析任务,引入如下所示的一些标记：

用几^记一个节点,其中的 ％ 是所述节点的标号.起始节点用 S 表示.此
外，用n表示派生或导出，用(m)表示标号为 m的产生式，用

(i + Va + T

〈 i〉/ +T，g
e

表示由导出运算产生的分叉.其中，区)表示可选择但尚未执行的导出运算结果.
用于实现本例中给定正向剖析问题的生长树如图 6.30所示.
整个剖析过程如下：
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目标是 S(即从起始符 S出发)，有(1)和(2)两个产生式可选，至〈1〉.

a

〈4〉b

<5>c
<8)a * I

<7>7* / b* /

<10>c * /

〈6〉T* 〈13〉a * / * /
〈12〉/* / * / 〈14〉b* / * /

〈11〉T* /*I
〈15〉c * /* /

l〈16〉T* /* Z* /

〈19〉/+ T
〈18〉T+ T=X

〈17〉S

I®
I®

〈22〉a + a
〈21〉。+ I 〈23〉a + b

〈24〉a + c
'〈27〉a + a * /

@〈20〉a +T/ 〈29〉。+ b * a
〈26〉。+ I * /=>v〈28〉。+ b * / 〈30〉。+ b * b

〈25〉。+ T * /=>*
〈31〉。+ b * c

I®
I®

去@

图 6.30 符号串 x = a + b*c的正向剖析过程

<1〉：按照约定(即，从可选的产生式中选择具有最小序号的那个产生式.下

同)，选(1),用了置换S,得导出式 T.后续子目标是 T,有(3)和(4)两个产生式可

选，先至〈2〉.

〈2〉：按照约定，选(3),用/置换了，得导出式/.后续子目标是/，有(5)、(6)和

(7)三个产生式可选，先至〈3〉.

〈3〉：按照约定，选(5),用 a 置换/，得导出式 a.由于 a 的长度为 1,与 x的长
度不相等，故根据先验规则 PR2，放弃本次导出.搜索别的可适用产生式，至〈4〉.
〈4〉：按照约定，选(6),用 b置换1，得导出式 从由于 b的长度为 1,与 x的长
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度不相等，故根据先验规则 PR2,放弃本次导出.搜索别的可适用产生式，至〈5〉.
〈5〉：按照约定，选(7),用 c 置换/，得导出式 c.由于 c 的长度为1,与 x 的长

度不相等，故根据先验规则 PR2,放弃本次导出.因此时已无待处理的候选产生式，

故执行“回溯”操作至〈6〉.

〈6〉：用7*/置换7,得导出式 T*L后续子目标是 T,有(3)和(4)两个产生
式可选，至〈7〉.

〈7〉：按照约定，选(3),用 /置换 T,得导出式 /*/.后续子目标是 /,有(5)、

(6)和(7)三个产生式可选，先至〈8〉.

〈8〉：按照约定，选(5),用 a 置换1，得导出式 a * /.由于 a * /的前两个终结

符Q *与 x 对应位置处的终结符不相同，故根据先验规则 PR3,放弃本次导出.搜
索别的可适用产生式，至〈9〉.

〈9〉：按照约定，选(6),用 b置换/，得导出式 6 * /.由于 b * /的前两个终结

符b *与4 对应位置处的终结符不相同，故根据先验规则 PR3,放弃本次导出.搜

索别的可适用产生式,至〈10〉.
〈10〉：按照约定，选(7),用 c 置换3得导出式 c * 1.由于 c * /的前两个终结

符 c * 与又 对应位置处的终结符不相同，故根据先验规则 PR3,放弃本次导出.因
此时已无待处理的候选产生式,故执行“回溯”操作至〈11〉.

按照约定，选(4),用 T* / 置换 T,得导出式 T* /* /.后续子目标是

T,有(3)和(4)两个产生式可选，先至〈12〉.
〈12〉：按照约定，选(3),用 /置换 T,得导出式 / */ */.后续子目标是 /,有

(5)、(6)和(7)三个产生式可选,先至〈13〉.
〈13〉：按照约定，选(5),用 a 置换，，得导出式 由于a*/* /的前两

个终结符 a *与％对应位置处的终结符不相同，故根据先验规则 PR3,放弃本次导
出.搜索别的可适用产生式，至〈14〉.

〈14〉：按照约定，选(6),用 b置换3得导出式b*/*/.由于b*/* /的前两

个终结符 b *与 又 对应位置处的终结符不相同，故根据先验规则 PR3,放弃本次导
出.搜索别的可适用产生式，至〈15〉.
〈15〉：按照约定，选(7),用 c 置换/，得导出式c*/*/.由于c*/* /的前两

个终结符 c *与 x对应位置处的终结符不相同，故根据先验规则 PR3,放弃本次导
出.因此时已无待处理的候选产生式，故执行“回溯”操作至〈16〉.

〈16〉：按照约定，选(4),用 T* /置换T,得导出式T*/*/*/.由于 T*/*
/ * I的长度大于x的长度，故根据先验规则 PR4,放弃本次导出.因此时已无待处
理的候选产生式，故执行“回溯”操作至〈17〉.
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〈17〉：按照约定，选(2),用S+ T置换S,得导出式 S+ T.后续子目标是 S,有

(1)和(2)两个产生式可选，先至〈18〉.

〈18〉：按照约定，选(1),用 T置换S,得导出式 T+T.后续子目标是 T,有(3)

和(4)两个产生式可选，先至〈19〉.

〈19〉：按照约定，选(3),用 /置换 T,得导出式 1+ T.后续子目标是 /,有(5)、

(6)和(7)三个产生式可选，先至〈20〉.

〈20〉：按照约定，选(5),用 « 置换/，得导出式 a + T.后续子目标是 T,有(3)

和(4)两个产生式可选，先至〈21〉.

〈21〉：按照约定，选(3),用I置换T,得导出式 a + /.后续子目标是 1,有(5)、
(6)和(7)三个产生式可选，先至〈22〉.

〈22〉：按照约定，选(5),用 g 置换/，得导出式 g + %由于 a + a 的长度为 3,

与％的长度不相等，故根据先验规则 PR2,放弃本次导出.搜索别的可适用产生式，
至〈23〉.

〈23〉：按照约定，选(6),用 b置换/，得导出式 a +l由于 a + b的长度为 3,

与 工 的长度不相等，故根据先验规则 PR2,放弃本次导出.搜索别的可适用产生式，
至〈24〉.

〈24〉：按照约定，选(7),用 c置换人得导出式 a + c.由于 a + c的长度为 3,与
%的长度不相等，故根据先验规则 PR2,放弃本次导出.因此时已无待处理的候选
产生式，故执行“回溯”操作至〈25〉.

＜25〉：按照约定，选(4),用 I置换 T,得导出式 a + T* /.后续子目标是
T,有(3)和(4)两个产生式可选，先至〈26〉.

〈26〉：按照约定，选⑶，用 1置换 T,得导出式 4+ /*/.后续子目标是 1,有
(5)、(6)和(7)三个产生式可选，先至〈27〉.
〈27〉：按照约定，选(5),用 a 置换/，得导出式 a +a * /.由于 a + a * /的前

三个终结符a + a 与又 对应位置处的终结符不相同，故根据先验规则 PR3,放弃本

次导出.搜索别的可适用产生式，至＜28〉.
〈28〉：按照约定，选(6),用 b置换/，得导出式 a + b^i.后续子目标是3有

(5)、(6)和(7)三个产生式可选，先至＜29〉.

〈29〉：按照约定，选(5),用 0 置换/，得导出式 a + b * a.由于 a + b * a 与X
不相同，故根据先验规则 PR3，放弃本次导出.搜索别的可适用产生式，至〈30〉.
〈30〉：按照约定，选(6),用 b置换1，得导出式 a + b*b.由于 a + 与x

不相同，故根据先验规则 PR3，放弃本次导出.搜索别的可适用产生式，至〈31〉.
〈31〉：按照约定，选(7)，用 c置换/，得导出式 a + b * c.由于 a + b * c与x完
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全一致，故判决又 可由G导出.

由上述剖析过程我们看到,先验规则的使用确实起到了简化和加速剖析过程

的作用.例如，在节点〈16〉,先验规则 PR4帮助我们避免了无穷左循环的发生，而

在节点〈13〉,先验规则 PR3则帮助我们避免了若干无用的剖析，等等.

在有些情况下，结合给定问题所具有的特点，根据实际情况对给定文法加以改

造并适当补充一些有用的附加先验规则，可以取得更高的剖析效率.例如，在上例

中,首先将给定的产生式改造为：

(1)S^T, (2)SfT+S, (3) T—/, (4) T^I T,

(5) /fa, (6) /fb, (7)Ifc.

并进一步引人如下两个先验规则：

(PR-A1)对 S,若 x当前尚未匹配的子串中含有终结符+,则适用标号为(2)
的产生式:S-T+ S,否则，适用标号为(1)的产生式:S-T.

(PR-A2)对 T,若 X 当前尚未匹配的子串中含有终结符*,则适用标号为(4)

的产生式：Tf/ * T,否则，适用标号为(3)的产生式：T-L
这里,x为待识别的符号串.
利用改造后的句法分析器对符号串 x = a + b * c 进行剖析的结果如图 6.31

所示.至〈15〉,判％可由G所导出.可见，进一步提高了剖析效率.

〈1〉T+S"

(⑶a^T+S

〈2〉/*T+S，〈4〉b*T+S
〔〈5〉c^T+ S

(去@
/+ (x)

@〈7〉a + S=x

(〈10〉a + a * T

〈12〉a+ b * /
〈9〉a+ /* TX〈ll〉a+ b* T

(8)a +

L®
8

〈13〉。+ b * a

<14>a + b * b

〈15〉。+ b * c

图 6.31 利用改造后的句法分析器对符号串 x = a + b^c的正向剖析结果

详细的剖析过程不再赘述.这里，仅对附加先验规则中的“％ 当前尚未匹配的
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子串”的涵义稍加讨论.举例加以说明.例如，在上述剖析过程的〈7〉处，因当前的导

出式 a + S的前两个符号a +和待识别符号串 x = tz + b*c 中的对应符号已相匹
配，故又 当前尚未匹配的子串为b*c.由于 b*c 中不包含终结符+,故根据附加
先验规则PR-A1,在接下来的导出<8〉中首先适用标号为Q)的产生式Sf T,生成
a + T.同理，在〈8〉处，由于 x 当前尚未匹配的子串 b * c 中包含终结符 * ，故根据

附加先验规则 PR-A2,在接下来的导出〈9〉中首先适用标号为(4)的产生式 Tf /

* T,生成 a + /* T,等等.

6.7.3 基于三角表格的反向剖析算法

下面，介绍一种基于表格表示的反向剖析算法.该算法由 Kasami、Younge和
Cocke三人分别独立提出.习惯上，取三人姓氏的头字母称其为 CY/C算法.
该算法适用于以乔姆斯基范式形式表示的上下文无关文法.

设给定的文法为 G = (N,T,P,S),则由假设，知 G中仅包含形如
的产生式.其中，43,0ea,067.现假设待识别的符号串为x=a通2 4，

则算法的目标是要确认是否有 ％eL(G)成立.

为实现以上目标,采用反向剖析的方法.具体思路如下：

首先考虑％中单个符号的派生.用 A,」，ki≤九 标记可派生即 的非终结

符.为此，在 P中寻找形如4,1—处， 的产生式•若有，则记录 A2j，
九 的所有可能取值，表明即 可由A.1派生；若无，则令 A,- i =如表明 不能由

任何非终结符所派生.

其次考虑光 中所有由两个符号组成的子串的派生.用 看，2 = +

九 一1表示 又 中起始于第 i个符号且长度为 2的子串，用 A,m,l<zxn-1标记可
派生 长，2的非终结符.为此，在 P中寻找形如4j,2f + 的产生式，若有(即

存在 力)和 的组合，使 4,2-*4,】4 +1,1成立)，则记录4,2,1<i4
九 -1的所有可能取值，表明 右,2可由 A,,2派生;若无，则令 A;,2 = 6,表明 看,2不能

由任何非终结符而派生.
接下来考虑％中由三个符号组成的子串的派生•用吃,3 =肛r+1处+2,1Mi<

九 一 2表示％中起始于第 i 个符号且长度为 3的子串，用 Ay ,l≤i≤h -2标记可
派生不,3的非终结符.为此，在 P 中寻找形如4,3TA/.14+1,2或者 Hi,3fAi,2
4+2,1的产生式，若有(即存在 和4+1,2中6的组合，使 4,3-4,14+],2
成立，或者存在 Ai,2#e 和4+2.IH6 的组合，使 4,3-4.2Ai+2,l成立)，则记录

4,3的所有可能取值，表明 "3可由 4,3派生;若无，则令 4,3 = 6,表明，,3不能由
任何非终结符所派生.
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最后考虑 x的派生.用 Ai,”标记可派生％的非终结符.为此，在 P中寻找形如
A,”-*4,1人,…，或者 A,”—A,2A3,—,…，或者 4,1的产生式,

若有（即存在 Ai,ih6 和4,“-1#力的组合，使 4,nf4,152,”-】成立，或者存在
工1,226和工3,“-22族的组合，使 4,nf41,2人3,“-2成立， ，或者存在 A,”-1#
6和 的组合，使Ai,“fn1,“-1月4,1成立），则记录 Ai的所有可能取值，表
明 光 可由 派生;若无，则令 A1," 二 九表明 X不能由任何非终结符所派生.

至此，可根据所得到的 A1,n的取值，做如下判决:若 Ai,
“
的可能取值中包含S,

则表示 x可由S派生，即 kGL（G）.否则，判 xWL（G）.

对上述各派生步骤加以整理可得到如下所示更简洁也更通用的描述.若用

/ 标记可派生％中由j个符号组成的子串xi,j =即a+i…即+j-i ,l≤i≤M - j+1
的非终结符，则 4,1可如下获得:对所有lwkWj -1,检查是否存在人以#6 和
4+修一六4的组合，使在 P中有A,j-4,*A+k,JT，l≤k<j-1成立.若有，则

记录 A⑴的所有可能取值，并判 K,j可由4,j派生.若无，则令 表明 x 不

能由任何非终结符所派生.

将上述思路具体化即可得到所谓的 CYK算法.

为此，依据下述步骤构造如图 6.32所示倒置

的三角表格.

首先写入待识别的符号串 x =即"2…％.

接着，在该符号串的下方构造表格的第 1行.

它由 n 个单元格组成.每个单元格对应于 x =
41见… 中的一个符号.第 n）个单元

格的内容如下确定:在 尸中检查是否有形如Ar
fGi 的产生式.若有，则将相应产生式左端的

431依次写入单元格中（当a i,l有多个取值时，中

间用逗号隔开）;若没有，则将 6写入其中. 图 6. 32 基于三角表格的 CYK 算法

然后，在表格第 1行的下方构造表格的第 2行.它由九 - 1个单元格组成.其
中，第 - D个单元格的内容如下确定:在 P中检查是否有形如4,,2一

+ 的产生式，这里 ,4s，i和 Ai+i,i分别已存放在表格第 1行的对应单元中.

若有，则将相应产生式左端的 2依次写入单元格中（当 Ar有多个取值时，中间
用逗号隔开）;若没有，则将 6写入其中.
如此这般，在表格第 j-1行的下方构造表格的第 j（3≤j≤九 - 1）行.其中，第

+ 个单元格的内容如下确定:在 P中检查是否有形如 4八
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Ai+ ktj-k -1的产生式,这里,Ai,a和Ai+ *.j7分别已存放在表格第1行至

第 j -1行的对应单元中.若有,则将相应产生式左端的 A,,j依次写入单元格中(当
AP有多个取值时，中间用逗号隔开)；若没有，则将 6写入其中.
最后，在表格第八 -1行的下方构造表格的最后一行(第 九行).该行只有一个

单元格.放置于其中的内容如下确定：在 P中检查是否有形如

4,八一4,24,“-2，…， 4,w-iA”,i(即Ai,“f — 1)的
产生式，这里, 和Ai+u分别已存放在表格前鹿 -1行的对应单元中.若有，

则将相应产生式左端的 41,”依次写入单元格中(当 Ai,”有多个取值时，中间用逗
号隔开);若没有，则将 敢写入其中.

最后，进行判决:若表格的最后一行中包含 S,则表示 无 可由 S 派生，即

L(G).否则，判 xWL(G).

为加深对上述 CYK算法的理解,举一个例子.

试用 CYK算法判断符号串x = a + b^c能否被上下文无关文法G =(N,T,
P,S)所接受.其中：N={S,T},T={a,b,c,+ ,* }，以及 P：

(1)S^T, ST+T, T—/, T—T*/,
(5) /—a, (6) b, (7) c.

解 因文法 G =(N,T,P,S)不是以乔姆斯基范式的形式给出的，故首先对
其进行改写.改写后的文法为 6'=(n，丁/,5).其中，n={5,7,4,8,W},以
及 P'：

S—S3,

S^a,

T—a,
(13) a,

B^AT,

(6)Si,

(10) T-*b,

(14) /fb,

T—TC,

S-*c,

(11) T—c,
(15) Ac.

(4) CfMI,

(8) A— +

(12)"f* ,

将CYK算法适用于符号串x = a + b^c,可得到如图 6.33所示的三角表格.
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由于表格的最后一行中包含 S,故由 CYK算法的结论，判％由S派生，即％能

被上下文无关文法 G =（N,T,P,S）所接受.易见，CYK 算法给出的结果和

例 6.24是一致的.除了可以得到上述结论外，参考图 6.33的剖析过程，还可给出

符号串 x = a + 8 * c的导出序歹！］及其导出树表示，如图 6.34所示.

S — SB
^SAT— SATC

一 SATMI

一 aATM I— a+TMI
f a+bMI
t a+h*/
t a^b*c

图 6. 34 符号串 x = a + b*c的一个导出序列及其导出树表示

最后，讨论一下 CYK算法的时间复杂度.这里，以待识别符号串的长度 n 为

参数，对算法的时间复杂度进行粗略的估算.显然，算法的运行时间主要取决于构

造三角表格所花费的时间.因三角表格的行数等于明每行的单元格数不大于 n

（例如，第 j行所含的单元格数等于n-j+ 1）,而在每个单元格所执行的基本处理

（指检查形如 + 的产生式是否在 P中的操作）的次

数不大于 球例如，对第 j行每个单元格的处理次数为j -1）,故 CYK算法总的时

间复杂度为0（2）.

6.8 文法推断

上面关于句法模式识别的讨论是在相应文法假定为已知的情况下展开的.但

是，实际情况并非如此.在我们处理一个句法模式识别问题的时候,用于描述给定

模式的文法一般是未知的.和统计模式识别的情况一样，我们可能仅有一些来源于

实际问题的句子可以使用.因此，为了能够运用句法分析的方法对输入到一个句法
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模式识别系统的句子进行分类和描述，有必要从给定的句子集合(也称为样本集
合)中推断出可以产生这些输入句子的相应的文法.把上述从给定的句子出发，通
过学习得到相应文法的过程称为文法推断.不难看到,可以将文法推断和统计模式

识别中用样本训练分类器的工作进行类比.两者在概念上是类似的,都是利用已知
样本通过训练来完成规定的任务.但这里所谓的任务，在两者之间是有明显差异
的.在前者的情况下是要确定一个合适的文法,使得用于训练的样本可以由该文法
所生成，而在后者的情况下则是要确定所设计分类器的参数,使得用于训练的样本
可以由所设计的分类器进行识别.

那么,如何根据已知样本集合来确定一个可以产生给定样本集合的合适的文
法呢？在具体讨论该问题之前,让我们首先来粗略看一下什么样的文法是我们所
期望得到的文法.为叙述方便起见,将拟推断的文法记为 G = (N,T,P,S),由 G
生成的语言记为L(G).假设在进行文法推断之前，我们已得到一个训练样本集合
R，它由 R +和 R-组成，记为 R 二 {R+，R-}.其中,R +称为正样本集合，其成员均
在 L(G)中, 称为负样本集合,其成员均不在 L(G)中.若引入记号 =
T* -L(G),则上述正样本集合 R +和负样本集合 R-可表示为

R+ = G L(G)}
{x|x e MG)}

这样，所谓的文法推断就是根据给定的已知样本集合 R 推断出文法G.由于
实际中样本集合往往是有限的，尺 +和 R -通常仅分别是 L(G)和Eq的一个子
集，因此，仅根据这种给定的不完全的样本集合 R+ 和 R- ，一般不一定能得到“理
想”的文法推断结果.为了得到好的文法推断结果，需要对给定的不完全的样本集
合 R +和 R-进行分析,找出其中所含符号串的规律.从这个意义上说，文法推断是
一个富于挑战性的、需要有“智力”参与的工作.显然，在进行文法推断的过程中，必
须遵循以下原则:首先,推断出的文法 G需满足L(G)3R + 和无协之R-的条
件，其次，推断出的文法 G应尽可能使不在R+中也不在 R-中，但与 H+中的符号
串在某种意义上具有相同性质的符号串属于 L(G).

下面,介绍由已知样本集合推断文法的几种方法.

6.8.1 正则文法的推断

在很多情况下，仅能得到正样本集合.因此,研究仅由正样本集合进行文法推
断的方法是非常必要的.这里,首先介绍一种由正样本集合推断一个递归的、非含
混的正则文法的方法.

该方法的大要如下:首先，构建一个恰好能产生给定正样本集合的非递归正则
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文法;然后，根据得到的产生式组对相关的终结符进行合并以得到一个相对简单

的、递归的正则文法.

下面，对推断过程进行说明.

设给定的正样本集合为 K + ={X1,X2,…,Xm},则由 R + 推断所求文法 G =
(N,T,P,S)的具体步骤如下：

(1)检查 H+中的每一个符号串 X,,i = 1,2,…，m,列出其中所包含的所有终

结符.对重复出现的终结符，仅保留其一.由此得到的终结符集合即为所求文法的

终结符集合 T.

(2)对 R+中的每一个符号串Xi, 1,2,…，小，通过适当引入非终结符的方

法,构建恰好能产生相应符号串 Xi ,i =1,2,…，小 的一组产生式.不失一般性，以
H +中的第 i 个符号串不 为例说明其构建过程.不妨设 Xi =即m…a讥,，其中，

小 为Xi 的长度，即《丁,尸1,2,…，小 为X,中的第 j个终结符,则恰好能产生
Xi 的一组产生式为
P：(l)Sf a” 2门, “丁工迄,…，(九i 一1)Z% -2f处丐 -iZ% -i,(忆 )Zi„.
其中,S为起始符，Z,i , Z,-2 ,…，Z% -i为引入的非终结符.该组产生式可如下得至IJ：
(a)取出X 最左端的一个终结符处］，剩余的子串仍记为 Xi ,若其为空,则构建产生式
Sf Qu，过程结束;否则,引入非终结符 Zji ,构建Sf a,iZn，并置 j = 2. (b)取出 X,

最左端的一个终结符，剩余的子串仍记为区，若 Xi 为空,则构建产生式
命,过程结束;否则,引入非终结符 Z9，构建Zuj—i)f由24 .(c)置 j= j+1,返回(b).

对给定的正样本集合 H+中的所有符号串 X,,i = 1,2,…，m，实施上面的操
作，即可得到所需的产生式组和非终结符集合 N.至此，利用所得到的文法 G 二

(N, T,P,S)可产生正样本集合 H+中的所有符号串.
(3)对得到的文法 G = (N,T,尸,S)中非终结符和产生式，进行必要的化简和

合并，最终得到所推断的文法.

下面，举一个例子说明算法的具体推断过程.

例 6.26 设正样本集合为 H + = {01,001,0001},试据此推断可产生 R+的正
则文法 G = (N,T,P,S).

解 根据给定的 H+ ,所求正则文法 G的终结符集合显然为 T= {0,1}.

记 Xi =01,引入起始符 S和非终结符Zu ，得到：
(1) S—OZn, (2) Zn—1.
类似地，记 X2 = 001,引入非终结符 Z21和 Z22,得到：
(3) S^0Z21, Z21foz22, Z22fl.
记 X3 = 0001,引入非终结符 Z31、Z32和 Z33，得到：
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(6)5fOZ31, Z31foz32， (8)Z32—OZ33, Z33fl.
至此,可得到所求正则文法 G=(N,T,P,S),其中 N 二 {S,Z11,Z21,Z22,

Z3],Z32，Z33},T={0,D以及 P：

(1)SfOZn, (2) Z1L1；

(3)SfOZ21, (4) Z21foz22, (5) Zzzfl;

(6) S-̂ OZsi, (7)
、Z31T»0Z32, (8) Z32―'0Z33, (9) Z33f"1.

容易验证,所推断的文法 G =(N,T,P,S)恰好可产生正样本集合 R +中的所

有符号串.把依据上面的过程得到的文法称为穷举文法.由上面的例子可以看出，

穷举文法的推断过程本身是非常简单的，但缺点也是明显的.首先,推断过程中引

入的非终结符和产生式的数目过多，致使所得到的文法不够精炼;其次，所推断文

法的推广能力不强，仅能产生给定正样本集合 H+中的所有符号串.因此,有必要
对经推断得到的文法进行改造(例如，引人化简和合并等处理)以增强所推断文法

的推广能力.下面，仍以上例为例来看一下如何进行化简和合并等处理.考察产生

式组，发现其中的(1)、(3)和(6)具有相似的形式，其左端均为 S,其右端均为一个

终结符 0的后面紧跟着一个非终结符，分别是 Zu、Z2i和 Z31.因此，可考虑将 Zn、
Z21和 Z31合并,并代之以一个新的非终结符，例如4.另外，发现产生式组中的
(4)、(7)和(8)也具有相似的形式，其左端分别为一非终结符(分别为 Z21、Z3]和

Z32)，其右端均为一个终结符 0的后面紧跟着一个非终结符(分别为 Z22、Z32和
Z33).因此，可考虑将 Z22、Z32和 Z33合并,代之以另一个新的非终结符，例如 A2.
采用上述取代方案,得到以下结果：

所求文法为 G=(MT,P,S).其中,N={S,4, 二{0,1}以及 P：
(1)AOA, 4—1;
(3) , (4)45042, (5)4—1;
(6)Sf04, (7)4—04, (8)42—04, (9)4—L

对上述产生式组中的相同产生式进行合并，得到如下结果：

所求产生式组为 P：

(1)SfOA, 4—1；

(3) Ai-*0A2, (4)4—04, (5)4—1.

事实上，对以上产生式组进行进一步化简，可得到最终的推断结果如下：

所求文法为 G =(MT,P,S).其中,N={S,A},r={0,1}以及 P：
(DSfOAi, (2)力i—OAi, (3)4—1.

由该文法所产生的语言由下式给出

L(G) = {O"l|n = 1,2,…}
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这个结果在例 6.9中曾经给出过.一般而言，经必要的合并和化简处理后得到

的推断文法不同于恰好可产生正样本集合 H+中的所有符号串的最初的推断文

法，它具有较强的推广能力.除了可产生给定的正样本集合 R+中的符号串之外,

还可产生不在 R+中但与 R+中的符号串在某种意义上具有相同性质的符号串.但
是，由于正样本集合H +总是有限的，由这样的文法导出的符号串是否总可由原文

法所产生这一点并不是不证自明的，需要在实际中进行验证.可以仿照在统计模式

识别中所采用的方法，将给定的正样本集合 H +分成两组，一组用于推断文法，另

一组则用于对所推断文法的检验.如果检验组的样本都可由所推断的文法所产生,

则我们有足够的理由相信推断是正确的,至少是可接受的.另外,需要指出的是,按
上面的方法所推断的文法可能不止一种.不同的产生式分组和对非终结符不同的

代换处理将导致不同的推断文法.下面再看一个例子.

例 6.27 设正样本集合为 R+ 二{00,11,0110,0101,1001,011101},试据此推

断可产生 H+的正则文法 G 二（N,T,P,S）.

解 根据给定的 R+ ,所求正则文法 G的终结符集合显然为7={0,1}.

适当引入起始符 S和非终结符Zu Z65 ,可得到如下恰好能产生正样本集合
K +的最初的产生式组:

(1)SfOZu,

(3) S—IZ21,
(5)SfOZ31,

S—OZ© ,
(13) S+1Z51,
(17) S= 0Z6i,
(21)Z64foz65

ZlO；

ZlI;
(6) Z31flz32,

(10) Z4LIZ42,
(14) Z51foz52,

(18) Z61=1Z62；

(22) Z65fl.

(7) 'Z32—"1Z33,
(11) Z42foz43,
(15) Z52=0Z'53,
(19) Z62—1Z63,

(8) Z33^*0；

(12)Zl1；
(16)Z53 =1;
(20) Z63flz64

与前例相仿,首先根据产生式在形式上的相似性，对上述产生式组进行如下

分组：

组1：SfOZu,SfOZ31,SfOZ41,S = 0Z61;
组 2：SflZ2],S—lZ5i；
组 3：Z31一"1Z32,Zszf'lZss、，Zn一"1Z42 Zei — 1Z.62 ,Zb2一"1Z63，Z63T'1Z64；
组 4：Z42~*0Z43 ,Z51foz52 ,Z52 = OZ53,z64foz65；

然后，根据分组结果适当引人新的非终结符，并确定如下的代换方案：

｛Zu，Z31，Z41，Z61｝用 A1取'代,｛Z21,Z51｝用工2取代，｛Z32,Z33 ,Z42,工62，
Zg3，Z64｝用43取代，｛Z43,Zg2，Z53，Z65｝用 44•取代.
依据上述代换方案进行代换处理,得到所求文法 G = (N,T,P,S).其中,N二
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{S,力1,力2，A3，A4}，T={0，1}以及 P：
(1)S—04,
(3)S+14,

S-*04,

A04,
(13) 3—14,
(17)S—04,
(21) A3fo4,

4—0；

(4)4—1；

(6) 41~*1月3,

(10)AlIA,
(14)4—04,
(18)Al14,
(22)4—L

(7) 243fl4,
(11) 4—04,
(15)474,

(19)ATA,

A—0;

(12)4—1；

(16)4—1；

(20)A—A,

对在上述代换中产生的相同产生式进行合并,得到最终的推断文法 G =
（N,T,P,S）.其中,N={S，4，A2,4,4},T={0,1}以及 P：

容易验证，上述文法确实可产生给定的正样本集合 7T .

在有些情况下，除正样本集合之外，负样本集合也是可利用的.例如，在上例
中，最终得到的文法除了可产生给定的正样本集合 H +外，也会产生不在给定的正
样本集合 R+中的一些样本.例如,10001和 0111101等.如果没有负样本集合的相
关信息，这些符号串也是可接受的.但若被告知这些符号串属于负样本集合，则可

依据它们对所推断的文法进行进一步的修改,使之更接近于待求的文法.
下面,结合实例具体说明如何依据负样本集合对所推断的文法进行必要的修

改.仍以上例为例进行说明.假设 10001是一个给定的负样本.首先删除其中的一
些符号，看剩余的子串是否可接受（必要时,通过人机交互的方式由用户予以确
认）.例如，假设删除头部或（和）尾部的 1后，剩余的子串仍然是不可接受的，但删
除中间。串中的一个。后，剩余的子串1001是可接受的（事实上,1001在给定的正

样本集合 K + 中）.这表明，在适用推断的文法产生 10001时,0被多产生了一个.进
一步考察产生 10001的过程，发现该符号串是通过顺序适用产生式（3）、（10）、
（11）、（11）和（9）得到的.分析发现，问题出在产生式（1D.这是一个具有自循环形

式的产生式,为避免不利的自循环，可在剩余产生式中寻找形式上与产生式（11）类
似且右端含非终结符 A4的产生式（ *）,以便据此对产生式（11）进行修改,使适用
（11）后仍能到达（ *）.做此修改的目的如下:一方面要保证修改后的文法不影响对
给定正样本集合的处理,另一方面要避免产生负样本.在本例中，有资格成为（ * ）

S—04,
(3)S—L42,

AlIA,
4—04,

(10)4—04,

Ai-*0,

(4)4—1,

(6)4—14, (7)A—0,

4—1,
(11)A4fo4，(12)4f14.
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的仅有(10)一个产生式.因此，可考虑将(11)修改为 .这里，其右端的非

终结符取为(10)左端的非终结符,以便文法在适用(11)后能继续适用(10).在本例

中，做此修改是合适的.验证结果表明,修改后的文法可在不影响产生给定正样本

集合的前提下，避免产生负样本 10001.对负样本 0111101的分析、处理可类似进

行.处理结果如下:将产生式 143 修改为 141.经过上述处理后，可在不
影响产生给定正样本集合的前提下，避免产生形如 10001和 0111101的负样本.这

样，根据给定的正样本集合和负样本集合，可得到修改后的推断文法为 G =
(w丁，P，5).其中，z={5,4,4,工3,4},r={0,1}以及 P：

(1) S—OAi， (2)4—0,
(3)5—14， (4) 4—1，
(5) A^i~^1A，3 , (6) As-*1力1, (7) tAb-*"0斗4 , (8)

(9) A2^0A4, (10) A^QA2, (ID 工4fl工3， (12) 43fo.
如果负样本集合中还包括 oiooi 和 loniio的符号串，则可进一步对上述文

法进行修改.事实上,01001和 1011110均可由上述文法产生.其中，01001可由产
生式(1)、(5)、(7)、(10)和(4)得到，而 1011110 可由产生式(3)、(9)、(11)、(6)、
(5)、(6)和(2)得到.经过和前面类似的分析，不难发现:导致负样本 01001被推断
文法接受的根源出在产生式(7),而导致负样本 1011110被推断文法接受的根源则
出在产生式(11).为避免上述不利情况，可考虑将产生式(7)、(11)以及产生式(8)、
(12)删除,并将非终结符人 和 A,合并(合并后的非终结符记为A )•这样，最终
可得到如下的推断文法 G =(N,T,P,S).其中，N=64,4,4>"={0,1}
以及 P：

SfOA, Al0,
(3) S—14, (4)月2—1,
(5)AlIA , (6)43fL

(10) A3^0A2.(9)工2fo月3,

容易验证,对于给定的正、负样本集合，上述推断文法均满足要求.事实上，由上
述文法产生的语言为{0,1)+中由偶数个 0和偶数个 1组成的串的集合.在例 6.10
中我们曾讨论过该语言.当时，我们给出了一个可以识别该语言的确定的有限状态
自动机.

下面，再介绍一种从给定的正样本集合推断相应正则文法的方法.为叙述方便
起见，这里将符号串看作是由一些码字(即符号)组成的链，称其为链码.因该方法
涉及求取给定字符串舍弃头部子串后剩余的子串的相关操作，故通常将据此推断
的文法称为余码文法.
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在叙述该方法之前，首先简略介绍几个相关的定义.

定义 6.21 考虑链码集合（即由链码组成的集合）4,称《xlaxSA}为 4舍去

a 后的余码集合，记为O4.

这里，a既可以是单个符号，也可以是一串符号.特别地,a 可以是空串（即 a =
3）.当 a 为空串时，根据定义,显然有 = 4成立.
可以将a 视为一个算子，称其为余码算子.由于根据定义，对"GA,有

Daeax）= x成立，故有时也将 称为形式微商算子.

不难证明，算子 Da 具有以下性质:若 ai 和 a2是两个符号串 » a — ai02，则

DaA = Daia2A = Da2（DaiA）
类似地，若 aia2…a.是符号串，a = aia2…an，则

二0
吁2… =0却（…Az（diA）…）

例 6.28 设 R+ 二 {00,11,0110,0101,1001,011101},试求 D°R+ 、D】R+ 、
D00R+ ,DOiR\DwR +\DnR+ .D011R + DinR+ .
解 根据定义,显然有

DoR+ = {0,110,101,11101}

DiH+ = {1,001}

£）ooR + — {A}

D01H+ = {10,01,1101}

010E+ — {01}

DnR+={x}

OouR+= {0}

OuiR+=0
由给定的正样本集合 R+ ，可按照如下步骤构建相应的余码文法

Gc =（M，Tc,PcS）.

（1）检查 K+ ,用其中所包含的所有互异的终结符形成终结符集合 7一
（2）根据形式微商算子的运算规则，求出 7T所有可能的余码集合，并以 5。二

a 标记 ，以5,…，U.标记其余的余码集合，则
Sc 为起始符， Nc ={Sc,U2,-,Un}

： （3）如下获得兄：对于任意的aS乙以及a 和5,若QM = Uj,i,j =l,2,…，
九,则构建产生式 Ui-aUj；又若aa ={Y,i=1,2,…,明则构建产生式 G.

例 6.29 设 R+ ={01,001,0001},试推断 K+的余码文法 Gc =（砥，Tc ,PC ,SC）.

解 所求余码文法 Gc =（Nc,乙，Pc,Sc）的各部分可如下得到：
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根据 H+ 二 {01,001,0001},显然有：Tc = {0,1}.

此外，根据形式微商算子的运算规则可求出 R +所有可能的余码集合.对顺序

发现的余码集合按下标递增的方式进行命名，有

2R+ =R+ = {01, 001, 0001} =5
D0R + =£>oUi = {1, 01, 001} 二 U2
Doo R + = Do ( DoH + )= Do 02 ={1,01}=03
DoiR + = Di(DoH + )= DiS={ A }
QoooH + = Do(OooR + )— Dq( t/3)— {1}= U&
D001H + = Di ( Doo R + ) = Di U3 — { A }

D0001H * = Di ( Dqoo R + ) — A U4 ={1}
^Sc = Ul,Nc = {Sc,U2,U3,Ui}.
而 Pc 由以下产生式组成：

ScfOS, 02-003, sfl,

(4) 5-004,(5) afl,(6) U4fL
上面得到的文法即为所求余码文法.由结果可见，该文法较例 6.26中依据穷

举法给出的最初的推断结果要简单一些.不难验证，对于本例而言,经过化简和合

并等处理后两种方法所得到的推断结果是相同的.
顺便指出，因余码文法涉及形式微商算子的相关运算，在有些书中也称其为形

式微商文法或规范微商文法.

余码文法虽然相对简单，但当给定的正样本集合中所含符号串的数目较多时，
其给出的产生式的数目一般仍嫌过多.因此,如果能对其进行改进,使得到的文法
具有更简洁的形式,当然是我们所希望的.

下面,介绍一种在余码文法的基础上对余码集合中的最长链码的长度施加约
束的文法，即所谓的 K 余文法.首先，给出 K 余集合的定义.

定义 6.22 考虑链码集合人,称{x|axeA,|x| <K}为力舍去a 后的K余
集合，记为项A
这里,a 的意义与定义 6.21中的相同，而卜|表示剩余链码x 的长度.为表述

方便起见，称 为K 余算子.显然,根据定义,K 余集合可由余码集合得到.选择
不同的 K区，会得到不同的子余码集合(余码集合中舍去长度值大于 K 的链码后
形成的子集)，并由此推断出不同的文法.在本书中，用 Gk = (Nk, ,Pk ,Sk )表
示 K 余文法.显然，对给定的正样本集合，当 K 大于某个给定的阈值时,K 余文法.
即退化为余码文法.
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例 6.30 设 H+ ={01,001,0001},试推断 H+的 3余文法 G3 =(N3,T3,P3,

*)、2余文法 G2 =(M，T2,P2,S2)和1余文法 Gi =(M,Ti,Pi,S])・
解 用表 6.5汇总K 取不同值时所得到的子余码集合.

表 6. 5 K 取不同值时所得到的正余码集合

4 3 2 1

d尺 {01,001, 0001} {01,001} {01} 0

OoR + {1,01,001} {1,01,001} {I,01} {1}

DWR+ =D°(DoR+) {1,01} {1,01} {1,01} {1}

D01R+ =Di(D°R+) {A} {A} {A} 门}

。败R = Do( DooR + ) {1} {1}

OooiR+ =Di3R+) {A> {A> {A}

00001R + 二。1( DoooR + ) {A} {A} {A? {A}

由上表，为得到 3余文法 G3 = (N3，T3，P3，&)，选择 73 = {0，l}，M = {S3,
02，03，0力.其中，s =5 = {01, 001}、a = {1, 01, 001}、o3 = {1, 01}、a =

F3：
(1) S3fOU2，(2) 02—05, (3) 02-1，
(4) 5—004, 03-1, Ucl.
易见，结果与余码文法相同.

又,为得到 2余文法 G2 =(M,T2,P2，S2),可选择 T2 ={Q,1},N2 ={S2,U2,
5)•其中5=5={01}、S= {1, 01}、5= P2：

(1) $2—05, (2) U2^0U3, (3)“fl,
(4) S—0U2, AT
类似地，可得到 1余文法 Gi =(N】，Ti,P],Si ),其中，，= {0,1},Si 为起始

符,M =(51,5),5= ，以及 Pi：
(1) Si-*。％, (2) U2^QU2, (3)“fL
这个结果与例 6.26中给出的最终结果是一致的.
例 6. 31 设 R+ ={00,11, 0000,0011,1100,1111,0110,0101,1001,1010,

011101,011110}，试据此推断可产生 H +的 2余文法 G2 =(N2,T2,P2,S2).
解 如表 6.6所示，列出 K =2时的余码集合.
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表 6.6 K = 2时的余码集合

6 2

QR* R +
{00,11}

AR + {0,000, 011,110,101,11101,11110} {0}

D1R + {1,100,111,001,010} {1}

Doo R* = Oo(DoR * ) {00,11} {00,11}

D01R+ =Oi(D°R+ ) {10,01,1101,1110} {01,10}

D10K+ =Do(DiR+) {01,10} {01,10}

D】iR'=Di(DiR+) {00,11} {00,11}

“ooR* =Oo(DooR+) {0} {0}

Don R + = Di(Dqo H 十

) {1} {1}

DOWR+ =D0{D01R+) R {1}

O(n】R+ =D】(DoiH+) {0,101,110} {0}

D100R+ =R)(DioR+) {1} {1}

DioiA* =D[(DwR*) {0} {0}

OlioR + = Dq (DuR + ) {0} {0}

Dm R +
=Di(DuR+) {1}

DqOOOR * = Do(Dqoo R + ) {A} {A }

Doou R+ 二 01(0001R + ) {A} {Al

Ooioi R+ — Di ( DqioR + ) {A} {2}

DouoTT =D0(D0UR+) {A} {A}

DouiR+ = Di(Don7?+) {01,10} {01,10}

O1001 R* = Di( Oioo R + ) {A}

O1010R * =A(Oioi ) {A} {A}

DllOO H * = Dq(OnoR * ) {A} 门｝

OmiR * = Di(AnR 斗

) 门｝ {A}

D01110 H + 二。0(OoiiiH * ) {1} {1}

DomiR+ =Dl(DomR+) {0} {0}

DonioiH + 二 Oi(D01110R * ) {A} {A}

DonuoR + = Do(DomiR * ) {入} {A}
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所求 2余文法 62 =("2"2，「2,52)为了2 =｛0，1｝，k= 6,5，03，04).

其中，$2 = U1 二｛。0，11｝、S= 、5二 、。4二｛01，10｝以及 P2：
(1) S2—0U2, (2) S2—1U3， (3) U2fos2， (4)

“fOU” U3fls2, (7) U4—OS, U4fl5,

5—0, (10) 5—1.
由上面的例子可以看出，余码文法,尤其是 K 余文法通常可给出相对简洁的

结果,即使是给定的正样本集合中包含较多数目的符号串时也是如此•不仅如此，

K余文法(当然也包括余码文法)还可从给定的正样本集合出发，直接给出包含递

归结构的产生式组合.这是余码文法很有魅力的一个地方，它允许我们可以根据有

限数目的样本推断出包含无穷多个符号串的语言的文法.当然，为了获得较理想的

K余文法，要求有较完备的正样本集合.限于篇幅，这里不对正样本集合的完备性

做更深入的讨论.可以粗略地认为，如果根据一个正样本集合推断出的文法可以产

生所有期望出现的符号串,则称该正样本集合是完备的，否则称该正样本集合是不

完备的.当正样本集合不完备时，可采用人机交互的方式予以补充.其中的一种方

法是利用负样本集合:将负样本中所包含的一些子串删除后提示给用户，询问这样

的符号串是否是可接受的.如果是可接受的，则将其加入到正样本集合中，否则

弃用.

6.8.2 非正则文法的推断

给定一个正样本集合，如果该样本集合中的样本均来自一个正则文法产生的

语言，则运用上一小节给出的正则文法的推断方法来推断可产生给定正样本集合

的正则文法的做法是合理的.但是，如果给定的正样本集合不是由一个正则文法而

是由一个非正则文法所生成的，那么，选择用一个正则文法来产生给定正样本集合

的做法就不是一个明智之举.此时，往往导致以下事态的发生:虽然所推断的正则

文法中引入了数量庞大的非终结符，但仍然不能很好地产生所需要的样本集合.特

别是所推断正则文法的推广能力差，一方面不能很好地产生除给定正样本集合之

外的所需符号串，另一方面还可能产生大量不需要的符号串.因此，研究非正则文

法的推断问题在实际中是非常有意义的.但是，相对于正则文法而言，非正则文法

的推断问题要更加复杂和困难.为解决相应的问题，通常需要引入一些启发式的方

法和试探性的步骤.

下面,简要介绍几种上下文无关文法的推断方法.

1.基于上下文无关文法自嵌套性质的推断方法

定理 6.16告诉我们，上下文无关文法具有所谓的自嵌套性质.利用该性质，可
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以从给定的正样本集合出发，发现待求文法所具有的嵌套或递归结构，从而帮助完

成对文法的推断.具体过程如下：

(1)对给定正样本集合中的每一个符号串,试探性地删除其中的一些子串，然
后向用户询问，余下的子串是否是可接受的.

(2)如果余下的子串是可接受的，则将删除的子串重复若干次后在原位置处

插入形成一个新的串，并再次询问用户，新生成的串是否是可接受的.如果仍是可

接受的，则判断待求文法的产生式中存在递归结构.

下面,举例进行说明.设给定的正样本集合中包含形如，收”的串，首先删除

其中一些子串，例如，m和％,然后询问用户，余下的子串卬是否是可接受的.这里，
% 和％不同时为空串.如果答案是肯定的，则将被删除的子串 k 和％重复若干次后

重新在原位置处插入形成一个新的串，例如，苏松J这里，i 为大于1的整数.再次
询问用户，新生成的串 u^x1是否仍是可接受的.如果是，则判定在待求文法的产

生式中包括以下形式的产生式组合

A — uAx

4f w

为了了解在实际中如何运用上述方法来推断具有递归结构的文法，我们来看
下面的两个实例.

例6.32 设 R+ ={cd,cadb,caadbb,caaadbbb,caaaadbbbb,caaaaadbbbbb},试
据此推断可产生 R+的文法 G= (N, T,P,S).

解 从最短的符号串 cd 开始处理.首先将两个符号中的一个符号删除后向用
户询问，剩余的符号串是否是可接受的.假设回答是否定的，则表明在所推断的文
法 G = (N, T,P,5)中可包含以下的产生式组：

(1)S^AB, (2)4—c, (3) B-^d.

接着，对次短的符号串 cadb进行处理.试探性地删除其中的一些子串后，向用
户询问，余下的子串是否是可接受的.假设余下的子串中仅有 cd是可接受的，则将
对应的被删除符号 q 和 b重复若干次后重新嵌入到原位置处以形成一些新的串，
如 caadbb,caaadbbb和cmaadbbbb等,并向用户询问，新生成的这些串是否是可
接受的.若假设回答是肯定的，则表明在所推断的文法 6=(',7,d,5)中存在递
归结构.为确定相应的递归结构,首先考察子串 cd的产生问题，形成相应的产生式
组.在本例中，该子问题已被考虑，相应的产生式组如(1) (3)所示.接着，在已形
成的以产生子串 cd 为目的的产生式组中，寻找以下形式的产生式：

Ad
其中，d是被a、b所夹持的符号.在本例中，X= 依据上述信息，可确定如下的
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产生式组：

(4) B—aBb, (5) B-^d.

其中,产生式(5)与已有产生式(3)相同.两个产生式中仅需保留其一即可.在此，假

设保留(3).

检查给定的正样本集合，看其中是否尚有不能用已有产生式组产生的符号串.

如有，则继续对剩余的符号串进行处理.和前面的步骤一样，首先对剩余符号串中

最短的符号串进行处理.上述过程不断重复,直到正样本集合中已没有不能用已有
产生式组产生的符号串为止.

在本例中,获得产生式组(1) (4)后，已没有不能用该产生式组产生的符号

串.至此，推断过程结束.

最终得到的推断文法为 6=(w7,巴5)；其中小={5,48},r={0,5,t:"}
以及 P为：

(1) S—AB,(2) Afc,(3) B^aBb,(4) B^d.

这是一个上下文无关文法.由该文法产生的语言为

L ={x \ x = can dbn ,n≥0}
在例 6.19中，我们曾对该语言进行过讨论.当时,我们给出了一个可以识别该

语言的下推自动机.

例 6.33 设 —{a + a,a + a + a,a + a + a + a,a + a + a + a + a,a + a

+ a + a + a + a},试据此推断可产生 R+的文法 G 二(N,T,P,S).

解 从最短的符号串 a + a 开始处理.首先将符号串中的一些符号删除后向

用户询问，剩余的符号串是否是可接受的.若回答是否定的,则表明所推断的文法

G =(N,T,P,S)应能产生符号串 a + a.于是，可在 G =(N,T,P,S)中引入以下
的产生式组：

(1) S-*ABC,(2) A-*a,(3) ,(4) C^a.

接着，对次短的符号串 a + a + Q 进行处理.试探性地删除其中的一些子串后，

向用户询问,余下的子串是否是可接受的.假设余下的子串中仅有 a 十 a 是可接受

的，则删除子串的可能方案包括以下三种

a + a + a, a + a + a, a + a + a

这里，下划线的部分表示可删除的子串.任取其中的一种删除方案进行后续处理.

例如,考察第一种删除方案的情况.此时，可认为第二个 a 左侧的符号串 a +被删
除(或等价地认为位于第二个 a 两侧的符号串a +和人 被删除).将左侧的被删除

符号 a +重复若干次后重新嵌入到原位置处以形成一些新的串，如 a + a + a,a +

a + a + a 和a + a + a + a + a 等,并向用户询问，新生成的这些串是否仍是可接受
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的.若假设回答是肯定的，则表明在所推断的文法 6=(a^，丁,「,5)中存在递归结

构.为确定相应的递归结构，考察子串 a + Q 的产生问题，并引入相应的产生式组.

在本例中，该问题已被考虑，相应的产生式组如(1) (4)所示.采用与例 6.32中类

似的步骤，在已形成的以产生子串 a +0 为目的的产生式组中，寻找以下形式的产

生式

X-*a

其中那是被 a +和入 所夹持的符号.在本例中,显然有,X= A或y=0.任取其一
(例如，取 X= A),则在文法中所引入的递归产生式组可表示为：

(5) A^a + A, (6) A—a.

其中，产生式(6)与已有产生式(2)相同，两者仅需保留其一即可.在此，假设保

留⑵.

检查给定的正样本集合，看其中是否尚有不能用已有产生式组产生的符号串.

假设在本例中获得产生式组(D (5)后，已没有不能用该产生式组产生的符

号串，则推断过程结束.

最终得到的推断文法为 G =(N,T,P,S)；其中，N={S,A,g,C},T =
{4，+ }以及 P为：

(1)S^ABCA2)A—a,(3) B^+ ,(4) C—a,(5) A-^a + A.

显然,这是一个上下文无关文法.由该文法产生的语言为

L ={x \ x =(a +)na,

从上面的例子可以看出，在推断相应上下文无关文法的时候，我们采用了向用

户进行询问的方式.当这种方式不是很方便利用时，也可以仅根据正样本集合做出

判断.只要正样本集合包含足够多的信息，同样能很好地推断出所需要的文法.

2.基于分割子模式的推断方法

在很多应用场合，给定正样本集合中的样本是由若干个子模式所构成的•此

时,可采用以下方法对文法进行推断：

(1)对给定的正样本集合中的样本进行分析和归纳，将每个样本分割成若干

个性质相同或相似的部分，并将不同样本中性质相同或相似的部分组合在一起，形

成一个子模式样本集.经过处理后,正样本集合被分割成若干个子模式样本集.
(2)对每一个子模式样本集进行文法推断，得到相应的文法.由于相对于原模

式而言，每一个子模式都较为简单，因此，其对应文法的推断过程也相对简单.

(3)对所有子模式的推断文法进行综合，最终形成原模式的推断文法、.

下面举例进行说明.为便于理解，仍使用例 6.32中的正样本集合为学习样本.

经过分析,不难发现:正样本集合中的所有样本均可以分割成如下所示左右两个
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部分

c\d,ca\db,caa|dbb,caaa|dbbb,caaaa|dbbbb,caaaaa|dbbbbb
当然，分割方式不是唯一的.例如,下面的分割方案显然也是可接受的

c|d,c|adb,c|aadbb,c|aaadbbb,c|aaaadbbbb,c|aaaaadbbbbb
下面，首先针对第一种分割方案，看一下进行文法推断的具体过程.显然，根据

所得到的分割结果,原正样本集合可一分为二,形成如下两个子集
R；= {c,ca,caa,caaa,caaaa,caaaaa }

= {d,db,dbb,dbbb,dbbbb,dbbbbb}
对子模式样本集 ，利用其中的样本所具有的自嵌套性质，通过与例 6.32

中类似的步骤，不难得到所推断的子文法为 Gi =(h，7「2,51).其中，k =
{Si},T={q,c}以及 Pi为：

SlSi* Slc；

类似地，对子模式样本集 R立 ，利用其中的样本所具有的自嵌套性质,通过与
例 6.32中类似的步骤，也不难得到所推断的子文法为 G2 =(N2, ，尸2,32 ).其
中,N2 = 6},T={b,d}以及 F2 为：

(3)S2fs2b, (4)S2fd.
为形成原模式样本的推断文法,对上面得到的两个子文法进行综合.注意到原

模式正样本集合中的每一个样本都是由相应两个子模式样本集中的两个样本直接
拼合得到的，故综合处理是简单的，只需要将两个子文法中相应的终结符集合、非
终结符集合以及产生式组等相关部分进行适当的合并，并同时增加一个定义拼接
操作的产生式即可.

经综合处理后最终得到的推断文法为 G =(N,T,P,S).其中,N ={S,S1,92},
T={a,b,c,d}以及 P为：

(DS—S1S2, (2)SifSia, (3)Sifc, (4) S2^S2b, (5) S2fd.
显而易见,该文法可产生给定正样本集合中的所有样本.但是,应该指出的是，

该文法在产生所需样本的同时，也产生了大量不在给定正样本集合中的样本.这个
结果是由对样本的分割方式以及对所推断子文法的综合方式所决定的.不同的分
割方式和综合方式一般将得到不完全一致的结果.例如，在本例中若采用第二种分
割方案，则最终得到的推断文法将和采用第一种分割方案得到的结果有所不同.限
于篇幅,这里略去具体的推断过程，仅给出推断结果.最终得到的推断文法为 G =
3,丁,2,5).其中，z={5,5],52},r={a,b,c,d}以及P为：

(DS—SiSz, (2)Si-*c, (3) S2-^aS2b, (4) S2^d.
这个结果和前面利用基于上下文无关文法自嵌套性质得到的推断结果是完全
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一致的.
3.基于样本结构的推断方法

在有些应用场合，给定正样本集合中的样本在结构上呈现明显的规律性.此

时，可利用这种规律性对文法进行推断.

下面举例进行说明.设给定的正样本集合与例 6.33中的一样，为

R+={a + a,a + a + a,a + a + a + a,a + a + a + a + a,a + a + a + a + a + a}

试采用基于样本结构的方法推断可产生 R +的文法 G =(N,T,P,S).经分析
不难发现，该样本集合中的样本呈现以下规律:除集合中的第一个样本之外，其余 -
的任一个样本均可由前一个样本在其后链接符号串“+ q”得到.利用该规律性,稍
加试探后不难给出可产生给定正样本集合的一个文法为 G =(N,T,P,S).其中，
N={S,A},T二 "，+ }以及尸为：

(l)S—A + a, (2)A^A + a, (3) A-^a.

事实上，产生给定正样本集合的文法可以有以下更为简洁的形式

G=(N,T,P,S)
其中，N={S},『={〃，+ }以及 P为：

S—S+ a, (2) S~^a + a.

顺便指出，该文法产生的语言为：

L ={x\x = a (+ a)n,n≥l}
显然,它和例 6.33中给出的结果本质上是一致的.但是，值得指出的是，相比

于例 6.33,基于样本结构的推断方法得到的文法具有非常简洁的形式.

本章小结 本章主要涉及基于结构信息的模式识别问题.首先简略讨论了模
式基元的选择和模式的表达问题.接着，对一个句法模式识别系统所涉及的两个主

要问题，学习和识别问题进行了较为详尽的讨论.这里，利用模式结构和语言结构

之间存在的可类比性，将一组再生规则所描述的文法用于结构模式识别，形成了以

文法为中心的两部分内容:句法分析和文法推断.前者涉及利用已知的文法规则

(或等价地，已知的自动机)对输入模式的分析和识别,而后者则涉及如何根据给定
的符号串推断可生成这些符号串的文法(或等价地，构建可识别给定语言的自

动机).
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作为对全书的总结，在图 7.1中对模式识别所涉及的主要研究内容进行了概
要表示.由于有限纸面空间上的限制，这里仅列出了在模式识别领域中被广泛使用
的一些主要的方法.

r几何分类法

、概率分类困

模式识别＜

参数估计

（有监督的模式识别

非参数估计

最大似然估计

贝叶斯估计和贝叶斯学习

'有限状态自.动机

,
下推自动机

线性有界自动机

、图灵机

r统计模式识别《

Parzen窗估计法
心-近邻估计法

'结构模式识别《

（广义线性函数法
俳线性分类器〈分段线性近似法

I势函数法
（支持向量机

'线性分类器j感知器算法
〔H-K算法

'贝叶斯分类器

最小风险分类器

纽曼皮尔逊分类器

、最小最大分类器

基于核函数的聚类方法

、近邻函数值聚类方法

图 7.1 模式识别的概要表示

［基于分裂的聚类方法
基于合并的聚类方法

〔无监督的模式识别W 动态聚类方法
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正如在第1章绪论中所指出的那样，模式识别虽然已经历了五十余年的沧桑

变化,但作为一个方兴未艾、正处于不断发展中的新兴学科，必将获得更强大的生

命力•我们期待着模式识别能在理论方面有新的突破，我们更期待着模式识别能在

应用领域中不断崭露头角、创造辉煌
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附 录

A.1 多元标量函数及其导数

设 X =(X1 ,12 ,…，0尸是一个 n 维列向量,f(x)是以X为自变量的标量函
数，则称 f(x)为 n 元标量函数，称 f(X)对 X的导数为 f(X)的梯度，记为

或 gradf(X),它是如下所示的一个 n维列向量

=
0f(X)

afd)

令 A = [a"Lx"是与X无关的一个y x n 阶方阵，Y =(门,%, yn尸是与
X无关的一个九维列向量，则我们有以下公式

二 Y

^x(XTAY)=AY

Vx(XtAX) = (A+At)X
特别地，当 A 为对称阵时，有:g (XTAX) =2AX成立.
类似地，设 A =[a』,xm是一个m X 加 阶矩阵,/(A)是以 A 为自变量的一个

标量函数，则称 /(A)为 nx m 元标量函数，其对 A 的导数由下式定义
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「 af ... 3]3^ii 3a 12 daim

af a/ ... Ofdf(A)
二 3«21 a〃22 8a2mdA ••

旦 ... _9L
_8«nl da “2 da

若 A = [a/nx”是一个八 x n阶方阵,f(A) 二 detA = |A | ,则有
d detA

d4 = detA (A7")-】

证明 记 a o'的余子式为Mu ,a"的代数余子式为A',则有
Au 二 (- D+detMij, i,j 二 1,2,…，九

利用拉普拉斯展开定理，将行列式 detA 按第力 行展开，有

detA = 2auAu
)=1

由于z ij中不含A 的第 i 行元素，故有
GdetA _
da ik

Aik , k = 1,2,…，九

从而，根据定义，有

Au Ai2 ••• 力1J
d detA _

dA 一

A21
•••

力22 … A2n
• •• •• •

= (adjA)T

一
hnl 力"2 … 一

其中,adjA 为A 的伴随矩阵.若 A 非奇异，则以下关系成立

4-1 =
adjA

— detA
因此,最后有

d detA
dA

(A-idetA)T = detA (A-1)T = detA (AT)-1

证毕.
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A.2 多元向量函数和雅可比矩阵

设X= …，*“尸是一个 n 维列向量，/(X) = (fi(X),f2(X),…，
fm(X))T是以X为自变量的向量函数，则称 f(X)为 n元向量函数，称XX)对X
的导数为 JXX)的雅可比矩阵，记为 J(X).J(X)由下式定义

J（X）=喀二

-9/1（X）

a『2（x）

•

afi（x） …

防（X） ...
3%2

MX）

efm(x) afm（x） … afm(x)

- a%2 9x„ J
显然，可以借助于多元标量函数的梯度来表示 J(X)

XX）= 吗（X）

NV“（X）_

A.3 函数矩阵的导数

设 X是一个标量,4(x)= 是一个n X m 阶矩阵，其中的每一个矩
阵元素为均是以％为自变量的标量函数，则称AG)为(一元)函数矩阵,其对％的
导数由下式定义
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~dan da 12 …
daim

dx dx dx

d〃21 d〃22 dQ 2m
dA(x)
「 dx dx dx

dx • • •• • •

da 氾i da 几2 ..._ dx d% dx _
函数矩阵的导数具有以下性质：

/1、
/dA(x) \T _ d AT(x)- 一 dx t

(2) 若 A(x)和 B(x)为函数矩阵,a 和9为与X无关的加权系数，则

d「 4 2 丽/ 一
dA(y) , q dB(x)

取[53+函8]… dx +月 dx
(3)如果函数矩阵 A(x)为非奇异的方阵，则

d —t(%) _
dx -d哈)…

(4) 若 4(%)和 B(x)为函数矩阵，则

9A 二号4 + A3*
以上四条性质除(3)之外，都是显然的.下面给出(3)的简要证明.

首先注意到 A(x)非奇异，故有
A(x) A 1 (x) 二 I

这里,1为单位阵•对上式两端关于％求导，并应用性质(4),有

啥23+人环吸产 =0

将左端第一项移至右端，有

A(x) d (%)

dx
dA(x)

dx
A~i(x)

以A-1(x)左乘上式两端，得到
dAT (x)

dx …峻…
证毕.
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a.4 随机向量的统计特性

仅给出连续型随机向量的相关结果.设X=（血，n，…,1.尸是一个连续型随
机向量，则 X的均值向量〃和协方差矩阵2由下面的式子所定义

* = £{X} 二 …]'_8整（X）d%id%2…dx“ =「•••「 Xp（X）dX
一

2 = E{（X — 从）（X-〃）T}=「「（X-"）（X-”p（X）d%idx2 dx“

=「 …[ （X —〃）（X - 从）Tp（x）dxJ -8 J —8

其中，P（X）= P（%1,42,…，Xh）为 X=（x1，%2,…，x“）T的联合概率密度函数.
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