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1 第一讲

2 月 26 日

1.1 背景与动机

我们首先回忆 Riemann 积分的定义: 给定有界实值函数 f : [a, b] → R 以及

区间 [a, b] 的一个分划:

∆ : a = x0 < x1 < · · · < xi−1 < xi < · · · < xn = b.

令

S∆(f) :=

n∑
i=1

Mi(xi − xi−1), s∆(f) :=

n∑
i=1

mi(xi − xi−1),

其中 Mi 和 mi 分别为 f 在 [xi−1, xi] 中的上确界及下确界. 令

S(f) := lim
|∆|→0

S∆(f), s(f) := lim
|∆|→0

s∆(f),

其中 |∆| := max{xi − xi−1 : 1 ≤ i ≤ n}. 若 S(f) = s(f), 则称 f 是 Riemann

可积的, 并且定义此共同值为 f 的 Riemann 积分:∫ b

a

f(x) dx := S(f) = s(f).

大致来说, 为使函数 f Riemann 可积, 我们需要确保 f 在所有小区间 [xi−1, xi]

上的取值振幅足够小.

图 1: Riemann 积分: 对定义域作分划.

Riemann 积分是微积分的核心内容, 然而随着研究的深入, 人们逐渐发现它

的一些局限性. 一个最直接的局限是一些简单的函数并不是 Riemann 可积的.
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例如 [0, 1] 上有理数集的特征函数1

χQ∩[0,1](x) =

 1 x ∈ Q,

0 x /∈ Q,

并不是 Riemann 可积的. 这是因为有理数集和无理数集均稠密, 对 f = χQ∩[0,1]

对任意分划 ∆ 我们有 S∆(f) = 1, s∆(f) = 0, 从而

S(f) = 1 6= 0 = s(f).

此外, Riemann 积分还存在如下局限:

1. 积分与极限交换顺序问题:

存在一列 Riemann 可积函数 fn 使得 limn→∞
∫ b

a
fn dx 存在, fn 逐点收敛

致函数 f (简写为 fn → f), 但 f 不 Riemann 可积. 例如, 令 r1, r2, · · · 为

[0, 1] 上有理数的一个罗列. 对任意正整数 n, 定义 fn : [0, 1] → R:

fn(x) :=

 1 x = r1, · · · , rn,

0 otherwise.

因为 fn 仅有有限多个不连续点, 我们知道 fn Riemann 可积且易计算∫ 1

0
fn(x) dx = 0. 然而另一方面我们有 fn → χQ∩[0,1] Riemann 不可积. 对

此类函数我们期望存在一个新的积分理论使得 f 可积且其积分满足等式:∫ b

a

lim
n→∞

fn(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx = lim
n→∞

∫ b

a

fn(x) dx.

2. 关于微积分基本定理:

微积分基本定理是数学分析中最重要的结论之一, 它告诉我们若 f 可微，

且导函数 f ′ Riemann 可积, 则对任意 x ∈ [a, b],∫ x

a

f ′(t) dt = f(x)− f(a).

上述定理中 f ′ Riemann 可积的条件显然是必须的. 另一方面, 早在 1881

年 Volterra 便构造出了一个可微函数其导函数有界但不是 Riemann 可积.

对这类函数, 我们期望一个新的积分理论来推广微积分基本定理.

3. Riemann 可积函数空间不完备:

令 R = R([a, b]) 为所有 [a, b] 上 Riemann 可积函数所构成的集合. 我们

1对任意集合 E, χE 为其特征函数是指 χE(x) =

 1 x ∈ E,

0 x /∈ E.
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可以在这个集合上引入“距离”使得 R 成为一个度量空间. 具体的, 对任意

f, g ∈ R, 定义:

d(f, g) :=

∫ b

a

|f(x)− g(x)| dx.

可以证明 d 定义了 R 上的距离, 在此度量下 R 成为一个度量空间. 关

于度量空间, 一个重要的问题是这个空间是否完备, 即此空间中的 Cauchy

列2在此空间中是否一定存在极限. 例如, 我们知道有理数集 Q 在绝对值

度量下并不是完备的, 在 Q 中添加进所有 Cauchy 列的极限后我们便得到

实数集, 这是实数集的一个构造方式. 然而空间 (R, d) 并不是完备的: 存在

R 中的一个 Cauchy 列 {fn} 使得对任意 f ∈ R, d(fn, f) ↛ 0. 我们需要

对 R 补充一些新的函数使其变得完备. 这些新补充的函数不是 Riemann

可积的, 然而对这些函数我们也期望可以对其作积分.

4. 关于 Fourier 级数

区间 [−π, π] 上的 Riemann 可积函数 f 对应着一个 Fourier 级数

f(x) ∼
∑
n∈Z

ane
inx,

其中

an :=
1

2π

∫ π

−π

f(x)e−inx dx.

f 与 {an} 满足 Parseval 等式:

1

2π

∫ b

a

|f(x)|2 dx =
∑
n∈Z

|an|2.

显然 {an} 由 f 决定. 相反的, 给定一个数列 {an} 满足
∑

n∈Z |an|2 < ∞,

我们想知道是否存在 Riemann 可积函数 f 使得 f(x) ∼
∑

n∈Z ane
inx? 不

幸的是, 这个问题的答案是否定的. 我们需要在一个更大的函数空间内寻

找这样的函数. 对这些函数我们也期望可以对其作积分.

这些局限告诉人们我们需要一个覆盖 Riemann 积分且纳入更多函数的新积

分理论. 这一积分理论便是我们这门课主要的研究对象, 即 Lebesgue 积分.

1.2 Lebesgue 积分简述

在定义 Riemann 积分时我们对函数 f 的定义域作分划. 为使 f 为 Riemann

可积，需要保证 f 在小区间内的取值振幅足够小. 相反的, 如果 f 不满足此条

2函数列 {fn} 是 R 中的一个 Cauchy 列是指 limn,m→∞ d(fn, fm) = 0.
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件则 f 不 Riemann 可积. Lebesgue 的想法是我们直接对 f 的值域作分划以避

免这一问题. 设 J = [c, d] 为 f 的值域, 对 J 作分划

∆ : c = y0 < y1 < · · · < yi−1 < yi < · · · < yn = d.

令

Ei := {x : yi−1 ≤ f(x) < yi} , 1 ≤ i ≤ n. (1)

当分划 ∆ 足够精细, f 在 Ei 上的取值振幅很小, 我们有

f ≈
n∑

i=1

yi−1χEi
,

其中 χEi
为 Ei 的特征函数. 取越来越精细的分划 ∆, 若极限

lim
|∆|→0

n∑
i=1

yi−1|Ei|

存在, 则定义此极限为 f 的 Lebesgue 积分. 这里 |Ei| 是集合 Ei 的 “长度”.

图 2: Lebesgue 积分: 对值域作分划.

然而这一定义引入了另外一个难点, 即集合 Ei 可能会相当复杂. 为定义

Lebesgue 积分, 我们需要一个相应测度理论来衡量这些复杂集合的长度. 若要

定义 R 上的一个测度 m, 自然的我们期望它满足如下性质:

1. m([a, b]) = b− a.

2. 对任意 E1 ⊂ E2, m(E1) ≤ m(E2).

3. (可数可加性) 对一列两两不交子集 Ei ⊂ R, m(
⋃∞

i=1Ei) =
∑∞

i=1m(Ei).

4. (平移不变性) 对任意子集 E ⊂ R, 任意 x ∈ R, m(E + x) = m(E).

然而这四个条件不能同时成立! 例如令 r1, r2, · · · 为 [−1, 1] 上的有理数的

一个罗列. 我们之后会构造一个集合 E ⊂ [0, 1] 满足
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• {E + ri}∞i=1 两两不相交.

• [0, 1] ⊂
⋃∞

i=1E + ri ⊂ [−1, 2].

由条件 1,2 以及上述第二个性质我们有

1 ≤ m

( ∞⋃
i=1

E + ri

)
≤ 3. (2)

再由 3,4 以及上述第一个性质我们知道

m

( ∞⋃
i=1

E + ri

)
=

∞∑
i=1

m(E + ri) =

∞∑
i=1

m(E).

但是上式右端只能为 0 (当 m(E) = 0) 或 ∞ (当 m(E) > 0), 与 (2) 矛盾! 这个

例子说明我们不能期望对所有 R 的子集定义长度 (测度). 退而求其次我们仅对

部分子集定义测度. 令

L := {可在其上定义测度的 R 的子集} .

称 L 中元素为可测集. 因为我们经常需要对这些可测集进行各种操作 (比如取

补, 取并, 取交), 我们希望 L 具有好的结构: L 是一个 σ-代数. 大致而言, σ-代

数是指对取补及可数交并封闭的集合族. 当有了可测集的概念后, 我们便可引入

可测函数的概念. 大致而言, f 可测是指 f 使得所有的水平集 Ei(参见 (1)) 均可

测. 我们只对可测函数考虑 Lebesgue 积分.

在处理 Lebesgue 理论时我们有如下 Littlewood 三原则:

1. 可测集几乎是区间的有限并.

2. 可测函数几乎是连续函数 (Lusin).

3. 函数列收敛几乎是一致收敛 (Egorov).

Littlewood 三原则告诉我们 Lebesgue 理论中的研究对象与我们所熟悉的对象

相差并不遥远.
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2 第二讲

2 月 28 日

2.1 一些点集拓扑

记号: Q,R,C,N 分别为有理数集，实数集, 复数集以及正整数集.

我们首先来回顾一些集合论的基本知识.

定义 2.1. 令 X 为一非空集合. 设 A,B ⊂ X.

1. X 的幂集

P(X) := {E : E ⊂ X}

为 X 所有子集所构成的集合.

2. A ∪B := {x ∈ X : x ∈ A 或 x ∈ B} 为 A 与 B 的并集.

3. A ∩B := {x ∈ X : x ∈ A 且 x ∈ B} 为 A 与 B 的交集.

4. A \B := {x ∈ X : x ∈ A 且 x /∈ B} 为 A 与 B 的差集; Ac := X \A 为 A

的补集.

5. A∆B := (A \B) ∪ (B \A) 为 A 与 B 的对称差集.

6. 给定一族集合 {Aα}α∈I , 定义其并集为:⋃
α∈I

Aα := {x ∈ X : ∃α ∈ I 使得 x ∈ Aα} ,

其交集为 ⋂
α∈I

Aα := {x ∈ X : ∀α ∈ I, x ∈ Aα} .

注记 2.2. 这里 I 称为指标集. 若 I = {1, 2, 3, · · · }, 则 {Ai}∞i=1 称为一个

集合列.

图 3: 从左至右分别为集合 A 与 B 的并集, 交集, 差集, 对称差集.
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关于集合的运算我们有

命题 2.3 (De Morgan 律). 令 {Aα}α∈I 为一族集合. 则

(a)
(⋃

α∈I Aα

)c
=
⋂

α∈I A
c
α.

(b)
(⋂

α∈I Aα

)c
=
⋃

α∈I A
c
α.

证明. 作业题.

我们可以定义集列的极限.

定义 2.4. 1. 称集列 {An}∞n=1 是单调递减的 (记作 An ↘) 是指

A1 ⊃ A2 ⊃ A3 ⊃ · · · .

2. 称集列 {An}∞n=1 是单调递增的 (记作 An ↗) 是指

A1 ⊂ A2 ⊂ A3 ⊂ · · · .

3. 若 An ↘ 定义其极限集

lim
n→∞

An :=

∞⋂
n=1

An.

相应的, 若 An ↗ 定义其极限集

lim
n→∞

An :=

∞⋃
n=1

An.

例 2.5. 1. 若 An = ( 1n , 1) (或 An = [ 1n , 1)), 则 An ↗ 且 limn→∞An =⋃∞
n=1An = (0, 1).

2. 若 An = (− 1
n , 1) (或 An = [− 1

n , 1)),则 An ↘且 limn→∞An =
⋂∞

n=1An =

[0, 1).

下面我们回顾一些点集拓扑的内容. 我们主要关注欧氏空间中的集合.

给定正整数 d ≥ 1, 令

Rd = {(x1, · · · , xd) : xi ∈ R, 1 ≤ i ≤ d}

为 d 维欧氏空间. 对任意 x ∈ R, r > 0,

Br(x) :=
{
y ∈ Rd : |y − x| < r

}
为以 x 为圆心 r 半径的开圆球. 其中 |x| := (x21 + · · · + x2d)

1/2 是 Rd 上欧式范

数.
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定义 2.6. 给定集合 E ⊂ Rd.

1. x ∈ E 称为 E 的內点若存在 r > 0 使得 Br(x) ⊂ E.

2. x ∈ Rd 称为 E 的聚点 (或极限点) 若对任意 r > 0, Br(x) ∩ (E \

{x}) 6= ∅, 或等价地, 存在一列 {xn} ⊂ E \ {x} 使得 limn→∞ xn = x

(⇔ limn→∞ |xn − x| = 0).

3. x ∈ E 称为 E 的孤立点若存在 r > 0 使得 Br(x) ∩ (E \ {x}) = ∅.

4. E 的內点全体称为 E 的内部, 记为 E◦. E 的极限点全体称为 E 的导集,

记为 E′. E := E ∪ E′ 称为 E 的闭包. ∂E := E \ E◦ 称为 E 的边界.

注记 2.7. 由定义 E 的內点, 孤立点均为 E 的子集, 而极限点则未必.

定义 2.8. 给定子集 E ⊂ Rd.

1. E 为开集若 E = E◦, 即对任意 x ∈ E, 存在 r > 0 使得 Br(x) ⊂ E.

2. E 为闭集若 Ec 为开集.

3. E 为完全集若 E 为闭集且 E = E′, 即 E 不存在孤立点.

注记 2.9. 一般我们用记号 O 指代开集, 用记号 F 指代闭集.

例 2.10. • R 上闭区间都是完全集.

• Q ⊂ R 不是完全集因为 Q 不是闭集.

• Z ⊂ R 不是完全集. (Z 中任意一点都是孤立点.)

下面我们给出 σ-代数的定义. 如前所述, 最终我们会在一个 σ-代数上定义

测度.

定义 2.11. 若 A ⊂ P(X) 满足

1. ∅ ∈ A.

2. A ∈ A =⇒ Ac ∈ A.

3. An ∈ A, n ∈ N, =⇒
⋃∞

n=1An ∈ A.

则称 A 为 X 上的一个 σ-代数.



2 第二讲 10

注记 2.12. 条件 2, 3 推出 “An ∈ A, n ∈ N =⇒
⋂∞

n=1An ∈ A”. 这是因为

若 An ∈ A, 则由性质 2 我们有 Ac
n ∈ A. 再由性质 2, 3 及 De Morgan 律我们

有
⋂∞

n=1An = (
⋃∞

n=1A
c
n)

c ∈ A.

例 2.13. • {∅, X} 是一个 (最小的) σ-代数.

• P(X) 是一个 (最大的) σ-代数.

• Borel σ-代数 BRd :=Rd 中所有开集所生成的 σ-代数, 即包含 Rd 中所有开

集的最小 σ-代数3. BRd 中元素称为 Borel 集. 由定义 Borel 集包括: 开

集, 闭集, Gδ 集:= 开集的可数交, Fσ 集:= 闭集的可数并, · · · .

2.2 Rd 中开集结构定理

定义测度时我们遵循从特殊到一般的原则. 我们首先对一些标准集定义测

度: 考虑方体 (定义见下) 并定义其测度为其体积. 进一步的, 我们可对开集定义

测度. 这一过程由欧氏空间中的开集结构定理保证. 这便是我们这一节的主要内

容.

定义 2.14. 1. 形如 R =
∏d

j=1[aj , bj ] ⊂ Rd 的集合称为 Rd 中的一个闭矩体.

其体积定义为

|R| :=
d∏

j=1

(bj − aj).

2. 若矩体 Q 各边长相等, 即 b1 − a1 = · · · = bd − ad, 则称 Q 为一个闭方体.

3. 我们称一列矩体 {Rn}∞n=1 的并集
⋃∞

n=1Rn 是几乎不交并若这列矩体的内

部两两不相交.

注记 2.15. 相应的, R =
∏d

j=1(aj , bj) ⊂ Rd 称为一个开矩体. 如果没有特别提

及, 下文中提到的矩体或方体一般默认为闭矩体或闭方体.

关于矩体我们有如下引理.

引理 2.16. 令 R,R1, . . . , RN ⊂ Rd 为一列闭矩体.

1. 若 R 是 R1, . . . , RN 的几乎不交并, 则

|R| =
N∑
i=1

|Ri|.

3最小是指若 σ-代数 A ⊂ P(Rd) 包含 Rd 中所有开集, 则 BRd ⊂ A.
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2. 若 R ⊂
⋃N

i=1Ri, 则

|R| ≤
N∑
i=1

|Ri|.

证明. 作业题.

下面我们给出 R 上的开集结构定理.

定理 2.17. R 中开集均可唯一写成可数个开区间的不交并.

证明. 令 O 为 R 中的一个开集. 对任意 x ∈ O 定义

Lx := {a < x : (a, x) ⊂ O} 及 Rx := {b > x : (x, b) ⊂ O} .

因为 O 为开集, Lx, Rx 均非空. 令

Ix := (ax, bx), 其中 ax := infLx, bx := supRx.

注意到 Ix ⊂ O. 这是因为对任意 a ∈ (ax, x), 由下确界定义, 因为 a > ax, 存在

a′ ∈ (ax, a) 使得 a′ ∈ Lx, 即 (a′, x) ⊂ O. 从而 a ∈ (a′, x) ⊂ O, 得 (ax, x) ⊂ O.

类似的, 我们有 (x, bx) ⊂ O. 又因为 x ∈ O, 因此 Ix ⊂ O. 进一步的, 我们知道 Ix

是 O 中包含 x 的最大开区间: 对任意满足 x ∈ I ′ ⊂ O 的开区间 I ′ = (a′, b′), 我

们有 I ′ ⊂ Ix. 事实上, 因为 (a′, x) ⊂ O, 我们有 a′ ∈ Lx, 从而 a′ ≥ ax = infLx.

因此 (a′, x) ⊂ (ax, x) ⊂ Ix. 类似的有 (x, bx) ⊂ Ix. 从而 I ′ ⊂ Ix.

令 J := {Ix}x∈O, 则 O =
⋃

I∈J I. 首先我们证明 J 中元素两两不交. 等价

的, 我们要证对任意 Ix, Iy ∈ J , 若 Ix ∩ Ix 6= ∅, 则 Ix = Iy. 因为 Ix, Iy 均为开

区间, 当 Ix ∩ Iy 非空时, Ix ∪ Iy 为一开区间. 且 Ix ∪ Iy 满足 x, y ∈ Ix ∪ Iy ⊂ O.

由 Ix, Iy 的最大性, 我们有 Ix ∪ Iy ⊂ Ix ∩ Iy, 即 Ix = Iy. 从而 O =
⊔

I∈J I 为

开区间的不交并4.

下面我们证此表示唯一. 假设存在另一个开区间集 J ′ 使得 O =
⊔

I∈J ′ I.

只需证 J ′ ⊂ J . 这是因为若 J ′ 为 J 真子集, 则
⊔

I∈J ′ I 也为
⊔

I∈J I 的真子

集, 与
⊔

I∈J ′ I = O =
⊔

I∈J I 矛盾. 任取开区间 I ∈ J ′, 要证 I ∈ J . 取 I 中

某个元素 x. 则 I 满足 x ∈ I ⊂ O. 由 Ix 最大性我们有 I ⊂ Ix. 若 I ⊊ Ix, 则 I

的某个端点 a 必定落在 Ix 中. 特别的 a ∈ O. 因为 O =
⊔

I∈J ′ I, 存在 I ′ ∈ J ′

使得 a ∈ I ′. 则 I 与 I ′ 必定不同且相交 (这是因为 a 为 I 的端点, 而为 I ′ 的內

点), 与 J ′ 的假设矛盾. 从而 I = Ix ∈ J , 即 J ′ ⊂ J . 唯一性得证.
4我们用记号 “

⊔
” 指代不交并.
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最后我们证明 J 可数 (从而 O =
⊔

I∈J I 为可数并). 对任意 I ∈ J , 取 I

中某有理数 rI . 因为 J 中任意两个开区间不交, 映射 J → Q, I 7→ rI 为单射,

从而 J 可数.

定理 2.17 告诉我们对 R 中开集 O =
⊔

I⊂J I, 我们可以自然的定义其测度

为

m(O) :=
∑
I∈J

|I|.

对一般维数欧式空间, 情况会复杂一些: 此时我们并不能将任意开集写作一列开

方体的不交并. 相应的, 我们只能得到一个弱一些的开集结构定理. 首先我们需

要引入如下定义.

定义 2.18. 1. 令 k ∈ Z. 一个 (k-阶) 2 进方体是形如

Q = 2−k([0, 1]d +m), m ∈ Zd,

的方体. 令 Γk 为所有 k-阶 2 进闭方体所构成的集合. 这些方体形成 Rd

的一个密铺 (tiling).

-4 -2 2 4

-4

-2

2

4

-4 -2 2 4

-4

-2

2

4

-4 -2 2 4

-4

-2

2

4

图 4: 从左至右分别为平面上 (部分) −1 阶, 0 阶, 1 阶 2 进方体

注记 2.19. 关于 2 进方体我们有如下两个观察:

1. 任意两个 2 进方体之间要么具有包含关系要么几乎不交, 即内部不交.

2. 对任意一个 k-阶方体 Q ∈ Γk, 对任意 j ≤ k, 存在唯一一个 j-阶 2 进方体

包含 Q. 我们记 Q̃ ∈ Γk−1 为这个包含 Q 的 (k − 1)-阶 2 进方体.

定理 2.20. Rd 中开集均可写成可数方体的几乎不交并.

证明. 取定 Rd 中一个开集 O. 令

F0 := {Q ∈ Γ0 : Q ⊂ O} .
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对任意正整数 k, 令

Fk :=
{
Q ∈ Γk : Q ⊂ O, Q̃ 6⊂ O

}
.

定义

G :=

∞⋃
k=0

⋃
Q∈Fk

Q.

要证此定理我们只需证明 G 为方体的几乎不交并且 G = O. 首先证 G 为方体

的几乎不交并. 任取两个不同的 2 进方体 Q1 ∈ Fk1 , Q2 ∈ Fk2 , 要证 Q1, Q2 几

乎不交. 因为注记 2.19 中 2 进方体的第一个性质, 我们只需排除包含关系. 不妨

设 k1 ≥ k2. 若 k1 = k2, 即 Q1, Q2 为同阶 2 进方体. 因为 Q1 6= Q2, 显然 Q1 与

Q2 几乎不交. 若 k1 > k2, 则需证 Q1 6⊂ Q2 (不可能有 Q2 ⊂ Q1 因为 Q2 的边长

大于 Q1). 我们利用反证法. 假设 Q1 ⊂ Q2. 特别的, 因为 k2 > k1, 由注记 2.19

中 2 进方体的第二个性质我们有 Q̃1 ⊂ Q2. 另一方面, 由 Q1 ∈ Fk1
, Q2 ∈ Fk2

且 k1 > k2 ≥ 0, 我们有 Q1, Q2 ⊂ O 但 Q̃1 6⊂ O. 这与 Q̃1 ⊂ Q2 矛盾! 从而

Q1 6⊂ Q2.

下面我们证 G = O. 包含关系 G ⊂ O 是平凡的. 只需证 O ⊂ G. 任取

x ∈ O, 由 G 定义需证存在某个 j ≥ 0, R ∈ Fj 使得 x ∈ R. 对此 x, 因为 O 为开

集, 我们可以找到充分小 (即 k 充分大) 的 2 进方体 Rk ∈ Γk 满足 x ∈ Rk ⊂ O.

对任意 0 ≤ j ≤ k 令 Rj ∈ Γj 为包含 Rk 的唯一 j-阶 2 进方体. 我们有嵌套关

系

Rk ⊂ Rk−1 ⊂ · · · ⊂ R0.

令

j0 := min {0 ≤ j ≤ k : Rj ⊂ O} .

因为 Rk ⊂ O, 上述集合为非空有限集, 最小值 j0 可以取得. 若 j0 = 0, 则有

R0 ⊂ O, 从而 R0 ∈ F0. 若 j0 > 0, 则由 j0 的最小性我们有 Rj0 ⊂ O, 但

Rj0−1 6⊂ O, 从而 Rj0 ∈ Fj0 . 在这两种情况下我们都有 x ∈ Rk ⊂ Rj0 ∈ Fj0 . 从

而得证 O ⊂ G.
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3 第三讲

3 月 4 日

3.1 外测度

上节课我们证明了 Rd 中的开集结构定理: 给定一个开集 O ⊂ Rd, 我们可

以将它表成可数个闭方体的几乎不交并. 从而我们可以将这些方体的体积和定

义为 O 的 “测度”. 对一般的集合我们没有这样的结构定理, 相应的, 我们利用方

体覆盖从外部逼近这个集合. 由此我们引入如下外测度的定义.

定义 3.1. 给定集合 E ⊂ Rd, 其外测度定义为

m∗(E) := inf


∞∑
j=1

|Qj | : {Qj}∞j=1为 E 的一个方体覆盖

 .

这里 {Qj}∞j=1 为 E 的一个方体覆盖是指每个 Qj 均为闭方体且 E ⊂
⋃∞

j=1Qj.

注记 3.2. m∗ 可以看成从 P(Rd) 到 [0,∞] 的一个映射: 它给 Rd 的任意子集分

配一个非负实数 (可能为 ∞) 用以衡量其大小.

注记 3.3. 在外测度的定义中一个关键的条件是我们允许方体覆盖中有无穷多

个方体. 事实上, 可以定义 Jordan 外容度

J∗(E) := inf


N∑
j=1

|Qj | : {Qj}Nj=1为 E 的一个有限方体覆盖

 .

可以证明当 E 比较规则时 (比如 E 为一个矩体或者球体), J∗(E) = m∗(E). 然

而注意到
⋃N

j=1Qj 总为闭集, 因而 E ⊂
⋃N

j=1Qj 可推出 E ⊂
⋃N

j=1Qj. 因此如

果 E 与它的闭包相差很远 (比如若 E = Qd, 其闭包为 Rd), 那么
⋃N

j=1Qj 不是

对 E 的一个好的逼近. 这时 J∗(E) 可能会远大于 m∗(E), 因而无法很好地衡量

E 的大小.

注记 3.4. 给定子集 E ⊂ Rd, 由外测度定义我们知道

• 对任意 E 的方体覆盖 {Qj}∞j=1 我们有 m∗(E) ≤
∑∞

j=1 |Qj |.

• 对任意 ϵ > 0 存在 E 的一个方体覆盖 {Qj}∞j=1 满足
5

∞∑
j=1

|Qj | ≤ m∗(E) + ϵ.

5当 m∗(E) = ∞ 时, 这个不等式平凡成立. 事实上, m∗(E) = ∞ 说明 E 的任何方体覆盖均满

足
∑∞

j=1 |Qj | = ∞.
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给定某个常数 L, 之后我们经常会需要比较 L 与 m∗(E) 的大小. 注意到

• 若要证 L ≤ m∗(E), 则需证对 E 的任意方体覆盖 {Qj}∞j=1 我们有 L ≤∑∞
j=1 |Qj |.

• 若要证 L ≥ m∗(E), 则需证对任意 ϵ > 0, 存在 E 的方体覆盖 {Qj}∞j=1 满

足
∑∞

j=1 |Qj | ≤ L+ ϵ.

例 3.5. 我们可以计算下列简单集合的外测度.

1. 空集、单点集外测度为零.

证明. 令 E = ∅ 或 {x}. 对任意 ϵ > 0, 存在方体 Q 包含 E 且 |Q| < ϵ. 从

而 m∗(E) ≤ |Q| < ϵ. 令 ϵ→ 0+ 得 m∗(E) = 0.

2. 可数集外测度为零. 特别的, m∗(Qd) = 0.

证明. 设 E = {xj}∞j=1. 对任意 j, 存在方体 Qj 满足 xj ∈ Qj 且 |Qj | <

ϵ/2j . 则 {Qj}∞j=1 为 E 的一个方体覆盖, 并且

m∗(E) ≤
∞∑
j=1

|Qj | <
∞∑
j=1

ϵ

2j
= ϵ.

令 ϵ→ 0+ 得 m∗(E) = 0.

3. 闭方体外测度等于其体积.

证明. 令 Q ⊂ Rd 为一闭方体. 注意到 Q 为其本身的一个方体覆盖, 从而

有 m∗(Q) ≤ |Q|. 因而只需证 |Q| ≤ m∗(Q), 为此要证对任意 Q 的方体覆

盖 {Qj}∞j=1 有 |Q| ≤
∑∞

j=1 |Qj |. 任取 Q 的一个方体覆盖 {Qj}∞j=1. 对任

意 Qj , 存在开方体 Sj ⊃ Qj 满足 |Sj | < |Qj |+ ϵ/2j . 则 {Sj}∞j=1 为紧集 Q

的一个开覆盖. 由有限覆盖定理我们知道存在某个充分大的正整数 N 使

得 Q ⊂
⋃N

j=1 Sj ⊂
⋃N

j=1 Sj . 由引理 2.16 (2) 我们有

|Q| ≤
N∑
j=1

|Sj | =
N∑
j=1

|Sj | <
N∑
j=1

(
|Qj |+

ϵ

2j

)
<

∞∑
j=1

|Qj |+ ϵ.

令 ϵ→ 0+ 得 |Q| ≤
∑∞

j=1 |Qj |. 从而命题得证.

4. 闭矩体外测度等于其体积.
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证明. 令 R ⊂ Rd 为一闭矩体. 利用与上例几乎一样的证明我们可得 |R| ≤

m∗(R). 另一方向的不等式留作作业.

下面我们证明外测度的一些性质.

命题 3.6. 外测度 m∗ 满足如下性质:

1. (单调性) 若 E1 ⊂ E2, 则 m∗(E1) ≤ m∗(E2).

证明. 对任意 ϵ > 0, 存在 E2 的方体覆盖 {Qj}∞j=1 满足
∑∞

j=1 |Qj | ≤

m∗(E2) + ϵ. 因为 E1 ⊂ E2, {Qj}∞j=1 也是 E1 的一个开方体覆盖. 从而

m∗(E1) ≤
∞∑
j=1

|Qj | ≤ m∗(E2) + ϵ.

令 ϵ→ 0+ 得 m∗(E1) ≤ m∗(E2).

2. (次可数可加性) 若 E =
⋃∞

j=1Ej, 则 m∗(E) ≤
∑∞

j=1m∗(Ej).

证明. 只需证明对任意 ϵ > 0, 存在 E 的方体覆盖 {Qj}∞j=1 满足
∑∞

j=1 |Qj | ≤∑∞
j=1m∗(Ej) + ϵ. 对任意 ϵ > 0 任意 j ∈ N, 存在 Ej 的一个方体覆盖

{Qjk}∞k=1 满足
∞∑
k=1

|Qjk| ≤ m∗(Ej) +
ϵ

2j
.

注意到 {Qjk}∞j,k=1 是 E 的一个方体覆盖, 从而

m∗(E) ≤
∞∑
j=1

∞∑
k=1

|Qjk| ≤
∞∑
j=1

(
m∗(Ej) +

ϵ

2j

)
=

∞∑
j=1

m∗(Ej) + ϵ.

令 ϵ→ 0+ 得 m∗(E) ≤
∑∞

j=1m∗(Ej).

3. (平移不变性) 对任意 E ⊂ Rd, x ∈ Rd, m∗(E + x) = m∗(E).

证明. 对任意 ϵ > 0, 存在 E 的方体覆盖 {Qj}∞j=1 满足
∑∞

j=1 |Qj | ≤

m∗(E) + ϵ. 因为方体的平移仍为方体, {Qj + x}∞j=1 为 E + x 的一个

方体覆盖. 并且注意到对任意 Qj , |Qj + x| = |Qj |. 从而

m∗(E + x) ≤
∞∑
j=1

|Qj + x| =
∞∑
j=1

|Qj | ≤ m∗(E) + ϵ.

令 ϵ→ 0+ 得 m∗(E + x) ≤ m∗(E).

另一方面, m∗(E) = m∗(E + x − x) ≤ m∗(E + x). 从而得 m∗(E + x) =

m∗(E).
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4. (数乘作用下性质) 对任意 E ⊂ Rd, λ > 0, m∗(λE) = λdm∗(E), 其中

λE :=
{
λx ∈ Rd : x ∈ E

}
.

证明. 留作作业.

5. 若 E = E1 ∪ E2 且 d(E1, E2) > 0, 则 m∗(E) = m∗(E1) +m∗(E2), 其中

d(E1, E2) = inf {|x− y| : x ∈ E1, y ∈ E2} .

证明. 由次可数可加性有 m∗(E) ≤ m∗(E1) +m∗(E2). 只需证 m∗(E1) +

m∗(E2) ≤ m∗(E). 取 δ > 0 满足 d(E1, E2) > δ (比如可取 δ = d(E1,E2)
2 ).

对任意 ϵ > 0, 存在 E 的方体覆盖 {Qj}∞j=1 满足
∑∞

j=1 |Qj | ≤ m∗(E) + ϵ.

不妨设每个方体 Qj 的直径6小于 δ. (若否, 可将 Qj 划分为直径小于 δ 的

几乎不交小方体并用这些小方体替代 Qj .) 注意到因为 diam(Qj) < δ <

d(E1, E2), Qj 不能同时与 E1, E2 相交, 否则存在 x ∈ Qj∩E1, y ∈ Qj∩E2,

从而

diam(Qj) ≥ d(x, y) ≥ d(E1, E2) > δ > diam(Qj).

矛盾! (这里第一个不等式用到 x, y ∈ Qj , 第二个不等式用到 x ∈ E1, y ∈

E2.) 令

Fi := {Qj : Qj ∩ Ei 6= ∅} , i = 1, 2.

注意到对 i = 1, 2, {Qj}Qj∈Fi
为 Ei 的一个方体覆盖, 并且 F1 ∩ F2 = ∅.

从而我们有

m∗(E1) +m∗(E2) ≤
∑

Qj∈F1

|Qj |+
∑

Qj∈F2

|Qj |

≤
∞∑
j=1

|Qj | ≤ m∗(E) + ϵ.

令 ϵ→ 0+ 即得 m∗(E1) +m∗(E2) ≤ m∗(E).

6对任意 F ⊂ Rd, 其直径定义为 diam(F ) := sup {|x− y| : x, y ∈ F}.
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4 第四讲

3 月 6 日

接上次课的内容, 我们继续研究外测度所满足的一些性质.

命题 4.1. 1. (外正则性) 若 E ⊂ Rd, 则

m∗(E) = inf {m∗(O) : O ⊃ E 开集}. (3)

证明. 令 A = inf {m∗(O) : O ⊃ E 开集}. 由单调性有 m∗(E) ≤ A. 只

需证 m∗(E) ≥ A. 不妨设 m∗(E) < ∞. 只需证对任意 ϵ > 0, 存在开集

O ⊃ E 满足 m∗(O) ≤ m∗(E) + ϵ. 对任意 ϵ > 0, 存在 E 的方体覆盖

{Qj}∞j=1 使得
∑∞

j=1 |Qj | ≤ m∗(E) + ϵ/2. 对任意 Qj , 选取开方体 Sj 包含

Qj 且满足 |Sj | ≤ |Qj |+ ϵ/2j+1. 令 O :=
⋃∞

j=1 Sj . 注意到 O 为包含 E 的

开集. 并且

m∗(O) ≤
∞∑
j=1

m∗(Sj) ≤
∞∑
j=1

m∗(Sj) =

∞∑
j=1

|Sj |

≤
∞∑
j=1

(|Qj |+
ϵ

2j+1
) =

∞∑
j=1

|Qj |+
ϵ

2

≤ m∗(E) + ϵ.

2. 若 E =
⋃∞

j=1Qj 为一列方体的几乎不交并, 则

m∗(E) =

∞∑
j=1

|Qj |.

为证明此命题, 我们需要下面引理.

引理 4.2. 设 K 为紧集, F 为闭集. 若 K ∩ F = ∅, 则 d(K,F ) > 0.

证明. 用反证法. 假设 d(K,F ) = 0. 则存在点列 {xn}∞n=1 ⊂ K 及 {yn}∞n=1 ⊂ F

满足 limn→∞ d(xn, yn) = 0. 因为 K 为紧集, {xn}∞n=1 存在收敛子列 {xnk
}∞k=1

收敛至点 x ∈ K. 考虑点列 {ynk
}∞k=1. 我们有

d(x, ynk
) = |x− ynk

| ≤ |x− xnk
|+ |xnk

− ynk
| → 0, 当 k → ∞.

从而 {ynk
}∞k=1 也收敛至 x. 因为 F 为闭集, x ∈ F . 从而 x ∈ K ∩ F , 与

K ∩ F = ∅ 矛盾!
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我们有如下直接的推论.

推论 4.3. 令 F1, · · · , FN ⊂ Rd 为两两不交的紧集. 则

m∗

 N⋃
j=1

Fj

 =

N∑
j=1

m∗(Fj). (4)

证明. 将
⋃N

j=1 Fj 写成 F1

⋃(⋃N
j=2 Fj

)
. 注意到这两个集合均为紧集且不交. 从

而由引理 4.2 及命题 3.6 (5) 我们有

m∗

 N⋃
j=1

Fj

 = m∗(F1) +m∗

 N⋃
j=2

Fj

 .

重复此证明 N 次即得 (4).

命题 4.1 (2) 的证明. 由次可数可加性有 m∗(E) ≤
∑∞

j=1 |Qj |. 只需证另一方向

不等式. 对任意 ϵ > 0, 对任意闭方体 Qj 可以找到一个真闭子方体 Q̃j ⊊ Qj 满

足 |Qj | ≤ |Q̃j | + ϵ/2j . 注意到因为 {Qj}∞j=1 两两几乎不交, {Q̃j}∞j=1 两两不交.

从而由推论 4.3 可知对任意正整数 N 有

m∗

 N⋃
j=1

Q̃j

 =

N∑
j=1

m∗(Q̃j) =

N∑
j=1

|Q̃j |.

又因为
⋃N

j=1 Q̃j ⊂ E 从而

m∗(E) ≥ m∗

 N⋃
j=1

Q̃j

 =

N∑
j=1

|Q̃j | ≥
N∑
j=1

(
|Qj | −

ϵ

2j

)
.

因为此不等式对任意 N ∈ N 都成立, 令 N → ∞ 即得

m∗(E) ≥
∞∑
j=1

(
|Qj | −

ϵ

2j

)
=

∞∑
j=1

|Qj | − ϵ.

再令 ϵ→ 0+ 即得 m∗(E) ≥
∑∞

j=1 |Qj |.

有了上述性质, 我们可以计算更多集合的外测度.

例 4.4. 1. 开矩体外测度等于其体积.

证明. 令 R ⊂ Rd 为一开矩体. 由单调性有 m∗(R) ≤ m∗(R) = |R| = |R|.

另一方面, 对任意 ϵ > 0, 存在闭矩体 R̃ ⊂ R 使得 |R̃| > |R| − ϵ. 再由单调

性我们有 m∗(R) ≥ m∗(R̃) = |R̃| > |R| − ϵ. 令 ϵ→ 0+ 得 m∗(R) ≥ |R|, 从

而 m∗(R) = |R|.
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2. m∗(Rd) = ∞.

证明. 对任意正整数 k ≥ 1, 考虑方体 Qk = [−k, k]d. 注意到 m∗(Rd) ≥

m∗(Qk) = |Qk| = (2k)d. 因为此不等式对任意 k 都成立, 可得 m∗(Rd) =

∞.

4.1 一个重要例子: Cantor 三分集

Cantor 三分集 (或简称 Cantor 集) 由法国数学家 Cantor 于 1883 年构造,

它所具有的性质以及它的构造方式7均对分析学的发展起到了非常重要的作用.

下面我们给出 Cantor 集的构造方法. 令 C0 = [0, 1]. 将 C0 三等分并挖

去居中的开中间得到 C1 = [0, 13 ] ∪ [ 23 , 1]. 对 C1 的两个子区间重复此操作得到

C2 = [0, 10 ]∪ [ 29 ,
1
3 ]∪ [ 23 ,

7
9 ]∪ [ 89 , 1]. 重复此操作我们得到一列单调递减的闭集列:

C0 ⊃ C1 ⊃ C2 ⊃ C3 ⊃ · · · ⊃ Ck ⊃ Ck+1 ⊃ · · · .

注意到 Ck 是 2k 个长度为 3−k 的闭区间的不交并集. Cantor 三分集便是这列

闭集的交集:

C :=

∞⋂
k=0

Ck.

命题 4.5. Cantor 三分集具有如下性质:

1. C 为非空闭集.

证明. C 为一列闭集的可数交, 所以为闭集. C 非空是因为可以观察到

0, 1 ∈ C.

注记 4.6. 事实上, 同样的观察告诉我们对任意 k ≥ 0, Ck 的所有端点均

包含在 C 中. 进一步的，令

{0, 2}N := {(a1, a2, · · · ) :对任意 i ∈ N, ai ∈ {0, 2}} .

我们可以构造一个从 {0, 2}N 到 C 的一一映射. 具体而言给定一个无穷序

列 (a1, a2, · · · ) ∈ {0, 2}N, 我们可以构造一条区间 [0, 1] 上通向 Cantor 集

中某点的 “路径”: 假设小明站在区间 [0, 1] 的中点, 将 [0, 1] 区间的三等分

小区间从左至右依次标号 0, 1, 2. 我们规定若 a1 = i, (i = 0, 2), 则小明走
7这一构造方式称为迭代函数系统 (iterated function system), 它是一种非常重要的构造分形

(fractals) 的方式. 另一个著名的由此方式构造的分形是 Sierpinski 三角形; 参见教材 p. 330-334.
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至第 i 个子区间的中点, 且记该子区间为 J1. 再将 J1 分成三等分并类似

标号. 我们规定若 a2 = i, (i = 0, 2), 则小明走至 J1 的第 i 个子区间的中

点, 并记此区间为 J2. 重复此过程, 最终我们得到一列单调递减的闭子区

间 J1 ⊃ J2 ⊃ · · · . 注意到当 k → ∞, |Jk| = 3−k → 0. 从而由闭区间套定

理我们有
⋂∞

k=1 Jk = {x} 为单点集. 这一点便是小明沿着由 (a1, a2, · · · )

决定的这条路径所走向的 “终点”. 因为 Jk ⊂ Ck, 我们知道 x ∈ C. 另

一方面, 给定 x ∈ C =
⋂∞

k=0 Ck. 因为 Ck 单调递减, 且 Ck 为 2k 个长

度为 3−k 的闭子区间的不交并, x 也唯一决定了一列单调递减的闭子区间

J1 ⊃ J2 ⊃ · · · . 这里 Jk 为 Ck 的 2k 个闭子区间中包含 x 的那个子区间,

从而 |Jk| = 3−k. 这一列闭子区间 {Jk} 也自然地决定了 {0, 2}N 中的一个

无穷序列.

2. m∗(C) = 0.

证明. 对任意 k ∈ N, C ⊂ Ck. 从而

m∗(C) ≤ m∗(Ck) ≤ 2k × 1

3k
=

(
2

3

)k

→ 0, 当 k → ∞.

这里第二个不等式成立是因为次可数可加性以及 Ck 是 2k 个长度为 3−k

的闭区间的不交并.

3. C 不含內点, 即不包含任何开区间.

4. C 为完全集, 即不含孤立点.

5. C 具有连续统基数, 即存在从 C 到 [0, 1] 的连续满射. 特别的, C 不可数.

性质 3-5 留作作业.

4.2 Lebesgue 可测集及 Lebesgue 测度

下面我们开始讨论 Lebesgue 可测集以及 Lebesgue 测度.

定义 4.7. 设 E ⊂ Rd.

1. 若对任意 ϵ > 0 存在包含 E 的开集 O 满足

m∗(O \ E) < ϵ,

则 E 称为 (Lebesgue) 可测集. 记 L = LRd ⊂ P(Rd) 为所有可测集构成

的集合.
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2. 若 E ∈ L(即 E 可测), 则定义

m(E) := m∗(E)

为 E 的 (Lebesgue) 测度.

注记 4.8. 1. 外测度m∗可看成从 P(Rd)到 [0,∞]上的一个映射. 而 Lebesgue

测度便是 m∗ 在 L 上的限制, 即 m = m∗|L. 因此 Lebesgue 测度满足所有

外测度的性质, 但前提是相关讨论里所出现的集合均是可测集.

2. 我们可以将可测性与外正则性作比较. 对任意集合 E ⊂ Rd, 外正则性告

诉我们若 m∗(E) <∞, 则存在包含 E 的开集 O 满足

0 ≤ m∗(O)−m∗(E) ≤ ϵ.

注意到这并不能推出差集 O \ E 的外测度很小. 而可测集正是可以满足

m∗(O \ E) ≤ ϵ 的那些集合.

3. 可以证明 E ⊂ Rd 可测等价于如下 Carathéodory 条件:

对任意子集 A ⊂ Rd, m∗(E ∩A) +m∗(E
c ∩A) = m∗(A).

今后在学习抽象测度时我们会用到这一条件.

4.3 Lebesgue 测度的性质

命题 4.9. 可测集满足如下性质:

1. 开集均可测. (特别的, 开方体, 开矩体, 开球 · · · 均可测.)

证明. 设 E ⊂ Rd 为开集. 对任意 ϵ > 0, 可取开集 O = E, 则 O 包含 E

且满足

m∗(O \ E) = m∗(∅) = 0 < ϵ.

从而 E 可测.

2. 若 m∗(E) = 0, 则 E 可测, 即零测集8可测. (特别的, 空集, 可数点列,

Cantor 三分集均可测.)

证明. 由外正则性对任意 ϵ > 0, 存在开集 O 满足 E ⊂ O 且 m∗(O) ≤

m∗(E) + ϵ = ϵ. 从而 m∗(O \ E) ≤ m∗(O) ≤ ϵ. 即证 E 可测.

8此处 “零测集” 是指外测度为零的集合. 因为此命题, 我们知道所有外测度为零的集合均可测.

所以此时外测度与测度相同, 以后我们提到零测集时即指测度为零的集合.
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5 第五讲

3 月 11 日

5.1 Lebesgue 测度的性质: 继续

命题 5.1. 1. 可测集的可数并可测: 若 {Ej} ⊂ Rd 可测, 则
⋃∞

j=1Ej 可测.

证明. 令 E =
⋃∞

j=1Ej . 对任意 j ≥ 1, 因为 Ej 可测, 由定义对任意 ϵ > 0,

存在开集 Oj 包含 Ej 且满足 m∗(Oj \ Ej) ≤ ϵ/2j . 令 O :=
⋃∞

j=1 Oj . 则

O 为开集且包含 E. 并且注意到

O \ E ⊂
∞⋃
j=1

Oj \ Ej .

这是因为对任意 x ∈ O \ E, 由 O 与 E 的定义可知存在某个 j0 使得

x ∈ Oj0 并且对任意 j ≥ 1, x /∈ Ej . 特别的, x /∈ Ej0 . 从而 x ∈ Oj0 \Ej0 ⊂⋃∞
j=1 Oj \ Ej . 从而由外测度的单调性及次可数可加性我们有

m∗(O \ E) ≤ m∗

 ∞⋃
j=1

Oj \ Ej

 ≤
∞∑
j=1

m∗(Oj \ Ej) ≤
∞∑
j=1

ϵ

2j
= ϵ.

因此 E 可测.

2. 闭集均可测.

证明. 令 F ⊂ Rd 为一闭集. 首先假设 F 紧. 特别的 m∗(F ) < ∞. 由外

正则性对任意 ϵ > 0 存在开集 O 包含 F 且满足 m∗(O) ≤ m∗(F ) + ϵ. 我

们要证 m∗(O \ F ) ≤ ϵ. 注意到 O \ F 为开集, 从而由开集结构定理 (定理

2.20) 可以将 O \ F 写成一列闭方体的几乎不交并: O \ F =
⋃∞

j=1Qj . 由

命题 4.1 (2) 我们有

m∗(O \ F ) =
∞∑
j=1

|Qj |.

另一方面, 对任意正整数 N , K :=
⋃N

j=1Qj 为紧集且满足 K ∩ F = ∅. 从

而由推论 4.3 (并且注意到 K ∪ F ⊂ O) 我们有

m∗(O) ≥ m∗(K ∪ F ) = m∗(K) +m∗(F ) =

N∑
j=1

|Qj |+m∗(F ).
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令 N → ∞ 即得

m∗(O \ F ) =
∞∑
j=1

|Qj | ≤ m∗(O)−m∗(F ) ≤ ϵ.

从而命题得证.

对一般的闭集 F , 对任意整数 k ≥ 1, 令 Fk = F ∩Qk, 其中 Qk = [−k, k]d.

注意到 F =
⋃∞

k=1 Fk 且每个 Fk 均为紧集. 从而 Fk 均可测. 再由命题 (1)

可知 F 也可测.

注记 5.2. (1) (2) 说明 Fσ 集 (闭集的可数并) 均可测.

3. 可测集的补集可测: E 可测 ⇒ Ec 可测.

证明. 设 E ⊂ Rd 可测. 由作业 2b 第三题可知存在一个 Gδ 集 G ⊃ E 满

足 m∗(G \E) = 0. 因为 G \E 为零测集, 从而其可测. 另一方面, Gc 为一

Fσ 集, 从而 Gc 也可测. 注意到 Ec = Gc t (G \E). 再由命题 (1) 可知 Ec

可测.

4. 可测集的可数交可测: {Ej} 可测 ⇒
⋂∞

j=1Ej 可测.

证明. 注意到
⋂∞

j=1Ej =
(⋃∞

j=1E
c
j

)c
. 由于可测集的可数并及补集均可

测, 可知
⋂∞

j=1Ej 也可测.

5. 可测集的差集可测: E,F 可测 ⇒ E \ F 可测.

证明. 这是因为 E \ F = E ∩ F c.

5.2 可测集与 Borel 集的关系

由命题 4.9 (1) 及命题 5.1 (1), (3) 我们有如下直接的推论.

推论 5.3. LRd 为一个 σ-代数, 且包含所有 Borel 集, 即 BRd ⊂ LRd .

注记 5.4. 事实上 BRd ⊊ LRd : 可以证明存在非 Borel 的零测集 (作业).

另一方面, 可测集与 Borel 集也仅仅相差这些零测集.

定理 5.5. 集合 E ⊂ Rd 可测当且仅当

1. 存在 Gδ 集 G ⊃ E 满足 m∗(G \ E) = 0.
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2. 存在 Fσ 集 F ⊂ E 满足 m∗(E \ F ) = 0.

证明. 命题 (1) 的 “⇒” 方向为作业 2b 第三题. 另一方向成立是平凡的. (因为

E = G \ (G \ E).)

对命题 (2), “⇐” 方向也是平凡的. 对另一方向, 因为 Ec 可测, 存在 Gδ

集 G 包含 Ec 且满足 m∗(G \ Ec) = 0. 令 F = Gc. 注意到 F 为一 Fσ 集且

E \ F = G \ Ec. 从而 m∗(E \ F ) = m∗(G \ Ec) = 0.

定理 5.5 说明我们可以将任意可测集写成一个 Borel 集与一个零测集 (可测

但未必是 Borel 集) 的差集或并集.

5.3 可数可加性

下面我们讨论 Lebesgue 测度与外测度的一个最主要差别: Lebesgue 测度

满足可数可加性：

定理 5.6 (可数可加性). 设 E =
⋃∞

j=1Ej, 其中 E1, E2, . . . , 为一列两两不相交

的可测集, 则

m(E) =

∞∑
j=1

m(Ej). (5)

这里定理的证明与命题 4.1 (2) 的证明类似. 关键点在于可以找到 Ej 的子

集 Fj 使得差集 Ej \ Fj 的外测度很小. 当 Ej 为方体时 (即命题 4.1 (2) 中的情

形), 这一要求很容易满足. 当 Ej 可测时, 我们有如下引理.

引理 5.7. E ⊂ Rd 可测当且仅当对任意 ϵ > 0, 存在闭集 F ⊂ E 满足 m∗(E \

F ) ≤ ϵ.

证明. 证明与命题 5.5 (2) 的证明类似 (利用 Ec 的可测性).

下面我们给出定理 5.6 的证明.

证明. 首先假设 Ej 均有界. 对任意 ϵ > 0, 由引理 5.7 可知对任意 Ej , 存在闭集

Fj ⊂ Ej 满足 m∗(Ej \ Fj) ≤ ϵ/2j . 因为 Ej 有界且两两不交, Fj 为一列两两不

交的紧集. 对任意 N ≥ 1, 由推论 4.3 我们有

m∗

 N⋃
j=1

Fj

 =

N∑
j=1

m∗(Fj).
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因为 Ej = Fj ∪ (Ej \ Fj), 由次可数可加性我们有

m∗(Ej) ≤ m∗(Fj) +m∗(Ej \ Fj) ≤ m∗(Fj) +
ϵ

2j
.

再由单调性有

m∗(E) ≥
N∑
j=1

m∗(Fj) ≥
N∑
j=1

(
m∗(Ej)−

ϵ

2j

)
.

令 N → ∞ 即得

m∗(E) ≥
∞∑
j=1

(
m∗(Ej)−

ϵ

2j

)
=

∞∑
j=1

m∗(Ej)− ϵ.

再令 ϵ→ 0+ 并且注意到 {Ej}, E 均可测 (从而可以将 m∗ 替换成 m) 即得 (5).

对一般的 {Ej}, 令 {Bk}∞k=1 为 Rd 的一列不交并, 即 Rd =
⊔∞

k=1Bk, 并且

Bk 均有界. (例如令 Qk = [−k, k]d, 可取 B1 = Q1, Bk = Qk \Qk−1 (k ≥ 2).) 对

任意 j, k ≥ 1, 令 Ejk = Ej ∩Bk. 注意到 Ejk 均有界且对任意 j, Ej =
⊔∞

k=1Ejk

以及 E =
⊔∞

j=1

⊔∞
k=1Ejk. 从而由有界情形可知

m(E) =

∞∑
j=1

∞∑
k=1

m(Ejk) =

∞∑
j=1

m(Ej).

命题得证.
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6 第六讲

3 月 13 日

下面我们讨论可数可加性的一些推论. 首先我们有如下一个非常简单但很

常用的推论.

推论 6.1. 设 F ⊂ E 均可测且 m(F ) <∞. 则 m(E \ F ) = m(E)−m(F ).

证明. 将 E 写成 E = F t(E\F ). 由可数可加性可知 m(E) = m(F )+m(E\F ).

因为 m(F ) <∞, 可将此项移至等式的左端即得 m(E \F ) = m(E)−m(F ).

注记 6.2. 在此推论中我们允许 m(E) = ∞. 此时此推论告诉我们差集 E \F 的

测度也为 ∞.

下面我们讨论一些更加重要的推论.

定理 6.3 (单调集列的测度连续性). 设 {Ej}, E ⊂ Rd 可测.

1. 若 Ej ↗ E, 则 m(E) = limN→∞m(EN ).

2. 若 Ej ↘ E 且对某个 Ek 有 m(Ek) <∞, 则 m(E) = limN→∞m(EN ).

注记 6.4. 命题 (1) 的等式两端允许 +∞. 命题 (2) 中的 m(Ek) <∞ 的假设是

必须的: 取 Ej = (j,∞) ⊂ R. 注意到 Ej ↘ E = ∅, 但 ∞ = limj→∞m(Ej) 6=

m(E) = 0.

证明. 对 (1), 令 G1 = E1, Gk = Ek \ Ek−1 (k ≥ 2). 则

E =

∞⋃
j=1

Ej =

∞⊔
k=1

Gk, 且对任意 N ≥ 1, EN =

N⊔
k=1

Gk

由可数可加性有

m(E) =

∞∑
k=1

m(Gk) = lim
N→∞

N∑
k=1

m(Gk) = lim
N→∞

m(EN ).

对 (2), 注意到对任意 k ≥ 1,

E =

∞⋂
j=1

Ej =

∞⋂
j=k

Ej .

从而不妨设 m(E1) < ∞ (否则我们可以将 E1, · · · , Ek−1 从这个集列中删去, 这

不改变极限集 E 以及极限 limN→∞m(EN )). 对任意 k ≥ 1, 令 Gk = Ek \Ek+1.

注意到

E1 = E
⊔ ∞⊔

k=1

Gk.
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这是因为对任意 x ∈ E1, 要么对任意 k ≥ 1, x ∈ Ek (即 x ∈ E), 要么存在唯一

的 k ≥ 1 使得 x ∈ Ek 但 x /∈ Ek+1 (即 x ∈ Gk). 从而由可数可加性我们有

m(E1) = m(E) +

∞∑
k=1

m(Gk).

因为 m(E1) < ∞, 无穷级数
∑∞

k=1m(Gk) < ∞ (绝对收敛). 可在上式中两端减

去
∑∞

k=1m(Gk) 得

m(E) = m(E1)− lim
N→∞

N∑
k=1

m(Gk) = lim
N→∞

(
m(E1)−

N∑
k=1

m(Gk)

)
.

注意到

m(E1)−
N∑

k=1

m(Gk) = m(E1)−
N∑

k=1

(m(Ek)−m(Ek+1)) = m(EN+1).

从而有

m(E) = lim
N→∞

m(EN+1) = lim
N→∞

m(EN ).

命题得证.

由可数可加性我们也可以证明 Littlewood 三原则中的第一条原则: 可测集

几乎是方体 (当 d = 1 时即为区间) 的有限并.

定理 6.5. 设 E ⊂ Rd 可测且 m(E) <∞. 对任意 ϵ > 0,

1. 存在紧集 K ⊂ E 满足 m(E \K) ≤ ϵ.

2. 存在闭方体的有限并 F =
⋃N

j=1Qj 满足 m(E∆F ) ≤ ϵ. 其中回忆 E∆F =

(E \ F ) ∪ (F \ E) 为 E 与 F 对称差集.

证明. 若 E 有界, 则 (1) 等价于引理 5.7. 对一般的 E, 令 Ek = E ∩ Qk,

其中 Qk = [−k, k]d. 注意到 Ek 有界且 Ek ↗ E. 从而由定理 6.3 (1) 有

m(E) = limN→∞m(EN ). 因为 m(E) < ∞, 我们可以找到充分大的正整数 N

满足 m(E) ≤ m(EN ) + ϵ
2 . 由推论 6.1 我们有

m(E \ EN ) = m(E)−m(EN ) ≤ ϵ

2
.

并且因为 EN 有界, 存在紧集 K ⊂ EN 满足 m(EN \K) ≤ ϵ
2 . 则 K ⊂ EN ⊂ E,

且

m(E \K) = m((E \ EN ) t (EN \K)) = m(E \ EN ) +m(EN \K) ≤ ϵ.
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命题 (1) 得证.

对命题 (2), 因为 E 可测, 存在开集 O 包含 E 满足 m(O \ E) ≤ ϵ
2 . 由开集

结构定理可将 O 写为一列方体的几乎不交并: O =
⋃∞

j=1Qj . 注意到

∞∑
j=1

|Qj | = m(O) = m(E) +m(O \ E) <∞,

从而存在 N 充分大使得
∑∞

j=N+1 |Qj | ≤ ϵ
2 . 令 F =

⋃N
j=1Qj . 注意到

E∆F = (E \ F ) ∪ (F \ E) ⊂ (O \ F ) ∪ (O \ E) ⊂
(
∪∞
j=N+1Qj

)
∪ (O \ E).

从而

m(E∆F ) ≤
∞∑

j=N+1

|Qj |+m(O \ E) ≤ ϵ.

命题得证.

注记 6.6. 从定理 6.5 (2) 的证明可以看到其中选取的闭方体的有限并可以为几

乎不交并.

6.1 Lebesgue 不可测集

我们之前提到 BRd ⊂ LRd ⊂ P(Rd), 并且第一个包含关系是真包含关系, 即

存在可测的非 Borel 集. 现在我们来证明第二个包含关系也是真包含关系.

定理 6.7 (Vitali, 1905). LR ⊊ P(R), 即存在 R 上的不可测集.

为证明此定理, 我们引入如下 [0, 1] 区间上的等价关系: 对任意 x, y ∈ [0, 1],

我们称 x, y 是等价的 (记为 x ∼ y) 若 x− y ∈ Q. 可以验证 ∼ 满足等价关系的

条件:

• (自反性) ∀ x ∈ [0, 1], x ∼ x.

• (对称性) ∀ x, y ∈ [0, 1]: x ∼ y =⇒ y ∼ x.

• (传递性) ∀ x, y, z ∈ [0, 1]: x ∼ y, y ∼ z =⇒ x ∼ z.

对任意 α ∈ [0, 1] 令

Eα := {x ∈ [0, 1] : x ∼ α}

为 α 所在的等价类. 注意到

对任意 α, β ∈ [0, 1], 要么 Eα ∩ Eβ = ∅, 要么 Eα = Eβ .
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这是因为若 Eα ∩ Eβ 6= ∅, 则存在 x ∈ Eα ∩ Eβ . 从而 x ∼ α, x ∼ β. 由传递性

有 α ∼ β. 由此易知 Eα = Eβ .

因为上述性质, 我们可以将 [0, 1] 划分成所有等价类的不交并:

[0, 1] =
⊔
α

Eα.

从每个等价类 Eα 内选取出一个元素 xα, 将这些元素组成一个集合, 记为 N =

{xα}. 定理 22.7 是下述命题的一个显然推论.

命题 6.8. N ⊂ [0, 1] 不可测.

证明. 令 r1, r2, · · · 为 [−1, 1] 上的所有有理数的一个罗列. 我们断言 N 满足下

述性质

[0, 1] ⊂
∞⊔
j=1

N + rj ⊂ [−1, 2]. (6)

若此断言成立, 则由第一讲的证明 (见 p. 5-6) 可推出 N 不可测.

下面我们证明 (6). 注意到 (6) 中的第二个包含关系是平凡的. 只需证

(a) 对任意 ri 6= rj , (N + ri) ∩ (N + rj) = ∅.

(b) [0, 1] ⊂
⋃∞

j=1 N + rj .

若 (a) 不成立, 则存在 ri 6= rj 使得 (N + ri) ∩ (N + rj) 6= ∅. 从而存在

x ∈ (N + ri) ∩ (N + rj). 即存在 xα, xβ ∈ N 使得

x = xα + ri = xβ + rj .

因为 ri 6= rj , 我们有 xα 6= xβ . 另一方面, 因为 ri, rj 均为有理数, 我们有

x ∼ xα, x ∼ xβ . 从而 xα ∼ xβ . 因为每个等价类在 N 中仅有一个元素且 xα,

xβ ∈ N , 我们有 xα = xβ . 矛盾！从而命题 (a) 得证.

对 (b), 任取 x ∈ [0, 1]. 由 N 定义存在 xα ∈ N 使得 x ∼ xα, 即 x−xα ∈ Q.

并且因为 x, xα ∈ [0, 1], x− xα ∈ [−1, 1]. 从而存在某个 rj 使得 x− xα = rj , 即

x = xα + rj ∈ N + rj ⊂
⋃

j N + rj . 命题 (b) 得证.

推论 6.9 (作业). 对任意 d ≥ 1, LRd ⊊ P(Rd).
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6.1.1 Banach-Tarski 悖论

一个更加有意思的 Rd 中的不可测集来自于著名的 Banach-Tarski 悖论9.

他们证明了如下事实.

定理 6.10 (Banach-Tarski paradox). 设 d ≥ 3. 对任意 Rd 中的两个有界集

A,B, 存在有限划分

A = A1 t · · · t Ak, B = B1 t · · · tBk,

使得每个 Bi 均可从 Ai 通过平移旋转得到.

若我们取 A 为 Rd 中的一个单位球, B 为两个同样大小的不交单位球. 则

Banach-Tarski 悖论告诉我们我们可以将第一个单位球分割成有限多块, 然后再

通过平移旋转可以将这些小块拼接成同样的两个单位球! 这是非常反直觉的, 然

而它与 Lebesgue 测度理论并不矛盾. 这是因为上述划分中的集合 Ai, Bj 均为

不可测集.

6.1.2 选择公理

定理 22.7 的证明中当我们从每个等价类中选取出一个元素时我们并没有

一个明确的选择策略. 并且因为指标集是不可数的10, 我们无法逐一从每个等

价类中选取出元素. 事实上, 在此我们不自觉的应用了选择公理 (Axiom of

choice)11:

令 E 为一非空集合, {Eα}α∈I ⊂ E 为一族非空子集. 则存在一个 “选择”

函数 α ∈ I 7→ xα ∈ E 使得对任意 α ∈ I, xα ∈ Eα.

选择公理是现代集合论 ZFC 公理体系的一部分. ZFC 中的 ZF 是指 Zer-

melo–Fraenkel 公理体系, 它包含八条公理, 而这里的 C (choice) 则是指选择公

理. 选择公理与 ZF 公理体系中的公理是相互独立的, 即假设 ZF 公理体系我们

并不能证明或证否选择公理. 现代数学中许多重要的结论皆依赖于选择公理. 在

此我们不作更多讨论 (事实上我也不甚了解), 在我们的课程中我们假设选择公

理.
9参见 Wagon, Stan (1994). The Banach–Tarski Paradox. Cambridge: Cambridge Univer-

sity Press. ISBN 0-521-45704-1.
10这是因为每个等价类中的元素是可数的 (对任意 x ∈ R, x 所代表的等价类为 x + Q.), 若等价

类数可数, 则我们可推出 R 可数, 而这是错误的.
11事实上, Banach-Tarski 悖论的证明中也应用了选择公理.

http://matwbn.icm.edu.pl/ksiazki/fm/fm06/fm0627.pdf
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7 第七讲

3 月 18 日

7.1 可测函数

给定可测集 E ⊂ Rd, 令 f 为 E 上的一个实值函数. 在实分析中我们允许

函数取 ±∞. 这样的函数我们称为广义实值函数. 为作区分, 若 f 不取 ±∞, 我

们称 f 为有限值函数.

我们对涉及 ±∞ 的运算作如下约定: 对任意 a ∈ R,

• (±∞) + (±∞) = ±∞, a+ (±∞) = ±∞.

• (±∞) · (±∞) = +∞, a · (±∞) =


0 若 a = 0,

±∞ 若 a > 0,

∓∞ 若 a < 0.

• a
±∞ = 0.

• (±∞)− (±∞), (±∞) + (∓∞), ±∞
±∞ 无意义.

今天的讨论中我们均假设 f 为可测集 E ⊂ Rd 上的一个实值函数. 若非特

别指出, 一般默认 f 为广义实值函数.

定义 7.1. 称函数 f 可测 若对任意 a ∈ R, 集合 {x ∈ E : −∞ ≤ f(x) < a} 均

可测.

因为在今天的讨论中我们会多次出现类似 {x ∈ E : −∞ ≤ f(x) < a} 的集

合. 我们引入如下简便记号: 对任意 a ∈ R, 对任意子集 I ⊂ [−∞,+∞] 我们记

{f ∈ I} = {x ∈ E : f(x) ∈ I}.

特别的, 我们有

• {f < a} = {x ∈ E : −∞ ≤ f(x) < a}.

• {f ≤ a} = {x ∈ E : −∞ ≤ f(x) ≤ a}.

• {f > a} = {x ∈ E : a < f(x) ≤ +∞}.

• {f ≥ a} = {x ∈ E : a ≤ f(x) ≤ +∞}.

我们有如下函数可测性的等价刻画.
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命题 7.2. 以下条件等价:

(i) 对任意 a ∈ R, {f < a} 可测 (⇔ f 可测).

(ii) 对任意 a ∈ R, {f ≤ a} 可测.

(iii) 对任意 a ∈ R, {f > a} 可测.

(iv) 对任意 a ∈ R, {f ≥ a} 可测.

证明. (i) =⇒ (ii): 假设 (i) 成立. 对任意 a ∈ R 有

{f ≤ a} =

∞⋂
k=1

{
f < a+ 1

k

}
.

由 (i) 上式右端集合均可测. 从而 {f ≤ a}(作为可测集的可数交) 也可测.

(ii) =⇒ (iii): 这是因为对任意 a ∈ R 有 {f > a} = E \ {f ≤ a}. 由 (ii) 可

知 {f ≤ a} 可测, 并且由假设 E 可测, 从而 {f > a} 可测.

(iii) =⇒ (iv): 证明与 “(i) =⇒ (ii)” 情形类似. 只需注意到对任意 a ∈ R,

{f ≥ a} =

∞⋂
k=1

{f > a− 1
k}.

(iv) =⇒ (i): 证明与 “(ii) =⇒ (iii)” 情形类似. 只需注意到对任意 a ∈ R,

{f ≥ a} = E \ {f < a}.

注记 7.3. 注意到 f 可测蕴含了集合 f−1(a), 对任意 −∞ ≤ a ≤ +∞ 均可测.

这是因为若 a ∈ R,

f−1(a) =

∞⋂
k=1

{
a− 1

k < f < a+ 1
k

}
,

若 a = ±∞,

f−1(+∞) =

∞⋂
k=1

{f > k}, f−1(−∞) =

∞⋂
k=1

{f < −k}.

例 7.4. 设 F ⊂ E 为 E 的一个子集. 我们之前定义过其特征函数 (或称示性函

数) 为

χF (x) =

 1 若 x ∈ F,

0 若 x ∈ E \ F.
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由 χF 定义, 容易验证

对任意 a ∈ R, {χF < a} =


E 若 a > 1,

E \ F 若 0 < a ≤ 1,

∅ 若 a ≤ 0.

由此可知

χF 可测 ⇐⇒ F 可测. (7)

命题 7.5. 函数 f 可测当且仅当 f−1(+∞), f−1(−∞) 均可测且对任意 a, b ∈

R, a < b, {a < f < b} 可测.

证明. 首先证明 “⇒”: 由注记 7.3 只需证对任意实数 a < b, 集合 {a < f < b} 均

可测. 为此注意到 {a < f < b} = {f > a} ∩ {f < b}. 由命题 7.2 可知 {f > a}

及 {f < b} 均可测, 从而 {a < f < b} 可测.

对另一方向, 由定义需证对任意 b ∈ R, 集合 {f < b} 可测. 注意到

{f < b} = f−1(−∞)
⋃ ∞⋃

k=1

{b− k < f < b}.

由假设上述等式右端的集合均可测, 从而 {f < b} 可测.

注记 7.6. 若 f 为有限实函数, 则上述命题可简化为 f 可测当且仅当对任意实

数 a < b, {a < f < b} 可测.

命题 7.7. 设 f 为有限值函数. 则以下条件等价:

(i) f 可测.

(ii) 对任意开集 O ⊂ R, f−1(O) 可测.

(iii) 对任意闭集 F ⊂ R, f−1(F ) 可测.

(iv) 对任意 Borel 集 G ⊂ R, f−1(G) 可测.

证明. 留作作业.

命题 7.7 有如下直接推论.

推论 7.8. 连续函数可测.

证明. 设 f : E → R 连续. 对任意开集 O ⊂ R, f−1(O) 为开集, 从而可测.
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下面我们讨论可测性在一些函数运算下是否保持. 首先我们考虑两个函数

之间的复合.

命题 7.9. 设 f : E → R 可测, Φ : R → R 连续. 则复合函数 Φ ◦ f 也可测.

证明. 对任意 a ∈ R, 注意到

{Φ ◦ f < a} = (Φ ◦ f)−1((−∞, a)) = f−1(Φ−1((−∞, a)).

因为 Φ 连续, (−∞, a) 为开集, 从而 O := Φ−1((−∞, a)) 为开集. 从而由命题

7.7 (ii) 可知 {Φ ◦ f < a} = f−1(O) 也可测.

注记 7.10. 命题 7.9 可以由下列图表表达:

E
f−−−→
可测

R Φ−−−→
连续

R ⇒ Φ ◦ f 可测.

但若我们将对 f 与 Φ 的假设对调, 即假设 f 连续, Φ 可测, 则此时无法推出

Φ ◦ f 可测. 即

E
f−−−→
连续

R Φ−−−→
可测

R ⇏ Φ ◦ f 可测.

事实上, 令 Ĉ1, Ĉ2 ⊂ [0, 1] 为两个类 Cantor 集. 其中 m(Ĉ1) > 0, m(Ĉ2) = 0. 由

第三次作业我们知道

• 存在连续双射 f : Ĉ1 → Ĉ2.

• Ĉ1 中存在不可测子集 N(因为 m(Ĉ1) > 0).

定义 Φ(x) = χf(N)(x). 因为 f(N) ⊂ Ĉ2 且 Ĉ2 为零测集, 我们知道 f(N) 可测.

从而由 (7) 可知 Φ 可测. 并且我们还知道 f 连续. 另一方面, 由 f 为双射可知

Φ ◦ f = χN . 因为 N 不可测, 从而再由 (7) 可知 Φ ◦ f 不可测.

下面我们考虑可测性在极限运算下是否保持.

命题 7.11. 令 {fn}∞n=1 为一列可测函数. 则

(i) 下列函数

sup
n≥1

fn(x), inf
n≥1

fn(x), lim sup
n→∞

fn(x), lim inf
n→∞

fn(x)

均可测.

(ii) 若对任意 x ∈ E, 极限 limn→∞ fn(x) =: f(x) 均存在, 则 f 可测.
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证明. 对任意 a ∈ R, 我们有{
sup
n≥1

fn(x) > a

}
=

∞⋃
n=1

{fn > a}.

上式右端集合均可测, 从而左端集合也可测, 即知 supn≥1 fn(x) 可测. 类似的,

infn≥1 fn(x) 的可测性可由下式得出:{
inf
n≥1

fn(x) < a

}
=

∞⋃
n=1

{fn < a}, ∀ a ∈ R.

上下极限函数的可测性可由上下确界函数的可测性以及下式得出:

lim sup
n→∞

fn(x) = inf
k≥1

sup
n≥k

fn(x), lim inf
n→∞

fn(x) = sup
k≥1

inf
n≥k

fn(x).

最后我们考虑可测函数在一些常见运算 (加减乘除) 下是否保持.

命题 7.12. 设 f, g 可测. 则

(i) 下列函数

cf (∀ c ∈ R), fk (∀ k ∈ N), max(f, g), min(f, g),

均可测. 其中

max(f, g)(x) :=

 f(x) 若 f(x) ≥ g(x),

g(x) 若 f(x) < g(x),

min(f, g)(x) := −max(−f,−g).

(ii) 若 f, g 为有限值函数, 则

f + g, fg,
f

g
(假设 ∀x ∈ E, g(x) 6= 0)

均可测.

证明. 首先考虑函数 cf . 若 c = 0, 则 cf = 0 = χ∅ 可测. 若 c 6= 0, 则对任意

a ∈ R,

{cf < a} =

 {f < a
c } 若 c > 0,

{f > a
c } 若 c < 0.

由 f 的可测性, 上述等式右端的两个集合均可测, 从而 {cf < a} 可测, 即证 cf

可测.
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对函数 fk, 若 k 为奇数, 则对任意 a ∈ R, {fk < a} = {f < a1/k} 可测12,

从而 fk 可测. 若 k 为偶数, 则

{fk < a} =

 ∅ 若 a ≤ 0,

{−a1/k < f < a1/k} 若 a > 0.

类似的, 上述等式右端的两个集合也均可测 (见命题 7.5). 从而此时 fk 也可测.

对较大值函数 max(f, g), 对任意 a ∈ R 注意到

{max(f, g) < a} = {f < a} ∩ {g < a}.

由 f, g 的可测性即得 {max(f, g) < a} 可测, 从而 max(f, g) 可测. 较小值函数

的可测性由较大值函数的可测性以及关系 min(f, g)(x) = −max(−f,−g) 得出.

对 (ii), 假设 f, g 均为有限值函数. 对任意 a ∈ R, 对任意 x ∈ E, 注意到

f(x) + g(x) > a⇔ g(x) > a− f(x)

⇔ 存在 r ∈ Q 使得 a− f(x) < r < g(x)

⇔ 存在 r ∈ Q 使得 f(x) > a− r 且 g(x) > r.

由上述等价条件13即知

{f + g > a} =
⋃
r∈Q

{f > a− r} ∩ {g > r}.

由 f, g 的可测性可知上式右端集合均可测且因为 Q 为可数集, 从而 {f + g > a}

也可测. 即得 f + g 可测. (此命题也可推出 f − g 可测, 因为 f − g = f + (−1)g

为两个可测函数的和.)

对函数 fg, 我们有如下等式

fg =
1

4

(
(f + g)2 − (f − g)2

)
.

再由前证性质可知上式右端为可测函数, 从而 fg 也可测.

最后考虑函数 f
g . 这里假设对任意 x ∈ E, g(x) 6= 0. 因为 f

g = f × 1
g . 只需

证 1
g 可测. 对任意 a ∈ R, 注意到

{
1
g < a

}
=


{g < 0} 若 a = 0,

{ 1
a < g < 0} 若 a < 0,

{g < 0} ∪ {g > 1
a}. 若 a > 0.

12这里 a1/k 是方程 xk = a 的唯一实根. 当 k ≥ 1 为奇数时, 函数 y = xk 严格单调递增且值域

为 R. 从而方程 xk = a 有唯一实根.
13注意到这里等价关系成立是因为我们假设了 f, g 均为有限值函数.
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由 g 的可测性易知上式右端的三个集合均可测. 从而 { 1
g < a} 可测, 即 1

g 可

测.

下面我们来看一个例子.

定义 7.13. (i) 形如

φ(x) =

M∑
i=1

ciχFi
(x), 其中 ci ∈ R, Fi ⊂ E 可测

的函数称为 E 上的简单函数.

(ii) 若 (i) 中 Fi 均为矩体, 则 φ 称为 E 上的阶梯函数.

注意到简单函数的表示并不唯一, 比如若 F = F1 t F2, 则函数 χF 也可以

表示为 χF1
+ χF2

. 但是简单函数均存在如下的标准表示.

命题 7.14. 设 φ 为一简单函数. 则 φ 可测且其存在如下标准表示:

φ =

N∑
i=1

aiχEi
,

其中 ai ∈ R, Ei ⊂ E 满足

对任意 1 ≤ i 6= j ≤ N, ai 6= aj , Ei ∩ Ej = ∅ 且 E =
⊔N

i=1Ei. (8)

证明. 由定义, (7) 及命题 7.12 易知 φ 可测, 并且其值域为有限集. 令

Range(φ) = {a1, · · · , aN}

为 φ 的值域. 对每个 1 ≤ i ≤ N , 令 Ei := {x ∈ E : φ(x) = ai}. 由定义可知

ai, Ei 满足性质 (8). 并且我们断言

φ =

N∑
i=1

aiχEi
. (9)

这是因为对任意 x ∈ E, 因为 E =
⊔N

i=1Ei, 必定存在唯一一个 1 ≤ j ≤ N 使得

x ∈ Ej . 由 Ej 定义可知 φ(x) = aj . 另一方面, 将 x 带入上式右端, 因为 {Ei}

两两不交, 从而
N∑
i=1

aiχEi(x) = ajχEj (x) = aj .

即得 (9).



7 第七讲 39

7.2 几乎处处

在实分析中因为零测集均可测, 在研究一些关于可测的性质时我们经常会

忽略一个零测集. 为此我们引入如下定义:

定义 7.15. 对任意 x ∈ E, 设 P (x) 是一个与 x 有关的性质. 若

m ({x ∈ E : P (x) 不成立}) = 0,

则我们称性质 P 在 E 上几乎处处成立, 记为 P (x), a.e.14x ∈ E.

例 7.16. (a) −∞ < f < +∞, a.e. x ∈ E 是指 m({x ∈ E : f(x) = ±∞}) =

0, 称 f 几乎处处有限值.

(b) f = g, a.e. x ∈ E 是指 m({x ∈ E : f(x) 6= g(x)}) = 0, 称 f 与 g 几乎处

处相等.

(c) limn→∞ fn(x) = f(x), a.e. x ∈ E 是指 m({x ∈ E : limn→∞ fn(x) 6=

f(x)}) = 0, 称 fn 几乎处处收敛至 f . 有时也记为 fn → f , a.e. x ∈ E.

14这里 “a.e.” 是英文 “almost every” 的简称. 有时你可能也会见到 “a.a.”, 这是英文 “almost all”

的简称.
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我们继续上一讲的讨论. 利用零测集的可测性, 我们可以很容易地推出函数

可测性在几乎处处相等条件下是稳定的.

命题 8.1. 设 f, g 为两个实值函数. 若 f = g, a.e. x ∈ E, 则 f 可测当且仅当 g

可测.

证明. 留作作业.

推论 8.2. 设 f , {fn}∞n=1 为 E 上的一列可测函数. 若 f, {fn}∞n=1 满足

f(x) = lim
n→∞

fn(x), a.e. x ∈ E,

则 f 可测.

证明. 令

F :=
{
x ∈ E : lim

n→∞
fn(x) 6= f(x)

}
.

由假设 F 为零测集. 定义函数

f̃n(x) :=

 fn(x) 若 x /∈ F,

0 若 x ∈ F,
f̃(x) :=

 f(x) 若 x /∈ F,

0 若 x ∈ F.

因为 F 为零测集, 我们有 fn = f̃n, f = f̃ a.e. x ∈ E. 从而由命题 8.1 可知因为

fn 可测, f̃n 也可测. 另一方面由定义易见对任意 x ∈ E, limn→∞ f̃n(x) = f̃(x).

从而命题 7.11 (ii) 说明 f̃ 可测. 最后因为 f̃ = f a.e. x ∈ E, 再由命题 8.1 可知

f 可测.

定义 8.3. 给定实值函数 f , 其正部及负部函数分别定义为

f+(x) := max(f(x), 0), f−(x) = max(−f(x), 0), ∀x ∈ E.

注意到 f± 均为非负函数. f± 与 f 的关系由以下命题给出.

命题 8.4. 给定实值函数 f , 我们有

f = f+ − f−, |f | = f+ + f−. (10)

并且

f 可测 ⇐⇒ f± 可测 =⇒ |f | 可测.



8 第八讲 41

证明. 对任意 x ∈ E, 易见若 f(x) ≥ 0, 则 f+(x) = f(x), f−(x) = 0; 若

f(x) < 0, 则 f+(x) = 0, f−(x) = −f(x). 在这两种情况下均容易验证 (10) 中的

等式成立.

由命题 7.12 (i) 可知 f 可测可推出 f± 可测. 另一方面由 (10) 中等式及命

题 7.12 可知 f± 可测可推出 f, |f | 可测.

注记 8.5. 注意到 f+ 与 f− 不同时为正. 另一方面 |f | 可测并不能推出 f 可测

(作业).

8.1 简单函数逼近定理

在之后定义 Lebesgue 积分时, 我们将先考虑简单函数的情形. 对一般的可

测函数 f , 为定义其积分, 我们需要用简单函数来逼近 f . 这一节我们证明为此

所需要的逼近定理. 首先我们对非负可测函数作逼近.

定理 8.6. 设 f 是 Rd 上的非负可测函数.

1. 则存在一列非负简单函数 {φk}∞k=1 单调递增逐点收敛至 f (记为 φk ↗ f),

即对任意 x ∈ Rd, 数列 {φk(x)}∞k=1 单调递增且 limk→∞ φk(x) = f(x).

2. 若 f 有界, 则 {φk}∞k=1 一致收敛
15到 f , (记为 φk ⇒ f).

证明. 对任意 k ≥ 1, 令

Fk :=
{
x ∈ Rd : f(x) ≥ k

}
,

且

Ek,j :=

{
x ∈ Rd :

j − 1

2k
≤ f(x) <

j

2k

}
, ∀ 1 ≤ j ≤ k2k.

定义

φk(x) :=

 k 若 x ∈ Fk,

j−1
2k

若 x ∈ Ek,j , 1 ≤ j ≤ k2k.

注意到 φk 满足如下性质:

(1) φk =
∑k2k

j=1
j−1
2k
χEk,j

+ kχFk
为简单函数, 且此表示为 φk 的标准表示, 即

Rd =

k2k⊔
j=1

Ek,j

⊔
Fk.

15回忆 {fk} 一致收敛到 f 是指对任意 ϵ > 0, 存在 N ≥ 1 使得对任意 k ≥ N , supx∈Rd |fk(x)−

f(x)| < ϵ.
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(2) 对任意 x ∈ Rd, 0 ≤ φk(x) ≤ min(f(x), k).

(3) 对任意 x /∈ Fk, 0 ≤ f(x)− φk(x) ≤ 1
2k

.

(4) Range(φk) =
{

j
2k

: 0 ≤ j ≤ k2k
}

满足

• Range(φk) ⊂ Range(φk+1);

• 对任意 L ∈ Range(φk), 若 f(x) ≥ L, 则也有 φk(x) ≥ L.

下面我们证 {φk} 满足此定理所要求的条件. 首先证 φk → f . 对任意 x ∈ Rd,

若 f(x) < +∞, 则对任意 k > f(x), 我们有 x /∈ Fk. 由性质 (3) 知 0 ≤

f(x) − φk(x) ≤ 1
2k

. 由此即得 limk→∞ φk(x) = f(x). 若 f(x) = +∞. 则对

任意 k ∈ N 有 f(x) > k, 即 x ∈ Fk, 从而 φk(x) = k. 因此 limk→∞ φk(x) =

limk→∞ k = +∞.

下面证 {φk}∞k=1 单调递增. 只需证对任意 x ∈ Rd, 对任意 k ≥ 1, φk(x) ≤

φk+1(x). 假设 φk(x) = L. 注意到由性质 (4), L ∈ Range(φk) ⊂ Range(φk+1).

另一方面, 由性质 (2), f(x) ≥ φk(x) = L. 再由性质 (4) 可知 φk+1(x) ≥ L =

φk(x). 此命题即证.

对命题 (2), 假设 f 有界, 即存在 M > 0 使得对任意 x ∈ Rd, 0 ≤ f(x) < M .

则对任意 k > M , 我们有 Fk = ∅. 从而由上述性质 (3), 我们有对任意 x ∈ Rd,

0 ≤ f(x)− φk(x) ≤ 1
2k

. 由此易见 φk ⇒ f .

对一般的可测函数 (未必非负), 我们依然可以用简单函数来逼近, 但此时所

得的简单函数列不再具有单调性.

定理 8.7. 设 f 是 Rd 上的可测函数. 则存在一列简单函数 {φk}∞k=1 逐点收敛

至 f (记为 φk → f) 且 |φk| ↗ |f |.

证明. 令 f+ 和 f− 分别为 f 的正部及负部函数. 注意到 f± ≥ 0 并且由 (10)

我们有 f = f+ − f−. 由定理 8.6 存在非负简单函数列 {φ(1)
k }, {φ(2)

k } 使得

φ
(1)
k ↗ f+, φ(2)

k ↗ f−. 令 φk = φ
(1)
k − φ

(2)
k . 注意到 φk 也为简单函数. 并且因

为 φ
(1)
k ↗ f+, φ(2)

k ↗ f−, 我们有

φk = φ
(1)
k − φ

(2)
k → f+ − f− = f.

从而只需证 |φk| ↗ |f |. 因为 f± 不同时为正, 并且

0 ≤ φ
(1)
k ≤ f+, 0 ≤ φ

(2)
k ≤ f−.
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从而 φ
(1)
k 与 φ

(2)
k 也不能同时为正. 由此可知 |φk| = φ

(1)
k + φ

(2)
k . 从而

|φk| = φ
(1)
k + φ

(2)
k ↗ f+ + f− = |f |.

定理得证.

事实上, 我们可对定理 8.7 中的简单函数列假设一个额外条件. 为叙述此定

理, 我们引入如下定义.

定义 8.8. 对任意实值函数 f , 称集合

supp(f) = {x ∈ E : f(x) 6= 0}

为 f 的支撑集. 若 supp(f) 为紧集, 则称 f 具有紧支集.

推论 8.9. 定理 8.7 中可额外假设 {φk}∞k=1 具有紧支集.

证明. 定理 8.7 告诉我们存在一列简单函数 {φ̃k} 满足定理 8.7 中条件. 特别

的, φ̃k → f . 对任意正整数 k, 令 φk = φ̃kχBk
, 其中 Bk = [−k, k]d. 注意

到 φk 具有紧支撑. (这是因为 supp(φk) ⊂ Bk.) 并且若 φ =
∑N

j=1 ajχEj
, 则

φχBk
=
∑N

j=1 ajχEj∩Bk
. 从而 φk 依然为简单函数. 另一方面, 对任意 x ∈ Rd,

存在 N 足够大使得对任意 k > N , 我们有 x ∈ Bk, 或等价的 χBk
(x) = 1. 从而

φk(x) = φ̃k(x)χBk
(x) = φ̃k(x).

类似的, 对任意 k > N ,

|φk(x)| = |φ̃k(x)|χBk
(x) = |φ̃k(x)|.

由此即得

lim
k→∞

φk(x) = lim
k→∞

φ̃k(x) = f(x),

以及

lim
k→∞

|φk(x)| = lim
k→∞

|φ̃k(x)| = |f(x)|.

{|φk|}∞k=1 单调递增是因为对任意 x ∈ Rd,

|φk(x)| = |φ̃k(x)|χBk
(x) ≤ |φ̃k+1(x)|χBk+1

(x) = |φk+1(x)|.

事实上, 我们可以利用更加简单的函数, 即阶梯函数, 来逼近可测函数. 但此

时我们只能做到几乎处处收敛.
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定理 8.10. 设 f 是 Rd 上的可测函数. 则存在一列阶梯函数 {ψk}∞k=1 使得 ψk

几乎处处收敛至 f .

为证明此定理, 我们需要如下引理.

引理 8.11. 对任意具有紧支集的简单函数 φ, 对任意 ϵ > 0, 存在阶梯函数 ψ 满

足

m
({
x ∈ Rd : ψ(x) 6= φ(x)

})
< ϵ.

证明. 首先我们假设 φ = χE 为可测集 E 的特征函数. 因为 φ 具有紧支集,

m(E) < ∞. 由定理 6.5 (2) (Littlewood 三原则之一) 可知对任意 ϵ > 0, 存在

有限个方体 {Q̃j}Nj=1 使得 F̃ :=
⋃N

j=1 Q̃j 满足 m(E∆F̃ ) < ϵ
2 . 事实上由定理

6.5 (2) 的证明我们知道 F̃ 是 Q̃j 的几乎不交并16. 对每个 Q̃j , 我们可以选取

Q̃j 中足够大的方体 Qj 使得 {Qj}Nj=1 两两不交, 且满足 m(E∆F ) < ϵ. 其中

F :=
⊔N

j=1Qj . 令 ψ = χF . 因为 F 是方体 {Qj}Nj=1 的不交并, 我们有

ψ = χF =

N∑
j=1

χQj
.

从而 ψ 是一个阶梯函数. 另一方面, 对任意 x ∈ Rd, 注意到 ψ(x) 6= φ(x) 当且仅

当 x ∈ E∆F . 从而

m({x ∈ Rd : ψ(x) 6= φ(x)}) = m(E∆F ) < ϵ.

从而对此特殊情形 φ = χE 引理得证. 对一般的具有紧支集的简单函数, 我们可

以将证明归结到此特殊情形 (作业).

定理 8.10 的证明. 首先由推论 8.9, 存在一列具有紧支集的简单函数 {φk}∞k=1

逐点收敛至 f . 对任意 φk, 由引理 8.11, 存在阶梯函数 ψk 使得 m(Ek) < 2−k,

其中

Ek :=
{
x ∈ Rd : ψk(x) 6= φk(x)

}
.

考虑上极限集 E∞ := lim supk→∞Ek. 因为

∞∑
k=1

m(Ek) <

∞∑
k=1

2−k <∞,

由 Borel-Cantelli 引理 (见作业 3a 第二题) 可知 E∞ 为零测集. 我们断言:

对任意 x /∈ E∞, limk→∞ ψk(x) = f(x).

16在定理 6.5 (2) 的证明中我们先找到一个开集, 然后利用结构定理将此开集写成一列方体的几乎

不交并. 这些 Q̃j 便是来自于这列几乎不交的方体.
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注意到因为 E∞ 为零测集, 该断言蕴含了此定理. 下面我们证明此断言. 注意到

E∞ = lim sup
k→∞

Ek = {x ∈ Rd : x ∈ Ek 无穷多次}.

从而 x /∈ E∞ 等价于 x ∈ Ek 仅发生有限多次. 从而存在正整数 N 使得对任意

k ≥ N , x /∈ Ek. 由 Ek 定义, 这说明对任意 k ≥ N , ψk(x) = φk(x). 从而对任意

x /∈ E∞ 我们有

lim
k→∞

ψk(x) = lim
k→∞

φk(x) = f(x).

断言得证.
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9 第九讲
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9.1 Littlewood 三原则

回忆 Littlewood 三原则是指如下三个关于 Lebesgue 测度的 (非严格表述

的) 命题.

1. 可测集几乎是区间的有限并.

2. 可测函数几乎是连续函数 (Lusin).

3. 函数列收敛几乎是一致收敛 (Egorov).

这里第一条之前已经证明; 见定理 6.5 (2). 利用之前证明的简单函数逼近定理,

我们今天来证明 Littlewood 三原则的另外两条.

首先我们叙述并证明 Littlewood 第二原则, 即 Lusin 定理.

定理 9.1 (Lusin). 设集合 E ⊂ Rd 可测, f 为 E 上的可测函数, 且 f 几乎处处

有限. 则对任意 ϵ > 0, 存在闭集 F ⊂ E 满足 m(E \ F ) <∞ 且 f |F 连续.

注记 9.2. 这是 f |F 连续是指 f 作为限制在 F 上的函数连续. 具体而言, 是指

∀x ∈ F, {xn} ⊂ F , xn → x ⇒ f(xn) → f(x).

注意这一条件与 f (作为 E 上的函数) 在 F 上所有点连续并不相同17.

下面我们给出两个例子.

例 9.3. (i) 函数 f = χQ 作为 R 上的函数处处不连续, 但 f |Q (恒等于 1),

f |Qc (恒等于 0) 均连续.

(ii) f =
∑N

i=1 aiχFi
其中 Fi ⊂ E 为闭集, {Fi} 两两不交. 令 F =

⊔N
i=1 Fj,

则 f |F 连续.

证明. 设 x ∈ F , {xn} ⊂ F 满足 xn → x, 要证 f(xn) → f(x). 因为

F =
⊔N

i=1 Fi, 存在唯一一个 1 ≤ j ≤ N 使得 x ∈ Fj . 因为 xn → x, 我们

断言存在 L ≥ 1 足够大使得对任意 n ≥ L, xn ∈ Fj . 若否, 则存在无穷子

列 {xnk
}∞k=1, 存在 l ∈ {1, · · · , j − 1, j + 1, · · · , N} 使得 {xnk

}∞k=1 ⊂ Fl.
17这一条件是指对任意 x ∈ F , {xn} ⊂ E, xn → x ⇒ f(xn) → f(x).
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由于 Fl 为闭集, x = limk→∞ xnk
∈ Fl. 因此 x ∈ Fl ∩ Fj . 这与 Fl, Fj 不

交矛盾! 从而断言得证. 因此

lim
n→∞

f(xn) = lim
n≥L
n→∞

f(xn) = aj = f(x).

命题得证.

在证明 Lusin 定理前我们还需要如下微积分中的一个引理.

引理 9.4. 设 F ⊂ Rd 可测, {fn} 为 F 上的一列连续函数. 若 fn 在 F 上一致

收敛到某个函数 f , 则 f 在 F 上也连续.

证明. 留作作业.

Lusin 定理证明. 首先假设 f 为简单函数. 将 f 写成其标准形式 (见命题 7.14):

f =

N∑
i=1

aiχEi ,

特别的, E =
⊔N

i=1Ei. 由引理 5.7 对任意 ϵ > 0, 对任意 Ei, 存在闭集 Fi ⊂ Ei 满

足 m(Ei \ Fi) < ϵ/N . 因为 {Ei} 两两不交, {Fi} 也两两不交. 令 F =
⊔N

i=1 Fi.

注意到

m(E \ F ) =
N∑
i=1

m(Ei \ Fi) <

N∑
i=1

ϵ

N
= ϵ,

并且

f |F =
( N∑
i=1

aiχFi

)∣∣∣∣
F

.

由上例 (ii) 可知 f |F 连续.

下面我们考虑一般可测函数 f . 我们首先假设 f 处处有限. 我们构造如下

辅助函数

g(x) :=
f(x)

1 + |f(x)|
, ∀x ∈ E.

注意到因为 f 处处有限, 对任意 x ∈ E, |g(x)| < 1. 从而 g 为有界函数. 并

且 g 也决定 f : 对任意 x ∈ E, f(x) = g(x)
1−|g(x)| . 由此关系我们知道对任意子集

F ⊂ E, 若 g|F 连续, 则 f |F 也连续. 因此只需证存在满足条件的闭集 F 使得

g|F 连续.

因为 g 有界, 由定理 8.6 和 8.7 可知存在简单函数列 {φk}∞k=1 使得 φk ⇒
g18. 由前证的简单函数情形, 对任意 ϵ > 0, 对每个 φk, 存在闭集 Fk ⊂ E 满足

18我们并没有将这个定理陈述出来. 但这个结论可以很容易地从定理 8.7 的证明推出. 具体而

言, 若 g 有界, 则 g± 均有界. 由定理 8.6 (2) 可知存在单调递增简单函数列 {φ(1)
k }, {φ(2)

k } 使得

φ
(1)
k ⇒ g+, φ(2)

k ⇒ g−. 再令 φk = φ
(1)
k − φ

(2)
k . 易见 φk ⇒ g+ − g− = g.
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m(E \ Fk) < ϵ/2k 且 φk|Fk
连续. 令 F =

⋂∞
k=1 Fk. 注意到

m(E \ F ) ≤ m

( ∞⋃
k=1

E \ Fk

)
≤

∞∑
k=1

m(E \ Fk) <

∞∑
k=1

ϵ

2k
= ϵ.

另一方面, 注意到对任意 k ≥ 1, φk|F 连续, 并且 φk|F ⇒ g|F . 从而由引理 9.4,

g|F 连续.

最后我们假设 f 几乎处处有限. 令

Ẽ := {x ∈ E : |f(x)| < +∞}.

由假设 E \ Ẽ 为零测集. 并且由 Ẽ 定义, f 在 Ẽ 上处处有限. 从而对任意 ϵ > 0

存在闭集 F ⊂ Ẽ 使得 f |F 连续. 并且注意到

m(E \ F ) = m(E \ Ẽ) +m(Ẽ \ F ) = m(Ẽ \ F ) < ϵ.

从而命题得证.

下面我们叙述并证明 Littlewood 第三原则, 即 Egorov 定理.

定理 9.5 (Egorov). 设 f , {fn}∞n=1 为可测集 E ⊂ Rd 上的可测函数, 且 m(E) <

∞. 若 fn → f , a.e. x ∈ E, 则对任意 ϵ > 0, 存在闭子集 F ⊂ E 满足

m(E \ F ) < ϵ 且 fk 在 F 上一致收敛到 f .

想法: 由定义,

fk ⇒ f on F ⇔ ∀ δ > 0, ∃ kδ ≥ 1 s.t. sup
x∈F

|fj(x)− f(x)| < δ, ∀ j ≥ kδ ,

⇔ ∀n ≥ 1, ∃ kn ≥ 1 s.t. sup
x∈F

|fj(x)− f(x)| <
1

n
, ∀ j ≥ kn.

因此若我们定义

En
k :=

{
x ∈ E : |fj(x)− f(x)| <

1

n
, ∀ j ≥ k

}
, ∀ k, n ≥ 1.

则 Egorov 定理大致是说存在整数列 {kn} 使得集合
∩∞

n=1 E
n
kn

(测度意义下) 足够大. 相应的, 我

们需要对每个 n ≥ 1, 找出 kn 使得 En
kn

足够大.

证明. 首先注意到不妨设 fn 逐点收敛到 f . 对任意 k, n ≥ 1, 定义

En
k :=

{
x ∈ E : |fj(x)− f(x)| < 1

n
, ∀ j ≥ k

}
.

注意到对固定的 n, {En
k }∞k=1 关于 k 单调递增, 并且 En

k ↗ E (留作作业). 从而

由单调递增集列的测度连续性 (定理 6.3 (1)) 可知对任意 n ≥ 1, limk→∞m(En
k ) =
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m(E). 因为 m(E) <∞, 这一等式等价于 limk→∞m(E \En
k ) = 0. 因此可取 kn

充分大使得 m(E \ En
kn
) < ϵ/2n+1. 令

F̃ :=

∞⋂
n=1

En
kn
.

一方面, 注意到

m(E \ F̃ ) ≤
∞∑

n=1

m(E \ En
kn
) <

∞∑
n=1

ϵ

2n+1
=
ϵ

2
.

另一方面, 注意到对任意 δ > 0, 若取 nδ 足够大使得 1
nδ

< δ, 则因为 F̃ ⊂ Enδ

knδ

我们有

对任意 j ≥ knδ
, supx∈F̃ |fj(x)− f(x)| < 1

nδ
< δ.

即 {fn} 在 F̃ 上一致收敛到 f . 最后由引理 5.7, 存在闭集 F ⊂ F̃ 满足 m(F̃ \

F ) < ϵ
2 . 从而

m(E \ F ) = m(E \ F̃ ) +m(F̃ \ F ) < ϵ

2
+
ϵ

2
= ϵ.

并且因为 F ⊂ F̃ , {fn} 在 F̃ 上一致收敛到 f 可推出 {fn} 在 F 上也一致收敛

到 f . 命题得证.

注记 9.6. Lusin 定理中我们并不需要假设 m(E) < ∞, 而在 Egorov 定理中这

一假设是必须的. 我们可举如下反例: 令 E = R, fn = χ[−n,n], n = 1, 2, 3 · · · ,

f = 1 为恒为 1 的常值函数. 容易证明 fn → f , 但是 Egorov 定理的结论

对此例不满足. 事实上, 可以证明对任意 0 < ϵ < 1, 均不存在 Fϵ ⊂ R 使得

m(R \ Fϵ) < ϵ 且 fn 在 Fϵ 上一致收敛到 f .
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10 第十讲

3 月 27 日

今天我们开始学习 Lebesgue 积分理论. 我们将依照由简单到一般的顺序依

次来扩大被积函数的范围. 具体的, 我们依照如下顺序定义 Lebesgue 积分.

1. 非负简单函数

2. 非负可测函数

3. 一般可测函数

10.1 简单函数 Lebesgue 积分

首先我们定义非负简单函数的 Lebesgue 积分.

定义 10.1. 令 φ 为 Rd 上一非负简单函数. 设其标准表示 (见命题 7.14) 为

φ =

N∑
i=1

aiχEi .

1. 定义 ∫
Rd

φ(x) dm(x) :=

N∑
i=1

aim(Ei)

为 φ 在 Rd 上的 Lebesgue 积分.

2. 对任意可测集 E ⊂ Rd, 定义∫
E

φ(x) dm(x) :=

∫
Rd

φχE(x) dm(x)

为 φ 在 E 上的 Lebesgue 积分.

注记 10.2. (i) 我们会经常用到如下简便记号来指代 Lebesgue 积分:∫
Rd

φ dm =

∫
Rd

φ(x) dx =

∫
φ;

∫
E

φ dm =

∫
E

φ(x) dx =

∫
E

φ.

(ii)
∫
φ 可能为 +∞; aim(Ei) 的计算遵循 0 · (+∞) = 0 的规定, 即只要 ai,

m(Ei) 其中之一为 0, 我们规定 aim(Ei) = 0.

(iii)
∫
E
φ 是良定义的. 这是因为 φχE =

∑N
i=1 aiχEi∩E 也为非负简单函数.

下面我们来看一些例子.
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例 10.3. (i) φ = χQ 为有理数集的特征函数. 其标准表示为

f = χQ + 0χQc .

从而由定义∫
φ = 1×m(Q) + 0×m(Qc) = 1× 0 + 0× (+∞) = 0.

(ii) φ = χ(0,2) + 2χ(1,3). 其标准表示为

φ = χ(0,1] + 3χ(1,2) + 2χ[2,3) + 0χ(−∞,0]∪[3,+∞).

从而 ∫
φ = 1× 1 + 3× 1 + 2× 1 + 0× (+∞) = 6.

(iii) φ =
∑M

j=1 bjχFj , 其中
⊔M

j=1 Fj = Rd, {bj}Mj=1 均非负, 但未必两两不等.

对这样的函数我们有 ∫
φ =

M∑
j=1

bjm(Fj).

证明. 令 Range(φ) = {a1, · · · , aN}. 注意到 Range(φ) = {b1, · · · , bM}, 但

等式右端集合内的元素可能有重复. 对任意 1 ≤ i ≤ N , 定义

Ei :=
⊔

1≤j≤M
bj=ai

Fj .

易知 φ =
∑N

i=1 aiχEi
为 φ 的标准表示. 从而由定义

∫
φ =

N∑
i=1

aim(Ei) =

N∑
i=1

aim

 ⊔
1≤j≤M
bj=ai

Fj

 =

N∑
i=1

ai
∑

1≤j≤M
bj=ai

m(Fj)

=

N∑
i=1

∑
1≤j≤M
bj=ai

bjm(Fj) =

M∑
j=1

bjm(Fj).

(iv) φ =
∑N

i=1 aiχEi 为 φ 的标准表示, 则对任意可测集 E ⊂ Rd,

∫
E

φ =

N∑
i=1

aim(Ei ∩ E).
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证明. 由定义
∫
E
φ =

∫
φχE . 我们可以将 φχE 写成上例中的形式:

φχE =

N∑
i=1

aiχEi∩E =

N∑
i=1

aiχEi∩E + 0 · χEc .

由上例可知 ∫
E

φ =

N∑
i=1

aim(Ei ∩ E).

下面我们证明非负简单函数的 Lebesgue 积分满足我们所期望的一些常见

积分性质.

命题 10.4. 设 φ,ψ 为 Rd 上的两个非负简单函数.

1. (正线性) 对任意 α, β ≥ 0,∫
(αφ+ βψ) = α

∫
φ+ β

∫
ψ.

2. (可加性) 对任意不交可测集 E,F ⊂ Rd,∫
E⊔F

φ =

∫
E

φ+

∫
F

φ.

3. (单调性) 若 φ ≤ ψ, 则
∫
φ ≤

∫
ψ.

4. (连续性) 给定可测集列 {Ek}∞k=1 及可测集 E. 若 Ek ↗ E, 则

lim
k→∞

∫
Ek

ψ =

∫
E

ψ.

证明. 将 φ 和 ψ 分别写成标准形式:

φ =

N∑
i=1

aiχEi , ψ =

M∑
j=1

bjχFj . (11)

下面我们依次证明这四个性质.

正线性: 首先易知 ∫
αφ = α

∫
φ, ∀α ≥ 0.

从而只需证 ∫
(φ+ ψ) =

∫
φ+

∫
ψ.
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由于 (11) 中分别为 φ 和 ψ 的标准形式, 我们有

Ei =

M⊔
j=1

Ei ∩ Fj , (∀ 1 ≤ i ≤ N), Fj =

N⊔
i=1

Ei ∩ Fj , (∀ 1 ≤ j ≤M), (12)

并且

N⊔
i=1

M⊔
j=1

Ei ∩ Fj = Rd. (13)

特别的,

χEi =

M∑
j=1

χEi∩Fj , (∀ 1 ≤ i ≤ N), χFj =

N∑
i=1

χEi∩Fj , (∀ 1 ≤ j ≤M).

从而我们有

φ+ ψ =

N∑
i=1

ai

M∑
j=1

χEi∩Fj +

M∑
j=1

bj

N∑
i=1

χEi∩Fj

=

N∑
i=1

M∑
j=1

(ai + bj)χEi∩Fj .

因为 (13), 上述 φ+ ψ 的表示是例 10.3 (iii) 中的情形. 从而由此例我们有∫
(φ+ ψ) =

N∑
i=1

M∑
j=1

(ai + bj)m(Ei ∩ Fj)

=

N∑
i=1

ai

M∑
j=1

m(Ei ∩ Fj) +

M∑
j=1

bj

N∑
i=1

m(Ei ∩ Fj)

(12)
=

N∑
i=1

aim(Ei) +

M∑
j=1

bjm(Fj)

=

∫
φ+

∫
ψ.

可加性: 因为 E 与 F 不交, χE⊔F = χE + χF . 从而∫
E⊔F

φ =

∫
φχE⊔F =

∫
φ(χE + χF )

正线性
=

∫
φχE +

∫
φχF =

∫
E

φ+

∫
F

φ.

单调性: 设 φ ≤ ψ. 我们断言:

∀ 1 ≤ i ≤ N, 1 ≤ j ≤M, Ei ∩ Fj 6= ∅ ⇒ ai ≤ bj . (14)

这是因为若 Ei ∩ Fj 6= ∅, 则存在 x ∈ Ei ∩ Fj . 从而我们有

ai = φ(x) ≤ ψ(x) = bj .
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断言得证. 由此我们可作如下估计:∫
φ =

N∑
i=1

aim(Ei)
(12)
=

N∑
i=1

M∑
j=1

aim(Ei ∩ Fj)

=
∑

1≤i≤N,1≤j≤M
Ei∩Fj ̸=∅

aim(Ei ∩ Fj)

(14)

≤
∑

1≤i≤N,1≤j≤M
Ei∩Fj ̸=∅

bjm(Ei ∩ Fj)

=

N∑
i=1

M∑
j=1

bjm(Ei ∩ Fj) =

∫
ψ.

上述第三个等式成立是因为若 Ei ∩ Fj = ∅, 则 m(Ei ∩ Fj) = 0.

连续性: 因为 Ek ↗ E, 对任意 1 ≤ j ≤ M , 我们有 Ek ∩ Fj ↗ E ∩ Fj . 由

单调递增集列的测度连续性 (定理 6.3 (1)) 可知

对任意 1 ≤ j ≤M , limk→∞m(Ek ∩ Fj) = m(E ∩ Fj).

此结论加上例 10.3 (iv) 说明

lim
k→∞

∫
Ek

φ = lim
k→∞

M∑
j=1

bjm(Ek ∩ Fj) =

M∑
j=1

bjm(E ∩ Fj) =

∫
E

φ.

有了正线性后计算非负简单函数的 Lebesgue 积分不再需要找出其标准表

示.

推论 10.5. 设 φ =
∑N

j=1 bjχFj
为 Rd 上的简单函数, 其中 bj 均非负. 则

∫
φ =

N∑
j=1

bjm(Fj).

证明. 由正线性可知 ∫
φ =

M∑
j=1

bj

∫
χFj

=

N∑
j=1

bjm(Fj).

10.2 非负函数的 Lebesgue 积分

下面我们定义非负可测函数的 Lebesgue 积分.
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定义 10.6. 令 f 为 Rd 上的非负可测函数.

1. 定义∫
Rd

f(x) dm(x) := sup
{∫

φ : φ 为简单函数且满足 0 ≤ φ ≤ f

}
为 f 在 Rd 上的 Lebesgue 积分. 若

∫
Rd f(x) dm(x) < +∞, 则称 f 在

Rd 上可积, 记为 f ∈ L1(Rd) 或简记为 f ∈ L1.

2. 对任意可测集 E ⊂ Rd, 定义∫
E

f(x) dm(x) := sup
{∫

E

φ : φ 为简单函数且满足 0 ≤ φ ≤ f

}
为 f 在 E 上的 Lebesgue 积分. 若

∫
E
f(x) dm(x) < +∞, 则称 f 在 E

上可积, 记为 f ∈ L1(E).

注记 10.7. (i) 若 f 为非负简单函数, 易见定义 10.1 与 10.6 等价. (因为定

义 10.6 中的上确界可由 φ = f 取得.)

(ii) 对任意可测集 E ⊂ Rd, 对任意非负可测函数 f , 可以证明
∫
E
f =

∫
fχE.

这是因为一方面对任意简单函数 φ 满足 0 ≤ φ ≤ f , 我们有 φχE ≤ fχE.

从而由
∫
fχE 定义可知

∫
E
φ =

∫
φχE ≤

∫
fχE. 再由 φ 的任意性可知∫

E
f ≤

∫
fχE. 另一方面, 对任意简单函数 ψ 满足 0 ≤ ψ ≤ fχE, 注意到

ψ 满足 0 ≤ ψ ≤ f 且
∫
E
ψ =

∫
ψ (因为 ψ 在 E 外处处为 0). 从而由

∫
E
f

定义可知
∫
ψ =

∫
E
ψ ≤

∫
E
f . 再由 ψ 的任意性即得

∫
fχE ≤

∫
E
f . 从而∫

E
f =

∫
fχE.

或者更加直接的, 我们定义
∫
E
f :=

∫
fχE. 这里的论证说明这一定义与定

义 10.6 (2) 中定义等价.

非负可测函数 Lebesgue 积分的正线性并不容易证明. 在证明这个结论之

前, 我们先证明该积分的一些简单性质.

命题 10.8 (单调性). 对任意两个非负可测函数 f, g, 若 f ≤ g, 则
∫
f ≤

∫
g.

证明. 对任意简单函数 φ 满足 0 ≤ φ ≤ f , 因为 f ≤ g, 也有 0 ≤ φ ≤ g. 由
∫
g

的定义可知
∫
φ ≤

∫
g. 再由 φ 的任意性可知

∫
f ≤

∫
g.

命题 10.9. 设 f ≥ 0 在可测集 E 上可测. 则

∫
E
f(x) dx = 0 ⇔ f = 0, a.e. x ∈ E.
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证明. 首先假设 f 在 E 上几乎处处为 0. 令 F = {x ∈ E : f(x) > 0}. 由假设

m(F ) = 0. 并且易见 f ≤ f̃ := (+∞) · χF . 注意到对任意满足 0 ≤ φ ≤ f̃ 的简

单函数 φ, 将 φ =
∑N

i=1 aiχEi
写成标准表示, 则若 ai > 0, 有 Ei ⊂ F 为零测集.

从而 ∫
φ =

N∑
i=1

aim(Ei) =
∑

1≤i≤N
ai>0

aim(Ei) =
∑

1≤i≤N
ai>0

ai · 0 = 0.

由 φ 任意性即得
∫
f̃ = 0. 再由单调性我们有∫

f ≤
∫
f̃ = 0.

另一方面, 假设
∫
E
f = 0. 我们要证集合 F := {x ∈ E : f(x) > 0} 为零测

集. 对任意 k ≥ 1, 定义 Ek :=
{
x ∈ E : f(x) > 1

k

}
. 因为 f 可测, 每个 Ek 均可

测. 注意到 F =
⋃∞

k=1Ek. 因此只需证每个 Ek 均为零测集. 为此, 注意到对任

意 k ≥ 1,

0 =

∫
E

f =

∫
fχE

单调性

≥
∫
fχEk

单调性

≥
∫

1

k
χEk

=
1

k
m(Ek).

从而 m(Ek) ≤ 0, 但显然 m(Ek) ≥ 0. 因此 m(Ek) = 0. 命题得证.
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11 第十一讲

4 月 1 日

11.1 非负可测函数的 Lebesgue 积分: 继续

命题 11.1 (可积性). 设 f, g 在可测集 E 上非负可测.

(i) 若 f ≤ g 且 g ∈ L1(E), 则 f ∈ L1(E). 特别的, 若 f ≤M 且 m(E) <∞,

则 f ∈ L1(E).

(ii) 若 f ∈ L1(E) 则 f(x) <∞, a.e. x ∈ E.

证明. (i): 由单调性 (命题 10.8) 及 g 的可积性可知∫
E

f ≤
∫
E

g <∞.

从而 f ∈ L1(E). 对第二部分, 取 g =MχE . 易见 g ∈ L1(E) 且 f ≤ g.

(ii): 令 F = {x ∈ E : f(x) = ∞}. 要证 F 为零测集. 对任意 k ≥ 1, 定义

Ek := {x ∈ E : f(x) > k}. 注意到 Ek ↘ F , 即 {Ek} 单调递减且 F =
⋂∞

k=1Ek.

另一方面, 对任意 k ≥ 1,∫
E

f ≥
∫
Ek

f ≥
∫
Ek

k = km(Ek).

从而 m(Ek) ≤ 1
k

∫
E
f < ∞. 由单调递减集列的测度连续性定理 (定理 6.3 (2))

可知

m(F ) = lim
k→∞

m(Ek) ≤ lim
k→∞

1

k

∫
E

f = 0.

命题得证.

下面我们证明第一个重要的收敛定理, 即单调收敛定理. (这类收敛定理一

般关注函数列的极限与积分是否可以交换顺序.)

定理 11.2 (单调收敛定理, MCT). 设 E ⊂ Rd 可测, {fk}, f 是 E 上的非负可

测函数. 若 fk ↗ f , 则

lim
k→∞

∫
E

fk =

∫
E

f.

在证明单调收敛定理之前, 我们先利用其证明非负函数的 Lebesgue 积分的

正线性以及可加性.

命题 11.3. 设 f, g 在 Rd 上非负可测.
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1. (正线性) 对任意 α, β ≥ 0,∫
(αf + βg) = α

∫
f + β

∫
g.

2. (可加性) 对任意不交可测集 E,F ⊂ Rd,∫
E⊔F

f =

∫
E

f +

∫
F

f.

证明. 与命题 10.4 (2) 的证明相同, 可加性是正线性的直接推论. 因此只需证正

线性. 由作业 5b 可知对任意 α ≥ 0,
∫
αf = α

∫
f . 从而只需证∫

(f + g) =

∫
f +

∫
g.

由简单函数逼近定理定理 (定理 8.6) 可知存在非负简单函数列 {φk}, {ψk} 使得

φk ↗ f , ψk ↗ g. 从而也有 φk + ψk ↗ f + g. 再由单调收敛定理以及非负简单

函数 Lebesgue 积分的正线性可知∫
(f + g) = lim

k→∞

∫
(φk + ψk) = lim

k→∞

(∫
φk +

∫
ψk

)
=

∫
f +

∫
g.

正线性得证.

由正线性以及命题 10.9 易知对任意可测函数, 我们可以在一个零测集上改

变其取值而不改变其积分.

推论 11.4. 设 E ⊂ Rd 可测且 f, g 在 E 上非负可测. 则

f = g, a.e. x ∈ E =⇒
∫
E

f =

∫
E

g.

证明. 留作作业.

单调收敛定理证明. 因为 fk ↗ f , 由单调性 (命题 10.8) 可知数列 {
∫
E
fk}∞k=1

单调递增且对任意 k ≥ 1,
∫
E
fk ≤

∫
E
f . 从而极限 limk→∞

∫
E
fk 存在 (可能为

+∞) 且 limk→∞
∫
E
fk ≤

∫
E
f . 因此只需证

lim
k→∞

∫
E

fk ≥
∫
E

f. (15)

若 limk→∞
∫
E
fk = ∞, 此不等式平凡成立, 所以不妨设 limk→∞

∫
E
fk < ∞. 任

取 0 < λ < 1 以及简单函数 φ 满足 0 ≤ φ ≤ f . 对任意 k ≥ 1, 定义

Ek := {x ∈ E : fk(x) ≥ λφ} .
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注意到 ∫
E

fk ≥
∫
Ek

fk ≥
∫
Ek

λφ = λ

∫
Ek

φ. (16)

这里最后一个等式运用了非负简单函数的正线性 (见命题 10.4(1)). 我们断言

Ek ↗ E. 因为 {fk} 单调递增, 易见 Ek 单调递增. 因而只需证 E =
⋃∞

k=1Ek.

包含关系 “⊇” 是平凡的, 只需证 E ⊆
⋃∞

k=1Ek. 对任意 x ∈ E, 若 φ(x) = 0, 则

显然对任意 k ≥ 1 我们有 x ∈ Ek. 若 φ(x) > 0 (并且注意到因为 φ 为简单函数,

φ(x) < ∞), 则 0 < λφ(x) < φ(x) ≤ f(x). 从而由假设 fk(x) ↗ f(x) 可知存在

K ≥ 1 使得对任意 k ≥ K, fk(x) ≥ λφ(x). 从而对任意 k ≥ K 有 x ∈ Ek. 在这

两种情况下我们均有 x ∈
⋃∞

k=1Ek. 因为 x ∈ E 是任取的, 从而 E ⊆
⋃∞

k=1Ek.

断言得证. 从而由命题 10.4 (4) 可知

lim
k→∞

∫
Ek

φ =

∫
E

φ.

再结合估计 (16) 可知

lim
k→∞

∫
E

fk ≥ λ lim
k→∞

∫
Ek

φ = λ

∫
E

φ.

由 φ 的任意性得 limk→∞
∫
E
fk ≥ λ

∫
E
f . 最后再令 λ→ 1 即得 (15).

单调收敛定理可以直接推出如下逐项积分定理. (逐项积分定理是说满足一

定条件的级数的积分等于这个级数中各项积分之和.)

推论 11.5 (逐项积分定理). 设 {ak}∞k=1 在可测集 E 上非负可测. 则∫
E

∞∑
k=1

ak(x) dx =

∞∑
k=1

∫
E

ak(x) dx.

特别的, 若
∑∞

k=1

∫
E
ak(x) dx <∞, 则

∑∞
k=1 ak(x) <∞, a.e. x ∈ Rd.

证明. 对任意 x ∈ Rd, 令 f(x) =
∑∞

k=1 ak(x) (可能为 +∞), 对任意 n ≥ 1, 令

fn(x) =
∑n

k=1 ak(x). 则 fn 非负可测且 fn ↗ f (从而 f 也可测). 由单调收敛

定理可知

∞∑
k=1

∫
E

ak(x) dx = lim
n→∞

n∑
k=1

∫
E

ak(x) dx 正线性
= lim

n→∞

∫
E

(
n∑

k=1

ak(x)

)
dx

= lim
n→∞

∫
E

fn(x) dx 定理 11.2
=

∫
E

lim
n→∞

fn(x) dx =

∫
E

f(x) dx.

对第二部分, 若
∑∞

k=1

∫
E
ak(x) dx < ∞, 则 f(x) ∈ L1(E). 从而由命题 11.1,

f(x) <∞, a.e. x ∈ E, 即
∑∞

k=1 ak(x) <∞, a.e. x ∈ E.
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下面我们证明另外一个非常重要的收敛定理: Fatou 引理. Fatou 并不是一

个严格等式, 但它对一般的非负可测函数列 {fk} 均适用.

定理 11.6 (Fatou 引理). 设 {fk}∞k=1 为可测集 E 上的非负可测函数列. 则∫
E

lim inf
k→∞

fk(x) dx ≤ lim inf
k→∞

∫
E

fk(x) dx. (17)

证明. 令 g := lim infk→∞ fk. 对任意 k ≥ 1, 定义 gk := infn≥k fn. 注意到由命

题 7.11 (i), gk, g 均可测. 并且 0 ≤ gk ≤ fk 以及 gk ↗ g. 从而由单调收敛定理

有 ∫
E

g(x) dx = lim
k→∞

∫
E

gk(x) dx = lim inf
k→∞

∫
E

gk(x) dx ≤ lim inf
k→∞

∫
E

fk(x) dx.

命题得证.

注记 11.7. (i) Fatou 引理可用来判定极限函数的可积性.

(ii) Fatou 引理中的 “<” 可取得: 令 E = R, fk = χ[k,k+1], k = 1, 2, · · · . 易

见 fk → 0 且对任意 k ≥ 1,
∫
fk = 1. 从而(17) 左边等于

∫
E
0 dx = 0, 而

右边等于 1. 这里例子的构造依赖于 E = R 非紧 (这里函数 fk 向 x-轴的

右端 “逃离” 导致极限函数为 0). 事实上, 即使 E 为紧集, 也存在函数列

{fk} 使得 (17) 中的 “<” 可取得 (作业).

11.2 可测函数的 Lebesgue 积分

下面我们定义一般可测函数的 Lebesgue 积分. 回忆对任意 Rd 上的广义

实值可测函数 f , 我们可以将其写成其正部与负部的差: f = f+ − f−, 其中

f+ = max(f, 0), f− = max(−f, 0) 均非负可测.

定义 11.8. 令 f 为 Rd 上的广义实值可测函数.

1. 定义 ∫
Rd

f(x) dm(x) :=

∫
Rd

f+(x) dm(x)−
∫
Rd

f−(x) dm(x)

为 f 在 Rd 上的 Lebesgue 积分. 若
∫
Rd |f(x)| dm(x) < +∞, 则称 f 在

Rd 上可积, 记为 f ∈ L1(Rd).

2. 对任意可测集 E ⊂ Rd, 定义∫
E

f(x) dm(x) :=

∫
E

f+(x) dm(x)−
∫
E

f−(x) dm(x)

为 f 在 E 上的 Lebesgue 积分. 若
∫
E
|f(x)| dm(x) < +∞, 则称 f 在 E

上可积, 记为 f ∈ L1(E).
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注记 11.9. (i) 当 f 非负时, f+ = f , f− = 0. 由此易见此时此定义与定义

10.6 相符.

(ii) 注意到因为 |f | = f+ + f−,
∫
E
|f | < ∞ 当且仅当

∫
E
f± < ∞. 即

f ∈ L1(E) 当且仅当 f± ∈ L1(E).

(iii) 因为 (fχE)
± = f±χE, 易见

∫
E
f =

∫
Rd fχE.

下面我们证明
∫
E
f 的一些简单性质. 在接下来的讨论中我们均只考虑可积

函数. 注意到在之前非负可测函数的讨论中我们并没有强调这一点 (例如在单调

收敛定理及 Fatou 引理中均只假设函数列 {fk} 非负可测). 这是因为在那里只

出现非负函数相加的情形, 因此我们可以允许 +∞ 的出现. 而对一般的可测函

数, 若我们不限制在可积的假设下则会出现 (±∞)− (±∞) 的情形. 为避免出现

这些情形, 我们只考虑可积函数.

命题 11.10. 设 E ⊂ Rd 可测, f, g ∈ L1(E).

1. 对任意 f, g ∈ L1(E), 若 f = g, a.e. x ∈ E, 则
∫
E
f =

∫
E
g.

2. f ∈ L1(E) ⇒ |f(x)| <∞, a.e. x ∈ E.

证明. (1): f = g, a.e. x ∈ E ⇒ f± = g±, a.e. x ∈ E. 因为 f±, g± 均非负可测.

由推论 11.4 可知
∫
E
f± =

∫
E
g±. 从而∫

E

f =

∫
E

f+ −
∫
E

f− =

∫
E

g+ −
∫
E

g− =

∫
E

g.

(2): f ∈ L1(E) ⇒ f± ∈ L1(E). 因为 f± 非负可测, 由命题 11.1 (ii) 可知

f±(x) < ∞, a.e. x ∈ E, 即集合 {f+ = ∞}, {f− = ∞} 均为零测集. 注意

到 {|f | = ∞} ⊂ {f+ = ∞} ∪ {f− = ∞}. 从而 {|f | = ∞} 也为零测集, 即

|f(x)| <∞, a.e. x ∈ E.
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12 第十二讲

4 月 3 日

12.1 可测函数的 Lebesgue 积分性质

命题 12.1. 设 E ⊂ Rd 可测, f, g ∈ L1(E).

1. (线性性) 对任意 α, β ∈ R,
∫
E
(αf + βg) = α

∫
E
f + β

∫
E
g.

2. (可加性) 对任意不交可测子集 F1, F2 ⊂ E 有
∫
F1⊔F2

f =
∫
F1
f +

∫
F2
f .

3. (单调性) 若 f ≤ g, 则
∫
E
f ≤

∫
E
g.

4. (三角不等式)
∣∣∫

E
f
∣∣ ≤ ∫

E
|f |.

证明. 我们只证明 E = Rd 的情形, 对一般的情形可将 f, g 替换成 fχE , gχE (看

成 Rd 上的函数). 不妨设 |f |, |g| 均处处有限 (自己验证).

线性性: 需要证明如下两个命题∫
αf = α

∫
f, (∀α ∈ R) 及

∫
(f + g) =

∫
f +

∫
g.

对第一个等式, 注意到若 α ≥ 0, 则 (αf)± = αf±. 从而∫
αf =

∫
(αf)+−

∫
(αf)− =

∫
αf+−

∫
αf− = α

(∫
f+ −

∫
f−
)

= α

∫
f.

这里第三个等式运用到非负可测函数积分的正线性 (见命题 11.3 (1)). 若 α < 0,

则 ∫
αf =

∫
(−α)(−f) = −α

∫
(−f).

注意到 (−f)+ = f−, (−f)− = f+. 从而∫
(−f) =

∫
(−f)+ −

∫
(−f)− =

∫
f− −

∫
f+ = −

∫
f.

因此 ∫
αf = −α

(
−
∫
f

)
= α

∫
f.

第一个等式得证. 下证第二个等式. 令 h = f + g. 要证
∫
h =

∫
f +

∫
g. 注意

到一般情况下 h+ 6= f+ + g+, h− 6= f− +
∫
g−. 例如 f(x) = |x| = −g(x). 则

h = 0, f+ = g− = |x|, f− = g+ = 0. 从而 h± = 0, 但 f+ + g+ = f− + g− = |x|.

但此时我们依然有如下关系

h+ − h− = h = f + g = f+ − f− + g+ − g−,
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等价的,

h+ + f− + g− = h− + f+ + g+.

注意到上式两端中的每一项均为非负可测函数. 从而由非负可测函数积分的正

线性可知 ∫
h+ +

∫
f− +

∫
g− =

∫
h− +

∫
f+ +

∫
g+.

上式等价于∫
h+ −

∫
h− =

∫
f+ −

∫
f− +

∫
g+ −

∫
g− ⇔

∫
h =

∫
f +

∫
g.

从而第二个等式得证.

可加性是线性的直接推论.

单调性:

f ≤ g ⇔ f+ − f− ≤ g+ − g− ⇔ f+ + g− ≤ g+ + f−.

由非负可测函数积分的单调性及正线性可知∫
f+ +

∫
g− =

∫
(f+ + g−) ≤

∫
(g+ + f−) =

∫
g+ +

∫
f−.

上式等价于 ∫
f =

∫
f+ −

∫
f− ≤

∫
g+ −

∫
g− =

∫
g.

三角不等式: 注意到 ±f ≤ |f |, 由单调性及线性 ±
∫
f ≤

∫
|f |. 从而 |

∫
f | ≤∫

|f |.

下面我们证明一个适用于一般可测函数列的收敛定理. (注意到单调收敛定

理及 Fatou 引理均仅适用于非负可测函数列.)

定理 12.2 (控制收敛定理, DCT). 设 E ⊂ Rd 可测, {fk}∞k=1 是 E 上的一列可

测函数且 fk 几乎逐点收敛到某个 E 上函数 f . 若存在 g ∈ L1(E) 使得对任意

k ≥ 1, |fk| ≤ g, 则

lim
k→∞

∫
E

|fk − f | dx = 0. (18)

特别的,

lim
k→∞

∫
E

fk dx =

∫
E

f dx. (19)
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证明. 首先我们证明 (18) 蕴含 (19). 这是因为对任意 k ≥ 1, 由三角不等式我们

有 ∣∣∣∣∫
E

(f − fk) dx
∣∣∣∣ ≤ ∫

E

|fk − f | dx.

从而 (18) 说明 limk→∞
∣∣∫

E
(f − fk) dx

∣∣ = 0, 即 (19).

下面我们证明 (18). 对任意 k ≥ 1, 令 hk = |fk − f |. 因为 |fk| ≤ g 且

fk → f , a.e. x ∈ E, 我们有 |f | ≤ g, a.e. x ∈ E. 特别的,

hk = |fk − f | ≤ |fk|+ |f | ≤ 2g, a.e. x ∈ E.

从而 2g − hk ≥ 0, a.e. x ∈ E. 对函数列 {2g − hk}∞k=1 应用 Fatou 引理19得∫
E

lim inf
k→∞

(2g − hk) dx ≤ lim inf
k→∞

∫
E

(2g − hk) dx.

因为 fk → f , a.e. x ∈ E, hk → 0, a.e. x ∈ E. 从而上式左端等于 2
∫
E
g dx. 另

一方面易见上式右端等于 2
∫
E
g dx− lim supk→∞

∫
E
hk dx. 从而

2

∫
E

g dx ≤ 2

∫
E

g dx− lim sup
k→∞

∫
E

hk dx,

即 lim supk→∞
∫
E
hk ≤ 0. 因为 hk ≥ 0, 显然我们有 lim infk→∞

∫
E
hk dx ≥ 0.

比较两式即得 limk→∞
∫
E
hk(x) dx = 0. 命题得证.

控制收敛定理的一个特殊情形是如下有界收敛定理.

推论 12.3 (有界收敛定理, BCT). 设 E ⊂ Rd 可测, {fk}∞k=1 是 E 上的一列可

测函数且 fk 几乎逐点收敛到某个 E 上函数 f . 若 m(E) <∞ 且 {fk}∞k=1 在 E

上一致有界, 即存在 M > 0 使得对任意 k ≥ 1 有 |fk| ≤M , 则

lim
k→∞

∫
E

|fk − f | dx = 0.

特别的,

lim
k→∞

∫
E

fk dx =

∫
E

f dx.

证明. 取 g = MχE . 则
∫
E
g =

∫
E
M = Mm(E) < ∞, 从而 g ∈ L1(E). 并且由

假设可知对任意 k ≥ 1 我们有 |fk| ≤ g. 从而对 {fk}, f, g 应用控制收敛定理即

证得此定理.
19Fatou 引理中我们需要假设 hk ≥ 0, 但由命题 11.10 (1) 易见这一条件可弱化为 hk ≥ 0, a.e.

x ∈ E.
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12.2 Riemann 积分与 Lebesgue 积分的关系

下面我们开始讨论 Riemann 积分与 Lebesgue 积分的关系. 为方便起见我

们仅讨论 d = 1 的情形, 但一般维数的情形也类似.

定理 12.4. 设实值函数 f 在区间 [a, b] 上 Riemann 可积. 则 f 在 [a, b] 上

Lebesgue 可积且 ∫ R

[a,b]

f(x) dx =

∫ L

[a,b]

f(x) dx.

这里我们用符号
∫R
[a,b]
指代 Riemann 积分, 用

∫ L
[a,b]
指代 Lebesgue 积分.

证明. 因为 f 在 [a, b] 上 Riemann 可积, 由定义一方面我们知道 f 在 [a, b] 上有

界, 即存在 M > 0 使得对任意 x ∈ [a, b], |f(x)| ≤ M . 另一方面, 对任意 k ≥ 1,

对定义域 [a, b] 作 k 等分划分: [a, b] =
⊔k

i=1 Ii, 其中 Ii 为这个划分中的第 i 个

小区间. 定义函数

φk :=

k∑
i=1

aiχIi 和 ψk :=

k∑
i=1

AiχIi ,

其中 ai := infx∈Ii f(x), Ai := supx∈Ii f(x). 则 f Riemann 可积告诉我们

lim
k→∞

k∑
i=1

ai|Ii| =
k∑

i=1

Ai|Ii| =
∫ R

[a,b]

f(x) dx. (20)

我们有如下观察:

(i) φk, ψk 均为阶梯函数且

k∑
i=1

ai|Ii| =
∫ R

[a,b]

φk dx =

∫ L

[a,b]

φk dx,

k∑
i=1

Ai|Ii| =
∫ R

[a,b]

ψk dx =

∫ L

[a,b]

ψk dx.

(ii) 对任意 k ≥ 1, φk ≤ f ≤ ψk 且 φk ↗, ψk ↘ 以及 max(|φk|, |ψk|) ≤M .

(iii) 因为 (ii) 极限函数 φ̃ := limk→∞ φk 和 ψ̃ := limk→∞ ψk 存在且可测, 并且

满足 φ̃ ≤ f ≤ ψ̃ 以及 max(|φ̃|, |ψ̃|) ≤M .

由 (ii) 以及有界收敛定理我们有

lim
k→∞

∫ L

[a,b]

φk dx =

∫ L

[a,b]

φ̃dx 和 lim
k→∞

∫ L

[a,b]

ψk dx =

∫ L

[a,b]

ψ̃ dx.
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从而由 (i) 以及 (20) 可知∫ R

[a,b]

f(x) dx =

∫ L

[a,b]

φ̃ dx =

∫ L

[a,b]

ψ̃ dx. (21)

上述第二个等式以及关系 ψ̃ ≥ φ̃ 以及命题 10.9 说明 φ̃ = ψ̃, a.e. x ∈ [a, b]. 再

结合关系 φ̃ ≤ f ≤ ψ̃ 说明 f = φ̃, a.e. x ∈ [a, b]. 因为 φ̃ 可测, 从而 f 也可测

(见命题 8.1). 并且由命题 11.10 (1) 可知∫ L

[a,b]

f(x) dx =

∫ L

[a,b]

φ̃ dx (21)
=

∫ R

[a,b]

f(x) dx.

定理得证.

例 12.5. 计算 limk→∞
∫ L
E

xk

1+xk+2+log x
dx, 其中 E = [2,∞).

证明. 令 I 为所要求的极限值. 我们想要对此积分应用某个收敛定理以此来交

换积分和求极限顺序. 注意到

xk

1 + xk+2 + logx ≤ xk

xk+2
=

1

x2
=: g(x), ∀x ≥ 2.

下面我们证明 g ∈ L1(E). 注意到因为 E 不是一个闭区间, 我们并不能直接应用

定理 12.4 将 Lebesgue 积分
∫ L
E
g(x) dx 与相应的 Riemann 积分联系起来. 为此

对任意 k ≥ 3, 定义 Ek = [2, k]. 注意到 Ek ↗ E, 从而 gχEk
↗ g. 从而∫ L

E

g(x) dx MCT
= lim

k→∞

∫ L

Ek

g(x) d 定理 12.4
= lim

k→∞

∫ R

Ek

g(x) dx = lim
k→∞

(− 1

x
)

∣∣∣∣k
2

=
1

2
<∞.

从而 g ∈ L1(E). 再由控制收敛定理有

I =

∫ L

E

lim
k→∞

xk

1 + xk+2 + logx dx =

∫ L

E

g(x) dx =
1

2
.

12.3 可积性的一些推论

定理 12.6. 设 f ∈ L1(Rd). 则对任意 ϵ > 0,

1. 存在紧集 B ⊂ Rd 使得 ∫
Bc

|f | dx < ϵ.

2.（绝对连续性) 存在 δ > 0 使得对任意可测集 E ⊂ Rd,

m(E) < δ ⇒
∫
E

|f | dx < ϵ.
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注记 12.7. 定理 12.6 (1) 说明可积函数的 “质量” 绝大部分落在某个紧集内.

但注意 f ∈ L1(Rd) 并不能说明 lim|x|→∞ f(x) = 0 (作业).

定理 12.6 证明. 首先注意到不妨设 f ≥ 0. 否则用 |f | 替代 f .

下面我们证明 (1). 对任意 k ≥ 1, 定义 fk = fχBk
, 其中 Bk := {x ∈

Rd : |x| ≤ k} 为以原点为圆心半径为 k 的闭球. 注意到因为 Bk ↗ Rd, 我们有

fk ↗ f 从而由单调收敛定理得
∫
E
fk ↗

∫
E
f . 从而存在 N � 1 充分大使得

0 ≤
∫
E

(f − fN ) < ϵ.

注意到若 x ∈ BN , 则 f(x) − fN (x) = f(x) − f(x) = 0, 若 x ∈ Bc
N , 则 f(x) −

fN (x) = f(x). 从而我们有

0 ≤
∫
Bc

N

f =

∫
(f − fN ) < ϵ.

命题 (1) 得证. 下证命题 (2). 对任意 k ≥ 1, 定义 gk := fχEk
, 其中

Ek := {f ≤ k} .

注意到 gk ≤ k. 这是因为若 x ∈ Ek, 则由 Ek 定义有 gk(x) = f(x) ≤ k, 若

x /∈ Ek, 则 gk(x) = 0 ≤ k. 另一方面, 我们有 Ek ↗ {f < +∞}. 从而对任

意 x ∈ {f < +∞}, gk(x) ↗ f(x). 因为 f ∈ L1(Rd), 由命题 11.10 (2) 我们有

{f < +∞} 为满测集 (即它的补集为零测集). 从而 gk ↗ f , a.e. x ∈ Rd. 再由单

调收敛定理可知存在 N � 1 充分大使得

0 ≤
∫
(f − gN ) <

ϵ

2
.

取 δ > 0 使得 Nδ < ϵ/2. 则对任意可测集 E ⊂ Rd, 若 m(E) < δ 我们有∫
E

f =

∫
E

(f − gN ) +

∫
E

gN ≤
∫

(f − gN ) +

∫
E

N <
ϵ

2
+Nm(E) < ϵ.

命题得证.

当 d = 1 时我们有如下上述命题 (2) 的直接推论.

推论 12.8. 设 f ∈ L1(R). 则函数 F (x) :=
∫ x

−∞ f(t) dt 关于 x 绝对连续.
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13 第十三讲

4 月 8 日

13.1 Lp-空间

定义 13.1. 设 E ⊂ Rd 为一正测集 (即 E 可测且 m(E) > 0), f 在 E 上可测.

1. 对任意 0 < p <∞, 定义

‖f‖p :=

(∫
E

|f |p dx
) 1

p

.

2. 若存在 M > 0 使得 |f(x)| ≤ M , a.e. x ∈ E, 则称 f 在 E 上本性有界,

M 称为 f 在 E 上的本性上界. 定义

‖f‖∞ := inf {M : |f(x)| ≤M, a.e. x ∈ E} ,

称为 f 在 E 上的本性上确界.

3. 对任意 0 < p ≤ ∞,

Lp(E) := {f : ‖f‖p <∞}

称为 E 上的 Lp-函数空间.

注记 13.2. (i) 本性上确界的定义中取几乎处处上界是为了排除零测集的影

响, 因为我们知道在 Lebesgue 积分理论中可测函数在一个零测集上取值的

改变并不改变其积分. 例如函数 f = 3χQ + 2χQc , 虽然 f 可以取到 3, 但

其本性上确界为 ‖f‖∞ = 2.

(ii) 易见对任意 f ∈ L∞(E), |f(x)| ≤ ‖f‖∞, a.e. x ∈ E. 另一方面若 M 是 f

的一个本性上界, 即 |f(x)| ≤M , a.e. x ∈ E, 则 ‖f‖∞ ≤M .

(iii) ‖ · ‖p 具有如下线性性: 对任意 f ∈ Lp(E), α ∈ R, ‖αf‖p = |α|‖f‖p.

目前为止 Lp(E) 仅仅是一个集合. 我们的目标是在其上发现足够多的结构

使得在其上允许一些常见的函数运算 (例如我们现在并不知道若 f, g ∈ Lp(E),

f + g 是否也为 Lp(E) 中的元素).

首先我们证明 Lp(E) 是一个线性空间. 特别的, 它对数乘和加减法封闭.

命题 13.3. 对任意 0 < p ≤ ∞, Lp(E) 是一个 (实数域 R 上的) 线性空间.
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证明. 需要证明对任意 f, g ∈ Lp(E), α, β ∈ R, αf + βg ∈ Lp(E).

若 0 < p <∞, 则

|αf + βg|p ≤ (|αf |+ |βg|)p ≤ (2max(|αf |, |βg|))p

= 2p max(|αf |p, |βg|p) ≤ 2p(|αf |p + |βg|p).

从而

‖αf + βg‖pp =

∫
E

|αf + βg|p dx ≤ 2p
∫
E

(|αf |p + |βg|p) dx

= 2p
(
|α|p‖f‖pp + |β|p‖g‖pp

)
<∞.

从而 αf + βg ∈ Lp(E).

若 p = ∞, 则有

|αf(x) + βg(x)| ≤ |αf(x)|+ |βg(x)| ≤ |α|‖f‖∞ + |β|‖g‖∞, a.e. x ∈ E.

从而 ‖αf + βg‖∞ ≤ |α|‖f‖∞ + |β|‖g‖∞ <∞. 即得 αf + βg ∈ L∞(E).

下面我们确定 ‖ · ‖p 是否为 Lp(E) 上的范数. 首先我们回忆范数的定义.

定义 13.4. 设 V 是一个实数域 R 上的线性空间. 设函数 ‖ · ‖ : V → R 满足

(i) (正定性) 对任意 v ∈ V , ‖v‖ ≥ 0 且 ‖v‖ = 0 当且仅当 v = 0.

(ii) (齐次性) 对任意 α ∈ R, v ∈ V , ‖αv‖ = |α|‖v‖.

(iii) (三角不等式) 对任意 v, w ∈ V , ‖v + w‖ ≤ ‖v‖+ ‖w‖.

这里我们遇到的第一个问题是 ‖ · ‖p 不满足正定性. 事实上, 对任意 f 满足

f = 0, a.e. x ∈ E, 但是 f 不恒等于 0, 我们有 ‖f‖p = 0, 但 f 6= 0 (作为函数相

等, 即逐点相等). 为解决这个问题, 我们作如下规定: 对任意 f, g ∈ Lp(E),

f 与 g 在 Lp(E) 内相等 ⇔ f = g, a.e. x ∈ E.

然而即使作了如上规定, 当 0 < p < 1 时, ‖ · ‖p 依然不满足三角不等式 (从

而它不是一个范数).

命题 13.5. 当 0 < p < 1 时, ‖ · ‖p 不满足三角不等式.

为证明此命题我们需要如下的简单不等式.

引理 13.6. 设 q > 1. 则对任意 a, b > 0, (a+ b)q > aq + bq.
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证明. 令 x = a
b . 上述不等式等价于对任意 x > 0, (1 + x)q > xq + 1. 这个不等

式可由简单的导数计算可证.

命题 13.5 证明. 取 E 中可测子集 E1, E2 满足 E1∩E2 = ∅且 0 < m(E1),m(E2) <

m(E) (想想为什么可以取这样的子集?). 令 f = χE1
, g = χE2

. 利用引理 13.6可

以证明 ‖f + g‖p > ‖f‖p + ‖g‖p (作业).

当 1 ≤ p ≤ ∞ 时, ‖ · ‖p 确实是一个范数.

定理 13.7. 设 1 ≤ p ≤ ∞, 则 (Lp(E), ‖ · ‖p) 是一个赋范空间.

证明. 首先证明正定性. 显然 ‖f‖p ≥ 0 对任意 f ∈ Lp(E). 若 ‖f‖p = 0, 则由

命题 10.9, |f |p = 0, a.e. x ∈ E, 即 f = 0, a.e. x ∈ E. 另一方面, 齐次性可

由 Lebesgue 积分的线性性推出. 三角不等式即为下述要证的 Minkowski 不等

式.

命题 13.8 (Minkowski 不等式). 设 1 ≤ p ≤ ∞. 我们有

‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p, ∀ f, g ∈ Lp(E). (22)

Minkowsi 不等式的证明依赖于 Hölder 不等式. 为叙述 Hölder 不等式我们

引入如下定义.

定义 13.9. 设 p, q > 1. 若 1
p + 1

q = 1, 则称 (p, q) 互为共轭指标. 并且我们规定

(∞, 1) 也互为共轭指标.

注记 13.10. 若 p > 1, 经简单计算可知其共轭指标为 q = (1− 1
p )

−1 = p
p−1 .

命题 13.11 (Hölder 不等式). 设 (p, q) 互为共轭指标. 我们有

‖fg‖1 ≤ ‖f‖p‖g‖q, ∀ f ∈ Lp(E), g ∈ Lq(E). (23)

特别的, fg ∈ L1(E).

为证明 Hölder 不等式我们先证明一个简单的不等式引理.

引理 13.12. 设 0 < λ < 1. 则对任意 a, b ≥ 0, aλb1−λ ≤ λa+ (1− λ)b.

证明. 若 b = 0, 此不等式显然成立. 下面假设 b > 0. 令 x = a
b . 此不等式等价

于 xλ ≤ λx+ 1 − λ 对任意 x ≥ 0 成立. 同样的, 这个不等式可通过简单的导数

计算证明.
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下面我们证明 Hölder 不等式.

Hölder 不等式证明. 首先证明一些简单情形. 若 (p, q) = (∞, 1), 则 |f(x)| ≤

‖f‖∞, a.e. x ∈ E. 从而 |fg| ≤ ‖f‖∞|g|, a.e. x ∈ E. 由积分单调性及线性性可

知

‖fg‖1 =

∫
E

|fg| dx ≤
∫
E

‖f‖∞|g| dx = ‖f‖∞
∫
E

|g| dx = ‖f‖∞‖g‖1.

(p, q) = (1,∞) 的情形可类似证明. 下面假设 1 < p, q <∞. 从而不等式 (23) 等

价于 ∫
E

|fg| dx ≤
(∫

E

|f |p dx
)1/p(∫

E

|g|q dx
)1/q

(24)

首先若 ‖f‖p = 0, 则由命题 10.9, f = 0, a.e. x ∈ E. 从而上式左右两端都等于

0. 类似的若 ‖g‖q = 0, 上式左右两端也均为 0. 因此不妨设 ‖f‖p‖g‖q 6= 0. 令

f̃ = f
∥f∥p

, g̃ = g
∥g∥q

. 注意到 ‖f̃‖p = ‖ f
∥f∥p

‖p =
∥f∥p

∥f∥p
= 1. 类似的 ‖g̃‖q = 1. 在

不等式 (24) 左右两端同除以 ‖f‖p‖g‖q, 此不等式约化为 ‖f̃ g̃‖1 ≤ 1. 注意到

‖f̃ g̃‖1 =

∫
E

|f̃ g̃| dx =

∫
E

(|f̃ |p)1/p(|g̃|q)1/q dx.

注意到 |f(x)|, |g(x)| < ∞, a.e. x ∈ E, 从而对几乎所有 x ∈ E, 我们可以对三元

组 (a, b, λ) = (|f̃(x)|p, |g̃(x)|q, 1/p) 应用引理 13.12 (并且注意到 1−λ = 1− 1
p =

1
q ) 得到

(|f̃ |p)1/p(|g̃|q)1/q ≤ 1

p
|f̃ |p + 1

q
|g̃|q, a.e. x ∈ E.

从而

‖f̃ g̃‖1 ≤ 1

p

∫
E

|f̃ |p dx+
1

q

∫
E

|g̃|q dx =
1

p
‖f̃‖pp +

1

q
‖g̃‖qq =

1

p
+

1

q
= 1.

不等式得证.

利用 Hölder 不等式我们可以证明 Minkowsi 不等式.

Minkowsi 不等式证明. 若 p = 1, 则由 R 上绝对值的三角不等式可知

‖f + g‖1 =

∫
E

|f + g| dx ≤
∫
E

(|f |+ |g|) dx

=

∫
E

|f | dx+

∫
E

|g| dx = ‖f‖1 + ‖g‖1.
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若 p = ∞, 注意到 |f(x) + g(x)| ≤ |f(x)| + |g(x)| ≤ ‖f‖∞ + ‖g‖∞, a.e. x ∈ E.

从而 ‖f + g‖∞ ≤ ‖f‖∞ + ‖g‖∞. 下面假设 1 < p <∞. 我们有

‖f + g‖pp =

∫
E

|f + g|p dx =

∫
E

|f + g||f + g|p−1 dx

≤
∫
E

|f ||f + g|p−1 dx+

∫
E

|g||f + g|p−1 dx.

因为 f, g ∈ Lp(E), 由命题 13.3可知 f + g ∈ Lp(E). 从而 |f + g|p−1 ∈ L
p

p−1 (E).

注意到 p
p−1 = q 为 p 的共轭指标. 对函数对 (|f |, |f + g|p−1) 应用 Hölder 不等

式 (23) 可得∫
E

|f ||f + g|p−1 ≤ ‖f‖p‖|f + g|p−1‖q = ‖f‖p
(∫

E

|f + g|(p−1)q dx
)1/q

= ‖f‖p
(∫

E

|f + g|p dx
) 1

p×
p
q

= ‖f‖p‖f + g‖p−1
p .

这里最后一个等式用到等式 p
q = p× p−1

p = p− 1. 类似的我们有∫
E

|g||f + g|p−1 dx ≤ ‖g‖p‖f + g‖p−1
p .

结合这两个不等式即得

‖f + g‖pp ≤ ‖f‖p‖f + g‖p−1
p + ‖g‖p‖f + g‖p−1

p .

在不等式两端同时除以 ‖f + g‖p−1
p 即得 Minkowski 不等式(22).

注记 13.13. Hölder 不等式与 Minkowski 不等式取等的条件是什么? (作业)

给定一个赋范空间 (V, ‖ · ‖), 可以在其上自然的定义一个度量20 : d : V ×

V → R, d(v, w) := ‖v − w‖. 特别的, 当 1 ≤ p ≤ ∞, d(f, g) := ‖f − g‖p 是函数

空间 Lp(E) 上的一个度量. 有了度量之后一方面我们可以定义开球闭球, 从而

在 V 上引入拓扑; 另一方面有了距离的概念之后我们可以在 V 上定义极限: 称

V 上点列 {vn}∞n=1 趋向于某点 v ∈ V 若 limn→∞ d(vn, v) = 0. 自然的我们关心

V 在取极限下是否封闭, 即 V 是否完备. 我们首先回忆相关概念.

定义 13.14. 设 d 是 V 上的一个度量.

(i) 称点列 {vn}∞n=1 ⊂ V 为一个 Cauchy 列若 limn,m→∞ d(vn, vm) = 0.
20我们称函数 d : V × V → R 为空间 V 上的一个度量若其满足如下三个条件: (i) 正定性: 对

任意 v, w ∈ V , d(v, w) ≥ 0 且 d(v, w) = 0 当且仅当 v = w; (ii) 对称性: 对任意 v, w ∈ V ,

d(v, w) = d(w, v); (iii) 三角不等式: 对任意 v, w, z ∈ V , d(v, w) ≤ d(v, z) + d(z, w).
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(ii) 称 (V, d) 是完备的若对任意 V 上的 Cauchy 列 {vn}∞n=1, 存在 v ∈ V 使

得 limn→∞ vn = v, 即 limn→∞ d(vn, v) = 0.

下面我们叙述今天的主要定理.

定理 13.15. 设 1 ≤ p ≤ ∞, Lp(E) 在度量 d(f, g) := ‖f − g‖p 下完备.

证明. 设 {fn}∞n=1 是 Lp(E) 上的一列 Cauchy 列, 要证存在 f ∈ Lp(E) 使得

limn→∞ ‖fn − f‖p = 0.

我们首先证明 p = ∞ 的情形. 对任意 k, j ≥ 1, 我们有 |fk(x) − fj(x)| ≤

‖fk − fj‖∞, a.e x ∈ E. 即存在一个零测集 Fk,j ⊂ E 使得

∀x ∈ E \ Fk,j : |fk(x)− fj(x)| ≤ ‖fk − fj‖∞.

令 F =
⋃∞

k,j=1 Fk,j , 则 m(F ) = 0 且

∀x ∈ E \ F, ∀ k, j ≥ 1 : |fk(x)− fj(x)| ≤ ‖fk − fj‖∞. (25)

特别的, 因为 {fn}∞n=1 ⊂ L∞(E) 为一列 Cauchy 列, 我们有

lim
k,j→∞

|fk(x)− fj(x)| ≤ lim
k,j→∞

‖fk − fj‖∞ = 0, ∀x ∈ E \ F.

从而对任意 x ∈ E \ F , {fn(x)}∞n=1 为一列实数 Cauchy 列 (相对于 R 上的绝对

值 | · |). 因为 (R, | · |) 完备, 对任意 x ∈ E \ F , limn→∞ fn(x) ∈ R 存在. 定义

f(x) :=

 limn→∞ fn(x) 若 x ∈ E \ F,

0 若 x ∈ F.

下证 f ∈ L∞(E) 且 limn→∞ ‖fn − f‖∞ = 0. 首先因为 {fn}∞n=1 为 Cauchy 列,

对任意 ϵ > 0, 存在正整数 N 使得对任意 k, j ≥ N , ‖fk − fj‖∞ < ϵ. 特别的, 对

任意 k ≥ N , x ∈ E \ F ,

|fk(x)−f(x)| = lim
j→∞

|fk(x)−fj(x)| = lim
j→∞
j≥N

|fk(x)−fj(x)| ≤ lim
j→∞
j≥N

‖fk−fj‖∞ < ϵ.

总结一下我们证明了对任意 ϵ > 0, 存在 N 使得对任意 k ≥ N ,

‖fk − f‖∞
F 零测

≤ sup
x∈E\F

|fk(x)− f(x)| < ϵ.

从而 limk→∞ ‖fk − f‖∞ = 0. 最后注意到任取 k ≥ N 有 ‖f‖∞ ≤ ‖f − fk‖∞ +

‖fk‖∞ < ϵ+ ‖fk‖∞ <∞. 从而 f ∈ L∞(E).
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14 第十四讲

4 月 10 日

14.1 Lp-完备性: 继续

今天我们继续定理 13.15 的证明.

定理 13.15 证明. 设 1 ≤ p <∞, {fn}∞n=1 为 Lp(E) 上的一列 Cauchy 列. 要证

存在 f ∈ Lp(E) 使得 limn→∞ ‖fn − f‖p = 0. 因为 {fn}∞n=1 为 Cauchy 列, 对

任意 ϵ > 0 存在 nϵ ≥ 1 使得对任意 n ≥ nϵ, ‖fn − fnϵ
‖p < ϵ. 特别的, 依次取

ϵ = 1
2 ,

1
22 , · · · ,

1
2j , · · · 我们可以得到一列单调递增的正整数列 {nj}∞j=1 满足

∀n ≥ nj : ‖fn − fnj‖p <
1

2j
.

特别的, 我们有

∀ j ≥ 1 : ‖fnj+1
− fnj

‖p <
1

2j
. (26)

定义

g := |fn1
|+

∞∑
j=1

|fnj+1
− fnj

|

以及

f := fn1
+

∞∑
j=1

(fnj+1
− fnj

).

注意到因为 g 与 f 的定义级数未必收敛, 暂时我们并不知道 g 与 f 是否是良

定义的. 但是对任意 x ∈ E, 若 g(x) < ∞, 则 f(x) 的定义级数绝对收敛. 从而

f(x) 存在且其对应的部分级数收敛至 f(x). 注意到 f(x) 定义级数的部分级数

为

fn1
(x) +

k−1∑
j=1

(
fnj+1

(x)− fnj
(x)
)
= fnk

(x).

从而当 g(x) <∞ 时, fnk
(x) → f(x) ∈ R. 并且我们还有 |fnk

(x)|, |f(x)| ≤ g(x).

下面我们断言 g(x) <∞, a.e. x ∈ E. 事实上, 我们证明 g ∈ Lp(E). 令

M := ‖fn1
‖p +

∞∑
j=1

‖fnj+1
− fnj

‖p,

以及

∀ k ≥ 2 : gnk
:= |fn1

|+
k−1∑
j=1

|fnj+1
− fnj

|.
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由 (26) 可知 M ≤ ‖fn1
‖p +

∑∞
j=1 2

−j <∞. 另一方面, 注意到 gnk
为 g 的定义

级数的部分和. 从而 gnk
↗ g (⇔ gpnk

↗ gp). 并且由 Minkowsi 不等式我们有

‖gnk
‖p ≤ ‖fn1

‖p +
k−1∑
j=1

‖fnj+1
− fnj

‖p ≤M.

从而由单调收敛定理可知

‖g‖pp =

∫
E

gp dx = lim
k→∞

∫
E

gpnk
dx ≤Mp.

从而 g ∈ Lp(E). 特别的, g(x) < ∞, a.e. x ∈ E. 从而 |f(x)| ≤ g(x) < ∞, a.e.

x ∈ E 且 fnk
→ f , a.e. x ∈ E. 因为 |fnk

| ≤ g (⇔ |fnk
|p ≤ gp), a.e. x ∈ E,

g ∈ Lp(E) (⇔ gp ∈ L1(E)), 由控制收敛定理我们有

‖f‖pp =

∫
E

|f |p dx = lim
k→∞

∫
E

|fnk
|p dx ≤

∫
E

gp dx = ‖g‖pp <∞.

从而 f ∈ Lp(E). 下证 ‖fn − f‖p → 0. 我们首先证 ‖fnk
− f‖p → 0. 注意到对

任意 k ≥ 2,

|f − fnk
| = |

∞∑
j=k

(fnj+1
− fnj

)| ≤
∞∑
j=k

|fnj+1
− fnj

| ≤ g, a.e. x ∈ E.

从而再由控制收敛定理 (应用到 {|f − fnk
|}∞k=1) 我们有

lim
k→∞

‖fnk
− f‖pp = lim

k→∞

∫
E

|fnk
− f |p dx =

∫
E

lim
k→∞

|fnk
− f |p dx = 0.

一般的, 由三角不等式以及 {fn} 为 Cauchy 列的假设我们有

lim
n→∞

‖fn − f‖p ≤ lim
n→∞
nk→∞

(‖fn − fnk
‖p + ‖fnk

− f‖p) = 0.

命题得证.

注记 14.1. 注意到定理 13.15 中 fn 收敛至 f 并不是指 fn 逐点收敛至 f , 而是

指 ‖fn − f‖p → 0. 事实上, 可以证明, ‖fn − f‖∞ → 0 ⇒ fn → f , a.e. x ∈ E,

但当 1 ≤ p <∞ 时, ‖fn − f‖p → 0 6⇒ fn → f , a.e. x ∈ E21 (作业).

14.2 依范数与依测度收敛

定理 13.15 中的收敛称为依范数收敛.
21但是注意到定理 13.15 的证明告诉我们当 1 ≤ p < ∞ 时, ‖fn − f‖p → 0 可推出存在子列

{nk} 使得 fnk → f , a.e. x ∈ E.
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定义 14.2. 设 1 ≤ p < ∞, f, fn(n = 1, 2, · · · ) ∈ Lp(E). 若当 n → ∞ 时,

‖fn − f‖p → 0, 则称 fn 依 Lp 范数收敛于 f , 记为 fn
Lp

−−→ f .

我们还可以定义如下的一种收敛方式.

定义 14.3. 设 f, fn(n = 1, 2, · · · ) 为 E 上的可测函数. 若对任意 ϵ > 0, 当

n→ ∞ 时, m({|fn − f | ≥ ϵ}) → 0, 则称 fn 依测度收敛于 f , 记为 fn
m−−→ f .

易见依范数收敛可推出依测度收敛.

命题 14.4. 设 1 ≤ p < ∞, f, fn(n = 1, 2, · · · ) ∈ Lp(E). 若 fn
Lp

−−→ f , 则

fn
m−−→ f .

证明. 设 fn
Lp

−−→ f . 对任意 ϵ > 0, 令 En(ϵ) := {|fn − f | ≥ ϵ}. 要证

limn→∞m(En(ϵ)) = 0. 注意到

‖fn − f‖pp =

∫
E

|fn − f |p dx ≥
∫
En(ϵ)

|fn − f |p dx

≥
∫
En(ϵ)

ϵp dx = ϵpm(En(ϵ)).

从而

lim
n→∞

m(En(ϵ)) ≤ ϵ−p lim
n→∞

‖fn − f‖pp = 0.

命题得证.

由注记 14.1 以及命题 14.4 可知 fn
m−−→ f 6⇒ fn → f , a.e. x ∈ E. 另

一方面, 注意到 fn → f , a.e. x ∈ E 6⇒ fn
m−−→ f . 例如对任意 n ≥ 1, 令

fn = χ[n,n+1]. 则 fn → f = 0, 但对任意 n ≥ 1,

m({|fn − f | ≥ 1/2}) = m([n, n+ 1]) = 1.

但是, 若我们额外假设 m(E) <∞, 则几乎逐点收敛可推出依测度收敛.

命题 14.5 (Lebesgue). 设 m(E) < ∞, f, fn(n = 1, 2, · · · ) 在 E 上可测且几乎

处处有限. 则

fn → f, a.e. x ∈ E ⇒ fn
m−−→ f.

证明. 不妨设 f, fn(n = 1, 2, · · · ) 在 E 上均处处有限 (为什么?). 对任意 ϵ > 0,

n ≥ 1 令 En(ϵ) := {|fn − f | ≥ ϵ}. 要证 limn→∞m(En(ϵ)) = 0. 注意到对任意
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x ∈ E,

fn(x) 6→ f(x) ⇐⇒ ∃ ϵ > 0 ∃子列 {nk} 使得 |fnk
(x)− f(x)| ≥ ϵ

⇐⇒ ∃ ϵ > 0 使得 |fn(x)− f(x)| ≥ ϵ 对无穷多个 n 成立

⇐⇒ ∃ ϵ > 0 使得 x ∈ En(ϵ) 对无穷多个 n 成立.

从而我们有

{fn 6→ f} =
⋃
ϵ>0

lim sup
n→∞

En(ϵ). (27)

由假设 {fn 6→ f} 为零测集, 从而对任意 ϵ > 0, lim supn→∞En(ϵ) 也为零测集.

注意到

lim sup
n→∞

En(ϵ) =
⋂
k≥1

⋃
n≥k

En(ϵ).

对任意 k ≥ 1 令 Bk :=
⋃

n≥k En(ϵ). 则 Bk ↘ lim supn→∞En(ϵ). 并且我们有

m(B1) ≤ m(E) <∞. 从而由单调递减集列的测度连续性 (定理 6.3 (2)) 我们有

lim
k→∞

m(Bk) = m(lim sup
n→∞

En(ϵ)) = 0.

注意到 Ek(ϵ) ⊂ Bk. 从而

lim
k→∞

m(Ek(ϵ)) ≤ lim
k→∞

m(Bk) = 0.

显然 limk→∞m(Ek(ϵ)) ≥ 0. 从而 limk→∞m(Ek(ϵ)) = 0. 命题得证.

另一方面我们证明依测度收敛可推出沿子列几乎处处逐点收敛.

定理 14.6 (Riesz). 设 f, fn(n = 1, 2, · · · ) 在 E 上可测且几乎处处有限. 若

fn
m−−→ f , 则存在子列 {nk} 使得 fnk

→ f , a.e. x ∈ E.

证明. 不妨设 f, fn(n = 1, 2, · · · ) 处处有限. 注意到

∃ 子列 {nk} s.t. fnk
→ f , a.e. ⇐⇒ ∃ 子列 {nk} s.t. m({fnk

6→ f}) = 0.

由 (27) 我们有

{fnk
6→ f} =

⋃
ϵ>0

lim sup
k→∞

Enk
(ϵ).

因此我们只需证存在子列 {nk} 使得
⋃

ϵ>0 lim supk→∞Enk
(ϵ) 为零测集. 注意到

对任意固定 n ≥ 1, {En(ϵ)}ϵ>0 关于 ϵ 单调递减, 即若 0 < ϵ1 < ϵ2, 则 En(ϵ2) ⊂

En(ϵ1). 由此我们有
⋃

ϵ>0 lim supk→∞Enk
(ϵ) =

⋃
j≥1 lim supk→∞Enk

(1/j). 从
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而只需证对任意 ϵ > 0, lim supk→∞Enk
(ϵ) 为零测集. 下面我们构造这样的子列

{nk}. 任取一列单调递减至 0 的正实数列 {bk}∞k=1. 由于 fn
m−−→ f 我们有对任

意 ϵ > 0, limn→∞m(En(ϵ)) = 0. 从而我们可以找到一列单调递增的正整数列

{nk} 满足对任意 k ≥ 1, m(Enk
(bk)) <

1
2k

. 从而

∞∑
k=1

m(Enk
(bk)) <

∞∑
k=1

1

2k
<∞.

再由 Borel-Cantelli 引理有 m(lim supk→∞Enk
(bk)) = 0. 对任意 ϵ > 0, 因为

{bk} 递减至 0, 存在 K ≥ 1 使得对任意 k ≥ K, bk < ϵ. 从而对任意 k ≥ K,

Enk
(ϵ) ⊂ Enk

(bk). 从而我们有

lim sup
k→∞

Enk
(ϵ) ⊂ lim sup

k→∞
Enk

(bk).

因此 lim supk→∞Enk
(ϵ) 也为零测集, 命题得证.
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15 第十五讲

4 月 17 日

15.1 稠密性定理

前面几次课的内容主要是说明 Lp-函数空间 (1 ≤ p ≤ ∞) 是一个足够大的

集合: 它在一些常见操作下封闭. 今天我们的主要目标是说明, 相对于 Riemann

可积函数空间, Lp-函数空间是一个合理的延拓: 一些常见的特殊函数在 Lp-函数

空间中是稠密的. 这使得我们可以运用一些逼近的论证方法证明 Lp-函数空间也

满足这些特殊函数所满足的一些性质. 首先我们回忆度量空间中稠密性的定义.

定义 15.1. 设 (V, d) 为一度量空间. 称 X ⊂ V 是稠密的 (记作 X
dense
⊂ V ) 若

对任意 v ∈ V , 任意 ϵ > 0, 存在 x ∈ X 使得 d(v, x) < ϵ.

定理 15.2. 设 1 ≤ p <∞. 则

{Lp-简单函数}
dense
⊂ Lp(Rd) 且 {阶梯函数}

dense
⊂ Lp(Rd).

这里 {Lp-简单函数} 指代 Lp(Rd) 中所有简单函数所构成的集合. 下面这个

简单引理告诉我们为证明定理 15.2 我们只需证明如下关系:

{阶梯函数}
dense
⊂ {Lp-简单函数}

dense
⊂ Lp(Rd).

引理 15.3. 若 X
dense
⊂ V 且 Y

dense
⊂ X, 则 Y

dense
⊂ V .

证明. 对任意 v ∈ V , 任意 ϵ > 0, 要证存在 y ∈ Y 使得 d(v, y) < ϵ. 因为 X 在

V 中稠密, 存在 x ∈ X 使得 d(v, x) < ϵ/2. 又因为 Y 在 X 中稠密, 存在 y ∈ Y

使得 d(x, y) < ϵ/2. 从而由三角不等式有 d(v, y) ≤ d(v, x) + d(x, y) < ϵ.

定理 15.2 证明. 首先我们证明 {Lp-简单函数}
dense
⊂ Lp(Rd). 即证对任意给定

f ∈ Lp(Rd), 对任意 ϵ > 0, 存在简单函数 φ ∈ Lp(Rd) 使得 ‖f − φ‖p < ϵ. 首

先假设 f 非负. 则由简单函数逼近定理 (定理 8.6) 可知存在一列非负简单函数

{φk} 使得 φk ↗ f . 特别的, 我们有 0 ≤ φk ≤ f . 从而 φk ∈ Lp(Rd). 另一方面,

注意到 |f − φk| ≤ f + φk ≤ 2f ∈ Lp(Rd). 从而由控制收敛定理 (定理 12.2) 有

lim
k→∞

‖f − φk‖pp = lim
k→∞

∫
|f − φk|p dx =

∫
lim
k→∞

|f − φk|d dx = 0.

特别的, 对任意 ϵ > 0, 存在 k ≥ 1 充分大使得 ‖f − φk‖p < ϵ. 对一般的

f ∈ Lp(Rd), 将 f 写作 f = f+ − f−, 注意到 f± ≥ 0 且 f± ∈ Lp(Rd). 从而由
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上证情形对任意 ϵ > 0, 存在简单函数 φ1, φ2 ∈ Lp(Rd) 使得 ‖f+ − φ1‖p < ϵ
2 且

‖f− − φ2‖p < ϵ
2 . 令 φ = φ1 − φ2, 则 φ 为简单函数且 φ ∈ Lp(Rd), 并且

‖f − φ‖p = ‖f+ − φ1 − f− + φ2‖p ≤ ‖f+ − φ1‖p + ‖f− − φ2‖p < ϵ.

下证 {阶梯函数}
dense
⊂ {Lp-简单函数}. 给定简单函数 φ ∈ Lp(Rd), 对任

意 ϵ > 0, 我们想要找到阶梯函数 ψ 使得 ‖φ − ψ‖p < ϵ. 首先假设 φ = χE 为

某个可测集 E 的示性函数. 注意到 φ ∈ Lp(Rd) 当且仅当 m(E) < ∞. 从而由

Littlewood 三原则之一 (定理 6.5 (2); 也参见注记 6.6) 可知对任意 ϵ > 0, 存在有

限个闭方体的几乎不交并 F =
⋃N

j=1Qj 使得 m(E∆F ) < ϵp. 令 ψ =
∑N

j=1 χQj
.

显然 ψ 为阶梯函数, 并且因为 {Qj} 为几乎不交并, χF = ψ, a.e. x ∈ Rd. 从而

‖φ− ψ‖pp = ‖χE − χF ‖pp =

∫
|χE − χF |p dx.

注意到对任意 x ∈ Rd, |χE(x) − χF (x)| ∈ {0, 1}, 从而 |χE(x) − χF (x)|p =

|χE(x)− χF (x)|. 因此

‖φ− ψ‖pp =

∫
|χE − χF | dx = m(E∆F ) < ϵp.

等价的, ‖φ − ψ‖p < ϵ. 对一般的简单函数 φ ∈ Lp(Rd), 将其写成标准形式:

φ =
∑N

i=1 aiχEi
. 注意到因为 {Ei} 两两不交, |φ|p =

∑N
i=1 |ai|pχEi

. 从而

‖φ‖pp =
∑N

i=1 |ai|pm(Ei). 因为 ‖φ‖p < ∞, 对任意 1 ≤ i ≤ N , 若 ai 6= 0,

则有 m(Ei) < ∞ (否则 ‖φ‖p = ∞). 但因为 φ =
∑N

i=1 aiχEi 为标准表示,⊔N
i=1Ei = Rd, 从而存在唯一 1 ≤ i ≤ N 使得 ai = 0 并且相应的 m(Ei) = ∞.

不妨设 aN = 0. 从而

φ =

N−1∑
i=1

aiχEi 并且 ai 6= 0, m(Ei) <∞, ∀ 1 ≤ i ≤ N − 1.

对任意 1 ≤ i ≤ N − 1, 因为 m(Ei) < ∞, 由前证情形, 对任意 ϵ > 0, 存在阶梯

函数 ψi 使得 ‖χEi
− ψi‖p < ϵ

|ai|N . 令 ψ =
∑N−1

i=1 aiψi. 则 ψ 为阶梯函数且

‖φ− ψ‖p = ‖
N−1∑
i=1

aiχEi
−

N−1∑
i=1

aiψi‖p ≤
N−1∑
i=1

|ai|‖χEi
− ψi‖p

<

N−1∑
i=1

|ai|
ϵ

|ai|N
< ϵ.

命题得证.
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令 Cc(Rd) 为 Rd 上所有具有紧支集22的连续函数全体. 注意到 Cc(Rd) 中

函数具有很好的性质: 对任意 g ∈ Cc(Rd), 因为 g 的支撑集 supp(g) 为紧集且 g

连续, 从而 g 在 supp(g) 上有界并且一致连续. 特别的, 若令 M > 0 为 g 的一

个上界, 则

‖g‖pp =

∫
supp(g)

|g(x)|p dx ≤Mpm(supp(g)) <∞.

从而 Cc(Rd) ⊂ Lp(Rd). 下面我们证明 Cc(Rd) 在 Lp(Rd) 中稠密.

定理 15.4. 设 1 ≤ p <∞. 则 Cc(Rd)
dense
⊂ Lp(Rd).

证明. 由引理 15.3, 阶梯函数在 Lp(Rd) 中的稠密性以及 ‖ · ‖p 满足的三角不

等式 (即 Minkowsi 不等式), 只需证对任意矩体 R ⊂ Rd, 对任意 ϵ > 0, 存在

g ∈ Cc(Rd) 使得 ‖g − χR‖p < ϵ. 若 d = 1, 则 R = [a, b] 为一闭区间. 对任意

δ > 0, 定义函数 (参见图 5)

gδ,[a,b](x) :=



0 x ≤ a− δ 或 x ≥ b+ δ,

1 a ≤ x ≤ b,

1
δ (x− a) a− δ < x < a,

1− 1
δ (x− b) b < x < b+ δ.

图 5: 函数 gδ,[a,b].

注意到 g = gδ,[a,b] 满足

(i) supp(g) = [a− δ, b+ δ], g 连续, 从而 g ∈ Cc(R);

(ii) 0 ≤ g ≤ 1;
22回忆函数 f : Rd → R 的支撑集为 supp(f) := {x ∈ Rd : f(x) 6= 0}. 称 f 具有紧支集若

supp(f) 为紧集.
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(iii) g|R = 1 = χR.

对任意 ϵ > 0, 取 δ > 0 使得 2δ < ϵp 并令 g = gδ,[a,b]. 则

‖g − χR‖pp =

∫
|g − χR|p dx (iii)

=

∫
[a−δ,b+δ]\[a,b]

|g|p dx

(ii)

≤
∫
[a−δ,b+δ]\[a,b]

1dx = 2δ < ϵp,

即 ‖g − χR‖p < ϵ.

对一般的维数 d, R = [a1, b1]× · · · × [ad, bd]. 对任意 δ > 0, 令

gδ,R(x1, · · · , xd) =
d∏

i=1

gδ,[ai,bi](xi).

注意到 gδ,R 满足

(i) supp(gδ,R) =
∏d

i=1[ai − δ, bi + δ] =: Rδ, g 连续, 从而 g ∈ Cc(Rd);

(ii) 0 ≤ gδ,R ≤ 1;

(iii) gδ,R|R = 1 = χR.

对任意 ϵ > 0, 取 δ > 0 使得 m(Rδ \R) < ϵp. 由上面类似的计算可知

‖gδ,R − χR‖p ≤ m(Rδ \R)1/p < ϵ.

从而命题得证.

15.2 一些应用

下面我们利用前证的稠密性定理证明 Lebesgue 积分的一些性质. 在这些证

明中我们一般首先证明某些特殊函数 (例如简单函数或 Cc(Rd) 中的函数) 满足

这些性质, 然后再利用相应逼近或者稠密性定理将这些性质推广到一般的可积

函数.

命题 15.5 (Lebesgue 积分的变量变换法则). 设 f ∈ L1(Rd). 则

1. (平移不变性) 对任意 h ∈ Rd,
∫
Rd f(x− h) dx =

∫
Rd f(x) dx.

2. 对任意 λ > 0,
∫
Rd f(λx) dx = λ−d

∫
Rd f(x) dx.

3.
∫
Rd f(−x) dx =

∫
Rd f(x) dx.
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证明. 我们只证明 (1); (2) 与 (3) 的证明类似. 对任意 f ∈ L1(Rd), h ∈ Rd, 令

fh(x) := f(x−h). 首先我们假设 f = χE . 注意到 fh(x) = χE(x−h) = χE+h(x).

从而 ∫
fh dx = m(E + h) = m(E) =

∫
f dx.

这里第二个等式用到 Lebesgue 测度的平移不变性 (命题 3.6 (3)). 若 f =∑N
i=1 aiχEi

为简单函数. 则注意到 fh =
∑N

i=1 ai(χEi
)h, 从而

∫
fh dx =

N∑
i=1

aim((Ei)h) =

N∑
i=1

aim(Ei) =

∫
f dx.

下面假设 f 非负可测. 则由简单函数逼近定理 (定理 8.6) 可知存在非负简

单函数列 {φk} 使得 φk ↗ f . 等价的, 我们也有 (φk)h ↗ fh. 从而由单调收敛

定理以及前证简单函数情形有∫
fh dx = lim

k→∞

∫
(φk)h dx = lim

k→∞

∫
φk dx =

∫
f dx.

对一般的 f ∈ L1(Rd), 将 f 写作 f = f+ − f−, 其中 f+ = |f |+f
2 ≥ 0, f− =

|f |−f
2 ≥ 0 分别为 f 的正部和负部. 注意到

fh = (f+)h − (f−)h 且 (fh)
± = (f±)h.

从而 ∫
fh dx =

∫
(fh)

+ dx−
∫
(fh)

− dx

=

∫
(f+)h dx−

∫
(f−)h dx

=

∫
f+ dx−

∫
f− dx =

∫
f dx.

下面我们利用 Cc(Rd) 在 L1(Rd) 中的稠密性证明平移变换 f ∈ L1(Rd) 7→

fh ∈ L1(Rd) 在 L1(Rd) 上连续.

命题 15.6 (平移变换的连续性). 设 f ∈ L1(Rd). 则当 h→ 0 时, ‖fh−f‖1 → 0.

证明. 首先我们假设 f ∈ Cc(Rd). 注意到因为 f 的支撑集 E = supp(f) 为紧

集, f 在 E 上一致连续, 即对任意 ϵ > 0, 存在 δ > 0 使得对任意 x, y ∈ E, 若

|x − y| < δ, 则 |f(x) − f(y)| < ϵ. 对任意 ϵ > 0, 取这样的 δ > 0. 则对任意
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h ∈ Rd 满足 |h| < δ, 我们有

‖fh − f‖1 =

∫
Rd

|f(x− h)− f(x)| dx =

∫
E∪(E+h)

|f(x− h)− f(x)| dx

≤
∫
E∪(E+h)

ϵ dx = ϵm(E ∪ (E + h)) ≤ 2m(E)ϵ.

从而 limh→0 ‖fh − f‖1 = 0.

对一般的 f ∈ L1(Rd), 因为 Cc(Rd) 在 L1(Rd) 中稠密, 对任意 ϵ > 0, 存在

g ∈ Cc(Rd) 使得 ‖f − g‖1 < ϵ. 从而对任意 h ∈ Rd,

‖fh − f‖1 = ‖fh − gh + gh − g + g − f‖1 ≤ ‖fh − gh‖1 + ‖gh − g‖1 + ‖g − f‖1.

由平移不变性 (命题 15.5 (1)) 有 ‖fh − gh‖1 = ‖f − g‖1. 从而

‖fh − f‖1 ≤ 2‖f − g‖1 + ‖gh − g‖1 < 2ϵ+ ‖gh − g‖1.

令 h→ 0 并且注意到 g ∈ Cc(Rd) 可得

lim
h→0

‖fh − f‖1 ≤ 2ϵ+ lim
h→0

‖gh − g‖1 = 2ϵ.

令 ϵ→ 0+ (注意到左式与 ϵ 无关) 即得 limh→0 ‖fh − f‖1 = 0.
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16 第十六讲

4 月 22 日

16.1 Fubini 定理

设 f 是集合 I = [a, b]× [c, d] 上的连续函数. 当计算 f 在 I 上的 Riemann

积分时, 我们可以将此二重积分转化成累次积分:∫
I

f(x, y) dx dy =

∫ d

c

(∫ b

a

f(x, y) dx
)

dy. (28)

这里我们先对变量 x 作积分再对变量 y 作积分. 类似的我们也可以先对 y 作积

分, 再对 x 作积分:∫
I

f(x, y) dx dy =

∫ b

a

(∫ d

c

f(x, y) dy
)

dx.

等式 (28) 蕴含了如下三层意思:

(i) 对任意固定的 y ∈ [c, d], 函数 x 7→ f(x, y) 关于 x Riemann 可积 (从而右

端内部积分有意义).

(ii) 函数 y 7→
∫ d

c
f(x, y) dx 关于 y Riemann 可积 (从而右端外部积分有意义).

(iii) 在 (i), (ii) 的前提下 (从而右端双重积分有意义) 等式 (28) 成立.

注意到上述 (i)(ii) 中的函数均是连续的, 从而这两个条件成立. 对 Lebesgue 积

分, 我们也期望有类似的将多重积分转化成累次积分的结论. 首先我们来规定一

些记号. 设 d = d1 + d2, 其中 d1, d2 均为正整数. 我们用 (x, y) 来指代 Rd 中

的元素, 其中 x ∈ Rd1 , y ∈ Rd2 . 为作区分我们用 md1 ,md2 分别来指代 Rd1 ,

Rd2 上的 Lebesgue 测度. 类似的, 我们用 md1
∗ ,m

d2
∗ 分别来指代 Rd1 , Rd2 上的

Lebesgue 外测度.

给定 Rd 上可积函数 f , 为研究是否存在类似于 (28) 的关于 Lebesgue 积分

的等式, 我们首先需要知道:

(Q1) 对任意固定的 y ∈ Rd2 , 函数 x 7→ f(x, y) 是否 Lebesgue 可积?

(Q2) 在 (Q1) 的前提下, 函数 y 7→
∫
Rd1

f(x, y) dx 是否 Lebesgue 可积?

为方便讨论, 我们作如下定义.
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定义 16.1. (1) 设 f 为 Rd 上函数. 对任意 x ∈ Rd1 , y ∈ Rd2 ,

fx(y) := f(x, y), fy(x) := f(x, y)

分别称为 f 关于 x 和 y 的切片函数.

(2) 设 E ⊂ Rd. 对任意 x ∈ Rd1 , y ∈ Rd2

Ex :=
{
y ∈ Rd2 : (x, y) ∈ E

}
, Ey :=

{
x ∈ Rd1 : (x, y) ∈ E

}
分别称为 E 关于 x 和 y 的切片集合 (参见图 6 ).

图 6: 切片集合: Ey 与 Ex.

例 16.2. (i) 若 f(x, y) = x2 + 2xy + y3, 则 f0(x) = x2, f1(x) = x2 + 2x+ 1;

f0(y) = y3, f1(y) = 1 + 2y + y3.

(ii) 若 f = χE 为集合 E ⊂ Rd 的示性函数, 则易见对任意 x ∈ Rd1 , y ∈ Rd2 ,

fx = χEx
, fy = χEy .

首先我们来回答问题 (Q1), 即我们想要知道对任意 y ∈ Rd2 , 切片函数 fy

是否关于 x ∈ Rd1 可积. 不幸的是, 答案是否定的. 例如取 f = χE , 其中

E = N × {0} ⊂ R× R,

N ⊂ [0, 1] 为我们在 6.1 节构造的一个不可测集. 注意到 E ⊂ [0, 1] × {0}, 而

[0, 1]× {0} 为 R2 上的零测集, 从而 E ⊂ R2 也为零测集. 特别的 f = χE 可积.

但注意到 E0 = N 不可测, 从而函数 f0 = χE0 = χN 不可测. 特别的, f0 不可

积. 但幸运的是, 考虑一个可测函数的 Lebesgue 积分时, 我们只需要知道这个函

数在几乎处处点的取值. 事实上, 在 f 可积的假设下, 我们可以证明 fy 对几乎

处处的 y ∈ Rd2 可积. 并且在此基础上我们还可以证明函数 y 7→
∫
Rd1

fy(x) dx

关于 y ∈ Rd1 可积. 这便是 Fubini 定理所能告诉我们的信息.
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定理 16.3 (Fubini). 设 f ∈ L1(Rd), 则

(F1) 对 a.e. y ∈ Rd2 , fy ∈ L1(Rd1).

(F2) 函数 y 7→
∫
Rd1

fy(x) dx 可积.

(F3)
∫
Rd f =

∫
Rd2

(∫
Rd1

f(x, y) dx
)

dy.

对切片函数 fx 我们也有类似的结论23.

Fubini 定理的一个伴随定理是 Tonelli 定理.

定理 16.4 (Tonelli). 设 f 为 Rd 上的非负可测函数, 则

(T1) 对 a.e. y ∈ Rd2 , fy 可测.

(T2) 函数 y 7→
∫
Rd1

fy(x) dx 可测.

(T3)
∫
Rd f =

∫
Rd2

(∫
Rd1

f(x, y) dx
)

dy, 其中等式左右两端允许为 +∞.

注记 16.5. (i) 在一些应用场景中给定某可测函数 f ,我们想要计算积分
∫
Rd f .

我们可以先对函数 |f | 应用 Tonelli 定理来计算积分
∫
Rd |f |. 若计算说明∫

Rd |f | <∞, 则 f 可积. 此时可再对 f 应用 Fubini定理来计算积分
∫
Rd f .

(ii) Tonelli 定理可由 Fubini 定理推出. 若 f 可积, 则显然 Fubini 定理蕴含

Tonelli 定理. 若
∫
Rd f = ∞, 则可对 f 作截断以得到一列单调递增函数

{fk} 满足 fk ↗ f 且 fk 可积. 从而对 fk 应用 Fubini 定理并对函数列

{fk} 应用单调收敛定理可推出 Tonelli 定理. 细节留作作业.

Fubini 定理证明. 令

F := {f ∈ L1(Rd) : f 满足性质 (F1), (F2), (F3)}.

为证 Fubini 定理等价于证明 F = L1(Rd).

第一步: 我们证明 F 在数乘, 加减法以及单调极限下封闭.

引理 16.6. 若 f, g ∈ F , 则对任意 α, β ∈ R, αf + βg ∈ F .

证明. 任取 f, g ∈ F . 则 f, g 满足条件 (F1), (F2), (F3), 即

(i) 存在零测集 Af , Ag ⊂ Rd2 使得对任意对任意 y /∈ Af , fy ∈ L1(Rd1), 对任

意 y /∈ Ag, gy ∈ L1(Rd1).
23即 (i) 对 a.e. x ∈ Rd1 , fx ∈ L1(Rd2 ); (ii) 函数 x 7→

∫
Rd2 fx(y) dy 可积; (iii)

∫
Rd f =∫

Rd1

(∫
Rd2 f(x, y) dy

)
dx.
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(ii) 函数 y 7→
∫
Rd1

fy(x) dx, y 7→
∫
Rd1

gy(x) dx 均可积.

(iii)
∫
Rd f =

∫
Rd2

(∫
Rd1

fy(x) dx
)

dy 以及
∫
Rd g =

∫
Rd2

(∫
Rd1

gy(x) dx
)

dy.

注意到对任意 α, β ∈ R,

(αf + βg)y = αfy + βgy, ∀ y ∈ Rd2 . (29)

令 A = Af ∪Ag, 从而 A 为零测集且对任意 y /∈ A, fy, gy ∈ L1(Rd1). 特别的, 对

任意 y /∈ A, (αf+βg)y = αfy+βgy ∈ L1(Rd1). 因为 A 为零测集, 从而 αf+βg

满足条件 (F1). 进一步的, 由 (29) 以及 (ii) 易见函数 y 7→
∫
Rd1

(αf + βg)y(x) dx

可积, 从而 αf + βg 满足条件 (F2). 最后, 应用 (iii), (29) 以及 Lebesgue 积分的

线性性可得∫
Rd

(αf + βg) = α

∫
Rd

f + β

∫
Rd

g

= α

∫
Rd2

(∫
Rd1

fy(x) dx
)

dy + β

∫
Rd2

(∫
Rd1

gy(x) dx
)

dy

=

∫
Rd2

(∫
Rd1

(αf + βg)y(x) dx
)

dy.

从而 αf + βg 满足条件 (F3). 因而 αf + βg ∈ F .

引理 16.7. 设 {fk}∞k=1 ⊂ F , f ∈ L1(Rd). 若 fk ↗ f 或 fk ↘ f , 则 f ∈ F .

证明. 将 fk, f 分别替换成 −fk,−f , 我们不妨设 fk ↗ f . 进一步的, 将 fk, f 分

别替换成 fk − f1, f − f1 我们不妨设 fk ≥ 0. 因为 fk ↗ f , 对任意 y ∈ Rd2 我

们有 fyk ↗ fy. 并且 fyk ≥ 0, 由单调收敛定理我们有

gk(y) :=

∫
Rd1

fyk (x) dx↗ g(y) :=

∫
Rd1

fy(x) dx, ∀ y ∈ Rd2 .

再对 {gk} 应用单调收敛定理我们有∫
Rd2

(∫
Rd1

fyk (x) dx
)

dy =

∫
Rd2

gk(y) dy ↗
∫
Rd2

g(y) dy =

∫
Rd2

(∫
Rd1

fy(x) dx
)

dy.

因为 {fk} ⊂ F , 我们有
∫
Rd2

(∫
Rd1

fyk (x) dx
)

dy =
∫
Rd fk. 从而∫

Rd

fk ↗
∫
Rd2

(∫
Rd1

fy(x) dx
)

dy.

另一方面, 因为 fk ↗ f 且 fk ≥ 0, 对 {fk} 应用单调收敛定理我们有
∫
Rd fk ↗∫

Rd f. 与上式比较即得∫
Rd

f =

∫
Rd2

(∫
Rd1

fy(x) dx
)

dy.
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从而 f 满足条件 (F3). 进一步的, 因为 f ∈ L1(Rd) 上式说明函数 y 7→∫
Rd1

fy(x) dx 可积, 即 f 满足 (F2). 并且因为 f ≥ 0, 再结合上式我们有∫
Rd1

fy(x) dx <∞, a.e. y ∈ Rd2 , 即 f 满足 (F1). 从而 f ∈ F .

第二步: 我们证明有限测度集合的示性函数落在 F 中.

命题 16.8. 设 E ⊂ Rd 可测且 m(E) <∞. 则 f = χE ∈ F .

在证明命题 16.8 之前我们注意到当 f = χE 为示性函数时, 条件 (F3) 蕴含

(F2), 从而只需证明 f 满足 (F1) 与 (F3). 并且注意到此时条件 (F1) 和 (F3) 分

别等价于

(F1’) 对 a.e. y ∈ Rd2 , md1(Ey) <∞.

(F3’) m(E) =
∫
Rd2

md1(Ey) dy.

下面证明中我们只验证 E 满足条件 (F1’) 和 (F3’).

命题 16.8 证明. 情形 1: E 为 (开或闭) 方体.

此时 E = Q1 ×Q2, 其中 Q1, Q2 分别为 Rd1 及 Rd2 中方体. 注意到

Ey =

 Q1 y ∈ Q2,

∅ y /∈ Q2.

特别的,

md1(Ey) =

 |Q1| y ∈ Q2,

0 y /∈ Q2.

从而 E 满足条件 (F1’). 进一步的,∫
Rd2

md1(Ey) dy =

∫
Q2

md1(Ey) dy =

∫
Q2

|Q1| dy = |Q1| × |Q2| = m(E).

从而 E 也满足 (F3’). 此情形得证.

情形 2: E ⊂ G 其中 m(G) = 0 且 χG ∈ F . 特别的, 可选取 G = ∂Q 为方

体 Q 的边界.

因为 E ⊂ G, 对任意 y ∈ Rd2 我们有 Ey ⊂ Gy. 并且因为 G 为零测集, E

也为零测集. 另一方面, 因为 χG ∈ F , 我们有

0 = m(G) =

∫
Rd2

md1(Gy) dy.
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从而 md1(Gy) = 0, a.e. y ∈ Rd2 . 因此 md1(Ey) = 0, a.e. y ∈ Rd2 , 即知 E 满足

条件 (F1’). 并且由此我们有∫
Rd2

md1(Ey) dy =

∫
Rd2

0dy = 0 = m(E).

从而 E 也满足条件 (F3’).

下面证 “特别的” 部分, 注意到对方体 Q, 显然 m(∂Q) = 0, 并且 ∂Q =

Q \Q◦, 其中 Q 为 Q 的闭包, 即 Q 所对应的闭方体; Q◦ 为 Q 的内部, 即 Q 所

对应的开方体. 从而 χ∂Q = χQ − χQ◦ . 由情形 1 我们知道 χQ, χQ◦ ∈ F . 再结

合引理 16.6 我们有 χ∂Q = χQ − χQ◦ ∈ F .

情形 3: E =
⋃N

j=1Qj 为有限个闭方体的几乎不交并.

此时我们有 E =
⊔N

j=1Q
◦
j

⊔
F , 其中 F =

⋃N
j=1 ∂Qj . 令

F1 = ∂Q1, Fj = ∂Qj \ (F1 ∪ · · · ∪ Fj−1), 2 ≤ j ≤ N.

则 F =
⊔N

j=1 Fj 且 Fj ⊂ ∂Qj . 从而我们有

χE =

N∑
j=1

χQ◦
j
+

N∑
j=1

χFj .

对任意 1 ≤ j ≤ N , 由情形 1 我们知道 χQ◦
j
∈ F ; 由情形 2 我们知道 χFj

∈ F

(因为 Fj ⊂ ∂Qj). 因此再由引理 16.6 可知 χE ∈ F .

情形 4: E 为有限测度开集.

由开集结构定理 (定理 2.20) 我们可以将 E 写成一列闭方体的几乎不交

并: E =
⋃∞

j=1Qj . 对任意 N ≥ 1, 令 EN =
⋃N

j=1Qj . 则由情形 3 我们可知

χEN
∈ F . 另一方面, 注意到 EN ↗ E, 从而 χEN

↗ χE . 再由引理 16.7 可知

χE ∈ F .

未完待续...
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17 第十七讲

4 月 24 日

17.1 Fubini 定理: 继续

今天我们完成 Fubini 定理的证明.

命题 16.8 证明. 情形 5: E 为有限测度 Gδ 集.

由定义 E =
⋂∞

k=1 Õk, 其中 Õk ⊂ Rd 为开集. 因为 m(E) < ∞, 存在开集

O0 ⊂ Rd 使得 E ⊂ O0 且m(O0) <∞. 因为 E ⊂ O0, 我们有 E = O0∩
⋂∞

k=1 Õk.

从而对任意 k ≥ 1, 若令 Ok := O0 ∩ Õk, 则 m(Ok) < ∞ 且 E =
⋂∞

k=1 Ok. 对

任意 N ≥ 1, 令 EN =
⋂N

k=1 Ok. 注意到 EN 均为有限测度开集, 从而由情形 4

可知 χEN
∈ F . 另一方面, EN ↘ E, 从而 χEN

↘ χE . 从而再由引理 16.7 可知

χE ∈ F .

情形 6: E 为零测集.

回忆对任意可测集 E, 存在 Gδ 集满足 E ⊂ G 且 m(E) = m(G). 从而当 E

为零测集时, 该 Gδ 集 G 也为零测集. 由情形 5 可知 χG ∈ F . 再由情形 2 可知

χE ∈ F .

情形 7: E 为一般有限测度集合.

令 G ⊃ E 为上述 Gδ 集, 令 Z = G \ E. 则 m(G) = m(E) < ∞ 且

m(Z) = m(G) −m(E) = 0. 则由情形 5 可知 χG ∈ F ; 由情形 6 可知 χZ ∈ F .

从而由引理 16.6, χE = χG − χZ ∈ F .

由命题 16.8 我们有如下直接推论.

推论 17.1. {可积简单函数} ⊂ F .

证明. 设 φ 为可积简单函数, 则可将 φ 写成 φ =
∑N

j=1 ajχEj
, 其中 aj ∈ R,

Ej ⊂ Rd 可测且 m(Ej) < ∞. 由命题 16.8, χEj ∈ F . 再由引理 16.6 可知

φ =
∑N

j=1 ajχEj
∈ F .

Fubini 定理证明. 第三步: L1(Rd) ⊂ F .

任取 f ∈ L1(Rd). 将 f 写作 f = f+ − f−. 由简单函数逼近定理可知存在

非负简单函数列 {φ1
k}∞k=1, {φ2

k}∞k=1 使得 φ1
k ↗ f+, φ2

k ↗ f−. 因为 f ∈ L1(Rd),

我们有 f± ∈ L1(Rd). 另一方面对任意 k ∈ N, 0 ≤ φ1
k ≤ f+, 0 ≤ φ2

k ≤ f−, 从而
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φ1
k, φ

1
k 均可积. 从而由推论 17.1 可知 φ1

k, φ
2
k ∈ F . 再由引理 16.7 以及 φ1

k ↗ f+,

φ2
k ↗ f− 可知 f± ∈ F . 最后再由引理 16.6 可知 f = f+ − f− ∈ F .

17.2 Fubini 定理应用: 乘积集合的可测性

下面我们来讨论 Fubini 定理的一些应用. 首先对示性函数应用 Tonelli 定

理我们有如下直接的推论.

推论 17.2. 设 E ⊂ Rd 可测. 则

(i) 对 a.e. y ∈ Rd2 , Ey 可测. (i’) 对 a.e. x ∈ Rd1 , Ex 可测.

(ii) 函数 y 7→ md1(Ey) 可测. (ii’) 函数 x 7→ md2(Ex) 可测.

(iii) m(E) =
∫
Rd2

md1(Ey) dy. (iii’) m(E) =
∫
Rd1

md2(Ex) dx.

下面我们讨论乘积集合的可测性问题. 首先我们给出乘积集合的定义.

定义 17.3. 设 E1 ⊂ Rd1 , E2 ⊂ Rd2 . 集合 E = E1 × E2 ⊂ Rd 称为 E1 与 E2

的乘积集合.

若 E = E1 × E2 为乘积集合, 注意到对任意 y ∈ Rd2 ,

Ey =

 E1 y ∈ E2,

∅ y /∈ E2.

类似的, 对任意 x ∈ Rd1 ,

Ex =

 E2 x ∈ E1,

∅ x /∈ E1.

推论 17.2 (i) 说明若 E 可测, 则对 a.e. y ∈ Rd2 , Ey 可测. 从而若 E2 为正测集,

则存在 y ∈ E2 使得 E1 = Ey 可测. 下面的命题说明事实上我们只需假设 E2 具

有正外测度便可有同样的结论.

命题 17.4. 设 E = E1 × E2 ⊂ Rd1 × Rd2 可测, 且 md2
∗ (E2) > 0, 则 E1 可测.

证明. 由推论 17.2 (i) 可知存在零测集 F ⊂ Rd2 使得对任意 y /∈ F , Ey 可测. 另

一方面, 对任意 y ∈ E2, Ey = E1. 只需证明 E2 ∩ F c 非空. 这是因为若 E2 ∩ F c

非空, 则可取 y ∈ E2 ∩ F c, 从而 E1 = Ey 可测.

下证 E2 ∩ F c 非空. 注意到 E2 = (E2 ∩ F ) t (E2 ∩ F c). 由外测度的单调性

及次可数可加性并且注意到 E2 ∩ F ⊂ F 为零测集我们有

md2
∗ (E2 ∩ F c) = md2

∗ (E2 ∩ F ) +md2
∗ (E2 ∩ F c) ≥ md2

∗ (E2) > 0.
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从而 E2 ∩ F c 非空. 命题得证.

下面我们讨论 E 可测 (关于 E1, E2 的) 充分条件. 首先我们有如下的关于

E 的外测度估计.

引理 17.5. 设 E = E1 × E2 ⊂ Rd1 × Rd2 , 则

m∗(E) ≤ md1
∗ (E1)×md2

∗ (E2), (30)

其中右端乘积遵循 0 · (+∞) = 0 的规定.

证明. 首先我们假设 md1
∗ (E1),m

d2
∗ (E2) 均有限. 此时由外测度定义可知对任意

ϵ > 0, 存在 E1, E2 的方体覆盖 E1 ⊂
⋃∞

j=1Qj , E2 ⊂
⋃∞

ℓ=1Q
′
ℓ 使得

∞∑
j=1

|Qj | < md1
∗ (E1) + ϵ 且

∞∑
ℓ=1

|Q′
ℓ| < md2

∗ (E2) + ϵ.

从而 E = E1 × E2 ⊂
⋃∞

j,ℓ=1(Qj ×Q′
ℓ) 并且

m∗(E) ≤
∞∑

j,ℓ=1

m∗(Qj ×Q′
ℓ).

因为 Qj ⊂ Rd1 , Q′
ℓ ⊂ Rd2 分别为 Rd1 与 Rd2 中的方体, Qj ×Q′

ℓ 为 Rd 中的矩

体. 从而 m∗(Qj ×Q′
ℓ) = |Qj ×Q′

ℓ| = |Qj ||Q′
ℓ|. 因此

m∗(E) ≤
∞∑

j,ℓ=1

|Qj ||Q′
ℓ| =

 ∞∑
j=1

|Qj |

( ∞∑
ℓ=1

|Q′
ℓ|

)

< (md1
∗ (E1) + ϵ)(md2

∗ (E2) + ϵ).

上述不等式左端与 ϵ 无关, 并且因为 md1
∗ (E1),m

d2
∗ (E2) 均有限, 令 ϵ→ 0+ 即得

m∗(E) ≤ md1
∗ (E1)m

d2
∗ (E2).

下面假设 md1
∗ (E1) = ∞ 或 md2

∗ (E2) = ∞. 不妨设 md2
∗ (E2) = ∞. 若

md1
∗ (E1) > 0, 则md1

∗ (E1)m
d2
∗ (E2) = ∞, 从而不等式 (30) 平凡成立. 因此不妨设

md1
∗ (E1) = 0. 此时需证 m∗(E) = 0. 对任意 k ≥ 1, 令 Ek

2 := {y ∈ E2 : |y| < k}.

从而 md2
∗ (Ek

2 ) <∞ 且 Ek
2 ↗ E2. 由前证有限外测度情形可知

m∗(E1 × Ek
2 ) ≤ md1

∗ (E1)m
d2
∗ (Ek

2 ) = 0.

因为 Ek
2 ↗ E2, 我们有 E1 × Ek

2 ↗ E = E1 × E2. 注意到 E1 × Ek
2 零测, 特别

的其可测. 从而 E 也可测. 再由单调集列的测度连续性我们有

m∗(E) = lim
k→∞

m∗(E1 × Ek
2 ) = lim

k→∞
0 = 0.

命题得证.
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下面我们证明若 E1, E2 均可测, 则其乘积集合也可测.

命题 17.6. 设 E1 ⊂ Rd1 与 E2 ⊂ Rd2 均可测. 则 E = E1 × E2 可测, 并且

m(E) = md1(E1)m
d2(E2).

证明. 若 E 可测, 则等式 m(E) = md1(E1)m
d2(E2) 可由推论 17.2 直接推出.

从而只需证 E 可测. 因为 E1 ⊂ Rd1 可测, 存在 Rd1 中 Gδ 集 G1 以及零测集

Z1 使得 E1 = G1 \ Z1. 类似的, 因为 E2 ⊂ Rd2 可测, 存在 Rd2 中 Gδ 集 G2 以

及零测集 Z2 使得 E2 = G2 \ Z2. 令 G := G1 ×G2, Z := G \E. 注意到 E ⊂ G

且 E = G \Z. 我们断言 G, Z 分别为 Rd 中的 Gδ 集和零测集. 从而 E = G \Z

可测.

因为 G1, G2 分别为 Rd1 ,Rd2 中的 Gδ 集, 存在开集列 {Ok} ⊂ Rd1 , {O′
ℓ} ⊂

Rd2 使得 G1 =
⋂∞

k=1 Ok 以及 G2 =
⋂∞

ℓ=1 O′
ℓ. 从而

G =

∞⋂
k=1

Ok ×
∞⋂
ℓ=1

O′
ℓ =

∞⋂
k,ℓ=1

Ok ×O′
ℓ.

注意到 Ok ×O′
ℓ 为 Rd 中开集, 从而 G 为 Rd 中 Gδ 集. 另一方面, 注意到

Z = (G1 ×G2) \ (E1 × E2) ⊂ Z1 ×G2 ∪G1 × Z2. (31)

这是因为若 (x, y) ∈ Z = (G1 ×G2) \ (E1 ×E2), 则 (x, y) ∈ G1 ×G2 且 (x, y) /∈

E1×E2. 从而 x /∈ E1 或 y /∈ E2. 若 x /∈ E1, 则 (x, y) ∈ (G1\E1)×G2 = Z1×G2;

若 y /∈ E2, 则 (x, y) ∈ G1 × (G2 \ E2) = G1 × Z2. 即证 (31). 从而我们有

m∗(Z) ≤ m∗(Z1 ×G2) +m∗(G1 × Z2)

≤ md1
∗ (Z1)m

d2
∗ (G2) +md1

∗ (G1)m
d2
∗ (Z2) = 0.

即 F 为零测集. 从而断言得证.

总结一下, 关于乘积集合可测性问题我们有如下结论.

推论 17.7. 设 E = E1 × E2 ⊂ Rd1 × Rd2 . 则

(i) 若 E1 或 E2 为零测集, 则 E 也为 Rd 中零测集. 特别的, E 可测.

(ii) 若 md1
∗ (E1)m

d2
∗ (E2) > 0, 则 E 可测当且仅当 E1 ⊂ Rd1 , E2 ⊂ Rd2 均可

测.

证明. (i) 是引理 17.5 的直接推论. 对 (ii), “⇐” 方向是命题 17.6; “⇒” 方向可

由命题 17.4 直接推出.
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下面我们讨论 Lebesgue 积分的几何意义.

命题 17.8. 设 f 为 Rd 上非负函数. 令

A := {(x, y) ∈ Rd × R : 0 ≤ y ≤ f(x)}.

则

(i) f 可测当且仅当 A ⊂ Rd+1 可测.

(ii) 若 f 可测, 则

md+1(A) =

∫
Rd

f(x) dx.

为证明命题 17.8 我们需要如下的一个简单引理.

引理 17.9. 设 f 在 Rd1 上可测, y ∈ Rd2 . 则函数 f̃(x, y) := f(x) 在 Rd 上可

测.

证明. 由定义需证对任意 a ∈ R, {f̃ < a} ⊂ Rd 可测. 注意到对任意 a ∈ R,

{(x, y) ∈ Rd1 × Rd2 : f̃(x, y) < a} = {(x, y) ∈ Rd1 × Rd2 : f(x) < a}

= {x ∈ Rd1 : f(x) < a} × Rd2 .

由于 f 可测, {x ∈ Rd1 : f(x) < a} 可测. 再由命题 17.6 可知 {f̃ < a} = {x ∈

Rd1 : f(x) < a} × Rd2 可测.

命题 17.8 证明. 先证 (i). 首先假设 f 可测. 令

F : Rd × R → R, F (x, y) := y − f(x).

由引理 17.9 可知 f̃1(x, y) := y, f̃2(x, y) := f(x) 均可测, 从而 F = f̃1 − f̃2 也可

测. 注意到

A = {(x, y) ∈ Rd × R : y ≥ 0} ∩ {(x, y) ∈ Rd × R : F ≤ 0}.

因为 F 可测, 从而 A 可测. 另一方面, 设 A 可测. 注意到对任意 x ∈ Rd,

Ax = [0, f(x)]. 由推论 17.2 (ii’), 函数 x 7→ m1(Ax) = f(x) 可测, 即 f 可测.

对命题 (ii), 设 f 可测, 从而由 (i), A 可测. 对 A 应用推论 17.2 (iii’) 即得

md+1(A) =

∫
Rd

m1(Ax) dx =

∫
Rd

f(x) dx.
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最后我们提到下面这个有用的事实 (例如在讨论函数卷积时会用到).

引理 17.10. 设 f 为 Rd 上可测函数. 则函数

f̃ : Rd × Rd → R, f̃(x, y) = f(x− y)

可测.

证明. 作业.
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18 第十八讲

4 月 29 日

18.1 微分与积分

今天我们开始研究与 Lebesgue 积分理论相对应的微分理论. 首先我们回忆

Riemann 积分理论下的微积分基本定理:

(1) 设 f 在区间 [a, b] 上连续. 则函数 F (x) :=
∫ x

a
f(t) dt 在 (a, b) 上可微且对

任意 x ∈ (a, b), F ′(x) = f(x).

(2) Newton-Leibniz 公式: 设 F 在 (a, b) 上可微且 F ′ Riemann 可积, 则对

任意 x ∈ [a, b],
∫ x

a
F ′(t) dt = F (x)− F (a).

我们的目标是将微积分基本定理推广至 Lebesgue 积分理论的框架下. 自然

的, 我们关心如下两个问题:

Q1 : 若仅假设 f ∈ L1([a, b]), (1) 中结论是否依然成立? (当然此时函数 F 的

定义积分为 Lebesgue 积分.)

Q2 : 若 F 在 (a, b) 上几乎处处可微且 F ′ Lebesgue 可积, Newton-Leibniz 是

否依然成立?

问题 (Q1) 的答案是否定的. 例如取 f = χQ∩[a,b]. 则 f = 0, a.e. x ∈ [a, b].

从而对任意 x ∈ (a, b), F (x) =
∫ x

a
0dt = 0, 即得 F ′ = 0. 但是若 x ∈ Q ∩ [a, b],

则 f(x) = 1 6= F ′(x). 但注意到此时我们依然有 F ′(x) = f(x), a.e. x ∈ [a, b]. 事

实上, 在几乎处处相等意义下, 问题 (Q1) 的答案是肯定的, 这便是我们接下来要

讨论的 Lebesgue 微分定理.

问题 (Q2) 的答案也是否定的. 令 C ⊂ [0, 1] 为 Cantor 三分集. 回忆

[0, 1] \ C =
⊔∞

j=1 Ij , 其中 {Ij} 为在构造 Cantor 三分集过程中删去的所有居中

子开区间. 令 F : [0, 1] → [0, 1] 为 Cantor-Lebesgue 函数 (参见作业..). 则 F 满

足如下性质:

(i) F (C) = [0, 1], F (0) = 0, F (1) = 1 且对任意 x ∈ C ∩ (0, 1), 0 < F (x) < 1.

(ii) F 单调递增24.
24F 单调递增是指对任意 x1, x2 ∈ [0, 1], x1 < x2 ⇒ F (x1) ≤ F (x2). 注意与严格单调递增

(x1 < x2 ⇒ F (x1) < F (x2)) 作区分.
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(iii) 对任意 Ij , F |Ij 为常数. 特别的, 对任意 x ∈ [0, 1] \ C, F ′(x) = 0.

因为 C 为零测集, F ′(x) = 0, a.e. x ∈ [0, 1]. 因此对任意 x ∈ (0, 1),
∫ x

a
F ′(t) dt =∫ x

a
0dt = 0 < F (x). 为保证 Newton-Leibniz 公式在 Lebesgue 积分框架下成立,

我们需要对函数 F 作额外的假设: 我们需假设 F 绝对连续. 具体定义我们会在

之后给出.

18.2 Lebesgue 微分定理

下面我们来讨论 Lebesgue 微分定理. 首先我们需要将导数的概念推广至一

般维数欧氏空间上. 首先假设 f ∈ L1([a, b]), F (x) :=
∫ x

a
f(t) dt, 我们想要知道

是否 F ′ 与 f 几乎处处相等. 回忆

F ′(x) = lim
h→0

F (x+ h)− F (x)

h
, (若该极限存在).

上述极限中若我们取右极限, 即令 h > 0, 则

F (x+ h)− F (x)

h
=

∫ x+h

a
f(t) dt−

∫ x

a
f(t) dt

h
=

∫ x+h

x
f(t) dt
h

=

∫
Ih
f(t) dt
|Ih|

,

其中 Ih := (x, x+ h). 从而

F ′(x) = lim
|Ih|→0

∫
Ih
f(t) dt
|Ih|

, (若该极限存在).

对一般维数欧氏空间 Rd, 我们用开球替代上述极限中的开区间 Ih. 具体的, 给

定 f ∈ L1(Rd), 我们想要知道

是否 lim
m(B)→0

B∋x

1

m(B)

∫
B

f(y) dy = f(x), a.e. x ∈ Rd ? (32)

这里极限取遍所有体积趋向于 0 的包含 x 的开球 B. 关于此问题, 我们先作如

下注记.

注记 18.1. (i) 积分 1
m(B)

∫
B
f(y) dy 是函数 f 在开球 B 上的 “平均值”. 当

B 的半径越来越小 (并且一直包含点 x) 时, 我们期待这个平均值越来越

接近 f 在 x 处的取值. 事实上, 若 f 在 x 处连续, 则 (32) 中等式在 x 处

成立: f 在 x 处连续是指对任意 ϵ > 0, 存在 δ > 0 使得对任意 y ∈ Rd,

若 |x − y| < δ, 则 |f(x) − f(y)| < ϵ. 令 δ′ > 0 使得对任意开球 B ⊂ Rd,

若 m(B) < δ′, 则其直径 diam(B) < δ. 特别的, 对任意包含 x 且满足体

积小于 δ′ 的开球 B, 我们有对任意 y ∈ B, |x − y| < diam(B) < δ, 从而
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|f(x)− f(y)| < ϵ. 因此∣∣∣∣ 1

m(B)

∫
B

f(y) dy − f(x)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ 1

m(B)

∫
B

(f(y)− f(x)) dy
∣∣∣∣

≤ 1

m(B)

∫
B

|f(y)− f(x)| dy

<
1

m(B)

∫
B

ϵ dy = ϵ.

由此即得

lim
m(B)→0

B∋x

∣∣∣∣ 1

m(B)

∫
B

f(y) dy − f(x)

∣∣∣∣ = 0,

即

lim
m(B)→0

B∋x

1

m(B)

∫
B

f(y) dy = f(x).

(ii) 注意到 “导数” 是一个局部的概念, 它不依赖于函数在无穷远处的性状: 对

任意 x ∈ Rd, 任意包含 x 的开球 B, 易见若我们将 f 替换成 fχB, (32)

中的极限不变. 另一方面, 可积性是一个全局性的概念. 因此在讨论问题

(32) 时, 我们可以弱化可积性的假设.

依上述讨论, 我们引入如下局部可积的概念.

定义 18.2. 设函数 f 在 Rd 上可测. 若对任意开球 B ⊂ Rd, fχB ∈ L1(Rd), 则

称 f 是局部可积的, 记为 f ∈ L1
loc(Rd).

下面我们陈述 Lebesgue 微分定理, 它给出了问题 (32) 的一个肯定性答案.

定理 18.3 (Lebesgue 微分定理, LDT). 设 f ∈ L1
loc(Rd). 则

lim
m(B)→0

B∋x

1

m(B)

∫
B

f(y) dy = f(x), a.e. x ∈ Rd.

为证明 Lebesgue 微分定理, 我们需要引入如下的 Hardy-Littlewood 极大函

数.

定义 18.4. 设 f 在 Rd 上可测. 函数

∀x ∈ Rd : f∗(x) := sup
B∋x

1

m(B)

∫
B

|f(y)| dy

称为 f 的 Hardy-Littlewood (H-L) 极大函数. 这里上确界取遍所有包含 x

的开球.

首先我们证明 f∗ 可测.



18 第十八讲 100

引理 18.5. 若 f 可测, 则 f∗ 也可测.

证明. 对任意 α ∈ R, 令 Eα := {x : f∗(x) > α}. 我们要证 Eα 可测. 事实上, 我

们断言 Eα 为开集 (从而可测). 对任意 x ∈ Eα, 由定义 f∗(x) > α. 再由 H-L 极

大函数定义可知存在包含 x 的开球 Bx 使得

1

m(Bx)

∫
Bx

|f(y)| dy > α.

下面我们证明 Bx ⊂ Eα, 从而 Eα 为开集. 对任意 x′ ∈ Bx, 要证 x′ ∈ Eα. 由定

义需证 f∗(x′) > α. 注意到

f∗(x′) = sup
B∈x′

1

m(B)

∫
B

|f(y)| dy ≥ 1

m(Bx)

∫
Bx

|f(y)| dy > α.

这里的第一个不等式成立是因为 x′ ∈ Bx. 从而 x′ ∈ Eα. 命题得证.

定理 18.6 (H-L 极大不等式). 设 f ∈ L1(Rd). 则对任意 α > 0,

m ({f∗ > α}) ≤ A

α
‖f‖1,

其中 A = 3d.

我们将会利用 H-L 极大不等式证明 Lebesgue 微分定理. 下面我们证明 H-L

极大不等式. 在此之前我们先证明它的一个简单推论.

推论 18.7. 设 f ∈ L1(Rd). 则 f∗(x) <∞, a.e. x ∈ Rd.

证明. 因为 f∗ 非负, 只需证 {f∗ = ∞} 为零测集. 注意到对任意 α > 0, 我们有

{f∗ = ∞} ⊂ {f∗ > α}.

从而由定理 18.6 可知对任意 α > 0,

m({f∗ = ∞}) ≤ m({f∗ > α}) ≤ A

α
‖f‖1.

令 α→ ∞ 即得 m({f∗ = ∞}) = 0. 命题得证.

为证明 H-L 极大不等式, 我们需要下面的关于开球的覆盖定理.

定理 18.8 (Vitali 覆盖引理). 令 N ∈ N. 设 F = {B1, · · · , BN} 是 Rd 中 N 个

开球. 则存在 Bi1 , · · · , Bik ∈ F 使得 Bi1 , · · · , Bik 两两不交且

m

(
N⋃
i=1

Bi

)
≤ 3d

k∑
j=1

m(Bij ). (33)
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图 7: 左图: 绿色球为图中开球族中选取出的不交子开球族; 右图: 左图中绿色球

的三倍半径同心球覆盖所有的开球. 图片来源: wikipedia

我们需要下面的这个简单观察.

引理 18.9. 设 B = Br(x), Br′(x
′)且 0 < r′ ≤ r. 若 B∩B′ 6= ∅,则 B′ ⊂ B2r(x).

这里 Br(x) ⊂ Rd 指代 Rd 中以 x 为球心, r 为半径对开球.

证明. 对任意 y ∈ B′, 只需证 y ∈ B3r(x), 即 d(x, y) < 3r. 注意到

d(x, y) ≤ d(x, x′) + d(x′, y) < r + r′ + r′ ≤ 3r.

命题得证.

我们引入如下记号: 对任意 Rd 中开球 B = Br(x), 令 B̃ := B3r(x) 为 B 的

三倍半径同心球.

定理 18.8 证明. 因为 F 有限, 可取 F 中的一个最大开球 Bi1 (因为 F 有限, 这

样的开球可取得), 并令

F1 := {B ∈ F : B ∩Bi1 = ∅}.

注意到

• Bi1 /∈ F1 (因为 Bi1 ∩Bi1 = Bi1 6= ∅). 从而 #F1 < #F .

• 对任意 B ∈ F \F1 (即 B ∩Bi1 6= ∅), 因为 B 的半径不大于 Bi1 的半径且

B 与 Bi1 相交, 由引理 18.9 可知 B ⊂ B̃i1 .

若 F1 = ∅, 则停止操作, 否则从 F1 中选取出一个最大的开球 Bi2 , 并令

F2 := {B ∈ F1 : B ∩Bi2 = ∅}.

同样的, 注意到 Bi2 , F2 满足:
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• Bi2 ∈ F1 \ F2, 从而 #F2 < #F1.

• 对任意 B ∈ F1 \ F2, B ⊂ B̃i2 .

重复此操作 (并且因为每一步得到的开球族内开球的个数严格变小, 有限步之后

该操作会停止) 得到一列开球 Bi1 , · · · , Bik ∈ F 以及开球族

Fj :=
{
B ∈ Fj−1 : B ∩Bij = ∅

}
, 1 ≤ j ≤ k,

满足

• F =: F0 ⊋ F1 ⊋ · · · ⊋ Fk = ∅.

• 对任意 1 ≤ j ≤ k, Bij ∈ Fj−1 \Fj 并且对任意 B ∈ Fj−1 \Fj−1, B ⊂ B̃ij .

我们下面证明 Bi1 , · · · , Bik 满足所需要的条件. 首先我们证明它们两两不交. 任

取 1 ≤ j1 < j2 ≤ k, 要证 Bij1
∩Bij2

= ∅. 注意到因为 j2 > j1, j2 − 1 ≥ j1. 从而

Bij2
∈ Fj2−1 ⊂ Fj1 = {B ∈ Fj1−1 : B ∩Bij1

= ∅}.

即得 Bij2
∩Bij1

= ∅. 下面我们证明 Bi1 , · · · , Bik 满足 (33). 注意到

F =

k⊔
j=1

Fj−1 \ Fj .

相应的,
N⋃
i=1

Bi =

k⋃
j=1

⋃
B∈Fj−1\Fj

B ⊂
k⋃

j=1

B̃ij .

这里第二个包含关系成立是因为对任意 B ∈ Fj−1 \ Fj 有 B ⊂ B̃ij . 从而

m

(
N⋃
i=1

Bi

)
≤ m

 k⋃
j=1

B̃ij

 ≤
k∑

j=1

m
(
B̃ij

)
= 3d

k∑
j=1

m
(
Bij

)
.

命题得证.
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19 第十九讲

5 月 6 日

我们接下来证明 H-L 极大不等式, 继而证明 Lebesgue 微分定理. 在开始证

明之前, 我们先证明 L1
loc(Rd) 空间的一些简单性质.

引理 19.1. (i) L1
loc(Rd) 是一个 R 上的向量空间.

(ii) 若 f ∈ L1
loc(Rd), 则 |f(x)| <∞, a.e. x ∈ Rd.

证明. 先证 (i). 对任意 f, g ∈ L1
loc(Rd), α, β ∈ R, 要证 αf + βg ∈ L1

loc(Rd). 由

定义要证对任意开球 B ⊂ Rd, (αf + βg)χB ∈ L1(Rd). 因为 f, g ∈ L1
loc(Rd), 从

而 fχB , gχB ∈ L1(Rd). 又因为 L1(Rd) 是一个 R 上的向量空间, 即得

(αf + βg)χB = αfχB + βgχB ∈ L1(Rd).

对 (ii), 我们首先证明一个满测集25的简单但有用的等价刻画:

E ⊂ Rd 满测 ⇔ 对任意开球 B ⊂ Rd, E ∩B ⊂ B 是 B 中满测集. (34)

我们先证明 “⇒” 方向. 任取开球 B ⊂ Rd, 注意到 B = (E ∩ B) t (Ec ∩ B). 因

此只需证 Ec ∩ B 是零测集, 而这是显然的: 因为 E 满测, Ec 为零测集. 从而

Ec ∩ B ⊂ Ec 也为零测集. 再证 “⇐“方向. 用反证法, 假设 E 不是满测集, 即

m(Ec) > 0. 对任意 k ≥ 1, 令 Bk = {x : |x| < k}. 则 Ec ∩ Bk ↗ Ec. 从而由单

调集列的测度连续性可知 limk→∞m(Ec ∩Bk) = m(Ec) > 0. 从而存在 N 充分

大使得 m(Ec ∩BN ) > 0, 这与 E ∩BN ⊂ E 在 E 中满测矛盾.

下面我们证 (ii). 给定 f ∈ L1
loc(Rd), 令 E = {|f | < ∞}, 要证 E 为满测集.

由 (34) 只需证对任意开球 B ⊂ Rd, E ∩ B ⊂ B 为 B 中的满测集. 任取开球

B ⊂ Rd, 由定义 fχB ∈ L1(Rd), 从而 |f(x)χB(x)| < ∞, a.e. x ∈ Rd. 特别的,

|f(x)χB(x)| < ∞, a.e. x ∈ B. 但注意到当 x ∈ B 时, f(x)χB(x) = f(x), 从而

我们有 |f(x)| <∞, x ∈ B, 即 E ∩B ⊂ B 为 B 中满测集. 命题得证.

定理 18.6 证明. 对任意 α > 0, 令 Eα = {f∗ > α}. 对任意 x ∈ Eα, 由 f∗ 定义

存在开球 Bx 包含 x 满足

1

m(Bx)

∫
Bx

|f(y)| dy > α ⇔ m(Bx) <
1

α

∫
Bx

|f(y)| dy. (35)

25集合 A ⊂ E 为 E 中的满测集是指 E \A 为零测集. 当 E = Rd 时, 我们简称 A 为满测集.



19 第十九讲 104

对任意 Eα 的紧子集 K, 我们有 K ⊂ Eα ⊂
⋃

x∈Eα
Bx. 从而由有限覆盖定理存

在有限个开球 B1, · · · , BN ∈ {Bx : x ∈ Eα} 使得 K ⊂
⋃N

i=1Bi. 由 Vitali 覆盖

引理存在 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ N 使得 Bi1 , · · · , Bik 两两不交且

m

(
N⋃
i=1

Bi

)
≤ 3d

k∑
j=1

m(Bij ).

这里第三个不等式我们用到 (35) (注意到 Bij ∈ {Bx : x ∈ Eα}). 从而

m(K) ≤ m

(
N⋃
i=1

Bi

)
≤ 3d

k∑
j=1

m(Bij )

< 3d
k∑

j=1

1

α

∫
Bij

|f(y)| dy =
3d

α

∫
⊔k

j=1 Bij

|f(y)| dy

≤ 3d

α

∫
Rd

|f(y)| dy =
3d

α
‖f‖1.

注意到 (自己验证)

m(Eα) = sup{m(K) : K ⊂ Eα 为紧集}.

从而由 K 任意性我们有

m(Eα) ≤
3d

α
‖f‖1.

命题得证.

下面我们利用 H-L 极大不等式证明 Lebesgue 微分定理.

定理 18.3 证明. 首先我们假设 f ∈ L1(Rd). 不妨设 f 处处有限. 注意到对任意

x ∈ Rd,

lim
m(B)→0

B∋x

1

m(B)

∫
B

f(y) dy = f(x) ⇔ lim sup
m(B)→0

B∋x

∣∣∣∣ 1

m(B)

∫
B

f(y) dy − f(x)

∣∣∣∣ = 0.

从而只需证

E :=

x : lim sup
m(B)→0

B∋x

∣∣∣∣ 1

m(B)

∫
B

f(y) dy − f(x)

∣∣∣∣ > 0


为零测集. 对任意 α > 0, 令

Eα :=

x : lim sup
m(B)→0

B∋x

∣∣∣∣ 1

m(B)

∫
B

f(y) dy − f(x)

∣∣∣∣ > 2α

 .
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注意到 E =
⋃∞

n=1E 1
n

, 因此只需证对任意 α > 0, m(Eα) = 0 (从而 m(E) ≤∑∞
n=1m(E 1

n
) = 0). 回忆 Cc(Rd)

dense
⊂ L1(Rd) (定理 15.4), 对任意 ϵ > 0, 存在

g ∈ Cc(Rd) 使得 ‖f − g‖1 < ϵ. 注意到因为 g 连续, 我们有

lim
m(B)→0

B∋x

1

m(B)

∫
B

g(y) dy = g(x), ∀x ∈ Rd. (36)

另一方面, 利用三角不等式我们有∣∣∣∣ 1

m(B)

∫
B

f(y) dy − f(x)

∣∣∣∣
≤ 1

m(B)

∫
B

|f(y)− g(y)| dy +
∣∣∣∣ 1

m(B)

∫
B

g(y) dy − g(x)

∣∣∣∣+ |g(x)− f(x)|.

取上极限 lim supm(B)→0
B∋x

并应用 (36) 得

lim sup
m(B)→0

B∋x

∣∣∣∣ 1

m(B)

∫
B

f(y) dy − f(x)

∣∣∣∣
≤ lim sup

m(B)→0
B∋x

1

m(B)

∫
B

|f(y)− g(y)| dy + |g(x)− f(x)|

≤ (f − g)∗(x) + |f(x)− g(x)|.

从而若 x ∈ Eα, 则有

2max((f − g)∗(x), |f(x)− g(x)|) ≥ (f − g)∗(x) + |f(x)− g(x)|

≥ lim sup
m(B)→0

B∋x

∣∣∣∣ 1

m(B)

∫
B

f(y) dy − f(x)

∣∣∣∣ > 2α,

即 (f − g)∗(x) > α 或 |f(x)− g(x)| > α. 从而

Eα ⊂ {(f − g)∗ > α} ∪ {|f − g| > α}.

对 f − g 应用 H-L 极大不等式 (定理 18.6) 得

m({(f − g)∗ > α}) ≤ 3d

α
‖f − g‖1 <

3dϵ

α
.

对函数 |f − g| 应用 Tchebychev 不等式得

m({|f − g| > α}) ≤ 1

α
‖f − g‖1 <

ϵ

α
.

从而

m(Eα) <
(3d + 1)ϵ

α
.
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令 ϵ→ 0+ 即得 m(Eα) = 0. 可积情形得证.

对一般的 f ∈ L1
loc(Rd), 要证集合

G :=

x ∈ Rd : lim
m(B)→0

B∋x

1

m(B)

∫
B

f(y) dy = f(x)


为满测集. 由 (34) 只需证对任意开球 B̃ ⊂ Rd, G∩ B̃ 为 B̃ 中满测集. 对任意开

球 B̃ ⊂ Rd, 注意到 f̃ := fχB̃ ∈ L1(Rd). 由前证可积情形可知

lim
m(B)→0

B∋x

1

m(B)

∫
B

f̃(y) dy = f̃(x), a.e. x ∈ Rd.

特别的,

lim
m(B)→0

B∋x

1

m(B)

∫
B

f̃(y) dy = f̃(x), a.e. x ∈ B̃.

对任意 x ∈ B̃, f̃(x) = f(x). 并且对任意包含 x 的开球 B, 当 m(B) 足够小时能

确保 B ⊂ B̃. 从而上式左端等于 limm(B)→0
B∋x

1
m(B)

∫
B
f(y) dy. 因此我们有

lim
m(B)→0

B∋x

1

m(B)

∫
B

f(y) dy = f(x), a.e. x ∈ B̃.

即 G ∩ B̃ 为 B̃ 中满测集.

下面我们讨论 Lebesgue 微分定理的一些推论. 给定函数 f ∈ L1
loc(Rd). 对

|f | 应用 Lebesgue 微分定理我们有如下直接推论.

推论 19.2. 设 f ∈ L1
loc(Rd). 则 f∗(x) ≥ |f(x)|, a.e. x ∈ Rd.

定义 19.3. 设 E ⊂ Rd 可测. 对任意 x ∈ Rd, 若

lim
m(B)→0

B∋x

m(B ∩ E)

m(B)
= 1,

则称 x ∈ Rd 为 E 的密度点.

大概而言, x ∈ Rd 为 E 的密度点是指 x 附近的充分小的小球几乎都落在 E

中. 我们有下面一些简单例子.

例 19.4. (i) E ⊂ Rd 为开集, 则任意 x ∈ E 均是 E 的密度点 (因为任意 E

中的点都存在开球邻域使得其完全落在 E 中).

(ii) E = (a, b) 或 [a, b]. 则易见 x ∈ R 为 E 的密度点当且仅当 x ∈ (a, b).
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(iii) 若 E ⊂ Rd 为零测集, 则任意 x ∈ Rd 均不是 E 的密度点. (这是因为此时

密度点定义中的极限均为 0.)

(iv) 若 E ⊂ Rd 为满测集, 则任意 x ∈ Rd 均为 E 的密度点.

上述后三个例子说明可测集 E 的密度点未必包含在 E 中. 然而在几乎处处

意义下, 这个结论是成立的.

推论 19.5. 设 E ⊂ Rd 可测. 则

(i) a.e. x ∈ E 是 E 的密度点.

(ii) a.e. x ∈ Ec 不是 E 的密度点.

证明. 对函数 f = χE 应用 Lebesgue 微分定理得

lim
m(B)→0

B∋x

m(B ∩ E)

m(B)
= lim

m(B)→0
B∋x

1

m(B)

∫
B

χE(y) dy = χE(x), a.e. x ∈ Rd.

特别的,

lim
m(B)→0

B∋x

m(B ∩ E)

m(B)
= 1, a.e. x ∈ E,

lim
m(B)→0

B∋x

m(B ∩ E)

m(B)
= 0 6= 1, a.e. x ∈ Ec.

命题得证.

下面我们引入一个比 Lebesgue 微分定理中极限等式更强的条件.

定义 19.6. 设 f ∈ L1
loc(Rd). 对任意 x ∈ Rd, 若 |f(x)| <∞ 且

lim
m(B)→0

B∋x

1

m(B)

∫
B

|f(y)− f(x)| dy = 0,

则称 x 为 f 的一个 Lebesgue 点. 记 f 的所有 Lebesgue 点全体为 Lf , 称为 f

的 Lebesgue 集.

注记 19.7. 易见

(i) 若 f 在 x 处连续, 则 x ∈ Lf .

(ii) 若 x ∈ Lf , 则 limm(B)→0
B∋x

1
m(B)

∫
B
f(y) dy = f(x).

推论 19.8. 设 f ∈ L1
loc(Rd), 则 Lf ⊂ Rd 为满测集.
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证明. 对任意 r ∈ Q, 对函数 |f − r| 应用 Lebesgue 微分定理 (注意到 |f − r| ∈

L1
loc(Rd)) 可知存在零测集 Er ⊂ Rd 使得

lim
m(B)→0

B∋x

1

m(B)

∫
B

|f(y)− r| dy = |f(x)− r|, ∀ x /∈ Er. (37)

令 E :=
⋃

r∈QEr

⋃
{|f | = ∞}. 注意到 {|f | = ∞} 为零测集 (引理 19.1), 从而

E ⊂ Rd 也为零测集. 对任意 x /∈ E, 因为 |f(x)| <∞, 对任意 ϵ > 0, 存在 r ∈ Q

使得 |f(x)− r| < ϵ. 从而对任意包含 x 的开球 B 我们有

1

m(B)

∫
B

|f(y)− f(x)| dy ≤ 1

m(B)

∫
B

|f(y)− r| dy + |f(x)− r|.

因为 x /∈ Er, 取上极限 lim supm(B)→0
B∋x

并应用 (37) 我们有

lim sup
m(B)→0

B∋x

1

m(B)

∫
B

|f(y)− f(x)| dy ≤ lim sup
m(B)→0

B∋x

1

m(B)

∫
B

|f(y)− r| dy + |f(x)− r|

= 2|f(x)− r| < 2ϵ.

令 ϵ→ 0+ 即得

lim sup
m(B)→0

B∋x

1

m(B)

∫
B

|f(y)− f(x)| dy = 0,

等价的,

lim
m(B)→0

B∋x

1

m(B)

∫
B

|f(y)− f(x)| dy, ∀x /∈ E.

因为 E 为零测集, 命题得证.
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20 第二十讲

5 月 7 日

20.1 相对于其他集合的平均

在前面的讨论中我们研究的是可测函数在某一点附近的开球的平均是否会

随着这些开球越来越小而趋向于这个函数在这一点处的取值. 类似的, 我们可以

将开球换成其它形状的集合并提出同样的问题. 为得到类似的结论, 我们需要对

这些集合作一些正则性假设.

定义 20.1. 设 x ∈ Rd. 我们称一族可测集 Fx 正则收缩于 x 若

(i) 对任意 ϵ > 0, 存在 U ∈ Fx 使得 diam(U) < ϵ.

(ii) 存在 c > 0 使得对任意 U ∈ Fx 存在开球 B 满足 x ∈ B, U ⊂ B 且

m(U) ≥ cm(B).

我们有如下例子.

例 20.2. 给定 x ∈ Rd.

(i) 易见 {B开球 : x ∈ B} 正则收缩于 x.

(ii) 类似的, {Br(x) : r > 0} 正则收缩于 x.

(iii) {Q开方体 : x ∈ Q} 正则收缩于 x. (对任意包含 x 的开方体 Q, 可取其外

接球 B, 易见 m(Q)/m(B) 具有一致下界.)

(iv) {R开矩体 : x ∈ R} 不正则收缩于 x. 以二维情形为例, 对任意开矩形 R,

我们用下标 Ra,b 以指代其长与宽. 则任意包含 Ra,b 的开圆 B 的面积至

少为 Ra,b 外接圆的面积 (其面积为 π(a2+b2)
4 ). 从而

m(Ra,b)

m(B)
≤ 4ab

π(a2 + b2)
=

4

π

1
a
b + b

a

→ 0, 当
b

a
→ 0.

即 m(Ra,b)
m(B) 不存在一致下界.

(iv) 但另一方面, 若我们对矩形的长宽比作一个限制, 则相应的矩形族会正则

收缩于 x: 固定常数 c > 1, {Ra,b : x ∈ Ra,b, c
−1 < a

b < c} 正则收缩于 x.

关于正则收缩族我们有如下简单引理.
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引理 20.3. 设 f ∈ L1
loc(Rd), x ∈ Lf 且可测集合族 Fx 正则收缩于 x. 则

lim
diam(U)→0

U∈Fx

1

m(U)

∫
U

|f(y)− f(x)| dy = 0.

证明. 对任意 U ∈ Fx, 由定义存在开球 BU 满足 x ∈ BU , U ⊂ BU 且 m(U) ≥

cm(BU ). 从而我们有

1

m(U)

∫
U

|f(y)− f(x)| dy ≤ 1

cm(BU )

∫
BU

|f(y)− f(x)| dy.

注意到当 diam(U) → 0 时, m(BU ) ≤ 1
cm(U) 也趋向于 0, 从而

lim
diam(U)→0

U∈Fx

1

m(U)

∫
U

|f(y)−f(x)| dy ≤ lim
m(BU )→0

U∈Fx

1

cm(BU )

∫
BU

|f(y)−f(x)| dy = 0.

这里的等式成立是因为 x ∈ Lf 且对任意 U ∈ Fx, x ∈ BU . 命题得证.

对任意 x ∈ Lf , 取 Fx = {Br(x) : r > 0} 并应用引理 20.3 我们有如下相对

于中心球的 Lebesgue 微分定理.

推论 20.4. 设 f ∈ L1
loc(Rd). 则对任意 x ∈ Lf 我们有

lim
r→0+

1

m(Br(x))

∫
Br(x)

|f(y)− f(x)| dy = 0.

特别的, 因为 Lf 为满测集, 我们有

lim
r→0+

1

m(Br(x))

∫
Br(x)

f(y) dy = f(x), a.e. x ∈ Rd. (38)

20.2 恒等元逼近与卷积平均

我们可以将 (38) 中的左端写成卷积平均的形式. 首先回忆卷积的定义. 给

定可测函数 f, g : Rd → R. 对任意 x ∈ Rd, 若积分
∫
Rd f(x − y)g(y) dy 有意义

(即被积函数可积), 则定义

f ∗ g(x) :=
∫
Rd

f(x− y)g(y) dy.

若 f ∗ g 几乎处处有定义, 则称 f ∗ g 为 f 与 g 的卷积函数. 我们在作业中证明

了卷积函数的一些性质:

(i) f ∗ g(x) 几乎处处有定义, 并且当 f ∗ g(x) 有定义时, g ∗ f(x) 也有定义且

满足 f ∗ g(x) = g ∗ f(x) (卷积交换性).

(ii) 若 f, g ∈ L1(Rd), 则 f ∗ g ∈ L1(Rd) 且满足 ‖f ∗ g‖1 ≤ ‖f‖1‖g‖1.
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(iii) 若 f ∈ L1(Rd) 且 g 有界, 则 f ∗ g 一致连续.

对任意 r > 0, 令 φr := 1
m(Br(0))

χBr(0). 注意到

1

m(Br(x))

∫
Br(x)

f(y) dy =
1

m(Br(x))

∫
f(y)χBr(x)(y) dy.

注意到 y ∈ Br(x) 当且仅当 x− y ∈ Br(0), 即 χBr(x)(y) = χBr(0)(x− y). 从而

1

m(Br(x))

∫
Br(x)

f(y) dy =
1

m(Br(0))

∫
f(y)χBr(0)(x− y) dy

= φr ∗ f(x) = f ∗ φr(x).

因此 (38) 等价于 f ∗ φr → f , a.e. x ∈ Rd. 另一方面, 我们将会看到 {φr}r>0

是一个恒等元逼近的例子, 我们将要把推论 20.4 推广到一般的恒等元逼近情形.

首先我们给出相关定义.

定义 20.5. 设 {Kδ}δ>0 是 Rd 上一族可测函数. 若

(i)
∫
Rd Kδ(x) dx = 1, ∀ δ > 0.

(ii) 存在 C > 0 使得 |Kδ(x)| ≤ C
δd

, ∀ δ > 0, ∀x ∈ Rd.

(iii) |Kδ(x)| ≤ Cδ
|x|d+1 , ∀ δ > 0, ∀x ∈ Rd.

则称 {Kδ}δ>0 是一个恒等元逼近.

我们有如下例子.

例 20.6. (i) 对任意 r > 0, 令 φr = 1
m(Br(0))

χBr(0). 可以验证 {φr}r>0 是一

个恒等元逼近.

(ii) 若 φ有界,具有紧支集且
∫
φ = 126,对任意 δ > 0,令 Kδ(x) = δ−dφ(x/δ).

则 {Kδ}δ>0 是一个恒等元逼近.

(iii) 取 φ(x) = e−|x|2/4

(4π)d/2
, 令 Kδ(x) = δ−dφ(x/d). 则 {Kδ}δ>0 是一个恒等元逼

近.

我们有如下推广推论 20.4 的定理.

定理 20.7. 设 {Kδ}δ>0 是一个恒等元逼近. 则对任意 f ∈ L1(Rd), x ∈ Lf , 当

δ → 0+ 时有 f ∗Kδ(x) → f(x). 特别的, 当 δ → 0+ 时 f ∗Kδ → f , a.e. x ∈ Rd.
26课上我们举该例时少写了这个条件.
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为证明该定理我们先证明如下引理.

引理 20.8. 设 f ∈ L1(Rd), x ∈ Lf . 令

A(r) :=
1

rd

∫
|y|≤r

|f(x− y)− f(x)| dy, ∀ r > 0. (39)

则

1. A(r) 在 (0,∞) 上连续且 limr→0+ A(r) = 0.

2. A(r) 有界.

证明. 首先证明 (1). 任取 r > 0, 要证 limh→0 A(r + h) = A(r). 设 h > 0 并令

g(y) := |f(x− y)− f(x)|. (注意到在这个引理中 x ∈ Lf 是固定的.) 由定义

A(r + h)−A(r) =
1

(r + h)d

∫
|y|≤r+h

g(y) dy − 1

rd

∫
|y|≤r

g(y) dy

=
1

(r + h)d

∫
r<|y|≤r+h

g(y) dy +
(

1

(r + h)d
− 1

rd

)∫
|y|≤r

g(y) dy.

由 Lebesgue 积分的绝对连续性 (定理 12.6 (2)) 可知27

lim
h→0+

∫
r<|y|≤r+h

g(y) dy = 0.

另一方面, limh→0+

(
1

(r+h)d
− 1

rd

)
= 0, 并且∫

|y|≤r

g(y) dy ≤
∫
|y|≤r

|f(x− y)| dy +
∫
|y|≤r

|f(x)| dy

≤ ‖f‖1 + |f(x)|m(Br(0)) <∞.

从而 limh→0+ A(r + h) = A(r). 类似的, 可证 limh→0− A(r + h) = A(r). 因此

A(r) 在 (0,∞) 上连续. 下证 limr→0+ A(r) = 0. 令 νd := m(B1(0)) 为 Rd 中单

位球的体积. 对任意 r > 0, 作变量变换 y′ = x− y (并且注意到 y ∈ Br(0) 当且

仅当 y′ ∈ Br(x)) 可得

A(r) =
1

rd

∫
Br(x)

|f(y′)− f(x)| dy′ = νd
m(Br(x))

∫
Br(x)

|f(y)− f(x)| dy.

从而

lim
r→0+

A(r) = νd lim
r→0+

1

m(Br(x))

∫
Br(x)

|f(y)− f(x)| dy = 0.

27这里我们并不能直接对函数 g 应用定理 12.6 (2), 这是因为 g(y) = |f(x − y) − f(x)| 并不可

积. 事实上, 我们对函数 g̃ = gχ{|y|<2r} 应用定理 12.6 (2). 注意到 g̃ 可积且在开球 {|y| < 2r} 内

g̃ = g.
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这里最后一个等式成立是因为 x ∈ Lf .

下面证 (2). 首先注意到因为 A(r) 在 (0, 1] 上连续且 limr→0+ A(r) = 0, A

在 (0, 1] 上有界. 因此只需证 A 在 (1,∞) 上也有界. 对任意 r > 1, 由三角不等

式我们有

A(r) ≤ 1

rd

∫
|y|≤r

|f(x− y)| dy + 1

rd

∫
|y|≤r

|f(x)| dy

≤ 1

rd

∫
Rd

|f(x− y)| dy + 1

rd
× |f(x)|νdrd < ‖f‖1 + νd|f(x)| <∞.

命题得证.

定理 20.7 证明. 给定 f ∈ L1(Rd), x ∈ Lf , 对任意 δ > 0, 因为
∫
Kδ(y) dy = 1

(定义 20.5 性质 (i)) 我们有

|f ∗Kδ(x)− f(x)| =
∣∣∣∣∫ (f(x− y)− f(x))Kδ(y) dy

∣∣∣∣
≤
∫

|f(x− y)− f(x)||Kδ(y)| dy.

将上述积分区域 Rd 作划分:

Rd = {|y| ≤ δ}
∞⊔
k=0

{
2kδ < |y| ≤ 2k+1δ

}
得

|f ∗Kδ(x)− f(x)| ≤ I +

∞∑
k=0

Jk,

其中

I :=

∫
|y|≤δ

|f(x− y)− f(x)||Kδ(y)| dy,

对任意 k ≥ 0,

Jk :=

∫
2kδ<|y|≤2k+1δ

|f(x− y)− f(x)||Kδ(y)| dy.

利用定义 20.5 性质 (ii) 可得

I ≤ C

δd

∫
|y|≤δ

|f(x− y)− f(x)| dy = CA(δ).

其中 A 是 (39) 中定义的函数. 另一方面, 对任意 k ≥ 0, 注意到当 2kδ < |y| ≤

2k+1δ 时, 由定义 20.5 性质 (iii) 有

|Kδ(y)| ≤
Cδ

|y|d+1
≤ Cδ

(2kδ)d+1
=

C

2k(d+1)δd
.
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从而

Jk ≤ C

2k(d+1)δd

∫
2kδ<|y|≤2k+1δ

|f(x− y)− f(x)| dy

≤ C

2k(d+1)δd

∫
|y|≤2k+1δ

|f(x− y)− f(x)| dy

=
C

2k(d+1)
× 2(k+1)d

(2k+1δ)d

∫
|y|≤2k+1δ

|f(x− y)− f(x)| dy

= C2d−kA(2k+1δ).

结合上述两个估计我们有

|f ∗Kδ(x)− f(x)| ≤ CA(δ) + C2d
∞∑
k=0

2−kA(2k+1δ).

对任意 ϵ > 0, 取 N ≥ 1 充分大使得
∑∞

k=N 2−k < ϵ. 另一方面, 由引理 20.8, 存

在 M > 0 使得对任意 r > 0, A(r) < M . 从而我们有

|f ∗Kδ(x)− f(x)| ≤ CA(δ) + C2d
N−1∑
k=0

A(2k+1δ) + C2d
∞∑

k=N

2−kM

≤ CA(δ) + C2d
N−1∑
k=0

A(2k+1δ) + C2dMϵ.

再因为 limr→0+ A(r) = 0 (引理 20.8 (1)), 令 δ → 0+ 我们有

lim sup
δ→0+

|f ∗Kδ(x)− f(x)| ≤ C2dMϵ.

不等式左端与 ϵ 无关, 令 ϵ → 0+ 即得 lim supδ→0+ |f ∗ Kδ(x) − f(x)| = 0, 即

limδ→0+ f ∗Kδ(x) = f(x).
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21 第二十一讲

5 月 11 日

设 {Kδ}δ>0 是一个恒等元逼近, f ∈ L1(Rd). 我们之前证明了 f ∗Kδ → f a.e.

x ∈ Rd. 下面我们证明 f ∗Kδ 还依范数收敛于 f .

定理 21.1. 设 {Kδ}δ>0 是一个恒等元逼近. 则对任意 f ∈ L1(Rd), 当 δ → 0+

时, ‖f ∗Kδ − f‖1 → 0.

证明. 令 gδ := f ∗Kδ − f , 要证当 δ → 0+ 时, ‖gδ‖1 → 0. 由三角不等式对任意

x ∈ Rd 有

|gδ(x)| =
∣∣∣∣∫ (f(x− y)− f(x))Kδ(y) dy

∣∣∣∣
≤
∫

|f(x− y)− f(x)| |Kδ(y)| dy.

从而

‖gδ‖1 =

∫
|gδ(x)| dx ≤

∫ (∫
|f(x− y)− f(x)||Kδ(y)| dy

)
dx.

应用 Tonelli 定理 (定理 16.4) 交换积分顺序得

‖gδ‖1 ≤
∫ (∫

|f(x− y)− f(x)| dx
)
|Kδ(y)| dy

=

∫
‖fx − f‖1|Kδ(y)| dy.

其中 fy(x) = f(x − y). 回忆 limh→0 ‖fh − f‖1 = 0 (命题 15.6), 对任意 ϵ > 0,

存在 η > 0 使得对任意 |y| ≤ η 有 ‖fy − f‖1 < ϵ. 从而

‖gδ‖1 ≤
∫
|y|≤η

‖fy − f‖1|Kδ(y)| dy +
∫
|y|>η

‖fy − f‖1|Kδ(y)| dy

≤
∫
|y|≤η

ϵ|Kδ(y)| dy +
∫
|y|>η

‖fy − f‖1
Cδ

|y|d+1
dy

≤ ϵ‖Kδ‖1 + 2Cδ‖f‖1
∫
|y|>η

dy
|y|d+1

,

这里对第二个积分的估计我们用到了定义 20.5 性质 (iii). 由作业, 存在 M > 0

使得对任意 δ > 0, ‖Kδ‖1 ≤M . 另一方面注意到积分
∫
|y|>η

dy
|y|d+1 <∞. 从而

lim sup
δ→0+

‖gδ‖1 ≤ ϵM + lim
δ→0+

2Cδ‖f‖1
∫
|y|>η

dy
|y|d+1

= ϵM.

再令 ϵ→ 0+ 即得 lim supδ→0+ ‖gδ‖1 = 0, 等价的, limδ→0+ ‖gδ‖1 = 0.
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注记 21.2. 回忆 Cc(Rd)
dense
⊂ L1(Rd). 令 C∞

c (Rd) 为 Rd 上所有光滑紧支撑函

数全体. 利用恒等元逼近, 我们可以证明 C∞
c

dense
⊂ L1(Rd). 事实上, 可以选取恒

等元逼近 {Kδ}δ>0 ⊂ C∞
c (Rd). 则可证对任意 f ∈ L1(Rd), f ∗Kδ ∈ C∞

c (Rd).

另一方面, 由定理 21.1 可知当 δ → 0+ 时, ‖f ∗Kδ − f‖1 → 0.

21.1 可求长曲线与有界变差函数

下面我们开始讨论微分理论的第二部分, 即 Newton-Leibniz 公式的成立条

件. 具体的, 给定函数 F : [a, b] → R 我们想要知道何时等式∫ x

a

F ′(t) dt = F (x)− F (a), ∀x ∈ [a, b] (40)

成立. 为使等式 (49) 成立, F 需要满足

(i) F a.e. 可微.

(ii) F ′ ∈ L1([a, b]).

(iii) 在 (i), (ii) 的前提下等式(49)成立.

我们首先考虑前两个条件. 这里需要的条件是有界变差. 我们首先给出有界变差

的一个等价几何刻画.

定义 21.3. 设 z : [a, b] → R2, t 7→ z(t) = (x(t), y(t)) 是曲线 γ 的一个参数化表

示, 其中 x(t), y(t) 连续. 若存在 M > 0 使得对任意 [a, b] 的划分

P : a = t0 < t1 < · · · < tn = b,

有
n∑

j=1

|z(tj)− z(tj−1)| ≤M,

则称 γ 可求长, 并定义

L(γ) := sup
P

n∑
j=1

|z(tj)− z(tj−1)|

为 γ 的弧长.

注记 21.4. 由定义 γ 可求长当且仅当 L(γ) <∞.

例 21.5. 若 x, y 均连续可微, 则

L(γ) =

∫ b

a

√
(x′(t))2 + (y′(t))2 dt.
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下面我们给出有界变差的定义.

定义 21.6. 设 f : [a, b] → R. 对任意 [a, b] 的划分 P : a = t0 < t1 < · · · < tn =

b,

V (f, P ) :=

n∑
j=1

|f(tj)− f(tj−1)|

称为 f 在 [a, b] 上相对于 P 的变差,

V b
a (f) := sup

P
V (f, P )

称为 f 在 [a, b] 上的全变差. 若 V b
a (f) < ∞, 则 f 称为有界变差函数, 记为

f ∈ BV[a, b].

利用上述定义以及不等式

max(|x|, |y|) ≤ |(x, y)| =
√
x2 + y2 ≤ |x|+ |y|, ∀ (x, y) ∈ R2,

易见下面可求长曲线与有界变差函数之间的关系.

命题 21.7. 曲线 γ 可求长当且仅当 x(t), y(t) ∈ BV[a, b].

下面我们给出有界变差函数的一些例子.

例 21.8. (i) 若 f 单调递增, 则 V b
a (f) = f(b) − f(a). 类似的, 若 f 单调递

减, 则 V b
a (f) = f(a)− f(b).

证明. 假设 f 单调递增. 任取 [a, b] 的一个划分 P : a = t0 < t1 < · · · <

tn = b. 因为 f 单调递增, 对任意 1 ≤ j ≤ n, f(tj) ≥ f(tj−1). 从而

V (f, P ) =

n∑
j=1

|f(tj)− f(tj−1)| =
n∑

j=1

(f(tj)− f(tj−1)) = f(b)− f(a).

取上确界即得 V b
a (f) = supP V (f, P ) = f(b)− f(a). f 单调递减的情形类

似.

(ii) 若 f 可微且 |f ′| ≤M , 则 V b
a (f) ≤M(b− a). 特别的, f ∈ BV[a, b].

证明. 任取 [a, b] 的一个划分 P : a = t0 < t1 < · · · < tn = b. 对任意

1 ≤ j ≤ n, 由微分中值定理, 存在 xj ∈ [tj−1, tj ] 使得

|f(tj)− f(tj−1)| = |f ′(xj)|(tj − tj−1) ≤M(tj − tj−1).
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从而

V (f, P ) =

n∑
j=1

|f(tj)− f(tj−1)| ≤
n∑

j=1

M(tj − tj−1) =M(b− a).

进一步的, 取上确界即得 V b
a (f) = supP V (f, P ) ≤M(b− a).

下面我们证明函数变差的一些简单性质.

引理 21.9. 设 f : [a, b] → R, P 为 [a, b] 的一个划分. 则

(i) V (f, P ) ≥ |f(b)− f(a)|.

(ii) 对任意 α ∈ R, g : [a, b] → R,

V (αf, P ) = |α|V (f, P ) 且 V (f + g, P ) ≤ V (f, P ) + V (g, P ).

(iii) 若 P ′ 是 P 的一个精细划分, 则 V (f, P ′) ≥ V (f, P ).

(iv) 对任意 c ∈ (a, b), 若 P1 为 [a, c] 的一个划分, P2 为 [c, b] 的一个划分,

令 P1 ∪ P2 为 P1, P2 合并而得的 [a, b] 的划分, 则 V (f, P ) = V (f, P1) +

V (f, P2).

证明. 我们仅证明 (i), 其余证明留作作业. 设 P : a = t0 < t1 < · · · < tn = b, 则

|f(b)− f(a)| = |
n∑

j=1

(f(tj)− f(tj−1))| ≤
n∑

j=1

|f(tj)− f(tj−1)| = V (f, P ).

下面我们证明函数变差的第一个重要性质.

命题 21.10. 设 f : [a, b] → R. 则

(i) 对任意 x ∈ [a, b], V b
a (f) = V x

a (f) + V b
x (f), 其中我们规定对任意 c ∈ [a, b],

V c
c (f) = 0.

(ii) 设 f ∈ BV[a, b], 则函数 x 7→ V x
a (f) 在 [a, b] 上单调递增.

证明. 首先证明 (i). 不妨假设 V x
a (f), V b

x (f) 均有限. 这是因为若 V x
a (f) 或

V b
x (f)) 等于 +∞, 则由简单关系 V b

a (f) ≥ max(V x
a (f), V b

x (f)) 易见此时 (i) 中等

式两端均为 +∞, 从而平凡成立.

我们首先证 V b
a (f) ≤ V x

a (f) + V b
x (f). 由全变差定义, 只需证明对任意 [a, b]

的划分 P , V (f, P ) ≤ V x
a (f) + V b

x (f). 任取 [a, b] 的一个划分 P , 如有必要, 将 x
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添加进 P 中可得到一个 P 的精细划分 P ′ 使得 x 为 P ′ 的一个间断点. 从而 P ′

可写成 P ′ = P1 ∪ P2 的形式, 其中 P1 是 [a, x] 的一个划分, P2 是 [x, b] 的一个

划分. 从而由引理 21.9 (iii) (iv) 以及全变差定义可知

V (f, P ) ≤ V (f, P ′) = V (f, P1) + V (f, P2) ≤ V x
a (f) + V b

x (f).

从而

V b
a (f) = sup

P
V (f, P ) ≤ V x

a (f) + V b
x (f).

下面再证 V b
a (f) ≥ V x

a (f) + V b
x (f). 由全变差定义以及 max(V x

a (f), V b
x (f)) <∞

假设, 对任意 ϵ > 0, 分别存在 [a, x] 及 [x, b] 的划分 P1, P2 使得

V (f, P1) ≥ V x
a (f)− ϵ, V (f, P2) ≥ V b

x (f)− ϵ.

注意到 P1 ∪ P2 是 [a, b] 的一个划分, 从而

V b
a (f) ≥ V (f, P1 ∪ P2) = V (f, P1) + V (f, P2)

≥ V x
a (f)− ϵ+ V b

x (f)− ϵ = V x
a (f) + V b

x (f)− 2ϵ.

令 ϵ→ 0+ 即得 V b
a (f) ≥ V x

a (f) + V b
x (f), 从而 (i) 得证.

对 (ii), 任取 a ≤ x1 < x2 ≤ b, 则由 (i) 我们有

V x2
a (f) = V x1

a (f) + V x2
x1

(f) ⇔ V x2
a (f)− V x1

a (f) = V x2
x1

(f) ≥ 0.

命题得证.

注记 21.11. 现在我们可以解释全变差的几何含义: V b
a (f) 衡量函数 f 在 [a, b]

上取值变化的累积量. 以下面图 8 中函数为例. 若此函数从左至右的三个单调

区间分别为 [a, t1], [t1, t2], [t2, b]. 则由命题 21.10 以及例 21.8 (i) 我们有

V b
a (f) = V t1

a (f) + V t2
t1 (f) + V b

t2(f)

= f(t1)− f(a) + f(t1)− f(t2) + f(b)− f(t2)

= 2f(t1)− 2f(t2) + f(b)− f(a).

图 8: 函数 y = f(x) 图像
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例 21.12. (i) f(x) = x3 − 3x, x ∈ [−2, 2]. 易见 f 在 [−2,−1] 上单调递增,

在 [−1, 1] 上单调递减, 在 [1, 2] 上单调递增. 并且 f(−2) = f(1) = −2,

f(−1) = f(2) = 2. 从而

V 2
−2(f) = V −1

−2 (f) + V 1
−1(f) + V 2

1 (f) = 4 + 4 + 4 = 12.

(ii) (作业) 设 a, b > 0, 令

f(x) =

 xa sin( 1
xb ) 0 < x ≤ 1,

0 x = 0.

证明 f ∈ BV[0, 1] 当且仅当 a > b.

图 9: 从左至右 (a, b) 分别为 (1, 0.9), (1, 1), (1, 1.1).
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5 月 13 日

定理 22.1 (Jordan 分解定理). 设 f : [a, b] → R. 则 f ∈ BV[a, b] 当且仅当

f = g − h, 其中 g, h 是 [a, b] 上的单调递增函数.

证明. 先证 “⇐” 方向. 因为 g, h 单调递增, 我们有 V b
a (g) = g(b)− g(a) <∞, 从

而 g ∈ BV[a, b]. 类似的, h ∈ BV[a, b]. 由引理 21.9 (ii), 对任意 [a, b] 的划分 P ,

V (f, P ) = V (g − h, P ) ≤ V (g, P ) + V (h, P ) ≤ V b
a (g) + V b

a (h).

从而 V b
a (f) = supP V (f, P ) ≤ V b

a (g) + V b
a (h) <∞, 即 f ∈ BV[a, b].

再证 “⇒” 方向. 令 g(x) = V x
a (f), h(x) = V x

a (f) − f(x). 易见 f = g − h,

且由命题 21.10, g 单调递增. 因此只需证明 h 单调递增. 任取 a ≤ x1 < x2 ≤ b,

我们有

h(x2)− h(x1) = V x2
a (f)− f(x2)− V x1

a (f) + f(x1)

= V x2
x1

(f)− (f(x2)− f(x1))

≥ V x2
x1

(f)− |f(x2)− f(x1)| ≥ 0.

这里第二个等式用到命题 21.10 (i), 最后一个不等式用到引理 21.9 (i). 即证得

h 单调递增.

22.1 单调函数微分定理

Jordan 分解定理告诉我们有界变差函数的微分性问题可以转化为单调函数

的微分性问题. 下面我们叙述本章的第二个主要定理: 单调函数微分定理.

定理 22.2. 设 f : [a, b] → R 单调递增. 则

(i) f 在 [a, b] 上几乎处处可微.

(ii) f ′ ∈ L1([a, b]).

(iii)
∫ b

a
f ′(t) dt ≤ f(b)− f(a).

注记 22.3. 注意到定理 22.2 (iii) 等价于∫ x

a

f ′(t) dt ≤ f(x)− f(b), ∀x ∈ [a, b].



22 第二十二讲 122

显然此不等式蕴含定理 22.2 (iii). 另一方面, 对任意 x ∈ [a, b], 因为 f 在 [a, b]

上单调递增, f 在 [a, x] 上也单调递增. 从而对函数 f : [a, x] → R 应用定理

22.2 (iii) 即得上述不等式.

由上述定理以及 Joran 分解定理, 我们有如下直接推论.

推论 22.4. 设 f ∈ BV[a, b]. 则 f 在 [a, b] 上几乎处处可微且 f ′ ∈ L1([a, b]).

为证明定理 22.2 我们需要引入如下 Vitali 覆盖的概念.

定义 22.5. 设 E ⊂ R, Γ = {Iα} 是一个区间族. 若对任意 x ∈ E, 任意 ϵ > 0,

存在 I ∈ Γ 使得 x ∈ I 且 |I| < ϵ, 则称 Γ 是 E 的一个 Vitali 覆盖.

注记 22.6. 注意到由定义 Vitali 覆盖一定是一个无穷覆盖. 等价的, Γ 是 E 的

一个 Vitali 覆盖当且仅当

∀x ∈ E, ∃ {In}∞n=1 ⊂ Γ 使得 x ∈ In, ∀n ∈ N 且 lim
n→∞

|In| → 0.

定理 22.7 (Vitali 覆盖定理). 设 E ⊂ R 且 m∗(E) < ∞, Γ 是 E 的一个 Vitali

覆盖. 则对任意 ϵ > 0, 存在 I1, · · · , In ∈ Γ 两两不交使得

m∗

E \
n⊔

j=1

Ij

 < ϵ.

注记 22.8. 若 I1, · · · , In ∈ Γ 满足 Vitali 覆盖定理的结论, 则

m∗

E ∩
n⊔

j=1

Ij

 > m∗(E)− ϵ. (41)

这是因为 E =
(
E ∩

⊔n
j=1 Ij

)⊔(
E \

⊔n
j=1 Ij

)
. 由外测度次可数可加性可知

m∗ (E) ≤ m∗

E ∩
n⊔

j=1

Ij

+m∗

E \
n⊔

j=1

Ij

 < m∗

E ∩
n⊔

j=1

Ij

+ ϵ,

即等价于 (41). 由 (41) 以及 I1, · · · , In 两两不交我们还有

n∑
j=1

|Ij | = m

 n⊔
j=1

Ij

 ≥ m∗

E ∩
n⊔

j=1

Ij

 > m∗(E)− ϵ.

定理 22.7 证明. 将 Γ 中元素替换成其闭包, 我们不妨假设 Γ 为一闭区间族28.

因为 m∗(E) < ∞, 由外正则性 (命题 4.1 (1)) 存在开集 G 使得 E ⊂ G 且

28若 Γ 中包含无穷区间, 则可将这些区间从 Γ 中删去. 由 Vitali 覆盖的定义可知, 删去这些无穷

区间后的 Γ 依旧是 E 的一个 Vitali 覆盖.
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m(G) < ∞. 不妨设 Γ 中区间均包含在 G 中 (作业). 下面我们分两种情形来论

证.

情形 1: 存在 I1, · · · , In ∈ Γ 两两不交使得 E ⊂
⊔n

j=1 Ij , 则 {I1, · · · , In} 满

足定理要求.

情形 2: 不存在这样的两两不交子有限子区间族, 即

∀ k ≥ 1, ∀ I1, · · · , Ik ∈ Γ 两两不交 ⇒ E 6⊊
⊔k

j=1 Ij . (42)

下面我们开始在假设 (42) 下选取满足要求的 Γ 中元素. 首先任取 I1 ∈ Γ, 并令

δ1 := sup{|I| : I ∈ Γ, I ∩ I1 = ∅}.

我们断言 δ1 良定义, 且 δ1 ≤ m(G) < ∞. 因为任意 I ∈ Γ 均有 I ⊂ G, 显然若

δ1 良定义, 则 δ1 ≤ m(G). 为证 δ1 良定义, 只需证集合 {I ∈ Γ : I ∩ I1 = ∅} 非

空. 由假设 (42) (k = 1 情形) 我们有 E 6⊆ I1, 从而存在 x ∈ E \ I1. 因为 I1 为

闭区间, 有 d(x, I1) > 0. 又因为 Γ 是 E 的一个 Vitali 覆盖, 存在 J ∈ Γ 使得

x ∈ J 且 |J | < d(x, I1). 由此即知 J ∩ I1 = ∅. 从而 J ∈ {I ∈ Γ : I ∩ I1 = ∅}. 因

此该集合非空.

由 δ1 定义, 存在 I2 ∈ {I ∈ Γ : I ∩ I1 = ∅} 使得 |I2| > 1
2δ1. 归纳的, 假设我

们已经选取了两两不交的区间 I1, · · · , Ik ∈ Γ. 令

δk := {|I| : I ∈ Γ, I ∩ Ij = ∅, ∀ 1 ≤ j ≤ k}.

类似的, 应用假设 (42) 可知 δk 良定义且 δk ≤ m(G) <∞. 从而可选取

Ik+1 ∈ {I ∈ Γ : I ∩ Ij = ∅, ∀ 1 ≤ j ≤ k}

使得 |Ik+1| > 1
2δk. 重复此操作 (注意到因为假设 (42), 此过程不会停止), 我们

得到一列两两不交的闭区间 {Ij}∞j=1 ⊂ Γ 满足对任意 k ≥ 1, |Ik+1| > 1
2δk, 其中

δk 定义如上. 因为 {Ij}∞j=1 两两不交且均包含在 G 中, 我们有

∞∑
j=1

|Ij | ≤ m(G) <∞.

特别的, 当 k → ∞ 时, δk < 2|Ik+1| → 0. 另一方面, 因为
∑∞

j=1 |Ij | < ∞, 对任

意 ϵ > 0, 存在 N ≥ 1 充分大使得
∑∞

j=N+1 |Ij | < ϵ. 令

S := E \
N⊔
j=1

Ij .
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我们断言 m∗(S) < ϵ, 从而 {I1, · · · , IN} 满足定理要求.

下面我们证明该断言. 对任意 x ∈ S, 因为 x /∈
⊔N

j=1 Ij 且
⊔N

j=1 Ij 为闭集,

有 d(x,
⊔N

j=1 Ij) > 0. 特别的, 因为 Γ 是 E 的一个 Vitali 覆盖, 存在 Ix ∈ Γ

使得 |Ix| < d(x,
⊔N

j=1 Ij). 由此可知 Ix ∩
⊔N

j=1 Ij = ∅, 即对任意 1 ≤ j ≤ N ,

Ix ∩ Ij = ∅. 另一方面, 注意到存在 k ≥ 1 使得 Ix ∩ Ik 6= ∅. 若否, 则对任意

k ≥ 1, Ix ∈ {I ∈ Γ : I ∩ Ij = ∅, ∀ 1 ≤ j ≤ k}. 从而对任意 k ≥ 1, |Ix| ≤ δk. 因

为 limk→∞ δk = 0, 我们有 |Ix| = 0, 矛盾! 因此

N0 := min{k ∈ N : Ix ∩ Ik 6= ∅}

良定义. 由 N0 最小性, 我们有

Ix ∩ Ij = ∅, ∀ 1 ≤ j ≤ N0 − 1 且 Ix ∩ IN0 6= ∅.

由上述不交条件我们有 |Ix| ≤ δN0−1 < 2|IN0
|. 另一方面, 因为 Ix ∩ IN0

6= ∅, Ix

至少有一个端点落在 IN0 中. 结合条件 |Ix| < 2|IN0 | 可知若 Ix 的左 (右) 端点

落在 IN0
中, 则将 IN0

向右 (左) 延长其两倍区间长度, 得到的新区间包含 Ix.

从而若令 I ′N0
为 IN0

的同心五倍长闭区间, 在两种情形下我们均有 Ix ⊂ I ′N0
.

最后因为 Ix 与 I1, · · · , IN 均不交, 有 N ≤ N0 − 1, 即 N0 > N .

总结的, 我们证明了对任意 x ∈ S, 存在 Ix ∈ Γ 使得 x ∈ Ix, 且存在 N0 > N

使得 Ix ⊂ I ′N0
, 其中 I ′N0

是 IN0
的同心五倍长闭区间. 从而我们有

S ⊂
⋃
x∈S

Ix ⊂
∞⋃

j=N+1

I ′j .

因此

m∗(S) ≤
∞∑

j=N+1

|I ′j | = 5

∞∑
j=N+1

|Ij | < 5× ϵ

5
= ϵ.

断言得证, 从而此定理也得证.

下面我们开始证明定理 22.2. 在证明之前我们引入如下定义.

定义 22.9. 设 f : [a, b] → R. 对任意 x ∈ (a, b), 令

(i) D+f(x) := lim suph→0+
f(x+h)−f(x)

h 称为 f 在 x 处的右上 Dini 导数.

(ii) D+f(x) := lim infh→0+
f(x+h)−f(x)

h 称为 f 在 x 处的右下 Dini 导数.

(iii) D−f(x) := lim suph→0−
f(x+h)−f(x)

h 称为 f 在 x 处的左上 Dini 导数.
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(iv) D−f(x) := lim infh→0−
f(x+h)−f(x)

h 称为 f 在 x 处的左下 Dini 导数.

注记 22.10. 注意到对任意 x ∈ (a, b),

D+f(x) ≥ D+f(x), D−f(x) ≥ D−f(x),

D+(−f)(x) = −D+f(x), D−(−f)(x) = −D−f(x).

我们分如下两步证明定理 22.2:

第一步: 证明

D+f(x) = D+f(x) = D+f(x) = D+f(x), a.e. x ∈ (a, b), (43)

从而 f ′(x) 几乎处处存在.

第二步: 证明定理 22.2 (iii). 注意到, 因为 f 单调递增, 若 f ′(x) 存在, 则

f ′(x) ≥ 0. 因此定理 22.2 (iii) 中不等式蕴含 (ii), 即 f ′ 的可积性.

我们首先将第一步的证明转化为证明某个集合的零测性.

引理 22.11. 以下命题等价:

(i) 对任意 f : [a, b] → R 单调递增, f ′ 几乎处处存在.

(ii) 对任意 f : [a, b] → R 单调递增, 集合

E1(f) :=
{
x ∈ (a, b) : D+f(x) > D−f(x)

}
零测.

证明. 因为 f ′ 几乎处处存在等价于 (43), (i) 显然蕴含 (ii). 下面我们证明 (ii) 也

蕴含 (i). 我们假设 (ii) 成立. 对任意一个单调递增函数 f : [a, b] → R, 定义一个

新的集合

E2(f) :=
{
x ∈ (a, b) : D−f(x) > D+f(x)

}
.

注意到对任意 x /∈ E1(f) ∪ E2(f), 我们有

D+f(x) ≥ D+f(x)
x/∈E2(f)

≥ D−f(x) ≥ D−f(x)
x/∈E1(f)

≥ D+f(x).

从而上述四个 Dini 导数均相等, 即 f ′(x) 存在. 因此我们只需证明 E1(f)∪E2(f)

为零测集. 由假设 E1(f) 零测. 考虑函数 g(x) = −f(−x) : [−b,−a] → R. 注意

到因为 f 单调递增, g 也单调递增. 从而由假设 E1(g) ⊂ [−b,−a] 为零测集. 另

一方面, 对任意 y ∈ [−b,−a], 令 x = −y ∈ [a, b]. 注意到

D+g(y) > D−g(y) ⇔ −D+f(−y) > −D−f(−y) ⇔ D+f(x) < D−f(x).

由此等价关系我们有 E2(f) = −E1(g). 从而 E2(f) 也为零测集. 命题得证.
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我们下面开始定理 22.2 的证明.

证明. 我们首先证明 f ′ 几乎处处存在. 由引理 22.11 只需证明集合

E1(f) =
{
x ∈ (a, b) : D+f(x) > D−f(x)

}
为零测集. 注意到对任意 x ∈ (a, b), x ∈ E1(f) 当且仅当存在有理数 r > s 使得

D+f(x) > r > s > D−f(x). 从而有

E1 =
⋃

r,s∈Q
r>s

Ar,s,

其中

Ar,s :=
{
x ∈ (a, b) : D+f(x) > r > s > D−f(x)

}
.

因此只需证明对任意给定的有理数 r > s, A = Ar,s 为零测集. 若否, 则m∗(A) >

0. 从而对任意 ϵ > 0, 存在开集 G ⊃ A 使得 m(G) < (1 + ϵ)m∗(A). 注意到

D−f(x) = lim inf
h→0−

f(x+ h)− f(x)

h
= lim inf

h→0+

f(x)− f(x− h)

h
, ∀x ∈ (a, b).

从而对任意 x ∈ A 我们有

lim inf
h→0+

f(x)− f(x− h)

h
< s. (44)

因为 x ∈ A ⊂ G 且 G 为开集, 存在 hx > 0 使得 (x− hx, x+ hx) ⊂ G. 令

Hx := {h ∈ (0, hx) :
f(x)− f(x− h)

h
< s}.

因为 (44), Hx 中包含一列单调递减趋向于 0 的正数列. 从而

Γ1 := {[x− h, x] : x ∈ A, h ∈ Hx}

是 A 的一个 Vitali 覆盖, 且 Γ1 中元素均包含在 G 中. 由 Vitali 覆盖定理可知

存在 [x1 − h1, x1], · · · , [xN − hN , xN ] ∈ Γ1 两两不交且

m∗

A ∩
N⊔
j=1

[xj − hj , xj ]

 > m∗(A)− ϵ.
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注意到
N∑
j=1

hj = m

 N⊔
j=1

[xj − hj , xj ]

 ≤ m(G) < (1 + ϵ)m∗(A),

另一方面, 对任意 1 ≤ j ≤ N , 因为 [xj − hj , xj ] ∈ Γ1, 我们有

f(xj)− f(xj − hj) < shj .

从而

N∑
j=1

(f(xj)− f(xj − hj)) <

N∑
j=1

shj < s(1 + ϵ)m∗(A).

令 B := A ∩
⊔N

j=1(xj − hj , xj), 则 m∗(B) > m∗(A) − ϵ. 因为 B ⊂ A, 对任意

y ∈ B,

D+f(y) = lim sup
ℓ→0+

f(y + ℓ)− f(x)

ℓ
> r.

由集合 B 定义, 存在唯一的 1 ≤ j ≤ N 使得 y ∈ (xj − hj , xj). 从而存在 ℓy > 0

使得 [y, y + ℓy] ⊂ [xj − hj , xj ]. 令

Ly :=

{
ℓ ∈ (0, ℓy) :

f(x+ ℓ)− f(x)

ℓ
> r

}
.

则类似的闭区间族

Γ2 := {[y, y + ℓ] : y ∈ B, ℓ ∈ Ly}

是 B 的一个 Vitali 覆盖, 且 Γ2 中任意元素均包含在某个 (xj − hj , xj) 中. 从而

再由 Vitali 覆盖定理可知存在 [y1, y1 + ℓ1], · · · , [yM , yM + ℓM ] ∈ Γ2 两两不交且

满足
M∑
i=1

ℓi > m∗(B)− ϵ > m∗(A)− 2ϵ.

类似的, 我们有

M∑
i=1

(f(yi + ℓi)− f(yi)) >

M∑
i=1

rℓi > r(m∗(A)− 2ϵ).

由定义, 每个 [yi, yi + ℓi] 均包含在某个 [xj − hj , xj ] 中. 对任意 1 ≤ j ≤ N , 令

Ij := {1 ≤ i ≤M : [yi, yi + ℓi] ⊂ [xj − hj , xj ]}.

则由 f 单调递增性, 我们有

f(xj)− f(xj − hj) ≥
∑
i∈Ij

(f(yi + ℓi)− f(yi)).
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从而

s(1 + ϵ)m∗(A) >

N∑
j=1

(f(xj)− f(xj − hj)) ≥
N∑
j=1

∑
i∈Ij

(f(yi + ℓi)− f(yi))

=

M∑
i=1

(f(yi + ℓi)− f(yi)) > r(m∗(A)− 2ϵ).

令 ϵ → 0+ 即得 sm∗(A) ≥ rm∗(A). 因为 r > s, 该不等式成立当且仅当

m∗(A) = 0. 与假设矛盾! 由此我们即证得 m∗(A) = 0, 从而 f ′(x) 几乎处处存

在.

下面我们证 (iii). 由前述讨论, 这也蕴含了 (ii). 对任意 n ≥ 1, 令

fn(x) = n
(
f
(
x+ 1

n

)
− f(x)

)
, ∀x ∈ [a, b].

其中若 x+ 1
n > b, 则令 f(x+ 1

n ) := f(b). 因为 f ′ 几乎处处存在, 我们有

lim
n→∞

fn(x) = f ′(x), a.e. x ∈ (a, b).

特别的, 因为 f 可测29, f ′ (作为可测函数的极限函数) 也可测. 从而∫ b

a

f ′(x) dx =

∫ b

a

lim
n→∞

fn(x) dx
Fatou
≤ lim inf

n→∞

∫ b

a

fn(x) dx

= lim inf
n→∞

(∫ b

a

nf(x+ 1
n ) dx−

∫ b

a

nf(x) dx
)

= lim inf
n→∞

n

(∫ b+ 1
n

a+ 1
n

f(x) dx−
∫ b

a

f(x) dx
)

= lim inf
n→∞

n

(∫ b+ 1
n

b

f(x) dx−
∫ a+ 1

n

a

f(x) dx
)

≤ lim inf
n→∞

n

(∫ b+ 1
n

b

f(b) dx−
∫ a+ 1

n

a

f(a) dx
)

= f(b)− f(a).

这里倒数第二个不等式用到了当 b ≤ x ≤ b+ 1
n 时 f(x) = f(b), 当 a ≤ x ≤ a+ 1

n

时, f(x) ≥ f(a) (因为 f 单调递增). 命题得证.

23.1 绝对连续函数

我们注意到定理 22.2 (iii) 中的不等式不能改进到等式. 回忆 Cantor-Lebesgue

函数 f : [0, 1] → [0, 1] 满足如下性质: f 连续单调递增, f(0) = 0, f(1) = 1, f 几

29在作业中我们证明单调递增函数可测.



23 第二十三讲 129

乎处处可微且 f ′(x) = 0, a.e. x ∈ (0, 1). 从而∫ 1

0

f ′(x) dx = 0 < 1 = f(1)− f(0).

因此单调递增性 (或有界变差性) 并不足够确保 Newton-Leibniz 公式. 为此我

们需要一个强一些的条件, 这个条件便是绝对连续性. 我们将会看到绝对连续性

是函数满足 Newton-Leibniz 公式的充分必要条件. 我们首先给出绝对连续函数

的定义.

定义 23.1. 设 f : [a, b] → R. 若对任意 ϵ > 0, 存在 δ > 0 使得对 [a, b] 中任意

有限个两两不交的开区间 (a1, b1), · · · , (aN , bN ), 只要
∑N

k=1(bk − ak) < δ, 则有∑N
k=1 |f(bk)− f(ak)| < ϵ, 则称 f 在 [a, b] 上绝对连续 (absolutely continuous),

记为 f ∈ AC[a, b].

注记 23.2. (i) 绝对连续蕴含了一致连续.

(ii) 若 f 在 [a, b] 上连续可微 (即 f ′ ∈ C([a, b]), 则 f ∈ AC[a, b].

证明. 因为 f ′ ∈ C([a, b]), 存在 M > 0 使得 |f ′| ≤ M . 特别的, 由微分中

值定理有

|f(x)− f(y)| ≤M |x− y|, ∀ a ≤ x < y ≤ b. (45)

下面我们证 f 绝对连续. 对任意 ϵ > 0, 取 δ = ϵ
M . 则对任意满足∑N

k=1(bk − ak) < δ 的两两不交子区间 (a1, b1), · · · , (aN , bN ) ⊂ [a, b], 由

(45) 我们有

N∑
k=1

|f(bk)− f(ak)| ≤
N∑

k=1

M(bk − ak) < Mδ =M × ϵ

M
= ϵ.

从而 f 绝对连续.

(iii) 称 f 在 [a, b] 上 Lipschitz 连续若存在 M > 0 使得 (45) 成立. 由上述论

证我们知道 Lipschitz 连续蕴含绝对连续.

下面我们将给出一个绝对连续但不 Lipschtitz 连续的例子. 在这之前我们

先证明如下命题. 它告诉我们某些积分形式的函数也绝对连续.

命题 23.3. 设 f ∈ L1([a, b]), 令 F (x) :=
∫ x

a
f(t) dt, x ∈ [a, b]. 则 F ∈ AC[a, b].
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证明. 首先回忆 Lebesgue 积分的绝对连续性 (定理 12.6 (2)): 对任意 f ∈

L1([a, b]), 对任意 ϵ > 0, 存在 δ > 0 使得对任意可测集 E ⊂ [a, b], 只要

m(E) < δ, 则有
∫
E
|f(x)| dx < ϵ.

对任意 ϵ > 0, 令 δ > 0 如上. 对任意满足
∑N

k=1(bk − ak) < δ 的两两不

交子开区间 (a1, b1), · · · , (aN , bN ) ⊂ [a, b], 令 E :=
⊔N

k=1(ak, bk), 则 m(E) =∑N
k=1(bk − ak) < δ. 从而由积分绝对连续性, 我们有

∫
E
|f(x)| dx < ϵ. 另一方

面, 注意到

N∑
k=1

|F (bk)− F (ak)| =
N∑

k=1

∣∣∣∣∣
∫ ak

a

f(x) dx−
∫ bk

a

f(x) dx
∣∣∣∣∣

=

N∑
k=1

∣∣∣∣∣
∫ bk

ak

f(x) dx
∣∣∣∣∣ ≤

N∑
k=1

∫
(ak,bk)

|f(x)| dx

=

∫
⊔N

k=1(ak,bk)

|f(x)| dx =

∫
E

|f(x)| dx < ϵ.

这里倒数第二个等式我们用到了 {(ak, bk)}Nk=1 两两不交的条件.

例 23.4. (i) 函数 f(x) =
√
x 在 [0, 1] 上绝对连续, 但 f 不 Lipschitz 连续.

证明. 注意到 f(x) =
∫ x

0
2√
t

dt, 并且 g(x) := 2√
x
∈ L1([0, 1]). 从而由命

题 23.3 可知 f 绝对连续. 下面我们证 f 不 Lipschitz 连续. 由定义, f

Lipschitz 连续当且仅当存在 M > 0 使得

|f(x)− f(y)|
|x− y|

≤M, ∀ a ≤ x < y ≤ b.

取 (x, y) = (0, y), 则有

|f(x)− f(y)|
|x− y|

=

√
y

y
=

1
√
y
→ ∞, 当 y → 0+.

从而上述商无上界, 即证 f 不 Lipschitz 连续.

(ii) (作业) Cantor-Lebesgue 函数不绝对连续.
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24 第二十四讲

5 月 20 日

命题 24.1 (绝对连续函数性质).

(i) AC[a, b] 是一个 R 上的向量空间.

(ii) 若 f, g ∈ AC[a, b], 则 fg ∈ AC[a, b].

(iii) AC[a, b] ⊂ BV[a, b]. 特别的, 若 f ∈ AC[a, b], 则 f ′ 几乎处处存在且

f ′ ∈ L1([a, b]).

证明. (i) 的证明是平凡的, 留作练习. (ii) 留作作业. 我们只证明 (iii). 其

中 “特别的” 部分可由推论 22.4 推出. 下面我们证明 AC[a, b] ⊂ BV[a, b]. 设

f ∈ AC[a, b]. 由定义对任意 ϵ > 0, 存在 δ > 0 使得对 [a, b] 中任意有限个两两不

交的开区间 (a1, b1), · · · , (aN , bN ), 只要
∑N

k=1(bk−ak) < δ, 则有
∑N

k=1 |f(bk)−

f(ak)| < ϵ.

对任意 ϵ > 0, 令 δ > 0 如上. 我们断言对任意区间 I = (x, y) ⊂ [a, b], 只要

|I| < δ, 则 VI(f) := V y
x (f) ≤ ϵ. 这是因为对任意 I 的划分 x = t0 < t1 < · · · <

tn = y, 开区间 (t0, t1), · · · , (tn−1, tn) ⊂ I 两两不交, 并且
∑n

j=1 |(tj−1, tj)| =

|I| < δ, 从而由 δ 的选取我们有

V (f, P ) =

n∑
j=1

|f(tj)− f(tj−1)| < ϵ.

因此 V y
x (f) = supP V (f, P ) ≤ ϵ. 断言得证. 取正整数 M 充分大使得 b−a

M < δ,

并将区间 [a, b] 分成 M 等分: [a, b] =
⊔M

k=1 Ik. 注意到每个 Ik 均满足 |Ik| =
b−a
M < δ. 从而由断言以及命题 21.10 (i) 我们有

V b
a (f) =

M∑
k=1

VIk(f) ≤
M∑
k=1

ϵ =Mϵ <∞.

因此 f ∈ BV[a, b].

下面我们证明绝对连续函数的第一个主要定理, 我们将由此证明 Newton-

Leibniz 公式.

定理 24.2. 设 f ∈ AC[a, b]. 则 f ′ 几乎处处存在. 且若 f ′ = 0, a.e. x ∈ [a, b],

则 f 为 [a, b] 上常值函数.
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证明. 给定 f ∈ AC[a, b]. 由命题 24.1 (iii) 可知 f ′ 几乎处处存在. 下面假设

f ′ = 0, a.e. x ∈ [a, b], 注意到要证 f 为常值函数, 只需证明 f(a) = f(b). 这是因

为对任意 a ≤ t1 < t2 ≤ b, f ′ = 0, a.e. x ∈ [t1, t2]. 对 f |[t1,t2] 应用此结论即得

f(t1) = f(t2). 再由 t1, t2 的任意性可知 f 在 [a, b] 上为常值函数.

下面我们证明 f(b) = f(a). 由定义对任意 ϵ > 0, 存在 δ > 0 使得对任意

满足
∑N

k=1(bk − ak) < δ 的两两不交子开区间 (a1, b1), · · · , (aN , bN ) ⊂ [a, b] 有∑N
k=1 |f(bk)− f(ak)| < ϵ. 任取 ϵ > 0, 令 δ > 0 如上. 令

E := {x ∈ (a, b) : f ′(x) = 0} .

由假设 E 为 [a, b] 中的满测集, 即 m(E) = b− a. 对任意 x ∈ E, 令

Hx :=

{
h ∈ (0, hx) :

∣∣∣∣f(x+ h)− f(x)

h

∣∣∣∣ < ϵ

}
,

其中 hx := b−x. 注意到对任意 h ∈ Hx, [x, x+h] ⊂ (a, b). 并且因为 f ′(x) = 0,

limh→0+ | f(x+h)−f(x)
h | = 0, 因此 Hx 包含一列单调递减到 0 的正数列. 从而

Γ := {[x, x+ h] : x ∈ E, h ∈ Hx}

是 E 的一个 Vitali 覆盖. 由 Vitali 覆盖定理可知存在左至右排列的两两不交闭

区间 [x1, x1 + h1], · · · , [xN , xN + hN ] ∈ Γ 使得

m

E \
N⊔
j=1

[xj , xj + hj ]

 < δ.

由此即知

N∑
j=1

hj = m

 N⊔
j=1

[xj , xj + hj ]

 > m(E)− δ = b− a− δ. (46)

另一方面, 对任意 1 ≤ j ≤ N , 由 Γ 定义有 |f(xj + hj) − f(xj)| < ϵhj . 对 j 求

和即得

N∑
j=1

|f(xj + hj)− f(xj)| <
N∑
j=1

ϵhj ≤ ϵ(b− a). (47)

这里最后一个不等式成立是因为 {[xj , xj + hj ]}Nj=1 两两不交且均包含在 (a, b)

中.

另一方面, 注意到 (a, b) \
⊔N

j=1[xj , xj + hj ] =
⊔N

i=0(xi + hi, xi+1) 是有限个

开区间的不交并. 这里我们令 x0 = a, h0 = 0 且 xN+1 = b. 并且由 (46) 可知

N∑
i=0

|((xi + hi, xi+1)| = (b− a)−
N∑
j=1

hj < δ.
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从而由 δ 的选取可知

N∑
i=0

|f(xi+1)− f(xi + hi)| < ϵ. (48)

将 a < x1 < x1 + h1 < x2 < x2 + h2 < · · · < xN + hN < b 重新标号为

a = t0 < t1 < · · · < tM = b. 我们有

|f(b)− f(a)| =

∣∣∣∣∣
M∑
k=1

f(tk)− f(tk−1)

∣∣∣∣∣ ≤
M∑
k=1

|f(tk)− f(tk−1)| ,

并且注意到上式右端即为不等式 (47) 与 (48) 左端之和. 从而

|f(b)− f(a)| ≤ ϵ(b− a) + ϵ = ϵ(b− a+ 1).

令 ϵ→ 0+ 即得 f(b) = f(a). 命题得证.

我们现在可以叙述 Lebesgue 积分理论框架下的微积分基本定理.

定理 24.3 (微积分基本定理).

(i) 设 F ∈ AC[a, b], 则 F ′ 几乎处处存在且∫ x

a

F ′(t) dt = F (x)− F (a), ∀x ∈ [a, b]. (49)

(ii) 相反的, 对任意 f ∈ L1([a, b]), 存在 F ∈ AC[a, b] 使得 F ′(x) = f(x), a.e.

x ∈ [a, b].

在证明定理 24.3 之前, 我们首先给出一个实数轴上 Lebesgue 微分定理的简

单推论.

引理 24.4. 设 f ∈ L1([a, b]), 令 G(x) :=
∫ x

a
f(t) dt, x ∈ [a, b]. 则 G′(x) = f(x),

a.e. x ∈ [a, b].

证明. 由命题 23.3 可知 G ∈ AC[a, b], 从而再由命题 24.1 (iii) G′ 几乎处处存在.

另一方面, 推论 20.4 的一维情形说明

lim
h→0+

1

2h

∫ x+h

x−h

f(t) dt = f(x), a.e. x ∈ [a, b].

令

E :=
{
x ∈ (a, b) : G′(x) 存在且 limh→0+

1
2h

∫ x+h

x−h
f(t) dt = f(x)

}
.
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则 E 在 [a, b] 中满测. 对任意 x ∈ E, 我们有

f(x) = lim
h→0+

1

2h

∫ x+h

x−h

f(t) dt = lim
h→0+

G(x+ h)−G(x− h)

2h

= lim
h→0+

G(x+ h)−G(x)

2h
+ lim

h→0+

G(x)−G(x− h)

2h
= G′(x).

这里最后一个等式成立是因为 G′(x) 存在. 因为 E ⊂ [a, b] 为满测集, 命题得

证.

定理 24.3 证明. 对 (ii), 只需取 F (x) =
∫ x

a
f(t) dt, x ∈ [a, b]. 引理 24.4 说明

F ′(x) = f(x), a.e. x ∈ [a, b].

对 (i), 设 F ∈ AC[a, b], 从而由命题 24.1 (iii), F ′ 几乎处处存在且 F ′ ∈

L1([a, b]). 对任意 x ∈ [a, b], 令 G(x) :=
∫ x

a
F ′(t) dt, H(x) := F (x) − G(x).

同样的, G ∈ AC[a, b] 且由引理 24.4, G′(x) = F ′(x), a.e. x ∈ [a, b]. 从而

H ∈ AC[a, b] 且 H ′(x) = F ′(x)−G′(x) = 0, a.e. x ∈ [a, b]. 再由定理 24.2 可知

存在常数 c ∈ R 使得 H(x) = c. 等价的,

F (x) =

∫ x

a

F ′(t) dt+ c, ∀x ∈ [a, b].

代入 x = a 得

F (a) =

∫ a

a

F ′(t) dt+ c = c.

从而

F (x) =

∫ x

a

F ′(t) dt+ F (a), ∀x ∈ [a, b].

即为 (49).

24.1 复值函数

设 f : [a, b] → C 是一个复值函数. 令 u, v : [a, b] → R 分别为 f 的实部和虚

部函数, 即对任意 x ∈ [a, b], f(x) = u(x) + iv(x). 我们称

(i) f 可测若 u, v (作为实值函数) 可测.

(ii) f 可积若
∫ b

a
|f(x)| dx <∞.

(iii) 若 f 在 [a, b] 上可积, 则定义∫ b

a

f(x) dx :=

∫ b

a

u(x) dx+ i

∫ b

a

v(x) dx.
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利用不等式

max(|x|, |y|) ≤ |z| =
√
x2 + y2 ≤ |x|+ |y|, ∀ z = x+ iy ∈ C. (50)

易见 f 可积当且仅当 u, v 可积. 由此可以看出上述复值函数的 Lebesgue 积分

是良定义的.

对于复值函数我们同样可以讨论有界变差以及绝对连续的概念. 设 f :

[a, b] → C 是一复值函数.

(i) 对任意 [a, b] 的划分 P : a = t0 < t1 < · · · < tn = b,

V (f, P ) :=

n∑
j=1

|f(tj)− f(tj−1)|

为 f 在 [a, b] 上相对于 P 的变差, 称

V b
a (f) := sup

P
V (f, P )

称为 f 在 [a, b] 上的全变差. 若 V b
a (f) < ∞, 则 f 称为有界变差 (复值)

函数, 记为 f ∈ BV[a, b]C.

(ii) 若对任意 ϵ > 0, 存在 δ > 0 使得对 [a, b] 中任意有限个两两不交的开区间

(a1, b1), · · · , (aN , bN ),
N∑

k=1

(bk − ak) < δ ⇒
N∑

k=1

|f(bk)− f(ak)| < ϵ,

则称 f 在 [a, b] 上绝对连续, 记为 f ∈ AC[a, b]C.

注意到这里的定义与之前实值函数有界变差和绝对连续的定义完全相同, 唯一

的区别是这里出现的绝对值是指复数绝对值. 利用不等式 (50), 我们同样有如下

等价关系.

引理 24.5. 设 f = u+ iv : [a, b] → C 为一复值函数. 则

(i) f ∈ BV[a, b]C 当且仅当 u, v ∈ BV[a, b].

(ii) f ∈ AC[a, b]C 当且仅当 u, v ∈ AC[a, b].

证明. 留给同学们自己验证.

利用与之前几乎完全相同的证明, 我们可以验证复值函数也满足实值函数

所满足的大部分有关有界变差和绝对连续性的命题30. 这里我们将接下来需要

用到的性质罗列出来.
30除了关于单调函数的一些结论, 因为对复值函数我们并不考虑其单调性. 此时我们用其实部和

虚部函数来替代讨论.
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命题 24.6. 设 f ∈ BV[a, b]C. 则

(i) V b
a (f) ≥ |f(b)− f(a)|.

(ii) 对任意 x ∈ [a, b], V b
a (f) = V x

a (f) + V b
x (f). 从而函数 x 7→ V x

a (f) 单调递

增.

(iii) f ′ 几乎处处存在且 f ′ ∈ L1([a, b]).

证明. 对 (i), 由引理 21.9 (i) 完全一样的证明可知对任意 [a, b]的划分 P , V (f, P ) ≥

|f(b)− f(a)|, 从而

V b
a (f) = sup

P
V (f, P ) ≥ |f(b)− f(a)|.

(ii) 的证明与命题 21.10 的证明完全相同, 只是需要将实数绝对值替换成复数绝

对值. (iii) 是推论 22.4 的直接推论, 并且注意到 f ′ 可积当且仅当 u′, v′ 可积且

f ∈ BV[a, b]C 当且仅当 u, v ∈ BV[a, b].

命题 24.7. AC[a, b]C ⊂ BV[a, b]C.

证明. 证明与命题 24.1 (iii) 证明相同.

推论 24.8. 设 F ∈ AC[a, b]C. 则∫ x

a

F ′(t) dt = F (x)− F (a), ∀x ∈ [a, b].

证明. 令 f = u + iv, 其中 u, v 分别为 f 的实部和虚部函数. 由引理 24.5,

u, v ∈ BV[a, b]. 从而由定理 24.3 我们有对任意 x ∈ [a, b],∫ x

a

f ′(t) dt =
∫ x

a

u′(t) dt+ i

∫ x

a

v′(t) dt

= u(x)− u(a) + i(v(x)− v(a))

= f(x)− f(a).

命题得证.

作为推论 24.8 的应用我们证明绝对连续性的另外一个等价刻画.

命题 24.9. 设 f ∈ BV[a, b]C, 则

f ∈ AC[a, b]C ⇔ V x
a (f) =

∫ x

a

|f ′(t)| dt, x ∈ [a, b].
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证明. 首先证明 “⇐”. 令 F (x) := V x
a (f), x ∈ [a, b]. 由假设 F (x) =

∫ x

a
|f ′(t)| dt.

因为 f ∈ BV[a, b]C, 从而 f ′ ∈ L1([a, b]) (命题 24.6 (iii)). 再由命题 23.3,

F ∈ AC[a, b]. 从而由绝对连续性定义对任意 ϵ > 0, 存在 δ > 0 使得对任意

满足
∑N

k=1(bk − ak) < δ 的两两不交的子区间 (a1, b1), · · · , (aN , bN ) ⊂ [a, b], 有∑N
k=1 |F (bk)− F (ak)| < ϵ. 注意到

N∑
k=1

|f(bk)− f(ak)|
命题24.6(i)

≤
N∑

k=1

V bk
ak

(f)
命题24.6(ii)

=

N∑
k=1

|V bk
a (f)− V ak

a (f)| (51)

=

N∑
k=1

|F (bk)− F (ak)| < ϵ. (52)

从而 f 绝对连续.

下证 “⇒” 方向. 设 f ∈ AC[a, b] 且令 F (x) = V x
a (f) 如上. 我们要证

F (x) =
∫ x

a
|f ′(t)| dt. 首先证对任意 x ∈ [a, b],

F (x) ≤
∫ x

a

|f ′(t)| dt.

固定 x ∈ [a, b], 对任意 [a, x] 的划分 a = t0 < t1 < · · · < tn = x, 我们有

V (f, P ) =

n∑
j=1

|f(tj)− f(tj−1)|
推论24.8
=

n∑
j=1

∣∣∣∣∣
∫ tj

tj−1

f ′(t) dt
∣∣∣∣∣

≤
n∑

j=1

∫ tj

tj−1

|f ′(t)| dt =
∫ x

a

|f ′(t)| dt.

从而

F (x) = V x
a (f) = sup

P
V (f, P ) ≤

∫ x

a

|f ′(t)| dt.

下次课我们再证明 F (x) ≥
∫ x

a
|f ′(t)| dt.
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25 第二十五讲

5 月 22 日

我们首先完成命题 24.9 的证明.

命题 24.9 证明: 继续. 设 f ∈ AC[a, b]C 且令 F (x) = V x
a (f), x ∈ [a, b]. 我们要

证对任意 x ∈ [a, b],

F (x) ≥
∫ x

a

|f ′(t)| dt.

首先注意到由命题 24.6 (ii), F 单调递增. 从而由单调函数微分定理 (定理 22.2)

可知 F ′ 几乎处处存在且∫ x

a

F ′(t) dt ≤ F (x)− F (a) = F (x), ∀x ∈ [a, b].

另一方面, f ∈ AC[a, b]C 也说明 f ′ 几乎处处存在. 令

E := {x ∈ (a, b) : f ′(x), F ′(x) 存在}.

则 E 在 [a, b] 中满测. 对任意 x ∈ E,

F ′(x) = lim
h→0+

F (x+ h)− F (x)

h
= lim

h→0+

V x+h
a (f)− V x

a (f)

h

= lim
h→0+

V x+h
x (f)

h
≥ lim

h→0+

|f(x+ h)− f(x)|
h

= |f ′(x)|.

因为 E ⊂ [a, b] 为满测集, 我们有 F ′(x) ≥ |f ′(x)|, a.e. x ∈ [a, b]. 从而

F (x) ≥
∫ x

a

F ′(t) dt ≥
∫ x

a

|f ′(t)| dt, ∀x ∈ [a, b].

命题得证.

25.1 可求长曲线弧长公式

设 γ 为一条连续曲线, z(t) = (x(t), y(t)), t ∈ [a, b] 是 γ 的一个参数化表示,

其中 x(t), y(t) 均在 [a, b] 上连续. 回忆我们称 γ 是可求长的若存在 M > 0 使得

对任意 [a, b] 的划分 P : a = t0 < t1 < · · · < tn = b 均满足

n∑
j=1

|z(tj)− z(tj−1)| ≤M.

其中这里的绝对值符号是指平面上的欧式范数. 回忆 γ 可求长当且仅当 x(t), y(t) ∈

BV[a, b] (命题 21.7).
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当 γ 可求长时,

L(γ) := sup
P

n∑
j=1

|z(tj)− z(tj−1)|

为 γ 的弧长. 由微积分知识我们知道当 x(t), y(t) 均在 [a, b] 上连续可微时, γ 满

足下列的弧长公式:

L(γ) =

∫ b

a

√
(x′(t))2 + (y′(t))2 dt. (53)

我们想要知道是否可以弱化坐标函数连续可微的条件而依然得到上述公式. 显

然一个必要条件是 x, y 均几乎处处可微且导函数可积. 然而从下例我们可以看

到这一条件并不充分.

例 25.1. 令 f : [0, 1] → [0, 1] 为 Cantor-Lebesgue 函数. 则 f 连续单调递增,

且满足 f(0) = 0, f(1) = 1, f ′ = 0, a.e. x ∈ [0, 1]. 设曲线 γ 由参数方程

z(t) = (f(t), f(t)), t ∈ [0, 1] 表示. 则 γ 为一个单位正方形的对角线段, 从而

L(γ) =
√
2. 但 ∫ 1

0

√
(f ′(t))2 + (f ′(t))2 dt = 0 < L(γ).

下面我们利用命题 24.9 给出弧长公式 (53) 成立的充要条件. 设 γ : z(t) =

(x(t), y(t)), t ∈ [a, b] 如上. 定义复值函数 f(t) = x(t) + iy(t), t ∈ [a, b]. 利用

复平面 C 与 R2 的自然对应:z = x + iy ∈ C ↔ (x, y) ∈ Rd 以及其上绝对值

的自然对应: |z| =
√
x2 + y2 = |(x, y)|, 我们容易发现对任意 [a, b] 的任意划分

P : a = t0 < t1 < · · · < tn = b,

V (f, P ) =

n∑
j=1

|f(tj)− f(tj−1)| =
n∑

j=1

|z(tj)− z(tj−1)|.

从而

V b
a (f) := sup

P
V (f, P ) = sup

P

n∑
j=1

|z(tj)− z(tj−1)| = L(γ).

并且注意到 ∫ b

a

√
(x′(t))2 + (y′(t))2 dt =

∫ b

a

|f ′(t)| dt.

从而我们有如下命题 24.9 的直接推论.

推论 25.2. 设 γ : z(t) = (x(t), y(t)), t ∈ [a, b] 是一条可求长连续曲线. 令

f(t) = x(t) + iy(t) 如上. 则

f ∈ AC[a, b]C ⇔ 弧长公式 (53) 成立.

注记 25.3. 结合命题 21.7 我们知道 γ 可求长当且仅当 f ∈ BV[a, b]C; 进一步

的, 弧长公式 (53) 成立当且仅当 f ∈ AC[a, b]C.
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25.2 抽象测度论

接下来我们讨论这学期的最后一章内容: 抽象测度理论. 我们的目标是将欧

式空间上的 Lebesgue 测度论抽象化, 从而得到一般集合上的测度论. 给定一个

非空集合 X, 为建立 X 上的测度论, 类比于 Lebesgue 测度, 我们需要规定 X 上

的 “可测集” 并规定这些可测集的 “大小”.

接下来的讨论中我们均假设 X 是一个非空集合, P(X) 是 X 的子集全体.

首先我们引入 X 上的 “可测集”: 它们由 X 上的一个 σ-代数给出.

定义 25.4. 若M ⊂ P(X) 满足

(i) ∅, X ∈ M;

(ii) {Ej}∞j=1 ⊂ M ⇒
⋃∞

j=1Ej ∈ M;

(iii) E ∈ M ⇒ Ec ∈ M;

则称M 是 X 上的一个 σ-代数.

注记 25.5. 设 {Mα}α∈I 是一族 X 上的 σ-代数, 易见
⋂

α∈I Mα 也是 X 上

的一个 σ-代数. 因此对任意 E ⊂ P(X), 存在唯一一个最小的包含 E 的 σ-代数

(即为所有包含 E 的 σ-代数的交集), 记为 σ(E), 称为 E 生成的 σ-代数.

例 25.6. (i) {∅, X}, P(X) 是 X 上的两个平凡 σ-代数.

(ii) LRd = {Rd 上 Lebesgue 可测集} 是 Rd 上的一个 σ-代数.

(iii) BRd = {Rd 上 Borel 集} 也是 Rd 上的一个 σ-代数; 它是 Rd 上所有开集

生成的 σ-代数.

(iv) 设 E ⊂ Rd 非空且 Lebesgue 可测. 则 LE := {F ∩ E : F ∈ LRd} 是 E 上

的一个 σ-代数.

(v) X 为不可数集, 则 {E ⊂ X : E 或 Ec 可数} 是 X 上的一个 σ-代数.

有了可测集之后, 下面我们规定这些可测集的大小, 即引入 X 上测度概念.

定义 25.7. (i) 设 M ⊂ P(X) 是 X 上的一个 σ-代数. 则称二元组 (X,M)

为一个可测空间,

(ii) 设 (X,M) 是一个可测空间. 若映射 µ : M → [0,∞] 满足可数可加性, 即

{Ej}∞j=1 ⊂ M 两两不交 ⇒ µ(

∞⊔
j=1

Ej) =

∞∑
j=1

µ(Ej),

则称 µ 为 (X,M) 上的一个测度. 称三元组 (X,M, µ) 为一个测度空间.
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(iii) 若测度 µ 满足 µ(X) <∞, 则称 µ 是一个有限测度; 若 µ(X) = 1, 则称 µ

是一个概率测度, (X,M, µ) 称为一个概率空间.

例 25.8. (i) (Rd,LRd ,m) 是一个测度空间.

(ii) (Rd,BRd ,m|BRd
) 也是一个测度空间.

(iii) 设 E ⊂ Rd 非空且 Lebesgue 可测, LE 如上. 则 (E,LE ,m|LE
) 是一个测

度空间. 若 m(E) <∞, 则其为一个有限测度空间.

(iv) Dirac 测度: X 为任一非空集合, x ∈ X. 对任意 E ⊂ X,

δx(E) =

 1 x ∈ E,

0 x /∈ E.

则 (X,P(X), δx) 是一个概率测度空间.

(v) 计数测度: 设 X 为一非空集合. 对任意 E ⊂ X,

µ(E) :=

 #E #E <∞,

∞ #E = ∞.

则 (X,P(X), µ) 是一个测度空间. 形式上, “µ =
∑

x∈X δx”.

我们期望测度满足的一些常见性质可由可数可加性推出.

定理 25.9. 设 (X,M, µ) 是一个测度空间. 则

(i) (单调性) 对任意 E1, E2 ∈ M, 若 E1 ⊂ E2, 则 µ(E1) ≤ µ(E2).

(ii) (次可数可加性) {Ej}∞j=1 ⊂ M, 则 µ(
⋃∞

j=1Ej) ≤
∑∞

j=1 µ(Ej).

(iii) (单调集列测度连续性) 设 {Ej}∞j=1 ⊂ M.

• 若 Ej ↗, 则 µ(
⋃∞

j=1Ej) = limj→∞ µ(Ej).

• 若 Ej ↘且存在 k ≥ 1使得 µ(Ek) <∞,则 µ(
⋂∞

j=1Ej) = limj→∞ µ(Ej).

证明. 我们只证明 (i) 和 (ii); (iii) 的证明与 Lebesgue 测度情形完全相同 (见定

理 6.3). 在开始证明前我们注意到对任意 E,F ∈ M, E \ F ∈ M. 这是因为

(E \ F )c = (E ∩ F c)c = Ec ∪ F ∈ M. 从而 E \ F ∈ M. 下面我们开始证明. 首

先证单调性. 设 E1, E2 ∈ M. 若 E1 ⊂ E2, 则 E2 = E1 t (E2 \E1). 由刚刚讨论

E2 \ E1 ∈ M. 从而由可数可加性有

µ(E2) = µ(E1 t E2 \ E1) = µ(E1) + µ(E2 \ E1) ≥ µ(E1).
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下证次可数可加性. 设 {Ej}∞j=1 ⊂ M. 我们想要应用可数可加性, 为此我们构造

出一列两两不交的集列: 令 F1 := E1, 对任意 k ≥ 2, 令 Fk := Ek \ (
⋃k−1

j=1 Ej).

则注意到 Fj ∈ M, Fj ⊂ Ej 且
⋃∞

j=1Ej =
⊔∞

j=1 Fj . 从而

µ(

∞⋃
j=1

Ej) = µ(

∞⊔
j=1

Fj)
可数可加性
=

∞∑
j=1

µ(Fj)
单调性

≤
∞∑
j=1

µ(Ej).

下面我们讨论与零测集相关的一些概念.

定义 25.10. 设 (X,M, µ) 是一个测度空间.

(i) 设 E ∈ M. 若 µ(E) = 0, 则称 E 是一个 µ-零测集, 记 N := {E ∈ M :

µ(E) = 0}.

(ii) 若性质 P 在一个 µ-零测集外成立, 则称 P , µ-a.e. 成立.

(iii) 若 M 包含任意 µ-零测集的所有子集 (即 ∀E ∈ N 有 F ∈ M, ∀F ⊂ E)

则称 µ 是完备的.

例 25.11. (Rd,LRd ,m) 完备 (命题 4.9 (2)), 但 (Rd,BRd ,m|BRd
) 不完备. 回忆

BRd ⊊ LRd , 这是因为存在 Lebesgue 零测的非 Borel 集. 另一方面 BRd 也仅仅

相差这些零测集 (定理 5.5) : 对任意 E ∈ LRd ,

(i) 存在 Gδ 集 G ⊃ E, Lebesgue 零测集 N1 ∈ LRd 使得 G = E ∪N1;

(ii) 存在 Fσ 集 F , Lebesgue 零测集 N2 ∈ LRd 使得 E = F ∪N .

由上述 (i) 可知 Borel 零测集 G 存在非 Borel 的子集.

上述例子中 Lebesgue 可测集可由在 Borel 集中添加进所有 Borel 零测集的

子集得到. 我们称 m 是 m|BRd
的完备化. 类似的, 对一般的测度空间 (未必完

备), 我们可以将所有零测集的子集添加进 σ-代数 M 从而得到一个完备的测度

空间.

定理 25.12. 设 (X,M, µ) 是一个测度空间. 令 N = {N ∈ M : µ(N) = 0} 如

上,

M := {E ∪ F : E ∈ M, F ⊂ N对某个 N ∈ N}.

则 M 是 X 上的一个 σ-代数, 并且存在唯一的测度 µ : M → [0,∞] 使得

µ|M = µ.
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注记 25.13. µ 称为 µ 的完备延拓或完备化.

证明. 我们首先验证 M 是一个 σ-代数. 显然 ∅, X ∈ M ⊂ M. 验证 M 在可数

并下封闭也相对容易, 我们留作作业. 下面我们证 M 在取补下封闭. 设 E ∈ M,

要证 E
c ∈ M. 由定义 E = E ∪ F , 其中 E ∈ M, 且存在 N ∈ N 使得 F ⊂ N .

将 F 替换成 F \ E, N 替换成 N \ E, 不妨设 E ∩N = ∅31. 从而

E
c
= (E ∪ F )c = Ec ∩ F c = (Ec ∩ F c ∩N c) ∪ (Ec ∩ F c ∩N)

= (Ec ∩N c) ∪ (N \ F ).

这里最后一个等式用到 N c ⊂ F c (因为 F ⊂ N) 以及 N ⊂ Ec; 也参见图 10. 因

为 Ec ∩N c ∈ M, N \ F ⊂ N 且 N ∈ N , 从而 (E ∪ F )c ∈ M. 由此即证得 M

是一个 σ-代数.

剩余关于 µ 的论断我们也留作作业.

图 10: Ec ∩ F c = (Ec ∩N c) ∪N \ F .

31课上我们假设的是 E ∩ F = ∅, 但更准确的应该假设 E ∩N = ∅.
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26 第二十六讲

5 月 27 日

26.1 构造测度

令 X 为一非空集合. 我们今天的目标是要在 X 上构造出测度. 回忆在

Lebesgue 测度的构造过程中我们首先规定了矩体的 “大小” 为其体积, 进一步的

我们利用方体覆盖定义了 Lebesgue 外测度 (参见定义 3.1). 这是定义在 P(Rd)

上的一个映射, 并满足一些我们所期待的测度性质 (除了可数可加性); 参见命题

3.6. 最后我们将 Lebesgue 外测度限制在 Lebesgue 可测集 (参见定义 4.7) 上由

此定义了 Lebesgue 测度. 为定义 X 上的测度, 我们遵循类似的过程. 首先我们

模仿 Lebesgue 外测度的性质定义 X 上的外测度.

定义 26.1. 设 X 是一个非空集合. 若映射 µ∗ : P(X) → [0,∞] 满足

(i) µ∗(∅) = 0;

(ii) (单调性) 设 E1 ⊂ E2 ⊂ X, 则 µ∗(E1) ≤ µ∗(E2);

(iii) (次可数可加性) 设 {Ej}∞j=1 ⊂ X, 则 µ∗(
⋃∞

j=1Ej) ≤
∑∞

j=1 µ∗(Ej);

则称 µ∗ 为 X 上的一个外测度.

设 µ∗ 是 X 上的一个外测度. 接下来的问题是如何由此诱导出 X 上的一个

测度. 对 Lebesgue 测度, 我们引入了 Lebesgue 可测的概念并将 Lebesgue 外测

度限制在 Lebesgue 可测集上. 然而 Lebesgue 可测的定义中运用了开集, 在一

个一般的 (未引入拓扑的) 集合上并没有开集的概念. 作为替代, 我们引入如下

µ∗-可测的概念. 注意到当 (X,µ∗) = (Rd,m∗) 时, 这一条件与 Lebesgue 可测等

价 (参见作业 3a).

定义 26.2. 设 µ∗ 是 X 上的一个外测度. 集合 E ⊂ X 称为 µ∗-可测若 E 满足

µ∗(A) = µ∗(E ∩A) + µ∗(E
c ∩A), ∀A ⊂ X. (54)

注记 26.3. 因为 µ∗ 满足次可数可加性, 等式 (54) 中的 “≤” 一直成立. 因此为

验证 (54), 只需证明

µ∗(A) ≥ µ∗(E ∩A) + µ∗(E
c ∩A), ∀A ⊂ X.

下面的定理告诉我们如何从外测度诱导出一个测度.
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定理 26.4 (Caratheodory 定理). 设 µ∗ 是 X 上的一个外测度, 令

M := {E ⊂ X : E µ∗-可测}.

则M 是 X 上的一个 σ-代数且 µ := µ∗|M 是 (X,M) 上的一个完备测度.

证明. 我们首先证明 M 是一个 σ-代数. 首先注意到等式 (54) 关于 E 和 Ec 对

称, 从而 M 在取补下封闭. 进一步的, 易见 ∅ ∈ M. 从而也有 X = ∅c ∈ M. 因

此只需证明 M 在可数并下封闭. 我们断言:

(i) E1, E2 ∈ M ⇒ E1 ∪ E2 ∈ M.

(ii) 进一步的, 若 E1, E2 不交, 则 µ∗(E1

⊔
E2) = µ∗(E1) + µ∗(E2).

首先证明断言 (i). 设 E1, E2 ∈ M, 令 E = E1 ∪ E2. 对任意 A ⊂ X, 要证

µ∗(A) ≥ µ∗(E ∩A) + µ∗(E
c ∩A).

因为 E1, E2 ∈ M, 我们有

µ∗(A) = µ∗(E2 ∩A) + µ∗(E
c
2 ∩A)

= µ∗(E1 ∩ E2 ∩A) + µ∗(E
c
1 ∩ E2 ∩A) + µ∗(E1 ∩ Ec

2 ∩A) + µ∗(E
c
1 ∩ Ec

2 ∩A).

注意到

(E1 ∩ E2 ∩A) ∪ (Ec
1 ∩ E2 ∩A) ∪ (E1 ∩ Ec

2 ∩A) = E ∩A,

且 Ec
1 ∩ Ec

2 = Ec. 从而由次可数可加性有

µ∗(A) ≥ µ∗(E ∩A) + µ∗(E
c ∩A).

断言 (i) 得证. 下证断言 (ii). 我们假设 E1 ∩ E2 = ∅, 则

µ∗(E) = µ∗(E1 ∩ E) + µ∗(E
c
1 ∩ E) = µ∗(E1) + µ∗(E2).

这里第二个不等式成立是因为 E1 ∩ E = E1 且 Ec
1 ∩ E = Ec

1 ∩ E2 = E2 (因为

E1 ∩ E2 = ∅, 从而 E2 ⊂ Ec
1). 断言 (ii) 得证.

下面我们证 M 在可数并下封闭. 设 {Ej}∞j=1 ⊂ M, 令 G =
⋃∞

j=1Ej , 要证

G ∈ M. 令 Gk =
⋃k

j=1Ej . 由上述断言 (i) 可知 Gk ∈ M. 令 F1 = E1, 对任意

k ≥ 2, 令 Fk = Ek \
⋃k−1

j=1 Ej . 注意到因为 M 在取补和有限交并下封闭, 我们

也有 {Fj}∞j=1 ⊂ M. 进一步的我们还有 {Fj}∞j=1 两两不交且满足

Gk =

k⋃
j=1

Ej =

k⊔
j=1

Fj , (∀ k ≥ 1) 且 G =

∞⋃
j=1

Ej =

∞⊔
j=1

Fj .
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对任意 A ⊂ X, 对任意 k ≥ 1,

µ∗(A)
Gk∈M
= µ∗(Gk ∩A) + µ∗(G

c
k ∩A)

≥ µ∗(Gk ∩A) + µ∗(G
c ∩A)

= µ∗

 k⊔
j=1

Fj ∩A

+ µ∗(G
c ∩A)

= µ∗(Fk ∩A) + µ∗

k−1⊔
j=1

Fj ∩A

+ µ∗(G
c ∩A)

归纳的
=

k∑
j=1

µ∗(Fj ∩A) + µ∗(G
c ∩A).

这里倒数第二个等式成立是因为 Fk ∈ M 且 F1, · · · , Fk 两两不交. 令 k → ∞

即得

µ∗(A) ≥
∞∑
j=1

µ∗(Fj ∩A) + µ∗(G
c ∩A) ≥ µ∗(G ∩A) + µ∗(G

c ∩A). (55)

上述最后一个不等式成立是因为关系
⊔∞

j=1 Fj = G 以及 µ∗ 满足次可数可加性.

再由次可数可加性我们有

µ∗(G ∩A) + µ∗(G
c ∩A) ≥ µ∗(A).

从而不等式 (55) 中均为等式, 即知 G ∈ M. 进一步的, 若 {Ej}∞j=1 两两不交, 则

Fj = Ej . 令 A =
⊔∞

j=1 Fj . 将其代入 (55) 中第一个等式并注意到 Gc ∩ A = ∅

即得

µ∗(A) =

∞∑
j=1

µ∗(Ej ∩A).

即 µ∗ 在 M 上满足可数可加性. 因此 µ = µ∗|M 是 (X,M) 上的一个测度.

最后, 我们证明 µ 是一个完备测度. 设 E ∈ M 满足 µ∗(E) = 0. 则对任意

F ⊂ E, 对任意 A ⊂ X, 有

µ∗(F ∩A) ≤ µ∗(E ∩A) ≤ µ∗(E) = 0.

从而 µ∗(F ∩A) = 0. 因此

µ∗(A) ≥ µ∗(F
c ∩A) = µ∗(F

c ∩A) + µ∗(F ∩A).

即得 F ∈ M, 从而 µ 完备.
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接下来我们讨论如何在 X 上构造出一个外测度. 在集合 X 上我们往往有

一些 “标准集”, 对这些标准集我们可以自然的定义其大小 (例如我们规定欧氏

空间中的矩体的大小为其体积). 自然的我们期望将这些标准集的大小推广到 X

的任意子集从而得到一个外测度. 在作这样的推广之前, 我们首先引入如下定

义.

定义 26.5. 若 A ⊂ P(X) 满足

(i) ∅, X ∈ A;

(ii) E1, E2 ∈ A ⇒ E1∪E2 ∈ A (等价的, E1, · · · , EN ∈ A ⇒
⋃N

j=1Ej ∈ A);

(iii) E ∈ A ⇒ Ec ∈ A;

则称 A 为 X 上的一个代数.

定义 26.6. 设 A 是 X 上的一个代数. 若映射 µ0 : A → [0,∞] 满足

(i) µ0(∅) = 0,

(ii) (A 内可数可加性) 对任意 {Ej}∞j=1 ⊂ A 两两不交且
⊔∞

j=1Ej ∈ A, 则

µ0(
⊔∞

j=1Ej) =
∑∞

j=1 µ0(Ej),

则称 µ0 是 A 上的一个预测度.

注记 26.7. 回忆一个 σ-代数在可数交并, 取补, 取差集下封闭, 而相应的一个

代数也在取补, 取差集下封闭, 但仅在有限交并下封闭. 设 E := {X 上标准集},

| · | 是自然衡量标准集大小的映射. 我们可以取 M = σ(E) 为 E 生成的 σ-代

数. 然而因为 σ-代数在可数交并下封闭, 其中的集合可能会相当复杂, 从而无

法直接将 | · | 推广到 M 上. 相应的, 令 A 为 E 生成的代数, 因为 A 中只

涉及集合的有限交并, 我们往往可以相对容易地将 | · | 推广到 A 上. 例如,

设 X = R, E = {R 上区间}. 则可证 M = BR 为 R 上的 Borel σ-代数, 而

A = {区间的有限不交并} (作业). 我们可以自然地将区间长度推广到 A 中的元

素上. 另一方面, 相比于直接考虑 E, A 具有一定的结构 (在有限交并, 取补, 取

差集下封闭), 这会简化我们接下来的一些讨论.

下面的命题告诉我们如何从一个预测度诱导出一个外测度. 再结合定理

26.4, 从而可以在 X 上构造出一个测度.
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命题 26.8. 设 µ0 是代数 A 上的一个预测度. 定义

µ∗(E) := inf


∞∑
j=1

µ0(Ej) : {Ej} ⊂ A, E ⊂
∞⋃
j=1

Ej

 . (56)

则

(i) µ∗ 是 X 上的一个外测度 (留作作业).

(ii) µ∗|A = µ0.

(iii) A 中元素均 µ∗-可测 (在 (54) 意义下).



27 第二十七讲 149

27 第二十七讲

5 月 29 日

设 µ0 是代数 A 上的一个预测度. 在证明命题 26.8 之前我们注意到因为预测度

定义的性质 (ii), 预测度满足 A 内的单调性:

对任意 E1, E2 ∈ A, 若 E1 ⊂ E2, 则 µ0(E1) ≤ µ0(E2).

命题 26.8 证明. (i) 留作作业. 下面证明 (ii). 设 E ∈ A, 要证 µ∗(E) = µ0(E).

因为 E ∈ A 且 E 为自己本身的覆盖, 由 µ∗ 定义我们有 µ∗(E) ≤ µ0(E). 下证

µ∗(E) ≥ µ0(E). 对任意 {Ej}∞j=1 ⊂ A 满足 E ⊂
⋃∞

j=1Ej , 令

F1 := E ∩ E1, Fk := E ∩ (Ek \
k−1⋃
j=1

Ej), (∀ k ≥ 2).

因为 A 在取有限交并以及差集下封闭, 我们有 {Fj}∞j=1 ⊂ A. 并且注意到⊔∞
j=1 Fj = E ∈ A 以及 Fj ⊂ Ej . 从而由预测度的性质 (ii) 以及单调性我们

有

µ0(E) = µ0(

∞⊔
j=1

Fj) =

∞∑
j=1

µ0(Fj) ≤
∞∑
j=1

µ0(Ej).

由 {Ej}∞j=1 任意性有 µ0(E) ≤ µ∗(E).

对 (iii), 设 E ∈ A, 我们要证对任意 A ⊂ X,

µ∗(A) ≥ µ∗(E ∩A) + µ∗(E
c ∩A). (57)

对任意 ϵ > 0, 由 µ∗ 定义存在 {Aj}∞j=1 ⊂ A 使得 A ⊂
⋃∞

j=1Aj 并且

∞∑
j=1

µ0(Aj) ≤ µ∗(A) + ϵ.

另一方面, 对任意 j ≥ 1 有 Aj = (E ∩Aj)t (Ec ∩Aj). 因为 E,Aj ∈ A, 从而由

预测度定义性质 (ii) 有

µ0(Aj) = µ0(E ∩Aj) + µ0(E
c ∩Aj).

因此

µ∗(A) + ϵ ≥
∞∑
j=1

µ0(Aj) =

∞∑
j=1

µ0(E ∩Aj) +

∞∑
j=1

µ0(E
c ∩Aj)

≥ µ∗(E ∩A) + µ∗(E
c ∩A).

这里最后一个不等式成立是因为 E ∩ A ⊂
⋃∞

j=1E ∩ Aj , Ec ⊂
⋃∞

j=1E
c ∩ Aj 并

且 {E ∩Aj}∞j=1, {Ec ∩Aj}∞j=1 ⊂ A. 令 ϵ→ 0+ 即得 (57). 命题 (iii) 得证.
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定理 27.1. 设 (X,A, µ0, µ∗) 如上. 令 M = σ(A) 为 A 生成的 σ-代数. 则

µ := µ∗|M 是M 上的一个测度且满足 µ|A = µ0. 进一步的, 若 µ σ-有限, 则 µ

是M 上唯一的 µ0 的延拓测度.

证明. 由命题 26.8 (i) 可知 µ∗ 是 X 上的一个外测度. 令 M′ := {E ⊂ X :

E µ∗-可测}. 则由定理 26.4, M′ 是一个 σ-代数且 µ∗|M′ 是 M′ 上的一个测

度, 即 µ∗ 在 M′ 上满足可数可加性. 再由命题 26.8 (iii) 可知 A ⊂ M′. 因此

M = σ(A) ⊂ M′ (这是因为 M 作为 A 生成的 σ-代数, 包含在所有包含 A 的

σ-代数中). 从而 µ∗ 在 M 中也满足可数可加性, 即 µ = µ∗|M 是一个 M 上的

测度. 进一步的, 我们有

µ|A = (µ∗|M)|A = µ∗|A = µ

这里的第二等式成立是因为 A ⊂ M, 第三个等式成立是因为命题 26.8 (ii).

下面我们证明唯一性. 假设 µ σ-有限, 即存在 {Ej}∞j=1 ⊂ M 使得 X =⋃∞
j=1Ej 且对任意 j ≥ 1, µ(Ej) < ∞. 设 ν 是 M 上的另一个 µ0 的延拓测度,

即 ν|A = µ0. 我们要证 ν = µ, 即对任意 F ∈ M, ν(F ) = µ(F ). 我们断言:

对任意 E ∈ M, ν(E) ≤ µ(E), 且若 µ(E) <∞, 则 ν(E) = µ(E).

首先注意到断言蕴含了唯一性: 对任意 F ∈ M, 对任意 k ≥ 1, 令 Fk = F ∩

(
⋃k

j=1Ej). 则注意到 Fk ↗ F 且 µ(Fk) < ∞ (因为 E1, · · · , Ek 相对于 µ 均是

有限测度). 从而由断言的第二部分我们有 ν(Fk) = µ(Ek). 再由单调集列的测

度连续性我们有

µ(F ) = lim
k→∞

µ(Fk) = lim
k→∞

ν(Fk) = ν(F ).

即证得唯一性. 下面我们证明断言. 在证明之前我们首先注意到

(i) 对任意 E ∈ A, µ(A) = µ∗(A) = µ0(A) = ν(A).

(ii) 对任意 E ∈ M, µ∗(E) = µ(E).

对任意 E ∈ M, 因为 µ(E) = µ∗(E), 由外测度 µ∗ 定义 (参见 (56)), 要

证 ν(E) ≤ µ(E), 只需证对任意 {Ej}∞j=1 ⊂ A 满足 E ⊂
⋃∞

j=1Ej 有 ν(E) ≤∑∞
j=1 µ0(Ej). 这一不等式成立是因为

ν(E) ≤ ν(

∞⋃
j=1

Ej) ≤
∞∑
j=1

ν(Ej) =

∞∑
j=1

µ0(Ej).
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即证得 ν(E) ≤ µ(E). 这里第二个不等式用到了测度 ν 的可数可加性, 最后一个

等式成立是因为 Ej ∈ A.

下面我们证若 µ(E) <∞, 则 µ(E) = ν(E). 因为 ν(E) ≤ µ(E) 一直成立, 只

需证 ν(E) ≥ µ(E). 同样的, 由外测度 µ∗ 定义, 对任意 ϵ > 0, 存在 {Ej}∞j=1 ⊂ A

使得 E ⊂
⋃∞

j=1Ej 并且

∞∑
j=1

µ0(Ej) ≤ µ(E) + ϵ.

令 E∞ :=
⋃∞

j=1Ej . 由上述不等式以及测度 µ 的次可数可加性可知

µ(E∞) ≤
∞∑
j=1

µ(Ej) =

∞∑
j=1

µ0(Ej) ≤ µ(E) + ϵ.

另一方面, 注意到 Fk :=
⋃k

j=1Ej ∈ A 且 Fk ↗ E∞. 从而由测度连续性我们有

µ(E∞) = lim
k→∞

µ(Fk) = lim
k→∞

ν(Fk) = ν(E∞).

这里的第二个等式用到 µ|A = ν|A = µ0 且 Fk ∈ A. 并且由分解 E∞ = E t

(E∞ \ E) 以及测度的可数可加性我们有

µ(E∞) = µ(E) + µ(E∞ \ E), ν(E∞) = ν(E) + ν(E∞ \ E).

由于 µ(E) <∞, 上述第一个等式以及关系 µ(E∞) ≤ µ(E) + ϵ 告诉我们

µ(E∞ \ E) = µ(E∞)− µ(E) ≤ ϵ.

从而 ν(E∞ \ E) ≤ µ(E∞ \ E) ≤ ϵ. 因此

ν(E) = ν(E∞)− ν(E∞ \ E) ≥ ν(E∞)− ϵ = µ(E∞)− ϵ ≥ µ(E)− ϵ.

令 ϵ→ 0+ 即得 ν(E) ≥ µ(E). 命题得证.

27.1 积分理论

接下来我们快速的建立一般测度空间上的积分理论, 其构造过程与 Lebesgue

积分的构造几乎相同, 这里我们只罗列重要的结论而不给出证明.

假设 (X,M, µ) 是一个测度空间. 我们还假设 µ 是 σ-有限的.

定义 27.2. 设函数 f : X → [−∞,∞] 满足对任意 a ∈ R, 集合 {f < a} 均可测,

即 {f < a} ∈ M, 则称 f 可测.
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命题 27.3. (i) 设 {fn}∞n=1 是一列可测函数, 则

sup
n
fn, inf

n
fn, lim sup

n→∞
fn, lim inf

n→∞
fn

均可测.

1. 设 f, g 可测, 则

cf (c ∈ R), f+ := max(f, 0), f− = −min(f, 0), f ± g, fg

均可测, 这里最后两种情形下我们假设 f, g 均是有限实值函数.

定义 27.4. 简单函数是形如 φ =
∑n

j=1 ajχEj
的函数, 其中 aj ∈ R, Ej ∈ M.

定理 27.5 (简单函数逼近定理). (i) 设 f 非负可测, 则存在一列非负简单函

数 {φk}∞k=1 使得 φk ↗ f .

(ii) 设 f 可测, 则存在一列简单函数 {φk}∞k=1 使得 φk → f 且 |φk| ↗ |f |.

简略证明. (i) 对任意 k ≥ 1, 1 ≤ j ≤ k2k, 令

Fk := {f ≥ k}, Ej,k :=

{
j − 1

2k
≤ f <

j

2k

}
.

令

φk := kχFk
+

k2k∑
j=1

j − 1

2k
χEj,k

.

则可验证 {φk}∞k=1 满足所要求的条件.

对 (ii), 将 f 写成 f = f+ − f−. 由 (i) 存在非负简单函数列 {φ(1)
k }∞k=1,

{φ(2)
k }∞k=1 使得 φ

(1)
k ↗ f+, φ(2)

k ↗ f−. 令 φk := φ
(1)
k −φ(1)

k . 则可验证 {φk}∞k=1

满足所要求的条件.

下面我们定义测度空间 (X,M, µ) 上的积分.

定义 27.6. (i) 设 φ =
∑n

j=1 ajχEj
为非负简单函数, 定义∫

φ dµ :=

n∑
j=1

ajµ(Ej).

(ii) 设 f 非负可测, 定义∫
f dµ := sup

{∫
φ dµ : 0 ≤ φ ≤ f 简单函数

}
.



27 第二十七讲 153

(iii) 设 f 可测, 定义 ∫
f dµ :=

∫
f+ dµ−

∫
f− dµ,

这里我们要求
∫
f+ dµ 和

∫
f− dµ 至少有一项为有限值. 若

∫
|f | dµ <∞,

则称 f 可积, 记为 f ∈ L1(X,µ).

(iv) 设 E ∈ M, f 可测. 定义 ∫
E

f dµ :=

∫
fχE dµ.

若
∫
E
|f | dµ <∞, 则称 f 在 E 上可积, 记为 f ∈ L1(E, µ).

与 Lebesgue 积分类似, 上述定义的积分满足下列性质.

命题 27.7. 设 f, g ∈ L1(X,µ).

(i) (线性) 对任意 α, β ∈ R,
∫
(αf + βg) dµ = α

∫
f dµ+ β

∫
g dµ.

(ii) (可加性) 对任意 E1, E2 ∈ M, 若 E1 ∩ E2 = ∅, 则∫
E1⊔E2

f dµ =

∫
E1

f dµ+

∫
E2

f dµ.

(iii) (单调性) 若 f ≤ g, 则
∫
f dµ ≤

∫
g dµ.

(iv) (三角不等式) 对任意 E ∈ M,
∣∣∫

E
f dµ

∣∣ ≤ ∫
E
|f | dµ.

下面我们叙述测度空间 (X,M, µ) 上的一些重要积分收敛定理并简述其证

明.

定理 27.8. (i) (MCT) 设 {fk}∞k=1 非负可测且 fk ↗ f . 则
∫
fk dµ↗

∫
f dµ.

简略证明. 首先我们有一个简单函数版本的单调收敛定理: 对任意简单函

数 φ, 对任意 {Ek}∞k=1 ⊂ M 满足 Ek ↗ E, 我们有
∫
Ek
φ dµ ↗

∫
E
φ dµ.

这一结论可由单调集列的测度连续性证得.

下面我们开始证明此定理. 因为 fk ↗ f ,
∫
fk dµ 单调递增且不大于∫

f dµ, 从而 limk→∞
∫
fk dµ ≤

∫
f dµ. 对任意 0 < λ < 1, 任意简单

函数 φ 满足 0 ≤ φ ≤ f , 令 Ek := {fk ≥ λφ}. 由 fk ↗ f 可知 Ek ↗ X.

从而我们有 ∫
fk dµ ≥

∫
Ek

fk dµ ≥
∫
Ek

λφ dµ↗ λ

∫
φdµ.

即 limk→∞
∫
fk dµ ≥ λ

∫
φ dµ. 由 φ任意性再令 λ→ 1我们有 limk→∞

∫
fk dµ ≥∫

f dµ.
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(ii) (Fatou)设 {fk}∞k=1非负可测. 则
∫

lim infk→∞ fk dµ ≤ lim infk→∞
∫
fk dµ.

简略证明. 令 g = lim infk→∞ fk, gk = infn≥k fn. 则 0 ≤ gk ≤ fk 且

gk ↗ g. 从而由单调收敛定理有∫
g dµ = lim

k→∞

∫
gk dµ = lim inf

k→∞

∫
gk dµ ≤ lim inf

k→∞

∫
fk dµ.

(iii) (DCT) 设 {fk}∞k=1 可测且 fk → f , µ-a.e.. 若存在 g ∈ L1(X,µ) 使得

|fk| ≤ g. 则 limk→∞
∫
|fk − f | dµ = 0.

简略证明. 令 hk = |fk − f |. 则由假设有 0 ≤ hk ≤ 2g 且 limk→∞ hk = 0,

µ-a.e.. 对 {2g − hk} 应用 Fatou 引理有∫
lim inf
k→∞

(2g − hk) dµ ≤ lim inf
k→∞

∫
(2g − hk) dµ.

上述不等式左端等于
∫
2g dµ, 右端等于

∫
2g dµ− lim supk→∞

∫
hk dµ, 即

得 lim supk→∞
∫
hk dµ ≤ 0. 因为 hk = |fk − f | ≥ 0, 即得 limk→∞

∫
|fk −

f | dµ = 0.

(iv) (BCT) 设 E ∈ M 满足 µ(E) < ∞. 设 {fk}∞k=1 在 E 上可测且 fk → f ,

µ-a.e. x ∈ E. 若存在 M > 0 使得在 E 上 |fk| ≤M , 则 limk→∞
∫
E
|fk −

f | dµ = 0.

简略证明. 取 g =MχE 并应用控制收敛定理.



28 第二十八讲 155

28 第二十八讲

6 月 3 日

28.1 乘积测度与 Fubini 定理

设 (X1,M1, µ1), (X2,M2, µ2) 是两个测度空间. 我们今天的目标是要在乘

积集合

X1 ×X2 := {(x, y) : x ∈ X2, y ∈ X2}

上定义一个自然的测度. 首先为定义测度, 我们需要给出 X1×X2 上的一个 σ-代

数. 首先我们自然期望如下集合可测.

定义 28.1. 设 A ∈ M1, B ∈ M2. 称集合 A× B 为 X1 ×X2 上的一个可测矩

形. 记M1 ×M2 为 X1 ×X2 上可测矩形的全体.

注意到一般而言M1×M2 并不是一个 σ-代数. 令M1⊗M2 = σ(M1×M2)

为 M1 ×M2 生成的 σ-代数. 我们的目标是要在可测空间 (X,M1 ⊗M2) 上定

义 µ1 与 µ2 的 “乘积” 测度, 记为 µ1 × µ2. 自然的, 我们期望

µ1 × µ2(A×B) = µ1(A)µ2(B), ∀A×B ∈ M1 ×M2. (58)

我们将按照前两次课讨论的 “预测度 → 外测度 → 测度” 的步骤来构造这样的

乘积测度. 首先我们需要定义出 X1 × X2 上的一个预测度; 它是定义在一个代

数上的映射. 令 A 为 M1 ×M2 生成的代数. 我们有如下 A 的精确描述.

引理 28.2. 令 A 如上. 则 A = {可测矩形的有限不交并}.

证明. 证明留作作业.

由引理 28.2 我们知道任意 E ∈ A 均可以写成 E =
⊔n

j=1Aj × Bj 的形式,

其中 Aj ∈ M1, Bj ∈ M2. 由此我们定义映射

µ0 : A → [0,∞], E =

n⊔
j=1

Aj ×Bj 7→ µ0(E) :=

n∑
j=1

µ1(Aj)µ2(Bj).

命题 28.3. 令 A 和 µ0 如上. 则

(i) µ0 是良定义的.

(ii) µ0 是 A 上的一个预测度.
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证明. 首先我们证明 µ0 是良定义的. 任取 E ∈ A, 设 E 有如下两个有限可测矩

形的不交并表示

E =

n⊔
j=1

Aj ×Bj =

m⊔
k=1

Ck ×Dk.

我们要证

n∑
j=1

µ1(Aj)µ2(Bj) =

m∑
k=1

µ1(Ck)µ2(Dk). (59)

从而 µ0(E)(定义为这个公共值) 良定义. 首先注意到

χE(x, y) =

n∑
j=1

χAj×Bj
(x, y) =

n∑
j=1

χAj
(x)χBj

(y). (60)

类似的,

χE(x, y) =

m∑
k=1

χCk
(x)χDk

(y).

固定 y, 在等式 (60) 左右两端关于 x 作积分我们有∫
X1

χE(x, y) dµ1(x) =

∫
X1

n∑
j=1

χAj (x)χBj (y) dµ1(x)

=

n∑
j=1

µ1(Aj)χBj (y).

再对上述等式左右两端关于 y 作积分可得∫
X2

(∫
X1

χE(x, y) dµ1(x)

)
dµ2(y) =

∫
X2

n∑
j=1

µ1(Aj)χBj
(y) dµ2(y)

=

n∑
j=1

µ1(Aj)µ2(Bj).

类似的, 我们有∫
X2

(∫
X1

χE(x, y) dµ1(x)

)
dµ2(y) =

m∑
k=1

µ1(Ck)µ2(Dk).

比较上述两式即得 (59). 注意到这里证明还告诉我们

µ0(E) =

∫
X2

(∫
X1

χE(x, y) dµ1(x)

)
dµ2(y), ∀E ∈ A. (61)

下面我们证明 µ0 是 A 上的一个预测度. 首先注意到 ∅X = ∅X1
× ∅X2

, 从而

µ1 × µ2(∅X) = µ1(∅X1)µ2(∅X2) = 0.
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其次我们要证明对任意 {Ej}∞j=1 ⊂ A, 若 {Ej}∞j=1 两两不交且 E :=
⊔∞

j=1Ej ∈

A, 则

µ0(E) =

∞∑
j=1

µ0(Ej).

因为每个 Ej 是有限个可测矩形的不交并且 {Ej}∞j=1 两两不交, 我们不妨设

Ej = Aj ×Bj 均为可测矩形. 从而我们有

χE(x, y) =

∞∑
j=1

χAj (x)χBj (y), ∀ (x, y) ∈ X.

因为 E ∈ A, 结合等式 (61) 可知

µ0(E) =

∫
X2

(∫
X1

χE(x, y) dµ1(x)

)
dµ2(y)

=

∫
X2

∫
X1

∞∑
j=1

χAj
(x)χBj

(y) dµ1(x)

 dµ2(y)

=

∫
X2

 ∞∑
j=1

χBj (y)

∫
X1

χAj (x) dµ1(x)

 dµ2(y)

=

∫
X2

∞∑
j=1

χBj
(y)µ1(Aj) dµ2(y)

=

∞∑
j=1

µ1(Aj)µ2(Bj) =

∞∑
j=1

µ0(Ej).

命题得证. 这里第三和最后一个等式用到了逐项积分定理 (参见推论 11.532).

因为 µ0 是 A 上的一个预测度, 令 µ∗ 为 µ0 诱导的外测度 (见 (56)). 从而

由定理 27.1 可知 µ1 × µ2 := µ∗|M1⊗M2 是 σ-代数 M1 ⊗ M2 上的一个测度.

由此我们构造出了一个乘积测度空间: (X1 × X2,M1 ⊗ M2, µ1 × µ2). 注意到

µ1 × µ2 满足 µ1 × µ1|A = µ0. 特别的, µ1 × µ2 满足 (58). 另一方面, 容易证明

若 (X1,M1, µ1) 与 (X2,M2, µ2) 均 σ-有限, 则 (X1 ×X2,M1 ⊗M2, µ1 × µ2)

也 σ-有限; 但这两个子测度空间完备推不出乘积测度空间完备.

接下来我们讨论乘积测度空间上的 Fubini 定理, 即我们想要知道在X1×X2

上的积分是否可以转化成在两个子测度空间上的二重积分. 类似于 Lebesgue 测

度情形, 我们引入如下切片函数及切片集合的定义.
32推论 11.5 是相对于 Lebesgue 测度的特殊情形, 但它的证明 (利用单调收敛定理) 可直接推广

到一般测度空间情形.
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定义 28.4. (i) 设 E ⊂ X1 ×X2. 对任意 x ∈ X1, y ∈ X2

Ex := {y ∈ X2 : (x, y) ∈ E} , Ey := {x ∈ X1 : (x, y) ∈ E}

分别称为 E 关于 x 和 y 的切片集合.

(ii) 设 f 为 X1 ×X2 上函数. 对任意 x ∈ X1, y ∈ X2,

fx(y) := f(x, y), fy(x) := f(x, y)

分别称为 f 关于 x 和 y 的切片函数.

在接下来的讨论中我们假设 (X1,M1, µ1) 与 (X2,M2, µ2) 均 σ-有限且完

备. 注意到在一个完备测度空间上, 因为零测集的任意子集均可测, 两个几乎处

处相等的函数的可测性等价.

我们有如下一般乘积空间上的 Fubini 定理.

定理 28.5 (Fubini). 设 f ∈ L1(X1 ×X2, µ1 × µ2), 则

(F1) 对 µ2-a.e. y ∈ X2, fy ∈ L1(X1, µ1).

(F2) 函数 y 7→
∫
X1
fy(x) dµ1(x) 在 (X2,M2, µ2) 上可积.

(F3) ∫
X1×X2

f dµ1 × µ2 =

∫
X2

(∫
X1

f(x, y) dµ1(x)

)
dµ2(y). (62)

类似于 Lebesgue 测度情形, 我们也有如下一般乘积测度空间上的 Tonelli

定理.

定理 28.6 (Tonelli). 设 f 为 X1 ×X2 上的非负可测函数, 则

(T1) 对 µ2-a.e. y ∈ X2, fy 可测.

(T2) 函数 y 7→
∫
X1
fy(x) dµ1(x) 可测.

(T3) 等式 (62) 成立, 并且左右两端允许为 +∞.

与 Lebesgue 测度情形类似, 一般乘积测度空间上的 Tonelli 定理可由 Fubini

定理推出 (利用截断以及单调收敛定理). 我们下面只证明定理 28.5. 注意到

Lebesgue 测度下的 Fubini 定理证明用到了欧氏空间上的开集结构定理, 因此并

不能直接推广到这里. 为避开这一部分证明, 我们引入如下两个集合族.
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设 A 是非空集合 X 上的一个代数, 我们在作业中定义了集合族

Aσ :=
{
∪∞
j=1Ej : Ej ∈ A

}
以及

Aσδ :=
{
∩∞
j=1Fj : Fj ∈ Aσ

}
.

我们在作业中证明了这两个集合族满足如下性质.

命题 28.7. 设 µ0 是代数 A 上的一个预测度, µ∗ 是其诱导的外测度. 则

(i) 对任意 E ⊂ X, ϵ > 0, 存在 A ∈ Aσ 使得 E ⊂ A 且 µ∗(A) ≤ µ∗(E) + ϵ.

(ii) 若 µ∗(E) < ∞, 则 E 是 µ∗-可测当且仅当存在 B ∈ Aσδ 使得 E ⊂ F 且

µ∗(F \ E) = 0.

注记 28.8. 显然 Aσ 在有限并下封闭. 注意到 Aσ 也在有限交下封闭: 设

A,B ∈ Aσ, 即 A =
⋃

j Ej, B =
⋃

j Fj, 其中 Ej , Fj ∈ A. 则

A ∩B = (∪jEj) ∩ (∪kFk) = ∪j,kEj ∩ Fk.

因为 Ej ∩ Fk ∈ A, 即得 A ∩B ∈ Aσ.

下面我们开始证明 Fubini 定理. 定义

F :=
{
f ∈ L1(X1 ×X2, µ1 × µ2) : f 满足条件 (F1), (F2), (F3)

}
.

我们要证 F = L1(X1 ×X2, µ1 × µ2). 显然 F ⊂ L1(X1 ×X2, µ1 × µ2), 因此只

需证 L1(X1 ×X2, µ1 × µ2) ⊂ F . 首先注意到利用与引理 16.6 和 16.7 几乎一样

的证明可知 F 在线性组合以及极限下封闭. 总结如下:

引理 28.9. (i) 对任意 f, g ∈ F , α, β ∈ R, αf + βg ∈ F .

(ii) 设 {fk}∞k=1 ⊂ F 且 f ∈ L1(X1 ×X2, µ1 × µ2). 若 fk ↗ f 或 fk ↘ f , 则

f ∈ F .

注记 28.10. 在接下来的证明中我们将首先证明某些示性函数落在 F 中. 注意

到当 f = χE 为一个示性函数时, Fubini 定理中的三个条件分别等价于

(F1’) 对 µ2-a.e. y ∈ X2, Ey ∈ M1 且 µ1(E
y) <∞.

(F2’) 函数 y 7→ µ1(E
y) 在 (X2,M2, µ2) 上可积.

(F3’) µ1 × µ2(E) =
∫
X2
µ1(E

y) dµ2(y).
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首先我们证明 Aσδ 中的有限测度集合的示性函数均落在 F 中.

命题 28.11. 设 E ∈ Aσδ 且 µ1 × µ2(E) <∞, 则 χE ∈ F .

证明. 情形 1: E = A×B ∈ M1 ×M2. 此时我们有

Ey =

 A y ∈ B,

∅ y /∈ B.

由此易验证 χE 满足条件 (F1’-3’), 从而 χE ∈ F .

情形 2: E ∈ A. 此时由引理 28.2 可知, E =
⊔n

j=1Aj ×Bj 是有限个可测矩形的

不交并. 从而 χE =
∑n

j=1 χAj×Bj . 由情形 1 可知每个 χAj×Bj 均落在 F 中, 从

而再由引理 28.9 (i) 可知 χE ∈ F .

情形 3: E ∈ Aσ. 此时 E =
⋃∞

j=1Ej , 其中 Ej ∈ A. 令 fk = χ∪k
j=1 Ej

. 因为代

数 A 在有限并下封闭, 由情形 2 可知 fk ∈ F . 注意到 fk ↗ χE , 且因为 E 测度

有限, χE ∈ L1(X1 ×X2, µ1 × µ2). 从而由引理 28.9 (ii) 可知 χE ∈ F .

情形 4: E ∈ Aσδ. 此时 E =
⋂∞

j=1 Fj , 其中 Fj ∈ Aσ. 我们再额外假设

µ1 × µ2(F1) <∞. 令 fk = χ∩k
j=1 Fj

. 注意到 fk ↘ χE . 并且由注记 28.8, 情形 3

以及 F1 有限测度假设, 我们知道 fk ∈ F . 从而再由引理 28.9 (ii) 可知 χE ∈ F .

情形 5: E ∈ Aσδ. 此时依然存在 {Fj}∞j=1 ⊂ Aσ 使得 E =
⋂∞

j=1 Fj , 但 F1 未

必具有有限测度. 此时由 (X1,M1, µ1) 与 (X2,M2, µ2) 均 σ-有限假设, 我们知

道 (X1 ×X2,M1 ⊗M2, µ1 × µ2) 也 σ-有限, 从而存在集列 {A′
j} ⊂ M1 ⊗M2

使得 X1 ×X2 =
⋃

j A
′
j 且对任意 j ≥ 1, µ1 × µ2(A

′
j) < ∞. 由命题 28.7 (i) 可

知存在 Aj ∈ Aσ 使得 A′
j ⊂ Aj 且 µ1 × µ2(Aj) ≤ µ1 × µ2(A

′
j) + 1 < ∞. 显然

X1 ×X2 =
⋃

j Aj . 对任意 k ≥ 1, 令 Bk =
⋃k

j=1Aj . 因为 Aσ 在有限并下封闭,

我们有 {Bk} ⊂ Aσ. 另一方面, 注意到 {Bk} 单调递增且 X1 ×X2 =
⋃∞

k=1Bk.

对任意 k ≥ 1, 令 Ek := E ∩Bk, 则 χEk
↗ χE . 另一方面, Ek =

⋂∞
j=1(Fj ∩Bk).

因为 Aσ 还在有限交下封闭, {Fj ∩ Bk}∞j=1 ⊂ Aσ, 从而 Ek ⊂ Aσδ. 并且我们还

有 µ1 × µ2(F1 ∩ Bk) < ∞. 从而由情形 4 可知 χEk
∈ F . 再由引理 28.9 (ii) 以

及 χEk
↗ χE 可知 χE ∈ F . 命题得证.

命题 28.12. 设 E ∈ M1 ⊗M2 且 µ1 × µ2(E) <∞, 则 χE ∈ F .

证明. 首先我们假设 E 为零测集. 则由命题 28.7 (ii) 可知存在 F ∈ Aσδ 使得

E ⊂ F 且 F 为零测集. 特别的, χF ∈ F , 即 F 满足

(i) 对 µ2-a.e. y ∈ X2, F y ∈ M1 且 µ1(F
y) <∞.

(ii) 函数 y 7→ µ1(F
y) 在 (X2,M2, µ2) 上可积.
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(iii)
∫
X2
µ1(F

y) dµ2(y) = 0.

因为对任意 y ∈ X2, Ey ⊂ F y. 由上述 (i) 以及 (X1,M1, µ1) 的完备性可知

对 µ2-a.e. y ∈ X2, Ey 也可测且测度有限. 再结合上述 (iii) 可知 µ1(E
y) = 0,

µ2-a.e. y ∈ X2. 从而函数 y 7→ µ1(E
y) 几乎处处为零, 再由 (X2,M2, µ2) 的完

备性可知此函数可测, 并且显然可积. 最后我们有∫
X2

µ1(E
y) dµ2(y) =

∫
X2

0dµ2(y) = 0 = µ1 × µ2(E).

从而 χE ∈ F .

对一般有限测度的可测集 E ∈ M1 ⊗ M2, 再由命题 28.7 (ii) 可知存在

F ∈ Aσδ 使得 E ⊂ F 且 µ1 × µ2(F \ E) = 0. 令 Z = F \ E. 注意到

χE = χF −χZ . 因为 Z 为零测集, 由上述情形可知 χZ ∈ F . 并且因为 F ∈ Aσδ,

由命题 28.11 可知 χF ∈ F . 最后再由引理 28.9 (i) 可知 χE = χF − χZ ∈ F . 命

题得证.

Fubini 定理证明. 设 f ∈ L1(X1 × X2, µ1 × µ2). 将 f 写成 f = f+ − f− 的

形式. 由简单函数逼近定理可知存在可积非负简单函数列 {φ(1)
k }, {φ(2)

k } 使得

φ
(1)
k ↗ f+, φ(2)

k ↗ f−. 由命题 28.12 以及引理 28.9 (i) 可知 φ
(1)
k , φ

(2)
k ∈ F . 从

而再由引理 28.9 (ii) 可知 f± ∈ F . 最后再由引理 28.9 (i) 可知 f = f+−f− ∈ F .

命题得证.
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