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一、 （20%） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

解法 1：势能 

𝑉 = −𝑚𝑔𝑧 +
1

2
𝑘(2𝜋𝑧 tan 𝛼 − 𝑙)2 

𝛿𝑉 = {−𝑚𝑔 + 𝑘(2𝜋𝑧 tan 𝛼 − 𝑙)2𝜋 tan 𝛼}𝛿𝑧 = 0 

2𝜋𝑧 tan 𝛼 =
𝑚𝑔

2𝜋𝑘 tan 𝛼
+ 𝑙 

 

解法 2：如图，取一小段橡皮绳微元来分析。这段绳受到三个主动力的作用。其中有两个主

动力为弹性张力，其方向在水平面内，大小为𝑘(2𝜋z tan 𝛼 − 𝑙)；这两个力的合力为2 ×

𝑘(2𝜋z tan 𝛼 − 𝑙) cos (
𝜋

2
−

𝑑𝜃

2
) = 𝑘(2𝜋z tan 𝛼 − 𝑙)𝑑𝜃，方向在水平面内，指向橡皮圈的圆心。

另一个主动力是重力，垂直向下，大小为
𝑚

2𝜋
𝑑𝜃𝑔。 

 设橡皮绳微元沿侧面向下发生虚位移，其𝑧分量为𝛿𝑧，水平分量为𝛿𝑧 tan 𝛼，由虚功原理 

∑ �⃗�𝑖 ⋅ 𝛿𝑟𝑖

𝑖

= 0 

−𝑘(2𝜋z tan 𝛼 − 𝑙)𝑑𝜃 ⋅ 𝛿𝑧 tan 𝛼 +
𝑚

2𝜋
𝑑𝜃𝑔 ⋅ 𝛿𝑧 = 0 

−𝑘(2𝜋z tan 𝛼 − 𝑙) tan 𝛼 +
𝑚𝑔

2𝜋
= 0 

2𝜋𝑧 tan 𝛼 =
𝑚𝑔

2𝜋𝑘 tan 𝛼
+ 𝑙 

 

二、 （20 分） 

解： 

（1）变换为 

𝑡′ = 𝑡 
𝑟𝑖

′ = 𝑟𝑖 + �⃗�0𝑡 

�̇�𝑖
′ = �̇�𝑖 + �⃗�0 

得 

𝐿′𝑑𝑡′ = {
1

2
𝑚1�̇�1

′2 +
1

2
𝑚2�̇�2

′2 − 𝑉(𝑟1
′ − 𝑟2

′)} 𝑑𝑡′ 

= {
1

2
𝑚1(�̇�1 + 𝜖)

2
+

1

2
𝑚2(�̇�1 + 𝜖)

2
− 𝑉(𝑟1 − 𝑟2)} 𝑑𝑡 

= 𝐿𝑑𝑡 + (𝑚1�̇�1 + 𝑚2�̇�2) ⋅ 𝜖𝑑𝑡 + 𝒪(𝜖2) 

= 𝐿𝑑𝑡 + 𝑑{(𝑚1𝑟1 + 𝑚2𝑟2) ⋅ 𝜖} + 𝒪(𝜖2) 

所以是准对称变换。 

（2）由 

𝑂 

𝑧 

𝑑𝜃 
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𝛥𝑡 = 0, Δ𝑟𝑖 = 𝜖𝑡, Δ𝜑 = (𝑚1𝑟1 + 𝑚2𝑟2) ⋅ 𝜖 

�⃗�𝑖 =
𝜕𝐿

𝜕�̇�𝑖

= 𝑚𝑖�̇�𝑖(𝑖不求和) 

−𝐻Δ𝑡 + �⃗�𝑖 ⋅ Δ𝑟𝑖 − Δ𝜑 = (𝑚1�̇�1 + 𝑚2�̇�2) ⋅ 𝜖𝑡 − (𝑚1𝑟1 + 𝑚2𝑟2) ⋅ 𝜖 

守恒量为 

(𝑚1�̇�1 + 𝑚2�̇�2)𝑡 − (𝑚1𝑟1 + 𝑚2𝑟2) = 𝑀(�⃗�𝐶𝑡 − 𝑟𝑐) = 𝑀𝑟𝑐(0) 

 

三、 （20 分） 

解：光程 

S[𝑟, 𝜃] = ∫ 𝑛0√1 − 𝛼2𝑟√1 + 𝑟′2 + 𝑟2𝜃′2𝑑𝑧
z2

z1

 

拉氏量为 

𝐿 = 𝑛0√(1 − 𝛼2𝑟)(1 + 𝑟′2 + 𝑟2𝜃′2) 

拉氏方程 

𝑑

𝑑𝑧

𝑟′√1 − 𝛼2𝑟

√1 + 𝑟′2 + 𝑟2𝜃′2
+

𝛼2(1 + 𝑟′2) + (3𝛼2𝑟2 − 2𝑟)𝜃′2

2√(1 − 𝛼2𝑟)(1 + 𝑟′2 + 𝑟2𝜃′2)
= 0 

𝑑

𝑑𝑧
(𝑟2𝜃′√

1 − 𝛼2𝑟

1 + 𝑟′2 + 𝑟2𝜃′2
) = 0 

 

四、 （20 分） 

解：莫培督原理 

0 = 𝛿 ∫ 𝑑𝑠
𝑠2

𝑠1

= 𝛿 ∫ √2𝑚[𝐸 − 𝑉(𝑟)]√𝑟′2 + 𝑟2𝑑𝜃
𝜃2

𝜃1

 

= 𝛿 ∫ √2𝑚(𝐸 − 𝛼𝑢)√
1

𝑢4
𝑢′2 +

1

𝑢2
𝑑𝜃

𝜃2

𝜃1

 

= 𝛿 ∫
1

𝑢2
√2𝑚(𝐸 − 𝛼𝑢)√𝑢′2 + 𝑢2𝑑𝜃

𝜃2

𝜃1

 

𝑑

𝑑𝜃

1

𝑢2 √𝐸 − 𝛼𝑢
𝑢′

√𝑢′2 + 𝑢2
+

2

𝑢3 √𝐸 − 𝛼𝑢√𝑢′2 + 𝑢2 +
1

2𝑢2

𝛼

√𝐸 − 𝛼𝑢
√𝑢′2 + 𝑢2

−
1

𝑢
√𝐸 − 𝛼𝑢

1

√𝑢′2 + 𝑢2
= 0 

2

𝑢

√𝐸 − 𝛼𝑢

√𝑢′2 + 𝑢2
+

𝛼

2√𝐸 − 𝛼𝑢√𝑢′2 + 𝑢2
+

1

𝑢2 √𝐸 − 𝛼𝑢 (
𝑑

𝑑𝜃

𝑢′

√𝑢′2 + 𝑢2
−

𝑢

√𝑢′2 + 𝑢2
) = 0 

2

𝑢

√𝐸 − 𝛼𝑢

√𝑢′2 + 𝑢2
+

𝛼

2√𝐸 − 𝛼𝑢√𝑢′2 + 𝑢2
+

√𝐸 − 𝛼𝑢

𝑢2
(

𝑢′′

√𝑢′2 + 𝑢2
−

𝑢′2(𝑢′′ + 𝑢)

(𝑢′2 + 𝑢2)
3
2

−
𝑢

√𝑢′2 + 𝑢2
) = 0 

2

𝑢

√𝐸 − 𝛼𝑢

√𝑢′2 + 𝑢2
+

𝛼

2√𝐸 − 𝛼𝑢√𝑢′2 + 𝑢2
+

√𝐸 − 𝛼𝑢

𝑢2

1

(𝑢′2 + 𝑢2)
3
2

(𝑢𝑢′′ − 2𝑢′2
− 𝑢2) = 0 

4(𝐸 − 𝛼𝑢)(𝑢′2 + 𝑢2) + 𝛼𝑢(𝑢′2 + 𝑢2) + 2(𝐸 − 𝛼𝑢)(𝑢𝑢′′ − 2𝑢′2
− 𝑢2) = 0 

2(𝐸 − 𝛼𝑢)(𝑢′2 + 𝑢2) + 𝛼𝑢(𝑢′2 + 𝑢2) + 2(𝐸 − 𝛼𝑢)(𝑢𝑢′′ − 𝑢′2
) = 0 

2(𝐸 − 𝛼𝑢)𝑢𝑢′′ + 𝛼𝑢𝑢′2 + 2𝐸𝑢2 − 𝛼𝑢3 = 0 
2(𝐸 − 𝛼𝑢)𝑢′′ + 𝛼(𝑢′2 + 𝑢2) + 2(𝐸 − 𝛼𝑢)𝑢 = 0 

 

注：如果把广义能量积分 

𝐽 = √2𝑚(𝐸 − 𝛼𝑢)
1

√𝑢′2 + 𝑢2
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𝑢′2 + 𝑢2

2(𝐸 − 𝛼𝑢)
=

𝑚

𝐽2
 

代入，则方程化简为 Binet 方程 

𝑢′′ + 𝑢 =
𝑚𝛼

𝐽2
 

 

五、 （20%） 

解：  

（1） 

𝜕𝑡𝜓 = �̇�1(𝑡)(𝑥2 − 𝑎2) + �̇�2(𝑡)(𝑥2 − 𝑎2)𝑥 
𝜕𝑥𝜓 = 𝑞1(𝑡) ⋅ 2𝑥 + 𝑞2(𝑡)(3𝑥2 − 𝑎2) 

作用量 

S = ∫ 𝑑𝑡 ∫ 𝑑𝑥ℒ
𝑎

−𝑎

𝑡2

𝑡1

 

𝐿 = ∫ 𝑑𝑥ℒ
𝑎

−𝑎

 

=
1

2
𝜌�̇�1

2 ∫ (𝑥2 − 𝑎2)2𝑑𝑥
𝑎

−𝑎

+ 𝜌�̇�1�̇�2 ∫ (𝑥2 − 𝑎2)2𝑥𝑑𝑥
𝑎

−𝑎

+
1

2
𝜌�̇�2

2 ∫ (𝑥2 − 𝑎2)2𝑥2𝑑𝑥
𝑎

−𝑎

 

  −
1

2
𝑌𝑞1

2 ∫ 4𝑥2𝑑𝑥
𝑎

−𝑎

− 𝑌𝑞1𝑞2 ∫ 2𝑥(3𝑥2 − 𝑎2)𝑑𝑥
𝑎

−𝑎

−
1

2
𝑌𝑞2

2 ∫ (3𝑥2 − 𝑎2)2𝑑𝑥
𝑎

−𝑎

 

=
1

2
𝜌�̇�1

2 ⋅
16𝑎5

15
+ 𝜌�̇�1�̇�2 ⋅ 0 +

1

2
𝜌�̇�2

2 ⋅
16𝑎7

105
−

1

2
𝑌𝑞1

2 ⋅
8𝑎3

3
− 𝑌𝑞1𝑞2 ⋅ 0 −

1

2
𝑌𝑞2

2
8𝑎5

5
 

=
8𝜌𝑎5

105
(7�̇�1

2 ⋅ +𝑎2�̇�2
2) −

4𝑌𝑎3

15
(5𝑞1

2 + 3𝑎2𝑞2
2) 

 

（2）运动方程 

2𝜌𝑎2�̈�1 + 5𝑌𝑞1 = 0 
2𝜌𝑎2�̈�2 + 21𝑌𝑞2 = 0 


