
第一周作业答案

罗曾宇

题目 1. 证明 ϵijkϵpqk = δipδjq − δiqδjp.

解答.

ϵijkϵpqk =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
δip δiq δik

δjp δjq δjk

δkp δkq δkk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
δip δiq 0

δjp δjq 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = δipδjq − δiqδjp.

注：注意，这里的第二个等号并没有那么显然，因为这里 k 是哑指标，按

理应该遍历求和，也就是说∣∣∣∣∣∣∣∣∣
δip δiq δik

δjp δjq δjk

δkp δkq δkk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
δip δiq δi1

δjp δjq δj1

δ1p δ1q δ11

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
δip δiq δi2

δjp δjq δj2

δ2p δ2q δ22

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
δip δiq δi3

δjp δjq δj3

δ3p δ3q δ33

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
而且 δkk ̸= 1,而是δkk = 3, k取不同值时，δkp, δkq, δik, δjk也不一定都为零.

原因在于，这里的 i, j, p, q 都是自由指标，也就是确定的一个数，而且

它们都只能取 1，2，3 中的值，那么当 k 遍历时，在

ϵij1, ϵij2, ϵij3, ϵpq1, ϵpq2, ϵpq3,

中肯定有四个为零，当然，我们要取有意义的，也就是不为零的两个组合在

一起，所以最终的结果只用算一个行列式就可以了. 类似的，我们可以计算

一下

ϵijkϵpjk = δipδjj − δijδjp = 3δip − δip = 2δip.
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题目 2. 根据算符 ∇ 的微分性与矢量性，推导下列公式：

∇(A ·B) = B × (∇×A) + (B · ∇)A+A× (∇×B) + (A · ∇)B,

A× (∇×A) =
1

2
∇A2 − (A · ∇)A

解答.

证明第一式：

等式左边 k 分量等于

∂k(AiBi) = Bi∂kAi + Ai∂kBi,

等式右边 k 分量等于

ϵijkBi(∇×A)j +Bl∂lAk + ϵijkAi(∇×B)j + Al∂lBk,

其中

ϵijkBi(∇×A)j = ϵijkBiϵmnj∂mAn

= −ϵjikϵjmnBi∂mAn

= −(δimδkn − δinδkm)Bi∂mAn

= δinδkmBi∂mAn − δimδknBi∂mAn

= Bn∂kAn − Bm∂mAk

同理可得

ϵijkAi(∇×B)j = An∂kBn − Am∂mBk,

将其代入得，等式右边 k 分量等于

Bn∂kAn − Bm∂mAk +Bl∂lAk + An∂kBn − Am∂mBk + Al∂lBk
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= Bn∂kAn + An∂kBn = Bi∂kAi + Ai∂kBi

等于等式左边 k 分量.

证明第二式：

在第一式中令 A = B, 则有

∇(A ·A) = A× (∇×A) + (A · ∇)A+A× (∇×A) + (A · ∇)A,

整理得

A× (∇×A) =
1

2
∇A2 − (A · ∇)A.

题目 3. 设 u 是空间坐标 x,y,z 的函数, 证明：

∇f(u) =
df

du
∇u,

∇ ·A(u) = ∇u · dA
du

,

∇×A(u) = ∇u× dA

du
,

解答.

∇f(u) = ∂if(u)ei
链式法则
======

df

du
∂iuei =

df

du
∇u

∇ ·A(u) = ∂iAi(u)
链式法则
====== ∂iu

dAi

du
= ∇u · dA

du

∇×A(u) = ϵijk∂iAj(u)ek
链式法则
====== ϵijk∂iu

dAj

du
ek = ∇u× dA

du
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题目 4. 证明

(a× b) · c =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
解答.

(a× b) · c = ϵijkaibjek · clel = ϵijkaibjclδkl = ϵijkaibjck =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .


