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关于时间tET和样本w Er的⼆元函数Xlt w
状态
时间

离散 连续

随机徘徊 泊松过程 W⼆ w 样本轨道
离散

离散时间Markov链 连续时间Markov链 t t 随机变量

连续 离散时间Markov过程
布朗运动 取值的全体 状态空间

连续时间Markov过程

def有限维分布数字特征
Fti tn Xi Xn P XIt Xi Xltn Xn了 ti tnET
均值函数MxIt EXIt ⽅差函数VarXH EX t EXIt
⾃相关函数 rxlti tn EExit Xit

对称性

协⽅差函数Rxltntz Cov x it xct
⾮负定性

⼆EIXHDXHDI EXHIExltz
双线性性

def 严平稳 宽平稳上阶矩平稳 独⽴增量过程
严平稳 ti tnET h Xltithl Xltnthllllxltli Xltn
宽平稳 II ⽐ ⼆阶矩存在 严⼗⼆阶矩存在 宽

ii t Exit m iii RxH S 只与t s有关

独⽴增量过程 tic ctnETXltz XItD Xltn Xltn 相互独⽴
平稳增量过程 ti tz h X it h XIt dxitzthtxltz

1.2 条件期望 FIXly P X x1Yy EX1Y y 交XPIX x1Y y
性质 1a X丫独⽴ E X1Y y EX

b 全期望公式 EX SEIXIYyldFcly EIEIXIYII



C X丫的函数中XY 有E XY1Yy El xy 1YyI
矩⺟函数 矩⽣成函数

gxlt Ee Ex gin o giH 器9xIt
性质 相互独⽴X Y有 9xty t 9 It 9ㄚ t
分布 矩⺟函数
⼏何 1p P 1 iii et.tc 1nll.pl ⼆

贫Bin
pi ii数

负⼆项NBlr.pl ldttpetlitalnll.pl 泊松Pois⼋ eNet11

指数Exi⼋ 11 t⼊ ⼊ 均匀Ulabi tibi
卡⽅ I 1 2t 正态Nµ62 etMt

专6

GammaTik0 11 to t É 多元正态Nµ Ʃ et 11EH

概率⺟函数 1s EsX 概率⽣成函数
特征函数 4x t EeitX gxljt

1.3 依概率收敛 Xn X X so sit品Plw1xnlw Xiw1 E 0

⼏乎必然收敛1以概率1收敛 Xn X P w品Xnlw Xiw 01 1
均⽅收敛 Xn X 品Elxn X 0

依分布收敛 Xn X him.Plxn x PX x
均⽅㿦 ⼏乎必然 依概率 依分布

2 1 def Poisson过程
ii N10 0 II 独⽴增量过程
iii PINIt S N S K 州kit k 0，1 Nlt Pois⼊t

Poisson过程的等价定义
1增量独⽴ 2增量平稳



3 ⼊ h o PINHth Nlt 1 ⼊htolh
4 hso PIN t h Nlt 2 o h 5 N10 0

2.2 间隔时间与到达时间的分布
111间隔时间XnnExp1⼋ n 12 独⽴同分布
分布 均值 ⽅差 分布 均值 ⽅差

Exp1⼊ i t N11167 11 62
Blnpl npnpqx

2 inlnzn
NBlnpl 号 肾 ⼏何 t 品
Ula b aztb 192b Pois⼋ ⼊ ⼊

III 到达时间Wn ⼚In ⼊

i品出品器管 如 ⼆ 点州少

到达时间的有限维条件分布 EIXItXIS ItINStl Its
fwi WnINIt n Wi wnln 7in 0CWk ownat

填空题⼩结论强度⼊的Pois过程NIt 随机变量1与N独⽴
且PT t eMt to 则PINIT K 符 y k k 0 1

2.3 ⾮⻬次Pois过程 ⼊是t的函数 增量不平稳独⽴服从Pois分布

piiiiiniiiiiiiiiiiiniiiiniii k
复合Pois过程 每次事件附带随机变量Yi
St Yi Yi独⽴同分布 Exit NutVarXlt Ni 2 t
EYi VarY 增量平稳独⽴ 不⼀定服从Pois分布



更新过程 Xi不再服从指数分布
NIt max n Wn t Wn第n次事件的发⽣时刻
PINIt n F t F 州 It Flt Xi的分布函数
F It Flt的n重卷积 Wn的分布函数 fix9 xfliigixildi
㗊ENE Éx

31 Markov性 Xn离散时间Markov链
io in in i j n 0 Plxntijlxoio Xni in Xn i Plxniilxn⼆⻔

转移概率 Pii P Xn_n j Xn i Pij 0且品Pij 1⼀⾏
初始状态分布 转移概率矩阵

确定
有限维分布

n步转移概率 Pii 品PikPii Pii 1 Pii 0 itj
C K⽅程 Piit 品PikPii 矩阵形式 P

m
P xp

m
pxpm

32可达与互达
可达 i j an 0 st Pii 0 状态是从状态i可达的
互达i j i j j i 是等价关系 不可达 no Pii 0
周期性

状态的周期使Piso成⽴的所有正整数n的最⼤公约数dli
对 n 1有Pii 0 dli o d i 1 i是⾮周期的

Thml若 i j 则dli d j
2若dII存在则 正整数N st对 n N有Pin so

3若Pii 0则 正整数N st对 n N 有Piimtnd so

4若转移概率矩阵P不可约 ii i ⾮周期有限状态则王正整数1
st对 n N P 所有元素⾮0 def正则链 ns t i j Pii 0



常返态与瞬过态
n步⾸达概率 fii 1 Xn i Xktj k 1 n 11X⼆i i fij 0 j
可达概率 fij⼆ 点fii i
deffi 1 常返 fii 1 瞬过
Thm1常返 ƩPii n 瞬过 ƩPii as

2常返 inj 常返 i瞬过 ⼼ j 瞬过
def常返时Ti 过程⾸次返回状态的时刻
平均常返时Mi ETilXo i ⼆点nfii
常返态 i Hi o 零常返 Miao 正常返

不可约的有限状态只有正常返零常返只会出现在⽆穷多状态Markov链中
33极限定理

例计算转移概率阵的极限分布 P
事

P的特征值为1⼊I P1 ⼊⼀ _ o 州 ⼊- 11⼊⼗
- ns i
i i ⼋⼀⅓

⼊⼆1⼊2 ⅓ ⼊3 ò
特征向量满⾜⼊i I P ēiō 解得 ei li ei P ei 1引
令m eiei nl i剖

则川
州

1
1

则矩阵可以对⻆化为P Mnm

所以N步转移概率矩阵P M1M 品 P 品M1 M



Markov链基本极限定理 极限转移概率与初始状态⽆关
a 状态 i瞬过1零常返 品Pii o
b 状态 i周期为d常返态 himPii fi
c 状态是⾮周期常返态 himPii ui
推论状态 i是遍历的正常返⾮周期 则对 i㗊pi⼆器Pili

Markov链的平稳分布概率分布 ni j 0了满⾜下⼆⾔下iPij
Thm a 不可约遍历Markov链中有 ij 1品Pii⼆ Iij

其中 宁 Ii ⼆1 下is0 Ti Pij⼆Tj
b不可约遍历Markov链只有⼀个平稳分布则它是极限分布
存在平稳分布 ⾄少存在⼀个正常返类
存在唯⼀平稳分布 ⼀个正常返Markov链
存在不唯⼀平稳分布 ⾄少2个正常返类

分⽀过程 Xn第n代个体数 Zi每代第1个繁衍个体数 Xn1⼆产Zi

thm1群体消亡概率⺎是中1s 5最⼩正解01st寒PiS
2⺎ 1 M 1 62 ¼ Mtl
EZi MVarZi 62 EXn 1 11 VarXn1 n 162 11 1

3.4连续时间Markov链 Pij t P XIt s j X s i

def s t 0 i j状态函数x u 0 US 满⾜

Plxltts j1X1S i Xiu x u 0 us PXHts j X s I
等价def a过程在逗留时间服从参数vi的指数分布

b过程离开 I 下⼀次转⼊j的概率为Pij EitiPij⼆1
纯⽣过程 I X10 0 ii Plxltth x t 1 X t k ⼊khto h



iii Plxltth x t 0 X t k 1-⼊khtolh
iv Plxltthl Xlt colXlt k 0

4.1def⾼斯过程 GIt octao了对 正整数k tk tk
IGIt Gltk 的联合分布为k维正态分布
我1x xk in expf⼠义-17Ʃ ⼥ ū Ʃ 协⽅差矩阵
对⾼斯过程⽽⾔宽平稳严平稳等价

def周期平稳过程平稳过程 周期k 0 s t Xlttk X t t
个2 def平稳过程的遍历性 a b同时满⾜ 随机过程具有遍历性

a 均值遍历性 x上品 if Xlt dtEm
b协⽅差函数遍历性尺 i 上品 i FIXIt I m XIt mIdt起尺红
平稳序列 x 品 2N 1Ě X k上m

R lil ⻅品2N 1ÌĚN X kt I m XK _m 起R1
均值遍历性定理
a 平稳序列 均值遍历性 出m it⾔尺们 0 R1 协⽅差函数

b平稳过程 均值遍历性 器⼗ 1- i 尺 i di 0
推论 1平稳过程1品1尺红11diao 均值遍历性

2平稳序列 品尺1T 0 均值遍历性

协⽅差函数遍历性定理
a XIt XIt Xitti 平稳过程 BII EXlttitIDXlttiiXItitXlt
协⽅差函数遍历性 器⼗1 1- i BIT R i Id I 0
b平稳序列 X n了平稳过程 Xinlxinti
协⽅差函数遍历性 品厽 Ǐ 1 -厽品1 Xlit ㄨ iX1 X0 Rii 0



Gauss平稳过程协⽅差函数遍历性
均值为0的Gauss平稳过程 ⼼塃 R 1k 0 协⽅差函数遍历性

43 协⽅差函数常⽤结论 R10 Varxio

平稳过程XIt 在七点的均⽅导数X It 㖌El n以州 -Xitil 0
存在均⽅导数 的in 及10 - 炎 坎州

存在且有限

功率谱密度 平均功率谱密度Siwl Siwl偶函数实数 - 0 ⼼⾮负
wk公式 EXIt 0且1品1Rlilldiao则
Slw 1 Rlilei di RIil in Slwleiwidw

留数定理算1想器eimEdz型积分 9 Z P
121

条件 Q121次数⾼于PE且m30或m 0Q ⽐Plz
⾄少⾼两次⽅实轴QE 0

912eim2有n个孤⽴奇点ak k 1 n 则
Fglzleimzdz 2可点a 器I9ZeiMEI 上半平⾯所有孤⽴奇点

留数的求法
a为flz的n阶极点 f12 ⼆告

2
dm则Elflz 4h品

其他 ⼀阶线性⽅程 d Pix y Qx

y e
SPNdx fQx e dxdx C

变换 1 fix y y 0 p y y
2 gly y y1 0 p y y ǎ ⼆pdy

⼆阶线性⽅程 y pIXy qixig f x
已知⼀个⾮零解y X 另⼀解y2 x y x giix e Sxipltldtdx

特解y x 1 git焱燚步步品 fctldt通解y1ㄨ1 Cy x C242x tyolx
泰勒展开 fix nitnilxilx xin


