
2.3 复变函数的导数与解析函数的概念
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则称 是区域 内的解析函数 ( )   .f z D

解析定义(P28-29)
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 如果 在点 的某个邻域内 内可微
0 0

  ( )  ,  f z z z z z  

则称 在点 解析。
0

 ( )  f z z

如果 在 不解析,
0

  ( )  f z z

即 在 的任一邻域内都有不可微的点，
0

( )  f z z

背熟解析是跟区域联系在一起的概念。
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例 研究函数 的解析性，在可微点求出导数。
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如何直接判断一个复函数在某一点是否可微？
(按定义分析有点麻烦)

2.4 柯西-黎曼方程

将给出:

直接判断一个复函数在某一点是否可微的具体方法.
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条件(*)称为柯西—黎曼方程(C—R方程)．
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2.4 柯西—黎曼方程

定理1(P30) (可微的充要条件)

同时成立.
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定理2(P32) (解析的充要条件)
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例8  判定下列函数在何处可导, 在何处解析:
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不可微不解析。w z

2 2 ,u x y  0. v w z(2)

2 2

1
2

2

u
x

x x y


 

 
2 2

,
y

x y




这可以由定义判断。

0z 故当 时，

2 2
,

x

x y


 2 2

2

2

u y

y x y




 

在 不可微。2) 0w z z 



0,  0x y   当 时，

0,  0x y   当 时，

z

z





故 在 不可微。w z z  0

处处不解析.

因为
0 0z

z

  




   
2 2

i

x y

x y

  


  

 
2

1,
x

x






                      






 





，= i 1 

w z因此 在复平面处处不可微，

这可以由定义判断。在 不可微。2) 0w z z 

 
2

1

i i

y

y






0y 

0x 

y

xo



非负常数。f z c| ( ) | ( )解 设f z u x y v x y  ( ) ( , ) i ( , ),

。u v c 2 2 2

例证明区域 内满足 常数的解析函数 必为常数。D f z f z | ( ) | ( )

为了证明 为常数,只需证明 。u u v v
x y x y

f z    
   

   ( ) 0

因 解析，故满足 方程：f z C R( ) -

， 。    
u v u v

x y y x

   
  

   

两边分别关于 求偏导得x y,

，
u v

u v
x x

 
 

 
2 2 0

u v
u v

y y

 
 

 
2 2 0.

u u
u v

x y

 
 

 
0,

u u
u v

y x

 
 

 
0.

u v  0, 或 ，
u u

y x

 
 

 
0

用 方程代入得C R-

解得

再代入 方程得 。
v v

C R
y x

 
 

 
- 0

故 是常数，故 必为常数。u v f z, ( )



作业P43- 44

 

， 先用 方程法

时用 方程法； 时,函数无定义,故不可导

先用 方程法

先用 方程法分别判断 和 的可导性，

时用定义判断,然后根据解析定义判断各点解析性

z z

z z

z

 

   
 

 

5  (1) (2)( C-R ),  

(3) 0 , C-R 0

6  (1)( C-R )

C-R 0 | | 1 | | 1 
   (2)

0

7(2),8(1),(2),(3),

10

选做：

利用 链式法则求 再利用 方程
u u

x r y r C R
r

 


 
 

 
9( cos , sin , , , )



0

( ) ( )
( ) lim 意味着：

z

f z z f z
f z

z 

  
 



0，  = ( ) 0，   

使得当 落在以原点为中心、 为半径的去心邻域内，z 

0<即 时，z  
( ) ( )

( ) .
f z z f z

f z
z


  

 


( )  ,

( ) ( )
.

f z z z z z z

f z z f z

z

 

  



在 可微 在 邻域内以任意方式趋于 时

            都趋于同一个复数



 
2

 .
i

z
w

z



例 研究函数 的解析性

 
2

  i  ,  
i

z
z

z



在复平面内除 外，处处可微 且

 
2

d

d i

z

z z

  
 

  

 
故 在复平面内除 外,处处解析。

2
  =  i       

i

z
w z

z




i     .   z  为它的唯一奇点

 
2

   i =0  i,  z z 解 由 解得 故

   

 

2

4

1 i 2 i

i

z z z

z

    

  
3

i
.

i

z

z


 



当 时，i  z 



2 2 ,x y 
2 2

,  0u x y v   ，

2 ,
u

y
y






 0 , ( , ), ( , ) x y u x y v x y 即当且仅当 时 满足柯西－黎曼方程.

在其他的点不可微不解析。

.    从而它在复平面内处处不解析

都在全平面可微,且

2 ,
u

x
x





0,

v

x






2
(2) w z

0.
v

y






 2 0,  2 0
u v u v

x y
x y y x

   
     

   
， 0,  0.x y  

故 在 处可微w z z 
2

 0 ,

0z 故它在 不解析，

因此

因 在 的任一邻域中有不可微的点，w z z 
2

 0


