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引自

Jon Fripp, Deborah Fripp, and
Michael Fripp. Speaking of Sci-
ence. Newnes, 1st edition, 4
2000. ISBN 9781878707512

Preface

世界上最无法理解的事情是这个世界竟然是可以理解的。

– Albert Einstein1

在物理课上，我像任何一个物理系学生那样熟悉许多基本方程与它

们的解，但我不是很清楚它们之间的联系。

当理解了它们中的大多数具有共同的起源 — 对称性 (Symmetry)
的时候，我十分激动。对我而言搞物理最美的经历莫过于原本费解的东

西经过深入探究之后豁然开朗，因此我深爱着对称性。

例如，有一段时间我不能真正理解自旋 — 几乎所有基本粒子都具

有的奇特的内禀角动量，后来我学到了原来自旋是一种对称性 (称为
Lorentz 对称性) 的直接结果，于是有关自旋的内容开始充满意义。

本书的目的就是为读者提供这样的经历，在某种意义上，在开始学物

理的时候我就有写这本书的愿望了。对称性漂亮地解释了其它方面的许

多复杂物理现象，这让人们认为可以从对称导出物理学的基本理论，本

书正是基于这个锐利而光芒耀眼的信念。

可以说本书的写作顺序是倒过来的：在讨论经典力学与非相对论量

子力学之前，本书将利用大自然（据我们所知）精确的对称性导出量子

场论的基本方程。不过尽管途径不同，本书的内容仍为标准物理学，本

书不涉及仍有争议未经实验验证的内容，而是通过物理学的标准假设导

出物理学的标准理论。

根据读者的物理水平，本书可以有两种用途。
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2
开始自附录 A。此外，当正文使用
一个新的数学概念时，边注中会说明

相应的附录目录。

3
许多页边注的内容是拓展信息与图

景。

• 物理学的初学者1可以把这本书当成入门教材。它包含了经典力学、

电动力学量子力学、狭义相对论和量子场论的基本理论，在阅读之

后，读者可再深入学习各部分内容。各部分有许多更加深入的优秀

书籍，在各章的末尾列出了一些延伸阅读的推荐表。如果你觉得你

属于这一种，建议你在阅读正文之前先从附录的数学补充2开始。

• 另一种情况，身经百战见得多的学生可以通过本书将松散的各物理
领域紧密联系起来。回顾历史的进程会发现许多物理思想可能看起

来随意甚至乱来。但从对称性的观点看，它们往往就变得必然而直

接。

总之，不管哪种情况都应该按顺序阅读本书，因为各章之间是递进

的。

开始的短章节是关于狭义相对论的，它是之后讨论的所有内容的基

础。从那里可以看到对物理理论最重要的限制之一是它们必须符合狭义

相对论。

本书的第二部分引入了描述对称性的数学工具（在物理味道的表述

下），大多数工具来自数学的重要分支 — 群论。之后介绍拉格朗日形式

(Lagrangian formalism)，它使得可以在物理体系中直接利用对称性。
第五章和第六章利用之前引入的拉格朗日形式和群论导出了现代物

理学的基本方程。

最后一部分把之前的基本方程加以应用：应用于粒子理论可以导出

量子力学，应用于场理论可以导出量子场论。然后研究这些理论在非相

对论极限与经典极限的变体，这样又导出了经典力学与电动力学。

每章的开始是本章内容的摘要。如果你在阅读正文的时候开始思考

‘这是在讲些啥’，不妨回到章节开头看看摘要以明白某一部分的目的是什
么。书页留有巨大的页边空白2 你可以一边阅读一边在页边记下笔记与

灵感3。

希望你读这本书能够像我写这本书的时候一样愉悦。

Karlsruhe, 2015.01
Jakob Schwichtenberg

1这个 ‘初学者’ 是 ‘相对而言的’(relatively)... — 译者注
2给译文排版造成了小小的麻烦 — 译者
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"The truth always turns
out to be simpler than you
thought."

K. C. Cole.
Sympathetic Vibrations.
Bantam,reprint edition,
10 1985.
ISBN 9780553342345

“真相总比你想的简单”

– Richard P. Feynman
as quoted by

K. C. Cole. Sympathetic Vibrations.
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1
如果你不理解这个简介中的某些名

词，比如规范理论或者双覆盖，不需要

太过担心。本书将会详尽的解释，在

这里提到只是为了完整。

2
比如，现在宇宙中元素的丰度是依

赖于代的数量的。更进一步，对撞机实

验中有对此的很强的证据。（见 Phys.
Rev. Lett. 109, 241802）

1. Introduction简介

1.1 What we Cannot Derive我们所不知的事情

在讨论对称性能告诉我们什么之前，我们得先说说需要人为的在理

论中添加些什么。首先，目前没有任何理论可以给出自然界的常数。这

些常数需要实验测定，比如各种相互作用的耦合常数啊，基本粒子的质

量啊这种的。这就是需要人为加入的参数。

除此之外，我们还有很多解释不了的：数字 3。这不是术数的那种

神秘主义的东西，而是我们不能解释所有的直接与数字 3 相联系的限制。

比如：

• 对应三种标准模型描述的基本作用力有三种规范理论1。这些力是

由分别对应于对称群 U(1),SU(2)和 SU(3)的规范理论描述的。为
什么没有对应 SU(4) 带来的基本作用力？没人知道！

• 轻子有三代，夸克也有三代。为什么没有第四代？我们只能从实
验2中知道没有第四代。

• 我们只在拉格朗日量里面包含 Φ 的最低三阶 (Φ0,Φ1,Φ2)，其中 Φ

指代一些描述我们的物理系统的东西，是个通称，而我们用拉格朗

日量描述自由（即无相互作用）的场/粒子。
• Poincaré 群双覆盖的基本表示中我们只用到三个，分别对应自旋
0, 12 和 1。没有基本粒子的自旋是 3

2。

这是目前理论中必须人为引入的假设。我们从实验上知道这些假设

是正确的，但是目前为止没有更深刻的原理告诉我们为什么一到 3 就得

停。

除此之外，还有两件事情没法从对称性中得到，但却是一个严谨的

理论所必须考虑的：
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3
量子场论里一开始使用反对易子而

不是对易子，从而防止理论没有下界。

• 我们只允许在拉格朗日量中引入尽可能低阶的非平庸微分算符 ∂µ。

一些理论使用一阶的微分算符 ∂µ，而另一些理论中，Lorentz 不变
性禁止了一阶导数，从而二阶导数 ∂µ∂

µ 是最低阶的可能的非平庸

项。除此之外我们就再也得不到一个合理的理论了。存在高阶导数

项的理论，能量没有下界，这导致它可以是一个任意大小的负值；

因此，这些理论中的态总可以跃迁到能量更低的态，从而永远不会

稳定。

• 类似的，如果半整数自旋的粒子和整数自旋的粒子拥有完全一样的
行为的话，宇宙中就不会有稳定的物质。因此，这两者必然有某些

东西不一样，而我们没得选，只有一种可能而且合理的选择3是正

确的。这引出了半整数自旋粒子的 Fermi-Dirac 统计的概念和整数
自旋粒子的 Bose-Einstein 统计的概念。半整数自旋的粒子从而通
常被称为 Fermion1，它们中永远不存在两个粒子处在完全一样的

态上。相反，这种情况对整数自旋的粒子—通常被称为 Boson2 —
是可能的。

最后呢，本书不能导出引力理论。大名鼎鼎的广义相对论就是优美

而准确的描述引力的理论；然而这个理论与其他理论完全不一样，而导出

它的框架则超出了本书的研究范围。尝试将引力问题划入相同框架下的

量子引力理论仍待完善，目前没有人能够成功得出一个完整的形式。但

最后一章我们会对引力做一些评述。

1.2 Book Overview全书概览

Poincaré 群的双覆盖
|

不可约表示

��

ssffffff
fffff

fffff
fffff

ffff

�� ++XXXXX
XXXXX

XXXXX
XXXXX

XXXXX

(0, 0) :自旋 0 表示

作用 在

��

( 1
2
, 0)⊕ (0, 1

2
) :自旋 1

2
表示

作用 在

��

( 1
2
, 1
2
) :自旋 1 表示

作用 在

��
标量

保证拉格朗日量 是（对称变换）不变的

��

旋量

保证拉格朗日量 是（对称变换）不变的

��

矢量

保证拉格朗日量 是（对称变换）不变的

��
自由的自旋 0 体系的拉格朗日量

欧拉-拉格朗日 方程

��

自由的自旋 1
2
体系的拉格朗日量

欧拉-拉格朗日 方程

��

自由的自旋 1 体系的拉格朗日量

欧拉-拉格朗日 方程

��
Klein-Gordon 方程 Dirac 方程 Proka 方程

这本书使用自然单位制，也就是说 Planck 常数 h = 1，光速 c = 1。

这是基本理论的惯例，它免除了很多不必要的笔墨。而对于应用来说呢，

这些常数需要被再一次的加上去从而回到标准的 SI 单位制。
1常译为费米子
2常译为玻色子



Draft
Transl

at
ion

1.2 全书概览 7

4
严格来说，我们会得到 Poincaré

群的双覆盖而不是 Poincaré 群本
身。“双覆盖”这个词是由于一个群

的双覆盖和这个群的关系是前者的两

个元素与后者的一个元素相对应。这

在后面的节3.3.1中会讲到。

5
在对称性自发破缺前，拉格朗日量

中的描述质量的项会因破坏对称性而

被被禁止

6
非相对论性指所有物体相比光速来

说都运动的十分缓慢，从而狭义相对

论的古怪的特性很小不会被观察到。

本书从狭义相对论的基本假设出发；一方面，在所有的惯性参考系

— 一些相互之间的速度保持恒定的参考系 — 中，光的速度不变，为 c；

而另一方面物理规律在在所有惯性系中相同。

满足这些对称性的所有的变换构成的集合叫做 Poincaré 群。我们
接下来介绍一些数学知识从而使得我们能够利用好对称性和这些对称变

换。数学上这一分支叫群论。我们会得到 Poincaré群4的不可约表示——

你可以当成是组成其它所有表示的“地基”。这些表示就是后面用来描述

粒子和场的不同自旋的表示。自旋一方面是对不同种类的粒子和场的标

记，而另一方面也可以视为内禀角动量。

之后介绍力学问题的拉格朗日形式，它使得我们可以方便的在物理

问题里面使用对称性。这里面的核心对象是拉格朗日量，我们通过考虑

对称性来给出不同物理系统的拉格朗日量3。而在此之上我们就得到了欧

拉-拉格朗日方程，从而我们可以得到给定拉格朗日量下，系统的运动方
程。利用 Poincaré 群的不可约表示，就可以导出带有不同自旋的场和粒
子的基本运动方程。

这里面的中心思想是在 Poincaré 群的作用下，拉格朗日量必须是不
变的。这使得在任意的参考系中得到的运动方程都一样，就像之前说的

那样，“物理规律在在所有惯性系中相同”。

之后我们就会发现对于自旋 1
2 场的拉格朗日量的另一个对称性：在

U(1) 变换下的对称性。类似的，对于自旋 1 的场的内禀对称性也可以找

到。局域的 U(1) 对称性可以使得我们得到自旋 1
2 场和自旋 1 场之间的

耦合项。带这样的耦合项的拉格朗日量是量子电动力学的拉格朗日量的

正确形式。类似的局域 SU(2) 和 SU(3) 变换会得到弱和强相互作用的
拉格朗日量的正确形式。

作为补充，我们会讨论自发对称破缺和 Higgs 机制。这些让我们能
够去描述有质量的粒子5。

之后就可以导出 Noether 定理，它给我们展示了对称性和守恒量
之间深刻的联系。在物理量和相应对称性的生成元之间划等号，就能导

出量子力学中最重要的方程4

[x̂i, p̂j ] = iδij (1.1)

和量子场论中

[Φ̂(x), π̂(y)] = iδ(x− y) (1.2)

接下来可以通过对自旋 0 粒子的运动方程，即 Klein-Gordon 方程，
取非相对论性6极限，来得到了著名的 Schrödinger 方程。而与此同时，

3实际上，拉格朗日量是人为写出来的，而不是能够推导出来的。它是我们对某类体系
『唯象』且经验的刻画 — 译者注

4原书有 typo
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7Klein-Gordon, Dirac, Proka 和
Maxwell 方程

8
原子有电子，质子和中子组成，它

们都是 fermions。然而注意质子和中
子都不是基本的粒子，它们有夸克组

成，而夸克也是 fermions。

我们又认识到了物理量与对称性生成元之间的联系，这些一起就构成了

量子力学的基石。

接下来我们从不同的运动方程7的解，和方程(1.2)出发来考察自由场
的量子场论。这之后我们通过仔细审视包含不同自旋场之间的耦合的拉

格朗日量来考虑相互作用。这使得我们可以讨论散射过程的概率振幅是

如何得到的。

我们用 Ehrenfest 定理来演示量子和经典力学的联系。更进一步，
我们够得了经典电动力学的基本方程，包括Maxwell方程组和 Lorentz
力定律。

最后简要的介绍现代引力理论—广义相对论的基本结构，并点出一
些构建引力的量子理论的困难。

这本书的主要精力会花在处理对称性的数学工具，以及导出被称为

标准模型的理论上。标准模型是用量子场论为语言来描述所有已知的基

本粒子的行为的。直到现在，所有标准模型的实验预言都是正确的。这

里引入的其他任何理论都可以看作标准模型下的特殊情况，比如对于宏

观物体：经典力学，或者对于低能的基本粒子：量子力学。对于现今已

知的基本粒子和它们之间相互作用的情况，我们会在下一小节进行一个

快速的概述，以方便那些不熟悉相关内容的读者。

1.3 Elementary Particles and Fundamental Forces 基本粒
子和基本相互作用力

基本粒子分成两个主要的大类：bosons 和 fermions。Pauli 不相
容原理说明不能有两个 fermions 处在完全相同的态上，而 boson 则可以
有任意多个粒子处在同一个态上。这种自然界奇怪的事实导致了这些粒

子截然不同的性质：

• Fermions 构成物质5

• Bosons 构成自然界的力
这说明，比如，原子是由 fermions8组成的，但是电磁相互作用力是

通过被称为光子的 bosons传播的。这带来的一个最令人震惊的结果是竟
然能形成稳定的物质。如果允许有无限多的 fermions 处在相同的状态，
根本就不可能有稳定的物质存在，我们会在第6章中讨论。

目前我们知道四种基本作用力

• 电磁相互作用力，通过无质量的光子传播
• 弱相互作用力，通过有质量的 W+,W− 和 Z - bosons 传播。
• 强相互作用力通过无质量的胶子传播。
• 引力，（或许）通过引力子传播。
这里面，一些相互作用对应的 bosons 是无质量的，而另一些不是，

这揭露了一些自然界的深刻的事情。我们在做好足够的准备之后会去仔

5这里，『构成』实际上不是很合适的翻译。直译的话应该叫 Fermions 对物质『负责』。
不过大体上就是那么个意思吧。---译者注
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9
在第7章中我们会讲，所有的荷都有
着一个相同的美丽起源

10
通常弱相互作用力的荷会伴随着

“弱”这个前缀，所以也被称为弱同位

旋；而且还存在一种其它的叫同位旋

的概念适用于强相互作用里面的的复

合物。不仅如此，这不是一个基本的

荷，而本书中会省略“弱”这个前缀。

11
除了质量标签。这点目前正在接

受实验的检验，比如瑞士日内瓦的

CERN进行的 ARGIS，ATRAP和
ALPHA 实验。

12
或许还有中微子，这一点目前正在

接受各种关于搜索无中微子的双光子

通道衰变实验研究。

细理解这一点，现在只需要记住每一种相互作用力都与一个对称性相关。

弱相互作用力传递的 bosons 是有质量的说明其对应的对称性被破坏了。
这种自发对称破缺是所有基本粒子质量的起源。我们后面会看到这实际

上是通过其与另一种基本 boson，Higgs boson 的耦合来实现的。
基本粒子如果携带某种荷9的时候它可以通过某种力来相互作用。

• 对于电磁力来说，这种荷就是电荷，而相应的只有带电粒子能够通
过电磁力相互作用。

• 对于弱相互作用力来说，这种荷称为10同位旋。所有已知的 fermions
都携带同位旋，因此它们之间通过弱作用力来相互作用。

• 强作用力的荷叫色，因为它与人对色彩的知觉有某种奇妙的共性。
不要被这个名字搞糊涂，这个荷实际上与日常生活中的色彩没有任

何关系。

基本的 fermions 被分成两个种类：夸克，组成质子和中子的基本组
成；与轻子，如电子和中微子。其中的区别体现为夸克可以通过强作用

力来相互作用，这就是说他们带色，而轻子则不是这样。夸克和轻子有

三代，每一代有两种粒子：

第一代 第二代 第三代 电荷 同位旋 色
上 (u) 粲 (c) 顶 (t) + 2

3e
1
2 ✓

夸克： 下 (d) 奇异 (s) 底 (b) − 1
3e − 1

2 ✓

电子中微子 µ 子中微子 τ 子中微子 0 + 1
2 -

轻子： 电子 µ 子 τ 子 −e − 1
2 -

一般的来说，不同的粒子可以通过标签来识别。除了荷和质量之外，

它们还有很多其他的十分重要的标签，称为自旋，你可以把它理解为内

禀的角动量，我们会在第4.5.4节中得到这一点。Bosons 携带整数自旋，
fermions 携带半整数自旋。我们上面列出来的基本的 fermions 都只有 1

2

的自旋。基本的 bosons 有着 1 的自旋。除此之外，只有一种基本粒子有

0 自旋：Higgs boson。
每种粒子都有其反粒子，带着大小完全一样的相反11的标签。比如

电子的反粒子就是正电子，但是一般的话我们不会人为的说一个新的名

字，只是在原来的粒子前面加上前缀 ‘‘反’’。比如说，顶夸克的反粒子被
称为反顶夸克。有些诸如光子12一类的粒子自己就是自己的反粒子。

上面提到的这些想法之后都会更具体的解释。现在是时候去尝试推

导理解这门能够正确描述粒子大观园中的不同特性是如何相互影响在一

起的理论了。而第一步，也就是我们下一章的主题，是 Einstein 著名的
狭义相对论。
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1
日常生活中所观测到的物体的速

度取决于选定的参考系。如果一个

观察者站在火车站上，测得的火车

速度为 50km h−1，另一个观察者

以 15km h−1 的速度与火车一同

运动，那么测得的火车速度就应是

35km h−1。与此不同的是，光始终

以 1.08× 109km h−1 运动，不论如

何相对于光运动。

2
这当然要排除某些参数的影响，例

如重力加速度。

2. Special Relativity 狭义相对论

著名的 Michelson-Morley 实验告诉我们，光在任何参考系中都具有
相同的速度1。Albert Einstein 首先意识到这个结果所蕴含的深刻意义，
从而在此基础之上建立了狭义相对论。从光速不变原理出发，Einstein
预言了许多有趣而又悖于常理的现象，最后都被实验证实是正确的。在

这里我们首先阐明狭义相对论的基础，然后再体会这个原理的强大之处。

狭义相对论有两个基本假设：

• 相对性原理： 任意惯性系，即任意两个相对速度恒定的参考系的
物理规律相同。

• 光速不变原理： 在任意惯性系中的光速均为常数 c。

除此之外，我们还假设时空均匀且各向同性。这意味着不论在哪儿 (均
匀)，不论朝着什么方向 (各向同性) 做实验，物理规律都是一样的。例如
两个物理学家，一个在纽约，一个在东京，他们做完全一样的两个实验，

会得到相同 2 的物理规律，就算是在火星也一样。

正确的物理定律不应该随看实验的角度或是进行实验的时间点而

变。1此外，狭义相对论的第一条假设告诉我们，不管是在匀速运动的

马车上，还是是在静止的实验室中，做同一物理实验都会得到相同的结

果。以上论述均与与我们的生活经验相符。举个例子，如果你闭着眼睛

坐在匀速运动的汽车上，你是没有办法分辨出你是真的在运动还是静止

的。

如果没有了各向同性和均匀性，物理学就会遇到很大的麻烦：从实

验中得到的物理定律如果仅仅在空间中的某一点对于确定的某一方向成

1原文为：The laws of physics, formulated correctly, shouldn’t change if you look
at the experiment from a different perspective or repeat it tomorrow.
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图 2.1: 思想实验图示
3
对于恒定速度 v 而言，有 v =

∆s
∆t ,∆s 表示经过的距离，∆t 代表

所需时间，因此 ∆t = ∆s
v

图 2.2: 思想实验图示. 第二位移动
观察者向左移动, 因此第一位观察者
相对他向右移动

4
那些能将两相对速度恒定的惯性参

考系中的物理量相互转化的变换称为

推动 (Boost) 变换, 后面我们会对
此进行详述。

立，显然是毫无用处的。

唯一有些不直观的就是狭义相对论的第二条假设，毕竟它违背了我

们所有的日常经验。虽然如此，至今为此所有的实验都表明这个假设是

正确的。

2.1 The Invariant of Special Relativity 狭义相对论的中的不
变量

在接下来的几节中，我们将使用狭义相对论的两个基本假设推导出

Minkowski 度规，有了它，我们就能计算两个物理事件的“距离”。物
理事件在这里指在 Minkowski 时空中的点，而整个狭义相对论都建立在
Minkowski 时空之上。我们从而得知任意两个不同惯性参考系之间的变
换必须保证 Minkowski 度规不变，通过这一条件我们能够找到连接两个
允许存在的惯性系（也就是光速为常数的参考系）之间所有的变换2。在

本书其余的部分我们将会用到这些关于变换的知识，来寻找在这些变换

下不变的方程。让我们从一个能导出一条狭义相对论假设的最重要的推

论之一的思想实验开始。 设想坐标系中一观察者，在原点处向上发出一

个光脉冲，经过一段时间后被垂直镜面反射回原点。如图2.1所示
有 3 个重要的事件：

• A: 光从原点发出
• B: 光在镜面上反射
• C: 光回到原点

事件 AC 之间的时间间隔为3

∆t = tC − tA =
2L

c
(2.1)

式中 L 表示原点与反射点之间的距离。

接下来考虑第二位观察者，在 tA 时刻处于他所在的坐标系的原点，

并以恒定速度 u 相对于第一个观察者4向左运动。为简便起见，我们假设

第二个参考系的原点在 tA 时刻与第一位观察者的坐标系原点重合。第

二位观察者所见到的现象就与第一位不一样了。在他的参考系中，光脉

冲的起点和终点并不在同一位置 (见图2.2)。
用数学语言表示：

x′A = 0 ̸= x′C = u∆t′ → ∆x′ = u∆t′ (2.2)

带撇物理量代表第二位观察者所测量的量。对于第一位静止系的观察者

而言有

xA = xC → ∆x = 0 (2.3)

2非常类似我们要找旋转变换对应的各个参数的变换规律，而旋转变换保证了长度的守
恒
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5
注意到我们在此处采用的是得到这

个结果的最简方法，因为我们假定

tA 时刻两坐标的原点是重合的。尽

管如此，就算我们任意选择两惯性参

考系原点的关系，仍然可以证明这个

结论，只是过程会复杂一些。因为物

理定律在任意惯性系中都是一样的，

这给了我们任意选择便于计算的参考

系的自由。如果第二位观察者的参考

系运动方向是任意的，那就不再有

∆y′ = 0 和 ∆z′ = 0，但虽然如此，

我们能够证明方程仍然是成立的，因

为物理定律在任意惯性系中都是一样

的。4

4 译者注：原文的确把这句话

说了两遍

假定了第二位观察者运动沿 x 轴，因此

y′A = y′C z′A = z′C → ∆y′ = 0 ∆z′ = 0 (2.4)

那么同样也有

yA = yC zA = zC → ∆y = 0 ∆z = 0 (2.5)

接下来的问题是：第二位观察者所测得的时间间隔是多少？因为已

经假定了光速为常数，那么事件 AC 对于第二位观察者而言将具有不同
的间隔！时间间隔 ∆t′ = t′C − t′A，等于光在第二位观察者的参考系中走
过的距离 l 除以光速 c。

∆t′ =
l

c
(2.6)

我们可以利用古老的 Pythagoras3定理 (见图2.2) 计算光传播的距离

l = 2

√(
1

2
u∆t′

)2

+ L2 (2.7)

利用式(2.6)可以得到

c∆t′ = 2

√(
1

2
u∆t′

)2

+ L2 (2.8)

再利用式(2.2)中的 ∆x′ = u∆t′ 可得

c∆t′ = 2

√(
1

2
u∆t′

)2

+ L2

→ (c∆t′)
2
= 4

((
1

2
u∆t′

)2

+ L2

)

→ (c∆t′)
2 − (∆x′)

2
= 4

((
1

2
u∆t′

)2

+ L2

)
− (∆x′)

2
= 4L2 (2.9)

现在回到式(2.1)，即 ∆t = 2L
c ，那么

(c∆t′)
2 − (∆x′)

2
= 4L2 = (c∆t)

2
= (c∆t)

2 − (∆x)
2︸ ︷︷ ︸

=0由式(2.3)知

(2.10)

终于，我们得到5

3通译为毕达哥拉斯。
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图 2.3: 静止物体的世界线。物体位
置不随时间流逝而变化。

图 2.4: 某匀速直线运动物体的世界
线。物体前后经过某两点记为事件 A，
B。它们间的空间距离为 ∆x，时间间
隔为 ∆t

图 2.5: 同一个运动物体的世界线，但
观察者与该物体速度相同。该观察者
观测到的事件 AB 之间的空间距离为
∆x′ = 0

(c∆t′)
2−(∆x′)

2−(∆y′)
2︸ ︷︷ ︸

=0

− (∆z′)
2︸ ︷︷ ︸

=0

= (c∆t)
2−(∆x)

2︸ ︷︷ ︸
=0

− (∆y)
2︸ ︷︷ ︸

=0

− (∆z)
2︸ ︷︷ ︸

=0

(2.11)

考虑第三个观察者，相对于第一个观察者以不同的速度运动，用同样的

推理可以得到

(c∆t′′)
2−(∆x′′)2−(∆y′′)2−(∆z′′)2 = (c∆t)

2−(∆x)2−(∆y)2−(∆z)2

(2.12)

因此，我们得到了一些对于所有观察者都相同的量: 即二次型

(∆s)2 ≡ (c∆t)
2 − (∆x)

2 − (∆y)
2 − (∆z)

2 (2.13)

此外，我们还能看出对于不同观察者，(∆x)2 + (∆y)2 + (∆z)2 或者

说 (c∆t)2 是不同的。我们将在下一节讨论不变量 ∆s2 所蕴含的物理意

义。

2.2 Proper Time 固有时

我们在上一节推导出了狭义相对论中的不变量 ∆s2，其在所有观察

者眼中都相同。接下来我们要讨论这个量的物理意义。为简便起见，我们

将问题限制在一维空间中。对于一个相对于观察者静止的物体，我们能作

出它的时空图 (见图2.3)。相应的，一个匀速运动的物体能作出如图2.2所
示的时空图。

我们画来用于确定物体在时空中位置的线称为世界线 (world line)。
世界线总是依赖于观察者的。两不同观察者对于同一物体可能会画出完

全不同的世界线。若一观察者眼中的物体时空图为图2.2，那么对于速度
与物体相同的观察者，其时空图将为图2.5，即对于此观察者物体静止。
为了解释两位观察者给出的不同描述，我们引入 x′ 和 t′ 表示第二位观

察者的参考系中的时间和位置。4

我们可以看到，两个观察者将对事件 AB 之间的变化持不同观点。

对于第一位观察者，∆x ̸= 0，但对于第二位观察者，∆x′ = 0。两观察者

都认为事件 A 和 B 之间的时间间隔非零：∆t ̸= 0 和 ∆t′ ̸= 0，且认为

∆s2 也相同 (见上节推导的结论，任意观察者都有相同的 ∆s2)。这将导
出一个令人惊讶的结论：事件 A 到 B 经历的时间对于两观察者不同

(∆s)2 = (c∆t)2 − (∆x)2 (2.14)

4注意：我们这里使用的例子与节2.1不同
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(∆s′)2 = (c∆t′)2 − (∆x′)2︸ ︷︷ ︸
=0

= (c∆t′)2 (2.15)

(∆s)2 = (∆s′)2 → (∆t′)2 ̸= (∆t′)2 因为(∆x)2 ≠ 0 (2.16)

这是有关狭义相对论最著名的一个效应，通常称为钟慢效应 (time-
dilation)。时间间隔依赖于观察者，正如空间距离一样。不同观察者时
间流逝速度不同，因此两事件经历的时间也就自然不同了。

现在时间将变为一个相对的概念，如果我们能找到一个对于所有观

察者都相同的时间量，这将会非常有用。在上述例子中，第二位观察者

与物体有相同的速度，有

(∆s′)2 = (c∆t′)2 (2.17)

上式意味着狭义相对论中的不变量恰为观察者所观测到的时间间隔

乘上光速 c。这让我们有机会能用 (∆s)2 定义一个对于所有观察者相同

的时间量。我们定义

(∆s)2 = (c∆τ)2 (2.18)

τ 称为固有时 (proper time)。固有时是所有相对于该物体静止的观察
者所测量的时间。

当然，现实生活中的物体绝非只能做匀速运动，但我们可以取足够

短的时间 (无穷小)，使得运动近似为匀速运动，这样固有时的概念就说
得通了。因此数学上我们需将概念过渡到无穷小，即 ∆→ d：

(ds)2 = (cdτ)2 = (cdt)2 − (dx)2 − (dy)2 − (dz)2 (2.19)

因此，就算一个物体到处乱跑，我们也能假设一个与物体一起运动

的自带时钟的观察者，这样他总与该物体相对静止。对于这个特定的观

察者而言，他所测量的时间间隔就是固有时，这一数值对其余观察者也

是相同的，因为 (ds)2 = (cdτ)2 对于任意观察者成立。再次强调，这并

不意味着对所有观察者都有同样的时间间隔，只是这些观察者承认该特

殊观察者所测量的时间间隔为一不变量罢了。

2.3 Upper Speed Limit 速度上限

在上节中我们对狭义相对论这一不变量有了解释，现在可以更进一

步，导出另一个狭义相对论的惊人结论。
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6
按固有时定义，(ds)2 = (cdτ)2，

(ds)2 < 0 → dτ 为复数。

7
出 自 Hermann Minkowski

在 Assembly of German
Natural Scientists and Physi-
cians(1908.9.21) 上的演讲

由于不变量的定义中带有负号，这意味着对于时空中的两个事件，

(∆s)2 的值可能为 0。(∆s)2 的值甚至可能是负的，但这样我们将得到一

个复的固有时6，通常复的固有时没有物理意义。因此，(∆s)2 = 0 时固

有时最小，τ = 0，令

∆s2min = 0 = (c∆t)2 − (∆x)2 − (∆y)2 − (∆z)2

→ (c∆t)2 = (∆x)2 + (∆y)2 + (∆z)2

→ c2 =
(∆x)2 + (∆y)2 + (∆z)2

(∆t)2
(2.20)

在上式右侧我们有速度平方 v2，也就是距离除上时间，把这个式子写成

极限，则

→ c2 =
(dx)2 + (dy)2 + (dz)2

(dt)2
(2.21)

函数 x(t)，y(t)，z(t) 是描述两事件之间路径的参数方程，这样式子右侧

就是两事件间的运动速率。

因此，当某一观察者测得的固有时为 0 时其速度将满足下式

→ c2 = v2 (2.22)

这意味着没有物体能以超过光速 c的速度运动！5我们给物理学中的一切

事物找到了一个速度上限。时空中的两事件相互影响的传播速度不能超

光速。

这一点满足物理学上的局域性原理 (principle of locality)，即物
理学中的对象只能被它邻近的对象影响。相互作用都是局域的，不存在

超距作用，物理效应的传播需要时间。

2.4 The Minkowski Notation Minkowski记法

从现在起，孤立的空间和孤立的时间注定要消失成为影子，只

有两者的统一才能保持独立的存在。

-Hermann Minkowski7

写出狭义相对论中不变量

ds2 = (cdt)2 − (dx)2 − (dy)2 − (dz)2 (2.23)

5译者注：否则其固有时为复
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8
像 i，j，k 这样的罗马字母作指标

时一般代表从 1 到 3 求和：xixi ≡∑3
i xixi。后面我们还会用到大写的

罗马字母如 A，B，C，它们作指标

时代表从 1 到 8 求和。

9
ηµν =


1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1



103 维 Euclidean 空间就是经典物
理中一般的空间，在此空间中我们将

时间和空间分别处理，也就是未将时

空考虑成一个整体的几何结构来考

虑。但一旦将时间作为新坐标，结合

出时空的观念，我们便能将时间空间

放在同一坐标下考虑。

在此处将采用一种新的记法，这种记法初学时可能稍显复杂，不过后文

中将经常用到：

ds2 = ηµνdxµdxν

= η00(dx0)
2 + η11(dx1)

2 + η22(dx2)
2 + η33(dx3)

2

= dx20 − dx21 − dx22 − dx23

= (cdt)2 − (dx)2 − (dy)2 − (dz)2 (2.24)

在这里我们用了一些新的约定和记号，这些东西在近代物理中应用很广

泛，所以越早熟悉越好：

• Einstein 求和约定：某指标在同一项内出现两次则代表遍历该指标
并求和。例如：

∑3
i=1 aibi = aibi = a1b1+a2b2+a3b3，但

∑3
i=1 aibj =

a1bj + a2bj + a3bj ̸= aibj

• 像 µ，ν，σ 这样的希腊字母 8 作指标时，一般代表从 0 到 3 求和：
xµyµ =

∑3
µ=0 xµyµ

• 我们约定变量 x0 ≡ ct，x1 ≡ x，x2 ≡ y，x3 ≡ z。这样时间空间地
位等同，也便于我们使用 Einstein 求和约定

• 引入 Minkowski 度规 (η 看作一矩阵，ηij 为其矩阵元)：η00 = 1，

η11 = −1，η22 = −1，η33 = −1，当 µ ̸= ν 时 ηµν = 0 (也可以等
价的写为 9 ηµν = diag(1,−1,−1,−1))

另外按常规我们还要引入四维矢量 (four-vector)，简称 4 矢。

dxµ =


dx0

dx1

dx2

dx3

 (2.25)

式(2.24)可用 4 矢和 Minkowski 度规表出

(ds)2 = dxµη
µνdxν

=
(
dx0 dx1 dx2 dx3

)


1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1




dx0

dx1

dx2

dx3


= dx20 − dx21 − dx22 − dx23 (2.26)

采用这种记法能让我们省不少事。对于 ds，我们给出的解释是时空

(Minkowski时空)中两事件的“距离”，这个“距离”并不只是空间距离，
它还将时间间隔考虑在内。如果我们考虑 3 维 Euclidean 空间10中两点
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11Kronecker 函数 δij 即是单位

矩阵在指标记法下的表示，详见附

录B.5.5

12
此定义在 Euclidean 空间中

同样适用：由于度规为 δij =
1 0 0

0 1 0

0 0 1

，易得矢量 v⃗ 的长

度 = v⃗ · v⃗ = v21 + v22 + v23。

13
带有下指标的 4 矢通常叫做协变

4 矢，带有上指标的 4 矢通常叫做逆
变 4 矢。

14
指标的名称如何选取并不影响最

后的值，详见附录B.5.1。

间最短距离的平方11

(ds)2 = dxiδ
ijdxj

=
(
dx1 dx2 dx3

)
1 0 0

0 1 0

0 0 1




dx1

dx2

dx3


= (ds)2 = (dx1)

2 + (dx2)
2 + (dx3)

2 (2.27)

这种数学工具叫度规 (metric)，它能够告诉我们无限临近的两点之
间的距离。在 Euclidean 空间中度规就是单位矩阵 δij。在广义相对论的

弯曲时空中将会有更复杂的度规，但在狭义相对论中我们采用的是相对

简单的 Minkowski 度规 ηµν。度规是计算长度的工具，我们可以通过度

规定义 4 矢的长度 (length of a four-vector)，即 4 矢与自身的标量
积12

x2 = x ·x ≡ xµxνηµν

类似地，两任意 4 矢的标量积定义为

x · y ≡ xµyνηµν (2.28)

对于上下标，也有一些约定能使计算过程更清晰。我们定义带有上

指标的 4 矢13

xµ ≡ ηµνxν (2.29)

或者

yν ≡ ηµνyµ =︸︷︷︸
Minkowski度规是对称的ηµν=ηνµ

ηνµyµ (2.30)

因此，标量积可以写为14

x · y ≡ xµyνηµν = xµy
µ = xνyν (2.31)

上式中，变换的上指标是可以任意选择的，这只是为了避免公式中总是

出现 ηµν 的一种方法，正如引入 Einstein 求和约定是为了避免总是出现
求和号一样。

2.5 Lorentz Transformations Lorentz变换

下一步，我们将尝试找出两参考系之间不违背狭义相对论基本假设

的变换方式。由上文可知，从狭义相对论的两个基本假设可以推出对于
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15
详见附录C.1。

16
稍后会讲明 O 的意义。

17
“ ·”表示的是矢量的点乘，如果

我们将矢量写为列向量，那么按矩

阵相乘的定义有 a⃗ · b⃗ = a⃗T · b⃗。有
关 (Oa)T = aTOT 这一点详见附

录C.1，式C.3。
18
这一条件一般称为正交性 (or-

thogonality) 条件，因此用字母 O

表示。满足 OTO = 1 的矩阵称为正
交矩阵，因为它列与列之间是正交的。

换句话说，矩阵的每一列都可以看做

一个矢量，正交性条件就是说这些矢

量相互正交。

19
矢量的长度即是矢量与自身的标

量积的平方根。

20
详见附录A.5。

21
空间反演可简单地理解为映射

x⃗ → −x⃗。这种变换满足 det(O)
!
=

及 OTO = 1。因此，如果我们要将
变换限制为旋转变换，就需要加上条

件 det(O)
!
= 1。此外，空间反演变

换又称宇称变换。

所有惯性参考系均有 ds2 = ηµνdxµdxν，即

ds′2 = dx′µdx
′
νη
µν = ds2 = dxµdxνη

µν (2.32)

因此，两参考系间所允许的变换要能保证这个二次式的形式，和Minkowski
时空中的标量积在变换下不变。设变换为 Λ，那么变换后

dxµ → dx′µ = Λσµdxσ (2.33)

由于 (ds)2 在变换下不变

(ds)2 = (ds′)2

→ dx · dx !
= dx′ · dx′

→ dxµdxνη
µν !

= dx′µdx
′
νη
µν =︸︷︷︸

(2.33)式

ΛσµdxσΛ
γ
νdxγη

µν

→︸︷︷︸
重命名哑指标

dxµdxνη
µν !

= ΛµσdxµΛ
ν
γdxνη

σγ

→︸︷︷︸
��dxν任意

ηµν
!
= ΛµσΛ

ν
γη
σγ (2.34)

或者用矩阵形式来写15

η = ΛTηΛ (2.35)

此即变换 Λνµ 所需满足条件。

这个条件现在看起来可能有些奇怪，但在后文中我们会用更自然的

方式导出这个条件。在下一章里，我们会看到 Euclidean 空间中的旋转
所导出的变换16O 能够保证 Euclidean 空间的标量积不变17

a⃗ · b⃗ !
= a⃗′ · b⃗′ =︸︷︷︸

注意(Oa)T=aTOT

a⃗TOTOb⃗ (2.36)

因此 18

OT1O !
= 1，恰巧 Euclidean 空间的度规就是单位矩阵 1，其地位正

如 Minkowski 度规在式(2.35) 中一样。这个性质是旋转的定义中的一部
分，旋转不能改变矢量的长度，即在数学上保证标量积不变 19,6此外我

们还注意到旋转不改变坐标系的手向20，这表明 det(O)
!
= 1，因为保证

标量积不变的变换除了旋转变换还有空间反演21。

我们定义保 Minkowski 时空中标量积不变的变换为 Lorentz 变换
(Lorentz transformations) ，这也是为保证狭义相对论的假设所必需
的。相应的，每当我们需要得到在 Lorentz 变换下不变的项时，都必须

6译者注：a⃗ · b⃗ = 1
2
[(a⃗+ b⃗)2 − a⃗2 − b⃗2]，若保证模长不变，标量积也不变。
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结合上下指标：xµyµ = xµyνη
µν。在学会一些非常优雅的技术来处理这

样的情况之后，我们会在下一章构建这些转换具体的矩阵形式。

2.6 Invariance, Symmetry and Covariance不变性，对称性，
协变性

在继续之前，我们有一些重要的概念要事先声明。首先，一个量能

被称为不变量 (invariant)，这个量必须在变换下不变。比如说，我们考
虑一个依赖于不同参数 A,B,C, . . . 的任意函数 F，F = F (A,B,C, . . . )，

如果我们将 A,B,C, . . . 变换为 A′, B′, C ′, . . .，有

F (A′, B′, C ′, . . . ) = F (A,B,C, . . . ) (2.37)

那么 F 称为变换下的一个不变量。我们可以用对称性来描述。对称性

(symmetry) 是指在某一变换下或者某一系列变换下保持不变的性质。
举个例子，如果说一个物理系统在任意的旋转变换下不变，那么该系统

具有旋转对称性。再比如说，一间室温为常温的房间，房间内各点的温

度与位置无关，换言之，如果把所有的点朝着某特定方向平移一段距离，

室温不变。因此我们说室温具有平移对称性。

协变性与不变性有共通之处而又不同。如果一个方程在变换下形式

不变，那么称这个方程具有协变性。例如下面这个式子

E1 = aA2 + bBA′ + cC4

在变换之后这个方程写为

E′
1 = aA′2 + bB′A′ + cC ′4

那么这个方程具有协变性，因其在变换下形式不变。另一方程

E2 = x2 + 4axy + z

若在变换之后写为

E′
2 = y′3 + 4az′y′ + y′2 + 8z′x′

那么它就不是协变的，因为其形式已经变化。

所有的物理规律都应具有 Lorentz 协变性7，因为只有这样的物理规

律才能在任意参考系下成立。非协变的物理规律只能在某一特定参考系

下成立，这会导致在东京和纽约具有不同的物理规律。显然这个主意糟

透了，因为不应该存在一个特殊的参考系，我们得让物理规律在任意参

7即在 Lorentz 变换下具有协变性---译者 (InSight)
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22Edwin F.Taylor and John
Archibald Wheeler.
Spacetime Physics.
W.H.Freeman,2nd edition,
3 1992.ISBN 9780716723271
23Daniel Fleisch.
A Student’s Guide
to Vectors and Tensors.
Cambridge University Press,
1st edition,11 2011.ISBN
9780521171908
24Nadir Jeevanjee.
An Introduction to Tensors and
Group Theory for Physicists.
Birkhaeuser,1st edition,August
2011.
ISBN 978-0817647148
25Anthony Zee.
Einstein Gravity in a Nutshell.
Princeton University Press,
1st edition,5 2013.
ISBN 9780691145587

考系中成立。后面我们将讲述如何用协变的方法来计算物理规律。

Further Reading Tips 阅读建议

• E.Taylor and J.Wheeler - Spacetime Physics:Introduction
to Special Relativity22适合用来入门。

• D.Fleisch - A Student’s Guide to Vectors and Tensors23对
狭义相对论中用到的张量范式有很有创意的解释。比如对于协变与

逆变分量的差异。

• N.Jeevanjee - An Introduction to Tensors and Group The-
ory for Physicists24是另一本把在狭义相对论中用到的数学讲的
不错的书。

• A.Zee - Einstein Gravity in a nutshell25是一本关于广义相对
论的书，但是里面也有很多关于狭义相对论的很棒的解释。
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对称性工具
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"Numbers measure size,
groups measure symme-
try."
Groups and Symmetry.
Springer,2nd edi-
tion,2 1997. ISBN
9780387966755

“数字是大小的度量，群是对称性的度量。”

– Mark A.Armstrong
in Groups and Symmetry.
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下面的图表是本章结构的

示意图。当你迷失方向的

时候记得回来看看，初学

的时候不太需要看它。

二维旋转

�
�

���

@
@

@@I

U(1) SO(2)

三维旋转

�
�

���

@
@

@@I

SU(2) SO(3)

Lorentz 变换

?
Lie 代数 =̂ su(2)⊕ su(2)

?
双覆盖表示

Lorentz 变换 + 平移

?
Poincaré 群

1
S 表示特殊 (special)，它的含义
为 det(M) = 1。U 表示幺正:
M†M = 1，数字 2 表示这个群起

初是用 2 × 2 矩阵定义的。

3. Lie Group Theory Lie群

本章概述

本章的最终目的是导出 Poincaré 群双覆盖的基本表示，物理学现
在认为 Poincaré 群是时空根本的对称性群。这些基本表示是描述所有基
本粒子的必要工具，每一种表示对应一种基本粒子，它们揭示了自然界

存在何种基本粒子。

我们从两个简单例子引出群的定义，然后作为学习 Lie 群理论的第
一步，我们讨论描述二维旋转变换的两种方式:

• 2× 2 旋转矩阵。

• 单位复数1。

接着我们尝试找出描述三维旋转的第二种方法 (像复数那样，当然第一
种方法是 3× 3 矩阵)，第二种方法法与一种超级重要的群 — SU(2)1有

关。之后我们研究 Lie 代数，使用相对简单的 Lie 代数就能深入研究复
杂的 Lie 群。不同的群可以有相同的 Lie 代数，但只有其中的一部分是
基本的。从上述基础出发就能准确揭示自然的基本对称性群 — Poincaré
群的双覆盖。我们将利用已知的变换操作导出 Lie 代数，并利用 Lie 代
数得出对称变换的不同表示。这样就能看出开始时使用的表示其实只是

一种特殊情况。于是又能研究 Poincaré 群的重要部分 — Lorentz 群，
我们会看到 Lorentz 群双覆盖的 Lie 代数由两份 su(2) Lie 代数所组成，
因此可以直接利用我们熟悉的 SU(2) 群的结论。最后将平移变换考虑进
来，就得到了 Poincaré 群，Poincaré 群就是 Lorentz 群加上平移。完成
上述所有之后我们终于可以将 Poincaré 群双覆盖的基本表示进行分类，

1指模长为 1 的复数。
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图 3.1: 正方形

图 3.2: 正方形绕中心顺时针旋转 5◦

这些在后面的章节中会大用特用，我们将从中导出物理学的基本定律。

3.1 Groups 群

我们需要合适的数学工具描述对称性。描述对称的数学分支称为群

论，而其中物理中经常遇到的连续对称性则需要群论的一个分支 Lie 理
论来进行描述。

我们把对称性定义为变换下的不变性，而描述对称的群就定义为某

些变换的集合。让我们从两个简单例子开始体会群到底该怎么定义：

1. 正方形在数学上是一些点的集合 (例如四个顶点是该集合的一部
分)，正方形的对称性是指在某些变换下 (变换: 将一个点映射到另
一个点) 保持不变（点集自身被映射回自身）的性质。2

符合条件的变换有绕中心旋转 90◦, 180◦, 270◦, 0◦ 等等。这些旋转

操作将正方形映射到它自身。这意味着把集合里的每个点都映射回

了集合里。我们称这个集合 (正方形点集) 在这样的变换下具有不
变性。

注意不是所有旋转变换对于正方形都是对称的。如果我们关注顶点

的变化就容易看出来，比如绕中心顺时针旋转 5◦，这个变换将顶点

映射到原来正方形点集之外，顶点 A 映射到了原来正方形集合之

外的点 A′。因此这个旋转变换对正方形不具有对称性。当然，变

换后的点集仍然是个正方形，但却是另一个正方形 (即不同点的集
合)。而绕中心转 90◦ 是对称的，如图3.3，顶点 A 变换到点 B 等

等，原来的正方形点集变换到相同的集合。

图 3.3: 正方形绕中心旋转 90◦

换个角度看：假如你看了一眼原来的正方形，然后闭上眼睛，这时

有人可能把正方形做了一个变换。如果你睁眼以后不能分辨这个正

方形是否被人变换过，那么这个变换就是个对称变换。

我们把所有使正方形不变的变换构成的集合称为群。变换参数 (本
例中就是旋转角度) 不能任意取值 (而是取分立的数)，这样这个群
称为离散群。

2译者注：原文里把对称性定义为了一种变换，而不是在某种变换下不变的性质(a sym-
metry of the square is a transformation that maps this set of points into itself.)，但
是后面又说 ‘Symmetry means invariance under a transformation’，这里翻译时有些改
变。另外后文中不少也是意译，不妨参考原文阅读。（QZR）
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图 3.4: 单位圆旋转的示意图，单位
圆绕圆心旋转任意角度都不变

2
历史上数学家们建立群论最初是为

了描述方程的对称性

3
它们不一定满足交换律！例如绕不

同轴的旋转变换之间不能交换顺序，

比如 Rx(θ)Rz(ϕ) ̸= Rz(ϕ)Rx(θ)

4
旋转矩阵见附录A.2。

5
例如，二维平面旋转还可以用单位

复数描述，相应的群乘法是复数乘法。

稍后就讨论这一点。

2. 另一个例子是使单位圆不变的变换构成的集合。类似地，单位圆还
是一些点构成的集合，对称变换把这个集合映射到它自身。

单位圆绕圆心旋转任意角度都不变。换言之，变换参数 (这里就是
旋转角度) 可以取任意值，因此这个群是连续群。

数学中除了几何图形之外还有好多别事物的都有对称性。例如，对

于向量，我们可以考虑所有让向量长度不变的变换构成的集合。看出本

节开头对称性定义的普遍性了没? 对称性就是变换下的不变性。非常幸
运，搞数学的早已建立了群论，它可以研究所有类型的对称性2。

为了让描述对称的工具 — 群 — 有确切的含义，我们把对称性的定

义用数学语言精炼一下:

• 对某物什么也不做 (比如转个 0◦) 当然也是对称变换 (按照我们的
对称性定义)，因此任何群都需要包含一个恒等变换 (恒等元)。在
上面的例子里，恒等元就是旋转 0◦。

• 对某物先做变换再做逆变换的结果必须等于啥也不做。因此对于群
中的任意元素 (简称群元)，必须有相应的逆元素。按定义，先做变
换再做逆变换等于恒等变换。例如先转 90◦ 再转 −90◦(先逆针再顺
针转) 与旋转 0◦ 相同。

• 先做一个对称变换再做一个对称变换，总体效果必须还是对称变
换。例如先旋转 90◦ 再转 180◦ 等于直接转 270◦，后者也是对称变

换。对称变换的这个性质称为封闭性。

• 对称变换之间必须满足结合律3。例如转 90◦ 再转 40◦ 再转 110◦ 这

种操作，无论是先转 130◦ 再转 110◦，还是先转 90◦ 再转 150◦ 都

一样。用符号表示更加清楚:

R(110◦)R(40◦)R(90◦) = R(110◦)

(
R(40◦)R(90◦)

)
= R(110◦)R(130◦)

(3.1)

R(110◦)R(40◦)R(90◦) =

(
R(110◦)R(40◦)

)
R(90◦) = R(150◦)R(90◦)

(3.2)

这个性质称为结合律。

• 我们需要了解两个群元 (对称变换) 是怎样结合的。这种结合是个
二元运算3，我们称它为群乘法。

在上面的例子里，旋转变换的标准表示方法是用旋转矩阵4，两个群

元 (两个旋转矩阵，或两个旋转操作) 结合的规则是线性代数里的矩阵乘
法。同样的变换经常有不同的表示方法5，群论非常系统性地概括了所有

形式。群论的分支 — 表示论就是研究相同变换的不同描述方式的，我们

3两个群元结合成一个
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6
别担心怎么才能根据这些公理凑出

一个群来。搞物理的往往是从某个变

换出发，考察它是否符合群公理，如果

是那么就可以应用群论来解决问题。

7
复习一下，Minkowski 度规就是在

Minkowski 空间中用来计算距离和
长度的工具，见第2章。

8
当然还有平移。平移的数学描述与

前两者有些不同，我们之后再讨论它。

9
旋转矩阵的推导见附录A.2。

在3.5节学习表示论。

我们把上述群与对称变换的特征用严谨的数学语言表达，再将它们

提升为公理，满足这些公理的一切数学结构就称为群。必须指出我们可

以搞出超级抽象而又满足群公理的结构，但我们现在只关注上面例子里

的旋转变换那样的群。

讨论完了这些，我们认识到群的抽象定义仅仅是（显然地）蕴含着

这些 (我们通过对称变换的性质导出的) 群公理的东西6:

一个群是一个集合 G，加上一个定义在 G 上的二元运算 (群乘法)◦，
且要求 (G, ◦) 满足以下公理:

• 封闭性: 对于任意 g1, g2 ∈ G, g1 ◦ g2 ∈ G
• 单位元: 存在单位元 e ∈ G 使得对于所有 g ∈ G, g ◦ e = g = e ◦ g
• 逆元: 对于任意 g ∈ G，存在相应的逆元 g−1 ∈ G 使得 g ◦ g−1 =

e = g−1 ◦ g
• 结合律: 　对于任意 g1, g2, g3 ∈ G, g1 ◦ (g2 ◦ g3) = (g1 ◦ g2) ◦ g3

总而言之: 某对象在一些变换下保持不变，所有的这些变换组成4的

集合叫做对称群。对于 Minkowski时空，Minkowski度规7在变换下保持

不变，相应的对称群称为 Poincaré 群。

要注意群的定义完全与变换的对象是啥没有关系。因此我们可以脱

离特定对象而只研究对称变换本身，群的定义将变换从对象中 ‘提取’ 出
来了。这是非常有用的，许多不同事物具有同样或同类的对称性。群论

让我们不用管变换的对象5，只研究变换 (例如旋转) 的普遍性质。

3.2 Rotations in two Dimensions 二维旋转

我们从一个简单而重要的例子开始学习群论。考虑那些让二维平面

中的向量长度不变的对称变换。符合条件的有旋转和反射8。它们也是圆

的对称变换，一个单位元旋转或反射之后还是单位圆。可见同一个群（对

应一种变换）可以作用于不同类对象：圆（几何图形），或者向量6。本

节考虑向量，可以用旋转矩阵表示向量的旋转或反射9，将起点位于原点

的向量绕原点逆时针旋转 θ 角度的旋转矩阵为7

Rθ =

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

 (3.3)

4我在想这里该用 ‘构成’ 还是 ‘组成’，后来我觉得无所谓，因为这不是初中化学...(分子
构成物质，元素组成物质...) — 译者 (SI)

5译者注：圆还是正方形
6可以简单考虑为一个点，其相对于原点就是该向量。---译者注
7译者注：原文此式符号有误。
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10

I =

(
1 0

0 1

)

11
例如(3.3)式的矩阵，RT

θ R =(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
=(

cos2 θ + sin2 θ 0

0 sin2 θ + cos2 θ

)
=(

1 0

0 1

)
12
严谨地说，任意 2 × 2 正交矩阵

可以表示为(3.3)、(3.4)式，或者它们
的乘积的形式。

13
见(3.3)与(3.4)式。反射矩阵的行

列式等于 −1。

14
右手坐标系与左手坐标系见附

录A.5。

关于 x 轴与 y 轴的反射变换用矩阵表示为：

Px =

−1 0

0 1

 Py =

1 0

0 −1

 (3.4)

将矩阵乘法作为群乘法 ◦, 可以验证对于所有的 θ，R(θ), Px, Py 与矩阵

乘法符合群公理，因而构成一个群，亦即旋转与反射变换构成一个群。

可以用更抽象的方式表达‘所有让二维向量长度不变的变换’，向

量长度就是向量与自身点乘的平方根 (|a| =
√
a · a). 向量长度在变换

a→ a′ 下不变意味着8：

a′ · a′ !
= a · a (3.5)

将线性变换对应的矩阵记作 O，变换即为 a→ a′ = Oa.

a · a = aTa→ a′Ta′ = (Oa)TOa = aTOTOa !
= aTa = a · a (3.6)

由此可见，使向量长度不变的变换必须满足9：

OTO = I (3.7)

其中 I 表示单位矩阵。10。前文的旋转和反射矩阵都满足此条件112 × 2

矩阵中所有满足(3.7)式的矩阵构成了 O(2) 群，即所有 2× 2 正交矩阵构

成的群12。我们可以找出这个群中描述旋转变换的那一部分（构成一个

子群）。根据(3.7)式：

det(OTO) = det(OT )det(O)
!
= det(I) = 1

(det(O))2 !
= 1→ det (O) !

= ±1 (3.8)

detO = 1 的矩阵对应旋转变换13。而条件

OTO = I (3.9)

detO = 1 (3.10)

定义了 SO(2) 群，这里的 S 表示‘特殊’(special)，O 表示‘正交’(or-
thogonal)。

SO(2)包含的旋转变换保持了坐标系的取向，即一个右手坐标系14经

旋转变换后还是右手系，而反射变换会改变它的取向。用线性代数的概

念来说，我们规定 SO(2) 中的矩阵行列式必须为 +1。

8等号上面的! 只是起强调、提示作用 — 译者 (SI)
9其中是由于 a 任意从而能够得到 OTO = I。
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15
上标 ∗ 表示复数的共轭复数：z =

a+ ib → z∗ = a− ib

16U 表示幺正性，它的含义为

U∗U = 1.
17
定义中包含复数乘法的群的普遍

性质见3.10节的附录。

18
附录B.4.2推导了传说中的欧拉公

式。对任意复数 z = a + ib, a 称为
z 的实部，记为 Re(z) = a; b 称为
虚部，记为 Im(z) = b. 欧拉公式中
Rθ 的实部为 cos θ, 虚部为 sin θ.

图 3.5: 单位复数在复平面的单位圆
上

图 3.6: 复数通过乘以单位复数进行
旋转

3.2.1 Rotations with Unit Complex Numbers 用单位复数表示旋转变换

还可以用单位复数来表示二维的旋转变换：绕原点旋转 θ 角可以表

示为乘以单位复数 z（单位复数意为 z = a+ ib，|z|2 = z∗z = 1）15。

所有单位复数构成一个群，称为16 U(1)，群乘法即为复数乘法，不难
验证它符合群公理。为了看出它与之前引入的 O(2),SO(2) 群10的关系，

我们将 U(1) 群的条件 — 复数的模（长度）为 1 表示为17，∀U ∈ U(1)：

U∗U = 1 (3.11)

单位复数另一种写法是18：

Rθ = ei θ = cos θ + i sin θ (3.12)

Rθ 的模平方为:

R∗
θRθ = e−i θei θ =

(
cos θ − i sin θ

)(
cos θ + i sin θ

)
= 1 (3.13)

例：将向量 (3, 5) 对应的复数 z = 3 + 5i 旋转 90◦：

z → z′ = ei 90
◦
z =

(
cos 90◦︸ ︷︷ ︸

=0

+i sin 90◦︸ ︷︷ ︸
=1

)
(3+5i) = i(3+5i) = 3i−5 (3.14)

图18绘制了旋转前后的向量（复数），图中可见复数乘以 ei 90◦ 旋转
了 90◦. 需要注意 ei 90◦ 作用于（乘以）向量对应的复数而非向量本身。
描述二维旋转只需要一个参数：旋转角 ϕ. 而复数有两个自由度（实部和
虚部），因此我们加上单位复数的限制：|z| =实部2

+虚部
2
= 1，刚好只

剩一个自由度。

描述二维旋转的两种方式 — 单位复数与 2× 2 矩阵（矩阵元都是实

数）通过如下方式相联系。定义：

1 =

1 0

0 1

 , i =

0 −1
1 0

 (3.15)

不难验证这样定义的 1, i 仍然满足：

12 = 1, i2 = −1, 1i = i1 = i (3.16)

这样单位复数对应的 2× 2 实数矩阵为11

Rθ = cos θ+i sin θ = cos θ

1 0

0 1

+sin θ

0 −1
1 0

 =

cos θ − sin θ
sin θ cos θ


10译者注：原文有误，现已更正
11译者注：原文此式有误，译文已参照勘误表修改。
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19
如果映射 Π : G → G′ 是一一映

射，并且满足：∀g1, g2 ∈ G,Π(g1)◦
Π(g2) = Π(g1 ◦ g2), 则 Π 就是同

构映射，并且称群 G,G′ 是同构的。

20
其中蕴含着十分硬却失挺 (inter-

esting) 的内容... 与二维旋转类似，
我们将找出三维旋转的第二法，这个

第二法能够揭示大自然更深刻的内

容。

(3.17)

可见，定义了复单位 i→实矩阵 的对应关系后，单位复数就回到了熟悉
的旋转矩阵。还有一点要注意：旋转矩阵作用于向量（列矩阵），而我们

将 i 与 2× 2 的实矩阵相联系，因此被旋转的向量（与一个复数对应）也

将变成一个 2× 2 矩阵。

例：任意向量 (a, b) 对应的复数对应的 2× 2 矩阵为：

z = a+ ib = a

1 0

0 1

+ b

0 −1
1 0

 =

a −b
b a

 (3.18)

将旋转矩阵作用于 z：

z′ =

a′ −b′
b′ a′

 = Rθz =

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

a −b
b a


=

a cos θ − b sin θ −b cos θ − a sin θ
a sin θ + b cos θ −b sin θ + a cos θ

 (3.19)

由上式可得

a′ = a cos θ − b sin θ (3.20)

b′ = a sin θ + b cos θ (3.21)

这与旋转矩阵作用于向量（列矩阵形式）相同：cos θ − sin θ
sin θ cos θ

a
b

 =

a cos θ − b sin θ
a sin θ + b cos θ

 =

a′
b′

 (3.22)

我们看到这两种表示方法是一回事儿，用数学术语来说，SO(2) 与 U(1)
间有一个同构映射19。这一点太重要了，之后的篇幅会不断出现这种思

想。

下面研究三维旋转，尝试找出它的两种描述方法20。

3.3 Rotations in three Dimensions 三维旋转

三维向量旋转变换当然可以用 3× 3 旋转矩阵12：

Rx =


1 0 0

0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ

 Ry =


cos θ 0 sin θ
0 1 0

− sin θ 0 cos θ


12原文公式有误，译文已按勘误表改正。
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21
基的概念见附录A.1。

22
三维向量旋转的一般情况的推导

见附录A.2。

23
单位复数描述二维旋转。

Rz =


cos θ − sin θ 0

sin θ cos θ 0

0 0 1

 (3.23)

类比 SO(2) 群，上面三个矩阵构成了 SO(3) 群的一组基21。这意味

着 SO(3) 中的任意群元（矩阵）都可以写为 Rx, Ry, Rz 的线性组合，且

系数唯一。将向量

v⃗ =


1

0

0


绕 z 轴旋转22就是用旋转矩阵乘以向量：

Rz(θ)v⃗ =


cos θ − sin θ 0

sin θ cos θ 0

0 0 1



1

0

0

 =


cos θ
sin θ
0

 (3.24)

13 为找出描述三维旋转的第二法，我们尝试把复数的概念扩展到三维空

间。首先试着把 2 维的复数14扩展为 3 维复数，但前人探索发现没有 3

维的，但存在 4 维‘复数’，称为四元数 (quaternions)。下面就会看到
四元数正是描述三维旋转的第二法，并且它还能深刻揭示宇宙 — 四维

时空的规律。描述三维旋转需要三个参数（绕 x, y, z 轴的旋转角），而四

元数有四个参数，这与二维旋转的情况类似23。四元数加上单位长度的

限制 — 单位四元数（三个自由参数）能够描述三维旋转。

3.3.1 Quaternions 四元数

我们类比复数来构造四元数，复数只有一个虚单位 i，而四元数里定

义三个虚单位，记作 i, j,k，它们仍然满足

i2 = j2 = k2 = −1 (3.25)

这样任意一个四元数 q 表示为

q = a1 + bi + cj + dk (3.26)

其中 a, b, c, d ∈ R, 1 就是正常的实数 1。15

要想定义四元数间的乘法，必须定义虚单位间的乘法规则，比如 ij =

13译者注：原文符号有误，现已订正。
14实部虚部两个自由度
151, i, j,k 用黑体表示是为了强调它们是四元数的基。---译者 (SI)
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24
符号 † 称为 ‘dagger’，表示转置

加取复共轭，即 a† = (a∗)T。实数向

量间的点乘定义为 a · b = aT b, 向量
用列矩阵表示，其转置为行矩阵，于

是点乘的定义符合矩阵乘法规则。四

元数对应的列矩阵含复数，为使四元

数与它自身相乘结果为实数（实数结

果可表示‘长度’），在转置之外还加

上取复共轭。

?. 为此再定义

ijk = −1 (3.27)

这样虚单位间的乘法就没问题了，例如，为导出 ij = k, 在(3.27)式等号
两侧右乘 k:

ij kk︸︷︷︸
=−1

= −k→ ij = k (3.28)

单位四元数 q = a1 + bi + cj + dk 满足24：

q†q
!
= 1

→ (a1− bi− cj− dk)(a1+bi + cj + dk) = a2 + b2 + c2 + d2
!
= 1

(3.29)

就像单位复数构成一个群（群乘法为复数乘法）那样，单位四元数

也构成一个群（群乘法为四元数乘法）。

类似于我们将二维复数与 2×2实数矩阵建立联系的做法，四元数也

可如此 — 将四个基 1, i, j,k 与合适的矩阵一一对应。其中一种方式（还
有别的方式）是将它们与 2× 2 复数矩阵对应16：

1 =

1 0

0 1

 , i =

0 −1
1 0


j =

0 i

i 0

 , k =

i 0

0 −i

 (3.30)

不难验证上式满足四元数乘法，比如(3.25)、(3.27)式。这样任意一个四
元数都可用矩阵表示为：

q = a1 + bi + cj + dk =

 a+ di b+ ci

−b+ ci a− di

 (3.31)

由上式可见

det(q) = a2 + b2 + c2 + d2 (3.32)

上式与(3.29)式比较可以发现单位四元数对应的矩阵的行列式为 1。因此

单位四元数对应的 2× 2 复数矩阵 U 满足：

U†U = 1, 且det(U) = 1 (3.33)

16译者注：原文此式及后续(3.31)、(3.38)、(3.39)、(3.43)和(3.44)均有误，已据勘误表
订正。
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25
线性独立的概念见附录A.1。

26
进一步介绍见本章附录 —

3.10节。

27SO(3) 群就是三维旋转矩阵构成

的群。

28
注意这里的 R 表示一个单位复数，

即 R∗R = 1, R 与复数 z 相乘就将

z 进行旋转变换。

注意(3.30)式中的矩阵是线性独立的25，它们构成群 SU(2)的基。与之前
相同，S 表示特殊 (special)，含义为 det(U) = 1；U 表示幺正 (unitary)26，
即 U†U = 1。任意单位四元数都唯一对应 SU(2) 群中的一个群元。

SU(2)群如何与三维旋转联系？和之前不同，SU(2)群与 SO(3)27之
间的对应关系并不像二维旋转中 U(1) 与 SO(2) 那样简单。

2维虚数 z = a+ ib与 2维向量很容易对应。单位复数保证了矢量长
度在旋转变换下不变28：(Rz)∗Rz = z∗R∗Rz = z∗z。四元数有 4 个参数，

它与三维向量的对应关系是并不明显。我们尝试将三维向量 v⃗ = (x, y, z)

定义为如下四元数17：

v ≡ xi + yj + zk (3.34)

利用前述四元数的矩阵表示可得：

det(v) = x2 + y2 + z2 (3.35)

于是保持向量 (x, y, z) 长度不变的变换就对应于保持矩阵行列式不变的

矩阵变换。而单位四元数对应矩阵都具有单位行列式，它与任意矩阵相

乘不改变该矩阵的行列式18。进展很顺利，但现在有个微妙的状况：继续

猜想下去，我们会认为用单位四元数 u旋转向量（对应的四元数）v 直接

用 u乘以 v 就可以了（按照四元数乘法规则）。但细想起来这却不行，因

为根据(3.34)式，我们把任意三维向量对应的四元数定义在 Ri+Rj+Rk
的范围内，u 与 v 的四元数乘积会超出这个范围，这样向量旋转后可能

不是个向量！这当然不行。

事实上，旋转变换表示为：

v′ = q−1vq (3.36)

其中 v, v′ 分别为旋转前后的向量，q 为表示旋转的单位四元数。

这样我们终于实现了描述三维旋转的第二法 — 单位四元数。

例：定义 u 是 Ri+Rj+Rk 中的某一单位向量，则任意单位四元数
t 可表示为：

t = cos θ + u sin θ (3.37)

利用(3.34)式，任意三维向量 v⃗ 可表示为：

v⃗ = (vx, vy, vz)
T = vxi+vyj+vzk =︸︷︷︸

(3.31)式

 ivz vx + ivy

−vx + ivy −ivz

 (3.38)

17注意下式中的 ijk 是四元数的‘基’而非三维直角坐标系的基矢。— 译者
18利用 det(AB) = det(A) det(B)，— 译者
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29
欧拉公式的推导见附录B.4.2

30
见(3.24)式，那里我们用三维旋转

矩阵旋转向量。

简明起见我们举个特例，把向量 v⃗ = (1, 0, 0)T 绕 z 轴旋转。

v⃗ = (1, 0, 0)T → v = 1i + 0j + 0k =

 0 1

−1 0

 (3.39)

Rz(θ) = cos θ1 + sin θk =

cos θ + i sin θ 0

0 cos θ − i sin θ

 (3.40)

上式也可用欧拉公式写出29：

eix = cosx+ i sinx⇒ Rz(θ) =

eiθ 0

0 e−iθ

 (3.41)

四元数旋转矩阵的逆矩阵为：

R−1
z (θ) =

cos θ − i sin θ 0

0 cos θ + i sin θ

 =

e−iθ 0

0 eiθ

 (3.42)

根据(3.36)式旋转向量 v；

v′ = R−1
z (θ)vRz(θ) =

e−iθ 0

0 eiθ

 0 1

−1 0

eiθ 0

0 e−iθ


=

 0 e−i2θ

−ei2θ 0

 =

 0 cos(2θ)− i sin(2θ)
− cos(2θ)− i sin(2θ) 0


(3.43)

另一方面，向量 v′ 用四元数表示为：

v′ =

 iv′z v′x + iv′y

−v′x + iv′y −iv′z

 (3.44)

上式与(3.43)式比较可得：

v′x = cos(2θ), v′y = − sin(2θ), v′z = 0 (3.45)

所以

→ v⃗′ =
(

cos(2θ),− sin(2θ), 0
)T (3.46)

由上式可见从 v⃗ 到 v⃗′ 确实进行了旋转30，但是要注意，上式表示我们没

有把 v⃗ 旋转 θ 角度，而是旋转了 2θ！因此我们定义 ϕ ≡ 2θ, 这样 ϕ 表
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31
将向量旋转 π 与旋转 3π = π +

2π 相同。换言之：两个单位四元数 u

与 −u 对应同一变换：旋转 π.

32
剧透：Lorentz 群的双覆盖蕴含

自旋概念，而 Lorentz 群自身并不具
有。自旋是指粒子的某种内禀角动量，

它是粒子最重要的特征之一。自旋在

小节4.5.4和8.5.5详述。

33
四维旋转矩阵 O(4× 4) 有 16 个

参数，条件 OTO = 1 与 det(O) =

1 将 16 个参数限制为 6 个自由参数。
19

示真正的旋转角，(3.37) 重写为：

t = cos
(
ϕ

2

)
+ sin

(
ϕ

2

)
u (3.47)

这样定义的单位四元数与三维旋转矩阵之间的关系并非一一对应的，

而是两个单位四元数描述同一个旋转，例如31：

tϕ=π = u tϕ=3π = −u

@
@
@@R

�
�

��	
将向量旋转 π

因此 SU(2) 群称为 SO(3) 群的双覆盖。一个 SU(2) 中的群元对应
SO(3) 的哪个群元是很明确的，反过来就不行，因为 SO(3) 中的一个群
元对应 SU(2) 中的两个。这并非仅有数学意义，稍后就会看到，在物理
上，一个能覆盖别的群的群往往更加深刻32。

给定某个群，为了找出能覆盖这个群的群，我们需要学习 Lie 代数
— Lie 理论的利器，下一节就讲 Lie 代数。

注意我们把三维向量对应到四元数集 Ri+Rj+Rk 中，因此四元数
的一个参数没有用到，这是相对论的伏笔。比如将时间 t考虑进来后，四

维‘向量’与四元数对应的十分自然，就像二维复数与二维向量之间那

样：v = t1 + xi + yj + zk。纯数学的观点鼓励我们使用 4 维向量。如果
我们想描述四维旋转（因为我们目前认为宇宙是 3 + 1 四维时空），应该

怎么办？有两个选择：

• 再去找更高维的‘复数’，或者：
• 再用四元数试试看。

从刚才的遐想可以看出四元数与四维旋转有着暧昧的联系。任意四维旋

转需要 6 个参数表示33，没有 7 维复数，这样‘单位 7 维复数描述 6 个
参数的四维旋转’就行不通了。我们注意到两个单位四元数正好有 6 个

自由参数。因此两个单位四元数很可能可以描述四维旋转。之后会看到，

两个 SU(2) 群与四维旋转群确实存在千丝万缕的联系。

3.4 Lie Algebras Lie代数

Lie 理论是研究连续对称的理论。连续对称的例子可见本章开头讨
论的单位圆的旋转对称性。连续性意味着存在无限接近于恒等变换（恒

等变换：什么都不干）的群元。相对的，离散群的群元个数是可数的，不

存在无限接近于恒等元的群元。例如把正方形绕中心转 0.000001◦，这与

恒等变换（转 0◦）非常接近，但它不是正方形的恒等变换。而把圆绕圆

心转 0.000001◦ 就是对称的。圆的对称群（对称变换组成的群）是连续

的，因为变换参数（旋转角）可以取任意（连续）的值。用数学符号来表
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34(3.51)式经常用作指数函数的定
义。指数的级数表示与(3.51)式等价
性的证明见附录B.4.1。这在几乎所有
的数学分析课本中都能找到。

35
如果你从未听说过 Taylor 展开

或 Taylor 级数，作者推荐你看一看
附录B.3

36
附录B.4.1中有推导

示：把恒等元记作 I，无限接近恒等元的群元 g 可表示为：

g(ϵ) = I + ϵX (3.48)

其中 ϵ 表示小量（数学上总是用 ϵ 表示小量），X 称为生成元，稍后就讨

论它。这样一个轻微的小变换作用在对象上几乎啥也不变，有时称 g(ϵ)

为无穷小变换。把无穷小变换重复许多次就能得到一个有限大小的变换。

以旋转为例：许多朝同一方向小旋转等效于一次有限大的旋转。用数学

语言来说，我们可以将无穷小变换重复许多次：

h(θ) = (I + ϵX)(I + ϵX) . . . (I + ϵX)︸ ︷︷ ︸
k个(I+ϵX)

= (I + ϵX)k (3.49)

其中 k 表示无穷小变换重复的次数。如果 θ 表示有限大的旋转角，比如

50◦ 什么的，然后 N 表示超大的数，则无限接近于恒等变换的旋转变换

可表示为：

g(
θ

N
) = I +

θ

N
X (3.50)

要使上式表示的变换尽可能小，则让 N 尽可能大，令 N →∞。为了从
这样一个无穷小变换得到一个有限变换，需要把无穷小变换重复无限多

次，即：

h(θ) = lim
N→∞

(
I +

θ

N
X

)N
(3.51)

微积分告诉我们这个极限就是指数函数34：

h(θ) = lim
N→∞

(
I +

θ

N
X

)N
= eθX (3.52)

上式有 X 生成了有限变换 h(θ) 的感觉，因此 X 成为生成元。生成元的

严格定义之后详述，下面先从另一个角度看这个问题。

考虑某个用矩阵表示的连续变换群，对任意群元，在恒等元 I 处做

Taylor 展开35。

h(θ) = I+
1

1!

dh

dθ

∣∣∣∣
θ=0

θ+
1

2!

d2h

dθ2

∣∣∣∣
θ=0

θ2+ · · · =
∑
n

1

n!

dnh

dθn

∣∣∣∣
θ=0

θn (3.53)

利用指数函数的级数展开可将上式的级数表示为更紧凑的形式36：20

h(θ) = exp
(
dh

dθ

∣∣∣
θ=0

θ

)
≡
∑
n

1

n!

dnh

dθn

∣∣∣∣∣
θ=0

θn (3.54)

20原文下式有误，译文已按勘误表修改。
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37
群 G 的 Lie 代数通常用哥特体活

字（Fraktur）字母 g 表示。

38Lie 群理论的著名定理 — Ado 定
理（Ado’s Theorem）告诉我们任意
Lie 代数与矩阵 Lie 代数同构。

39
我们不讲这个公式的证明，在

大多数关于 Lie 理论的教材都能找
到，比如 William Fulton and Joe
Harris. Representation Theory:
A First Course. Springer, 1st
corrected edition, 8 1999. ISBN
9780387974958
40
重复一下，群 G 的 Lie 代数通常

用哥特体字母 g 表示。

这与之前的描述有联系。比较上式与(3.52)式可得：

X =
dh

dθ

∣∣∣∣∣
θ=0

(3.55)

蕴含在上述推导中的思想是：通过研究群中重要的无穷小元素—生
成元21（上面的 X）就能获得群的许多重要信息。

矩阵 Lie 群（记作 G）的 Lie 代数就是下面的集合：

{
X
∣∣∣若eX ∈ G

}
即如果 X 满足 eX 是 G 的群元，则 X 就是 G 的 Lie 代数（它是一个集
合！）中的元素。这个简单定义只对矩阵 Lie 群管用。之后我们引入 Lie
代数的一般定义。

上面的矩阵 Lie 群的 Lie 代数的定义用数学语言表述为37：

n × n 矩阵 Lie 群 G 的 Lie 代数 g 是满足如下条件的 n × n 矩阵
X 的集合：

etX ∈ G, t ∈ R

根据群的定义，群无非是一些变换的集合。群乘法 ◦ 告诉我们群元
之间怎样结合。矩阵 Lie 群的群乘法就是矩阵乘法，我们可能 naive 地
认为 Lie 代数的元素之间采用相同的方式结合（◦），但这并不正确！诚
然，（矩阵 Lie 群的）Lie 代数的元素都是矩阵38，但两个 Lie 代数的矩
阵乘法的结果往往不再是 Lie 代数的元素。Lie 代数元素间有另外的结
合规则，当然它与原来群的群乘法直接有关。

Lie群乘法与 Lie代数结合法则之间的关系由著名的 Baker-Campbell-
Hausdorff 公式（以下简称 BCH 公式）给出39：

eX ◦ eY = eX+Y+ 1
2 [X,Y ]+ 1

12

[
X,[X,Y ]

]
− 1

12

[
Y,[X,Y ]

]
+... (3.56)

其中40X,Y ∈ g, 即 X,Y 是群 G 的生成元。eX , eY 是 G 的群元，把它

们分别记作 g, h，这样上式写成：

g︸︷︷︸
∈G

◦ h︸︷︷︸
∈G

= eX ◦eY = eX+Y+ 1
2 [X,Y ]+ 1

12

[
X,[X,Y ]

]
− 1

12

[
Y,[X,Y ]

]
+...︸ ︷︷ ︸

∈G

(3.57)

上式等号右侧是群的一个群元，可见两个群元（g, h）相乘可表示为

一些 Lie 代数元素的和（再取指数）22。上两式出现的新运算 [, ] 称为

Lie 括号，对于矩阵 Lie 群，[X,Y ] = XY − Y X，[X,Y ] 称为 X,Y 的

21注意生成元 X 并非群元，I + ϵX 才是。
22正如后面所说，这句话的正确性是由于(3.57)中的诸如 [X,Y ]，

[
X, [X,Y ]

]
都是 Lie

代数元素。---译者注
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41John Stillwell.
Naive Lie Theory. Springer,
1st edition, August 2008a.
ISBN 978-0387782140 里面有漂亮
的证明。

42
用数学语言表示封闭性：∀g, h ∈

G, g ◦ h ∈ G。对于 X,Y ∈
g, [X,Y ] ∈ g, X ◦ Y /∈ g

43tr(A) 表示矩阵 A 的迹，也就是

A 的主对角线上所有元素的和。例如

A =

(
A11 A12

A21 A22

)

的迹为 tr(A) = A11 + A22。

44
线性无关的概念见附录A.1

对易子。注意 XY 和 Y X 一般不是 Lie 代数的元素，但它们的差一定
是41！

由 BCH 公式可知 Lie 代数元素间的乘法规则是 Lie 括号 [, ]，而非

最初认为的矩阵乘法。就像群在群乘法 ◦ 运算（矩阵群的 ◦ 就是矩阵乘
法）下封闭那样，我们称 Lie 代数在 Lie 括号运算下封闭。集合在某运
算下封闭的含义是集合的任意两个元素进行该运算所得结果仍在此集合

内42。

在学习一个 Lie 代数的例子之后，我们将讨论 Lie 代数的现代定义。
现代定义是从群的生成元在 Lie 括号运算下的行为来定义的。利用更广
泛的现代定义就能看出哪些不同的群具有相同的 Lie 代数，只从上面的
Lie 代数定义出发看不出这一点来。因此 Lie 代数的新定义能让我们更
深刻地认识一种变换的基本特征。同一 Lie 代数可对应许多 Lie 群，Lie
理论的一条重要定理告诉我们这其中有一个特别的 Lie 群。引入 Lie 群
的现代定义之后上面所说的就具体起来了。

下面我们就举一个从给定的群导出相应 Lie 代数的例子。

3.4.1 The Generators and Lie Algebra of SO(3) SO(3)群的生成元与 Lie

代数

SO(3) 群的定义为（(3.10)式）：

OTO !
= I, det(O) !

= 1 (3.58)

任意群元 O 用相应的生成元 J 表示为：

O = eϕJ (3.59)

上式带入群的第一个定义条件得：

OTO = eϕJ
T

eϕJ !
= 1 → JT + J

!
= 0 (3.60)

带入第二个定义条件，再利用等式43det(eA) = etr(A) 得：

det(O) !
= 1 → det(eϕJ) = eϕtr(J) !

= 1

→ tr(J) !
= 0 (3.61)

满足(3.60)、(3.61)式的三个线性无关的44矩阵为：

J1 =


0 0 0

0 0 −1
0 1 0

 , J2 =


0 0 1

0 0 0

−1 0 0

 , J3 =


0 −1 0

1 0 0

0 0 0


(3.62)
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45Levi-Civita 符号的含义见附

录B.5.5

46
其实子矩阵 j1 也可用二维 Levi-

Civita 符号表示，(j1)ij = ϵij。见

附录B.5.5。j1 是二维旋转群 SO(2)

的生成元。

47
推导见附录 B.4.1。相关技巧在

B.4.2. 中进一步解释。正弦和余弦函
数的级数展开也在 B.4.1 中。

这三个矩阵构成 SO(3) 群的生成元的基。即群的任意生成元 J 可惟一

表示为这三者的线性组合：J = aJ1 + bJ2 + cJ3，其中 a, b, c 表示实常

数。J1, J2, J3 可用 Levi-Civita 符号更紧凑地表示45：

(Ji)jk = −ϵijk, i, j, k = 1, 2, 3. (3.63)

其中 j, k 表示生成元 Ji 的分量。例：

(J1)jk = −ϵ1jk ←→


(J1)11 (J1)12 (J1)13

(J1)21 (J1)22 (J1)23

(J1)31 (J1)32 (J1)33



= −


ϵ111 ϵ112 ϵ113

ϵ121 ϵ122 ϵ123

ϵ131 ϵ132 ϵ133

 =


0 0 0

0 0 −1
0 1 0

 (3.64)

这些生成元可以生成有限大小的变换矩阵。以 J1 为例，我们可以只

关注非零部分 — 右下角的 2× 2 矩阵，把它记作 j1
46。

J1 =


0 0 −1

1 0


︸ ︷︷ ︸

≡j1

 (3.65)

计算可得23

j21 = −1 (3.66)

接着：

j31 = j21︸︷︷︸
=−1

j1 = −j1, j41 = +1, j51 = +j1 (3.67)

一般情况为：

j2n1 = (−1)nI, j2n+1
1 = (−1)nj1 (3.68)

利用上式可计算 j1 的指数函数的级数展开
47：

R1 = eϕj1 =

∞∑
n=0

ϕnjn1
n!

=

∞∑
n=0

ϕ2n

(2n)!
j2n1︸︷︷︸

(−1)nI

+

∞∑
n=0

ϕ2n+1

(2n+ 1)!
j2n+1
1︸ ︷︷ ︸

(−1)nj1

23以下符号 1、I 均表示单位矩阵。— 译者
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48
前面说过，Lie 代数元素间的‘乘

法’是 Lie 括号。直接计算生成元的
基之间的 Lie 括号，就可得到所有生
成元之间的 Lie 括号（任意生成元都
是基的线性组合）。之后会看到生成元

的基在 Lie 括号运算下的行为极其重
要。Lie 代数的所有重要信息都蕴含
在生成元的基的 Lie 括号中。
49
例如：[J1, J2] = J1J2−J2J1 =
0 0 0

0 0 −1

0 1 0




0 0 1

0 0 0

−1 0 0

−


0 0 1

0 0 0

−1 0 0




0 0 0

0 0 −1

0 1 0

 =


0 0 0

1 0 0

0 0 0

 −


0 1 0

0 0 0

0 0 0

 =


0 −1 0

1 0 0

0 0 0

 = ϵ12k︸︷︷︸
=0,除了k=3

Jk =

ϵ123J3 = J3.
50
重复一下，我们把生成元的基的

Lie 括号运算结果等同为 Lie 代数，
因为 Lie 代数的所有重要信息都蕴含
在那里面。

51
例如 J∗

1 = −i


0 0 0

0 0 1

0 −1 0

，
而 J†

1 = (J∗
1 )

T =

i


0 0 0

0 0 1

0 −1 0

 = J1。

=

( ∞∑
n=0

ϕ2n

(2n)!
(−1)n

)
︸ ︷︷ ︸

=cosϕ

I +

( ∞∑
n=0

ϕ2n+1

(2n+ 1)!
(−1)n

)
︸ ︷︷ ︸

=sinϕ

j1

= cosϕ

1 0

0 1

+ sinϕ

0 −1
1 0


=

cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

 (3.69)

再利用 e0 = 1 计算左上角的 0 对应的元素，得到完整的有限变换矩阵：

R1 =


1 0 0

0 cosϕ − sinϕ
0 sinϕ cosϕ

 (3.70)

我们已经得出 SO(3) 群的生成元显式的矩阵形式（(3.62)式），这样
就能直接计算生成元之间的 Lie 括号了48，不难得到49：

[Ji, Jj ] = ϵijkJk (3.71)

其中 ϵijk 是 Levi-Civita 符号。

出于物理层面的考虑，在 SO(3) 生成元 eϕJ 的幂附加一个虚单位 i，

即 eiϕJ，生成元的基变成：

J1 = i


0 0 0

0 0 1

0 −1 0

 , J2 = i


0 0 −1
0 0 0

1 0 0

 , J3 = i


0 1 0

−1 0 0

0 0 0


(3.72)

于是 Lie 代数50为：

[Ji, Jj ] = iϵijkJk (3.73)

将生成元加 i 是为了让它们是厄米生成元51，厄米生成元的含义是

J† ≡ (J∗)T
!
= J。加 i 是从物理意义考虑的：厄米矩阵的本征值都是实

数，这在量子力学里面极其重要，因为生成元的本征值是实验的可观测

量，第8.3节对此详细讨论。如果不加 i，生成元就是反厄米的了：J† =

(J∗)T = −J，反厄米矩阵的本征值是虚数。

还有另一种导出生成元的方法，利用 (3.55) 式 — X = dh
dθ

∣∣
θ=0
，以

及三维旋转矩阵的形式（(3.23)、(3.70)式）可得24：

24原文下式有误，译文已按勘误表修改。
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J1 =
dR1

dθ

∣∣∣∣
θ=0

=
d

dθ


1 0 0

0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ


∣∣∣∣∣
θ=0

=


0 0 0

0 − sin θ − cos θ
0 cos θ − sin θ


∣∣∣∣∣
θ=0

=


0 0 0

0 0 −1
0 1 0

 (3.74)

这正是(3.26)式导出的第一个生成元。第一种方法更加普遍，因为像这样
已知有限变换矩阵具体形式的好事不太常见。对于之后的 Lorentz群，我
们先根据群的定义导出其生成元的基，然后才得出 Lorentz 变换的显式
形式。当然如果已知变换矩阵形式那么利用(3.55)式就能最简便地导出生
成元。

下面开始填作者之前挖的坑吧：我们看看 Lie 代数的现代定义到底
是啥。

3.4.2 The Abstract Definition of a Lie Algebra Lie代数的抽象定义

前面介绍了简化版的 Lie 代数定义。群 G 的 Lie 代数是满足如下条
件的 X 的集合：eX ∈ G。下面我们会看到25，群的重要部分 — 群乘法

（规定群元之间怎样结合），可以从 Lie 代数元素的 Lie 括号运算中导出。
就像定义 Lie 群那样，我们把 Lie 代数的关键特征表示为公理，这

就形成了 Lie 代数的抽象定义：
Lie 代数是一个向量空间 g 配备一个二元运算 [, ] : g× g→ g，且二

元运算 [, ] 满足如下公理：

• 双线性：∀a, b ∈ R以及∀X,Y, Z ∈ g, [aX+bY, Z] = a[X,Z]+b[Y, Z]，

[Z, aX + bY ] = a[Z,X] + b[Z, Y ]。

• 反交换律：∀X,Y ∈ g, [X,Y ] = −[Y,X]。

• Jacobi 恒等式：∀X,Y, Z ∈ g, [X, [Y, Z]]+ [Z, [X,Y ]]+ [Y, [Z,X]] =

0。

之前我们把矩阵的对易子作为 Lie 代数的二元运算 [, ]，不难验证对

易子满足上面的要求。其实有许多和对易子丝毫不同的二元运算照样满

足这些公理，比如经典力学中著名的 Poisson 括号26。

注意 Lie 代数的抽象定义完全不依赖群，这十分重要哟27。

在下一小节我们推导 SU(2) 群的生成元的基（再通过线性组合就能
得到所有生成元），并且我们会看到它与 SO(3)的生成元满足同样的 Lie
括号关系（(3.73)式）。这就是 SU(2) 与 SO(3) 群有相同 Lie 代数的含
义。这个超级重要的结论将揭示 SU(2) 与 SO(3) 间许多不为人知的关
系。

25作者似乎很喜欢挖这种坑然后慢慢填。— 译者
26Poisson 括号可见朗道，力学，高等教育出版社，2007，§42，泊松括号。ISBN：

9787040208498。— 译者
27但是恐怕仅仅在这个地方读者很难感受到这句话的意义。没事，译者也是很久之后才
领会到的，但是请一定把这句话记住。— 译者
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52
复习一下，这意味着两个 SU(2)

中的两个群元对应 SO(3) 群的同一

元素。

53
具有单位行列式正是“特殊”(S)

的含义。

54
前面说过，为了让生成元是厄米矩

阵，我们在 e 指数上加了 i，这样可以

确保量子力学预言的实验值为实数。

55
2 × 2 复数矩阵有 4 个复数元素，

因此有 8 个自由度。无迹、厄米性的

条件限制了只剩 3 个自由度。

3.4.3 The Generators and Lie Algebra of SU(2) SU(2)的生成元与 Lie代

数

前面我们历经磨难终于找到描述三维旋转的第二法— SU(2)群，并
且发现 SU(2) 是 SO(3) 的双覆盖52。

SU(2) 群的群元是具有单位行列式53的幺正的 2× 2 矩阵，即：

U†U = UU† = 1 (3.75)

det(U) = 1 (3.76)

从群元满足的条件可导出其生成元满足的条件。设生成元为 J1, J2, . . .
28，

将群元用生成元表示，带入上两式54：

U†U = (eiJi)†eiJi !
= 1 (3.77)

det(U) = det(eiJi) !
= 1 (3.78)

结合(3.77)式、BCH 公式（(3.56)式）和 [Ji, Ji] = 029：

(eiJi)†eiJi = e−iJ
†
i eiJi !

= 1

→ e−iJ
†
i +iJi+

1
2 [J

†
i ,Ji]+...

!
= 1

→︸︷︷︸
e0=1

J†
i

!
= Ji (3.79)

满足 J†
i = Ji 的矩阵称为厄米矩阵，由上可见 SU(2) 的生成元必须

是厄米的。

利用恒等式 det(eA) = etr(A)30与(3.78)式可得：

det(eiJi) = eitr(Ji) = 1 →︸︷︷︸
e0=1

tr(Ji)
!
= 0 (3.80)

综上，SU(2) 的生成元一定是无迹的厄米矩阵。2× 2 无迹厄米矩阵

的一组基为55：

σ1 =

0 1

1 0

 , σ2 =

0 −i
i 0

 , σ3 =

1 0

0 −1

 (3.81)

也就是说任意 2 × 2 无迹厄米矩阵都可唯一表示为上面三个矩阵的线性

组合。这三个矩阵称为 Pauli 矩阵。

28在下面的式子中请注意区分虚数单位 i 和表示数字指标的下标 i，我们对作者采用这
样的符号很抱歉。— 译者

29这由 Lie 括号的反对称性导出：[Ji, Ji] = −[Ji, Ji] → [Ji, Ji] = 0，— 译者
30可将 A 化成上三角矩阵来证明。— 译者
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56
单位圆记作 S1，它是二维空间

中到原点的距离为 1 的所有点构

成的集合。用数学语言就是 S1 =

{(x1, x2)|x2
1 + x2

2 = 1}�
57
严谨的说法是：同构映射。数学

上把两个对象‘相同’称为它们‘同

构’。如果两个对象之间存在一个同构

映射，那么它们就是同构的。

58
单 位 圆 S1 的 定 义 是

{(x1, x2)|x2
1 + x2

2 = 1}。
二 维 球 面 S2 的 定 义 是

{(x1, x2, x3)|x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1}，

它是三维球体的表面。三维超球面 S3

的定义是 {(x1, x2, x3, x4)|x2
1 +

x2
2 + x2

3 + x2
4 = 1}。S 的上标表示

维数。在二维空间中加上单位长度的

条件之后得到了一维对象 S1，相同

地，在四维空间加上单位长度条件

x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4 = 1 后得到三

维对象 S3，它是四维超球体的“表

面”，注意区分 S3 与三维球体。

把 Pauli 矩阵扔进 Lie 括号中进行计算可得：

[σi, σj ] = 2iϵijkσk (3.82)

其中 ϵijk 是 Levi-Civita符号。上式右侧的 2很多余，因此通常将 SU(2)
的生成元的基定义为 Ji ≡ 1

2σi，这样 Lie 括号计算结果为：

[Ji, Jj ] = iϵijkJk (3.83)

注意这与 SO(3) 的生成元形式（(3.73)式）相同！因此我们说 SU(2) 与
SO(3) 有相同的 Lie 代数，因为 Lie 代数是通过 Lie 括号定义的！利
用 Lie代数的抽象定义可以用不同的方式描述 SU(2)群对应的变换，即，
SU(2)群对应的变换可以不用 2× 2矩阵表示。为了做到这一点，我们还

需要知道 Lie群的抽象定义。因为一直以来就是用 2×2矩阵定义 SU(2)
的,（SU‘2’嘛!）换一种表示方法（例如用 3× 3 矩阵表示）则不知所

云。Lie 群的抽象定义能够让我们发现同一变换的不同表示之间的关系。
抽象定义将 Lie群与一种几何结构—流形相等同，利用这种抽象结构来
定义一个群。这一想法初看十分怪异，但在学习两个例子之后就会发现

它是超级有意义的。

3.4.4 The Abstract Definition of a Lie Group Lie群的抽象定义

我们讨论过纯良的 U(1)群，它由全体单位复数构成。定义为 z∗z = 1，

设 z = a+ ib，则：

z∗z = (a+ ib)∗(a+ ib) = (a− ib)(a+ ib) = a2 + b2 = 1 (3.84)

这也是单位圆的定义条件56。可见单位复数的集合正是复平面上的单位

圆。此外，我们知道 U(1)与 SO(2)群间存在一一映射57。因此这两个群

可以与几何对象 — 单位圆 — 视为等同。群的抽象定义并非将这个群用

SO(2)，或着是不同的 U(1) 体现，因为它们都是由特定维数的对象定义
的。可以将该群直接利用单位圆定义。即二维旋转变换（对应的 Lie 群）
等同于单位圆，然后我们可以用 SO(2) 群表示这个变换（2 × 2 矩阵），

也可用 U(1) 群来表示（单位复数）。
下面讨论升级版 — SO(3) 与 SU(2)。前面讲过在 SU(2) 与单位四

元数之间有一一映射。单位四元数就是满足下列条件的一般四元数 q =

a1 + bi + cj + dk：

a2 + b2 + c2 + d2
!
= 1 (3.85)

这与三维超球面 S3 的定义58相同！上式给出了一个 SU(2) 与 S3 之间

的映射，该映射是同构映射（是单射也是满射），因此我们可以把 SU(2)
与三维超球面 S3 等同。
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59
下面定义里的数学细节不必在意，

本书用不着那些内容。但必须记住现

代定义的灵魂：Lie 群 = 流形。
60
流形是满足某些条件的点集，例如

球面就是一个流形，它局部看起来就

像平坦 Euclidean 空间 Rn。或者，

n 维流形就是满足如下条件的点的集

合：任意一点可以对应 n 个独立坐

标。本章末的3.11节有流形的详细说
明。

61
本书不讨论这些抽象内容。感兴

趣的读者可以阅读本章末尾的推荐教

材。在这里我们知道一个 Lie 代数总
是有一个特别的群就够了。

62
这个命题的证明可见 Michael

Spivak.
A Comprehensive Introduction
to Differential Geometry,
Vol.1, 3rd Edition. Publish or
Perish, 3rd edition, 1 1999. ISBN
9780914098706

图 3.7: 三维超球面 S3 的一个二维
切面（S3 自身是四维超球的“表面”，
愚蠢的人类没法直接把它画出来），图
中可见球面的上半部分对应 SO(3)，
因为从 SU(2) 到 SO(3) 的映射将
前者中的 p 点与 p+ 2π 映射到后者
中的同一点。

结合上面的例子，Lie 群的现代定义就不难理解了59：

Lie 群是一个群，也是一个微分流形60。当然，这个流形要满足如下

条件：

群乘法 ◦ 诱导出的从流形到流形自身的映射必须是可微的31。这称

为相容性条件，它保证了群定义与流形定义的兼容。例如，群 G 的任意

群元 a 诱导出了从 G 到 G 的映射：给定 ∀b ∈ G，c ≡ a ◦ b ∈ G，映射
a : G→ G32必须是可微的。

流形中的任意点都有相应的坐标，可以用坐标的语言表示上述内容：

c = ab 对应的坐标必须是 b 的坐标的可微函数。

从 Lie 代数的抽象定义可以看出 SO(3) 与 SU(2) 有相同的 Lie 代
数 ((3.83)式)，现在有了 Lie 群的抽象定义，我们可以填在3.4节结尾处
开的一个坑了：

“…Lie 理论的一条重要定理告诉我们这其中有一个特别的
Lie 群。”

为啥有一个特别的群？因为这个特别的群是单连通的。单连通性是流

形的性质，它的含义是流形上的任意闭合曲线可以平滑地收缩为一点61。

只有通过现代定义将群与流形联系起来才能找出特别的群。

把上面的重点重复一遍62：

任一 Lie 代数仅对应一个单连通 Lie 群。

给定 Lie代数，它可对应许多 Lie群，而其中唯一的单连通 Lie群可
以视为其他群的“母体”，因为总存在从这个单连通群到其他群的映射，

反之则不一定。何妨把这个单连通群称为母群呢？数学家们给它起了一

个不太文艺的名字：覆盖群。并且称该群覆盖了同一 Lie 代数对应的其
他群。我们已经遭遇过这种情况：SU(2) 群是 SO(3) 群的双覆盖，即两
个 SU(2) 元素对应一个 SO(3) 的元素。

SU(2)就是三维超球面，它正是一个单连通流形。因此 Lie代数(3.83)式
对应的覆盖群就是 SU(2)。从 SU(2)出发可以构造出其他所有对应的群。

SO(3) 是什么流形？已知 SU(2) 到 SO(3) 的映射将 SU(2) 的两个
点映射为 SO(3) 中的一个。因此 SO(3) 是单位超球面的一半。

因此从流形的角度看，SU(2) 群比 SO(3) 更完整，SO(3) 只是其中
的一部分。

本书的指导思想之一就是用最基本的群描述大自然最基本的对称

性。具体到三维旋转的情况，我们采用 SU(2) 而非 SO(3)。之后其他
的对称性我们都这么处理。

世界似乎就是这么设计的！33比如必须用 Poincaré 群的双覆盖表示

31把函数看做一个映射，则映射的可微性就是函数的可微性。流形之间映射的可微性的
一般定义可以见 微分几何入门与广义相对论，梁灿彬，上册，科学出版社，第二版，2006，
ISBN 7-03-016469-1 第二章定义 3。— 译者

32或者记作 a : b ∈ G 7→ c ∈ G。
33先不管设计者有没有、到底是谁吧
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63
“表示”的具体含义下一节就讲。

64
学过量子力学的人可能听说过：标

准对称群不能告诉我们自旋！

65
简明起见，我们省略了“双覆盖”或

“覆盖群”的说法，我们利用 Poincaré
群的一个表示导出相应的 Lie 代数，
然后利用此 Lie 代数导出相应覆盖群
的表示，也就是 Poincaré 双覆盖群
的表示。

66
S2 未出现，没有与 S2 对应的 Lie

群，因为没有三维复数。我们从二维复

数 i 直接跳到了四维的四元数 i, j,k。

67
这话的含义稍后会更加清楚。

68
本书中 V 上的线性变换其实就是

指矩阵，即表示 R 把群元映射为矩

阵，矩阵通过矩阵乘法作用于向量空

间中的向量。

69
满足这些条件的映射称为同态映

射，同构映射当然是同态的，并且比

同态性还多了一一映射的特征。

70
表示的定义可以进行推广，不一定

非得是向量空间（别的空间也行）上

的线性变换（非线性也可能），拓展后

的映射叫 realization。物理主要考
虑向量空间中的线性变换（例如量子

力学的 Hilbert 空间、狭义相对论的
Minkowski 空间），因此对物理而言
表示比更广泛的 realization 更重要。
71R3 表示三维 Euclidean 空间，它
的元素就是三维向量，附录 A.1 里面
有很多例子。

来描述基本粒子，而常用却不完整的 4-向量表示就不行。要从最深刻的
层面描述自然，必须使用覆盖群，而非从覆盖群导出的其他群。

给定一个 Lie 代数，我们可以通过 Lie 代数的表示来导出它的覆盖
群的表示63，然后把 Lie 代数元素（生成元）的矩阵表示扔进 e 指数里
面就能得到任意群元的矩阵表示。

这就是 Lie 理论的威力所在。人类通过纯数学就能揭示自然的某些
深刻规律。狭义相对论的标准对称群隐藏了一些真相64，因为它（尽管常

用）不是这一对称性对应的最基本的覆盖群。Poincaré 群65的覆盖群才

是最基本的，我们用它描述自然。

总结一下66：

• S1=̂U(1) ←→︸︷︷︸
一一对应

SO(2)

• S3=̂SU(2) −→︸︷︷︸
二对一

SO(3)=̂S3 的一半

⇒ SU(2) 是 Lie 代数 [Ji, Jj ] = iϵijkJk ((3.83)式) 的覆盖群，因
为 S3 是单连通流形。

下一节介绍 Lie理论的重要分支—表示论。表示论使我们能够从任
意 Lie 群导出相应基本群。

3.5 Representation Theory表示论

群论可以描述变换本身而不必联系现实中的特定对象，这是群论的

重要特征。

理论上经常从抽象观点来考虑一个群。这意味着用流形结构与群乘

法定义群。例如 SU(2) 就是 S3(超球面)，群元就是流形中的点，群乘法
规定两个群元 a, b 怎样结合，且满足群公理。搞物理的更关心一个群到

底能做什么，即群作用。

同一个群能作用于许多不同种类的东西67，这一重要事实使我们定

义了表示的概念：群 G 的一个表示就是从 G 到某个向量空间 V 上全体

线性变换组成的集合68的映射，将表示记作 R, 映射

R : g︸︷︷︸
∈G

7→ R(g) (3.86)

其中 R(g) 表示 V 上的某个线性变换。映射 R 必须满足如下条件69：

• R(e) = I, 恒等元对应的线性变换是恒等变换。
• R(g−1) =

(
R(g)

)−1, 逆元对应的变换是逆变换。
• R(g) ◦R(h) = R(g ◦ h), 群元 g, h 结合对应的变换等于他们分别对

应变换的结合。

群的表示70将抽象的群元（群流形上的点）与向量空间中的线性变

换相联系。尽管按定义来讲，表示是个映射，但大多数情况把表示看做许

多矩阵的集合就行了。例如，向量空间71R3 中的旋转矩阵组成的集合就
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72
下一节（3.6.5）就推倒（无误）它，

这里只是为了说明就算是 SU(‘2’)，
也可以作用于三维向量。

73
在作者撰写本书手稿时就把这个

群叫 S3，考虑到这个非标准名字会

对初学者造成困扰所以改了，因为主

流教科书都用 SU(2)。

74
例如把 SU(2) 视为 S3

75
矩阵 S 可逆的含义是存在矩阵 T

使得 ST = TS = 1，S 的逆矩阵一
般记作 S−1。

是 SO(3) 群的一个表示，旋转矩阵就是 R3 上的线性变换。注意 SO(3)
群对应的变换也可以作用到其他向量空间。

表示论让我们能系统研究同一个群对不同向量空间的作用，这让群

论变得精彩多了。

SU(2) 是在物理里最常用的群之一。它可以作用到许多向量空间上，
比如作用于一维复数向量空间 C1，稍后会看到结果是很平凡的。再比如

作用于 C2，下面我们会详细探究这种作用，C2 的元素是二维复数向量，

因此 SU(2) 的群元以 2× 2 复数矩阵的形式出现，这是 SU(2) 最常用的
表示，之前一直采用此表示。SU(2) 还可作用到 C3，前人已经对此有完

备的研究，SU(2)作用于 3维复向量的时候以 3×3矩阵的形式出现。剧

透：SU(2) 的 C3 版本的生成元是72：34

J1 =
1√
2


0 1 0

1 0 1

0 1 0

 , J2 =
1√
2


0 −i 0

i 0 −i
0 i 0

 , J3 =
1√
2


1 0 0

0 0 0

0 0 −1


(3.87)

把生成元扔进 e指数里就可得到 SU(2)的群元在这个表示之下对应
的矩阵的形式。

上面的路可以一直走到 Cn。因此作者纳闷人们为啥叫把这个群叫

SU(2)而非 S3。73但 SU(2)通常定义为满足如下条件的 2×2（是 2哟！）

复数矩阵集合 (即(3.33)式)

U†U = 1, det(U) = 1 (3.88)

下面会把 SU(2) 的群元写成 3× 3 矩阵的形式，因此要牢记当谈论一般

情况 SU(2) 或其他群群元的时候，我们指的是抽象的群流形中的点，而
非只是 2× 2 矩阵或者别的。

本章前面都是从群的某个表示出发定义一个群的。比如用 2 × 2 矩

阵定义 SU(2)，此方法的优点是群的含义十分具体。在入门之后，把群
视为抽象流形的观点74更有效，因为这样可以更方便地找出其他有用的

群表示。

下面定义几个之后要用的概念，它们与表示的“等级”有关（不是

所有表示都是基本的）。

首先是相似变换。给定任意矩阵 R 与可逆75矩阵 S。则通过可逆矩

阵进行相似变换得到：

R→ R′ = S−1RS (3.89)

相似变换与表示的关系在于，给定群 G，群的表示 R(G) 以及任

34原文下式 J3 的形式有误，译文已按勘误表修改。
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76
自然 v ∈ V，子空间 V ′ ⊂ V，换

言之 V ′ 的任意元素都是 V 的元素。

77
要不用啥呢？（译者注：原文为

‘What else?’）

78
比如我们前面讨论了二维旋转变

换的两种方法 — 单位复数、2×2 矩

阵。它们都是群流形 S1 的表示。

意可逆矩阵 S，则 S−1RS 也是群表示。这可以从群的定义直接看出来：

∀g1, g2 ∈ G，表示R把群元映射为向量空间 V 上的线性变换R(g1), R(g2)。

群的定义要求：

R(g1)R(g2) = R(g1g2) (3.90)

现在把表示进行相似变换：

S−1R(g1)SS
−1︸ ︷︷ ︸

=1

R(g2)S = S−1R(g1)R(g2)S = S−1R(g1g2)S (3.91)

上式可得 S−1RS 也是一个表示。如果我们有一个表示，那么就能利用

任意可逆矩阵变出好多其他表示，新表示的形式可以更漂亮（比如让它

是对角矩阵）。

第二个概念：不变子空间。给定群 G在向量空间 V 上的表示 R，如

果 V ′ ⊂ V 满足：

∀v ∈ V ′, g ∈ G,都有R(g)v ∈ V ′

则 V ′ 称为 V 的不变子空间76。

任意群元作用于 V ′ 中的任意向量所得向量仍然在 V ′ 内，这就可以

在 V ′ 上定义群 G 的表示 R′ 了：

R′(g)v = R(g)v, ∀v ∈ V ′, g ∈ G (3.92)

这种情况下，表示 R 就有一种不够基本的感觉，它更像是多个小基本部

件所构成的。我们称原来的表示 R 不是原来的向量空间 V 的基本表示，

R‘ 称为子表示。

定义了上述概念之后就能引入超级重要的不可约表示。群 G 在向量

空间 V 上的不可约表示 R 意味着除了 0 空间和 V 自身之外再无不变子

空间。不可约表示是基本的，它们不能再分解为子表示。利用所有的不

可约表示可导出其他所有表示。

还可以从另一个角度看不可约表示：不可约表示不能通过相似变换

变成分块对角矩阵形式。而可约表示能被相似变换变成分块对角形式。表

示的可约性很关键，比如描述基本粒子要用不可约表示77，基本粒子在

变换下的行为由相应对称群的不可约表示描述。

一个群有许多表示78，怎么知道哪个是描述自然的基本表示？Casimir
元可以给我们答案。Casimir 元（记作 C) 从 Lie 代数的元素 — 生成元

导出，它的定义是，对任意生成元 X 都有

[C,X] = 0 (3.93)
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79Schur 引理是群论的基本结论之
一，它在任何一本群论书都有。

80
具体内容见下一节的例子。

81
对角生成元的集合称为 Cartan

子代数，相应的集合元素称为 Cartan
生成元。它们在量子场论中大放异彩，

因为 Cartan 生成元的本征值可以给
基本粒子“编号”。例如量子色动力

学使用 SU(3) 群，它有两个 Cartan
生成元。因此色动力学描述的粒子都

有两个“编号”。通常不用数字表示编

号，而是用“色”（红、蓝、绿…）来标

注。再比如描述弱相互作用的 SU(2)

群只有一个 Cartan 生成元，因此每
个粒子只有一个标签 — Cartan 生
成元的本征值。

82
想当年我们就是用这东西抽象地

定义了群的 Lie 代数。具体结果见
(3.83)式

83
我们总是能让一个生成元对角化。

遵从惯例，我们选 J3 为对角阵，由此

也生出了矢量空间的基矢。此外，人们

一般都是按书上的这种方法引入 J±

的。

84
即 J3v = bv，详见附录C.4。

著名的 Schur引理79告诉我们，给定一个不可约群表示 R : g→ GL(V )35，

如果某个线性变换 T : V → V（即 T ∈ GL(V )）与所有 R(g),∀g ∈ G 对
易36，则 T 必为恒等变换的常数倍。因此 Casimir元是群表示的‘常数’，
这些‘常数’的值自然地为群表示‘编号’80。之后我们就从 Casimir 元
对应编号最低的不可约表示开始。

群表示的定义与向量空间 V 有关。一个表示就是将抽象群到 V 的

线性变换的映射。线性代数告诉我们以任意矩阵的本征向量为基可以张

成一个向量空间。任意 Lie 群的生成元至少有一个可以通过相似变成对
角矩阵81，然后这个对角生成元的本征向量就可作为向量空间的基。

下一节导出 SU(2)群的不可约表示。研究 SU(2)是因为 Lorentz群
的 Lie 代数是两份 SU(2) 的 Lie 代数。Lorentz 群是 Poincaré 群的一部
分，本章由浅入深对他们逐一讨论。

3.6 SU(2)特殊幺正群 SU(2)

我们在3.4.3小节中用具体的矩阵形式进行计算得到了 SU(2)生成元
的 Lie 括号82。通过这一点便能得到 SU(2) 群的进一步表示。回到开头
我们对 SU(2) 群的表示，即 2 × 2 的幺正矩阵，其行列式的值为 1，但
这只是一个特例罢了。在进一步处理这个问题之前，我们可以想一想大

概能得到什么样的表示。

3.6.1 The Finite-dimensional Irreducible Representations of SU(2) SU(2)

群的有限维不可约表示

为了知道 SU(2) 群有限维不可约表示的一些东西，我们用在3.4.3小
节中出现的算符的线性组合来定义一个新的算符 83：

J+ =
1√
2
(J1 + iJ2) (3.94)

J− =
1√
2
(J1 − iJ2) (3.95)

用(3.83)式可以验证新定义的算符满足如下对易关系：

[J3, J±] = ±J± (3.96)

[J+, J−] = J3. (3.97)

若 v 为 J3 本征矢，本征值为 b84，用新的算符作用在 v 上会得到很有意

思的结果：

J3(J±v) = J3(J±v) + J±J3v − J±J3v︸ ︷︷ ︸
=0

35GL(V ) 表示向量空间 V 上所有线性变换组成的集合。
36即 ∀g ∈ G, [R(g), T ] = 0。
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85
见 Matthew Robinson. Sym-

metry and the Standard Model.
第 90 页,Springer, 1st edition,
August 2011. ISBN 978-1-4419-
8267-4.

= J±J3v︸ ︷︷ ︸
=J±bv

+ J3J±v − J±J3v︸ ︷︷ ︸
=[J3,J±]v

=︸︷︷︸
(3.96)式

(b± 1)J±v (3.98)

可见 J±v 也是 J3 的本征矢，本征值为 (b± 1)，记该本征矢为 w，则:

J3w = (b± 1)w 以及 w = J±v (3.99)

算符 J− 和 J+ 通常称为降算符和升算符，也称阶梯算符 (ladder
operators)。我们可以通过重复利用阶梯算符 J± 来得到关于 J3 的本

征矢，但这个过程不能无休止地进行，因为不同本征值的本征矢之间是

线性独立的，而我们处理的是有限维的表示。这意味着相应的矢量空间

是有限维的，我们只能得到有限个独立的矢量。

我们推断一定有一本征矢对应着最大的本征值vmax。若把 J+ 作用

到 v 上 N 次以后，得到本征值最大的本征矢 vmax

vmax = JN+ v (3.100)

我们有

J+vmax = 0 (3.101)

因为 vmax 已经是有最大本征值的本征矢了。称最大本征值为 j := b+N。

相应有对应着最小本征值的本征矢 vmin，满足

J−vmin = 0 (3.102)

把 J− 作用到 vmax 上 M 次以后，得到本征值最小的本征矢 vmin

vmin = JM− vmax (3.103)

因此，vmin 对应的本征值为 j −M。为进一步讨论，我们需要知道 J±

作用到本征矢上的具体形式。上述的计算说明，J−vk 应等于 vk−1 乘上

一常数：

J−vk = αkvk−1 (3.104)

如果非要深究 J− 作用到 vmax 上的细节的话，那我只能告诉你
85 α 满

足

αj−k =
1√
2

√
(2j − k)(k + 1) (3.105)
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86
不信的话你就用分数试试看！

87
见此书 189 页：Nadir Jeevan-

jee. An Introduction to Tensors
and Group Theory for Physicists.
Birkhaeuser, 1st edition, August
2011. ISBN 978- 0817647148

88
例如此书 190 页：Nadir Jeevan-

jee. An Introduction to Tensors
and Group Theory for Physicists.
Birkhaeuser, 1st edition, August
2011. ISBN 978- 0817647148

89
回想一下，Casimir 算符指的是

那些与群中每个生成元都对易的群

元，即 [C,X] = 0。

90
这些东西只是一些归一化常数，如

果我们将 J± 作用到归一态上，得

到的结果一般都不是归一化的。然而，

学物理的都喜欢用归一态，详细的原

因以后再谈。这些常数的推导有些无

聊，大体思路是先假设 c 是个归一化
常数，然后从 J±vk = cvk±1 开始。

计算过程能在大多数的量子力学教材

中找到 (讲角动量和角动量算符那块
儿)。如果你不知道也没关系，因为这
节讲的对接下来要讲的东西不是太重

要。

注意到当 k = 2j 时 α 为 0，因此，经过 2j 步之后，我们从梯子的顶端

到达了底端。vmin 的本征值即是 j − 2j = −j。总的来说，我们得到了
2j + 1 个本征态的本征值

{−j,−j + 1, . . . , j − 1, j} (3.106)

此式仅当 j 为整数或半整数86时成立。因为我们有 2j + 1 个线性独立的

本征矢，故矢量空间应为 2j + 1 维 87。这些 J3 的本征矢构成了完备的

矢量空间，因为 J1 和 J2 能够被 J+ 和 J− 线性表示，就算是一个任意

的线性组合
∑
i aivi 也能变换成另一种线性组合

∑
i bivi，其中 ai, bi 是

常数。因此，J3 的本征矢构成了 V 的一个非平庸不变子空间，而我们也

在寻找能构成完备矢量空间 V 的不可约表示。

我们可以利用上面定义的 2j+1维的矢量空间及 J3 的本征矢 vk 来

给出 SU(2) 的一个表示。进一步说，我们能证明 SU(2) 的每一种不可约
表示都等价于这一种88。

3.6.2 The Casimir Operator of SU(2) SU(2)的 Casimir算符

如第3.5节所述，我们可以用 Casimir算符来标记不同的群表示。SU(2)
恰好有一个 Casimir 算符89：

J2 := (J1)
2 + (J2)

2 + (J3)
2 (3.107)

满足定义的条件：

[J2, Ji] = 0 (3.108)

我们可以用(3.95)式和(3.94)式定义的 J± 来重新表示 J2：

J2 = J+J− + J−J+ + (J3)
2

=
1

2
(J1 + iJ2)(J1 − iJ2) +

1

2
(J1 − iJ2)(J1 + iJ2) + (J3)

2

=
1

2
((J1)

2 − iJ1J2 + iJ2J1 + (J2)
2) +

1

2
((J1)

2 + iJ1J2 − iJ2J1 + (J2)
2)

+(J3)
2

= (J1)
2 + (J2)

2 + (J3)
2 ✓ (3.109)

带入90

J+vk =
1√
2

√
(j + k + 1)(j − k)vk+1 (3.110)

以及

J−vk =
1√
2

√
(j + k)(j − k + 1)vk−1 (3.111)
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91
由于对易关系，SU(2) 群仅有一

个对角化的生成元。还有就是记住我

们可以用相似变换把一个不对角的生

成元变成对角的。

我们就能计算对于每个表示都成立的系数37：

J2vk = (J+J− + J−J+ + (J3)
2)vk

= J+J−vk + J−J+vk + (J3)
2vk

= J+
1√
2

√
(j + k)(j − k + 1)vk−1 + J−

1√
2

√
(j + k + 1)(j − k)vk+1 + k2vk

=
1√
2

√
(j + k)(j − k + 1)J+vk−1 +

1√
2

√
(j + k + 1)(j − k)J−vk+1 + k2vk

=
1√
2

√
(j + k)(j − k + 1)

1√
2

√
(j + (k − 1) + 1)(j − (k − 1))vk

+
1√
2

√
(j + k + 1)(j − k) 1√

2

√
(j + (k + 1))(j − (k + 1) + 1)vk + k2vk

=
1

2
(j + k)(j − k + 1)vk +

1

2
(j − k)(j + k + 1)vk + k2vk

= (j2 + j)vk = j(j + 1)vk (3.112)

现在会看这种表示下的几个特例，当然，从最简单的低维数情况开始。

3.6.3 The Representation of SU(2) in one Dimension SU(2)的一维表示

j 的最小可能值为 0，这样群的表示是一 2j +1 = 2 · 0+ 1 = 1 维矢

量空间。可以看出这个表示是平庸的，因为只有 1 × 1 矩阵满足 SU(2)
李代数的对易关系 [Jl, Jm] = iεlmnJn = 0。而生成元 0 的指数映射得到
的是变换 U = e0 = 1，即群的恒等元。

3.6.4 The Representation of SU(2) in two Dimension SU(2)的二维表示

接下来我们讨论 j = 1
2 的情况，这个表示是 2j + 1 = 2 · 1

2 + 1 = 2

维的。群的生成元 J3 的本征值为
1
2 和

1
2 − 1 = − 1

2，正如从(3.106) 式中
所见，因此 J3 可表示为

J3 =
1

2

 1 0

0 −1

 (3.113)

此处我们选择 J3 为对角化的生成元
91。对应其本征值 + 1

2 和 −
1
2 的本征

矢为：

v 1
2
=

 1

0

 以及 v− 1
2
=

 0

1

 (3.114)

可以用在这一基矢下的阶梯算符来得到 SU(2) 另外两个生成元的矩
阵形式

J1 =
1√
2
(J− + J+) (3.115)

J2 =
i√
2
(J− − J+) (3.116)

37原文下式有误，译文已按勘误表修改。
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92
推 导 出 的(3.117)式 为

J1v 1
2

= 1
2v− 1

2
。 带 入

这 里 具 体 的 矩 阵 形 式 可 得

J1v 1
2

= 1
2

(
0 1

1 0

)(
1

0

)
=

1
2

(
0

1

)
= 1

2v− 1
2

√
。

93
再次说明，SU(2) 最开始的定义

是全体行列式值为 1 的 2 × 2 幺正

矩阵的集合，而在这儿我们采用抽象

的定义，即其对应的流形 S3，接下

来还要讨论这个群的更高维表示，比

如 3× 3 矩阵的表示。其实叫成别的

名字可能更合适 (比如说对应的流形
S3)，但按照传统，它就叫 SU(2).
94
仍然是从对角化的生成元 J3 出

发。J3 的本征值为 (1,0,-1)，因此立
刻就能得到其矩阵形式。对于 J1, J2

而言，仍然是从其作用结果出发，即

把他们写成 J± 的线性组合然后作用

到 J3 的本征矢上。

这一点可以直接从(3.95)式和(3.94)式关于 J± 的定义的得到。回忆一下，

表示空间中的基矢是由 J3 的本征矢给出的，而我们也基矢给出用 J1, J2。

换句话说，J1, J2 是由它们作用在 J3 的本征矢上的效果来定义的。例如

J1v 1
2
=

1√
2
(J− + J+)v 1

2
=

1√
2
(J−v 1

2
+ J+v 1

2︸ ︷︷ ︸
=0

) =
1√
2
J−v 1

2
=

1

2
v− 1

2

(3.117)

式中用到 J+v 1
2
= 0，因为 1

2 是最大的本征值。最后结果的系数
1
2 是

从(3.105)式得到的。同理可得

J1v− 1
2
=

1√
2
(J− + J+)v− 1

2
=

1

2
v− 1

2
(3.118)

而我们之前得到的基矢是 v 1
2
= (1, 0)T 和 v− 1

2
= (0, 1)T，因此 J1 的矩

阵为：

J1 =
1

2

 0 1

1 0

 (3.119)

可以验证上式满足我们所说的 J1 作用到基矢上的效果
92。同理可得

J2 =
1

2

 0 −i
i 0

 (3.120)

正如我们在这一章开头寻找 SU(2)群 Lie代数时所发现的一样 ((3.81)式)，
这些生成元 Ji =

1
2σi 正是 Pauli 矩阵。可以看出，现在使用表示的是二

维表示。当然除此之外还有其他的表示形式，例如我们下节会看到的三

维空间中的表示93。

3.6.5 The Representation of SU(2) in two Dimension SU(2)的三维表示

重复与二维情况相似的操作94 可以得到38：

J1 =
1√
2


0 1 0

1 0 1

0 1 0

 J2 =
1√
2


0 −i 0

i 0 −i
0 i 0

 J3 =
1√
2


1 0 0

0 0 0

0 0 −1


(3.121)

这就是 SU(2) 的三维表示。如果你有兴趣的话，还可以推出三维表示下
SU(2) 群元的形式 (把生成元扔进 e 指数里)。介于现在所学已足够理解
最重要的 Lorentz 群的表示，我们将不会推导更高维的 SU(2) 表示。

38原文下式 J3 的形式有误，译文已按勘误表修改。
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95
引自 Robert S. Root-Bernstein

and Michele M. Root-Bernstein.
Sparks of Genius. Mariner
Books, 1st edition, 8 2001. ISBN
9780618127450

96
下式的推导在第 2 章。重复一

下，Lorentz 群的定义借鉴了 Eu-
clidean 空间中旋转、反射变换保证
Euclidean 空间中内积不变的特性。

97
复习：两个向量的内积用矩阵乘

法表示是，左侧的向量转置成行矩阵。

因此下式左侧有 ΛT。

3.7 The Lorentz Group O(1, 3) Lorentz群 O(1, 3)

抽象总是从具体的现实中产生的 . . . 你总得从某件事物出发，

最后才能把所有现实的痕迹抹除掉。

— Pablo Picasso95

本节从 Lorentz 群一种常用的表示出发导出相应的 Lie 代数。推导
过程与之前 SU(2)的情形相同—用 SU(2)的 2×2矩阵表示导出了 Lie
代数。我们会发现 Lorentz 群的 Lie 代数可以用两份 SU(2) Lie 代数表
示，这会导出 Lorentz 群的更多表示。著名的向量表示 — 即 Lorentz 群
群元为 4 × 4 矩阵，作用于 4 维向量 — 仅仅是众多表示中的一种。新

表示能描述向量表示不能描述的物理系统。这就是 Lie 理论的威力所在，
它使我们找出对称性隐藏的抽象结构，从而可以描述自然最基本的层面。

首先导出 Lorentz群及其子群的特性。Lorentz群定义为 Minkowski
空间中所有保证内积不变的变换组成的集合96：

xµxµ = xµηµνx
ν = (x0)2 − (x1)2 − (x2)2 − (x3)2 (3.122)

其中 ηµν 表示 Minkowski 度规：

ηµν =


1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

 (3.123)

这也就是我们把 Lorentz 群叫做 O(1, 3) 的原因，类似地，群 O(4)
就是保持内积 (x0)2 + (x1)2 + (x2)2 + (x3)2 的群。这个定义的条件对变

换（矩阵）有什么限制？Lorentz 群的群元 — Lorentz 变换通常记作 Λ，

考虑变换 xµ → x′µ = Λµνx
ν，变换前后的内积为：

xµηµνx
ν → x′σησρx

′ρ = (xµΛσµ)ησρ(Λ
ρ
νx

ν)
!
= xµηµνx

ν (3.124)

由 xµ 的任意性可得：

ΛσµησρΛ
ρ
ν

!
= ηµν (3.125)

上式写成矩阵形式97：

ΛT ηΛ
!
= η (3.126)

上式就是 Lorentz 变换 Λ 定义的数学形式！ 对上式取行列式，利用
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98
稍后就会看到这有什么用。

99
这意味着右手坐标系在变换后仍

为右手系，左手坐标系在变换后仍为

左手系。左手、右手坐标系的定义见

附录A.5

100
‘正 规’(proper) 意 思 是

SO(1, 3)↑ 子群的群元都是保证坐标

系取向和宇称不变的变换。

101
‘正时’(orthochronous) 是指子

群的群元保持时间轴的方向不变。

102
在现在的群表示下这两个算符的

矩阵长这样。后面换用不同的表示，它

们会大不一样。

det(AB) = det(A)det(B) 可得：

det(Λ)det(η)︸ ︷︷ ︸
=−1

det(Λ) = det(η)︸ ︷︷ ︸
=−1

→ det(Λ)2 !
= 1 (3.127)

→ det(Λ) !
= ±1 (3.128)

取(3.125)式的 µ = ν = 0 分量98：

Λσ0ησρΛ
ρ
0

!
= η00︸︷︷︸

=1

→ Λσ0ησρΛ
ρ
0 = (Λ0

0)
2 −

∑
i

(Λi0)
2 !
= 1 (3.129)

由此可得：

Λ0
0

!
= ±

√
1 +

∑
i

(Λi0)
2 (3.130)

根据(3.128)与(3.130)式的正负可以把 Lorentz 群分成 4 分支。保证
坐标系取向99不变的两个分支满足 det(Λ) = +1. 如果想保证时间轴的
方向不变，则需要条件 Λ0

0 ≥ 0，因为

x0 = t→ x′0 = t′ = Λ0
νx

ν = Λ0
0t+ Λ0

1x
1 + Λ0

2x
2 + Λ0

3x
3 (3.131)

如果 Λ0
0 ≥ 0, 则 t′ 与 t 同号。

满足 det(Λ) ≥ 0 与 Λ0
0 ≥ 0 的分支称为 SO(1, 3)↑。我们主要研究这

个子群，它的名字很漂亮 — 正规100或正时101Lorentz 群。Lorentz 群的
这四分支是分离的，因为从一个分支出发，仅用该分支的 Lorentz变换无
法得到其他任何分支的元素。但引入两个新变换之后就可以从 SO(1, 3)↑

出发得到其他分支102：

ΛP =


1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

 (3.132)

ΛT =


−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 (3.133)

ΛP 称为宇称算符，相应的宇称变换其实就是镜面反射。ΛT 称为时间反

演算符。
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103
通常狭义相对论涉及的向量空间

是四维实 Minkowski 空间 R(1,3)。

Lorentz 群就是定义在这个空间的
（Lorentz变换就是保证 4×4度规不

变的变换），因此首先研究群在 R(1,3)

上的表示。类似地，SU(2) 群起初是

用 2× 2 复数矩阵表示的，从那里出

发可以得到 SU(2) 好多其他的表示。

104
自行验证 ΛT ηΛ = η 对 Λ 的限

制条件是 10 个。

105
空间部分是指分量 µ = 1, 2, 3

对应的部分。空间部分通常记作 ηij ,
人们习惯用拉丁字母（例如 i, j）表

示从 1 到 3, 而希腊字母（例如 µ, ν）

表示从 0 到 3。

106
η11 = η22 = η33 = −1, ηij =

0,若i ̸= j

于是完整的 Lorentz 群 O(1, 3) 可以表示为如下集合：

O(1, 3) = {SO(1, 3)↑,ΛPSO(1, 3)↑,ΛTSO(1, 3)↑,ΛPΛTSO(1, 3)↑}

(3.134)

这样，研究 Lorentz群的表示就可简化为研究 SO(1, 3)↑ 的表示，因
为只要再找出 ΛP、ΛT 的表示，Lorentz 群的其他分支就都有啦。

3.7.1 One Representation of the Lorentz Group Lorentz群的 1表示

下面利用 Lorentz群的定义（(3.125)式）构造 Lorentz变换的显式矩
阵表示。首先考虑矩阵的形式。对 Lorentz群，它的群元作用于 4向量103，

因此群元的形式为 4× 4实数矩阵。矩阵元必须是实数，因为 Minkowski
空间 R(1,3) 是实数空间。一般的 4×4实数矩阵有 16个参数，而 Lorentz
群的定义规定了 10 个条件104，这样还剩 6 个自由参数。也就是说描述

最一般的 Lorentz 变换需要 6 个参数。因此只要集齐 6 个线性无关的生

成元，就可以召唤 Lorentz 群的 Lie 代数。这 6 个生成元构成 Lie 代数
的一组基，即任意生成元可唯一地表示为它们的线性组合。然后就能计

算这些基在 Lie 括号下的运算结果，从而导出 Lie 代数的抽象定义。

注意三维 Euclidean 空间中的旋转矩阵（它们只变换空间坐标而不
管时间）满足定义(3.125)式。这是因为 Minkowski 度规的空间部分105与

3×3单位矩阵成比例106。因此对于只涉及空间坐标的变换，由(3.125)可
得：

−RT I3×3R = −RTR !
= −I3×3

→ RT I3×3R = RTR
!
= I3×3

上式正是 O(3) 群的定义式。再加上条件

det(Λ) !
= 1

就是 SO(3) 群的定义。只涉及空间坐标的 Lorentz 变换的形式为：

Λrot =

1

R3×3


其中旋转矩阵 R3×3 的形式见(3.23)式，相关推导见3.4.1节。相应的生成
元的推导与3.4.1节相似，结果为：

Ji =

0

J3dim
i

 , i = 1, 2, 3. (3.135)
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107Kronecker δ 符号定义为

δ
µ
ρ =

1, µ = ρ

0, µ ̸= ρ

将 Kronecker δ 符号写成矩阵形式
就是恒等矩阵 I.

108
第一个下标表示行指标，第二个

是列指标。不过指标为一上一下的时

候会混淆，这时我们把上下标错开表

示，比如 Kµ
ρ ≡ Kµ

ρ → (KT )µρ =

K µ
ρ 。矩阵乘法的定义是用行乘以列，

因此 Kν
σηρν = ηρνK

ν
σ 的含义为，

矩阵 η 的第 ρ 行乘以 K 的第 σ 列，

用矩阵表示为 ηK。此外，Kµ
ρ ηµσ =

Kµ
ρηµσ = (KT ) µ

ρ ηµσ，为将上式

表示为矩阵乘法而引入矩阵 K 的转

置，只有这样才能表示为行乘以列的

形式：KT 的第 ρ 行乘以 η 的第 σ

列，上式用矩阵表示为 KT η。用指

标记号可以自由移项，比如 Kµ
ρ 只是

矩阵 K 得一个元素，即一个数。

109

(
0 1

1 0

)(
−1 0

0 1

)
=(

0 1

−1 0

)
，以及

−
(
−1 0

0 1

)(
0 1

1 0

)
=

−
(
0 −1

1 0

)
.

比如，由(3.65)式可得：

J1 =

0

J3dim
1

 =


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 −1
0 0 1 0

 (3.136)

下面包含时空坐标的变换。按 Lie 理论的套路，考虑无穷小变换107：

Λµρ ≈ δµρ + ϵKµ
ρ (3.137)

将上式带入 Λ 的定义条件(3.125)式：

ΛµρηµνΛ
ν
σ

!
= ηρσ

→ (δµρ + ϵKµ
ρ )ηµν(δ

ν
σ + ϵKν

σ)
!
= ηρσ

→��ηρσ + ϵKµ
ρ ηµσ + ϵKν

σηρν + ϵ2Kµ
ρ ηµνK

ν
σ︸ ︷︷ ︸

略去高阶小量ϵ2项

=��ηρσ

→ Kµ
ρ ηµσ +Kν

σηρν = 0 (3.138)

写成矩阵形式108：

KT η = −ηK (3.139)

上面导出了时空变换的生成元 K 需满足的条件。这些生成元生成的

变换称为推动。推动的意思是变换到相对于初始坐标系作匀速直线运动

的另一坐标系。比如从一个相对于观者静止的坐标系变换到相对于观者

匀速直线运动的坐标系。下面考虑2.1节中的例子：沿 x 轴的推动变换。

由于 y′ = y, z′ = z，故生成元的形式为：

Kx =



a b

c d


︸ ︷︷ ︸

≡kx 0 0

0 0




(3.140)

只需要考虑非零的 2× 2 矩阵部分就行了，(3.139)式简化为：a c

b d

−1 0

0 1

 = −

−1 0

0 1

a b

c d


不难解得109：
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110
生成元 Kx, Ky, Kz 都是厄米

的，即 K†
i = Ki。因此 e 指数里不

加虚数单位 i，因为加了之后就变成

反厄米的了。

111
不 难 算 出 k2x =(

0 1

1 0

)(
0 1

1 0

)
=

(
1 0

0 1

)
，

然后 k4x = 1 等等等等。对于奇次幂
有 k3x = kx, k

5
x = kx, . . .

kx =

a b

c d

 =

0 1

1 0



因此沿 x 轴的推动变换的生成元为：

Kx =


0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 (3.141)

同理可以求出沿 y、z 轴推动变换的生成元：

Ky =


0 0 1 0

0 0 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

 , Kz =


0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 0

 (3.142)

根据 Lie 理论，把生成元扔进 e 指数里就能得到有限大小的变换110：

Λx(ϕ) = eϕKx

还以 Kx 为例，简明起见，只考虑其中 exciting 的部分 — 2× 2 矩阵 kx

（见(3.140)式）。将它的指数函数用级数展开式计算，并利用111k2x = 1：

Λx(ϕ) = eϕkx =

∞∑
n=0

ϕnknx
n!

=

∞∑
n=0

ϕ2n

(2n)!
k2nx︸︷︷︸
=1

+

∞∑
n=0

ϕ2n+1

(2n+ 1)!
k2n+1
x︸ ︷︷ ︸
=kx

=

( ∞∑
n=0

ϕ2n

(2n)!

)
I +

( ∞∑
n=0

ϕ2n+1

(2n+ 1)!

)
kx

= cosh(ϕ)I + sinh(ϕ)kx

=

cosh(ϕ) 0

0 cosh(ϕ)

+

 0 sinh(ϕ)
sinh(ϕ) 0


=

cosh(ϕ) sinh(ϕ)
sinh(ϕ) cosh(ϕ)

 (3.143)

计算过程与第3.4.1节的内容相似。这里的求和式里没出现 (−1)n，因此
结果不是 sin(ϕ) 和 cos(ϕ)，而是双曲正弦 sinh(ϕ) 和双曲余弦 cosh(ϕ)。
沿 x 轴推动变换的完整 4× 4 矩阵为：

Λx =


cosh(ϕ) sinh(ϕ) 0 0

sinh(ϕ) cosh(ϕ) 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 (3.144)
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112
复 习：Lorentz 群

可 以 分 成 O(1, 3) =

{SO(1, 3)↑,ΛPSO(1, 3)↑,

ΛTSO(1, 3)↑,ΛPΛTSO(1, 3)↑}，
上一节导出了 SO(1, 3)↑ 的生成元。

113
对 J,K 变换需要两个 ΛP , 因为

J,K 都是二维矩阵，一维一个 ΛP。

这就是算符矩阵在坐标变换下的一般

形式，喵。

同理可导出沿 y, z 轴的推动变换矩阵：

Λy =


cosh(ϕ) 0 sinh(ϕ) 0

0 1 0 0

sinh(ϕ) 0 cosh(ϕ) 0

0 0 0 1

 , (3.145)

Λz =


cosh(ϕ) 0 0 sinh(ϕ)

0 1 0 0

0 0 1 0

sinh(ϕ) 0 0 cosh(ϕ)

 (3.146)

任意的推动变换都可以分解为上述三个变换矩阵的乘积。

3.7.2 Generators of the Other Components of the Lorentz Group Lorentz

群其他部分的生成元

为得到 Lorentz 群其他部分112生成元的形式，只需将宇称算符 ΛP

和时间反演算符 ΛT 作用于刚刚导出的生成元 Ji,Ki 上，用矩阵指标记

法写为113：

(ΛP )
α
α′(ΛP )

β
β′(Ji)

α′β′
=̂︸︷︷︸

变成矩阵形式

ΛPJi(ΛP )
T = Ji=̂(Ji)

αβ (3.147)

(ΛP )
α
α′(ΛP )

β
β′(Ki)

α′β′
=̂︸︷︷︸

变成矩阵形式

ΛPKi(ΛP )
T = −Ki=̂− (Ki)

αβ (3.148)

上两式可以用上节导出的 J,K 显式矩阵形式暴力计算，例如39：

Jx =


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 −1
0 0 1 0

→ J ′
x = ΛPJx(ΛP )

T = Jx (3.149)

因为

ΛPJx(ΛP )
T =


1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1




0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 −1
0 0 1 0




1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1


T

=


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 −1
0 0 1 0

 (3.150)

39原文(3.149), (3.150)式有误，译文已按勘误表修改。
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114
推动变换的生成元见(3.141)式，

旋转变换的生成元见(3.62)式。
115Levi-Civita 符号 ϵijk 的定义见

附录B.5.5

同理，

Kx =


0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

→ K ′
x = ΛPKx(ΛP )

T = −Kx (3.151)

因为

ΛPKx(ΛP )
T =


1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1




0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0




1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1


T

= −


0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 (3.152)

综上，在宇称变换下：

Ji −→︸︷︷︸
ΛP

Ji, Ki −→︸︷︷︸
ΛP

−Ki (3.153)

它们之后很有用，因为宇称算符在其他表示之下的形式不会像现在的向

量表示这样显然。时间反演算符 ΛT 的推导过程相似，由于 ΛT 只变换

第一个分量（时间分量），因此只对 Ki 有影响：

(ΛT )
α
α′(ΛT )

β
β′(Ji)

α′β′
=̂︸︷︷︸

变成矩阵形式

ΛTJi(ΛT )
T = Ji=̂(Ji)

αβ (3.154)

(ΛT )
α
α′(ΛT )

β
β′(Ki)

α′β′
=̂︸︷︷︸

变成矩阵形式

ΛTKi(ΛT )
T = −Ki=̂− (Ki)

αβ (3.155)

或者简写为：

Ji →︸︷︷︸
ΛT

Ji, Ki →︸︷︷︸
ΛT

−Ki (3.156)

3.7.3 The Lie Algebra of the Proper Orthochronous Lorentz Group O(1, 3)↑

群的 Lie代数

利用上节导出的 SO(1, 3)↑ 生成元的矩阵形式114可以直接计算相应

的 Lie 代数115：

[Ji, Jj ] = iϵijkJk (3.157)

[Ji,Kj ] = iϵijkKk (3.158)
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116
在对易运算下封闭意味着对易子

[Ji, Jj ] = JiJj − JjJi 还是一个旋

转变换的生成元。(3.157)体现了这一
点。

117(3.159)表明两个推动生成元
Ki, Kj 的对易子并非推动生成元，而

是个转动生成元。

118
本书不证明这个命题，证明过程

很复杂并且与物理关系不大。

119
这话理解起来有点难。前面提过，

一个 Lie 代数总对应一个特殊的群，
这个群的特殊之处在于它是单连通

的。导出一个 Lie 代数的不可约表示
之后，再将 Lie 代数的元素（即生成
元）扔进 e 指数里就能得到单连通群
（覆盖群）的表示。只有对于单连通群，

前面说的一一映射才存在。

120Lorentz 群 的 覆 盖 群 记 作

SL(2, C)，它是具有单位行列式（行

列式为 1）的 2× 2 复数矩阵的集合。

SL(2, C) → SO(1, 3) 之间的关系

与之前讨论的 SU(2) → SO(3) 之

间的关系类似。

[Ki,Kj ] = −iϵijkJk (3.159)

其中 Ji 是旋转变换的生成元，Ki 是推动的生成元。一般形式的 Lorentz
变换可以表示为：

Λ = eiJθ+iKΦ (3.160)

(3.158)式表明两种生成元 (Ji 与 Ki) 之间不对易。旋转生成元在对易运
算下封闭116，而推动生成元则不是这样117。从 Ji,Ki 出发可以定义在对

易运算下封闭并且相互对易的新生成元40：

N±
i ≡

1

2
(Ji ± iKi) (3.161)

不难算出对易关系为：

[N+
i , N

+
j ] = iϵijkN

+
k (3.162)

[N−
i , N

−
j ] = iϵijkN

−
k (3.163)

[N+
i , N

−
j ] = 0 (3.164)

这正是 SU(2) Lie 代数的形式！我们发现了 SO(1, 3)↑ 群的 Lie 代数包
含两份 SU(2) 的 Lie 代数。

我们搞了个大新闻，因为前面已经构造了 SU(2) 的所有不可约表
示。然而就像 SO(3) 那样，Lorentz 群不是单连通群118，Lie 理论告诉
我们，对于非单连通群，不存在 Lie 代数的不可约表示和群的表示之间
的一一映射119。通过推导 Lorentz 群 Lie 代数的不可约表示，可以导
出 Lorentz 群的覆盖群的不可约表示，只要把相应的生成元扔进 e 指
数里就行了。这样导出的一部分表示是 Lorentz 群的表示，还有一些不
是。这些额外的表示很有用处，它们可以用来描述某些基本粒子。

简明起见，我们把之后要推导的 Lorentz 群 Lie 代数的表示，或者
Lorentz 群双覆盖的表示，全部简称为 Lorentz 群的表示。

SU(2) 的每一不可约表示都可以用 SU(2) 的 Casimir 算符对应的标
量 j 来标记。因此 Lorentz群覆盖群120的不可约表示可以用两个数 j1, j2

（它们都是整数或半整数）来标记。下面依次研究 Lorentz 群的 (j1, j2)

表示，并利用前面导出的 SU(2) 群的 j1, j2 = 0, 12 , 1, . . . 表示的形式。

Lorentz 群的 Lie 代数可以用 Mµν 表示为更紧凑的形式，Mµν 的定

义为：

Ji =
1

2
ϵijkMjk (3.165)

Ki =M0i (3.166)

40注意区分之后式子中的虚数单位 i 与指标 i，我们对作者采用这样的符号很抱歉。
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121
复习：表示对应的向量空间的维

数是 2j + 1，因此 j = 1/2 表示对

应 2 × 1
2 + 1 = 2 维向量空间。

这样 Lie 代数可表示为：

[Mµν ,Mρσ] = i(ηµρMνσ − ηµσMνρ − ηνρMµσ + ηνσMµρ) (3.167)

下面从 Lorentz 群的 Lie 代数构造不可约表示，さ、いくぞ！

3.7.4 The (0, 0) Representation (0, 0)表示

SU(2) 的最低阶表示是平凡的，因为 Lie 代数对应是 1 维的向量空

间，因此生成元必须是 1× 1 矩阵，满足对易关系的只有平凡的 0:

N+
i = N−

i = 0→ eN
+
i = eN

−
i = e0 = 1 (3.168)

因此 Lorentz 群的 (0, 0) 表示作用于在 Lorentz 变换下不变的对象。
(0, 0) 表示又称为 Lorentz 标量表示。

3.7.5 The ( 12 , 0) Representation ( 12 , 0)表示

( 12 , 0) 表示就是对 SU(2) 的一份 Lie 代数 N+
i 使用 2 维表示121，另

一份 Lie代数 N−
i 使用 1维表示，即 N−

i = 0。由 N−
i 的定义式(3.161)可

得：

N−
i =

1

2
(Ji − iKi) = 0 (3.169)

→ Ji = iKi (3.170)

此外，根据3.6.4节中导出的 SU(2) 的 2 维表示的形式：

N+
i =

σi
2

(3.171)

其中 σi 表示 Pauli 矩阵，其定义见(3.81)式。

另一方面：

N+
i =︸︷︷︸
(3.161)式

1

2
(Ji + iKi) =︸︷︷︸

(3.170)式

1

2
(iKi + iKi) = iKi (3.172)

比较(3.171)与(3.172)式可得：

iKi =
σi
2
→ Ki =

σi
2i

=
iσi
2i2

= − i
2
σi (3.173)

(3.170)式→ Ji = iKi = −
i2

2
σi =

1

2
σi (3.174)

于是在这一表示下，Lorentz 旋转变换为：41

Rθ⃗ = eiθ⃗J⃗ = eiθ⃗ σ⃗
2 (3.175)

41译者注：式子采用了一个缩写，见边注 3.129。
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122
具体过程与3.4.1中的推导十分

相似。

123
之后会看到这些二分量对象与自

旋向上和自旋向下的状态有关。

124
这个名字在引入右手旋量之后的

含义会更清楚。我们会看到宇称变换

将左手旋量变换为右手旋量，反之亦

然。旋量通常分为左手和右手的，它

们的起源与螺旋性有关 — 螺旋性与

手性不完全相同。重复一遍宇称算符

的效果：将左手坐标系变换为右手坐

标系，反之亦然。左手、右手旋量的

名字就是从那儿来的。

125
旋量的更多性质可见,

J. J. Sakurai.
Modern Quantum Mechanics.
Addison Wesley, 1st edition, 9
1993. ISBN 9780201539295 中的
第 3.2 章
126 Andrew M. Steane.

https://arxiv.org/abs/1312.

3824An introduction to spinors.
ArXiv e-prints, December 2013

Lorentz 推动变换为42：

Bϕ⃗ = eiϕ⃗K⃗ = eϕ⃗ σ⃗
2 (3.176)

将生成元扔进 e 指数函数里，再将 e 指数函数用级数展开，就可以算出
Lorentz 群元的表示。例如，绕 x 轴的旋转变换为：

Rx(θ) = eiθJ1 = eiθ 1
2σ1 = 1+

i

2
θσ1+

1

2!

(
i

2
θσ1

)2

+· · ·+ 1

n!

(
i

2
θσ1

)n
+. . .

(3.177)

将 σ1 的显式形式（(3.81)式）代入，并利用 σ2
1 = 1 可得122：

Rx(θ) =

1 0

0 1

+
i

2
θ

0 1

1 0

− 1

2

(
θ

2

)2
1 0

0 1

+ . . .

=

 cos θ2 i sin θ
2

i sin θ
2 cos θ2

 (3.178)

关于其他轴的旋转及推动变换可类似地导出。注意 Lorentz 变换在这儿
用 2×2复矩阵表示，它们当然不是作用在Minkowski空间的（Minkowski
空间的元素是 4维向量）。Lorentz变换在 ( 12 , 0)表示下作用的2分量123对

象称为左手旋量124：

χL =

(χL)1

(χL)2

 (3.179)

旋量在这里指的是 2分量对象。左手旋量的另一种定义是在 Lorentz
变换下根据 Lorentz 群的 ( 12 , 0) 表示变换的对象。注意旋量并不只是 2

分量的向量，旋量有很多新的性质。比如 e 指数中的 1
2 因子，这个因子

使得旋量125在旋转 2π 之后不再和原来相同，而多了一个负号。这个性

质十分奇特，因为日常遇到的对象在转 2π 之后总是和原来一样。

“旋量可以说是 Lorentz 变换最基本的数学对象。”

— A. M. Steane126

3.7.6 The (0, 12 ) Representation (0, 12 )表示

(0, 12 ) 表示的构造过程与之前的 ( 12 , 0) 相似。这里 N+
i 采用 1 维表

示，即 N+
i = 0，N−

i 采用 2 维表示，即 N−
i = 1

2σi。容易认为 (0, 12 ) 表

示会与 ( 12 , 0) 表示极为相似，但并非如此！根据 (3.161) 式可得：

N+
i =

1

2
(Ji + iKi) = 0 (3.180)

42原文为 Bθ，有误，已据勘误表修改为 Bϕ — 译者

https://arxiv.org/abs/1312.3824
https://arxiv.org/abs/1312.3824
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→ Ji = −iKi (3.181)

注意上面的负号。N−
i 采用 SU(2) 的二维表示（在3.6.4节推导）：

N−
i =

1

2
σi =

1

2
(Ji − iKi) =︸︷︷︸

(3.181)式

1

2
(−iKi − iKi) = −iKi (3.182)

可以得到 (0, 12 ) 表示的生成元为：

−iKi =
1

2
σi → Ki = −

1

2i
σi =

i

2
σi (3.183)

再结合(3.181)式：

Ji = −iKi =
1

2
σi (3.184)

于是，在这一表示之下，Lorentz 旋转变换为：

Rθ = eiθ⃗J⃗ = eiθ⃗ σ⃗
2 (3.185)

Lorentz 推动变换为43：

Bϕ = eiϕ⃗K⃗ = e−ϕ⃗ σ⃗
2 (3.186)

可见 (0, 12 ) 表示的旋转变换与 ( 12 , 0) 一样，但推动变换的 e 指数幂差一
个负号。我们推测这两个表示作用的对象相似但不完全相同。Lorentz群
的 (0, 12 ) 表示作用的对象称为右手旋量：

χR =

(χR)
1

(χR)
2

 (3.187)

左手/右手旋量统称为 Weyl 旋量。

3.7.7 Van der Waerden Notation Van der Waerden符号

本节引入便于处理旋量的标记法。上面导出了按不同方式变换的两

种旋量，如何将它们区分？它们确实不同，但也并非毫无关系。实际上

左手旋量（按 ( 12 , 0) 表示变换）与右手旋量（按 (0, 12 ) 表示变换）之间

存在联系。引入带点与不带点的指标来表示不同旋量 — 这一记法以发

明者命名，称为 Van der Waerden 符号。这能清楚地表示何种对象按何
种方式变换。Van der Waerden 符号的优点在完整的体系建立起来之后
会更清楚。

43原文为 Bθ，有误，已据勘误表修改为 Bϕ — 译者
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127
注意下式就是二维 Levi-Civita

符号，其定义见附录B.5.5。

128
这里对 χC

L 做一简介。上标 C

表示电荷共轭性，3.7.10节具体说明
它的含义。我们看到 ϵ 的作用结果是

把对象的“标签”翻转 — 将左手旋

量变换为右手旋量。之后会发现 ϵ 可

以翻转所有“标签”，比如，电荷的正

负。

129
下面

ϕ⃗σ⃗ ≡
∑

i σiϕi =︸︷︷︸
求和约定

σiϕi

，σ⃗ 并非表示“向量”，而只是为了方

便而采用的缩写。

130
右手旋量在推动变换下的形

式见(3.186)式：Bϕ = eiϕ⃗K⃗ =

e−ϕ⃗ σ⃗
2 。注意它与左手旋量的变换

（(3.176)式）的不同：Bϕ = eiϕ⃗K⃗ =

eϕ⃗
σ⃗
2

左手旋量 χL 用不带点的下指标表示:

χL = χa (3.188)

右手旋量用带点的上指标：

χR = χȧ (3.189)

下面引入“旋量度规”的概念。旋量度规使得右手旋量可以变换为

左手旋量，反之亦然。旋量度规定义为127：

ϵab =

 0 1

−1 0

 (3.190)

不难验证它满足上述性质。再定义128：

χCL ≡ ϵχ∗
L (3.191)

其中 ∗ 表示取复共轭。下面将考虑 χCL 怎样在 Lorentz 变换下变换，并
会发现它正如同右手旋量一样变换。右手旋量由它在 Lorentz 变换下的
变换方式所定义，因此认为 χCL 正是一个右手旋量。下面让推动变换作

用到 χCL，利用
44：

(−ϵ)(ϵ) = 1 (3.192)

(ϵ)σ∗
i (−ϵ) = −σi (3.193)

上式不难用 Pauli 矩阵 σi 的显式形式直接验证。变换过程为
129：

χCL → (χ′)CL = ϵ(χ′)∗L

= ϵ(e
ϕ⃗
2 σ⃗χL)

∗

= ϵ(e
ϕ⃗
2 σ⃗ (−ϵ)(ϵ)︸ ︷︷ ︸
=1,见(3.192)式

χL)
∗

= ϵ(e
ϕ⃗
2 σ⃗

∗
(−ϵ)︸ ︷︷ ︸

(3.193)式→=e−
ϕ⃗
2

σ⃗

(ϵ)χ∗
L)

= e−
ϕ⃗
2 σ⃗ ϵχ∗

L︸︷︷︸
=χC

L

= e−
ϕ⃗
2 σ⃗χCL (3.194)

由此可见 χCL 按右手旋量的形式变换
130。上式第 5 行利用了 e ϕ⃗

2 σ⃗ 的

Taylor 级数展开，并对每一项利用了(3.193)式。不难验证 ϵ(χ∗
L) 在旋转

44其中要注意 (−ϵ) = ϵT，所以才这么写。--译者注
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131
这些旋量构造出的不变量极为重

要，因为我们要导出在所有惯性系下

都成立的物理定律。这些不变量的重

要性之后会不断体现。

变换下仍与原来的变换方式相同，理应如此，因此 χL 与 χR 在旋转变

换形式相同：

χCL → (χ′)CL = ϵ(χ′)∗L = ϵ(e iθ⃗
2 σ⃗χ)∗L = e iθ⃗

2 σ⃗ϵ(χL)
∗ (3.195)

还可以验证以下结果：ϵ 在任意 Lorentz 变换下不变；将右手旋量变换为
左手旋量需要用 (−ϵ)。

仿照狭义相对论中的张量记号，定义“旋量度规”可以升降旋量的

指标：

ϵχL =︸︷︷︸
用指标记号表示

ϵacχc = χa (3.196)

其中重复的上下标表示求和（即 Einstein 求和约定）。此外，从上面可知
如果想把 χR 变换为 χL 还需要取复共轭：

χR = ϵχ∗
L (3.197)

用 Van der Waerden 符号，ϵ 作用在左手旋量的复共轭上得到的右手旋
量用带点的上指标表示：

χR = ϵχ∗
L = χȧ (3.198)

再与指标记号相比较，可以发现 χL 的复共轭可以用带点的下指标表示：

χ∗
L = χ∗

a = χȧ (3.199)

同理，右手旋量 χR 的复共轭可用不带点的上指标表示：

χ∗
R = (χȧ)∗ = χa (3.200)

下面考虑 χȧ 与 χa 在 Lorentz变换下如何改变，这非常重要，χȧ 与
χa 可以构造在 Lorentz 变换下不变的某种旋量的组合形式131。

从左手旋量在 Lorentz 变换下的行为出发：

χL = χa
Lorentz 变换−→ χ′

a =
(

eiθ⃗ σ⃗
2 +ϕ⃗ σ⃗

2

)b
a
χb (3.201)

考虑旋量 χȧ 的变换：

χ∗
L = χ∗

a = χȧ
Lorentz 变换−→ χ′

ȧ = (χ′
a)

∗ =

((
eiθ⃗ σ⃗

2 +ϕ⃗ σ⃗
2

)b
a

)∗

χ∗
b

=

(
e−iθ⃗ σ⃗∗

2 +ϕ⃗ σ⃗∗
2

)ḃ
ȧ

χḃ (3.202)
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132
附录B.5.5中提到，δcb 称为 Kro-

necker 符号，它是单位矩阵的指标形

式，即 δcb =

1, b = c

0, b ̸= c

类似地，利用右手旋量的变换形式：

χR
Lorentz 变换−→ χ′

R = χ′ȧ =
(

eiθ⃗ σ⃗
2 −ϕ⃗ σ⃗

2

)ȧ
ḃ
χḃ (3.203)

可以导出旋量 χa 的变换：

χ∗
R = (χȧ)∗ = χa

Lorentz 变换−→ χ′a = (χ′ȧ)∗ =

((
eiθ⃗ σ⃗

2 −ϕ⃗ σ⃗
2

)ȧ
ḃ

)∗

(χḃ)∗

=

(
e−iθ⃗ σ⃗∗

2 −ϕ⃗ σ⃗∗
2

)a
b

χb

(3.204)

为了组合出神秘的 Lorentz 不变量，还需要一件事：考虑两个向量标量
积的定义：⃗a · b⃗ = a⃗T b⃗。仿照这个我们在旋量的标量积定义里也引入转置

操作。注意上面新旋量变换式的 e 指数中出现了 Pauli 矩阵的复共轭 σ∗
i

（例如 e−iθ⃗ σ⃗∗
2 ），再加上转置操作就变成取厄米共轭的形式：σ†

i = (σ∗
i )
T，

其中前面已经解释过符号 †（称为 dagger）的含义。所有 Pauli 矩阵的
厄米共轭仍是 Pauli 矩阵自身，即：

σ†
i = (σ∗

i )
T = σi (3.205)

这从 Pauli 矩阵的形式 (3.81) 式容易导出。

比较(3.201)与(3.204)式，再结合(3.205)式，可以看出旋量 χa 的转置

与旋量 χa 分别对应的变换形式正好抵消，这意味着 (χa)Tχa 是 Lorentz
变换下的不变量（即在 Lorentz 变换下不变），因为132：

(χa)Tχa
Lorentz 变换−→

(χ′a)Tχ′
a =

((
e−iθ⃗ σ⃗∗

2 −ϕ⃗ σ⃗∗
2

)a
b
χb
)T(

eiθ⃗ σ⃗
2 +ϕ⃗ σ⃗

2

)c
a
χc

= (χb)T

(
exp

(
− iθ⃗ (σ⃗

∗)T

2
− ϕ⃗ (σ⃗

∗)T

2

))a
b

(
eiθ⃗ σ⃗

2 +ϕ⃗ σ⃗
2

)c
a
χc

=︸︷︷︸
(3.205)式

(χb)T
(

e−iθ⃗ σ⃗
2 −ϕ⃗ σ⃗

2

)a
b

(
eiθ⃗ σ⃗

2 +ϕ⃗ σ⃗
2

)c
a︸ ︷︷ ︸

=δcb

χc

= (χc)Tχc (3.206)

类似地，将 χȧ 与 χȧ 适当组合，利用(3.202)、(3.203)式可以得出另一个
不变量 (χȧ)

Tχȧ。但是形如 (χȧ)Tχa=̂χ
T
RχL 的项不是 Lorentz 变换下的

不变量，因为：

χTRχL = (χȧ)Tχa → (χ′ȧ)Tχ′
a = χḃ

(
eiθ⃗ σ⃗T

2 −ϕ⃗ σ⃗T

2

)ȧ
ḃ

(
eiθ⃗ σ⃗

2 +ϕ⃗ σ⃗
2

)c
a︸ ︷︷ ︸

̸=δcb

χc

(3.207)
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133
即上下标都带点 ȧ

ȧ 或都不带点
a
a

134
为啥上式（四维向量的内积的定

义式）当中没有转置操作？其实上式

既可以看做向量方程也可视为分量方

程，符号 xµ 既代表向量本身又代表

向量的分量，不幸的是这有时会造成

混乱，比如现在。将上式看做分量方

程，则无需转置，这对旋量内积也一

样。然而转置运算不可或缺，为了避免

遗忘，我们在旋量内积的定义式中加

上上标 T 表示强调。对于常用的三维

向量有更好的符号避免上述混乱：向

量自身用 a⃗，向量分量用 ai 表示。

135
读者可自行检验，但这对之后的

内容关系不大。

可见这样的左手旋量与右手旋量结合的项并非 Lorentz 不变量。综上，
Lorentz 不变量必须是一对同类上下标组合成的量133。或者，不变量必

须是右手旋量的厄米共轭左乘左手旋量：χ†
RχL = (χ∗

R)
TχL=̂(χa)Tχa，

或者左手旋量的厄米共轭左乘右手旋量：χ†
LχR = (χ∗

L)
TχR=̂(χȧ)

Tχȧ。

Lorentz 不变量是之后推导的自然界的普适定律的关键。

在上述基础上，ϵab 的名字“旋量度规”就变得合情合理了，因为旋

量间的内积（在 Lorentz 变换下不变，见(3.206)式）可以写为：

χTa χ
a =︸︷︷︸

(3.196)式

χTa ϵ
abχb (3.208)

与第二章 Minkowski 空间的内积（它是 Lorentz 变换的不变量）的定义
式(2.31)相对比：

xµy
µ = xµη

µνyν (3.209)

其中 ηµν 是 Minkowski度规。可见旋量度规与四维向量的 Minkowski度
规地位相同134。

在定义了上述符号之后，不难写出旋量度规的下标形式：

ϵab =

0 −1
1 0

 (3.210)

因为只有用 (−ϵ) 才能把 χR 转换为 χL。
135,45 一般的 Lorentz变换（转

动 + 推动）通常用 Λ 表示，当 Λ 的指标带点，说明它作用于右手旋量，

并由此推断相应的具体形式：

χR → χ′
R = χ′ȧ = Λȧ

ḃ
χḃ =

(
eiθ⃗ σ⃗

2 −ϕ⃗ σ⃗
2

)ȧ
ḃ
χḃ (3.211)

同理，左手旋量情形：

χL → χ′
L = χ′

a = Λbaχb =
(
eiθ⃗ σ⃗

2 +ϕ⃗ σ⃗
2

) b
a
χb (3.212)

这样 ( 12 , 0) 与 (0, 12 ) 表示下的 Lorentz 变换记作：

Λ( 1
2 ,0)

=
(
eiθ⃗ σ⃗

2 +ϕ⃗ σ⃗
2

)b
a
=̂Λ b

a (3.213)

Λ(0, 12 )
=
(
eiθ⃗ σ⃗

2 −ϕ⃗ σ⃗
2

)b
a
=̂Λȧ

ḃ
(3.214)

Van der Waerden 符号非常便捷，它有效地体现了 χL 与 χR 之间的联

45根据(3.198)，χR = ϵχ∗
L，取共轭得到 χ∗

R = ϵχL，再同时左乘 ϵ−1 = −ϵ 得到

(−ϵ)χ∗
R = ϵ−1ϵχL = χL
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136
数学上记作 ( 1

2 ,
1
2 ) = ( 1

2 , 0) ⊗
(0, 1

2 ).

137
在之前的二维旋转中遇到过类似

情况，二维旋转操作可以用单位复数

作用到向量对应的复数上来表示，在

定义了复数与实数矩阵间的映射后，

旋转也可以用实矩阵作用于列向量来

表示。

138
它的含义是任意 2 × 2 厄米矩

阵可以唯一地表示为基的线性组合：

a01 + aiσi。

139
定义见(3.81)式。

140
这仅是基的选取问题，这里借助

Pauli 矩阵来选取具有我们之前导出
的关于向量变换性质的基底。

系。左右旋量之间可以互相变换，因此必然需要一套能将它们联系起来

的符号体系。

之后考虑下一个不可约表示，有一位故人正在那里久候。

3.7.8 The ( 12 ,
1
2 ) Representation ( 12 ,

1
2 )表示

在 ( 12 ,
1
2 ) 表示之下，两份 SU(2) Lie 代数136N+

i , N
−
i 都采用 2 维表

示。首先考虑此表示下的 Lorentz 变换作用的对象是什么。两份 Lie 代
数之间无相互作用，因为 N+

i , N
−
i 是对易的，即 [N+

i , N
−
i ] = 0。因此作

用的对象（记作 v）在两份 Lie 代数下各自独立变换。v 有两个指标 vḃa，

每个指标在独立的 SU(2) Lie 代数下变换。vḃa 即采用了上节介绍的 Van
der Waerden 符号。

vḃa 的每个指标有两个取值 ( 12 和 −
1
2 )，

46 因为每个表示都是 2维的，

v 共有 4 个分量。因此 v 可表示为 2× 2 矩阵，但 v 也可以表示为四维

向量，稍后会看到137。

首先考虑复数矩阵，一个一般的 2×2复数矩阵有 4个复数元素，因

此有 8 个自由参数。而据前所述我们只需要 4 个自由参数。任意复矩阵

M 可表示为厄米矩阵 H(H† = H) 与反厄米矩阵 A (A† = −A) 之和：
M = H +A。2× 2 厄米矩阵和反厄米矩阵都有 4 个自由参数。此外，下

面会证明厄米矩阵经 ( 12 ,
1
2 ) 表示下的 Lorentz 变换后仍为厄米矩阵，反

厄米矩阵也一样。这意味着厄米矩阵与反厄米矩阵分别组成的集合都是

不变子空间（见3.5节），亦即，一般的 2 × 2 复矩阵上的表示是可约的。

综上所述，下面研究 2 × 2 厄米矩阵（组成的向量空间）上的不可约表

示。

2 × 2 厄米矩阵的一组基138是 Pauli 矩阵139σi, i = 1, 2, 3 加上单位

矩阵。

首先考虑 vaḃ，而非 vḃa，这样可以利用(3.81)式的 Pauli 矩阵的显式
形式。注意 vḃa, vaḃ 之间可用旋量度规 ϵḃc 相互变换，因此容易从 vḃa 回

到 vaḃ。

记 σ0 = I2×2 =

1 0

0 1

，有 47

vaḃ = vνσ
ν
aḃ

= v0

1 0

0 1

+v1

0 1

1 0

+v2

0 −i
i 0

+v3

1 0

0 −1


(3.215)

上面解释过，我们也可以使用140vḃa = vµσ
µ
aċϵ

ḃc，这样的话选用的基就是

46似乎指标应该为 1, 2 ? — 译者
47原文下式等号右侧的 v 应为下指标，译文已改正。
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141
反厄米矩阵经 Lorentz 变换仍

为反厄米矩阵的证明过程同理。只

要把下面最后一步 v†
cḋ

= vcḋ 改成

v†
cḋ

= −vcḋ.

142
一般过程的推导可见 Matthew

Robinson.
Symmetry and the Standard
Model. Springer, 1st edition,
August 2011. ISBN 978-1-4419-
8267-4, 128 页。
143

沿 z 轴意味着 ϕ⃗ = (0, 0, ϕ)T。

沿 z 轴的推动变换形式最简单，因为

只有 σ3 是对角矩阵，其他方向的推

动变换的 e 指数计算较复杂。

(σ̃ḃa)
µ = σµaċϵ

ḃc。48一般的厄米矩阵表示为：

vaḃ =

 v0 + v3 v1 − iv2
v1 + iv2 v0 − v3

 (3.216)

上节讲过，不同类的指标按不同方式变换，具体来说：带点的下标与不

带点的下标变换方式不同。

下面研究 vaḃ 在 Lorentz 变换下如何表现，利用不带点的下标的变
换式(3.202)：

v
Lorentz 变换−→ v′ = v′

aḃ
=
(

eiθ⃗ σ⃗
2 +ϕ⃗ σ⃗

2

)c
a
vcḋ

((
e−iθ⃗ σ⃗∗

2 +ϕ⃗ σ⃗∗
2

)ḋ
ḃ

)T

=
(

eiθ⃗ σ⃗
2 +ϕ⃗ σ⃗

2

)c
a
vcḋ

(
e−iθ⃗ σ⃗†

2 +ϕ⃗ σ⃗†
2

)ḋ
ḃ

=︸︷︷︸
σ†=σ

(
eiθ⃗ σ⃗

2 +ϕ⃗ σ⃗
2

)c
a
vcḋ

(
e−iθ⃗ σ⃗

2 +ϕ⃗ σ⃗
2

)ḋ
ḃ

(3.217)

前面说过，厄米矩阵经 Lorentz 变换后仍为厄米的，下面来验证141：

(
eiθ⃗ σ⃗

2 +ϕ⃗ σ⃗
2

)c
a
vcḋ

(
e−iθ⃗ σ⃗

2 +ϕ⃗ σ⃗
2

)ḋ
ḃ
→

((
eiθ⃗ σ⃗

2 +ϕ⃗ σ⃗
2

)c
a
vcḋ

(
e−iθ⃗ σ⃗

2 +ϕ⃗ σ⃗
2

)ḋ
ḃ

)†

=︸︷︷︸
(ABC)†=C†B†A†

((
e−iθ⃗ σ⃗

2 +ϕ⃗ σ⃗
2

)ḋ
ḃ

)†

v†
cḋ

((
eiθ⃗ σ⃗

2 +ϕ⃗ σ⃗
2

)c
a

)†

=

(
eiθ⃗ σ⃗†

2 +ϕ⃗ σ⃗†
2

)ḋ
ḃ

v†
cḋ

(
e−iθ⃗ σ⃗†

2 +ϕ⃗ σ⃗†
2

)c
a

=︸︷︷︸
若v†

cḋ
=vcḋ

(
eiθ⃗ σ⃗

2 +ϕ⃗ σ⃗
2

)ḋ
ḃ

vcḋ

(
e−iθ⃗ σ⃗

2 +ϕ⃗ σ⃗
2

)c
a

✓

(3.218)

一般形式变换的计算过程冗长无聊，这里只推导一个特例142，考虑将 v

沿 z 轴做推动变换143：

vaḃ
沿z轴推动−→ v′aḃ =

(
eϕ

σ3
2

)c
a
vcḋ

(
eϕ

σ3
2

)ḋ
ḃ

=

eϕ
2 0

0 e−ϕ
2

 v0 + v3 v1 − iv2
v1 + iv2 v0 − v3

eϕ
2 0

0 e−ϕ
2


=

eϕ(v0 + v3) v1 − iv2
v1 + iv2 e−ϕ(v0 − v3)

 (3.219)

48原文该式有误，译文已按勘误表修改。
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144
σ3 =

(
1 0

0 −1

)

145
下式利用了双曲函数的定义，即

由 coshϕ ≡ 1
2 (e

ϕ + e−ϕ, sinhϕ ≡
1
2 (e

ϕ−e−ϕ)得出 e−ϕ = (coshϕ−
sinhϕ), eϕ = (coshϕ+sinhϕ)。当
然不这么做也可以，不过用双曲函数

使得形式更加紧凑。

146
见(3.146)式。

147
不妨把二阶张量简单看成一个二

阶矩阵 Mµν

148
见(3.134)式。

其中利用了 σ3是对角矩阵
144以及对角矩阵 e指数的计算公式：

eA11 0

0 eA22

。
将变换后的 v′ 用一般形式写出，并与(3.219)式进行比较：

v′
aḃ

=

 v′0 + v′3 v′1 − iv′2
v′1 + iv′2 v′0 − v′3

 =

eϕ(v0 + v3) v1 − iv2
v1 + iv2 e−ϕ(v0 − v3)


比较可得对象 v 的分量在沿 z 轴的推动变换下的形式为145：

→v′0 + v′3 = eϕ(v0 + v3) = (coshϕ+ sinhϕ)(v0 + v3)

→v′0 − v′3 = e−ϕ(v0 − v3) = (coshϕ− sinhϕ)(v0 − v3)

解得：

→v′0 = cosh(ϕ)v0 + sinh(ϕ)v3

→v′3 = sinh(ϕ)v0 + cosh(ϕ)v3 (3.220)

上面正是四维向量的 Lorentz 变换式146：
v′0

v′1

v′2

v′3

 =


coshϕ 0 0 sinhϕ

0 1 0 0

0 0 1 0

sinhϕ 0 0 coshϕ




v0

v1

v2

v3



=


cosh(ϕ)v0 + sinh(ϕ)v3

v1

v2

sinh(ϕ)v0 + cosh(ϕ)v3

 (3.221)

上述结果对任意 Lorentz 变换都成立，其他情形（如转动）由读者自行
计算验证。由此可见 ( 12 ,

1
2 ) 表示正是 4 向量表示。用向量形式可以简化

计算，因为用变换矩阵乘以向量比三个矩阵相乘要简单。人们熟悉的 4

向量其实与更基本的旋量有关，一个 4 向量是二阶旋量，即具有两个分

量，根据 Lorentz 群的 ( 12 ,
1
2 ) 表示变换的量。此外，4 向量并非描述最

基本物理体系的量，它们不够基 本，有一些系统它们无法描述。

有人说“旋量是向量的平方根”，这话与“向量是二阶张量147的平

方根”相似，一个二阶张量有两个向量指标，一个向量有两个旋量指标。

因此 Lorentz 变换作用的最基本的对象其实是旋量。

前面讲过 Lorentz 群有四部分。不同部分之间通过宇称算符与时间
反演算符联系148，因此为了描述所有保证光速不变的变换，还需要考虑

宇称和时间反演算符在各个表示下的形式。本书只考虑宇称变换，因为

实验表明自然在宇称变换下并不总是对称的（之后的章节讨论），而且下
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149
常见的名字是 left- / right-

handed 旋量，但这个名字会引起混
乱，因为 left-handed、right-handed
与螺旋性 (helicity) 的概念有关，螺
旋性与手征性 (chirality) 是不同的
东西。尽管如此这个名字还是反映了

在宇称变换下某个“左”的东西变成

了“右”的。

一节有关宇称变换表示的推导也可应用于时间反演变换。

3.7.9 Spinors and Parity 旋量和宇称

上面没有说明为啥 ( 12 , 0) 表示变换的对象叫左手旋量，而 (0, 12 ) 表

示变换的对象叫右手旋量。在简要介绍宇称变换之后这一问题就可以解

释了。

前面已经导出了 Lorentz群的生成元在宇称变换下的表现，见(3.153)式，
便利起见重写一遍：

Ji →︸︷︷︸
P

Ji, Ki →︸︷︷︸
P

−Ki (3.222)

生成元 N±
i 的定义式(3.161)式，在此也重写一遍：

N±
i =

1

2
(Ji ± iKi) (3.223)

由此可见在宇称变换之下 N+ ↔ N−。因此 (0, 12 ) 表示下的 Lorentz 变
换经宇称变换之后变成 ( 12 , 0)表示下的变换，反之亦然。这就是左手、右

手旋量名字的来历149。就像右手坐标系在宇称变换下变为左手系那样，

Lorentz 群的这两个表示也在宇称变换下来回变。

旋转变换在两个表示之下相同，而推动变换差一个负号，上述宇称

变换的效果可总结为：

(ΛK⃗)( 1
2 ,0)

= eϕ⃗K⃗ →︸︷︷︸
P

e−ϕ⃗K⃗ = (ΛK⃗)(0, 12 ) (3.224)

(ΛK⃗)(0, 12 ) = e−ϕ⃗K⃗ →︸︷︷︸
P

eϕ⃗K⃗ = (ΛK⃗)( 1
2 ,0)

(3.225)

可见，描述一个在宇称变换下不变的物理体系同时需要左手旋量和右手

旋量。最简单的做法是把它们上下放置在一个对象中，该对象称为 Dirac
旋量：

Ψ =

χL
ξR

 =

χa
ξȧ

 (3.226)

前面提过左手、右手旋量统称 Weyl 旋量，我们称一个 Dirac 旋量 Ψ 包

含两个 Weyl 旋量 χL 和 ξR。注意 Ψ 是一般形式，即 χL 与 ξR 之间并

未钦点任何关系。而具有如下形式的 Dirac 旋量

ΨM =

χL
χR

 (3.227)

就是一个特例，称为 Majorana 旋量。Dirac 旋量或 Majorana 旋量不是
四维向量，它们的变换方式截然不同。Dirac旋量按 Lorentz群的 ( 12 , 0)⊕
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150
( 1
2 , 0) ⊕ (0, 1

2 ) 表示是一个可

约表示，这从它的变换矩阵是分块

对角矩阵可以看出。而四维向量按

( 1
2 ,

1
2 ) = ( 1

2 , 0) ⊗ (0, 1
2 ) 表示变

换。

(0, 12 ) 表示
150变换，把左右旋量分别对应的变换矩阵写成一个分块对角

的大矩阵就是新的变换矩阵：

Ψ
Lorentz 变换−→ Ψ′ = Λ( 1

2 ,0)⊕(0, 12 )
Ψ =

Λ( 1
2 ,0)

0

0 Λ(0, 12 )

χL
ξR

 (3.228)

例如，Ψ 的推动变换为：

Ψ
推动变换−→ Ψ′ =

eϕ⃗ σ⃗
2 0

0 e−ϕ⃗ σ⃗
2

χL
ξR

 (3.229)

我们研究 Dirac 旋量在宇称变换下的行为，是因为可以从它出发检验某
个理论在宇称变换下是否不变。我们知道宇称变换下 N+ ↔ N−，因此

Dirac 旋量经宇称变换后不再是 Dirac 旋量（即那个根据 Lorentz 群的
( 12 , 0)⊕ (0, 12 ) 表示变换的对象），再考虑到：(

0,
1

2

)
↔︸︷︷︸
P

(
1

2
, 0

)
(3.230)

可以断定，因为 Dirac 旋量按 ( 12 , 0)⊕ (0, 12 ) 表示变换，故变换后的对象

按照 (0, 12 )⊕ ( 12 , 0) 表示变换。

ΨP
Lorentz 变换−→ (ΨP )′ = Λ(0, 12 )⊕( 1

2 ,0)
ΨP =

Λ(0, 12 )
0

0 Λ( 1
2 ,0)

ξR
χL


(3.231)

因此

Ψ =

χL
ξR

 宇称变换−→ ΨP =

ξR
χL

 (3.232)

宇称变换将 Dirac 旋量 (包含 ξR, χL) 变换为另一个同样具有 ξR, χL 的

对象，只是上下位置变了。宇称变换的效果并非 ξL → ξR，具有这一效

果的变换之后再讲述。

3.7.10 Spinors and Charge Conjugation 旋量与电荷共轭

3.7.7节遇到了能使左手、右手旋量来回变换的变换（好绕），χL →
χCL = ϵχ∗

L = χR, ξR → ξCR = (−ϵ)ξ∗R = ξL。此变换不属于 Lorentz 群，
下面从另一角度来理解这一变换。

到目前为止这个变换仅仅是升降旋量指标的技巧，现在考虑 Dirac
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151
与之前的宇称变换不同，这里可

以选择，我们更喜欢新对象与原来的

对象种类相同。Ψ̃ 可以视为经宇称变

换和电荷共轭变换后的 Dirac 旋量。

152
选读：注意 Weyl 旋量实际上

是个二分量对象，稍后我们会定义称

为‘自旋’的可观测量，它由 1
2σ3 描

述。矩阵 ϵ 可以将自旋算符 1
2σ3 本

征值 + 1
2 的本征向量变换为本征值

− 1
2 对应的本征向量。这称为自旋反

转，即一个自旋 1
2 的对象变换为自旋

− 1
2 的对象。

旋量在该变换下的表现，最简单的想可以写成：

Ψ =

χL
ξR

→ Ψ̃ =

χCL
ξCR

 =

χR
ξL

 (3.233)

不幸的是新生儿 Ψ̃ 的变换方式与 Dirac 旋量不同151，Dirac 旋量在推动
变换下的表现是：

Ψ→ Ψ′ =

eθ⃗ σ⃗
2 0

0 e−θ⃗ σ⃗
2

χL
ξR

 (3.234)

Ψ̃ 按下式变换：

Ψ̃→ Ψ̃′ =

e−θ⃗ σ⃗
2 0

0 eθ⃗ σ⃗
2

χL
ξR

 (3.235)

它是一种新对象，因为它按照 Lorentz 群的不同表示进行变换。通过这
些认识，我们可以令：

Ψ =

χL
ξR

→ ΨC =

ξCR
χCL

 =

ξL
χR

 (3.236)

这样的变换就能满足 Dirac 旋量的 Lorentz 变换了。这个新变换通常称
为荷共轭 (charge conjugation) 变换，这个名字有点误导性。由上式
可知该变换将左手旋量变为右手旋量，也就是把描述基本粒子的一个标

签翻转一下152。之后会看到该算符不止能翻转这一个标签，而是对基本

粒子的所有标签都有效。其中一个标签是电荷，因此该变换称为电荷共

轭，在推导如何翻转电荷之前，先要学习电荷到底是啥。有一点是很重

要的：不止电荷能翻，别的标签都可以。

我们可以接着推导 Lorentz 群的更高维表示，但到现在为止所有物
理中常用的有限维不可约表示都已导出。物理上还要用到无限维表示，用

它来变换物理场。

3.7.11 Infinite-Dimensional Representations 无限维表示

上面几节讨论了 Lorentz 群的有限维表示及其分类，这些有限维表
示下的群元作用于 1-, 2-或 4-分量的对象。物理中经常处理在时空中动
力学演化的对象，下面考虑它们如何变换。前面处理的 Lorentz 变换可
以写成如下形式：

Φa → Φ′
a =Mab(Λ)Φb (3.237)

其中Mab(Λ)是 Lorentz变换 Λ在某个有限维表示之下的矩阵形式。例如

Mab(Λ)是个作用于Weyl旋量的 2×2矩阵,作用的结果无非是新对象的
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153
x 是时空坐标 t, x, y, z 的缩写。

154
大部分文献采用对称操作

的 Wigner 惯例形式：Φa(x) →
Mab(Λ)Φb(Λ

−1x)，但我们没有什

么理由在这里这么写。

155
Φ 的每个分量都是坐标 x 的函

数。相应的算符作用在 Φa(x) 上，

Φa(x) 是时空坐标的函数，而在这

种语境下的函数空间是无限维的。（原

文为：‘The corresponding opera-
tors act on Φa(x) , i.e. functions
of the coordinates and the space
of functions is in this context
infinite-dimensional.’）函数空间之
所以是无限维是由于基函数的个数是

无穷多的。怎么把任意函数用无穷个

基函数展开会在附录D.1 Fourier 展
开中讲述。

156
下式的符号 ∂ν 是偏导数符号

∂
∂xν

的简写。

157
Mµν 在(3.165)式定义。分量

ωµν 与通常的转动角度 θi 的关系

为 θi = 1
2 ϵijkωjk，与推动参数 ϕi

的关系为 ϕi = ω0i。

分量为旧对象分量的线性组合。如果 Φ分布在四维时空，即153Φ = Φ(x)，

则 Lorentz 变换（除了变换 Φ 之外）还将变换时空坐标，一般情况下：

xµ → Λµνx
ν (3.238)

其中 Λµν 是向量表示（即 ( 12 ,
1
2 ) 表示）下的 Lorentz 变换。场的 Lorentz

变换为154：

Φa(x)→Mab(Λ)Φb(Λx) (3.239)

上式的变换包含两部分。一部分变换作用在 Φa 上，对应于有限维表示；

而第二部分变换作用于坐标。第二部分作用于一个无限维的155向量空间，

因此需要用无限维表示。Lorentz 群的无限维表示由如下微分算符156给

出：

M inf
µν = i(xµ∂ν − xν∂µ) (3.240)

读者可自行验证 M inf
µν 满足 Lorentz Lie 代数(3.167)式，并且可以变换坐

标。

这样坐标变换的形式为157,49：

Φ(Λx) = e−iω
µν

2 M inf
µνΦ(x) (3.241)

其中 e 指数函数定义为它的级数展开，前面已经讲过。完整的 Lorentz
变换是有限维表示 M fin

µν 与无限维表示 M inf
µν 变换的组合：

Φa(x)
Lorentz变换−→

(
e−iω

µν

2 M fin
µν

)b
a

e−iω
µν

2 M inf
µν Φb(x) (3.242)

矩阵 M fin
µν 是有限维的，它可以并入无限维矩阵中：

Φa(x)
Lorentz变换−→

(
e−iω

µν

2 Mµν

)b
a

Φb(x) (3.243)

其中 Mµν =M fin
µν +M inf

µν。上式对应的 Lorentz 群表示称为场表示。

现在可以讨论平移变换，即时空中某点的对象变换到另一点的变换。

平移变换的结果并非各分量的组合，因此不需要有限维表示描述平移，而

很容易地找到相应的无限维表示。这不再是 Lorentz 群的部分，但是自
然定律应该在时空各点都相同。Lorentz 群（推动 + 转动）加上平移变
换称为 Poincaré群，下一节具体讲述。这里首先引入平移的无限维表示。

49其中，下面的 ωµν 是 Lorentz 变换的参数。



Draft
Transl

at
ion

78 Chapter 3. Lie群

158
这在附录 B.4.1 中推导。

159
这在附录 B.3 中推导。

160Poincaré 群并非 Lorentz 群与
平移变换的直和 (direct sum)，而是
半直和 (semi-direct sum)，但现在
可以忽略此数学细节。

161
这些式子不怎么好看... 这里列

出只是为了完整。

简明起见，考虑一维情形，一个函数沿 x 轴的无穷小平移变换为：

Φ(x)→ Φ(x+ ϵ) = Φ(x) + ∂xΦ(x)︸ ︷︷ ︸
沿 x 轴的‘变化率’

ϵ

上式就是 Taylor 级数展开的前两项。按照惯例，相应的生成元额外乘以
−i：

Pi ≡ −i∂i (3.244)

这样，任意的有限大小的平移变换为：

Φ(x)→ Φ(x+ a) = e−ia
iPiΦ(x) = ea

i∂iΦ(x)

其中 ai 表示沿各个方向的平移数量。把 e 指数函数展开为 Taylor 级
数158就能看出上式就是 Φ(x+ a) 的 Taylor 展开159。平移到另一个时间

点使用 P0 = i∂0，平移到另一空间点使用 Pi = −i∂i。

3.8 The Poincaré group Poincaré群

现在考虑自然界完整的时空对称群：Poincaré群。Lorentz群包含转
动和推动变换，而保证光速不变的还有时空中的平移变换，因为在不同

时空点测量的光速是相同的。等价地说，光速与所用坐标系原点的位置

无关。将这一对称性加入 Lorentz 群之后就得到 Poincaré 群160：

Poincaré 群 = Lorentz 群 + 平移

=旋转 + 推动 + 平移 (3.245)

Poincaré 群的生成元是 Lorentz 群的生成元 Ji,Ki 加上平移变换的在

Minkowski 空间的生成元 Pµ。

用 Ji,Ki, Pµ 表示的 Lie 代数为161：

[Ji, Jj ] = iϵijkJk (3.246)

[Ji,Kj ] = iϵijkKk (3.247)

[Ki,Kj ] = −iϵijkJk (3.248)

[Ji, Pj ] = iϵijkPk (3.249)

[Ji, P0] = 0 (3.250)

[Ki, Pj ] = iδijP0 (3.251)

[Ki, P0] = −iPi (3.252)
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162
复习：Casimir 算符是从生成元

构造的、与所有生成元都对易的算符。

163
别担心，后面会详谈。

164
ϵµνρσ 是四维 Levi-Civita符号，

在附录B.5.5中定义。

165
复习：Lorentz 群的 Lie 代数可

以视为两份 SU(2)Lie 代数 SU(2)

群的表示可以用一个数 j 标记，于是

Lorentz 群双覆盖的表示可以用两个
数 (j1, j2) 标记。

166
j1 + j2 = 0 + 0 = 0.

167
j1 + j2 = 1

2 + 0 = 0+ 1
2 = 1

2 .
168

j1 + j2 = 1
2 + 1

2 = 1.

169
其他说法：基本粒子是 Poincaré

群的不可约表示。

上面的形式比较凌乱，定义 Mµν 来表述会整洁的多，Mµν 的定义为：

Ji =
1

2
ϵijkMjk (3.253)

Ki =M0i (3.254)

用 Mµν 表示的 Poincaré Lie 代数为：

[Pµ, Pν ] = 0 (3.255)

[Mµν , Pρ] = i(ηµρPν − ηνρPµ) (3.256)

由定义式可得

[Mµν ,Mρσ] = i(ηµρMνσ − ηµσMνρ − ηνρMµσ + ηνσMµρ) (3.257)

Poincaré 群是相当复杂的，有必要将它的表示用 Casimir 算符固有
的标量值加以标记。Poincaré 群有两个 Casimir 算符162，第一个是：

PµP
µ =: m2 (3.258)

这个标量值记作 m2，它的含义你懂的。稍后我们就看到它就是粒子质

量163。

第二个 Casimir 算符为 WµW
µ，其中164：

Wµ =
1

2
ϵµνρσPνMρσ (3.259)

Wµ 称为 Pauli-Lubanski 四维向量。经过超级繁琐的计算之后可以证
明。相应的标量值记作 j ≡ j1+ j2，它通常称为自旋。现在“自旋”只是

个名字，稍后会看到它有什么含义。对于 Lorentz群，它的两个165SU(2)
Lie 代数每个都对应一个 ji。

例如，(j1, j2) = (0, 0) 表示称为自旋 0 表示166，(j1, j2) = ( 12 , 0) 与

(j1, j2) = (0, 12 ) 都称为自旋
1
2 表示

167，然后 (j1, j2) = ( 12 ,
1
2 ) 表示称为

自旋 1 表示168。

综上，Poincaré 群的表示用两个标量来标记：m, j。其中 m 可以取

任意值，j 只能取整数或半整数。

3.9 Elementary Particles 基本粒子

Poincaré 群不可约表示的标记就是物理学对基本粒子的标记169：质

量 m 与自旋（这里就是 j）。对给定质量 m 与自旋（例如 j = 1
2）的基

本粒子的描述，需要按 Poincaré 群的 m, 自旋 1
2 表示变换。

粒子的更多特征量（例如电荷）将从内禀对称性导出，这些标签用

来定义一种基本粒子。例如，电子的定义为：
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170
第一章导论介绍不能推导的内容

说过，没有理由只有三个表示对应基

本粒子。我们可以继续考虑更高维的

表示，但没发现对应的粒子，比如自

旋 3
2 的粒子。然而这些表示可以描述

复合对象。此外，许多物理学家认为

传递引力作用的基本粒子 — 引力子

的自旋为 2，因此必须用相应的高维

表示来描述它。

171 John Stillwell. Naive Lie
Theory. Springer, 1st edition, 8
2008b. ISBN 9780387782140

172Nadir Jeevanjee. An In-
troduction to Tensors and
Group Theory for Physicists.
Birkhaeuser, 1st edition, August
2011. ISBN 978-0817647148

173
z = a + ib, z∗ = a − ib，因此

z∗z = (a+ib)(a−ib) = a2+b2 ∈
R.

• 质量：9.109× 10−31kg
• 自旋： 1

2

• 电子电荷：1.602× 10−19C
• 弱荷，称为弱同位旋：− 1

2

• 强荷，称为色荷：0

这些标签决定了一种基本粒子在实验中的观测值。本章导出的各种表示

使我们能在数学上描述它们。基本粒子可分为如下几种170：

• 自旋 0，由标量（记作 Φ）描述，标量按 Poincaré 群的 (0, 0) 表示

（称为自旋 0 表示或标量表示）变换。例如 Higgs 粒子由一个标量
场描述。

• 自旋 1
2，由旋量（记作 Ψ）描述。旋量按 ( 12 , 0)⊕ (0, 12 ) 表示（称

为自旋 1
2 表示或旋量表示）变换。例如电子和夸克由旋量描述。

• 自旋 1，由向量（记作 A）描述。向量按照 ( 12 ,
1
2 ) 表示（称为自旋

1 表示或向量表示）变换。例如光子由向量描述。

上面的结论是物理学重要、深刻而优美的创见，因此再重复一遍：

Poincaré 群的不可约表示是描述所有基本粒子的数学工具。描述标
量粒子（例如 Higgs Boson）的数学对象称为标量，它根据自旋 0 表示

变换。描述自旋 1
2 粒子（例如电子、中微子、夸克等等）的数学对象称

为旋量，它根据自旋 1
2 表示变换。描述光子或其它自旋 1 的粒子所用的

对象称为向量，它根据自旋 1 表示变换。

关于自旋这个充满暗示的名字的详细解释在讨论完实验观测之后

的8.5.5节讲述。想要弄清楚自旋的含义，我们必须要知道如何通过实验
观测研究对象是否在 ‘‘自旋’’。现在把自旋仅仅当做一个名词就好。

Further Reading Tips 阅读建议

• John Stillwell - 你们啊 Naive Lie Theory171是一本非常易读

的、介绍 Lie 理论的数学教材。
• N. Jeevanjee - An Introduction to Tensors and Group

Theory for Physicists172 是一本非常出色的导论教材，重点关
注群论在物理学中的应用。

3.10 Appendix: Rotations in a Complex Vector Space 附
录：复向量空间中的旋转

在复向量空间也可定义保证内积不变的变换。我们希望一个向量与

其自身的内积为实数，这样才能让它等于向量的模的平方，模长为复数

没有物理意义。因此复向量内积的定义（除了转置以外还）附加了取复

共轭的操作173：

a · a = (aT )∗a = a†a (3.260)
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符号 † 称为 dagger，表示厄米共轭操作，即取复共轭 + 转置。保证内积
不变的变换 U 必须满足 U†U = 1：

(Ua)† · (Ua) = a†U†Ua = a†a (3.261)

这种形式的变换记作 U(n)，其中 n 表示复向量空间的维数，“U ’’ 表示幺
正性。复习一下，SU(n) 群称为特殊 (special) 幺正群，因为它的群元还
满足 det(U) = 1。

3.11 Appendix: Manifolds 附录：流形

流形 M 是满足如下条件的点的集合：对于 M 的任意开邻域，存在

将开邻域映射到 Rn 开子集的一一映射。简单地说，该定义意味着流形

M 局部地与 Rn 类似。M 的开邻域到 Rn 的映射将 M 中的点 P 对应

到一个 n 元数组
(
x1(P ), . . . , xn(P )

)
，其中 x1(P ), . . . , xn(P ) 称为 P 点

的坐标。因此 n 维流形可以看做这样的点集：任意点的邻域都可对应 n

个独立坐标。

流形的典型例子是球面，三维球体的表面称为 2-球面 (two-sphere)，
记作 S2，定义为 R3 当中满足 x2 + y2 + z2 = r2 的点的集合，其中 r 为

球半径。注意三维球体的表面是二维的，因为它的定义有三个坐标与一

个约束条件，这样减少了一个自由度。这也是数学上称之为 2-球面的原
因。为了表明球面是个流形，我们需要找出从球面到 R2 的映射，这个映

射可以由通常的球坐标给出。

图 3.8: 从球面的一个邻域到 R2 映射的图示

球面上几乎所有的点都可明确地对应于坐标 (φ, θ)，几乎所有... 但
是极点 φ = 0 映射到哪儿？不可能有一对一的点，因为极点对应的是一

整条线，在上图已经画出。因此球坐标映射不能覆盖整个球面，还需要

一个映射将极点及其邻域映射到 R2。相似的问题还出现在 θ = 0 对应的

半圆处，θ = 0 与 θ = 2π 映射到 R2 的同一个点，因此也不是一一映射。

这说明对流形而言，一般不存在一个覆盖流形所有点的全局坐标系，而

只有局域坐标系，即仅覆盖某一邻域的坐标系。不过这没关系，因为流
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形的特征是局部像 Rn。

上面说到，球坐标系映射只对开邻域 0 < φ < π, 0 < θ < 2π 有效，

还需要另外的映射来覆盖整个球面。可以使用第二个球坐标系 — 坐标

轴的指向不同，使得有问题的极点不再对应 φ = 0，在第二个映射补充

下，球面上所有的点都可映射到 R2，于是 2-球面确实是个流形。
流形的平凡例子是 Rn，根据定义容易看出。
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1
守恒量指的是不随时间变化的物理

量。例如一个给定体系的能量或动量。

数学上意味着 dQ/dt = 0 → Q =

常数。

2
物理中当然有其他框架，例如以哈密

顿量 (Hamiltonian) 为中心对象
的哈密顿形式 (Hamiltonian for-
malism)。哈密顿量的问题在于它
不是洛伦兹不变的，因为它所代表的

能量，仅仅是协变能动矢量 (covari-
ant energy-impulse vector)的
一个分量

3
标量指依照洛伦兹群的 (0, 0) 表示

作变换的对象。这意味着它不在洛伦

兹变换下改变

4. The Framework理论框架

这一章的基本思路是，我们要通过使某些东西取极小值，得到正确

的关于自然的方程。某些东西是什么？至少我们知道一件事：它不应该在

Lorentz 变换下改变，否则我们会在不同的参考系下得到不同的自然规
律。在数学意义上，它意味着我们寻找的这个东西是个标量，依照 Lorentz
群的 (0, 0) 表示作变换。再加上到自然对简单规律的偏好，导出关于自

然的方程绰绰有余。

从这个想法出发，我们将会引入拉格朗日形式 (Lagrangian for-
malism)。通过使理论的中心对象取极小值，可以得到用以描述问题中
的物理系统的运动方程。极小化过程的结果被称作欧拉-拉格朗日方程
(Euler-Lagrange equations)。

通过拉格朗日形式，可以得到物理中最重要的定理之一：Noether
定理 (Noether’s Theorem)。这个定理揭示了对称性和守恒量1之间的

深刻联系。我们将在下一章中利用它来理解, 理论是如何来描述实验测
量量的。

4.1 Lagrangian Formalism 拉格朗日形式

拉格朗日形式是在基础物理中被广泛运用的一个强有力的框架2。由

于理论的基本对象——拉格朗日量 (Lagrangian)是一个标量3，它相对

简单。如果你希望从对称性的观点考虑问题，这种形式将会是非常有用

的。要求拉格朗日量的积分，作用量 (action)，在某些对称变换下不变，
即保证了体系的动力学遵从该对称性。
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4Recherche des loix du mouve-
ment (1746)

5
此处的作用量仅仅是沿给定路径对

时间的积分，但一般而言作用量会更

加复杂，我们待会儿就能见到

6
一般而言，我们希望找到极值 (ex-

tremums)，即极小值和极大值。下
一节中的方法足以找到这两者。无论

如何，我们将继续谈论极小值

图 4.1: 对于给定初末端点的路径的
扰动

4.1.1 Fermat原理

自然界中不论发生什么过程，由此造成作用量的改变总尽可

能的小。

- Pierre de Maupertius 4

拉格朗日形式的思想源于 Fermat 原理：光在两空间点间传播总依
耗时最短的路径 q(t) 而行。数学上来讲，如果我们定义给定路径 q(t) 的

作用量为

Slight[q(t)] =
∫

dt

而我们的任务便是找到一条特定的路径 q(t) 使作用量取极小值5为了得

到一个给定函数的极小值6，我们可以求得其导函数并令其为零；而为了

找到泛函S[q(t)]1——函数 q(t) 的函数 S——的极小值，就得要一个新

的数学工具：变分法。

4.1.2 变分法：基本思想

在思考如何发展一套能够找到泛函极值的新理论之前，我们需要倒

回去想想什么给出一个数学上的极小点。变分法给出的答案是，极小点

由极小点邻域的性质决定。例如，让我们尝试寻找一个寻常函数 f(x) =

3x2 + x 的极小点 xmin。我们从一个特定点 x = a 出发，仔细考察其邻

域。数学上它意味着 a + ϵ，其中 ϵ 代表无穷小量（可正可负）。我们将

a 的变分代入函数 f(x):

f(a+ ϵ) = 3(a+ ϵ)2 + (a+ ϵ) = 3(a2 + 2aϵ+ ϵ2) + a+ ϵ。

如果 a 是极小点，ϵ 的一阶变分必须为零，否则我们可以取 ϵ 为负 ϵ < 0，

这样 f(a+ ϵ) 就会比 f(a) 更小2。因此，我们将线性依赖于 ϵ 的项取出

并令其为零。

3 · 2aϵ+ ϵ
!
= 0→ 6a+ 1

!
= 0。

由此我们找到极小点

xmin = a = −1

6
，

它自然和我们求导 f(x) = 3x2 + x→ f ′(x) = 6x+ 1 并令其为零的办法

得到的结果一致。对于寻常函数而言，这只是一个用来干同一件事不同

1译者注：这里的 q(t) 原文一会儿用粗体，一会不用，不知道想表达什么，此处与原文
保持一致。

2译注：此处讨论有误。可改作“否则若 ϵ 的一阶变分为正，我们可以. . .，反之亦然。”
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7
我们的任务是找到对于给定拉格朗

日量和初始条件有着最小作用量的路

径 q(t)。在此之前，我们得先找到正

确的拉格朗日量，用以描述问题中的

物理系统。这是我们在上一章中所讨

论的对称性所能发挥作用的地方。通

过要求拉格朗日量在洛伦兹群的所有

变换下不变，我们就能找到正确的拉

格朗日量

8
实际上，作用量才应该是 Lorentz
不变的。但如果拉格朗日量满足这个

条件，那作用量自然也是。

9
这些困难称为 Ostrogradski 不稳

定性，即包含高阶导数的系统的能量

没有下界，以至于系统中的所有态总

会自发衰变到能量更低的态上去。这

类系统中找不到稳定的状态。

10
局域性是狭义相对论的基本假定，

2.4节已作阐述
11
我们将会讨论粒子的拉格朗日理

论：寻求粒子的路径；也会讨论场的

拉格朗日理论：寻求场函数 Φ(x)。这

将是下一节的主题。

方法而已3，但是变分法却能找到泛函的极值点。我们马上就能看到，应

当如何处理一个一般的作用量泛函。

拉格朗日形式的中心思想在于，对于有质量的物体也存在一个与光

的 Fermat 原理相类似的原理。当然，它不可能直接遵从费马原理，但是
我们可以从一个更一般的形式出发

S[q(t)] =

∫
L dt

其中 L 一般是一个非常数的参量，称为拉格朗日量。对于光而言，这
个参量是个常数。一般的，拉格朗日量依赖于物体的坐标和速度 L =

L(q(t), ∂∂tq(t))。下一节中我们将仔细讨论这件事
7。在仔细讨论如何对这

样一个泛函使用变分法之前，我们需要先讲讲两个小问题。

4.2 Restrictions 限制

正如1.1节所提到的，现有理论中有些限制条件无法从第一性原理中
得到。我们所能知道是，如果想得到一个有意义的理论，我们必须加上

这些限制。

一个重要的限制是，我们仅允许拉格朗日量中出现尽可能低阶的非

平凡4导数。这里平凡指的是对于系统的动力学，即运动方程，没有影响。

某些理论会包含一阶导数，另外一些带二阶导数。一个给定理论所含的

最低阶导数由该条件决定：拉格朗日量在 Lorentz 变换下不变8，否则我

们将在不同的参考系下导出不同的运动方程5。对于某些理论，我们无法

写出一个仅含一阶导数项的不变量，那么此时二阶导数便成了最低阶导

数项。

我们并不清楚如何处理包含高阶导数的理论，它们有一些深刻的、系

统性的困难9。另外，拉格朗日量中的高阶导数会使得运动方程中也包含

高阶导数，这样就必须知道更多的初始条件才能决定物体的运动。

有些人会宣称对理论所包含导数阶数的限制源于我们希望得到一个

局域10理论，但这个要求仅会排除掉那些无穷阶导数。一个非局域相互

作用有如下形式11

Φ(x− h)Φ(x) (4.1)

即，时空中距离为 h 的两个点的场相互作用。利用 Taylor 展开我们有6

Φ(x− h) =
∞∑
k=0

((
∂

∂x

)k
Φ(x)|x

)
(−h)k

k!
(4.2)

3译注：对于受微元法茶毒的物竞生而言，求导才是用来干这件事的不同方法。
4译注：原文为 ‘non-trival’. Trival 这个词常包含简单、弱智、无意义之义。
5译注：此处讨论疑有误，作者此前并没有说明积分中的时间是坐标时还是固有时
6译注：此式有误，已更正
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12
从另外一个角度来看，这再次表示

我们只引入最低阶的非平凡项。我们

随后就会看到，含 Φ0 和 Φ1 的项是

平凡的，因此我们这次用的是 Φ 的最

低阶非平凡项

13
例如，我们可以用球坐标系

14
量子场论有一个特别优美的性质

是关于如何引进粒子的。我们将在

第6章中看到场有能力产生和湮灭粒
子

15
这里我故意使用了不同的符号 L，

因为在场论中大多数时候我们都在和

拉格朗日量密度 L 打交道。两者之

间满足关系式 L =
∫

d3x L

即包含无穷阶导数会导致一个非局域的理论。

另外一个限制是，要得到一个自由（无相互作用）场/粒子的理论，
我们只能写到二次项。这意味着我们只会考虑12

Φ0,Φ1,Φ2

这样的项。例如，形如 Φ2∂µΦ 的项是 Φ 的三阶项，因而不会被包含在

我们自由理论的拉格朗日量中。

4.3 Particle Theories vs. Field Theories 粒子理论与场论

我们目前有两套用以描述自然的理论框架。一套是粒子理论，用依

赖于时间的粒子位置描述物理系统，即 q⃗ = q⃗(t)。由于我们不是非得在

使用笛卡尔坐标系13，所以用的是字母 q 而不是 x。对于这样的理论，拉

格朗日量依赖于坐标 q⃗，速度 ∂tq⃗ 和时间 t：7

L = L(q⃗, ∂tq⃗, t) (4.3)

一个著名的拉格朗日量是 L = 1
2mq⃗

2，它能导出经典力学中的 New-
ton 运动方程。在稍后将进行相当详细的讨论。

另一套是场论：使用场而不是独立粒子的坐标来描述自然14。在这

套理论中，时空构成了场 Φ(x⃗, t) 表演的舞台。利用前面提到过的限制，

我们得到15

L = L (Φ(x⃗, t), ∂µΦ(x⃗, t), x⃗) (4.4)

这里一个著名的拉格朗日量密度 L = 1
2

(
∂µΦ∂

µΦ−m2Φ2
)
，它可

以导出 Klein-Gordon 方程。

场论的一大优点是它将时空等价的对待。在粒子理论中我们使用空

间坐标 q⃗(t) 作为时间的函数来描述粒子。尤其是，拉格朗日量中没有类

似于 ∂q⃗t 的项（如果出现了这类项，我们该怎样理解它呢？）当我们讨论

粒子的坐标时，意义是清楚的，但对时间做类似的陈述时，却很难有明

确的意义8。

讨论了这么多，我们终于可以回到这章开头所说的极小化问题上来

了。我们希望找到某些泛函

S[q(t)] =

∫
L dt

7译注：严格说来，依赖于坐标函数 q⃗(t)，速度函数 ∂tq⃗(t) 和时间 t
8译注：利用不那么古老的相对论性语言，粒子理论下时空坐标是可以在形式上被同等

对待的：用以求导的东西只能是曲线的参数，它可以取作粒子世界线的固有时、某一坐标
系的坐标时、或者其他什么东西（只要性质合适，也可以是空间坐标）；而时空坐标则被同
样的求导。
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16
我们使用的是这个公式的多变量

形式，参见附录B.3：

L (q + ϵ, q̇ + ϵ̇, t) = L(q, q̇, t)+

ϵ
∂L
∂q

+ ϵ̇
∂L
∂q̇

+ . . .

17
分部积分是莱布尼兹律的直接推

论，详见附录B.2

的极小值，以得到正确的运动方程。

对于粒子而言，方程的解是使得泛函取极小值的正确路径；而对于

场而言，解是正确的场函数。

此刻请不用担心 L 的具体形式，下面数章将详细讨论如何对问题中
的系统导出正确的拉格朗日量 L。现在，我们将使用之前所介绍过的变
分法，对于一个一般的 L 导出泛函 S[q(t)] 的极小值。极小化过程将给

出系统的运动方程。

4.4 Euler-Lagrange equation 欧拉-拉格朗日方程

我们从粒子理论出发，它能让我们搞清楚，在给定初末端点后，粒

子是如何在两点间运动的。数学上，即寻找函数q(t) 使得作用量9

S =

∫ t2

t1

L
(
q(t),

dq(t)
dt , t

)

取极值（极大值或极小值）。

使用记号

q̇(t) =
dq(t)

dt 。

与之前的例子类似，取 q(t) = a(t) 并让对这个函数进行一个扰动

a(t) + ϵ(t)

其中 ϵ 依旧是一个无穷小量。对于一个粒子而言，我们必须同时改变其

速度 ȧ(t) + ϵ̇(t)，其中 ϵ̇(t) = dϵ(t)
dt 。

在边界上，扰动后的路径应与原路径相同：

0 = ϵ(t1) = ϵ(t2) (4.5)

这是因为我们寻找的是使作用量积分取极值的给定初末端点的路径。

这个扰动使得泛函变为

S =

∫ t2

t1

L (q + ϵ, q̇ + ϵ̇, t) dt。

与之前的例子类似，极小值要求线性依赖于扰动 ϵ 的项为零。由于我们

处理的是一般的 L，故将其展开成 Taylor 级数16，并令一阶项为零

∫ t2

t1

dt
[
ϵ(t)

∂L
∂q

+

(
d
dt ϵ(t)

)
∂L
∂q̇

]
!
= 0。 (4.6)

对后一项做分部积分17得到

9译注：此处 L 原文字体有误，已更正
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18
可能你会对于两类不同的导数

符号感到困惑。 d
dt 被称作对 t 的

全导数，而 ∂
∂t 被称为偏导数。全

导数给出总改变量，函数 f 的变化

率，即偏导数，乘以变量自身的改

变，之和。例如，三维空间中的函

数 f(x(t), y(t), z(t)) 的总变化率为
df
dt = ∂f

∂x
∂x
∂t + ∂f

∂y
∂y
∂t + ∂f

∂z
∂z
∂t。

即变化率乘以自身的改变量。相对

的，偏导数仅给出总改变量的一部

分。对于一个不显式的依赖于 t 的

函数，其偏导数为零。例如，对于

f(x(t), y(t)) = x2y + y3，我们有
∂f
∂t = 0，但 ∂f

∂x = 2xy ̸= 0, ∂f
∂y =

x2+3y2 ̸= 0。因此 df
dt = 2xy ∂x

∂t +

(x2 +3y2) ∂y
∂t。作为对比，对于另一

个函数 g(x(t), y(t), t) = x2t + y

我们有 ∂g
∂t = x2

19
在这里用“组”字是因为对于每一

个场分量 Φ1,Φ2, . . . 我们都可以得

到一个方程

20
我们将其视做锚定这个复杂的世

界之物。不论万事万物如何改变，守

恒量依旧是守恒量。

∫ t2

t1

dt
(

d
dt ϵ(t)

)
∂L(q, q̇, t)

∂q̇
=

ϵ(t)
∂L(q, q̇, t)

∂q̇

∣∣∣∣t2
t1

−
∫ t2

t1

dt ϵ(t) d
dt

(
∂L(q, q̇, t)

∂q̇

)

利用(4.5)式有

ϵ(t)
∂L(q, q̇, t)

∂q̇

∣∣∣∣t2
t1

= 0

因此，我们可以将(4.6)改写为

∫ t2

t1

dt ϵ(t)
[
∂L
∂q
− d

dt

(
∂L(q, q̇, t)

∂q̇

)]
!
= 0

易见上式对于任意扰动 ϵ(t) 为零仅当方括号 [ ] 内的表达式为零。故有18

∂L
∂q
− d

dt

(
∂L(q, q̇, t)

∂q̇

)
= 0 (4.7)

这就是著名的欧拉-拉格朗日方程 (Euler-Lagrange equation)

我们可以用类似的办法处理场论。首先，注意到场论将时空同等对

待。因此引入拉格朗日量密度：

L =

∫
d3x L (Φi, ∂µΦ

i) (4.8)

并用拉格朗日量密度来表示作用量

S =

∫
dt L =

∫
d4x L (Φi, ∂µΦ

i) (4.9)

依照上面讲过的步骤，我们可以得到场的运动方程组10 19：

∂L

∂Φi
− ∂µ

(
∂L

∂(∂µΦi)

)
= 0 (4.10)

下一节中将在拉格朗日形式下导出近代物理学中重要的一个定理。

从中可以看到对称性与守恒量之间的深刻联系。守恒量是描述自然的合

适参量20，这个定理将教会我们如何和它打交道。

4.5 Noether’s Theorem Noether定理

Noether 定理表示，拉格朗日量的每一个对称性都直接对应一个守
恒量。换言之，物理学家用于描述自然（守恒量）的记号和对称性直接

相关。这确实是科学史上最美的创见之一。

10不对 i 求和
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21
用符号 δ 来表述小扰动，希望不

会和用来表述偏导数的 ∂ 相混淆。

22
用到了 δG = ∂G

∂q δq。这是因为

G = G(q) 而我们改变了 q，故 G 的

扰动等于改变率 ∂G
∂q 乘上 q 的扰动

4.5.1 粒子理论的 Noether定理

先看看能对粒子理论中的守恒量做点什么。我们限于讨论连续对称

性，这样才能使用无穷小变换。如同上一章所言，重复进行无穷小变换

可以得到一个有限变换。拉格朗日量在无穷小变换21q → q′ = q + δq 下

不变的性质用数学表述如下11

δL = L(q, dq
dt , t)− L(q + δq,

d(q + δq)

dt , t)

= L(q, dq
dt , t)− L(q + δq,

dq
dt +

dδq
dt , t)

!
= 0

(4.11)

要求拉格朗日量是变换不变的，这个限制太强了。为了保证动力学

性质一样，要求不变的应该是作用量而不是拉格朗日量。当然，如果拉

格朗日量不变，作用量自然不变：

δS =

∫
dt L(q, dq

dt , t)−
∫

dt L(q+δq, dq
dt , t) =

∫
dt δL =︸︷︷︸

若 δL=0

0 (4.12)

在什么情况下，拉格朗日量改变而作用量不变呢？答案是，给拉格朗日

量加上一个任意函数 G 对时间的全导数

L → L+
dG
dt

这时作用量不变22

δS → δS′ = δS +

∫ t2

t1

dt d
dtδG = δS +

∂G

∂q
δq

∣∣∣∣t2
t1︸ ︷︷ ︸

=0 因为 δq(t1)=δq(t2)=0

.

最后一步中用到了扰动 δq 在初末时刻12t1, t2 为零。由此可知，拉格朗

日量的扰动 δL 不必非要为零，而仅需满足一个更弱的条件

δL !
=

dG
dt 。 (4.13)

这意味着拉格朗日量可以在不改变作用量和运动方程的情况下，加

减某个函数的全微分 dG
dt。将(4.11)式的右端由 0 改作 dG

dt，我们有

δL = L(q, dq
dt , t)− L(q + δq,

dq
dt +

d(δq)
dt , t)

!
=

dG
dt (4.14)

11译者注：该书中 δS，δL 与平常的约定都差了一个负号。
12译注：右侧删去了原文的一对括号，原文为 (t1, t2)
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23(4.7)式： ∂L
∂q = d

dt

(
∂L
∂q̇

)

24
如果你对莱布尼兹律仍有疑问，请

参考附录B.1

25
如果 q 代表某个物体的位置，则

dq
dt = q̇ 是这个物体的速度，d

dt
dq
dt =

d2q

dt2
= q̈ 是加速度。

26
我们现在处理的是高于一维的问

题，所以使用矢量 q⃗ 和 a⃗ 而不是 q

和 a。

将第二项按 Taylor 级数展开到 δq 的一阶项，并使用记号 dq
dt = q̇

→ δL = L − L− ∂L
∂q
δq − ∂L

∂q̇
δq̇

!
=

dG
dt

→ δL = −∂L
∂q
δq − ∂L

∂q̇
δq̇

!
=

dG
dt

(4.15)

利用欧拉-拉格朗日方程23重写(4.15)式，有

→ δL = − d
dt

(
∂L
∂q̇

)
δq − ∂L

∂q̇
δq̇

!
=

dG
dt

利用莱布尼兹律24，我们有

→ δL = − d
dt

(
∂L
∂q̇
δq

)
!
=

dG
dt

→ d
dt

(
∂L
∂q̇
δq +G

)
︸ ︷︷ ︸

≡J

!
= 0

(4.16)

由此得到了一个不随时间变化的物理量 J：

J =
∂L
∂q̇
δq +G， (4.17)

这是因为

dJ
dt = 0→ J =常数。

为了看清楚这一点，先借用一下后面章节的结论：常质量自由粒子

的 Newton 第二定律是25

m¨⃗q = 0。 (4.18)

相应的拉格朗日量是26

L =
1

2
ṁ⃗q2 (4.19)

你可以将其代入欧拉-拉格朗日方程（(4.7)式）中去验证它。
让我们从这个拉格朗日量出发，计算不同对称性所分别对应的守恒

量。

由于 L = 1
2 ṁ⃗q

2
不依赖于 q⃗，故此拉格朗日量在空间平移变换 q⃗ →

q⃗+ a⃗ 不变 (δL = 0)。这个对应的守恒量满足条件式(4.13)，即 G = 0 的

情形13

Jtrans =
∂L
∂ ˙⃗q
a⃗ = m ˙⃗qa⃗ = p⃗a⃗， (4.20)

13译注：使用了求和约定，见第3章边注129



Draft
Transl

at
ion

4.5 Noether定理 91

27
这里我们用 Levi-Civita 符号来

写旋转生成元。参见(3.63)式下的文
字。

28
下式由(4.16)式导出，这里对应的

依旧是 G = 0 的情况

29
这意味着物理不会管我们是在昨

天、今天还是五十年后做的实验，给

定相同的初始条件，物理定律不会变

化。

其中 p⃗ = m ˙⃗q 是经典力学中的动量 (momentum)。由于等式 dJ
dt 对于任

意 a⃗ 都成立，所以说：拉格朗日量的空间平移不变性导致了动量守恒。

现在考虑旋转变换，这得需要大于一的维度，因为一维上的旋转是

没有意义的。下面将不会使用类似 q⃗ 的矢量符号，而是更方便的指标记

号。我们能将所有方程简单的用 q⃗ → qi 改写。考虑无穷小旋转
27qi →

qi+ ϵijkqjak，由此 δqi = ϵijkqjak。仍然是因为由于 L = 1
2 ṁ⃗q

2
不依赖于

q⃗，我们的拉格朗日量在这样的变换下也不改变，其对应的守恒量是28

Jrot =
∂L(qi, q̇i, t)

∂q̇i
δqi =

∂L
∂q̇i

ϵijkqjak

=mq̇iϵijkqjak = mpiϵijkqjak

→ Jrot =(p⃗× q⃗) · a⃗ ≡ L⃗ · a⃗

(4.21)

在最后一步中我们将表达式用矢量记号重新写出，其中 × 称作叉乘，而
L⃗ 是经典力学中角动量 (angular momentum)。即：旋转不变性导致
了角动量守恒。

接下来让我们看看时间平移不变性29。一个无穷小的时间平移 t →
t′ = t+ ϵ 会导致

δL = L
(
q(t),

dq(t)
dt , t

)
− L

(
q(t+ ϵ),

dq(t+ ϵ)

dt , t+ ϵ

)
= −∂L

∂q

∂q

∂t
ϵ− ∂L

∂q̇

∂q̇

∂t
ϵ− ∂L

∂t
ϵ =︸︷︷︸

等式左端正好为全导数

−dL
dt ϵ，

(4.22)

这表明一般而言 δL ̸= 0，但有 G = −L。

将其代入(4.16)式，有14

d
dt

(
∂L
∂q̇
q̇ − L

)
︸ ︷︷ ︸

≡H

= 0 (4.23)

守恒量 H 称为哈密顿量 (Hamiltonian)，代表了系统的总能量。对于
这个例子，我们有

H =
∂L
∂q̇
q̇ − L =

(
∂

∂q̇

1

2
mq̇2

)
︸ ︷︷ ︸

=mq̇

q̇ − 1

2
mq̇2

=mq̇2 − 1

2
mq̇2 =

1

2
mq̇2，

(4.24)

正好是系统的动能。由于这里没有势场或外力，故动能就是总能量。能

导出在外势场中运动的粒子的 Newton 第二定律 mq̈ = −∂V∂q
15的拉格朗

14译注：原文有字体混乱，已更正
15原文有误，已更正
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30
推动的另一个叫法是动量空间的

平移，因为变换 q → q + vt 使动量

mq̇ → m(q̇ + v)

31
除了推动不变性导致的守恒量

32
请回忆这个例子，Weyl 旋量有

两个分量而矢量场有四个分量。如果

我们从一个不同的视角来考察矢量场

Aµ =


A0

A1

A2

A3

，即，从旋转系看，它

会形如 A′
µ =


A′

0

A′
1

A′
2

A′
3

 =


A0

−A2

A1

A3

。
A′

µ 和 Aµ 描述了从两个相差了绕 z

轴旋转 90◦ 的坐标系分别观察到的

同一个场。

日量是

L =
1

2
mq̇2 − V (q)。

其哈密顿量为

H =
1

2
mq̇2 + V

的确是正确的总能量（等于动能加势能）。

由推动不变性 (boost invariance) 导致的守恒量略有些奇怪，相
应的计算放在了这一章的附录4.6中。其结果为

J̃boost = pt− 1

2
mvt︸ ︷︷ ︸

≡p̃t

−mq = p̃t−mq (4.25)

我们可以看到这个量依赖于时间零点，可以通过恰当的选取时间零点使

其为零。由于这个量是守恒量，这个守恒律告诉我们零始终都是零。16

作为粒子理论的总结，我们得到了如下关系：

• 空间平移不变性 ⇒ 动量守恒
• 推动不变性30⇒ p̃t−mq 守恒
• 旋转不变性 ⇒ 角动量守恒
• 时间平移不变性 ⇒ 能量守恒

Noether 定理向我们展示了，为什么这些记号31会以这个或那个形式出

现在形形色色的物理理论中。只要我们依旧有通常的时空对称性，动量、

能量和角动量就是守恒量。在场论中，有两类对称性：一方面，拉格朗

日量会在时空变换（如旋转）下不变；另一方面，我们也会有在场自身

的变换下的不变性，称为内禀对称性 (internal symmetries)。

4.5.2 场论中的 Noether定理——时空对称性

对于场，我们得区分在时空变换下两类不同的改变。当观测者 S 看

到场 Ψ(x) 时，观测者 S′ 看到的则是场 Ψ′(x′)。这是同一个场，只是从

不同的视角来看，会有不同的分量值。这两类描述之间由 Lorentz 群中
的一个合适的变换相联系。我们现在将会使用在3.7.11节中介绍过的场表
示。（无穷维）微分算符表示 x 变换到 x′。这意味着利用这个表示我们

能在不同的时空点或者在一个旋转参考系中计算场分量。Lorentz 群的
有限维变换使 Ψ 映射到 Ψ′，即，混合场分量32。

对于一个依赖于时空的场的具体变换，需要同时考虑两个部分。我

们将分别处理它们，首先来看 x 到 x′ 的这一项。对于旋转来说，单由这

一个部分推出的守恒量并不会真的守恒，这是因为我们忽略了变换的第

二项。仅当将变换的两项 x → x′ 和 Ψ → Ψ′ 分别导致的守恒量加起来

16译注：这个守恒率没有说的那么平庸，事实上，它等价于质心运动定理；
又注：该结果以及附录4.6的推导有误，参见译注 23
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33
如果你对此不熟悉：这常被称为全

导数。总改变量等于变化率，即偏导

数，乘以变量自身的改变，之和。例

如，三维空间中的函数 f(x, y, z) 的

总该变量为 ∂f
∂x δx+ ∂f

∂y δy+ ∂f
∂z δz,

即变化率乘以自身改变的距离。我们

考察的是无穷小变化，故我们可以略

去 Taylor 展开的高阶项仅考虑第一
项。

34(4.10)式：
∂L
∂Φ = ∂µ

(
∂L

∂(∂µΦ)

)

之后得到的，才是真正守恒的。

为了使上面这段论证更有说服力，我们考虑一个一般的拉格朗日量

密度 L (Φ(xµ), ∂µΦ(xµ), xµ)
17。对称性意味着

L (Φ(xµ), ∂µΦ(xµ), xµ) = L
(
Φ′(x′µ), ∂µΦ

′(x′µ), x
′
µ

)
。 (4.26)

一般的，当函数自身发生改变且其计算的点也发生改变时，函数的函数

的总改变量由下式给出33

δf(g(x), h(x), . . . ) =
∂f

∂g
δg +

∂f

∂h
δh+ · · ·+ ∂f

∂x
。 (4.27)

运用到拉格朗日量上有

δL =
∂L

∂Φ
δΦ+

∂L

∂(∂µΦ)
δ(∂µΦ) +

∂L

∂xµ
δxµ， (4.28)

用欧拉-拉格朗日方程34将其改写为

δL = ∂µ

(
∂L

∂(∂µΦ)

)
δΦ+

∂L

∂(∂µΦ)
δ(∂µΦ)︸ ︷︷ ︸
=∂µδΦ

+
∂L

∂xµ
δxµ

=︸︷︷︸
莱布尼兹律

∂µ

(
∂L

∂(∂µΦ)
δΦ

)
+
∂L

∂xµ
δxµ

(4.29)

其中 δΦ 有两项

δΦ = ϵµνS
µνΦ(x)− ∂Φ(x)

∂xµ
δxµ， (4.30)

其中 ϵµν 为旋转参数，Sµν 为相应的有限维群表示中的旋转算符，额外

的负号仅为了方便。Sµν 是由旋转生成元 Si =
1
2ϵijkSjk 和推动生成元

Ki = Si0 构成，类似于(3.165)式中 Mµν 的定义。Sµν 的这个定义使得

我们同时进行旋转和推动。

第一项仅在旋转和推动时较重要，因为平移不会导致场分量的混合。

推动所对应的守恒量依旧不是特别有意思，就像在粒子理论中得到的那

样。所以实际上这一项只和旋转相关。

让我们从最简单的场变换出发：时空平移，即

xµ → x′µ = xµ + δxµ = xµ + aµ (4.31)

将 ϵµν = 0（在平移下场分量不会混合）代入方程(4.30)

δΦ = −∂Φ(x)
∂xµ

δxµ

17译注：原文多出一左括号
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35
使用了 ∂0 = ∂t

和 ∂iT 0
i = ∇ · T⃗，

以 及 著 名 的 散 度 定 理∫
V

d3x ∇A =
∫
δV

d2x A，

即能让体积分化作面积分。对于散

度定理，在那儿叫 Gauss 定理，有
一个非常有启发性的证明，可以在

Richard P. Feynman, Robert B.
Leighton, and Matthew Sands.
The Feynman Lectures on
Physics: Volume 2. Addison-
Wesley,
1st edition, 2 1977.
ISBN 9780201021172 的第三章找
到，可在此免费在线查看：

http://www.feynmanlectures.ca

ltech.edu/II_03.html。

（译注：有中译本：费恩曼, 莱顿, 桑
兹著; 李洪芳, 王子辅, 钟万蘅译.
费恩曼物理学讲义, 新千年版, 第二
卷, 上海: 上海科学技术出版社,4
2013,ISBN 9787547816370）

36
因 为 对 于 任 意 aµ 都 有

∂0T
0
µaµ = ∂0T

0
0 a0 − ∂0T

0
i a

i = 0

成立，所以对于每一个分量我们都能

得到一个连续性方程。

再由(4.29)式，考察不变性 (δL = 0) 所导致的守恒量

−∂ν
(

∂L

∂(∂νΦ)

∂Φ(x)

∂xµ
δxµ

)
+
∂L

∂xµ
δxµ = 0 (4.32)

→ −∂ν
(

∂L

∂(∂νΦ)

∂Φ(x)

∂xµ
− δνµL

)
δxµ = 0 (4.33)

由(4.31)式我们有 δxµ = aµ，代入(4.33)式中可得18

−∂ν
(

∂L

∂(∂νΦ)

∂Φ(x)

∂xµ
− δνµL

)
aµ = 0， (4.34)

我们定义能动张量

T νµ :=
∂L

∂(∂νΦ)

∂Φ(x)

∂xµ
− δνµL。 (4.35)

由于 aµ 是任意的，(4.34)式告诉我们 T νµ 满足连续性方程

∂νT
ν
µ = 0 (4.36)

→∂νT νµ = ∂0T
0
µ − ∂iT iµ = 0 (4.37)

对于所有 µ 成立。这直接告诉我们有守恒量的存在，例如取 µ = 0 我们

有35

∂0T
0
0 − ∂iT i0 = 0→ ∂0T

0
0 = ∂iT

i
0

∂tT
0
0 = −∇ · T⃗ →︸︷︷︸
在某个无限的空间域 V 上积分

∫
V

d3x ∂tT
0
0 = −

∫
V

d3x ∇ · T⃗

∂t

∫
V

d3x T 0
0 = −

∫
V

d3x ∇ · T⃗
散度定理；δV 代表 V 的表面︷︸︸︷→ = −

∫
δV

d2x T⃗ =︸︷︷︸
场在无穷远处为零

0 (4.38)

→ ∂t

∫
V

d3x T 0
0 = 0 (4.39)

最后一步中是这样处理的：考虑一个无限大的空间域，如一个有着

无限大半径 r 的球体，我们需要在其表面计算积分，即在 r =∞ 处计算
场值。在2.3节中，我们发现了物理中任何东西都有一个速度上界。由此
无穷远处的场不可能对有限远 x 处的物理有任何影响，故我们说场在无

穷远处为零19。

最终的结论是：时空平移不变性导致四个守恒量36，(4.39)式告诉我

18译者注：原文上下数式的指标不平衡，现已修正。
19译注：这段讨论怪怪的，正确性令人起疑。

http://www.feynmanlectures.caltech.edu/II_03.html
http://www.feynmanlectures.caltech.edu/II_03.html
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们它们是

E =

∫
d3x T 0

0 (4.40)

Pi =

∫
d3x T 0

i (4.41)

其中 i = 1, 2, 3。它们分别被称为系统的总能量——因时间平移 x0 →
x0 + a0 不变性而守恒；场的总动量——因空间平移 xi → xi + ai 不变性

而守恒。

4.5.3 旋转和推动

接下来，我们会仔细研究旋转和推动下的不变性。先从(4.30)式的第
二项出发，随后讨论第一项的含义。我们将从第一项和第二项分别得到

一个量，两项之和是守恒的。标量场没有可以混合的分量，故对于它而

言第一项始终为零，即 Sµν = 0；也可以用3.7.4节的结论解释：我们用标
量作为 Lorentz 群一维表示的生成元。故在第一部分中导出的将会是对
应于标量场真实守恒量。

变换的第二项由下式给出

xµ → x′µ = xµ + δxµ = xµ +Mσ
µxσ

其中 Mσ
µ 是转动和推动的在无穷维表示下的生成元，即在(3.240)式中所

定义的微分算符。

将 δxµ =Mσ
µxσ 代入(4.33)中得

∂ν

(
∂L

∂(∂νΦ)

∂Φ(x)

∂xµ
− δνµL

)
Mµσxσ = 0 (4.42)

→︸︷︷︸
(4.35)式

∂νT
ν
µM

µσxσ = 0

我们能将它改写成更常见的形式

=
1

2
(∂νTµνMµσx

σ + ∂νTµν Mµσ︸︷︷︸
=−Mσµ

xσ) =
1

2
(∂νTµνMµσx

σ + ∂νTµν −Mσµx
σ)

=︸︷︷︸
替换哑指标

1

2
(∂νTµνMµσx

σ + ∂νTσν −Mµσx
µ) =

1

2
(∂νTµν x

σ + ∂νTσν x
µ)Mµσ

=
1

2
∂ν(T

µνxσ + ∂νTσνxµ)Mµσ = 0

→ 引入(Jν)σµ ≡ Tµνxσ − ∂νTσνxµ → ∂ν(J
ν)σµ = 0。 (4.43)

在最后一步引入的 Jν 被称为 Noether 流 (Noether current)。注
意到，由于在(3.165)式定义 M 时引入的反对称性 Mµσ = −Mσµ，有

Mµµ = 0。由此我们找到了六个不同的连续性方程 ∂ν(J
ν) = 0，分别对
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37
回忆一下(3.165)式中提到的转

动生成元 Ji 和 Mµν 之间的关系：

Ji = 1
2 ϵijkMjk，这里我们使用拉

丁字母 i, j ∈ {1, 2, 3} 而不是希腊
字母 µ, ν ∈ {0, 1, 2, 3}，将其限制
在空间分量上。

38
下标 orbit（轨道）的含义马上就

会清楚，因为它实际上只是守恒量的

一部分，我们马上就会去考察第二项。

39
请回忆推动生成元 Ki 和 Mµν

之间的关系：Ki = M0i

40
场分量的混合是由有限维表示来

进行的。例如转动生成元的二维表示

Ji = 1
2σi 混合了 Weyl 旋量的分

量。

41
我们随后将会看到场产生湮灭粒

子。一个自旋 1
2 场产生自旋

1
2 粒子，

这是基本粒子的固有属性。所以说我

们用“内禀”这个词。轨道角动量是

用来描述两个或更多粒子如何相互旋

转的一个量。

应于每一个非零的 Mµσ
20。使用与(4.39)式一样的方式，我们可以论证如

下的量不随时间改变

Qµσ =

∫
d3x

(
Tµ0xσ − Tσ0xµ

)
(4.44)

由此我们得到了对应于转动37不变性的守恒量

Liorbit =
1

2
ϵijkQjk =

1

2
ϵijk

∫
d3x

(
Tµ0xσ − ∂νTσ0xµ

)
， (4.45)

其被称为场的轨道角动量38。

同样的，我们也有所对应的守恒量39

Q0i =

∫
d3x

(
T i0x0 − T 00xi

)
(4.46)

将会在附录4.7节中详细讨论。

4.5.4 自旋

接下来我们希望捡回原先在导出守恒量时所丢掉的(4.30)中的第一
项。现在考察

δΦ = ϵµνS
µνΦ(x)， (4.47)

其中 Sµν 是问题中的变换40的恰当有限维表示表示。这使(4.29)式多了
一项

∂ρ

(
∂L

∂(∂ρΦ)
ϵµνS

µνΦ(x)

)
(4.48)

同时也使(4.45)式多了一项。完整的守恒量是

Li =
1

2
ϵijkQ

jk =
1

2
ϵijk

∫
d3x

(
∂L

∂(∂0Φ)
SjkΦ(x) + (T k0xj − T j0xk)

)
(4.49)

据此写出

Li = Lispin + Liorbit。 (4.50)

第一项是个新东西，但和我们之前考虑的轨道角动量有类似之处，因为

这是当我们讨论同一个不变性时出现而加在一起的。标准的观点是这个

守恒量是某种内禀41角动量。

回忆我们曾用某种也叫做自旋 (spin) 的东西来给 Poincaré 群的表
示作标签。现在这个记号再一次出现了。我们将在下一章，并在8.5.5节

20译注：排除了零元的同时，也将始终互为相反数的一对元视作一个
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42
毋庸置疑，对于相互作用场论，内

禀对称性是相当重要的。除此之外，我

们将从最简单的内禀对称性引出的守

恒量出发开始学习量子场论

43
注意此时我们并没有假定场是实

的还是复的。常数 ϵ 是任取的，若我

们想让场平移量是实的，我们当然可

以令它是虚数。这里用 i 是为了使生
成元是厄米的（现在来看还没什么意

义），这样其本征值就是实的。现在不

要太困扰，把这个额外的 i 当做是一
个约定就好，只要通过定义 ϵ′ := iϵ，
就能把它吸收到常数里去。

中相当仔细地，学习如何能测量这类新的角动量，自旋，以及认识到它

和我们用以给 Poincaré 群的表示作标签的东西，确实是相一致的。

4.5.5 场论中的 Noether定理——内禀对称性

我们现在来仔细研究内禀对称性42。在某些场自身的无穷小变换

Φi → Φ′
i = Φi + δΦi (4.51)

下拉格朗日量的不变性 (δL = 0)，数学上表达为21

δL = L (Φi, ∂µΦi)−L (Φi + δΦi, ∂µ(Φi + δΦi))

= −∂L

∂Φi
δΦi −

∂L

∂(∂µΦi)
∂µδΦi

!
= 0， (4.52)

即因变换是无穷小的，故 Taylor 展开到 δΦi 第一项。依场的欧拉-拉格
朗日方程(4.10)可知

∂L

∂Φ
= ∂µ

(
∂L

∂(∂µΦ)

)
。

代入(4.42)式，我们得到

δL = −∂µ
(

∂L

∂(∂µΦi)

)
δΦi −

∂L

∂(∂µΦi)
∂µδΦi = 0

再用上莱布尼兹律，得到

∂µ

(
∂L

∂(∂µΦi)
δΦi

)
= 0 (4.53)

这意味着，如果拉格朗日量在变换 Φi → Φ′
i = Φi + δΦi 下不变，那

我们又得到一个被称为了 Noether 流的量

Jµ ≡ ∂L

∂(∂µΦ)
δΦi， (4.54)

其满足连续性方程

(4.53)式→ ∂µJ
µ = 0。 (4.55)

更进一步，用导出(4.39)式同样的办法，能得到一个对时间的守恒量

∂t

∫
d3x J0 = 0。 (4.56)

我们再来看一个重要的例子：在场自身的平移下不变性43，即在(4.51)式

21译注：原文上下标混乱，已修改。
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44
这个相当概括的量是量子场论最

重要的记号，我们将在第6章中看到
这一点

45(4.54)式中的 δΦ 成为一个常数 ϵ，

因为这个量对于任何 ϵ 都守恒，所以

我们在定义守恒量时不需要它。

46
推动又被称为在动量的空间平移

中的 δΦ = −iϵ：

Φ→ Φ′ = Φ− iϵ。 (4.57)

或者对于不止一个分量的场

Φi → Φ′
i = Φi − iϵi。 (4.58)

这个变换的生成元是 −i ∂∂Φ，因为

Φ′ = e−iϵ
∂
∂ΦΦ = (1− iϵ ∂

∂Φ
+ . . . )Φ ≈ Φ− iϵ (4.59)

对应的守恒量被称为共轭 (conjugate) 动量 Π。方便起见，引入共轭

动量密度44π ≡ J0，通过(4.53)、(4.56)式，并利用守恒量中不需要包含
δΦ = −iϵ 这件事。我们得到45

∂tΠ = 0 → ∂tΠ = ∂t

∫
d3x J0 = ∂t

∫
d3x π = 0

用到了 J0 = π =
∂L

∂(∂0Φ)
(4.60)

注意这和源于空间平移不变性 Φ(x) → Φ(x′) = Φ(x + ϵ) 物理的场

动量密度不同，那东西长这样

pi = T 0i =
∂L

∂(∂0Φ)

∂Φ

∂xi
，

即之前在(4.41)式中导出的东西。下面数章中我们将会看到更多不同的内
禀对称性，它们在发展相互作用理论时是无价的。现在来总结一下我们

学过的场论中的对称性和守恒量：

• 空间平移不变性 ⇒ 物理动量
P i =

∫
d3x T 0i =

∫
d3x ∂L

∂(∂0Φ)
∂Φ
∂xi
守恒

• 推动不变性46⇒ 能量中心的速度是常数
• 转动不变性 ⇒ 总角动量
Li = 1

2ϵijk
∫

d3x
(

∂L
∂(∂0Φ)S

jkΦ(x) + (T k0xj − T j0xk)
)

= Lispin + Liorbit，包含自旋和轨道角动量，守恒

• 时间平移不变性 ⇒ 能量
E =

∫
d3x T 00 =

∫
d3x

(
∂L

∂(∂0Φ)
∂Φ
∂xi
−L

)
守恒

• 场自身的平移不变性 ⇒ 共轭动量
Π =

∫
d3x ∂L

∂(∂0Φ) =
∫

d3x π 守恒

Further Reading Tips 阅读建议

• Cornelius Lanczos - The Variational Principles of Mechan-
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47Cornelius Lanczos. The Vari-
ational Principles of Mechanics.
Dover Publications, 4th edition,
3 1986. ISBN 9780486650678
48Herbert Goldstein, Charles P.
Poole Jr., and John L. Safko.
Classical Mechanics. Addison-
Wesley, 3rd edition, 6 2001.
ISBN 9780201657029

49 dG
dt = d

dt (−mqv − 1
2mv

2t) =

−mqv̇− 1
2mv

2，因为 v 和 m 都是

常数。

50
看到这一点的另一个方法是直接

看运动方程：mq̈ = 0。我们有变换

q → q′ = q + δq = q + vt，其中 v

是常数，且有 q̇ → q̇′ = q̇ + v 以及

q̈ → q̈′ = q̈。

51
拉格朗日量改变了，即 δL ̸= 0，但

是作用量值最多改变一个全导数，故

我们得到了相同的运动方程。

ics47是一本关于拉格朗日体系在经典力学中的应用的绝妙的书。
• Herbert Goldstein - Classical Mechanics48是经典力学的标
准教材，其中有许多对拉格朗日体系非常好的解释。

4.6 Appendix: Conserved Quantity from Boost Invariance

for Particle Theories 附录：粒子理论中的推动不变性与其
守恒量

此附录中我们想找到对于示例拉格朗日量 L = 1
2 ṁ⃗q

2 其来自于推动

不变性的守恒量。一个推动变换即 q → q′ = q + δq = q + vt，其中 v 代

表一个常值速率。该拉格朗日量在推动下并不是不变的，但正如之前就

看到过的，这并不是一个问题：

为了使运动方程在变换下不变，拉格朗日量至多允许变化一个任意函数

的全导数。这个条件在推动变换 q → q′ = q + vt ⇒︸︷︷︸
v=常数!

q̇′ = q̇ + v 下是显

然满足的，即我们的拉格朗日量

L =
1

2
mq̇2

的改变量为

δL = L(q, q̇, t)− L(q′, q̇′, t) = 1

2
mq̇2 − 1

2
mq̇′2

=
1

2
mq̇2 − 1

2
m(q̇ + v)2 = −mqv̇ − 1

2
mv2，

(4.61)

等于下面这个函数的全导数49

G ≡ −mqv − 1

2
mv2t。

我们断言运动方程50不变51，故我们找到了一个守恒量。

对于推动，守恒量是（(4.16)式）22

Jboost =
∂L
∂q̇︸︷︷︸
≡p

δq︸︷︷︸
=vt

+G = pvt−mvq − 1

2
mv2t，

由于 (4.16) 式右端为零，故我们能除去一个 v 的公因子23。由此有

J̃boost = pt− 1

2
mvt︸ ︷︷ ︸

≡p̃t

−mq = p̃t−mq (4.62)

这是一个奇怪的守恒量，因为它的值依赖于时间零点的选取。我们能选

22译注：原文中下式有符号错误，已改正。
23译注：由于之前关于守恒量的诸多推导都使用了变换是无穷小变换这一条件，故这里

v 必须取无穷小量，即略去 Jboost 中 v 的二阶项，最后得到的才能是守恒量。否则再利
用其它条件我们会得到 t ≡ 0 的荒谬结论。
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52
不要太在意这一项的意义，因为它

并不像其他守恒量那样有用。

择一个合适的时间零点使得这个量为零。由于它是守恒量，故这个零始

终是零。

4.7 Appendix: Conserved Quantity from Boost Invariance

for Field Theories 附录：场论中的推动不变性与其守恒量

由场论中的推动不变性，我们有如下守恒量

Q0i =

∫
d3x

(
T i0x0 − T 00xi

)
， (4.63)

即在(4.46)式中所导出的，利用了 Ki =M0i。

我们怎样诠释这个守恒量呢？Q0i 是守恒的，意味着

0 =
∂Q0i

∂t
=

∫
d3x

∂T i0

∂t
x0︸ ︷︷ ︸

=x0 ∂
∂t

+

∫
d3x T i0

∂x0

∂t︸︷︷︸
=1 因为 x0=t

− ∂

∂t

∫
d3x T 00xi

= t
∂P i

∂t
+ P i − ∂

∂t

∫
d3x T 00xi

由(4.41)式24可知 P i 是守恒的 ∂P i

∂t = 0→ P i =常量，故我们断言

∂

∂t

∫
d3x T 00xi = P i =常数。 (4.64)

故这个守恒律告诉我们52能量中心以一个恒定的速度运动。或者从另一

个视角来看：动量等于总能量乘以质心速度。

不论如何，(4.46)式中导出的守恒量还是显得很奇怪。它能通过恰当
选取起始时刻而取作零。我们能选择一个合适的时间零点使得这个量为

零。由于它是守恒量，故这个零始终是零。25

24译注：原文公式引用有误，已改正。
25译注：很是不能理解作者的意思。毕竟我们可以选取合适的能量零点使能量为零、合
适的惯性系使动量为零、以及合适的匀速转动系使角动量为零。其他的守恒量并没有更优
越的地方。
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"If one is working from the
point of view of getting
beauty into one’s equa-
tion,...one is on a sure line
of progress."
Scientic American,
vol.208 Issue 5,pp.45-53.
Publication Date:
05/1963

“如果你正在从给方程添加美感的方面考虑，你就在成功的路

上了。”

– Paul A. M. Dirac
in The evolution of the physicist’s picture of nature.
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5. Measuring Nature测量

现在已经发现对称性与守恒量之间的关系了，接下来就可以利用这

种联系。用更专业的话说，Noether 定理建立了对称变换的生成元与相
应守恒量之间的联系。本章将利用这种联系。

守恒量常常被物理学家们用来描述物理系统，因为无论这个系统经

历了怎样复杂的变化，守恒量都是一样的。比如，物理学家们为了描述

一个实验会使用动量，能量或角动量。Noether 定理提示了一个至关重
要的思想：描述自然的物理量等同于其对应的生成元：

物理量⇒对应对称性的生成元 (5.1)

我们会看到这种选择会自然地导出量子理论。下面通过考虑粒子理

论来实现。

5.1 Operators of Quantum Mechanics量子力学中的算符

惯例用一个尖帽子 Ô 来表示一个算符

拉格朗日量在空间平移变换的生成元的作用下不变可导出动量守

恒。因此，由此可得1

动量p̂i →空间平移操作的生成元：− i∂i

1译者注：这里再次提醒一下，本书中虚数单位与指标经常共用字母 i，相信聪明的读者
有能力分辨。
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1
或者说，我们可以观察守恒量与

对应的推动下的不变性。注意到我们

在4.6节中得到的非相对论性 Galilei
推动下的守恒量是从非相对论性的

拉格朗日量得出来的。同样，我们可

以对相对论性拉格朗日量做一样的

事情，得到守恒量 tp⃗ − x⃗E。相对

论性能量由 E =
√
m2 + p2 给出。

在相对论性极限 c → ∞ 下，我们

有 E ≈ m，并且，Lorentz 推动
下的守恒量回到我们的 Galilei 推动
的结果。因此，粒子理论的守恒量为

Mi = (tpi − xiE)。推动的生成元

（见(3.240)，其中 Ki = M0i）为

Ki = i(x0∂i − xi∂0)。比较两者，

其中 x0 = t，给出 Mi = (tpi −
xiE) ↔ Ki = i(t∂i − xi∂0)。因

此，利用我们之前的选择，很直观的

我们有，坐标：x̂i → xi

2
如果你完全不了解量子力学，为

什么这些简单的式子会如此重要对

你来说会看起来比较奇怪。你也许听

说过 Heisenberg 不确定性原理。在
第8.3节，我们会更进一步的研究量子
力学的形式与结构，然后就可以看到

这个方程表明不能够以任意精度同时

测量一个粒子的动量和坐标。我们的

物理量的解释是算符的测量，而这个

方程告诉我们先测量动量再测量位置

与先测量位置再测量动量是完全不一

样的。

3
如果你以前没有过这个观念，注意

我们可以把每一个矢量方程都写成只

包含数的形式。比如，牛顿第二定律

F⃗ = m⃗̈x，可以对于任意矢量 C⃗ 写

出 F⃗ C⃗ = m⃗̈xC⃗。不仅如此，如果对

于任意的 C⃗ 都成立，那么一直把这

个 C⃗ 写着也就没什么意义了。

4
这是从场的分量的线性组合下的不

变性带来的守恒量，因此是有限维的

表示。

类似的，时间平移生成元带来的不变性给出能量守恒，也就是

能量Ê →时间平移操作的生成元− i∂0

没有关于 ‘‘位置守恒’’的对称性，所以位置并没有伴随生成元，我们
有1

位置x̂i → xi

上面利用算符给出了描述自然的理论中使用的物理量。接下来我们

自然要问：这些算符作用在什么上面？它们是如何与实验中的可观测量

联系起来的呢？下一章仔细讨论这件事情，在这里只需要知道物理量，也

就是算符，是作用在某物上的。不妨就认为它作用于一个抽象的对象上，

称之为 Ψ，后面会探究这个“某物”是什么鬼。

现在可以导出一些非常重要的2量子力学的方程了。就像上面已经解

释过的那样，我们假定算符作用在抽象的 Ψ 上。于是有

[p̂i, x̂j ]Ψ = (p̂ix̂j − x̂j p̂i)Ψ = i(−∂ix̂j + x̂j∂i)Ψ

=︸︷︷︸
莱布尼兹律

−i(∂ix̂j)Ψ−����ix̂j(∂iΨ) +����ix̂j(∂iΨ) =︸︷︷︸
∂ix̂j=

∂xj
∂xi

−iδijΨ (5.2)

这个方程对任意的 Ψ 都成立，因为我们没有对 Ψ 做任何假设，因

此我们可以不考虑它3而直接的写出

[p̂i, x̂j ] = −iδij (5.3)

5.1.1 Spin and Angular Momentum自旋与角动量

上一章的第4.5.4节中讲过，对标量理论而言，旋转不变性带来的守
恒量有两个部分，第二部分对应轨道角动量，称之为无限维的轨道角动

量生成元表示。

轨道角动量L̂i →转动生成元（无限维表示）i 12ϵijk(x
j∂k − xk∂j)

类似的，第一部分称作自旋，对应有限维度的生成元4的表示。

自旋Ŝi →转动生成元（有限维表示）Si

如前面(4.30)式解释过的那样，Sµν 和转动算符生成元 Si 的关系为 Si =

1
2ϵijkSjk。

比如，当我们考虑自旋 1
2 场的时候，我们需要用到我们在3.7.5节中
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5
这里，x = x0, x1, x2, x3，包含时

间 x0 = t。

6
最后一步的时候我们类似

∂xi
∂xj

=

δij 给出 delta 分布 ∂f(xi)

∂f(xj)
=

δ(xi − xj)，它实际上可以严格的说

明的。更具体的内容请看附录 D.2。

得到的二维表示：

Ŝi = i
σi
2

(5.4)

其中 σi 是 Pauli 矩阵。在学习如何利用本章导出的这些算符之后，我们
在8.5.5节深入讨论这一有趣而奇怪的类型的角动量。时刻注意，只有这
两部分角动量的和是守恒的。

5.2 The Operators of Quantum Field Theory量子场论的算符

场论的最重要的客体当然就是作为时空位置的函数5的场了 Φ =

Φ(x)。我们接下来希望描述时空上的一个点发生的相互作用，从而我们需

要考虑动力学变量 π = π(x) 的密度，而不是其其总量 Π =
∫
d3xπ(x) ̸=

Π(x)。

我们上一章发现了场自身的平移不变性 Φ → Φ − iϵ 产生了一种新
的守恒量，称为共轭动量 Π。就像我们上一章做的那样，我们用对应的

生成元(4.60)式来表示共轭动量密度：

共轭动量密度π(x)→关于场自身平移的生成元：− i ∂

∂Φ(x)

后面会看到量子场论与这里处理的稍稍不同，而现在的处理已经足够了。

就像上一节讨论的那样，我们需要给算符一些作用的对象。这里同

样使用抽象的 Ψ，后面的章节会具体说明。同样可以得到一个针对量子

场论6十分重要的方程。

[Φ(x),π(y)]Ψ =

[
Φ(x),−i ∂

∂Φ(y)

]
Ψ

=︸︷︷︸
莱布尼兹律

�������−iΦ(x) Ψ

∂Φ(y)
+
������
iΦ(x)

Ψ

∂Φ(y)
+ i

(
∂Φ(x)

∂Φ(y)

)
Ψ = iδ(x− y)Ψ

(5.5)

同样的，由于这个式子对任意的 Ψ 都成立，可以写成：

[Φ(x), π(y)] = iδ(x− y) (5.6)

类似的，对于场有多于一个分量的情况，我们有

[Φi(x), πj(y)] = iδ(x− y)δij (5.7)

后面我们会看到，几乎所有的量子场论的内容都要从这个简单的方

程出发。
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1
尽管这里针对的是场，后面会看到

这里得到的方程同样可以用来处理粒

子

6. Free Theory 自由场理论

本章建立自由体系的物理理论，也就是说无相互作用的情况下的对

称性给出的场1。我们会

• 利用 Lorentz 群的 (0, 0) 表示给出 Klein-Gordon 方程
• 利用 Lorentz 群的 ( 12 , 0)⊕ (0, 12 ) 表示给出 Dirac 方程
• 利用 Lorentz 群的矢量 ( 12 ,

1
2 ) 表示给出 Proca 方程，在无质量极

限下退化到著名的 Maxwell 方程组

6.1 Lorentz Covariance and Invariance Lorentz协变性与
不变量

本章会导出粒子物理的标准模型（这是我们拥有的最好的物理理论）

中的运动方程。我们期待这些方程在所有的惯性系中都一样，因为如果

不这样的话，每一个参考系都有各自的方程，而狭义相对论指出并没有一

个特别的参考系，所以各惯性系中方程形式相同。这称为 Lorentz 协变
性。一个 Lorentz 协变的对象是说它按照某一种给定的 Lorentz 群的表
示来进行变换。比如说，矢量 Aµ，通过

(
1
2 ,

1
2

)
表示变换，因此是 Lorentz

协变的；这其实是说，Lorentz 变换：Aµ → A′
µ，Aµ, A

′
µ 实际是同一个

对象（而非完全不同的）。另一方面，比如说，A1 + A3 就不是 Lorentz
协变的，因为它不按照 Lorentz 群的某种表示来变换。但这并不是说我
们不知道它是如何变换的，因为它的变换规律从 Aµ 的变换规律里面可

以简单地得出，但是在不同的惯性系中它看起来完全不一样。经推动变

换到另一个惯性系之后它看起来或许像 A2 + A4。只包含 Lorentz 协变
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2
回忆一下，我们使作用量取极小值

进而得到的欧拉-拉格朗日方程就是
系统的运动方程。

3
在4.2节中有所讨论：我们只考虑

0, 1 和 2 阶的 Φ。只考虑最低可能的

导数项的原因在后面就会说明。

4
分部积分产生的边界项为零，因为

在远处场很小。值得注意的是，这是

由于我们物理里面的速度是有上限的

（第2.3节）。因此，很远处的场对于有
限远的 x 位置的场不会有影响。

5
考虑(4.10)式：

∂L

∂Φ
− ∂µ

(
∂L

∂(∂µΦ)

)
= 0

因 此 L → L + A 中 的

常 数 项 A 并 不 改 变 任 何 东

西：
∂(L+A)

∂Φ − ∂µ
(

∂(L+A)
∂(∂µΦ)

)
=

∂L
∂Φ − ∂µ

(
∂L

∂(∂µΦ)

)
.

的对象的方程称为 Lorentz 协变方程，比如

Aµ + 7Bµ + CνA
νDµ = 0

就是一个 Lorentz 协变方程，因为在另一个参考系中，它看起来就是

Aµ + 7Bµ + CνA
ν︸ ︷︷ ︸

=一个 Lorentz 标量，根据 (0, 0) 表示来进行变换

Dµ = A′
µ + 7B′

µ + CνA
νD′

µ = 0

它在不同惯性系看起来是一样的。只有一部分是这样的方程一般不是

Lorentz 协变的，它在另一个惯性系里面会不一样。

为了导出 Lorentz 协变的方程，我们要求作用量 S 是 Lorentz 不变
的。这是说 S 只能包含在参考系变换下保持不变的成分。换句话说，作

用量里面只可以包含 Lorentz 变换下不变的成分。从作用量 S 中我们可

以得到运动方程2。如果 S 依赖于参考系，那么运动方程就不是 Lorentz
协变的了。

就像前一章提到的，可以用更严格的约束条件—要求拉格朗日量是
Lorentz 不变的，这样作用量也就肯定是不变的了。

6.2 Klein-Gordon Equation Klein-Gordon方程

下面从最简单的情况开始：标量，它按照 Lorentz 群的 (0, 0) 表示

变换。我们要找出对应的拉格朗日量来确定标量的运动方程。符合要求

的拉格朗日量的一般形式为3：

L = AΦ0 +BΦ+ CΦ2 +D∂µΦ+ E∂µΦ∂
µΦ+ FΦ∂µΦ (6.1)

注意我们考虑的是拉格朗日量密度 L 而不是 L 本身，物理理论从作用

量

S =

∫
dxL (6.2)

得出，其中 dx可以理解为对时间和空间的积分。因此，诸如 Φ∂µ∂
µΦ的

项实际是没必要的，因为它等效于 ∂µΦ∂
µΦ，从分部积分就可以直接看

出4。

不仅如此，Lorentz 不变性要求拉格朗日量必须是标量。因此，所
有奇数阶的 ∂µ，比如 ∂µΦ 是禁止的。值得一提的是，如果常数，比如

a, c，有一个 Lorentz 指标的话，这说明这些常数是一个 4-矢量，标定了
时空的方向从而破坏了空间的各向同性。常数项实际上可忽略，也就是

A = 0，因为物理理论从欧拉-拉格朗日方程中导出，因此一个常数项对
运动方程没有影响5。除此之外，我们可以忽略掉 Φ 的线性项，也就是说
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6
L → L + BΦ 使得

∂(L+BΦ)
∂Φ − ∂µ

(
∂(L+BΦ)
∂(∂µΦ)

)
=

∂L
∂Φ − ∂µ

(
∂L

∂(∂µΦ)

)
+ B = 0，只

产生运动方程中的可加常数。

7
L → CL 得到

∂(CL )

∂Φ
− ∂µ

(
∂(CL )

∂(∂µϕ)

)
= 0

↕

∂(L )

∂Φ
− ∂µ

(
∂(L )

∂(∂µϕ)

)
= 0

8
后面我们就会明白的看到为什么这

样称呼这个常数：它正是拉格朗日量

中的粒子质量。

9
剧透：每个自旋 1

2 的粒子都有反粒

子。用复数场实际上就是同时考虑两

个场，接下来会说到。因此，我们强制

的令 Lorentz 不变性同时在两个 (紧
密联系的) 场上作要求，这通常就解
释为粒子和反粒子场。

B = 0，因为从欧拉-拉格朗日方程中可以看出这一项只会给运动方程增
加一个常数6。那么，剩下的项就是：

L = CΦ2 + E∂µΦ∂
µΦ (6.3)

本章开始就指明了要建立一个自由场的理论，这意味着只有一个 Φ

而不会有形如 Φ1Φ2 这种相互作用形式，这样的项在下一章—描述相互
作用的理论中考虑。

还有一件事情需要注意：最后留下了两个常数 C 和 E，利用变分法

可以把它俩最终收为一个常数，因为拉格朗日量整体差一个常数因子并

无影响7。不仅如此，通常我们都在拉格朗日量前增加一个 1
2，然后称另

外的常数8为 −m2。因此，我们最终得到了

L =
1

2
(∂µΦ∂

µΦ−m2Φ2) (6.4)

现在利用变分法，也就是说把拉格朗日量带入到欧拉-拉格朗日方
程(4.10)式，我们就得到了运动方程

∂L

∂Φ
− ∂µ

(
∂(L )

∂(∂µΦ)

)
= 0

→ ∂

∂Φ

(
1

2
(∂µΦ∂

µΦ−m2Φ2)

)
− ∂µ

(
∂

∂(∂µΦ)

(
1

2
(∂µΦ∂

µΦ−m2Φ2)

))
= 0

→ (∂µ∂
µ +m2)Φ = 0

(6.5)

这就是著名的 Klein-Gordon 方程，是描述自旋 0 的自由场/粒子
的方程。

6.2.1 Complex Klein-Gordon Field 复 Klein-Gordon场

对于自旋 0 的场可以不用标量场的复共轭构造 Lorentz 不变的拉格
朗日量。然而对于自旋 1

2 场 Ψ 来说就不一样了，这会带来非常有趣的结

果9。而且，我们甚至也可以像很多教科书一样研究等价的 Lorentz 不变
的拉格朗日量

L = ∂µϕ
†∂µϕ−m2ϕ†ϕ

这实际上与考虑两个等质量标量场的相互作用是一样的：

L =
1

2
∂µϕ1∂

µϕ1 −
1

2
m2ϕ21 +

1

2
∂µϕ2∂

µϕ2 −
1

2
m2ϕ22

因为我们有

ϕ ≡ 1√
2
(ϕ1 + iϕ2)
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10Anthony Zee.
Quantum Field Theory in a
Nutshell. Princeton University
Press, 1st edition, 3 2003. ISBN
9780691010199

11
我们在第3.7.9节中说明了，宇称

变换会把 ( 1
2 , 0) 表示变成 (0, 1

2 ) 表

示

12
这里实际上有另外两种可能，称为

Majorana 质量项。我们已经知道如
何使用自旋“度规”ϵ 来把自旋指标

升或者降。我们可以写一个 Lorentz
不变的项，诸如 ϵ(ξL)†ξL，因为

ϵ(ξL)† = ξa 的形式，有一个上标的

右手旋量；但是这样写的话就会缺少

自由度。χR 和 ξL 都有两个分量，因

此我们在诸如 (χR)†ξL 的项里面有

四个自由度，而在 ϵ(ξL)†ξL = ξaξa

中，像右手旋量一样变换的东西并不

依赖于 ξL，我们从而只有两个自由

度。关于 Majorana 旋量实际上还
有很多可以说的，它到现在还在进行

（实验上的）研究来确定中微子到底属

于哪一种。再多说一句，Majorana
旋量是 ‘‘实’’ 的 Dirac 旋量。这里
我打引号的原因是通常实的就是说

Ψ⋆ !
= Ψ。对于旋量来说，这个条件

并不 Lorentz协变（因为 Lorentz变
换的表示是复的）。如果我们强制要求

我们的标准要求（Ψ⋆ !
= Ψ）的话，对

于换一个参考系这事情一般来说就不

对了。然而，我们还是给一个对 Dirac
旋量的 Lorentz 协变的 ‘‘实’’ 条件：(

0 ϵ

−ϵ 0

)
Ψ⋆ !

= Ψ，二者通常诠释

为电荷共轭。这种诠释在第7.1.5中会
进行解释。因此，Majorana 旋量实
际上描述的是一种粒子，它的电荷共

轭粒子，通常叫反粒子，就是它自己。

Majorana 粒子是自己的反粒子，而
Majorana 旋量就是 Dirac 旋量再

加一个附加条件：ΨM ≡
(
ξL

ϵξ⋆L

)
或

ΨM ≡
(
−ϵχ⋆

R

χR

)

Lorentz 对称性决定了拉格朗日量的形式。基本的标量 (自旋 0) 粒子非
常罕见，事实上，只有 Higgs 玻色子是实验上验证了的，但是这个拉格
朗日量可以描述复合系统，比如介子。因此，下面不再研究这种拉格朗

日量了，而且大多数教科书中也仅仅是用它来作为习题。

6.3 Dirac Equation Dirac方程

Dirac 的另一个故事是他第一次遇到 Feynman 的时候，在漫
长的寂静之后他说：“我有一个方程。你也有吗？”

–Anthony Zee10

我们这节想要研究自由的自旋 1
2 场/粒子的运动方程。我们会使用

Lorentz 群的 ( 12 , 0)⊕ (0, 12 ) 表示，因为要描述宇称变换下的对称性的理

论必须同时有 ( 12 , 0) 和 (0, 12 ) 表示
11。而在这种对称群表示下做变换的

对象称为 Dirac 旋量，包括右手旋量和左手旋量。3.7.9节讲过，Dirac 旋
量定义为

Ψ ≡

χL
ξR

 =

χa
ξȧ

 (6.6)

现在需要用 Dirac 旋量构造某个 Lorentz 不变量，从而放到拉格朗
日量里面。第一步是从左手旋量和右手旋量出发构造不变量。

利用在第3.7.7节介绍的 Van-der-Waerden 记号。两种可能的形式分
别是12：

I1 := χTȧ ξ
ȧ = (χ⋆a)

T ξȧ = (χa)
†ξȧ = (χL)

†ξR (6.7)

和

I2 := (ξa)Tχa = ((ξa)⋆)Tχa = (ξR)
†χL (6.8)

3.7.7节讲过，Lorentz不变量总是要把带点的下标和带点的上标，或者不
带点的下标和不带点的上标结合。这里再次看到右手旋量和左手旋量需

要成对出现。

更进一步的，我们可以构造两种组合，其涉及到一阶导数且满足

Lorentz 协变，我们一会儿就会看到。但是首先需要理解旋量的导数意
味着什么。3.7.8节讲过如何从旋量构造 4-矢量

vaḃ = vνσ
ν
aḃ

其中 vν 像 4-矢量一样变换。因此，旋量表述下的导数算符就是

∂aḃ = ∂νσ
ν
aḃ

(6.9)
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13
我们得到运动方程是从作用量来

的，作用量就是拉格朗日量的积分。

14
我们得到对应的运动方程的时候

会看的更清楚。我们不论在哪里放 ∂µ

我们都会得到相同的运动方程，当然

我们也可以把两中可能的组合都放到

拉格朗日量里面去。这就会使得式子

更长，但是并没有什么新的东西。

15
我 们 得 到 有 下 标 的 矩 阵 通

过使用矢量指标的升降 γµ =

ηµνγ
ν = ηµν

(
0 σν

σ̄ν 0

)
=(

0 ηµνσ
ν

ηµν σ̄
ν 0

)
=(

0 σν

σ̄ν 0

)
， 因 为 ηµνσ

ν =
1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1



σ0

σ1

σ2

σ3

 =


σ0

−σ1

−σ2

−σ3

 = σ̄µ

惯例上会定义 σ̄0 = I2×2, σ̄
i = −σi，因此我们可以构建 Lorentz 不

变的项

I3 := (χȧ)
T∂µ(σ

µ)ȧbχb = (χL)
†∂µσ̄

µχL (6.10)

和

I4 := (ξa)T∂µ(σ
µ)aḃξ

ḃ = (ξR)
†∂µσ

µξR (6.11)

除了 (σµ)aḃ 之外，我们还需要 (σµ)aḃ。1第一个指标必须是不带点

的，第二个指标必须是带点的，这样才可以和其它旋量指标合适的组合。

我们通过作用旋量度规两次得到 (σµ)aḃ：

(σµ)aḃ = ((σµ)T )ḃa = ϵḃċ((σµ)T )ċd(ϵ
ad)T

=

 0 1

−1 0

 (σµ)T

 0 1

−1 0

T

=

 0 1

−1 0

 (σµ)T

0 −1
1 0

 = σ̄µ

(6.12)

比如，对 σ3 来说， 0 1

−1 0

1 0

0 −1


︸ ︷︷ ︸

=σT
3

0 −1
1 0

 =

−1 0

0 1


︸ ︷︷ ︸
=σ̄3=−σ3

千万别因为 ∂µ 只作用在一个旋量上就困惑，因为我们要在拉格朗日量

中使用这些不变量，它们总要进行积分13，因此我们可以进行分部积分

得到其它的可能的形式。因此这里的选择是不加约束的14。

如果我们定义矩阵15

γµ =

 0 σµ

σ̄µ 0

→ γµ =

 0 σ̄µ

σµ 0

 (6.13)

我们可以用 Dirac 旋量的形式来写我们刚刚发现的不变量

Ψ†γ0Ψ 和 Ψ†γ0γ
µ∂µΨ, (6.14)

因为

Ψ†γ0Ψ =
(
(χL)

† (ξR)
†
) 0 σ̄0

σ0 0

χL
ξR

 = (χL)
†σ̄0ξR︸ ︷︷ ︸

=I1

+(ξR)
†σ0χL︸ ︷︷ ︸
=I2

1原文为 (σµ)ȧb，译文已按勘误表改正。
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16
σ0 只是单位矩阵而已，因此 σ̄0 =

σ0。

17
注意 σµ∂µ = ∂µσ

µ，因为 σµ

仅仅是常数矩阵而已。

18
因此左手旋量和右手旋量也都是

复的。

这与我们之前找到的两个不变量完全一致16，并且

Ψ†γ0γ
µ∂µΨ =

(
(ξL)

† (χR)
†
) 0 σ̄0

σ0 0

 0 σµ∂µ

σµ∂̄µ 0

ξL
χR


= (ξL)

†σ̄0σ̄
µ∂µχR︸ ︷︷ ︸

=I3

+(χR)
†σ0σ

µ∂µξL︸ ︷︷ ︸
=I4

就想说过的那样给出了另外两个不变量17。通常引入记号2

Ψ̄ := (Ψ)†γ0 (6.15)

现在可以写出利用 Dirac 旋量构造的 Lorentz 不变的拉格朗日量的
完整形式了，它符合4.2节的所有限制3：

L = AΨ†γ0Ψ+BΨ†γ0γ
µ∂µΨ = AΨ̄Ψ +BΨ̄γµ∂µΨ

带入常数 (A = −m,B = i)，我们得到了完整的 Dirac 拉格朗日量

LDirac = −mΨ̄Ψ + iΨ̄γµ∂µΨ = Ψ̄(iγµ∂µ −m)Ψ (6.16)

注意 LDirac 里面实际上有两个不同的场，因为 Ψ是复的18。不然就没法

Lorentz 不变了。更准确的说，我们有

Ψ = Ψ1 + iΨ2

其中 Ψ1,Ψ2 是实数场。通常我们使用两个不同的复数场 Ψ 和 Ψ̄ 比两个

实数场要更方便。把这个拉格朗日量代入到欧拉-拉格朗日方程（方便起
见，这里再写一遍），

∂L

∂Ψ
− ∂µ

(
∂L

∂(∂µΨ)

)
= 0 (6.17)

我们有

−mΨ̄− i∂µΨ̄γµ = 0→ (i∂µΨ̄γµ +mΨ̄) = 0

同样将场 Ψ̄ 带入欧拉-拉格朗日方程

∂L

∂Ψ̄
− ∂µ

(
∂L

∂(∂µΨ̄)

)
= 0

2译者注：在一些其它教科书里，一般也会写成�Ψ。
3译者注：这句话太绕口了。直接看英文会好点：Now we have everything we need to

construct a Lorentz-invariant Lagrangian that is in agreement with the restrictions
discussed in Sec. 4.2 using Dirac spinors.
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19
你完全可以使用更长的拉格朗日

量来包含更多的可能的项，但事实上

结果没有区别。

20
由于可以分部积分，我们再一次

扔掉了 ∂µ∂
µAνAν 这项，而仅留着

∂µAν∂µAν。

我们有

(iγµ∂
µ −m)Ψ = 0 (6.18)

这就是著名的 Dirac 方程。注意我们对拉格朗日量进行分部积分也会得
到完全一样的东西

−mΨ̄Ψ + iΨ̄γµ∂
µΨ =︸︷︷︸

在作用量积分中分部积分

−mΨ̄Ψ− (i∂µΨ̄)γµΨ

然后利用欧拉-拉格朗日方程，

→ −mΨ+ i∂µγ
µΨ = 0

因此拉格朗日量的形式是没有约束的，除了它的反对称性的要求19。

6.4 Proca Equation Proca方程

现在想找那些根据 Lorentz群的 ( 12 ,
1
2 )表示变换的对象的运动方程。

前面已经看到这个表示是矢量表示，因此这件事就比较简单了。考虑一

个任意的矢量场 Aµ，然后构造所有符合第4.2节约束的 Lorentz 不变的
项。我们必须结合下标和上标，因为我们在第2.4节定义的 Minkowski 空
间的标量积是这样的，而标量才是拉格朗日量里面需要的。可能的不变

量有20

I1 = ∂µAν∂µAν , I2 = ∂µAν∂νAµ

I3 = AµAµ , I4 = ∂µAµ

而拉格朗日量就写为

LProka = C1∂
µAν∂µAν + C2∂

µAν∂νAµ + C3A
µAµ + C4∂

µAµ

(6.19)

我们可以忽略最后一项 ∂µAµ，因为根据欧拉-拉格朗日方程，它只在运
动方程里面提供常数项 C4，并不产生什么影响。因此，一阶的 ∂µ 项是

平凡的。

利用欧拉-拉格朗日方程分别计算每个场分量的运动方程，

∂L

∂Aρ
= ∂σ

(
∂L

∂(∂σAρ)

)

需要非常仔细的处理这些指标。我们先看一下欧拉-拉格朗日方程的右边，
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21
称为方程组是因为对每一个分量

ρ 都有一个方程

并计算与 C1 有关的项：

∂σ

(
∂

∂(∂σAρ)
(C1∂

µAν∂µAν)

)

=︸︷︷︸
product rule

C1∂σ

(
(∂µAν)

∂(∂µAν)

∂(∂σAρ)
+ (∂µAν)

∂(∂µAν)

∂(∂σAρ)

)

=︸︷︷︸
用度规降指标

Ca∂σ

(
(∂µAν)g

µκgνλ
∂(∂κAλ)

∂(∂σAρ)
+ (∂µAν)

∂(∂µAν)

∂(∂σAρ)

)
= Ca∂σ

(
(∂µAν)g

µκgνλδσκδ
ρ
λ + (∂µAν)δσµδ

ρ
ν

)
= C1∂σ(∂

σAρ + ∂σAρ) = 2C1∂σ∂
σAρ

类似的，我们可以计算出

∂σ

(
∂

∂(∂σAρ)
(C2∂

µAν∂νAµ)

)
= 2C2∂

ρ(∂σA
σ)

因此，(6.19)的拉格朗日量得到的运动方程为

2C3A
ρ = 2C1∂σ∂

σAρ + 2C2∂
ρ(∂σA

σ)

带入惯例的常数得到

→ m2Aρ =
1

2
∂σ(∂

σAρ − ∂ρAσ) (6.20)

这被称为 Proca 方程组21，这是有质量自旋为 1 的粒子的波动方

程。对于无质量 (m = 0) 自旋为 1 的粒子，即光子，方程为

→ 0 =
1

2
∂σ(∂

σAρ − ∂ρAσ) (6.21)

这就是没有电流情况下的非齐次 Maxwell 方程组。通常我们定义
电磁张量

Fσρ := ∂σAρ − ∂ρAσ (6.22)

而非齐次 Maxwell 方程组则是

∂ρF
σρ = 0 (6.23)

注意我们可以对无质量的自旋 1 场重新写拉格朗日量

L =
1

2
(∂µAν∂µAν − ∂µAν∂νAµ)
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为

LMaxwell =
1

4
FµνFµν

=
1

4
(∂µAν − ∂νAµ)(∂µAν − ∂νAµ)

=︸︷︷︸
对哑指标重新命名

1

4
(∂µAν∂µAν − ∂µAν∂νAµ − ∂µAν∂νAµ + ∂µAν∂µAν)

=
1

4
(2∂µAν∂µAν − 2∂µAν∂νAµ)

=
1

2
(∂µAν∂µAν − ∂µAν∂νAµ) ✓

(6.24)

LMaxwell =
1
4F

µνFµν 是我们惯用的拉格朗日量的形式。等价的，有质量

的自旋 1 的场的拉格朗日量可以写成

LProca =
1

4
FµνFµν +m2AµA

µ =
1

2
(∂µAν∂µAν − ∂µAν∂νAµ) +m2AµA

µ

(6.25)

本章导出了描述自由场/粒子们的运动方程。我们想知道这些方程能
预言什么实验现象，但在此之前需要更多的方程才行，因为实验永远是

涉及相互作用的。比如只能通过其他粒子，比如光子，来测量电子。因

此，下一章将推导描述不同的场/粒子之间相互作用的拉格朗日量。
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1
从另外一个视角看：电子（自旋 1

2

且有质量）场如何和光子（自旋为 1）

场作用。

2
马上就会解释这个奇怪的名字

3
这意味着不仅仅是一个 eiα，而是

在每一个时空点上作用一个不同的因

子，数学上写作 eiα(x)。或者这样说：

变换参数 α = α(x) 现在是 x 的函

数，在不同的时空点上有不同的值。

4
Wµν

j 这玩意会通过三个 Wµ
j 定义，

就像从 U(1) 规范场 Aµ 定义 Fµν

一样。

7. Interaction Theory 相互作用理论

Summary 总结

在这一章中我们将导出不同的场之间的相互作用。例如描述电子是

如何和光子作用的1。

内禀对称性，或者这里叫做规范2 对称性，能指引我们得到拉格朗日

量的正确形式。我们将从局域3U(1) 对称性出发来得到拉格朗日量

L = −mΨ̄Ψ + iΨ̄γµ∂µΨ+AµΨ̄γ
µΨ+ ∂µAν∂µAν − ∂µAν∂νAµ，

即量子电动力学 (quantum electrodynamics) 的拉格朗日量。这个拉
格朗日量描述了有电荷有质量的场和无质量自旋为 1 的场（光子场）之

间的相互作用。只有在排除了形如 mAµA
µ 的“质量项”后（这和用 Aµ

来描述的光子是无质量的实验事实相符），拉格朗日量才是局域 U(1) 不
变的1。利用 Noether 定理，我们能从 U(1) 对称性中导出一个新的守恒
量，它一般称为电荷 (electric charge)。

接下来是 SU(2) 对称性。引入一个二分量的二重态 (doublet)

Ψ̄ :=
(
ψ̄1 ψ̄2

)
，

这样一个二重态场中包含了两个自旋 1
2 场，例如，电子和电子中微子场

在 SU(2) 的“旋转”变换下相互转换。

我们可以使用二重态记号写下局域 SU(2) 不变的拉格朗日量4

1译注：应该为“只有这样才是且仅是”。
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5
准确的讲：我们从 U(1) ⊗ SU(2)

对称破缺到 U(1)。这个过程产生了三

个有质量矢量 bosons：W+、W−、

Z，和一个无质量矢量 bosons：γ 光
子。所以说为什么常讲电磁学（来自

U(1) 对称性）和弱相互作用理论（来

自 SU(2)）是统一的。一开始的 U(1)

对称性和最后留下来的 U(1) 对称性

不是一个东西。光子和 Z-Bosons 可
以看做是两个矢量 Bosons 的线性组
合，常记做 B 和 W 3，用以使拉格朗

日量具有局域 U(1)（B-bosons）和
SU(2)（W 1、W 2、W 3-bosons）不
变性。

6
数字 8 源于 SU(3) 的生成元有 8
个基。

7
作为补充，我们从实验知道 SU(3)

的三重态中的场有相同的质量。这

是个好消息，因为局域 SU(3) 对

称性禁止形如 mQ̄Q 这样带有任

意质量矩阵 m 的项存在，但允许

Q̄

(
m 0

0 m

)
Q 这样一项，这代表

三重态里的项有相同的质量。由此局

域 SU(3) 不变性不会在拉格朗日量

的质量项上造成新的障碍，SU(3) 对

称也不没有被破缺。

L = iΨ̄γµ∂µΨ+ Ψ̄γµσjW
µ
j Ψ−

1

2
(Wµν)i(W

µν)i，

其中包含了三个自旋为 1 的场 Wµ
j 。由于 SU(2) 群的生成元有三个基

Ji = σi/2，所以我们需要三个场来保证拉格朗日量是局域 SU(2) 不变
的。我们将看到局域 SU(2) 对称性仅当形如 mΨ̄Ψ、mWµW

µ 的质量项

（其中质量 m 是任意给定矩阵）不存在时才有可能实现，这是因为 Ψ 现

在是二分量对象了。所以此时不仅自旋为 1 的场 Wµ
j 得是无质量的了，

自旋 1
2 场也一样。另外一种可能是两个自旋

1
2 等质量场，但是它被实验

否决了：电子质量远大于电子中微子质量。除此之外，我们从实验知道

三个自旋为 1 的场 Wµ
j 不是无质量的。这常解释成 SU(2) 对称性被破

缺了。

这是随后被引入的 Higgs 机制 (Higgs formalism) 的想法来源。
这个机制能使我们得到一个包含质量项的 SU(2) 不变的拉格朗日量。它
通过引入一个与零自旋场，即 Higgs 场，的相互作用来达成目标。相
同的机制使我们能给自旋 1

2 场加上任意的质量项以与实验相符。最后

的相互作用拉格朗日量描述了一种新的相互作用：弱相互作用 (weak
interaction)，由三个5有质量自旋为 1 的场：W+、W− 和 Z, 作为传
播媒介。利用 Noether 定理，我们能从 SU(2) 对称性得到一个新的守恒
量：同位旋 (isospin)，它相当于于电磁相互作用中的电荷，是弱相互作
用中的荷。

最后，我们将考虑内禀 SU(3) 对称，它将会将我们能描述一类新的
相互作用，强相互作用 (strong interaction)，的拉格朗日量。为此我
们将引入一个三重态

Q =


q1

q2

q3

，
在 SU(3) 下变换，包含三个自旋 1

2 场。这三个自旋
1
2 场被解释为有不

同颜色 (color) 的夸克 (quarks)，这是电磁作用中的电荷、或者弱作用
中的同位旋在强相互作用中的对应物。一样，质量项是被禁止的，但这

次和实验结论一致：8 个相应的 bosons6，称为胶子，是无质量的7。根据

实验我们知道只有夸克（自旋 1
2）和胶子（自旋为 1）携带颜色。最后，

拉格朗日量的结果是

L = −1

4
FAαβF

αβ
A + Q̄(iDµγ

µ −m)Q，

咱仅仅引用一下装个逼，因为推导太繁琐了，并且和我们之前做过的完

全类似。

总结一下：
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U(1) → 1 个规范场 → 无质量光子 → 电荷
SU(2) → 3 个规范场 → 有质量 W- 和 Z-bosons （需要 Higgs ） → 同位旋
SU(3) → 8 个规范场 → 无质量胶子 → 色荷

8Frank Wilczek.
Riemann-einstein structure
from volume and gauge sym-
metry. Phys. Rev. Lett.,
80:4851–4854, Jun 1998. doi:
10.1103/PhysRevLett.80.4851

9
别忘了 Ψ̄ = Ψ†γ0

10
技术上讲：一个复数和所有矩阵

（例如 γµ）对易。

7.1 U(1) Interaction U(1)相互作用

为了得到拉格朗日量中正确的相互作用项，我们得使用内禀对称性，

或者称作规范对称性 (gauge symmetries)。规范对称这个叫法有一些
历史上的原因，和我们现在要讨论的东西之间关系不是太大。Weyl 曾尝
试将电磁学8“作为时空对称性的结果，特别是在局域尺度变换下的对称

性”。将其称作规范对称性是有原因的，因为它意味着，例如，我们能任

意改变用于定义长度标准的铂金尺（用来规范2实验中测长的仪器），而

不改变物理。这个尝试没有成功，但稍晚些时候，Weyl 找到了能正确导
出电磁学的对称性，并仍用这个词来命名。

7.1.1 自旋 1
2 自由场的内禀对称性

再来看一眼用来导出自由自旋 1
2 理论的拉格朗日量（(6.16)式）

LDirac = −mΨ̄Ψ + iΨ̄γµ∂µΨ = Ψ̄(iγµ∂µ −m)Ψ (7.1)

它是在 Lorentz 对称性的要求下导出的，但如果我们仔细观察它，能发
现这个拉格朗日量中蕴含着另一个对称性。拉格朗日量在场 Ψ 的如下变

换下不变

Ψ→ Ψ′ = eiaΨ

⇒ Ψ̄→ Ψ̄′ = Ψ′†γ0 = (eiaΨ)†γ0 = Ψ̄e−ia， (7.2)

其中负号来源于复共轭9，而 a 是一个任给实数。为了看清这一点，我们

将变换后的场的拉格朗日量明确写出

L ′
Dirac = −mΨ̄′Ψ′ + iΨ̄′γµ∂

µΨ′

= −m(Ψ̄e−ia)(eiaΨ) + i(Ψ̄e−ia)γµ∂
µ(eiaΨ)

= −mΨ̄Ψ e−iaeia︸ ︷︷ ︸
=1

+iΨ̄γµ∂µΨ e−iaeia︸ ︷︷ ︸
=1

= −mΨ̄Ψ + iΨ̄γµ∂µΨ = LDirac, (7.3)

其中我们利用了 eia 仅是一个复数这一点来将它自由前后挪动10。回忆

我们在第3章中曾讲过的，任何单位复数（能写作 eia 的形式）构成了一

个 U(1) 群，由此可以将我们刚才发现的事实用数学语言表达出来：拉格
朗日量是 U(1) 不变的。由于它丝毫不涉及时空的变换而只改变场自身，

2译注：没有规矩，不成方圆。线长是某个线性空间中的某种范数，将改变线长的定义
的变换，称作规范变换，应当是一个合理的称呼。关于 gauge 这个词的命名以及为何翻译
成“规范”，可以参见曹则贤. Norm and Gauge[J]. 物理, 2013, 42(11): 815-819.
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11
可能你会好奇包含全部可能导数

项的拉格朗日量（由简洁性的要求被

忽略）是不是局域 U(1)不变的：L =

−mΨ̄Ψ+iΨ̄γµ∂µΨ+i(∂µΨ)γµΨ。

你可以检查一下，这个拉格朗日量自

然是局域 U(1) 不变的，但注意第二

项和第三项之和为零：iΨ̄γµ∂µΨ +

i(∂µΨ)γµΨ =︸︷︷︸
分部积分

i(∂µΨ)γµΨ −

i(∂µΨ)γµΨ = 0。包含了全部可能

导数的正确拉格朗日量的两导数项

间必须有一个相对负号：LDirac =

−mΨ̄Ψ+iΨ̄γµ∂µΨ−i(∂µΨ)γµΨ，

故它并不是局域 U(1) 不变的。

12
见(6.25)式，注意我们为了简明起

见而丢掉的 1
2 因子

所以说这是一个内禀对称性。猛地一看，这玩意还挺萌的，但好像没什

么用。不要走开，稍后的节目会告诉你它有多精彩！

现在咱再来钻深一点。我们刚展示了，给我们的场乘一个任意单位

复数什么都不会改变。这个对称变换 Ψ→ Ψ′ = eiaΨ叫做全局 (global)
变换，因为我们在每一个点 x 给场 Ψ = Ψ(x) 乘上了一个相同的因子

eia。

但是，为什么一个时空点的相位因子会和另一个时空点的相关呢？

一个点的选取不应该瞬间改变整个宇宙的情况。这是挺奇怪的，因为正

如2.4节中所述，狭义相对论告诉我们没有信息能比光传播得更快。而全
局对称性选择会瞬间应用到在整个宇宙中的每一个点上3。

让我们来检查一下，如果给每一个时空点变换一个不同的因子 a =

a(x)，拉格朗日量是不是还是不变的。这叫做局域 (local) 变换。

作变换

Ψ→ Ψ′ = eia(x)Ψ

⇒ Ψ̄→ e−ia(x)Ψ̄, (7.4)

现在 a = a(x) 依赖于坐标了，我们得到变换后的拉格朗日量11

L ′
Dirac = −mΨ̄′Ψ′ + iΨ̄′γµ∂

µΨ′

= −m(Ψ̄ e−ia(x))(eia(x)︸ ︷︷ ︸
=1

Ψ) + i(Ψ̄e−ia(x))γµ∂
µ(eia(x)Ψ)

= −mΨ̄Ψ + iΨ̄γµ∂µΨ e−iaeia︸ ︷︷ ︸
=1

+︸︷︷︸
莱布尼兹律

i(e−ia(x)Ψ̄)γµΨ(∂µeia(x))

= −mΨ̄Ψ + iΨ̄γµ∂µΨ+ i2(∂µa(x))Ψ̄γµΨ ̸= LDirac (7.5)

由于莱布尼兹律导致了一个额外的项，所以说我们的拉格朗日量在局域

U(1) 对称变换下不是不变的。但按照上面所讨论的，拉格朗日量应该是
局域不变的，在这里却不是。这里有一些事情可做，但我们得先研究另

一种对称性。

7.1.2 自旋为 1自由场的内禀对称性

接下来，来看看自旋为一的粒子12

LProca = ∂µAν∂µAν − ∂µAν∂νAµ +m2AµA
µ。 (7.6)

这儿也能找到一个全局内禀对称性。如果我们作变换

Aµ → A′
µ = Aµ + aµ (7.7)

3译注：引入局域规范的另一种讲法是，我们不能保证外星人里物理学家和我们选取同
一套规范（这里的 a 是可以随意选取的，但是必须要选取一个才能得到完整的理论。a 的
选取被称为规范的选取），但是物理定律不应该有区别。
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其中 aµ 为任意常数，拉格朗日量变为

L ′
Proca = ∂µA′ν∂µA

′
ν − ∂µA′ν∂νA

′
µ +m2A′µA′

µ

= ∂µ(Aν + aν)∂µ(Aν + aν)− ∂µ(Aν + aν)∂ν(Aµ + aµ) +m2(Aµ + aµ)(A
µ + aµ)

= ∂µAν∂µAν − ∂µAν∂νAµ +m2(Aµ + aµ)(A
µ + aµ) (7.8)

由此我们作出结论，对于无质量场（m = 0），这个变换是个全局对称的

变换。

那局域对称性又会怎么样呢？作变换

Aµ → A′
µ = Aµ + aµ(x) (7.9)

无质量的拉格朗日量变成

L ′
Maxwell = ∂µA′ν∂µA

′
ν − ∂µA′ν∂νA

′
µ

= ∂µ(Aν + aν(x))∂µ(Aν + aν(x))− ∂µ(Aν + aν(x))∂ν(Aµ + aµ(x))

= ∂µAν∂µAν + ∂µaν(x)∂µAν + ∂µAν∂µaν(x) + ∂µaν(x)∂µaν(x)

− ∂µAν∂νAµ − ∂µAν∂νaµ(x)− ∂µaν(x)∂νAµ − ∂µaν(x)∂νaµ(x)
(7.10)

即没有内禀对称性。

然而，如果作变换 Aµ → A′
µ+ ∂µa(x)，我们能弄出一个局域内禀对

称性来。这意味着我们加的是一个任意函数的导数，而不是一个任意函

数。这会导致4

L ′
Maxwell = ∂µA′ν∂µA

′
ν − ∂µA′ν∂νA

′
µ

= ∂µ(Aµ + ∂νa(x))∂µ(Aν + ∂νa(x))

− ∂µ(Aν + ∂νa(x))∂ν(Aµ + ∂µa(x))

= ∂µAν∂µAν + ∂µ(∂νa(x))∂µAν + ∂µAν∂µ∂νa(x)

+ ∂µ∂νa(x)∂µ∂νa(x)

− ∂µAν∂νAµ − ∂µAν∂ν(∂µa(x))− ∂µ(∂νa(x))∂νAµ

− ∂µ(∂νa(x))∂ν(∂µa(x))

=︸︷︷︸
∂ν∂µ=∂µ∂ν以及重命名哑指标

∂µAν∂µAν − ∂µAν∂νAµ = LMaxwell (7.11)

所以说这里的确有一个局域内禀对称变换。这看上去也像是一个技术细

节。好的，我们找到了一些局域的、内禀的对称性，然后呢？

4译注：原文缺少一个 (x)



Draft
Transl

at
ion

124 Chapter 7.相互作用理论

13
耦合常数总能告诉我们相互作用

的强度是多少。这里讨论的是电磁相

互作用，g 代表着它的强度。

14
我们能看到这里 g 决定了 Ψ、Ψ̄

和 Aµ 耦合在一起的强度。

7.1.3 把奇怪的东西堆一起

总结一下咱现在都干了啥：

• 我们发现自旋 1
2 自由场的拉格朗日量有一个全局的内禀对称性

Ψ → Ψ′ = eiaΨ。或者这样说：自旋 1
2 自由场的拉格朗日量在

全局 U(1) 变换下不变。
• 这个对称性不是局域的（尽管它应当是），因为在 a = a(x) 的情况

下，我们在拉格朗日量中得到如下形式的额外项（(7.5)式）

−(∂µa(x))Ψ̄γµΨ。 (7.12)

换言之：拉格朗日量不是局域 U(1) 不变的。
• 上一节中我们发现了无质量自旋为一的场的一个局域内禀对称性

Aµ → A′
µ = Aµ + ∂µa(x)， (7.13)

它仅当我们加上的是一个任意函数的导数∂µa(x)，而不是一个任意

函数 aµ(x) 时, 才是一个局域对称性。

这两坨奇怪的东西看上去真该加在一起：拉格朗日量中的一个额外项

AµΨ̄γ
µΨ 会变换作

AµΨ̄γ
µΨ→ (Aµ+ ∂µa(x))Ψ̄γ

µΨ = AµΨ̄γ
µΨ+ ∂µa(x)Ψ̄γ

µΨ (7.14)

比较 (7.12) 式中的第二项5。拉格朗日量中这个将 Ψ、Ψ̄ 和 Aµ 耦合在

一起的新项，正好能干掉那个不自量力阻挡自旋 1
2 自由场拥有局域 U(1)

不变性的家伙。换言之：通过添加这个新项使得拉格朗日量局域 U(1) 不
变。

再来仔细研究一下这件事。首先习惯上都会在局域 U(1) 变换的指
数上添一个常数因子 g：eiga(x)。这样额外项变成

−(∂µa(x))Ψ̄γµΨ→ −g(∂µa(x))Ψ̄γµΨ。 (7.15)

正如我们下面将看到的，这个额外的因子 g代表一个任意的耦合常数13g。

将这个新项

gAµΨ̄γ
µΨ

加到自旋 1
2 自由场的拉格朗日量上，其中 γµ 用来保证这一项的 Lorentz

不变性，否则带有一个自由指标 µ 的 Aµ 和拉格朗日量密度这个标量无

法匹配，另外也插入了耦合常数 (coupling constant)14g。这样拉格朗

5译注：此处疑引用有误
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15
Ψ、Ψ̄ 和 Aµ 的联合变换被称作

U(1) 规范变换。

日量

LDirac+ 额外项 = −mΨ̄Ψ + iΨ̄γµ∂µΨ+ gAµΨ̄γ
µΨ。

依据 Ψ、Ψ̄ 和 Aµ 局域变换的规则来变换这个拉格朗日量，得到
15

L ′
Dirac+ 额外项 = −mΨ̄′Ψ′ + iΨ̄′γµ∂

µΨ′ + gA′
µΨ̄

′γµΨ′

=︸︷︷︸
见(7.5)式

−mΨ̄Ψ + iΨ̄γµ∂µΨ− g(∂µa(x))Ψ̄γµΨ+ gA′
µΨ̄

′γµΨ′

= −mΨ̄Ψ + iΨ̄γµ∂µΨ− g(∂µa(x))Ψ̄γµΨ

+ g(Aµ + ∂µa(x))(e−iga(x)Ψ̄)γµ(eiga(x)Ψ)

= −mΨ̄Ψ + iΨ̄γµ∂µΨ−((((((((
g(∂µa(x))Ψ̄γ

µΨ

+ gAµΨ̄γ
µΨ+((((((((

g(∂µa(x))Ψ̄γ
µΨ

= −mΨ̄Ψ + iΨ̄γµ∂µΨ+ gAµΨ̄γ
µΨ = LDirac+ 额外项。

(7.16)

由此，在加上一个额外项后，我们得到了，正如所期待的，一个局

域 U(1) 不变的拉格朗日量。为了描述一个包含了包含有质量自旋 1
2 场

和无质量自旋为一的场的系统，我们必须将无质量自旋为一的自由场的

拉格朗日量也加到拉格朗日量中来。这样就得到了完整的拉格朗日量

LDirac+ 额外项 +Maxwell = −mΨ̄Ψ+iΨ̄γµ∂µΨ+gAµΨ̄γ
µΨ+∂µAν∂µAν−∂µAν∂νAµ。

(7.17)

为了方便起见，引入记号

Dµ ≡ i∂µ + gAµ， (7.18)

称作协变导数 (covariant derivative)6。这样拉格朗日量写作

LDirac+ 额外项 +Maxwell = −mΨ̄Ψ + Ψ̄γµ (i∂µ + gAµ)︸ ︷︷ ︸
≡Dµ

Ψ+ ∂µAν∂µAν

= −∂µAν∂νAµ −mΨ̄Ψ + Ψ̄γµD
µΨ+ ∂µAν∂µAν − ∂µAν∂νAµ

(7.19)

这即为电磁场的量子场论（常称为量子电动力学）的正确拉格朗日量。我

们通过观察自旋 1
2 自由场和自旋为一的自由场的内禀对称性，简单的得

到了它。

我们将要回答的下一个问题是：这个拉格朗日量会导致什么样的运

动方程？

6译注：常见的记号似乎与其差了一个虚数单位
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7.1.4 非齐次麦克斯韦方程和最小耦合

谜底揭晓：这个拉格朗日量给出有电流情况下的非齐次 Maxwell 方
程组。

推导是很直白的：将拉格朗日量7

LDirac+ 额外项 +Maxwell = −mΨ̄Ψ+iΨ̄γµ∂µΨ+gAµΨ̄γ
µΨ+∂µAν∂µAν−∂µAν∂νAµ

代入每一个场的拉格朗日方程中

∂L

∂Ψ
− ∂µ

(
∂L

∂(∂µΨ)

)
= 0

∂L

∂Ψ̄
− ∂µ

(
∂L

∂(∂µΨ̄)

)
= 0

∂L

∂Aρ
− ∂σ

(
∂L

∂(∂σAρ)

)
= 0。

得到

Ψ̄(iγµ∂µ +m) + gAµΨ̄γ
µ = 0 (7.20)

(iγµ∂µ −m)Ψ− gAµγµΨ = 0 (7.21)

∂σ(∂
σAρ − ∂ρAσ) + gΨ̄γµΨ = 0 (7.22)

头两个方程描述了自旋 1
2 粒子/场在外加电磁场下的行为。在许多书里

这些方程是利用一个叫做最小耦合 (minimal coupling)的办法得到的，
即当外场存在时，导数 ∂µ 应当换成协变导数

8

∂µ → Dµ = i∂µ +Aµ (7.23)

来导出正确的方程。“最小”这个词的意思是，这里只用了一个规范场

Aµ 的四个分量
9。

现在我们有了用来描述 Dirac 旋量在外加电磁场中的行为的方程
((7.21)式)，所以说可以来兑现在3.7.10节中许下的承诺了。在那儿我们
宣称电荷共轭变换（充满暗示的名字）改变其描述对象的电荷。换言之，

如果 Ψ 描述带电荷 +e 的某些东西，而电荷共轭旋量 ΨC 描述带电荷

−e 的某些东西。电荷决定了自旋 1
2 粒子/场和外加自旋为一的场的耦合

强度，我们将考虑 ΨC 的运动方程是什么。之后我们将谈谈第三个方程，

(7.22)式。

7译注：原文下式标记有误，已更正。
8译注：此处虚单位 i 的位置似有不妥，同后文
9译注：否则，我们可以使用张量场 Ψ̄σµνFµνΨ
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16
注意 ΨC ̸= Ψ̄。ΨC = iγ2Ψ∗ 而

Ψ̄ = Ψ†γ0 = (Ψ∗)T γ0。电荷共轭

变换让我们能用反粒子来解释一些东

西，稍后便会详细讨论。

7.1.5 再一次电荷共轭变换

为了得到对应的方程，我们需要找到 Dirac 旋量的电荷共轭变换算
符确切的形式。我们在3.7.10节中得到了变换（(3.236)式）

Ψ =

χL
ξR

→ ΨC =

ξL
χR

。 (7.24)

这个变换可以简单地用一个 γµ 矩阵来描述。利用(6.13)式中 γ2 的定义，

我们有

ΨC = iγ2Ψ∗ = i

 0 σ2

−σ2 0

χ∗
L

ξ∗R

， (7.25)

利用 iσ2 = ϵ 正好就是旋量度规，改写作

=

 0 ϵ

−ϵ 0

χ∗
L

ξ∗R

 =

 ϵξ∗R

−ϵχ∗
L

。 (7.26)

等价于

=

ξL
χR

， (7.27)

正如3.7.7节，特别是(3.194)式中展示的一样。故我们从(7.21)式开始：

(iγµ∂µ −m)Ψ− gAµγµΨ = (γµ(i∂µ − gAµ)−m)Ψ = 0， (7.28)

并取其复共轭，作为得到 ΨC 的方程的第一步：

→
(
γ∗µ(−i∂µ − gAµ)−m

)
Ψ∗ = 0。 (7.29)

然后左乘一个 γ2，并在 Ψ 前插入一个 1 = γ−1
2 γ2：

→ γ2
(
γ∗µ(−i∂µ − gAµ)−m

)
γ−1
2 γ2︸ ︷︷ ︸
=1

Ψ∗ = 0。 (7.30)

→ (γ2γ
∗
µγ

−1
2︸ ︷︷ ︸

=−γµ

(−i∂µ − gAµ)−mγ2γ−1
2 )γ2Ψ

∗ = 0。 (7.31)

→︸︷︷︸
方程乘上i

(−γµ(−i∂µ − gAµ)−m) iγ2Ψ∗︸ ︷︷ ︸
=ΨC见(7.25)式

= 0。 (7.32)

→ (γµ(i∂µ + gAµ)−m)ΨC = 0， (7.33)

这和 Ψ 的运动方程只在耦合常数上差了个负号 g → −g。这与其名字，
电荷共轭，相符16。
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17
记住，自旋 1

2 自由场的拉格朗日量

仅仅是全局 U(1) 不变的。而上一节

最终得到的拉格朗日量是全局 U(1)

不变的。全局对称性是局域对称性在

a = 常数时的特殊情况。所以说，如

果我们有一个局域 U(1) 不变的拉格

朗日量，它自动是全局 U(1) 不变的。

这里考虑的全局 U(1) 对称性将导出

一个对自由场和相互作用场都守恒的

量

18
保留常数 g，它的值由实验决定，

而不是任意选取的。

接下来，我们转向上一节中的第三个式子，(7.22)式，称为有电流情
况下的非齐次麦克斯韦方程 (inhomogeneous Maxwell equation in
the presence of an electric current)。为了讲清楚这个名字，我们又
需要 Noether 定理了。

7.1.6 内禀 U(1)对称性的 Noether定理

在4.5.5节中我们得知 Noether 定理将所有内禀对称性和一个守恒量
联系了起来。和我们刚才发现的 U(1) 对称性相联系的守恒量是什么？
Noether 定理告诉我们，从如下形式的变换

Ψ→ Ψ′ = Ψ+ δΨ

能导出 Noether 流

Jµ =
∂L

∂(∂µΨ)
δΨ

其满足连续性方程

∂µJ
µ = 0。 (7.34)

一个全局17U(1) 变换是

Ψ→ Ψ′ = eiga = (1 + iga+ . . . )Ψ

如通常所做的那样，我们仅将指数函数展开到第一项，因为 U(1) 是一个
Lie 群，而任意变换都可以由无穷小的来生成。一个无穷小的变换写作

Ψ→ Ψ′ = Ψ+ igaΨ

故我们有 δΨ = igaΨ。就如4.5.5节中所做的一样，导出 Noether 流

Jµ =
∂L

∂(∂µΨ)
δΨ

=
∂(−mΨ̄Ψ + iΨ̄γµ∂µΨ)

∂(∂µΨ)
igaΨ

= −Ψ̄γµgaΨ = −gaΨ̄γµΨ。 (7.35)

由于连续性方程对于任意 a 都成立，故略去18任意的常数因子 a。故，我

们定义

Jµ = −gΨ̄γµΨ (7.36)
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19
类似的推导参见(4.39)式。

20
“组”，因为对于每一个分量都有一

个方程

21
在11章中将会见到

22
正确的拉格朗日量可以仅通过做

替换 ∂µ → Dµ = i∂µ +Aµ 来得到

这常被称作四电流 (electric four-current)。零分量正是电荷密度，其
空间积分对时间守恒19

Q =

∫
d3x ρ︸︷︷︸

电荷密度

=

∫
d3x J0 = −g

∫
d3xΨ̄γ0Ψ (7.37)

在量子框架下，Ψ 和概率幅相关，有要求
∫

d3x Ψ̄γ0Ψ = 1，即总概率必

须为 100% = 1。所以说守恒量实际就是耦合强度 g，在电磁作用意义下

正比于电荷。所以，全局 U(1) 对称性导致了电荷守恒。

注意(7.22)式，我们可以借助(7.36)式将其改写成

∂σ(∂
σAρ − ∂ρAσ) + gΨ̄γρΨ︸ ︷︷ ︸

=−Jρ

= 0

→ ∂σ(∂
σAρ − ∂ρAσ) = Jρ。 (7.38)

借助(6.22)式中定义的电磁张量，改写作

∂σF
ρσ = Jρ。 (7.39)

这即是在有电流情况下的非齐次Maxwell方程组。这些方程组20，和

非齐次 Maxwell 方程组（可以由 F ρσ 的定义直接得到21）一起，是经典

电动力学的基础。

接下来我们将快速的过一遍有质量自旋为一的场和零自旋场的相互

作用。

7.1.7 零自旋有质量场的相互作用

注意我们导出的零自旋场的拉格朗日量

L =
1

2
(∂µΦ∂

µΦ−m2Φ2)

不是 U(1) 不变的，做变换 Φ→ Φ′ = eiaΦ 看一下就知道了。

但是，复标量理论

L =
1

2
(∂µΦ

∗∂µΦ−m2Φ∗Φ) (7.40)

具有 U(1) 对称性，因为有 Φ→ Φ′ = eiaΦ 及 Φ∗ → (Φ∗)′ = e−iaΦ∗。所

以我们有机会像7.1节中对自旋 1
2 理论所做的那样，导出一个相互作用理

论。推导完全是类似的22，结果是

L =
1

2

(
((∂µ − iqAµ)Φ∗) ((∂µ + iqAµ)Φ)−m2Φ∗Φ

)
(7.41)
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代入拉格朗日方程

∂L

∂Φ
− ∂µ

(
∂L

∂(∂µΦ)

)
= 0

∂L

∂Φ∗ − ∂µ
(

∂L

∂(∂µΦ∗)

)
= 0，

最终得到相应的运动方程10

(∂µ + iqAµ)(∂µ − iqAµ)Φ∗ −m2Φ∗ = 0 (7.42)

(∂µ − iqAµ)(∂µ + iqAµ)Φ−m2Φ = 0， (7.43)

描述了每一个零自旋场和自旋为一的无质量场相耦合。

7.1.8 自旋为 1有质量场的相互作用

自旋为 1 有质量场和自旋为 1 无质量场的相互作用也可以简单的由

对称性得到。自旋为 1 无质量场的拉格朗日量为

LMaxwell =
1

4
FµνFµν。

为了区分有质量场和无质量场，我们将有质量场命名为 Bµ，并定义

Gµν := ∂µBν − ∂νBµ

自旋为 1 的有质量场的拉格朗日量写作（(6.19)式）

LProca =
1

2
GµνGµν +m2BµBµ

Lorentz 对称性表明拉格朗日量中的相互作用项一定具有形式

LProcal-相互作用 = CGµνF
µν

其中耦合常数 C 需要由实验来定。感兴趣的读者可以借助欧拉-拉格朗
日方程自行推导相应的运动方程。

7.2 SU(2) Interactions SU(2)相互作用

U(1)对称性的成功激励着我们提出这个问题：U(1)对称性是我们的
拉格朗日量唯一的内禀对称性吗？

事实上，我们能够在两个无质量自旋 1
2 粒子上找到另一个内禀对称

性。将6.3节中得到的拉格朗日量作两份加在一起，就是两个无质量自旋

10译注：下式符号有误，已更正
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23
这里我们丢掉了质量项。形如

−m1Ψ̄Ψ 和 −m2Ψ̄Ψ 的项可以借

助 Ψ 的二分量定义和质量矩阵

m :=

(
m1 0

0 m2

)

写作

LD1+D2
= −Ψ̄mΨ。

不幸的是，这一项并不是 SU(2) 不

变的，即 L ′
D1+D2

= −Ψ̄′mΨ′ =

iΨ̄ e−iai
σi
2 meiai

σi
2︸ ︷︷ ︸

̸=m

Ψ。 当质量相

等 m1 = m2 时，它自然是不变的，

但是等会能看到我们可以在不违背对

称性的情况下包含任意大小的质量。

实验告诉我们二重态的两个场并没有

产生相同质量的粒子，即 m1 ̸= m2。

稍后会有更加详细的讨论。

1
2 粒子的拉格朗日量了。最后的结果即(6.16)式：

LDirac = ψ̄(iγµ∂µ −m)ψ。

这里我们将质量项略去，即 m = 0，否则马上就能看到拉格朗日量不是

变换不变的。再之后将看到我们是怎么在不破坏对称性的情况下把质量

项捡回来的。“作两份加在一起”指的是

LD1+D2
= iψ̄1γµ∂

µψ1 + iψ̄2γµ∂
µψ2 (7.44)

通过新定义二重态 (doublet)Ψ

Ψ :=

ψ1

ψ2


→ Ψ̄ :=

(
ψ̄1 ψ̄2

)
我们能将前式改写成

LD1+D2 = iΨ̄γµ∂µΨ。 (7.45)

这个拉格朗日量在全局SU(2) 变换

Ψ→ Ψ′ = eiai σi
2 Ψ (7.46)

⇒ Ψ̄→ Ψ̄′ = Ψ̄e−iai σi
2 ， (7.47)

下不变。其中重复指标 i 代表求和，ai 为任意实数而
σi

2 是 SU(2) 群的
常用生成元，σi 是泡利矩阵。

为了看明白不变性，我们将变换后的拉格朗日量写出2311

L ′
D1+D2

= iΨ̄′γµ∂
µΨ′

= iΨ̄e−iai σi
2 γµ∂

µeiai σi
2 Ψ

= iΨ̄γµ∂µΨ = LD1+D2， ✓

(7.48)

最后一行源于我们的变换 eiai σi
2 作用在我们的新定义的二分量对象 Ψ

上，而 γµ 作用在二重态里面的对象上，即 Dirac 旋量12。我们可以用指

标来将其写清楚13

[(
e−iai σi

2

)
ab
δαβ

] [
δbcγ

βδ
µ

] [(
eiai σi

2

)
cd
δδϵ

]
=
[
δadγ

αϵ
µ

]
11译注：原文边注公式缺一 ′，已更正
12译注：用线性代数的话来讲，两个变换分别作用在两个子空间上，而这两个子空间的
直积才是二重态所处的线性空间。

13译注：指标真尼玛多。
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24
这叫规范选取 (choosing a

gauge)。

这个对称性也该作为局域对称性。SU(2) 变换将二重态的两个分量
混合起来。稍后我们将会将这两个场称作电子和电子中微子场。对称性

告诉我们，把哪个叫电子哪个叫电子中微子其实无所谓，因为用了 SU(2)
变换，想怎么换就怎么换。如果这仅仅是一个全局变换，那么当我们确

定一个选择24，即哪个叫电子哪个叫电子中微子后，这个选择将瞬间适

用到整个宇宙上去。故我们得研究局域变换。我们再一次发现它不是的，

但正如局域 U(1) 对称性的情形一样，我们将尽最大努力让拉格朗日量
具有局域 SU(2) 不变性。

问题依旧出在求导上，这会导致额外项：

L ′
D1+D2

= iΨ̄′γµ∂
µΨ′

= iΨ̄e−iai(x)σi
2 γµ∂

µeiai(x)σi
2 Ψ

=︸︷︷︸
莱布尼兹律

iΨ̄γµ∂µΨ− Ψ̄γµ

(
∂µai(x)

σi
2

)
Ψ ̸= LD1+D2

。

(7.49)

有着7.1节中处理 U(1) 的经验，我们很清楚接下来该做什么。我们将一
步一步的导出一个局域 SU(2) 不变的拉格朗日量，这会花一些时间。为
了避免读者陷入迷惑，在这里先列出接下来要进行的步骤：

• 最后的结论是，加上用以描述两个自旋 1
2 场

ψ1

ψ2

 和三个有质量
自旋为 1 的场 Wµ

i 相互作用的额外项 iΨ̄γµWµ
i σiΨ 后，拉格朗日

量成为局域 SU(2) 不变的。
• 注意，不变性仅当按照下式变换

(Wµ)i → (W ′
µ)i = (Wµ)i + ∂µai(x) + ϵijkaj(x)(Wµ)k

而不是

(Wµ)i → (W ′
µ)i = (Wµ)i + ∂µai(x)，

即不同于 U(1) 对称性时的情况。
• 仅当自由场拉格朗日量为如下形式14

L =
1

4
(Wµν)i(W

µν)i

其中

(Wµν)i = ∂µ(Wν)i − ∂ν(Wµ)i + ϵijk(Wµ)j(Wν)k

14译注：原文字体错误，已更正。
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而不是

(Wµν)i = ∂µ(Wν)i − ∂ν(Wµ)i。

时，对称性才存在。换言之，为了得到一个局域 SU(2) 不变的拉格
朗日量，我们必须重新定义三个 Wµ

i 场的拉格朗日量，使得其在变

换

(Wµ)i → (W ′
µ)i = (Wµ)i + ∂µai(x) + ϵijkaj(x)(Wµ)k

下不变。

现在我们来具体执行这些步骤。从(7.11)式中我们得知自旋为 1 的

场有内禀对称性

Aµ → A′
µ = Aµ + ∂µa(x)

而这里我们将会使用三个自旋为 1的场Wµ
1 ,W

µ
2 和Wµ

3，这是因为 SU(2)
有三个生成元 σi

2 ，由指数上的求和 ai(x)
σi

2 产生的每一个额外项都需要

一个场。这导致了局域内禀对称性

Wµ
i →W ′µ

i =Wµ
i + ∂µai(x)

故我们尝试在拉格朗日量里添加项

Ψ̄γµ
σj
2
Wµ
j Ψ。

不幸的是，这样并不能得到局域 SU(2) 不变的拉格朗日量15

L ′
D1+D2+额外项

= iΨ̄′γµ∂
µΨ′ + Ψ̄′γµ

σj
2
W ′µ

jΨ
′

= iΨ̄e−iai(x)σi
2 γµ∂

µeiai(x)σi
2 Ψ

+ iΨ̄e−iai(x)σi
2 γµ

σj
2

(
Wµ
j + ∂µaj(x)

)
eiai(x)σi

2 Ψ

= iΨ̄γµ∂µΨ− Ψ̄γµ

(
∂µai(x)

σi
2

)
Ψ

+ Ψ̄ e−iai(x)σi
2 γµ

σj
2
Wµ
j eiai(x)σi

2︸ ︷︷ ︸
̸=γµ

σj
2 W

µ
j 因为[

σi
2 ,

σj
2 ]=ϵijk

σk
2 ̸=0

Ψ

+ iΨ̄e−iai(x)σi
2 γµ

σj
2

(∂µaj(x)) eiai(x)σi
2 Ψ

̸= iΨ̄γµ∂µΨ−
���������
Ψ̄γµ

(
∂µai(x)

σi
2

)
Ψ+ Ψ̄γµ

σi
2
Wµ
i Ψ

+
���������
Ψ̄γµ

(
∂µai(x)

σi
2

)
Ψ

15译注：原文下式上下标混乱，以及最后两行漏 1/2 因子，以及倒数第二个等号应该为
不等号，已更正。
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25
数学上将有非对易元素的群称为

非阿贝尔的。作为对比，U(1) 是阿贝

尔的，此时一切都相对简单。

= iΨ̄γµ∂µΨ+ Ψ̄γµ
σi
2
Wµ
i Ψ = LD1+D2+额外项 ✓

(7.50)

容易发现问题出在 SU(2) 的生成元不对易上25。我们来仔细研究一下这

个困难。正如通常处理 Lie 群的那样，将目光集中在无穷小变换上，略
去高阶项：

e−iai(x)σi
2
σj
2

eiai(x)σi
2 ≈

(
1− iai(x)

σi
2

) σj
2

(
1 + iai

σi
2

)
=
σj
2
− ai(x)

σi
2

σj
2

+ ai(x)
σj
2

σi
2

+O(a2)

=
σj
2

+ ai(x)
[σj
2
,
σi
2

]
+O(a2)

=
σj
2
− ai(x)ϵijk

σk
2

+O(a2) ̸= σj
2

(7.51)

作为无穷小变换，O(n2) 和更高阶的项都可以略去，拉格朗日量为

L ′
D1+D2+额外项

= iΨ̄′γµ∂
µΨ′ + Ψ̄′γµ

σj
2
W ′µ

jΨ
′

=︸︷︷︸
(7.50)式

iΨ̄γµ∂µΨ− Ψ̄γµ

(
∂µai(x)

σi
2

)
Ψ

+ Ψ̄e−iai(x)σi
2 γµ

σj
2
Wµ
j eiai(x)σi

2 Ψ

+ Ψ̄e−iai(x)σi
2 γµ

σj
2

(∂µaj(x)) e−iai(x)σi
2 Ψ

≈︸︷︷︸
(7.51)式

iΨ̄γµ∂µΨ− Ψ̄γµ

(
∂µai(x)

σi
2

)
Ψ

+ Ψ̄γµ

(σj
2
− ai(x)ϵijk

σk
2

)
Wµ
j Ψ

+ Ψ̄γµ

(σj
2
− ai(x)ϵijk

σk
2

)
(∂µaj(x))Ψ

= iΨ̄γµ∂µΨ−
���������
Ψ̄γµ

(
∂µai(x)

σi
2

)
Ψ+ Ψ̄γµ

σj
2
Wµ
j Ψ

− Ψ̄γµai(x)ϵijk
σk
2
Wµ
j Ψ+((((((((

Ψ̄γµ (∂
µaj(x))Ψ

− Ψ̄γµai(x)ϵijk
σk
2

(∂µaj(x))Ψ︸ ︷︷ ︸
O(a2)

= iΨ̄γµ∂µΨ+ Ψ̄γµ
σj
2
Wµ
j Ψ− Ψ̄γµai(x)ϵijk

σk
2
Wµ
j Ψ

(7.52)

属于 (Wµ)i 的能保证 SU(2) 不变的内禀对称性只能是

(Wµ)i → (W ′
µ)i = (Wµ)i + ∂µai(x) + ϵijkaj(x)(Wµ)k

因为它能够在拉格朗日量中添加一项，恰好抵消掉那个破坏对称性的家
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伙16

L ′
D1+D2+额外项

= iΨ̄′γµ∂
µΨ′ + Ψ̄′γµ

σj
2
W ′µ

jΨ
′

= iΨ̄e−iai(x)σi
2 γµ∂

µeiai(x)σi
2 Ψ

+ iΨ̄e−iai(x)σi
2 γµ

σj
2

(
Wµ
j + ∂µaj(x) + ϵjlmal(x)(W

µ)m
)

eiai(x)σi
2 Ψ

=︸︷︷︸
(7.52)式

iΨ̄γµ∂µΨ+ Ψ̄γµ
σj
2
Wµ
j Ψ−((((((((((

Ψ̄γµai(x)ϵijk
σk
2
Wµ
j Ψ+

((((((((((
Ψ̄γµ

σj
2
ϵilmal(x)W

µ
mΨ

= LD1+D2+额外项 ✓
(7.53)

接下来得看看这个到底是不是三个自旋为 1 的自由粒子的拉格朗日量的

内禀对称性。三个自旋为 1 的粒子的拉格朗日量是

L3×Maxwell =
1

4
(Wµν)1(Wµν)1 +

1

4
(Wµν)2(Wµν)2 +

1

4
(Wµν)3(Wµν)3

=
1

4
(Wµν)i(Wµν)i

(7.54)

其中

(Wµν)i = ∂µ(Wν)i − ∂ν(Wµ)i。

我们希望拉格朗日量在变换

(Wµ)i → (W ′
µ)i = (W ′

µ)i + ∂µai(x) + ϵijkaj(x)(Wµ)k (7.55)

下不变。变换后的拉格朗日量是

L ′
3×Maxwell =

1

4
(W ′µν)i(W

′
µν)i

=︸︷︷︸
见(6.25)式

∂µ(W ′ν)i∂µ(W
′
ν)i − ∂µ(W ′ν)i∂ν(W

′
µ)i

= ∂µ
(
(W ν)i + ∂νai(x) + ϵijkaj(x)(W

ν)k

)
∂µ

(
(Wν)i + ∂νai(x) + ϵijkaj(x)(Wν)k

)
− ∂µ

(
(W ν)i + ∂νai(x) + ϵijkaj(x)(W

ν)k

)
∂ν

(
(Wµ)i + ∂µai(x) + ϵijkaj(x)(Wµ)k

)
=︸︷︷︸

略去 O(a2) 项

∂µ(Wµ)i∂µ(Wν)i +((((((((((
(∂µ(W ν)i)∂µ∂νai(x)

16译注：原文上下标混乱，且等号注释位置有误，已更正。
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+ (∂µ(W ν)i)∂µϵijkaj(x)(Wν)k

+((((((((((
∂µ∂νai(x)(∂µ(Wν)i) + ∂µϵijkaj(x)(W

ν)k∂µ(Wν)i

− ∂µ(W ν)i∂ν(Wµ)i −((((((((((
(∂µ(W ν)i)∂µ∂νai(x)

− ∂µ(W ν)i∂νϵijkaj(x)(Wµ)k

−((((((((((
∂µ∂νai(x)(∂

ν(Wµ)i)− ∂µϵijkaj(x)(W ν)k∂ν(Wµ)i

= ∂µ(W ν)i∂µ(Wν)i − ∂µ(W ν)i∂ν(Wµ)i︸ ︷︷ ︸
L3×Maxwell

+ (∂µ(W ν)i)∂µϵijkaj(x)(Wν)k

+ ∂µϵijkaj(x)(W
ν)k∂µ(Wν)i − ∂µ(W ν)i∂νϵijkaj(x)(Wµ)k

− ∂µϵijkaj(x)(W ν)k∂ν(Wµ)i

=︸︷︷︸
莱布尼兹律

L3×自旋1 − (∂µ(W ν)i)ϵijk(∂µaj(x))(Wν)k

−
(
∂µ(W ν)i

)
ϵijkaj(x)

(
∂µ(Wν)k

)
− ϵijk(∂µaj(x))(W ν)k∂µ(Wν)i − ϵijkaj(x)(∂µ(W ν)k)∂µ(Wν)i

+ ∂µ(Wν)iϵijk(∂νaj(x))(Wµ)k + ∂ν(W ν)iϵijkaj(x)
(
∂ν(Wµ)k

)
+ ϵijk

(
∂µaj(x)

)
(W ν)k∂ν(Wµ)i + ϵijkaj(x)(∂

µ(W ν)k)∂ν(Wµ)i

(7.56)

显然没有内禀对称性。

尽管如此，我们可以通过在张量 Wµν 上加一个额外项

−ϵijk(Wµ)j(Wν)k

来保证内禀对称性。即

(Wµν)i = ∂µ(Wν)i − ∂ν(Wµ)i − ϵijk(Wµ)j(Wν)k，

这样三个自旋 1 场便有了一个新的拉格朗日量17

L3×Maxwell =
1

4
(Wµν)i(W

µν)i

=

(
∂µ(Wν)i − ∂ν(Wµ)i − ϵijk(Wµ)j(Wν)k

)
×
(
∂µ(W ν)i − ∂ν(Wµ)i − ϵijk(Wµ)j(W

ν)k

)
(7.57)

读者可自行完成冗长的计算以验证拉格朗日量的不变性。综上，我

17译注：原文下式多一乘号，已更正
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26
例如，由 Ψ 描述的电子 e− 和电

子中微子 νe，以及由 (Wµ)i 描述的

三个 bosons 。

27
之前为了简明起见略去的三个

Wµ
i 场的耦合常数，现在记做 g′。

们找到了局域 SU(2) 不变的拉格朗日量，写作

LD1+D2+相互作用+3×Maxwell = iΨ̄γµ∂µΨ+Ψ̄γµ
σj
2
Wµ
j Ψ−

1

4
(Wµν)i(W

µν)i

(7.58)

7.3 Mass Terms and Unification of U(1) and SU(2) 质量项、
U(1)和 SU(2)的统一

在上一章中，为了防止 SU(2) 对称性被破坏，我们不能往拉格朗日
量中添加形如 m1Ψ̄Ψ 或 m2(Wµ)i(W

µ)i 的质量项。而从实验中我们知

道相应的粒子26却有质量，这常被解释为 SU(2) 对称性的破缺。这意味
着对称性在高能标下存在，而在低能标下自发破缺。

之前我们得到了一个局域 U(1)不变的拉格朗日量，在这里为方便起
见我们将相应的自旋为 1 的场记做 Bµ：

L局域 U(1) 不变 = −mψ̄ψ + ψ̄γµ(i∂µ + gBµ)ψ −
1

4
BµνBµν (7.59)

其中

Bµν := ∂µBν − ∂νBµ

由于自旋为 1 的场 Bµ 能保证拉格朗日量的 U(1) 不变性，所以其常被
称作 U(1) 规范场。

局域 SU(2) 不变的拉格朗日量是27

L局域 SU(2) 不变 = Ψ̄γµ(i∂µ + g′σjW
µ
j )Ψ−

1

4
(Wµν)i(W

µν)i

其中

(Wµν)i = ∂µ(Wν)i − ∂ν(Wµ)i + ϵijk(Wµ)j(Wν)k

以及二重态

Ψ :=

ψ1

ψ2


类似的，由于这三个自旋为 1的场 (Wν)i能保证拉格朗日量的局域 SU(2)
不变性，故其常被称为 SU(2) 规范场。

将它们加到一起我们能得到一个局域 U(1) 且SU(2) 不变的拉格朗
日量

LSU(2) 且 U(1) = Ψ̄γµ(i∂µ+gBµ+g′σjWµ
j )Ψ−

1

4
(Wµν)i(W

µν)i−
1

4
BµνBµν。
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28
记住，唯一真正禁止的是高阶导数

项，否则无法得到合理的理论。ϕ 的

高幂次项描述场 ϕ 的自作用，在希望

得到一个“自由”理论的时候被略去。

29
见(7.13)式，并注意整体乘在拉格

朗日量上的一个常数不会影响物理。

30
Φ =

(
ϕ1

ϕ2

)

(7.60)

现在，该怎么在不破坏 SU(2) 对称性的前提下加入质量项呢？至今
我们还没用过的唯一一个东西是零自旋场，所以来看看这个。零自旋场

具有全局 U(1) 不变性的拉格朗日量由(7.40)式给出

L零自旋 =
1

2

(
∂µϕ

†∂µϕ−m2ϕ†ϕ
)
。 (7.61)

我们还能在不破坏任何对称约束的情况下在这个拉格朗日量中添加 ϕ 的

高阶项28。故我们写出下式，其中常数改作了惯用的记号

L零自旋 + 额外项 = ∂µϕ
†∂µϕ+ ρ2ϕ†ϕ− λ(ϕ†ϕ)2。 (7.62)

从(7.41)已经得知如何在使拉格朗日量局域 U(1) 不变的前提下，在零自
旋场和 U(1) 规范场 Bµ 间添加耦合项：

L零自旋 + 额外项 + 自旋 1 耦合 =

(
(∂µ − i1

2
gBµ)ϕ

†
)(

(∂µ + i1
2
gBµ)ϕ

)
+ ρ2ϕ†ϕ− λ(ϕ†ϕ)2

(7.63)

其具有对称性29

Bµ → B′
µ = Bµ + ∂µa(x) (7.64)

ϕ(x)→ ϕ′(x) = eia(x)ϕ(x)。 (7.65)

用我们在上一节中对自旋 1
2 场导出局域 SU(2) 不变拉格朗日量同

样的办法，我们能对零自旋场的二重态30写出一个局域 SU(2) 不变的拉
格朗日量

LSU(2) 且 U(1) =

(
(∂µ − ig′σi(Wµ)i − i1

2
gBµ)Φ

†
)(

(∂µ + ig′σi(Wµ)i + i1
2
gBµ)Φ

)
+ ρ2Φ†Φ− λ(Φ†Φ)2︸ ︷︷ ︸

≡−V (Φ)

(7.66)

其中 Φ :=

ϕ1
ϕ2

，对称变换为（(7.55)式）

(Wµ)i → (W ′
µ)i = (W ′

µ)i + ∂µbi(x) + ϵijkbj(x)(Wµ)k (7.67)
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31
这个理由很复杂，具体讨论不会在

本书中给出。技术上讲：我们需要一

个局域 SU(2) 对称的拉格朗日量来

得到一个可重整的理论。感兴趣的读

者可以参阅本节末给出的参考书目。

图 7.1: Higgs 势取不同参数 ρ 值
的图像，ρ 被认为是由于宇宙暴涨
所造成的宇宙冷却而改变。Figure
adapted from “Spontaneous
symmetry breaking” by FT2
(Wikimedia Commons) released
under a CC BY-SA 3.0 licence:

http://creativecommons.or
g/licenses/by-sa/3.0/deed.en.
URL: http://commons.wi
kimedia.org/wiki/File:
Spontaneous_symmetry_break
ing_(explanatory_diagram).png,
Accessed: 8.12.2014

图 7.2: Higgs 的三维图。Figure
adapted from “Mexican hat
potential polar” by Rupert
Millard (Wikimedia Commons)
released under a public domain
licence. URL: http://commons.
wikimedia.org/wiki/File:Mexi
can_hat_potential_polar.svg,
Accessed: 7.5.2014

和

Φ→ Φ′ = eibi(x)σiΦ, Φ̄→ Φ̄′ = Φ̄e−ibi(x)σi (7.68)

我们从局域 SU(2) 不变的拉格朗日量出发，研究它是如何为场 Wµ
i

和 Bµi 给出质量项的。手动添加质量项是不可行的，因为它会破坏对称

性从而导致不可接受的理论31。

我们在上面定义了

V (Φ) = −ρ2Φ†Φ+ λ(Φ†Φ)2

= −ρ2ϕ†1ϕ1 + λ(ϕ†1ϕ1)
2 − ρ2ϕ†2ϕ2 + λ(ϕ†2ϕ2)

2

= V (ϕ1) + V (ϕ2)

(7.69)

这常称作 Higgs 势。其参数 ρ 取不同值而 λ > 0 的图绘制于图7.1

这个想法是这样的：在相当高的温度下，例如宇宙早期，势能会像

图左那样。极小值点，这里成为真空值，毫无疑问的在 ϕ = 0 处。参数

λ 和 ρ 随着温度的下降发生改变，势能的形状也是一样。当温度低于某

个临界值时，如图右所示，ϕ = 0 处不再是极小点。此时将会有许多点都

能取到极小值。

事实上，这个势能有无穷多个极小值点。其可用通常的办法计算得

到

V (ϕ) = −ρ2|ϕ|2 + λ|ϕ|4 (7.70)
∂V (ϕ)

∂ϕ
= −2ρ2|ϕ|+ 4λ|ϕ|3 (7.71)

→|ϕ|(−2ρ2 + 4λ|ϕ|2) !
= 0 (7.72)

→|ϕ|2 !
=
ρ2

2λ
(7.73)

→|ϕ| !
=

√
ρ2

2λ
(7.74)

ϕmin =

√
ρ2

2λ
eiφ。 (7.75)

这对于 φ 的任意取值都是极小值，所以我们有无穷多个极小点。全体极

小点躺在了半径为
√

ρ2

2λ 的一个圆上。图7.2即为 Higgs 的三维图。就如
同一粒弹珠从墨西哥草帽顶端自发而随机的滚落，一个新的真空值有无

穷多种选择。

从(7.69)中我们可知对于二重态，两个分量都需要作出这种选择。则
对于二重态其极小点为

Φmin =

ϕ1 min

ϕ2 min

 (7.76)

http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/deed.en
http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/deed.en
http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Spontaneous_symmetry_breaking_(explanatory_diagram).png
http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Spontaneous_symmetry_breaking_(explanatory_diagram).png
http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Spontaneous_symmetry_breaking_(explanatory_diagram).png
http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Spontaneous_symmetry_breaking_(explanatory_diagram).png
http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Mexican_hat_potential_polar.svg
http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Mexican_hat_potential_polar.svg
http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Mexican_hat_potential_polar.svg
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32
复习：对称破缺意味着一个极小值

有无穷多种选取方式

33
等会就能看到这个形式有多有用

了。

34
不同的规范适用于不同的问题。而

这里我们采用的叫做幺正规范，这对

理解一个理论的物理内容也是有益

的。

一个经济的选择32是

Φmin =

 0√
ρ2

2λ

 ≡
 0

v√
2

， (7.77)

其中因子 1
2 只是为了使计算简洁而引入，自然有 v ≡

√
ρ2

λ。下一步中我

们会将场 Φ 在极小值附近展开以得到想要的物理。之后我们将会学到，

由于得不到精确解，量子场论中的计算总是围绕着极小值点的一系列级

数。为了得到有意义的结果，我们必须将场移动到新的极小点。故我们

考虑

Φ =

 ϕ1r + iϕ1c
v√
2
+ ϕ2r + iϕ2c

。 (7.78)

改写作33

Φ = eiθi σi
2

 0

v+h√
2

， (7.79)

这是由于考虑将指数函数展开成级数，代入泡利矩阵 σi 矩阵的具体形

式，在一阶意义上

eiθi σi
2

 0

v+h√
2

 ≈ (1 + iθi
σi
2
)

 0

v+h√
2


=
(
1 + iθ1

σ1
2

+ iθ2
σ2
2

+ iθ3
σ3
2

) 0

v+h√
2


=

 1 + i 12θ3
1
2θ1 − i 12θ2

1
2θ1 + i 12θ2 1− i 12θ3

 0

v+h√
2


=

( 12θ1 − i 12θ2)
v+h√

2

(1− i 12θ3)
v+h√

2


重新定义→ ≡

 ϕ1r + iϕ1c
v√
2
ϕ2r + iϕ2c

。 (7.80)

将零自旋复二重态写成这个形式，有助于利用局域 SU(2)（规范）对
称性化简计算。为了得到物理结果，我们必须选取一个规范，而合适的

选择会使生活更美好34。

一个一般的局域 SU(2) 变换写作

Φ→ Φ′ = eibi(x)σi
2 Φ， (7.81)

通过选取合适的 bi(x)，我们可以消去(7.79)式中的指数因子。在幺正规
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35
注意，这仅在满足如下这些条件

下时成立：有一个局域 SU(2) 理论，

场 θ = θ(x) 理所应当的依赖于时空

坐标。对于一个全局对称性，这些分

量怎么也不能被规范掉，此时将其解

释为无质量 boson，称为 Goldstein
bosons。
36
局域 SU(2) 对称在实验上不存在

任何可观测的效应。这仅仅是我们方

程的对称性，规范自由度从不在任何

实验测量量中出现。否则我们将无法

做出预言，因为我们将有无穷多个相

同可能性的预言（它们由 SU(2) 变

换相联系）。尽管这样，这个对称性也

不是没用的，它能将我们导向拉格朗

日量的正确形式。

37
σiWi =(
W3 W1 − iW2

W1 + iW2 −W3

)

范 (unitary gauge) 下，复标量二重态为

Φun =

 0

v+h√
2

。 (7.82)

这件事也可以这样理解：复标量二重态的四个分量和 SU(2) 规范的自由
度恰好相等35。这样，这三个场分量便是非物理的36，不可能被实验观测

到。最后留下来的便是一个物理场 h，称作 Higgs 场。

接下来，我们希望看看拉格朗日量对称性破缺的具体含义。我们

将(7.66)18式给出的拉格朗日量重新写在这里，并调整一下记号

L =

(
(∂µ − ig′ 1

2
σi(Wµ)i − i1

2
gBµ)Φ

†
)(

(∂µ + ig′σi(Wµ)i + i1
2
gBµ)Φ

)
− V (Φ)

(7.83)

现在将场 Φ 用平移且取幺正规范的场，即(7.82)式代入。我们对新出现
的包含有真空值 v 的项尤其感兴趣。而其他项描述了 Higgs 场的自作用
以及 Higgs 场与其他场的相互作用，我们不会再对其做出进一步的讨论。

我们将极小值点 Φ→ Φmin =

 0

v√
2

（即不计入 h），代入得

(
(∂µ − ig′ 1

2
σi(Wµ)i − i1

2
gBµ)Φ

†
min

)(
(∂µ + ig′ 1

2
σi(W

µ)i + i1
2
gBµ)Φmin

)
=

∣∣∣∣(∂µ + ig′ 1
2
σi(W

µ)i + i1
2
gBµ)Φmin

∣∣∣∣2

=

∣∣∣∣∣∣(∂µ + ig′ 1
2
σi(W

µ)i + i1
2
gBµ)

1√
2

0

v

∣∣∣∣∣∣
2

=
v2

8

∣∣∣∣∣∣(g′σi(Wµ)i + gBµ)

0

1

∣∣∣∣∣∣
2

现在将用 2× 2 单位阵表出的 Bµ 和 Pauli 矩阵的具体形式37代入得

=
v2

8

∣∣∣∣∣∣
 g′Wµ

3 + gBµ g′Wµ
1 − ig′Wµ

2

g′Wµ
1 + ig′Wµ

2 −g′Wµ
3 + gBµ

0

1

∣∣∣∣∣∣
2

=
v2

8

∣∣∣∣∣∣
g′Wµ

1 − ig′Wµ
2

−g′Wµ
3 + gBµ

∣∣∣∣∣∣
2

=
v2

8

(
(g′)2

(
(Wµ

1 )
2 + (Wµ

2 )
2
)
+ (g′Wµ

3 − gBµ)2
)

(7.84)

18译注：原文引用公式有误，已更正
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38
马上就能看到一个对角矩阵会带

给我们和其他质量项长得一模一样的

项。这使我们能将其对应的场诠释成

实验上能够观测到的物理场。我们当

然也可以就用 Wµ
3 和 Bµ 干活，但

是却难以找到其直接的物理意义。

39
长度为一，即 v · v = 1。

用已有的场定义两个新的自旋为 1 的场：

Wµ
+ ≡

1√
2
(W1 − iW2) (7.85)

Wµ
− ≡

1√
2
(W1 + iW2) (7.86)

即 Wµ
+ 是 Wµ

− 的复共轭。(7.84)式中的第一项可以写作

(Wµ
1 )

2 + (Wµ
2 )

2 = 2(W+)µ(W
−)µ (7.87)

把前面的常数添上，有 g′v

2︸︷︷︸
≡mW

 (W+)µ(W
−)µ (7.88)

这就像一个典型的“质量”项。

(7.84)式中的第二项可以写作矩阵形式19

(g′Wµ
3 − gBµ)2 =

(
(W3)

µ Bµ
) g′2 −gg′

−gg′ g2


︸ ︷︷ ︸

≡G

(W3)µ

Bµ

 (7.89)

为了将其解释为质量项，我们需要将矩阵 G 对角化38。线性代数说我们

需要先得到矩阵 G 的本征值 λ1，λ2 以及归一
39的本征向量 v1，v2。简

单的计算得到

λ1 = 0 → v1 =
1√

g2 + g′2

g

g′


λ2 = g2 + g′2 → v2 =

1√
g2 + g′2

 g′

−g


用本征向量排成的矩阵 M 可以将 G 对角化，即 Gdiag = M−1GM，其

中

M =
1√

g2 + g′2

g g′

g′ −g

 (7.90)

以及

Gdiag =

λ1 0

0 λ2

 =

0 0

0 g2 + g′2

 (7.91)

19译注：原文下式有误，已更正。
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由于我们用的是归一的本征向量，故矩阵 M 是正交的 (MT =M−1)：

MTM =
1√

g2 + g′2

g g′

g′ −g

 1√
g2 + g′2

g g′

g′ −g


=

1

g2 + g′2

 g2 + g′2 gg′ − gg′

gg′ − gg′ g2 + g′2

 =

1 0

0 1

。
(7.92)

由此在(7.89)式中插入两个单位阵 1 =MTM：

(
(W3)

µ Bµ
)
MMT︸ ︷︷ ︸

=1

GMMT︸ ︷︷ ︸
=1

(W3)µ

Bµ


=
(
(W3)

µ Bµ
)
MMTGM︸ ︷︷ ︸

=Gdiag

MT

(W3)µ

Bµ

。
(7.93)

剩下的任务即是计算MT

Wµ
3

Bµ

，以得到两个新的，有对应质量项的场：

MT
(
Wµ

3 Bµ

)
=

1√
g2 + g′2

g g′

g′ −g

Wµ
3

Bµ


=

1√
g2 + g′2

gWµ
3 + g′Bµ

gWµ
3 − g′Bµ

 ≡
Aµ
Zµ

 (7.94)

由此将第二项改做20

(
Aµ Zµ

)
Gdiag

Aµ
Zµ

 =
(
Aµ Zµ

)0 0

0 g2 + g′2

Aµ
Zµ


= (g2 + g′2)(Zµ)2 + 0 · (Aµ)2。

(7.95)

综上，我们从自旋为 1 的无质量场 Wµ
i 和 Bµ 的拉格朗日量出发

(∂µ− ig′ 1
2
σi(Wµ)i− i1

2
gBµ)Φ

†(∂µ+ ig′ 1
2
σi(W

µ)i+ i1
2
gBµ)Φ。 (7.96)

通过自发对称性破缺，我们在拉格朗日量中得到了可以被解释成质量项

的新项

1

8
v2g′2︸ ︷︷ ︸

= 1
2M

2
W

(W+)µ(W
−)µ +

1

8
v2(g2 + g′2)︸ ︷︷ ︸

= 1
2M

2
Z

Z2
µ +

1

8
v2 · 0︸ ︷︷ ︸

光子质量为 0

·A2
µ (7.97)

我们能看到其中一个自旋为 1 的场 Aµ 在对称性自发破缺后仍然

20译注：从而我们再次得到了(7.84)式中的第二项——作者你绕了这么大一个弯子累不
累啊？
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40
注意，在这一节中，我略去了一

些重要的概念：超荷和 Weinberg
角。Weiberg 角 θW 由 cos(θW ) =

g

g2+g′2
或 sin(θW ) = g′

g2+g′2
来

定义。通过它可以简化本节中的一些

记号。超荷略复杂一些，感兴趣的读

者可以参考量子场论的标准教材，部

分推荐数目见第9章末。

41
我们很快会看到，有质量的左手粒

子总会在传播过程中获得右手分量。

实验表明中微子有质量，因此也应当

包含右手分量。然而这一右手分量不

参与任何已知相互作用。

42
此处我们不讨论这一概念，因

其细节与本节叙述的主题无关。读

者只需知道类似实验具有可行性。

更多精彩的讨论可以参见以下文

献：Alessandro Bettini. Intro-
duction to Elementary Particle
Physics. Cambridge University
Press, 2nd edition, 4 2014. ISBN
9781107050402

是无质量的。这是电磁的光子场，现有的所有实验都表明光子是无质量

的40。注意对应于 Z-bosons 的 Zµ 和对应于光子的 Aµ 是场 Bµ 和 W 3
µ

的正交组合。它们竟有一个同样的起源！

同样的推演可以用来在不破坏局域 SU(2) 对称性的情况下得到自旋
1
2 场的质量项，但在具体讨论这个之前，我们需要先谈谈自然界中一个

有趣的事实：宇称破坏。

7.4 Parity Violation 宇称破坏

大自然不遵守宇称对称性，即宇称破坏，是科学史上最为重大的发

现之一。通俗地说，宇称破坏使一部分物理实验表现出与其镜像实验所

不同的物理现象。吴健雄在“吴实验”中最早发现了宇称破坏现象。这

是一个漂亮的实验，但它的具体实现与本节主题无关，因此我们将只关

注实验结果。

“吴实验”发现，弱相互作用的媒介子（W+,W−, Z 玻色子）仅与左

手粒子耦合。换句话说，只有左手粒子才会通过弱作用力相互作用，这

一物理机制与宇称破坏的关系将在本节结尾处加以解释。所有在弱相互

作用中产生的粒子都是“左手”的。中微子只参与弱相互作用，因此右

手中微子可能根本不存在41。另一方面，所有其它粒子都能通过另外三

种相互作用产生，因此都可以具有“右手性”。

目前为止，我们用“左手性”和“右手性”，标注了对象在经历洛伦

兹变换时所依据的群表示。这是一个抽象的概念，但我们却可以实际测

量粒子的手性，因为抽象的“手性”概念直接关联于直观的“螺度”概

念42。

其实在多数情况下，微观粒子并没有确定的手性，也不处于确定的

左手或右手态，而是由同时包含两种手性分量的狄拉克旋量所描述。宇

称破坏并不是理论预言，相反，它的发现震惊了整个物理学界。即使到

了今天，大自然这一奇特的性质依旧令人费解。然而，将这一发现纳入

我们的理论框架却并不困难。我们只需利用某些数学工具，确保处理弱

相互作用时只考虑左手旋量即可。

我们用 χ, ξ 表示二分量外尔旋量，而 ψ 代表四分量狄拉克旋量：

ψ =

χL
ξR

 (7.98)

Ψ 是狄拉克旋量的双重态：

Ψ =

ψ1

ψ2

 (7.99)
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43
请回忆方程(6.13)中 γµ 矩阵的定

义，切记并无 γ4 矩阵存在。由于另

有规范以 γ4 表示 γ0。为避免符号混

淆，此处特将这一矩阵记为 γ5。

44
读者可能会问，为什么我们要用

这样复杂的方式定义 PL，而不是直

接从矩阵形式出发呢？这样做的目的，

是为了保留在其它基下工作的可能

性，那时 γµ 的矩阵形式可以非常不

同。（读者可以在8.10节中找到更多
信息）注意到拉氏量中狄拉克旋量总

与 γµ 相伴出现。在这两者之间，我

们总可以插入 1 = U−1U，其中 U
为任意可逆矩阵。例如 ∂µΨ̄γµΨ =

∂µΨ̄U−1U︸ ︷︷ ︸
=1

γµ U−1U︸ ︷︷ ︸
=1

Ψ =

∂µ Ψ̄U−1︸ ︷︷ ︸
=Ψ̄′

UγµU−1︸ ︷︷ ︸
γ′
µ

UΨ︸︷︷︸
Ψ′

。 物 理 事

实当然独立于这类基矢变换，我们

却可以利用它简化计算。本书正文

偏好使用的基矢，被称为 Weyl 基。
在其它基矢下，狄拉克旋量的两个

分量是 χL 与 ξR 的混合。尽管如

此，通过 PL =
1−γ5

2 定义的投影

算符，总能将其投影为左手分量。这

是因为 PWeyl
L ΨWeyl = ΨWeyl

L ⇒

P ′
LΨ′ =

1−γ′
5

2 Ψ
′︸︷︷︸

UΨWeyl

=

1−Uiγ0U−1Uγ1U−1Uγ2U−1Uγ3U−1

2

UΨWeyl =
U−Uiγ0γ1γ2γ3

2 ΨWeyl =

U
(

1−γ5
2

)
ΨWeyl = UΨWeyl

L =

Ψ′
L ✓

45
投 影 算 符 的 定 义 中 还 包 括

PLPR = PRPL = 0，此处可用

PL, PR 和 γ5 的矩阵形式验证成立。

上面提到的“某些工具”，是投影算符 PL:

PLψ = PL

χL
ξR

 =

χL
0

 ≡ ψL (7.100)

投影算符可以用如下矩阵构造43：

γ5 = iγ0γ1γ2γ3 =

−1 0

0 1

 (7.101)

矩阵 γ5 被称为手性算符，因为单一手性态

χL
0

 或
 0

ξR

，正是 γ5

本征值为 −1 和 +1 的两个本征态。

于是，投影算符 PL 可以写为
44

PL =
1− γ5

2
=

1 0

0 0

 (7.102)

类似的，我们定义

PR =
1 + γ5

2
=

0 0

0 1

 (7.103)

现在为了限制只有左手粒子参与弱相互作用，我们必须在拉氏量中，描述

各类场与 W±
µ 与 Zµ 相互作用的每一项里都插入 PL。这些项已在7.2节

中导出，最终结果参看方程(7.58)，我们将其重写如下：

L = iΨ̄γµ∂
µΨ+ iΨ̄γµσjW

µ
j Ψ−

1

4
(Wµν)i(W

µν)i (7.104)

其中需要处理的一项是 Ψ̄γµσjW
µ
j Ψ，我们将 PL 插入:

→ L = iΨ̄γµ∂
µΨ+ iΨ̄γµσjW

µ
j PLΨ−

1

4
(Wµν)i(W

µν)i (7.105)

此处 PL 作用于双重态，得到

PLΨ =

PL 0

0 PL

ψ1

ψ2

 =

(ψ1)L

(ψ2)L

 (7.106)

我们断言，只需在表达式中插入一个 PL，就可以将 Ψ̄ 和 Ψ 同时投

影到左手分量上。为了理解这一点，我们需要以下三个等式：

• (PL)
2 = PL，这可以从算符的矩阵形式立即看出，同时也是投影算

符必须满足的性质45。两次投影应等价于一次投影。

• {γ5, γµ} = γ5γµ + γµγ5 = 0，这可以通过简单粗暴的展开计算加以
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46
或可用定义 γ5 = iγ0γ1γ2γ3

结合以下等式证明：{γµ, γν} =

γµγν + γνγµ = 1
2ηµν，其中 ηµν

为 Minkowski 度规。

47
这就是说，若一项实验的结果全由

拉氏量中的这一项所决定，那么当实

验设置全部以镜像方式反转时，实验

结果也会有所不同。

48
旋量宇称算符在3.7.9节中导出。

用 γµ 矩阵，我们可以将宇称算符

写作 P = γ0 =

(
0 σ0

σ0 0

)
=(

0 1

1 0

)
49
矢量宇称算符即为 Pvector =

1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

， 如 方

程(3.132)所述。

证明46。

• (PL)
† = PL，因为 γ5 是实矩阵。而这一点可以从 γ5 的矩阵形式

直接看出 γ5 =

−1 0

0 1

。
第二个等式直接推出 γ5γµ = −γµγ5，即我们可以交换 γ5 和 γµ 矩

阵的位置，只需加入一个额外的负号。于是我们有：

γµPL = γµ
1− γ5

2
=

1 + γ5
2

γµ = PRγµ (7.107)

现在我们可以将方程(7.105)中的相关项写为：

Ψ̄γµσjW
µ
j PLΨ = Ψ̄γµσjW

µ
j (PL)

2Ψ

= Ψ̄︸︷︷︸
Ψ†γ0

γµPL︸ ︷︷ ︸
PRγµ

σjW
µ
j PLΨ︸︷︷︸

ΨL

= Ψ† γ0PR︸ ︷︷ ︸
PLγ0

γµσjW
µ
j ΨL

=︸︷︷︸
利用P †

L=PL以及(AB)†=((AB)T )∗=(BTAT )∗=B†A†

(PLΨ)†γ0γµσjW
µ
j ΨL

= (PLΨ︸︷︷︸
=ΨL

)†γ0γµσjW
µ
j ΨL

= Ψ̄LγµσjW
µ
j ΨL ✓ (7.108)

至此，我们已经知道了，如何在数学上描述只有左手粒子参与弱相互作

用的物理事实。然而，为什么这就意味着宇称破坏？为了理解这一点，我

们需要对相互作用项进行宇称变换。因为在宇称变换下这一项不具有不

变性，由这一项描述的物理系统，也将和它的“镜像”有所不同47。这里

我们用到旋量48和矢量49的宇称算符 Pspinor, Pvector。在宇称变换下：

Ψ̄︸︷︷︸
=Ψ†γ0

γµσj(W
µ
j )PLΨ→ (PspinorΨ)†γ0γµσj(PvectorW

µ)jPL(PspinorΨ)

= (Ψ)†γ0γ0γµσj(PvectorW
µ)jPLγ0Ψ

=︸︷︷︸
利用{γ5,γ0}=0以及PL=

1−γ5
2

(Ψ)†γ0γ0γµσj(PvectorW
µ)jPRΨ.

(7.109)

我们可以通过矩阵运算得到 γ0γ0γ0 = γ0 及 γ0γiγ0 = −γi。同时，我们
通过 Pvector 的表达式看出 PvectorW

0 =W 0 及 PvectorW
i = −W i。此处

两负号相互抵消，于是拉氏量中的这一项，在宇称变换下变为

(PspinorΨ)†γ0γµ(PvectorW
µ)jPL(PspinorΨ) = Ψ̄γµσjW

µ
j PRΨ ̸= Ψ̄γµσjW

µ
j PLΨ

(7.110)
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50
详见附录 A 中的解释。

51
如上节所述，狄拉克旋量 ψL 和

ψR 由手性投影算符定义：ψL =

PLψ 和 ψR = PRψ。注意 ψ̄ =

ψ†γ0

因此这一项不具有不变性，也就违反了宇称对称性。

宇称破坏还有一个重要的推论。还记得，我们会把那些在变换下相

互转变的东西50竖着放在一起，夹在两个括号之间。比如我们讨论四维

矢量，是因为它的分量在空间转动和推动下可以相互转化。在这一节中，

我们知道只有左手粒子参与弱相互作用，而描述这一现象的正确拉氏量

写作 Ψ̄γµσjW
µ
j PLΨ = Ψ̄LγµσjW

µ
j ΨL。从物理上说，这一项表明组成左

手旋量双重态的两个分量，即两个自旋 1/2 场 (ψ1)L, (ψ2)L 可以通过弱

作用相互转化。而右手场不参与弱相互作用，因而 (ψ1)R, (ψ2)R 无法相

互转化。可见，我们没有理由将两个右手分量写成双重态的形式。在数

学上，这意味着右手场构成 SU(2) 单态，也就是说，它们在对称操作下
将根据 SU(2) 群的一维表示变换。从3.6.3节的讨论中我们知道，这等于
说右手场实际上在变换下不变。最后我们加以总结：

• 左手场构成 SU(2) 双重态：ΨL =

(ψ1)L

(ψ2)L

，因为它们都参与弱
相互作用，可以互相转化。它们根据 SU(2) 群的二维表示变换：

ΨL → Ψ′
L = eia⃗

σ⃗
2 ΨL (7.111)

• 右手场由 SU(2)单态描述：(ψ1)R，(ψ2)R，因为它们不参与弱相互

作用，因而不能相互转化。它们根据 SU(2) 的一维表示变换：

(ψ1)R → (ψ1)
′
R = e0(ψ1)R = (ψ1)R

(ψ2)R → (ψ2)
′
R = e0(ψ2)R = (ψ2)R (7.112)

下面我们将继续讨论如何在保持原有对称性的前提下，于拉氏量中

加入自旋 1
2 粒子的质量项。

7.5 Lepton Mass Terms 轻子质量项

在7.2节开头，我们发现无法既保证 SU(2) 对称性，又在拉氏量中加
入任意的质量项 Ψ̄mΨ。在这一节里，我们会看到宇称破坏让问题变得更

加复杂。最后我们将再次引入希格斯机制解决这一难题。

在上一节中，我们讨论了耦合项 Ψ̄γµσjW
µ
j PLΨ 的手性。然而质量

项的手性又如何呢？回顾我们在方程(6.7)与(6.8)中导出的，不含导数的
旋量不变量：

I1 := (χa)
†ξȧ = (χL)

†ξR 和I2 := (ξa)Tχa = (ξR)
†χL (7.113)

我们可以用狄拉克旋量将其写为51：

ψ̄ψ = ψ̄LψR + ψ̄RψL
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52
注意到 ΦL → Φ′L =

eibi(x)σiΦL，及 σ†
i = σi。

530 自旋场根据定义，应随洛伦兹
群的 (0, 0) 表示变换。在这一表示

中，所有洛伦兹变换都是恒等变换。

在3.7.4中我们导出了这一结论。

54
稍后，我们会讨论包含 ψR

1 和

−λ1 的相互作用项。届时，读者就

能明白为什么我们将耦合常数记为

−λ2，以及下式为何只包含 ψR
2 。

=
(
χ†
L 0

) 0 σ0

σ0 0

 0

ξR


= χ†

LξR + ξ†RχL ✓ (7.114)

我们看到，洛伦兹不变的质量项包含左手与右手场的乘积。上节结

尾处提到，左手场与右手场在 SU(2) 变换下有不同的变换性质，这就产
生了问题。左手场是双重态，而右手场是单态。双重态和单态的乘积不

再是 SU(2) 不变量。如：

Ψ̄︸︷︷︸
双重态

ψR︸︷︷︸
单态

→ Ψ̄′
Lψ

′
R = Ψ̄Le

−ibi
σi
2 ψR ̸= Ψ̄LψR (7.115)

基于处理自旋 1 场质量项的经验，我们重规叠矩，不加入上述质量
项，而是在拉氏量中加入与 0 自旋场耦合，且满足 SU(2) 不变的相互作
用项。此后通过选择 0 自旋场的真空期望值，破缺这一对称性，进而制
造出质量项。

耦合 0 自旋双重态与自旋 1
2 场，且保证 SU(2),U(1) 与洛伦兹不变

性的项，由下式给出：

Ψ̄LΦψR (7.116)

为验证其不变性，我们将 SU(2) 变换作用于上式52

Ψ̄LΦψR → Ψ̄′LΦψ′R = Ψ̄Le−ibi(x)σiΦeibi(x)σiψR = Ψ̄LΦψR ✓

同时作用 U(1) 变换

Ψ̄LΦψR → Ψ̄′LΦψ′R = Ψ̄Le−ia(x)Φeia(x)ψR = Ψ̄LΦψR ✓

0 自旋场（洛伦兹标量）在洛伦兹变换下不变53，于是这一项为洛伦

兹不变量，因为它的其余因子与方程(7.114)相同。

这类相互作用项被称为 Yukawa 耦合。我们将这一项与其厄米共
轭结合，再乘以耦合常数54−λ2，加入到拉氏量之中。

L = −λ2(Ψ̄LΦψR2 + ψ̄R2 ΦΨ
L) (7.117)

这一额外项不仅描述了 fermion 与 Higgs 场的耦合，也在 SU(2) 对
称性破缺后导致了 fermion质量项的产生。我们在真空期望附近展开，选
择方程(7.77)

Φ =

√
1

2

 0

v + h
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553.7.10节探讨了电荷共轭的概念。

56
ν 永远代表中微子。在此处，我们

给出双重态 ψ1 和 ψ2 中两分量的传

统命名：电子场 e 和电子中微子场

νe。

将其代入拉氏量，得到

L = − λ2√
2

(Ψ̄L1 , Ψ̄L2 )
 0

v + h

ψR2 + ψ̄R2

(
0, v + h

)ΨL1

ΨL2


= −λ2(v + h)√

2
(Ψ̄L2 ψ

R
2 + ψ̄R2 Ψ

L
2 )

由方程(7.114)可知上式等价于

= −λ2(v + h)√
2

ψ̄2ψ2 (7.118)

= −λ2v√
2
ψ̄2ψ2︸ ︷︷ ︸

Fermion 质量项

− λfh√
2
ψ̄2ψ2︸ ︷︷ ︸

Fermion-Higgs 相互作用

(7.119)

可见，Higgs 机制确实导致了质量项的产生。再一次，我们根据对称
性约束为拉氏量添加 Higgs 耦合项，并在对称破缺后产生出自旋 1

2 场的

质量项。值得注意的是，只有双重态中的第二个场 ψ2 获得了质量项。那

么第一个场 ψ1 怎么办呢？

为了获得 Ψ1 的质量项，我们考虑电荷共轭
55Higgs 场 Ψ̃ = ϵΨ∗ 的

耦合项。由于

Φ =

 0

v+h√
2

→ Φ̃ = ϵΦ∗ =

 0 1

−1 0

 0

v+h√
2

 =

 v+h√
2

0

 (7.120)

对电荷共轭 Higgs 场重复上面的推导步骤，即可获得 Ψ1 的质量项

L = −λf (Ψ̄LΦ̃ψR1 + ψ̄R1 Φ̃Ψ
l)

= − λ1√
2

(Ψ̄L1 , Ψ̄L2 )
 v+h√

2

0

ΨR1 + Ψ̄R1

 v+h√
2

0

ΨL1

ΨL2


= −λ1(v + h)√

2

(
Ψ̄L1Ψ

R
1 + Ψ̄R1 Ψ

L
1

)
为更好地理解这一抽象的双重态，我们将其重写如下56：

Ψ =

νe
e

 (7.121)

其它轻子，即 µ, νµ 与 τ, ντ 也有等价的写法。这一写法是由实验结果

所确定的，因为在弱相互作用下，电子要么转化为动量可能不同的另一

电子，要么变为电子中微子 νe 与其它粒子的集合。在弱相互作用中，e

和 νe（同样包括 µ, νµ 与 τ, ντ）总是相伴出现。这一事实可以用耦合

项 Ψ̄γµσjW
µ
j PLΨ 的数学形式加以解释。如前一节所述，这一项可以用
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57
这 再 次 给 出 σiW

µ
i =(

Wµ
3 Wµ

1 − iWµ
2

Wµ
1 + iWµ

2 −Wµ
3

)
。

这 可 以 用 下 式 进 行 简 化：

W± = 1√
2
(W1 ± W2) ⇒

σiW
µ
i =

(
Wµ

3

√
2W+√

2W− −Wµ
3

)

Pauli 矩阵 σi 的矩阵形式加以重写
57，并给出双重态两分量间的耦合项。

Ψ̄γµσjW
µ
j PLΨ =

(
ν̄e ē

)
γµ

 Wµ
3

√
2W+

√
2W− −Wµ

3

PL

νe
e


=︸︷︷︸

使用方程(7.105)

(
(ν̄e)L (ē)L

)
γµ

 Wµ
3

√
2W+

√
2W− −Wµ

3

PL

(νe)L

(e)L


= (ν̄e)LγµW

µ
3 (νe)L + (ν̄e)Lγµ

√
2W+(e)L

+ (ē)Lγµ
√
2W−(νe)L − (ē)LγµW

µ
3 (e)L (7.122)

如果我们想同时考虑包括 e, µ, τ 的所有轻子产生过程，需将相应的三个

耦合项都写入拉氏量：

Ψ̄eγµσjW
µ
j PLΨe + Ψ̄µγµσjW

µ
j PLΨµ + Ψ̄τγµσjW

µ
j PLΨτ (7.123)

引入 Ψl =

νl
l

，其中 l = e, µ, τ，上式可写为更紧凑的形式：

Ψ̄LγµσjW
µ
j PLΨL

定义 l =

lL
lR

，质量项可写为：
−λlv√

2
(l̄l)︸ ︷︷ ︸

Fermion 质量项

− λfh√
2
(l̄l)︸ ︷︷ ︸

Fermion-Higgs 相互作用

对中微子也有等价的形式。

这一拉氏量可以用来预测有关 Higgs 场的实验现象。轻子质量由下
式给出：

ml =
λlv√
2
→ λl =

ml

√
2

v
(7.124)

而轻子与 Higgs 场的耦合强度为：

cl =
λlh√
2

=︸︷︷︸
方程(7.124)

ml

√
2h√

2v
=
mlh

v
(7.125)

从这一方程可以看出，Higgs场与给定轻子的耦合强度，正比于这一
轻子的质量。轻子质量越大，耦合强度越强。运用类似的推导，我们可

将这一结论推广到所有粒子。

参与弱相互作用的自旋 1
2 粒子还包括夸克。同时，夸克还参与第三
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58
没听说过夸克？请看1.3节。

59
即方程(7.120)，Φ̃ = ϵΦ∗ =︸︷︷︸ =(

v+h√
2

0

)

60
我们将双重态定义为

(
u

d

)
。其与

Φ =

(
0

v+h√
2

)
的乘积正比于 d。

种相互作用：强相互作用。这一内容将在7.8节中讨论。首先我们将讨论
夸克的质量项，可喜的是，这一主题可用类似引入轻子质量的方法加以

处理。

7.6 Quark Mass Terms 夸克质量项

在上一节中我们知道，SU(2) 双重态包含了两种可通过弱作用力相
互转化的粒子。就夸克58而言，这两种粒子是上夸克和下夸克。

q =

u
d

 (7.126)

类似的，奇夸克、粲夸克，和顶夸克、底夸克也各自组成双重态。

与前文一样，考虑到只有左手粒子参与弱相互作用的实验事实，我

们构造左手双重态和右手单态：

qL︸︷︷︸
双重态

=

uL
dL

 → eiai
σi
2 qL (7.127)

uR︸︷︷︸
单态

→ uR

dR︸︷︷︸
单态

→ dR (7.128)

右手粒子依旧不参与弱相互作用，不能转化为任何其它粒子，只构

成 SU(2) 单态（单分量的数学对象）。

这里，我们遇到了与处理轻子质量时相同的疑难：为了得到洛伦兹

不变量，我们需要组合左、右手旋量。然而，这样的组合却不满足 SU(2)
不变性，这让我们转而选择引入 Higgs 机制。换而言之，我们放弃在拉
氏量中直接加入质量项：

q̄LuR + q̄LdR + ūRqL + d̄RqL (7.129)

因为它不满足 SU(2)不变性。相反，我们考虑夸克与 0自旋场 Ψ的

耦合项：

λuq̄LΦ̃uR + λdq̄LΦdR + λuūRΦ̃qL + λdd̄RΦqL (7.130)

这里我们引入耦合常数 λu, λd 和电荷共轭 Higgs 双重态59，后者为上夸

克提供了质量项60。

可见，这里的全部数学构造，都类比于处理轻子质量时所用的方法：
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61
Φ =

(
0

v+h√
2

)
，电荷共轭 Higgs

场有类似结论。

62
见方程(7.131)，与往常一样，定

义中不含任意常数 ai。

我们在最小值附近展开 Higgs 场61，代入拉氏量，制造出质量项和夸克

——Higgs 耦合项。

7.7 Isospin 同位旋

现在讨论 SU(2) 对称性所对应的守恒量。自由拉氏量只具有全局对
称性，而加入相互作用项，则为其引入了局域对称性。注意到全局对称

性是局域对称性的特例，因此全局对称性也存在于所有局域对称的拉氏

量之中，其对应的守恒量也在两种情况下都守恒。由于 Noether 定理，
SU(2) 对称性给出了一个新的守恒量：同位旋。同位旋与电荷类似，后
者对应全局 U(1) 对称性。

将 Noether 定理应用于内部对称性（见4.5.5节，参考方程(4.56)）得
到，

∂0

∫
d3x

∂L

∂(∂0Ψ)
δΨ︸ ︷︷ ︸

=Q

= 0 (7.131)

拉氏量在下述形式的变换下不变：

Ψ→ eiai
σi
2 Ψ = (1 + iai

σi
2

+ . . .)Ψ (7.132)

于是无穷小变分写为 δΨ = iai
σi

2 Ψ，其中 ai 为任意系数。可见每个生成

元都对应了一个守恒量，因为取 ai 中任意两个为 0、第三个不为 0 时，
拉氏量同样具有不变性。比如 a2 = a3 = 0 而 a1 ̸= 0，或 a1 = a2 = 0

而 a3 ̸= 0。当然，取 a1 ̸= 0, a2 ̸= 0 且 a3 ̸= 0 时我们还能得到一个守恒

量，但它其实是上述与生成元对应的三个守恒量之和。换而言之，一共

有三个独立的守恒量，它们与 SU(2) 生成元一一对应。
全局不变的自由拉氏量写为（方程(7.45)）：

LD1+D2 = iΨ̄γµ∂
µΨ

对应守恒量为 Qi。举例来说，对电子—中微子双重态，我们有62

Qi = iΨ̄γ0
σi
2
Ψ

=

νe
e

†

γ0γ0︸︷︷︸
=1

σi
2

νe
e

 (7.133)

注意 Pauli 矩阵中只有 σ3 是对角矩阵。因此对双重态 (νe, e) 的两个分

量来说，只有 i = 3 的守恒量才有确定的取值。而分量 νe 与 e 不是另两

个生成元 σ1 和 σ2 的本征态。当然，可以自由选取基矢以保证如 σ2 处

于对角形式。这样一来，我们可以重新定义 νe 和 e，最终结果也并无不

同。这里的重点在于，尽管存在三个与生成元一一对应的守恒量，但每
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63
在后续章节中，我们将以同样的方

法处理三重态，及 SU(3) 不变性对

应的守恒量。

643.7.4节解释了右手单重态不参与
变换的原因。

一时刻却只能用其中一个来标记粒子或量子态。

对 i = 3 我们有

Q3 =

νe
e

†
σ3
2

νe
e


=

1

2

νe
e

†1 0

0 −1

νe
e


=

1

2
ν†eνe −

1

2
e†e (7.134)

于是可用 Q3(νe) =
1
2 及 Q3(e) = − 1

2 分别标记两种粒子。反过来说，对

i = 1，我们有

Q1 =

νe
e

†
σ1
2

νe
e


=

1

2

νe
e

†0 1

1 0

νe
e


=

1

2
ν†ee−

1

2
e†νe (7.135)

矩阵 σ1 不是对角阵，也就无法用来标记粒子。

7.7.1 Labelling States 标记量子态

在3.5节中，我们介绍了 Cartan 生成元的概念，它们是给定群的对
角生成元。从上一节中我们知道，在为双重态中的粒子新增标记时，这

些生成元十分有用。63典型的 SU(2) 双重态有以下形式νe
e

 (7.136)

SU(2)只有一个 Cartan生成元 J3 = 1
2σ3，它的本征值为 + 1

2 和 −
1
2。（左

手）中微子

νe
0

 是这一生成元的本征态，具有本征值 − 1
2。这些本征

值构成了粒子的新标记，亦即中微子和电子的同位旋。

按照同样的方法，我们可以用同位旋标记右手单重态。这些态随

SU(2) 的一维表示变换。一维表示的生成元就是 064：Ji = 0。因此这

些单态正是 Cartan生成元 J3 本征值为 0的本征态。总之，右手单重态，

如 eR，具有 0 同位旋。这与前文中右手场不参与弱相互作用的事实前后
呼应。正如不带电的对象不参与电磁相互作用，不带同位旋的场也不参

与弱相互作用。

最后，我们为规范场 Wµ
+,W

µ
−,W

µ
3 赋予同位旋，它们构成 SU(2) 三
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65
这 可 由 方 程(3.121)中

J3 的 矩 阵 形 式 直 接 导 出：

J3 =


1 0 0

0 −1 0

0 0 0

。

66
李代数构成向量空间！

67
准确的说，我们要求映射是同态映

射，应满足一些限制条件。

68
群本身不是向量空间。我们可以研

究群如何作用于自身，但这不是群表

示，而是群的具体化（realization）。

69
v⃗ =


v1

v2

v3


70
Wµ =


Wµ

1

Wµ
2

Wµ
3



重态：

Wµ =


Wµ

+

Wµ
−

Wµ
3

 (7.137)

随 SU(2) 的三维表示变换。此时，Cartan 生成元 J3 有三个本征值：

+1,−1, 065，于是我们得出 Q3(W
µ
+) = 1, Q3(W

µ
−) = −1, Q3(W

µ
3 ) = 0。

这便是 W+ 与 W− 玻色子的同位旋。

应注意，三重态


Wµ

1

Wµ
2

Wµ
3

 对应另一组基矢，其中 J3 不是对角阵。这

是引入 Wµ
± 的另一个原因。

为了进一步阐明个中联系，我们回顾引入规范场 Wµ
i 的过程。在拉

氏量中，这三个规范场与群的生成元相组合，以 σiW
µ
i 的形式出现。这可

以看做对象Wµ 以 σi 为基的线性展开：W
µ = σiW

µ
i = σ3W

µ
3 +σ2W

µ
2 +

σ3W
µ
3，如同矢量展开为基矢量的线性组合：v⃗ = v1e⃗1 + v2e⃗2 + v3e⃗3。由

于生成元是 SU(2) Lie 代数中的元素66，Wµ 也应是同一 Lie 代数中的
元素。因此，Wµ 的变换规律将由 SU(2) 在自身 Lie 代数上的表示所确
定。也就是由 SU(2)的元素如何作用于自身 Lie代数中的元素（生成元）
所确定。这一观念看似奇特，实则自然而然。请读者回忆群表示的定义：

群表示，是从群到某一线性空间中所有线性算符集合的映射，这些线性

算符也构成线性空间67。目前为止，我们只关注了“外在”的线性空间，

如 Minkowski 空间。而与群相关的唯一68内生线性空间却正是群的李代

数！由此可见，研究群在这一线性空间上的表示并不奇怪。这一具有特

别重要性的群表示，被称为群的伴随表示。

规范场（如 W+,W−,W3）是规范群伴随表示中的元素。SU(2) Lie
代数是三维的，因为它由三个生成元生成，并具有三维的伴随表示。正

如矢量的分量自上而下写在左右括号之间69，我们也可以将 Wµ 的三个

分量自上而下写在括号之间70，并称之为三重态。这些伴随表示下的生

成元，可以通过基矢变换与前面导出的三维生成元相联系。

在下一节中，我们将讨论“更高阶”的内部对称群 SU(3)。我们将
看到，要求拉氏量满足局域 SU(3) 不变性，可以导出描述强相互作用的
拉氏量。

7.8 SU(3)Interactions SU(3)相互作用

和上一节中在两个 fermion 场和 SU(2) 中干的一样，我们可以在三
个 fermion 场中找到一个局域 SU(3) 不变的拉格朗日量。这个对称性不
会破缺，对应于自旋为 1 的无质量胶子场。SU(3) 是由全体行列式为 1
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71
在2.4中已经提到了，大写罗马字

母 A,B, . . . 总是要从 1 到 8 求和。

72
见(3.80)式以及其后的文字，其基

底由 2 × 2 Pauli 矩阵给出。

73
一般的，SU(N) 群有 N2 − 1 个

生成元。生成元的数目常被称为群的

秩 (rank)。

74
Ji =

σi
2 ，见(3.82)式以及其后的

解释。

75
这个结果不是很优美，但为了完整

性我们还是将其列出

的 3× 3 幺正矩阵构成的群，即

U†U = UU† = I detU = 1。 (7.138)

如通常处理 Lie 群时一样，我们能将其写成指数函数71

U = eiTAθA。 (7.139)

同 SU(2) 的情形一样72，该群的定义式(7.138)要求其生成元是厄米且无
迹的。

T †
A = TA (7.140)

Tr (TA) = 0 (7.141)

一组这样的无迹厄米的基底，至少在一种表象下，由如下八个733× 3 个

矩阵给出，称为 Gell-Mann 矩阵：

λ1 =


0 1 0

1 0 0

0 0 0

 λ2 =


0 −i 0

i 0 0

0 0 0

 λ3 =


1 0 0

0 −1 0

0 0 0



λ4 =


0 0 1

0 0 0

1 0 0

 λ5 =


0 0 i
0 0 0

−i 0 0

 λ6 =


0 0 0

0 0 1

0 1 0



λ7 =


0 0 0

0 0 −i
0 i 0

 λ8 =
1√
3


1 0 0

0 1 0

0 0 −2

。

(7.142)

该群的生成元与 Gell-Mann 矩阵通过 TA = 1
2λA 相联系，就如同 Pauli

矩阵与 SU(2) 群的生成元74 相关联一样。这个群的 Lie 代数由下式给出

[TA, TB ] = ifABCTC， (7.143)

这里仍约定诸如 A,B,C 的大写字母取遍 1 到 8 的全部值。fABC 称为

SU(3) 群的结构常数，对于 SU(2) 群它就是 Levi-Civita 符号 ϵijk。这些

系数可以直接暴力算出75

f123 = 1 (7.144)

f147 = −f156 = f246 = f257 = f345 = −f367 =
1

2
(7.145)

f458 = f678 =

√
3

2
， (7.146)
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76
记得对大写字母 (A,B,C, . . . )

从 1 到 8 求和。作者貌似已经重复

三遍了

77
回忆，Cartan 生成元 = 对角生

成元。

剩下的都可以根据结构常数 fABC 对于指标是交换反对称的这一性质算

出。例如

fABC = −fBAC = −fCBA。 (7.147)

还剩下一些不能通过重新给指标排序得到的项都是零。

类似于我们在7.2节中对 SU(2) 干过的事，引入自旋 1
2 场的三重态

Q =


q1

q2

q3

 (7.148)

同 SU(2) 的情形一样，我们给三重态中的对象赋予了新的指标，在下一
小节中会仔细讨论。

为了使拉格朗日量

L = iQ̄∂µγµQ− Q̄mQ (7.149)

局域 SU(3) 不变要求添加自旋 1
2 场和新的自旋 1 场的耦合项。推导类

似于 SU(2) 的情形，但具体计算会更加麻烦，所以我们仅给出最后的拉
格朗日量76

L = −1

4
FAαβF

αβ
A + Q̄(iDµγ

µ −m)Q， (7.150)

自旋 1 胶子场 GAα 的场强张量 FAαβ 定义为

FAαβ = ∂αG
A
β − ∂βGAα − gfABCGBαGCβ (7.151)

其中 fABC 为前面在生成元的对易子中出现过的 SU(3) 群的结构常数。
此外，Dα 定义为

Dα = ∂α + igTCGCα (7.152)

其中 TC 是此节一开始定义的 SU(3) 群的生成元。可以看到，除了生成
元和对易关系有一点区别，这里每一项都完全和 SU(2) 的情形相类似。

7.8.1 Color 色

类似于7.7节中对 SU(2) 的讨论，我们可以通过 Noether 定理从
SU(3) 对称性中得到新的守恒量。完全相同的思路，这里我们有 8 个

守恒量，每个生成元对应一个。同样也只能使用对角生成元的守恒量来

标记粒子。SU(3) 群有两个 Cartan 77生成元 1
2λ3 和

1
2λ8。是故，每个通

过强作用力相互作用的粒子携带两个额外的指标，对应于这两个 Cartan
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78
本征向量自然是


1

0

0

、


0

1

0

 和


0

0

1

。

79
分别对应本征向量


1

0

0

、


0

1

0


和


0

0

1

。

80
由于我们有 8 个生成元，所以说

SU(3) 群的伴随表示是 8 维的。

生成元的本征值。

1
2λ3 = 1

2


1 0 0

0 −1 0

0 0 0

 的本征值78是 + 1
2、−

1
2 和 0。

对于21 1
2λ8 = 1

2
√
3


1 0 0

0 1 0

0 0 −2

，其本征值79为 1
2
√
3
、 1

2
√
3
和 −1√

3
。

若将强相互作用 fermions 配成三重态（在由 Cartan 生成元的本征
向量构成的基下），可以给它们指定如下带有任意旋量 ψ 的指标：

(
+
1

2
,

1

2
√
3

)
给


1

0

0

ψ

人们常定义红色 (red):=
(
+ 1

2 ,
1

2
√
3

)
。这说的是具有


ψ

0

0

 形式的东西
叫做红的。

类似的

(
−1

2
,

1

2
√
3

)
给


0

1

0

ψ

并定义蓝色 (blue):=
(
− 1

2 ,
1

2
√
3

)
，同样的绿色 (green):=

(
0, −1√

3

)
。将

这些东西称作颜色的想法来自于如下事实：如果将三种色加在一起，即
1

1

1

ψ，

我们便得到一个零荷的态（无色态），因为

λ3


1

1

1

 = 0 以及 λ8


1

1

1

 = 0，

就像包含了所有颜色光的日光却是无色的一样。

完全类似于我们在 SU(2) 上干的，将全体 SU(3) 单态的色荷取做
零，这样这些粒子间就不存在强相互作用了。细节上有点区别：它们是

无色的。另外，也能通过完全类似于7.7节中给 W-Bosons 指定赝自旋的
步骤，利用 SU(3) 群的（8 维80）伴随表示来给规范场 GµA（胶子）来指

21译注：原文少了一 1
2
，已更正。
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81
由自旋 1

2 场产生，在第6章中已经
详细讨论

82
每一个二重态里有两个不同的夸

克，例如一个上夸克和一个下夸克，

或者一个顶夸克和一个底夸克。

83
m = m


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 而不是

m =


m1 0 0

0 m2 0

0 0 m3



定颜色。

7.8.2 Quark Description 夸克描述

通过强力相互作用的自旋 1
2 粒子

81称为夸克。如果要对夸克进行讨

论，我们得考虑一大堆事情：

• 夸克们是 SU(3) 的三重态，用 Q 表示。一个三重态里有不同颜色

的同类夸克，例如上夸克：U =


ur

ug

ub

。为了保证 SU(3) 不变，三
重态总是以 Q̄Q 的形式成对出现。我们也可以用指标记号将其写

作 Q̄Q = q̄cqc，其中指标 c 代表色 c = r, g, b。

• 另外，夸克之间还有弱相互作用，所以也是 SU(2) 的二重态。二

重态82中的每一个元（= 每一个夸克）是一个三重态：q =

uc
dc

。
这很是困扰人，所以说除非需要考虑强相互作用力，色指标 c 通常

省略。

• 这还不够，要记得每一个夸克都由一个 Dirac 旋量描述，这又是一

个二分量的对象 uc =

(χLu )c

(ξRu )c

。上分量描述右手夸克而下分量描
述一个同样的左手夸克。

说了这些，再回到 SU(3) 相互作用上来。令人开心的是，全部实验
都表明 SU(3) 的规范 boson ，即胶子，是无质量的，故不需要给拉格朗
日量添加一项规范 boson 的质量项。那么 SU(3) 就不需要破缺。

除此之外，fermion 的质量项在 SU(3) 对称性下也不是问题，因为
如下形式的项

Q̄mQ (7.153)

当三重态中的全部粒子都是等质量时是 SU(3) 不变的。即 m 正比于单

位阵83。三重态中的东西描述了处于不同颜色的同样的夸克，应当有着

相同的质量。例如，对于一个上夸克，其三重态为

U =


ur

ub

ug

， (7.154)

其中 ur、ub、ug 分别代表一个红色、蓝色和绿色的上夸克，都有着相同

的质量。

其他的自旋 1
2 粒子，像是电子和中微子，不携带色，故不能与胶子

相耦合。由于其耦合常数比电磁相互作用 (U(1)) 和弱相互作用 (SU(2))
大得多，从局域 SU(3) 不变性导出的相互作用称为强相互作用 (strong
interaction)。
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7.9 The Interplay Between Fermions and Bosons Bosons

和 Fermions间的游戏

在这一节我们将使用更加物理的语言，对本章得到的所有内容作一

个总结。我们之后将学到自旋 1
2 场能产生/湮灭自旋 1

2 粒子，自旋 1 的

场也能产生和湮灭自旋 1 的粒子。这一章中我们导出用于描述不同的场

以及对应的粒子相互作用的拉格朗日量。

在1.3节中就已经提到，我们称自旋 1
2 粒子为 fermion ，自旋为 1 粒

子为 boson 。标准的说法是 fermion 构成了物质而 boson 作为物质间相
互作用的媒介。现在我们能搞明白这句话说的是什么了。

这一章从第6章得到的自由场的拉格朗日量出发，发现了单个、两个、
或三个自由的自旋 1

2 场的拉格朗日量的内禀对称性；这些都只是全局对

称性，由于狭义相对论的约束看上去相当不可信；而局域对称性则显得

更加自然。

接着，我们发现能通过添加耦合项来保持拉格朗日量局域不变。这

些耦合项描述了原有的自旋 1
2 场和新的自旋为 1 的场的相互作用。由于

一些历史上的原因，这里的内禀对称性被称为规范对称性，相应的自旋

为 1 的场也称为规范场。通过 Noether 定理，我们能从每一个内禀对称
性得到一个新的守恒量。类似于从 U(1) 对称性中得到的电荷，它们被诠
释为荷。

• 为了得到一个局域 U(1) 不变的拉格朗日量，我们需要一个规范场
Aµ。最终的拉格朗日量正确的描述了电磁相互作用。U(1) 对称性
告诉我们电荷是守恒的。

• 为了得到一个局域 SU(2)不变的拉格朗日量，我们需要三个规范场
Wµ

1 ,W
µ
2 ,W

µ
3。最终的拉格朗日量正确的描述了弱相互作用。SU(2)

对称性告诉我们同位旋是守恒的。

• 为了得到一个局域 SU(3) 不变的拉格朗日量，我们需要八个规范
场 Gµ1 , G

µ
2 , . . . 最终的拉格朗日量正确的描述了强相互作用。SU(3)

对称性告诉我们色是守恒的。

不同种类的力由不同的 boson (自旋为 1 的粒子) 负责。电磁力的
媒介是光子，由 U(1) 规范场 Aµ 产生。弱力的媒介是 W+、W− 和 Z

boson ，而强力是 8 个不同的胶子，分别由相应的 SU(2) 和 SU(3) 规范
场产生。

此外，我们发现 SU(2) 对称性禁止拉格朗日量中的质量项。而从实
验中我们得知这是不对的。在不破坏任何对称性的前提先添加质量项的

解决方案是 Higgs 机制。它通过添加描述已有的自旋为 1 场、自旋 1
2 场

与一个新的零自旋场（Higgs 场）的相互作用来实现。通过 SU(2) 对称
性的自发破缺，并将 Higgs 场在一个新的非对称极小点处展开，我们能
得到拉格朗日量中所需要的质量项。
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"There is nothing truly
beautiful but that which
can never be of any
use whatsoever;everything
useful is ugly."
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1Klein-Gordon, Dirac, Proca,
Maxwell 方程

8. Quantum Mechanics 量子力学

Summary 总结

本章讲述量子力学，基于第5章讲过的对应关系1，由此首先可导出

相对论性能量-动量关系。

在建立量子力学的基本框架后，我们就对 Klein-Gordon 方程（最简
单的标量型粒子的运动方程）取非相对论极限，得到著名的 Schrödinger
方程，方程的解被诠释为概率幅，随后我们用波动力学的方法分析两个

简单例子。

之后呢，我们引入了 Dirac 符号，这对于理解量子力学的结构十分
有帮助。系统的初始态被一个抽象的态矢量 |i⟩ 标记，称之为右矢。测
量该初始态得到某一特定末状态的概率幅可以用左矢（记作 ⟨f |，表示末
态）乘以右矢 |i⟩ 计算。左矢与右矢的乘积 ⟨f |i⟩ 是一个复数，即为状态
i→ f 的概率幅，发生这个过程的概率就是 |A|2。之后讨论投影算符。我
们会看到它是如何与完备性关系一起用来把任意状态用任意一个算符的

本征态来进行展开的。之前常用的波动力学方法可以视为将态矢在坐标

基底展开的特例。在 Dirac 符号下，Schrödinger 方程用于计算态的时间
演化。为了阐明这一联系，我们会用 Dirac 符号来重新讨论一个前面用
波动力学求解过的例子。

8.1 Particle Theory Identifications 对应到粒子理论

前面导出的方程1可以用在粒子理论和场理论中。本章考虑它们应用

于粒子理论的情形。因此动力学变量就是粒子（们）的坐标、能量和动

1物理量 → 对称性生成元，见(5.1)式。
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2
见(3.240)，(3.244)和第5章。

3
pµ =


p0

p1

p2

p3

 =

(
p0

p⃗

)
=

(
E

p⃗

)

量。第5章讲过，这些物理量可视为相应对称性的生成元：2

• 动量 p̂i = −i∂i

• 坐标 x̂i = xi

• 能量 Ê = i∂0

• 角动量 L̂i = i 12ϵijk(x
j∂k − xk∂j)

在讨论这些算符是如何应用于量子力学之前，我们先用它们来将现

代物理最重要的方程之一导出。

8.2 Relativistic Energy-Momentum Relation 相对论性能量-动
量关系

第6.2节推导了自旋 0 自由场的运动方程——Klein-Gordon 方程：

(∂µ∂
µ +m2)Φ = 0,

利用上一节的那些对应关系3，

(∂µ∂
µ +m2)Φ = (∂0∂0 − ∂i∂i +m2)Φ

=

((
1

i
E

)(
1

i
E

)
−
(
−1

i
pi

)(
−1

i
pi

)
+m2

)
Φ

= (−E2 + p⃗ 2 +m2)Φ = 0 (8.1)

→ E2 = p⃗ 2 +m2 或者用 4-矢量表示：pµpµ = m2 (8.2)

这就是著名的狭义相对论能量-动量关系 (energy-momentum rela-
tion)。上式应用于静止粒子 (p⃗ = 0) 即得到 Einstein 著名的质能方程：

E2 = m2 → E = mc2

其中为了明确起见我们把 c2 写了回来。现在就理解了 Poincaré 群的第
一个 Casimir 算符 pµp

µ 的标量值（见(3.258)式）为何要用 m2 这样的

符号来标记了。pµp
µ 就代表着粒子质量的平方，而通过实验，比如说测

量粒子的能量和动量，就可测量质量 m =
√
E2 − p⃗ 2。同理，我们也可

以理解为什么6.2节要把拉格朗日量里面的系数常数记作 m2。

8.3 The Quantum Formalism 量子力学的数学形式

前面说过，物理量用算符表示，这些算符作用于什么对象？首先需

要注意每个算符都有一组本征函数，就像矩阵的本征向量一样。矩阵是

有限维的，因此矩阵有有限多个本征向量；而算符通常作用在无限维的
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4
角动量本征函数的求解更加复杂，

因为角动量算符比其它算符本身就更

复杂。我们找不到一组三个角动量分

量共同的本征态，因为 [L̂i, L̂j ] ̸= 0。

这在后面就会详细讨论，最终选取的

本征函数是角动量第三个方向 L̂3（和

角动量算符的平方 L̂2，它与其它的

角动量分量都对易 [L̂2, L̂j ] = 0）的

完备归一基，即著名的球谐函数基。

5
在矩阵中，本征矢量是矩阵对应的

矢量空间的基

6
注意，这其实就是我们在附录D.1中
介绍的 Fourier 变换，因子 1√

2π
是

出于习惯约定。

矢量空间中，而得到无穷多个本征函数。比如，动量算符的本征函数满

足的本征方程为

−i∂i︸︷︷︸
算符

Ψ = pi︸︷︷︸
本征值

本征函数︷︸︸︷
Ψ (8.3)

其中，pi 是一个数。一个显然的解为

C︸︷︷︸
=常数

eipixi

→ −i∂iCeipixi = piCe
ipixi ✓ (8.4)

但要注意，对于任意的 pi，这都是一个解。因此我们发现有无穷多个动

量算符 p̂i = −i∂i 的本征函数。能量本征函数也能用同样的办法来得到

i∂0Φ = EΦ (8.5)

角动量的本征函数也是一样4。类比于矩阵的本征矢量，这些本征函数可

以看做基5，而这就意味着我们可以把任意的函数 Ψ 按照这些基进行展

开。例如，在动量本征函数6进行展开（简明起见，考虑一维情形）

Ψ =
1√
2π

∫ ∞

−∞
dpΨpe

−ipx (8.6)

其中，Ψp 是展开系数，类似于矢量 v⃗ = v1e⃗1+v2e⃗2+v3e⃗3 中的 v1, v2, v3。

对于一些系统来说，我们的边界条件使得最后得到的基是离散而不连续

的。我们可以，比如说，用能量本征态 ΦEc
进行展开：

Ψ =
∑
n

cnΦEn (8.7)

注意，一般来说，一个算符的本征函数并不是另一个算符的本征函数。只

有当两个算符对易，即 [A,B] = AB−BA = 0时，才可以找到一组同时是

两个算符本征函数的基。下面证明这个命题。设 [C,D] ̸= 0→ CD ̸= DC，

而对于 C 的某个本征函数 Ψ，有 CΨ = cΨ，其中 c 是它的本征值。如

果 Ψ 同时也是 D 的本征函数 DΨ = dΨ，则有

CDΨ = CdΨ =︸︷︷︸
因为 d 只是一个数

dCΨ = dcΨ

DCΨ = DcΨ = cDΨ = cdΨ =︸︷︷︸
因为数之间互相对易

dcΨ
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7
这里使用 Ψ 是出于量子力学的惯

例，尽管前面只用它表示描述自旋 0

粒子的旋量。

8
这意味着所有的展开系数 Ψ =∑
n cnΦEn 是零。

9
如果假定 Ψ 直接描述粒子，那么它

的 U(1) 变换 Ψ′ = eiαΨ（也是运

动方程的解）描述的是什么呢？

10
下一节会对这点详细说明。

→ DC = CD 这与 [C,D] ̸= 0 矛盾，因而不存在共同的本征函数。

(8.8)

一般来说，物理量算符作用在描述物理系统的态 (state)7Ψ 上，通
过求解运动方程得到 Ψ。

一般的解按照某组基展开都会超过一项。举个例子，考虑两个能量

本征态2Ψ = c1ΦE1 + c2ΦE2
8，能量算符作用于它可得

ÊΨ = Ê(c1ΦE1 + c2ΦE2) = c1E1ΦE1 + c2E2ΦE2 ̸= E(c1ΦE1 + c2ΦE2)

(8.9)

由此可见不同能量（的能量本征态）叠加 (superposition) 形成的态一
般不是能量算符的本征态，因为本征态需要满足定义——存在某个数 E

使得 ÊΨ = EΨ。不过，处于 Ψ 状态系统的能量是多少呢？两个能量本

征态的叠加态又意味着什么呢？它的物理意义是什么？

首先我们能从拉格朗日量的 U(1)对称性中得到一点提示，它表明从
Ψ 的运动方程得到的解没有直接的物理意义9。

另一方面，注意到运动方程所有的解都是 x⃗, t 的函数10，即 Ψ =

Ψ(x⃗, t)。

标准诠释是，波函数Ψ(x⃗, t)的模方 |Ψ(x⃗, t)|2 表示粒子位置的概率密
度。注意 U(1)变换对于 |Ψ|2 = Ψ†Ψ→ (Ψ′)†(Ψ′) = Ψ†e−iαeiαΨ = Ψ†Ψ

这样的量是没有影响的。换句话说（以一维情形为例），Ψ(x, t) 是在

[x, x+ dx] 区间内测量到粒子的概率密度3。因此，如果对整个空间积分

的话，必定有∫
dxΨ∗(x, t)Ψ(x, t)

!
= 1 (8.10)

这称为波函数的归一化，因为在全空间中找到一个粒子的概率必定为

100% = 1。

如果要预言其他物理量，则必须把波函数用相应的本征函数基展开。

比如说用能量本征基展开：Ψ = c1ΦE1
+ c2ΦE2

+ · · ·。标准的量子力学
诠释是，测量 Ψ 状态的体系的能量，所得结果只能为能量本征值，测量

结果为本征值 E1 的概率为 Ψ 与能量本征函数 ΦE1 的“交叠”（的绝对

值平方）：

P (E1) =

∣∣∣∣∫ dxΦ∗
E1

(x, t)Ψ(x, t)

∣∣∣∣2

2即能量算符（哈密顿算符）Ĥ 的本征态，能量本征值为 E 的本征态记作 ΦE .
3即在区间 [x, x+ dx] 测量到粒子的概率为 |Ψ(x, t)|2dx.
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在上面的例子中，它就是

P (E1) =

∣∣∣∣∫ dxΦ∗
E1

(x, t)Ψ(x, t)

∣∣∣∣2 =

∣∣∣∣∫ dxΦ∗
E1

(x, t)(c1ΦE1 + c2ΦE2 + · · · )
∣∣∣∣2

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣c1
∫
dxΦ∗

E1
(x, t)ΦE1︸ ︷︷ ︸

=1 如之前所讲

+

∫
dxΦ∗

E1
(x, t)(c2ΦE2 + · · · )︸ ︷︷ ︸

=0 因为本征态是正交的

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2

= |c1|2

(8.11)

类似的，可以将 Ψ(x⃗, t) 用动量本征函数展开：

Ψ(x⃗, t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
d3pΨ(p⃗, t)e−ip⃗ · x⃗,

则 Ψ(p⃗, t) 是系统动量处于 [p, p+ dp] 区间内的概率幅。

这种解释可以用来对系统做几率性预测，比如用下一节介绍的统计

期望值的办法。之后我们会导出非相对论性量子力学的运动方程，并看

两个例子。

8.3.1 Expectation Value 期望值

统计学中，期望值是类比于加权平均定义的。比如，如果掷骰子十

次得到的结果为 2, 4, 1, 3, 3, 6, 3, 1, 4, 5，那么它的平均值就是

⟨x⟩ = (2 + 4 + 1 + 3 + 3 + 6 + 3 + 1 + 4 + 5) · 1

10
= 3.2

而另一种计算这个的方法是先将相同结果放在一起，通过权重给出平均

值

⟨x⟩ = 2

10
· 1 + 1

10
· 2 + 3

10
· 3 + 2

10
· 4 + 1

10
· 5 + 1

10
· 6 = 3.2

一般的，我们可以写

⟨x⟩ =
∑
i

ρixi (8.12)

其中 ρi 表示几率。对一个连续分布的情况同样有

⟨x⟩ =
∫
dxρ(x)x (8.13)

类比上面的形式，在量子力学中物理量 Ô 期望值的定义为

⟨Ô⟩ =
∫
d3xΨ∗ÔΨ (8.14)
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一般的，要把 Ψ 按照 Ô 的本征函数展开，比如说动量本征函数。然后，
把算符 Ô 作用在这些态上，得到对应的本征值，这样就得到了加权和。

举个例子，处于 Ψ 态的粒子的坐标期望值为

⟨x̂⟩ =
∫
d3xΨ∗x̂Ψ =

∫
d3xΨ∗xΨ =

∫
d3xxΨ∗Ψ︸︷︷︸
在位置x的几率密度

(8.15)

为了计算方便，下面取 Klein-Gordon 方程的非相对论极限。

8.4 Schrödinger Equation Schrödinger方程

Klein-Gordon 方程有平面波解

Φ = e±ipµx
µ

≡ e±ip · x

其中，pµ = (E, p⃗)T，是粒子四动量（满足守恒律）：

0 = (∂µ∂
µ +m2)Φ

= (∂µ∂
µ +m2)e±ipµx

µ

= (i2pµp
µ +m2)e±ipµx

µ

= 0

= (−m2 +m2)e±ipµx
µ

= 0 ✓ (8.16)

我们可以把解写成稍不同的形式

Φ = e±ipµx
µ

= Φ = ei(−Et+x⃗ · p⃗)

Φ 的时间部分是 e−iEt，即 Φ ∝ e−iEt。从(8.2)式可知

E =
√
p⃗2 +m2 =

√
m2

(
p⃗2

m2
+ 1

)
= m

√
p⃗2

m2
+ 1.

在非相对论极限 |p⃗| ≪ m 下，即研究对象的移动速度比光速要慢很多，

从而其动量比质量也要小很多的情形下，可以对能量进行 Taylor 展开：

E = m

(
1 +

1

2

p⃗2

m2
+ · · ·

)
→ E ≈ m︸︷︷︸

静质量

+
p⃗2

2m︸︷︷︸
动能

.

于是

Φ = ei(−Et+x⃗ · p⃗) ≈ e−imt eip⃗ · x⃗−i(p2/2m)t︸ ︷︷ ︸
≡ϕ(x⃗,t)

= e−imtϕ(x⃗, t) (8.17)



Draft
Transl

at
ion

8.4 Schrödinger方程 171

由 |p⃗| ≪ m 可知静质能远大于粒子动能，因此 ϕ(x⃗, t) 的振动频率远

低于 e−imt. 把 e−imtϕ(x⃗, t) 作为试探解4带入 Klein-Gordon 方程可得5

(∂µ∂
µ +m2)e−imtϕ(x⃗, t) = (∂0∂

0 − ∂i∂i +m2)e−imtϕ(x⃗, t) = 0.

根据莱布尼兹律，∂te−imt(. . . ) = e−imt(−im + ∂t)(. . . )，即简单的把微

分算符作用出来，我们得到

e−imt
(
(−im+ ∂t)

2 + ∂i∂
i +m2

)
ϕ(x⃗, t) = 0,

两边可以除掉 e−imt，因为它肯定不是零。因此，

→
(
(−im+ ∂t)

2 +∇2 +m2
)
ϕ(x⃗, t) = 0

(8.18)

7→
(
−m2 − 2im∂t + (∂t)

2 +∇2 +m2
)
ϕ(x⃗, t) = 0.

把第三项

(∂t)
2ϕ(x⃗, t) = (∂t)

2 exp
[
ip⃗ · x⃗− i(p⃗2/2m)t

]
=

(
p⃗2

2m

)2

exp
[
ip⃗ · x⃗− i(p⃗2/2m)t

]
∝ p4

m2
. (8.19)

与第二项对比

im∂tϕ(x⃗, t) = im∂t exp
[
ip⃗ · x⃗− i(p⃗2/2m)t

]
= m

(
p⃗2

2m

)
exp

[
ip⃗ · x⃗− i(p⃗2/2m)t

]
∝ p2. (8.20)

这表明，在 |p⃗| ≪ m 的极限下，第三项可忽略，因此6

(−2im∂t +∇2)ϕ(x⃗, t) = 0

→︸︷︷︸
除以(−2m)

(
i∂t −

1

2m
∇2

)
ϕ(x⃗, t) = 0

→
(
i∂t +

∇2

2m

)
ϕ(x⃗, t) = 0, (8.21)

这就是著名的 Schrödinger 方程。利用本章开头物理量与算符的对应

4译者注：ansatz是个很奇怪的词，我不知道怎么翻译。。。比如 Bethe-Ansatz，叫 Bethe
近似嘛也不对，叫啥都不对。

5原文下式有误，译文已按勘误表修改。
6原文下式有误，译文已按勘误表修改
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关系，Schrödinger 方程写为7

→
(
E − p⃗2

2m︸︷︷︸
=动能

)
ϕ(x⃗, t) = 0

→ E =
p⃗2

2m
. (8.22)

此即为非相对论性能量—动量关系。

从该式出发很容易考虑粒子位于外势场 V 中的情况，因为外势场中

粒子的能量就是动能加势能：

→ E =
p⃗2

2m
+ V.

典型的例子有谐振子势 V = −kx2. Schrödinger 方程通常用所有能量算
符之和（例如动能8−∇2

2m 加势能 V̂）——哈密顿算符 Ĥ 表示，即：

i∂tϕ(x⃗, t) = −
∇2

2m︸ ︷︷ ︸
≡Ĥ

ϕ(x⃗, t)

→ i∂tϕ(x⃗, t) = Ĥϕ(x⃗, t). (8.23)

Dirac 方程的非相对论极限的计算过程类似，所得结果称为 Pauli 方程。

8.4.1 Schrödinger Equation with External Field 有外场的 Schrödinger方

程

此外，我们可以对有相互作用的 Klein-Gordon 方程(7.43)式，即描
述有质量的 0 自旋场与无质量的自旋 1 场（光子场）相互作用的方程，

做同样的非相对论性近似。所得结果为(
i∂t +

1

2m

(
∇− iaA⃗

)2
+ qΦ

)
ϕ(x⃗, t) = 0 (8.24)

8.5 From Wave Equations to Particle Motion 从波动方程到
粒子的运动

本节讨论量子力学标准诠释的两个典型例子。

8.5.1 Example: Free Particle 例：自由粒子

自由粒子（无外部势场）Schrödinger 方程(8.21)式的一个特解（称
为平面波解）为：

Ψ = e−i(Et−p⃗ · x⃗), (8.25)

7原文下式有误，译文已按勘误表修改
8译注：原文缺负号，已更正。
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x

Re(Ψ)

Im(Ψ)

图 8.1: 自由高斯波包图示。Figure
by Inductiveload (Wikimedia
Commons) released under a
public domain license. URL:
https://upload.wikimedia.org/w
ikipedia/commons/4/49/Travelli
ng_Particle_Wavepacket.svg

图 8.2: 一维无限深势阱（硬盒）。
Figure by Benjamin D. Esham
(Wikimedia Commons) released
under a public domain licence.
URL: https://upload.wikimed
ia.org/wikipedia/commons/2/27/
Infinite_potential_well.svg,
Accessed: 4.5.2014

验证：

i∂te−i(Et−p⃗ · x⃗) = −∇
2

2m
e−i(Et−p⃗ · x⃗)

→ Ee−i(Et−p⃗ · x⃗) = p⃗2

2m
e−i(Et−p⃗ · x⃗). (8.26)

其中 E 是自由粒子总能量的值，E = p⃗2

2m（(8.22)式）。各特解的线性组
合为更一般的解：

Ψ = Ae−i(Et−p⃗ · x⃗) +Be−i(E
′t+p⃗′ · x⃗) + . . . .

波函数 Ψ 被诠释为概率幅，因此描述真实粒子的波函数必定是归一

化的，因为在粒子在全空间的概率为 100% = 1. 上面的波函数不能归
一化，它散布在全空间。因此采用平面波的合适的线性组合（称为波包

(wave-packet)）来描述一个真实的自由粒子：

ΨWP (x⃗, t) =

∫
d3pA(p⃗)ei(p⃗ · x⃗−Et), (8.27)

其中系数 A(p⃗) 为复数，由归一化条件求出。典型的波包是高斯波包，它

的 A(p⃗) 服从高斯分布：

ΨGWP =

∫
d3pA(p⃗)ei(p⃗ · x⃗−Et) =

∫
d3pψ0ei(p⃗−⃗̃p)

2/4σ2

ei(p⃗ · x⃗−Et).

其中 ⃗̃p 为常数向量。

典型的高斯波包如图8.1。在实际计算中经常采用特殊技巧避免求解
复杂波包，而是处理更简单的波函数。

8.5.2 Example: Particle in a Box 例：盒子中的粒子

下面讨论量子力学的标准例子9：一个粒子被限制在一维的、势垒无

限高的硬盒内，即，盒子内的势能为零，盒外的势能为无穷大，如图8.2。

无限深势阱数学上用一个分段函数表示：

V =

0, 0 < x < L,

∞, 其它.
(8.28)

因此需要分段求解 Schrödinger 方程

i∂tΨ(x⃗, t) = − 1

2m
∂2xΨ(x, t) + V (x)Ψ(x, t).

• 势阱内 V = 0, 0 < x < L，方程的解即为自由粒子波函数。

• 势阱外 V = ∞，具有物理意义的解仅有 Ψ(x, t) = 0，即由于势垒

9几乎任何一本量子力学教材都会有吧……

https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/4/49/Travelling_Particle_Wavepacket.svg
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/4/49/Travelling_Particle_Wavepacket.svg
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/4/49/Travelling_Particle_Wavepacket.svg
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/2/27/Infinite_potential_well.svg
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/2/27/Infinite_potential_well.svg
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/2/27/Infinite_potential_well.svg


Draft
Transl

at
ion

174 Chapter 8.量子力学

11
下式利用了 sin x = 1

2i (e
ix −

e−ix 以及 cos x = 1
2 (e

ix + e−ix),
这两个式子可以从 cos x, sin x, eix

的级数展开式导出，详见附录B.4.1。

12
如果波函数在某处不连续，则粒子

动量 p̂xΨ = −i∂xΨ 为无穷大（跃
变点处的导数无穷大），不符合基本

法。

13
注意下面给波函数添加了编号 n，

因为由上式可见每个 n 都对应一个

解。

无穷大，粒子不可能在势阱外出现。

将自由粒子波函数的一般形式写为11：

Ψ(x, t) = Ae−i(Et−p⃗ · x⃗) +Be−i(Et+p⃗ · x⃗)

=
(
C sin(p⃗ · x⃗) +D cos(p⃗ · x⃗)

)
e−iEt,

利用(8.22)式表示的非相对论能量-动量关系，上式写为：

E =
p⃗2

2m
→ |p⃗| =

√
2mE

Ψ(x, t) =
(
C sin(

√
2mEx) +D cos(

√
2mEx)

)
e−iEt (8.29)

利用波函数的连续性12可得边界条件为 Psi(0) = Ψ(L)
!
= 0. 带入上式，

由于 cos 0 = 1 故而 D
!
= 0. 此外还有

√
2mE

!
=
nπ

L
, n = 1, 2, 3, . . . (8.30)

于是满足边界条件的波函数为13：

Φn(x, t) = C sin
(nπ
L
x
)

e−iEnt. (8.31)

验证：

→ Φn(L, t) = C sin
(nπ
L
L
)

e−iEnt = C sin(nπ)e−iEnt = 0 ✓

→ Φn(0, t) = C sin
(nπ
L

0
)

e−iEnt = C sin(0)e−iEnt = 0 ✓

不难求出归一化常数 C =
√

2
L，注意在盒内 (0 < x < L) 找到粒子的概

率为 100% = 1，而盒外的概率为零：

P =

∫ L

0

dxΦ∗
n(x, t)Φn(x, t)

!
= 1

P =

∫ L

0

dxC2 sin
(nπ
L
x
)

e+iEt sin
(nπ
L
x
)

e−iEt

= C2

∫ L

0

dx sin2
(nπ
L
x
)
= C2

[
x

2
−

sin
(
2nπ
L x

)
4nπL

]L
0

= C2

(
L

2
−

sin
(
2nπ
L L

)
4nπL

)
= C2L

2

!
= 1

→ C2 !
=

2

L
✓

解(8.30)式得到盒中粒子的能级为

En
!
=

n2π2

L22m
. (8.32)
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14
大于 1 = 100% 的概率没有意义。

15
前面讨论的是粒子位置的概率分

布。

16
实际上，Ψ,Φn 是 Hilbert 空间

的向量，(Ψ,Φn) 正是它们的标量积。

17
不难用分部积分或者Wolframal-

pha 检验计算结果。

粒子可能具有的能量是量子化的，即能量只能是某个常量（这里是 π2

L22m）

的整数倍，这就是量子力学名字的来历。

每个 n 都对应一个解，解的线性组合

Φ(x, t) = AΦ1(x, t) +BΦ2(x, t) + . . .

仍然是 Schrödinger 方程的解。各线性系数 A,B, . . . 要满足归一化条

件14。

下面考虑能量的问题15，例如，测量一个（归一化的）状态为

Ψ(x, t) =

√
3

5
Φ2(x, t) +

√
2

5
Φ3(x, t).

的粒子，测得能量 E = E2 = 22π2

L22m 的概率是多少？

量子力学经典诠释给出的答案是：概率 P (E = E2)等于粒子状态 Ψ

与 E2 对应的本征态 Φ2“重叠”绝对值的平方：

P (E =
22π2

L22m
) =

∣∣∣∣∫ dxΦ∗
2(x, t)Ψ(x, t)

∣∣∣∣2 .
Φ2 与 Ψ 的重叠可以视为它们的标量积16：

(Φ2,Ψ) =

∫
dxΦ∗

2Ψ = c︸︷︷︸
复数

.

上述积分可以利用本征状态的正交归一性大大简化计算∫
dxΦ∗

n(x, t)Φn′(x, t) = δnn′

例如17：∫ L

0

dxΦ∗
2Φ3(x, t) =

∫ L

0

dxC sin
(
2π

L
x

)
e+iEtC sin

(
3π

L
x

)
e−iEt

= C2

∫ L

0

dx sin
(
2π

L
x

)
sin
(
3π

L
x

)
= 0.

因此测量得到能量 E = 22π2

L22m 的概率为

P (E =
22π2

L22m
) =

∣∣∣∣∫ dxΦ∗
2(x, t)Ψ(x, t)

∣∣∣∣2
=

∣∣∣∣∣
∫
dxΦ∗

2(x, t)

(√
3

5
Φ2(x, t) +

√
2

5
Φ3(x, t)

)∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣∣∣
∫
dx

√3

5
Φ∗

2(x, t)Φ2(x, t)︸ ︷︷ ︸
积分后等于1

+

√
2

5
Φ∗

2(x, t)Φ3(x, t)︸ ︷︷ ︸
积分后等于0


∣∣∣∣∣∣∣
2
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18
这可以从 Schrödinger 方程直接

导出：

i∂tΦ = −
∂2
x

2m
Φ ≡ ĤΦ.

19
它的含义稍后会进一步说明。

=

(√
3

5

)2

. (8.33)

(8.31)式的波函数解称为能量算符 i∂t 的本征态，或者哈密顿算符
18

Ĥ ≡ − ∂2
x

2m 的本征态，因为

ĤΦn = EnΦn. (8.34)

能量算符作用于能量本征态得到的结果为该本征态的常数倍，这个常数

即为该状态的能量。注意能量算符（或哈密顿算符）作用于一般状态造

成的变化不止变成常数倍这么简单。例如，考虑如下能量本征态的线性

组合：

Ψ =

√
3

5
Φ2 +

√
2

5
Φ3.

哈密顿算符作用其上得到：

ĤΨ = Ĥ

(√
3

5
Φ2 +

√
2

5
Φ3

)
=︸︷︷︸

(8.34)式

√
3

5
E2Φ1 +

√
2

5
E3Φ3.

作用后的结果不能再写成 Ψ 的常数倍了，因为 E2 ̸= E3. 因此 Ψ 不是

能量算符的本征态。然而 Ψ 可以表示为各 Φn 的线性组合，因为能量本

征态 {Φn} 构成一组完备基。

下一节介绍由 Dirac 发明的十分便捷的 Dirac 符号，它有助于我们
理解量子力学的框架结构。

8.5.3 Dirac Notation Dirac符号

Dirac 符号中，系统状态由右矢 (ket)19表示，记作

|Ψ⟩, (8.35)

例如，一个硬盒中的状态为 Φn 的粒子的能量本征方程用 Dirac 符号写
为

Ĥ|Φn⟩ = En|Φn⟩.

每个右矢可以定义相应的左矢 (bra)，记作 ⟨Ψ|，定义为

⟨Ψ|† = |Ψ⟩, (8.36)
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20
粒子在全空间中出现的的概率为

100% = 1，或等价地说，粒子的动

量取任意值的概率为 100% = 1. 换
句话说，所有状态的概率之和等于 1.

21
就像前面介绍过的左手旋量、右手

旋量的投影算符那样，这些投影算符

也满足条件 P 2 = P.

其中符号 † 表示厄米共轭，即转置 + 复共轭。左矢是作用于右矢的数学
对象，右矢之间的内积定义为

(|Φ⟩, |Ψ⟩) ≡ ⟨Φ||Ψ⟩.

左矢作用与右矢产生的结果为一个复数，记作

⟨Φ||Ψ⟩ = c. (8.37)

复数 c 即为 |Ψ⟩ 状态的粒子观测位于 |Φ⟩ 状态的概率幅，即相应的概率
为 |⟨Φ||Ψ⟩|2. 例如测量一个 |Ψ⟩ 状态的粒子位于 [x, x+ dx] 的概率为

⟨x||Ψ⟩ ≡ Ψ(x).

Ψ(x) 即为前面使用的波函数。再比如，观测粒子的动量位于 [p, p + dp]

的概率幅是多少？答案用 Dirac 符号表示为

⟨p||Ψ⟩ ≡ Ψ(p).

我们一直采用的是概率性诠释，因而物理状态必须是归一化的20，例如∫
dx |Ψ(x, t)|2 =

∫
dxΨ†(x, t)Ψ(x, t)

!
= 1 (8.38)∫

dp |Φ(p, t)|2 =

∫
dpΦ†(p, t)Φ(p, t)

!
= 1. (8.39)

上两式用 Dirac 符号表示为∫
dx |⟨x||Ψ⟩|2 =

∫
dx
(
⟨x||Ψ⟩

)†⟨x||Ψ⟩ = ∫ dx ⟨Ψ||x⟩⟨x||Ψ⟩ !
= 1

(8.40)∫
dp |⟨p||Φ⟩|2 =

∫
dp
(
⟨p||Φ⟩

)†⟨p||Φ⟩ = ∫ dp ⟨Φ||p⟩⟨p||Φ⟩ !
= 1.

(8.41)

上面出现了一种新算符：|p⟩⟨p| 与 |x⟩⟨x|，这种形式的算符称为投影算符
(projection operators)21。它们是算符，因为它们作用于右矢，得到新
的右矢。例如

|x⟩ ⟨x||Ψ⟩︸ ︷︷ ︸
等于某个复数，记作Ψ(x)

= |x⟩Ψ(x),
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22
这与三维矢量用基向量展开（例如

v⃗ = v1e⃗1 + v2e⃗2 + v3e⃗3）相似，详

见附录A.1。

等号右侧是复数乘以右矢，因而作用结果是一个右矢，而算符就是作用

于右矢得到右矢的东西。由(8.40)式可以引入一个新算符：∫
dx ⟨Ψ||x⟩⟨x||Ψ⟩ =

⟨
Ψ

(∫
dx |x⟩⟨x|

)
︸ ︷︷ ︸

≡Î

|Ψ⟩ = ⟨Ψ|Î|Ψ⟩ !
= 1. (8.42)

由此可得

Î|Ψ⟩ !
= |Ψ⟩. (8.43)

任何表示物理状态的 |Ψ⟩ 都满足 ⟨Ψ||Ψ⟩ = 1，因为观测一个处于 |Ψ⟩ 状
态的系统，所得结果为 |Ψ⟩ 的概率为 100% = 1. 例如，在 x0 处放置一

个粒子，即在 x0 处观测到该粒子的概率为 1，则 ⟨x0||x0⟩ = 1. Î 由此称
为单位算符，它的地位就像数字 1 在数字乘法中那样。关系式∫

dx |x⟩⟨x| = Î , (8.44)

或者当基矢为离散的情况下

∑
i

|i⟩⟨i| = Î (8.45)

称为完备性关系 (completeness relations)。一般的右矢 |a⟩在基 {|i⟩}
下的分量为

|i⟩†|a⟩ ≡ ⟨i||a⟩ ≡ ai,

分量 ai 是复数。利用完备性关系，即
∑
i |i⟩⟨i| = Î 可得

|a⟩ =
∑
i

|i⟩⟨i||a⟩ =
∑
i

|i⟩ai.

这可以看做是 |a⟩ 在基 {|i⟩} 下的展开式22，ai 可以视为展开系数。对于

连续基，展开式写为

|Ψ⟩ =
∫
dx |x⟩ ⟨x||Ψ⟩︸ ︷︷ ︸

≡Ψ(x),复数

=

∫
dx |x⟩Ψ(x).

8.3.1节介绍的期望值用 Dirac 符号表示为

⟨Ô⟩ = ⟨Ψ|Ô|Ψ⟩.

下面重新回顾一下硬盒中的粒子，用 Dirac 符号表述。



Draft
Transl

at
ion

8.5 从波动方程到粒子的运动 179

23
见4.5.4节。

N

S

4
5

3

2

1

图 8.3: Stern-Gerlach 实验图示。
实验在最初使用银原子，它的自旋仅
由原子轨道最外层电子的自旋决定，
因此实验结果与电子相同。一束粒子
流通过不均匀磁场，对于经典类型的
轨道角动量，粒子在磁场偏离形成连
续分布。然而实验只观测到两种偏离，
即粒子流经磁场后只分为两束，一束
为自旋 1

2，另一束为 − 1
2。图片作

者为 Theresa Knott (Wikimedia
Commons)distributed under
a CC BY-SA 3.0 license:
http://creativecommons.org/li
censes/by-sa/3.0/deed.en 图片地
址： https://upload.wikimedia.o
rg/wikipedia/commons/e/ee/Ster
n-Gerlach_experiment_svg.svg

24
回顾：旋量是坐标变换下按照

Lorentz 群的 ( 1
2 , 0) 表示或 (0, 1

2 )

表示或 ( 1
2 , 0) ⊕ (0, 1

2 ) 表示变换的

量。

8.5.4 Example: Particle in a Box, Again 例：盒子中的粒子，续

考虑前面求解过的问题：观测位于 |Ψ⟩ 状态粒子的能量，所得结果
为 E = E2 = n2π2

2mL2 的概率是多少？这个问题用 Dirac 符号可以简明地
表示，概率为

P (E2) =

⟨
E =

n2π2

2mL2

∣∣∣∣∣∣∣∣Ψ⟩ =

⟨
E =

n2π2

2mL2

∣∣∣∣ (∫ dx |x⟩⟨x|
)

︸ ︷︷ ︸
=Î

∣∣∣∣Ψ
⟩

=

∫
dx ⟨E =

n2π2

2mL2
||x⟩⟨x||Ψ⟩ =

∫
dxΦ∗

2(x)Ψ(x)

答案与8.5.2节用波动力学标准方法的结果相同。

8.5.5 Spin自旋

本节讨论5.1.1节所导出的新的角动量——自旋。关于自旋目前我们
有两条线索。首先，我们用自旋标记了 Lorentz群的表示。例如描述自旋
1
2 的基本粒子需要用按照 Lorentz 群 1

2 表示进行变换的对象。其次，自

旋是旋转对称性对应守恒量的一部分23。5.1.1节导出的自旋算符作用于
态矢给出粒子的自旋。对于标量表示（所描述的粒子），自旋算符 Ŝ = 0，

即标量粒子任意状态的自旋为 0.

再考虑 ( 12 , 0)表示，用二维矩阵表示的旋转生成元为（推导见3.7.5节）：

Ŝi =
σi
2

(8.46)

其中 σi 为 Pauli 矩阵。描述粒子自旋的状态记作 Ψ，下面将自旋算符作

用与 Ψ. 例如算符 Ŝ3 作用的结果是粒子自旋在第 3 方向，通常称为 z

方向的分量。同样 Ŝ2 表示自旋 y 分量，Ŝ1 表示 x 分量。

算符 Ŝ3 的显式形式为

Ŝ3 =
σ3
2

=

 1
2 0

0 − 1
2

 (8.47)

相应的本征态为

v 1
2
=

1

0

 v− 1
2
=

0

1

 (8.48)

相应的本征值分别为 1
2 ,−

1
2。这意味着旋量

24描述的粒子的自旋为 1
2，方

向与坐标轴平行或反向。自旋 1
2 表示的名字正是来源于此。量子理论诠

释为自旋只能取 1
2 或 −

1
2。4.5.4节讲过，自旋与轨道角动量有些相似，它

们都源自旋转不变性。从上面的讨论可见自旋的观测结果有着奇特的性

质，该性质最著名的实验验证是 Stern-Gerlach 实验（见图8.3）。

http://creativecommons.org/ licenses/by-sa/3.0/deed.en
http://creativecommons.org/ licenses/by-sa/3.0/deed.en
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/e/ee/Stern-Gerlach_experiment_svg.svg
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/e/ee/Stern-Gerlach_experiment_svg.svg
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/e/ee/Stern-Gerlach_experiment_svg.svg
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25
系数 a, b 与概率幅直接相关，下

面就会看到。

自旋的这一性质在任意方向都成立。测量自旋的 x, y 或 z 分量的结

果都只可能有 1
2 或 −

1
2 .

下面看一个用量子理论描述自旋测量的例子。前面（(5.4)式）说过，
自旋算符（以 z 分量为例）的显式形式为：

Ŝz =
1

2
σ3 =

 1
2 0

0 − 1
2

 (8.49)

本征态为 | 12 ⟩z=̂

1

0

以及 |− 1
2 ⟩z=̂

0

1

，其中下标 z表示与 Ŝz 有关。一

般的旋量并非本征态自旋，而是它们的线性叠加，即 |X⟩ = a| 12 ⟩z+b|−
1
2 ⟩z.

系数决定特定状态。如果观测一束粒子流的 z 分量，并“过滤”掉自旋

− 1
2 的部分

10，则筛选后的粒子自旋状态的系数 b = 0, a = 1，在筛选之

前，状态为 a = b = 1√
2
，这意味着两种自旋的概率25相等均为 1

2。先后

测量粒子自旋在不同方向分量（例如，先测量 Sz 再测量 Sx）的结果十

分有趣。即便把所有自旋 − 1
2 粒子都剔除出去，其余的仍有 Sx = − 1

2 的

粒子。

自旋算符 Ŝz 作用于态矢意味着测量自旋的 z 分量。对于一般状态

|X⟩，测量结果为 1
2 或 −

1
2 的概率由系数 a, b 决定。如果测量结果为 − 1

2

的概率已知，则相应的概率幅为

z⟨−
1

2
||X⟩ = a z⟨−

1

2
||1
2
⟩z︸ ︷︷ ︸

=0

+b z⟨−
1

2
|| − 1

2
⟩z︸ ︷︷ ︸

=1

= b. (8.50)

因此测量自旋 z 分量所得结果为 − 1
2 的概率为 Pz=− 1

2
= |b|2. 测量其他

方向的分量，例如 x 轴，即用自旋算符 Ŝx 作用于态矢，Sx 的矩阵形式

为（(5.4)式）：

Sx =

0 1
2

1
2 0

 (8.51)

它的本征值仍为± 1
2，本征矢分别为 |

1
2 ⟩x=̂

1√
2

1

1

以及 |− 1
2 ⟩x=̂

1√
2

 1

−1

，
要计算 Sx = − 1

2 的概率，需要将 |
1
2 ⟩z 与 | −

1
2 ⟩z 用 |

1
2 ⟩x, | −

1
2 ⟩x 表示：

|1
2
⟩z︸︷︷︸1
0



=
1√
2

(
|1
2
⟩x︸︷︷︸

1√
2

1
1



+ | − 1

2
⟩x︸ ︷︷ ︸

1√
2

 1

−1



)
(8.52)

10这可以用前面提到的 Stern-Gerlach 实验装置完成。
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−|1
2
⟩z︸ ︷︷ ︸0

1



=
1√
2

(
|1
2
⟩x︸︷︷︸

1√
2

1
1



− | − 1

2
⟩x︸ ︷︷ ︸

1√
2

 1

−1



)
(8.53)

因此

|X⟩ = a|1
2
⟩z+b|−

1

2
⟩z = a

1√
2

(
|1
2
⟩x + | −

1

2
⟩x
)
+b

1√
2

(
|1
2
⟩x − | −

1

2
⟩x
)
.

(8.54)

测量自旋 x 分量所得结果为 − 1
2 的概率幅为

x⟨−
1

2
||X⟩ = x⟨−

1

2
|
(
a

1√
2

(
|1
2
⟩x + | −

1

2
⟩x
)
+ b

1√
2

(
|1
2x
− | − 1

2
⟩x
))

=
a√
2
− b√

2

(8.55)

即 PSx=− 1
2
= | a√

2
− b√

2
|2.

现在考虑开头提出的问题。将所有 Sz = − 1
2 的粒子剔除后，粒子的

状态为

|X⟩z方向筛选后 = |1
2
⟩z. (8.56)

即 a = 1, b = 0，因此 Sx = − 1
2 的概率为 PSx=− 1

2
= | 1√

2
− 0√

2
|2 = 1

2 . 现
在再筛选掉 Sx = − 1

2 的粒子，然后测量 Sz，所得结果十分神奇。筛选

掉所有 Sx = − 1
2 后粒子的状态为

|X⟩x方向筛选后 = |1
2
⟩x. (8.57)

要计算测量 Sz 所得结果为 − 1
2 的概率需要将状态 |

1
2 ⟩x 用 |

1
2 ⟩z, | −

1
2 ⟩z

展开：

|X⟩x方向筛选后 = |1
2
⟩x︸︷︷︸

1√
2

1
1



=
1√
2

(
|1
2
⟩z︸︷︷︸1
0



+ | − 1

2
⟩z︸ ︷︷ ︸0

1



)
(8.58)

于是 Pz=− 1
2
= |⟨− 1

2 |z|X⟩|
2 = 1

2 . 将上述观测结果进行总结：

• 初始时粒子（流）的状态任意，观测自旋的 z 分量，筛选掉所有

Sz = − 1
2 的粒子，筛选后粒子的状态为

|X⟩z方向筛选后 = |1
2
⟩z. (8.59)
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26 Richard P. Feynman,
Robert B.Leighton, and
Matthew Sands. The Feynman
Lectures on Physics, Volume 3.
Addison Wesley, 1st edition, 1
1971. ISBN 9780201021189

27
我们把自旋算子和对应的有限

维旋转生成元认同，其满足对易关

系 [Ji, Jj ] = JiJj − JjJi =

iϵijkJk ̸= 0 → JiJj ̸= JjJi。举

个例子来说，描述自旋 1/2 的粒子应
采用对应的二维表示 Ji =

σi
2 。

28Kronecker delta 函数 δij 在 i ̸=
j 时为 0，i = j 时为 1，其定义在附
录B.5.5。

• 测量筛选后粒子的自旋 z 分量的结果自然是全部为 + 1
2 :

z⟨
1

2
||X⟩z方向筛选后 = 1. (8.60)

z⟨−
1

2
||X⟩z方向筛选后 = 0 (8.61)

• 再测量粒子的自旋 x 分量发现其中一半为 Sx = 1
2，另一半为 −

1
2。

剔除其中所有 Sx = − 1
2 的粒子后粒子的状态为 |X⟩x方向筛选后 =

| 12 ⟩x.
• 现在再次测量粒子的自旋 z 分量，我们得到令人吃惊的测量结果：

一半粒子为 Sz = 1
2，另一半为 Sz = − 1

2 . 尽管在第一步已经筛选
掉所有 Sz = − 1

2 的粒子！

关于这部分内容的精彩讨论（包括实际的观测仪器）可见 Feynman物理
学讲义第三卷26。

8.6 Heisenberg’s Uncertainty Principle Heisenberg不确
定性原理

现在可以讨论量子力学中最奇妙的特征之一了。从上节可知，对粒

子自旋 x 分量的测量会破坏已知的自旋 z 分量的信息，这一情况在量子

力学的很多测量中都存在。我们可以从27 ŜxŜz ̸= ŜzŜx 出发来考察这一

点，此式说明先对自旋 z 分量后对 x 分量进行测量和先对 x 分量后对 z

分量进行测量的结果是不同的。这一点并不令人惊奇，因为对 z 方向自

旋进行测量后，系统应处于 Ŝz 的一个本征态上，而对 x 方向自旋进行

测量后，系统应处于 Ŝx 的本征态上，Ŝz 和 Ŝx 的本征态均不同，最后

的结果也就不同。

上述现象可以从另一视角描述：自旋的 x 分量与 z 分量不能同时确

定！每次测量 z 方向的自旋时，都会让 x 方向的自旋信息再次变为未知，

反之亦然。这一结论对于 z 方向/x 方向和 y 方向的自旋也是一样的。

你也许觉得自旋是比较奇怪的物理量，但在粒子位置和动量的测量

上也发现了同样的结果。回顾一下式(5.3)，为了方便重写一遍：

[p̂i, x̂j ] = p̂ix̂j − x̂j p̂j = iδij (8.62)

由上可见，对粒子位置的 x 分量进行测量，会导致之前对动量 x 分量的

测量结果变得不确定。换句话说，我们不能同时足够精确地确定粒子在

同一方向上的位置与动量。注意，只有沿相同方向的位置和动量算符的

对易子才不为零28，所以测量动量的 y 分量不会干扰对位置的 x 分量的

测量。

每次测量动量会使位置信息变得不确定，反之亦然，这就是著名的

Heisenberg 不确定原理。同样的现象也发生在的角动量的不同分量之
间，因为它们的对易子不为零。总而言之，我们可以计算任意两个物理
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29
复习：系统的平移不变性导出动量

守恒定律。

30
这方面内容可参考 Richard

P. Feynman and Albert R.
Hibbs. Quantum Mechanics
and Path Integrals: Emended
Edition. Dover Publications,
emended editon edition, 7 2010.
ISBN 9780486477220
31Harry Woolf, editor. Some
Strangeness in the Proportion.
Addison-Wesley, 1st edition, 2
1981. ISBN 9780201099249

32Richard P. Feynman, Robert
B. Leighton, and Matthew
Sands. The Feynman Lectures
on Physics, Volume 3. Addison
Wesley, 1st edition, 1 1971.
ISBN 9780201021189
33 David J. Griffiths. Intro-
duction to Quantum Mechan-
ics. Pearson Prentice Hall,
2nd edition, 4 2004. ISBN
9780131118928

量的对易性，如果它们不对易，它们就不能同时足够精确地被确定。

这其实不太奇怪。量子力学使用相应对称性的生成元作为测量算符，

比如说，对动量的测量等价于平移生成元的作用29，这一生成元将我们

的系统平移了一小点，所以粒子的位置也被改变了。真正令人惊奇的是

大自然就是这么运作的，许多年来有很多实验验证 Heisenberg 不确定原
理，它们都证明了这个原理的正确性。

8.7 Comments on Interpretations 对几种诠释的评议

本章采用的都是量子力学的标准诠释与通用符号，然而还有其他同

样有效的体系。例如，就结果而言，Feynman路径积分体系30与本章描述

的波动力学完全等价。但二者的计算过程相当不同。在路径积分体系中

计算粒子从点 a到 b的概率，需要将从 a到 b的所有可能的路径叠加。尽

管听起来很奇怪，但是可以证明它的计算结果和波动力学相同。Freeman
Dyson 曾经讲过关于路径积分的一个故事31：

Dick Feynman 向我讲述他量子力学“历史态叠加”的新理
论。“电子它想干啥就干啥”，他说：“它朝着任意方向以任

何速度往过去或未来行进，不管它怎么跑，你把这些的振幅

全加起来，就能得到波函数。”我对他说：“你疯啦。”但实际

上他没疯。

量子力学基本方程的另一种基本诠释（比起路径积分更加偏离主流）

是 Bohm 诠释。它的出发点是在 Schrödinger 方程中加入拟设项 ReSt.
方程的实部与虚部构成两个方程，其中一个可以类比为经典力学中的

Hamilton-Jacobi 方程（有附加项，附加项可以解释为与量子效应有关
的额外势能），进一步的计算就与经典力学非常相似。对额外势求梯度得

到新的力，可以带入 Newton 的经典方程 F = ma 中。因此在 Bohm 诠
释中仍然存在经典的粒子轨道。据我所知，Bohm 诠释的计算结果与标
准非相对论量子力学的计算结果相同。然而由于额外势的非定域性使得

它不受欢迎。

阅读建议

• Richard P. Feynman - The Feynman Lectures on Physics,
Vol. 33211 是量子力学入门的出色教材。量子力学的大部分概念

都在此书中有更清楚的解释。

• David J. Griffiths - Introduction to Quantum Mechan-
ics3312 是非常易读的、具有启发性的教材。

11译注：此书新版可在此免费在线查看： http://www.feynmanlectures.caltech.ed
u/III_toc.html。
另有新版中译本：费恩曼, 莱顿, 桑兹著; 李洪芳, 王子辅, 钟万蘅译. 费恩曼物理学讲义, 新
千年版, 第三卷,
上海: 上海科学技术出版社,4 2013,ISBN 9787547816387。

http://www.feynmanlectures.caltech.edu/III_toc.html
http://www.feynmanlectures.caltech.edu/III_toc.html
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34 J. J. Sakurai.Modern Quan-
tum Mechanaics. Addison Wes-
ley, 1st edition, 9 frm[o]–993.
ISBN 9780201539295
35Paul A. M. Dirac and Physics.
Lectures on Quantum Me-
chanics. Dover Publications,
1st edition, 3 2001. ISBN
9780486417134

36
它们由不同的量子数标记，因此实

验性质相当不同！

37
自旋构型在8.5.5节讨论。复习一

下，自旋与普通角动量的测量方法相

似，只是例如自旋 1
2 粒子自旋所有方

向分量的测量结果只能是 1
2 或 − 1

2，

它们通常称作自旋向上与自旋向下。

• J. J. Sakurai - Modern Quantum Mechanics3413是一本精彩

著作，它提供了量子力学的独特视角。

• Paul A. M. Dirac - Lectures on Quantum Mechanics3514是

量子力学的原始文献之一。尽管古老，但时至今日它的评价依然很

高，因为阅读量子力学创始人的思想是非常具有启示意义。

• Dirac 旋量的分量意义的详细诠释可参考附录8.8。

8.8 Appendix: Interpretation of the Dirac Spinor Compo-

nents 附录：Dirac旋量分量的诠释

在接下来的附录中，u,v 表示 Dirac 旋量里面的二分量对象，u, v 表
示四分量对象。例如，u1, u2 描述两个不同的四分量对象。一个一般的四

分量对象 u 相应的二分量对象记作 u1,u2，即 u =

u1

u2

.

目前我们对 Dirac 旋量中的两个 Weyl 旋量的认识还比较模糊。它
们究竟代表什么？应该被诠释成什么？此外，Dirac 旋量里的 Weyl 旋量
也具有两个分量，这该怎么解释？下面就来讨论。

简言之：

• Dirac 旋量 ψ

χL
ξR

 中的两个 Weyl 旋量 χL, ξR 描述“不同的粒

子”。然而惯例上仍然称它们是相同的粒子，只是手征性不同，例

如对电子而言：

- χL 描述左手电子 (left-chiral electron)。
- ξR 描述右手电子 (right-chiral electron)。

实际上它们是十分不同的粒子或场36，因为它们不能由宇称变换或

电荷共轭相联系。因此采用不同的符号 χ, ξ 表示它们。当然它们存

在某些关系，不然为啥写在同一个旋量里呢，这一点稍后再详述。

• Weyl 旋量的两个分量描述粒子不同的自旋构型37。

- 正比于

1

0

 的 Weyl 旋量描述自旋向上 (spin-up) 的粒子。

- 正比于

0

1

 的 Weyl 旋量描述自旋向下 (spin-down) 的粒

子。

- 其他 Weyl 旋量仅仅是自旋向上/向下状态的叠加。

下面进行详细推导：

弱相互作用和宇称破缺使得我们明白了左手手性和右手手性是截然

不同的粒子这一重要观点。左手手性的粒子携带弱荷（同位旋），因此通

12译注：国内有由机械工业出版社出版的影印本和中译本，
影印本 ISBN 为 9787111182948，贾瑜等的中译本 ISBN 为 9787111278771。

13译注：本书第二版在国内有由世界图书出版公司出版的影印本，
ISBN 为 9787510035067。

14译注：国内有科学出版社的影印本。
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38
这实际上是一种基的选取。任何选

取只需要线性无关就可以。

过弱力来相互作用。右手手性的粒子则不携带，因此不相互作用，我们

在7.7.1节中有过解释。

我们自然界中的每一个粒子都有它对应的反粒子，而其反粒子的描

述就是通过对粒子的荷进行共轭操作。荷的共轭操作会翻转所有的粒子

的标签，当然包括同位旋。我们可以看看，对应于电子，其对应什么样

的粒子。我们有

• 一个左手手性的电子χL，同位旋 − 1
2，带电 −e，处于双重态。

• 一个右手手性的反-左手手性电子(χL)
c = χR，将有同位旋

1
2，电荷

+e，也同样是处于双重态。这种特性不会因为荷共轭就消失。这可

能看起来有点迷茫，但是到现在为止我们只讨论粒子15间弱力带来

的耦合。右手反粒子也会被弱相互作用耦合。

• 右手电子ξR，同位旋 0，电荷 −e。
• 左手反-右手手性电子(ξR)

c = ξL，同位旋 0，电荷 +e。

因此，当讨论电子的时候，我们实际上有四种不同的需要考虑的 ‘‘东
西’’。因为他们都是不同的粒子，我们实际上需要给他们不同的名字！一
般我们只会说两种：电子和正电子，我们马上会看到这意味着什么。

我们接下来的讨论仅限于问题中的粒子静止的参考系。在其他的参

考系中，这些讨论是类似的，但是会有琐碎的细节。

Dirac 旋量和其荷共轭与这四种粒子直接相关。物理的电子和物理
的正电子一般被认为是 DIrac 方程的解。Dirac 方程是运动方程，也就
是决定粒子的动力学的方程，其解为 DIrac 旋量的时间演化。我们需要
求出来我们的粒子的时间演化，这就需要我们同时考虑这两种粒子。

附录8.9节中有严格的推导，这里仅给出结论。Dirac 方程有四个线
性无关的解，其中两个有形式

ψi =

ui
ui

 (8.63)

比如38u1 =

1

0

 e−imt 和 u2 =

0

1

 e−imt，而另外两个有形式

ψ̄i =

−vi
vi

 (8.64)

比如 v1 =

1

0

 e+imt 和 v2 =

0

1

 e+imt。

Dirac 方程告诉我们两个粒子的自旋由 Dirac 旋量里面的上下 Weyl
旋量来描述。不仅如此，他们的时间依赖必须一样。这些解就是我们

通常认为的不同自旋的物理电子 ( physical electron) 和物理正电子

15而不是反粒子，切记切记
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39
注意这些解彼此之间的荷共轭。

利用荷共轭算符来仔细计算：ψc
1 =

iγ2ψ
∗
1，因此 (ψ1)

c = ψ̄2，而

(ψ2)
c = ψ̄1。

40
见第7.1.5节，并利用(6.13)定

义 的 矩 阵 的 精 确 形 式：γ2 =(
0 σ̄2

σ2 0

)
=

(
0 −σ2

σ2 0

)
。

(physical positron)39。

• ψ1 是自旋向上的电子

• ψ2 是自旋向下的电子

• ψ̄1 是自旋向上的电子

• ψ̄2 是自旋向下的电子

我们可以看到一个物理电子有一个左手（上面的两分量）和右手（下

面的两分量）成分。一个物理电子的左右手成分的自旋、时间依赖必须

是一样的。就如上面所讨论的，左手和右手成分的行为是非常不一样的，

因为他们有不同的弱荷！而为了描述他们的动力学，物理电子必须同时

有这两个成分。

注意这些解并不意味着我们用来描述物理电子用的是严格的上和下

分量。只需要他们的自旋和时间依赖必须一样。上部分仍然是双重态，而

下部分则不是。上部分按照 SU(2) 变化而下部分不是。用前面的符号来

看的话，我们有

物理电子 =

χL
ξR

 ∝
u

u

 (8.65)

这并不说明 χL = ξR。Weyl 旋量 χL 是有同位旋的双重态，而由 ξR 描

述的粒子则没有同位旋。不仅如此，我们也知道了 Dirac 旋量里面的上
和下Weyl旋量在 Lorentz推动下是不一样变化的。因此，我们使用不同
的记号是非常有必要的。换句话说，左手电子 χL 带一个 SU(2)指标，因

为 χL 按照 SU(2) 双重态的一部分来变换。ξR 则没有指标，按照 SU(2)

单重态来变化呢。

一样的，我们有

物理正电子 =

−ξL
χR

 ∝
−v

v

 (8.66)

我们可以通过荷共轭看到40

(物理电子)c = iγ2

ξL
χR

∗

=

−χL
ξR

 ∝ iγ2
u

u

∗

=

−uc

uc


=物理正电子

(8.67)

这告诉我们我们自然界中观测到的物理电子实际上大部分时候都是

两种粒子的叠加：携带同位旋的左手电子和无同位旋的右手电子！一样

的我们知道，物理正电子也是由携带同位旋的反-左手电子和无同位旋的
反-右手粒子的混合。

Dirac 方程的解则告诉我们粒子如何进行时间演化。比如说我们考
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虑在一个弱相互作用下出现的一个自旋向上的电子，然后它如何进行时

间演化呢？首先他是一个纯的左手电子，可以写为

e↑L =


1

0

0

0

 (8.68)

而它并不是 Dirac 方程的解，因此，为了得到它的时间演化，我们可以
用 Dirac 方程的解展开：

e↑L =


1

0

0

0

 =
1

2




1

0

1

0

−

−1
0

1

0



 = Ψ1(t = 0)− Ψ̄1(t = 0)

(8.69)

我们知道 Ψ1 和 Ψ̄1 如何时间演化

Ψ1(t)− Ψ̄1(t) =→
1

2




1

0

1

0

 e−imt −


−1
0

1

0

 eimt

 (8.70)

对于 t = 0，这就是左手态，但是演化了一段时间，比如 t = π
2m 之后，

我们有

→ 1

2




1

0

1

0

 e−i
π
2︸ ︷︷ ︸

=−i

−


−1
0

1

0

 ei
π
2︸︷︷︸

=i

 = −i


0

0

1

0

 = −ie↑R (8.71)

这描述了一个自旋向上的右手电子！这里我们了解到，随着时间演化，左

手粒子会变成右手粒子，反之亦然。为了描述电子的演化，我们必须有

eL 和 eR，这也就是我们把它们在一起写成 Dirac 旋量的原因。对正电
子亦然。

记得两种不同的粒子 eL，eR 有不同的弱荷，即同位旋，而时间演化

可以使二者互相转换。大多数时候它们都是两种的混合物，而不是确切

的处于某个本征态。同位旋和手性因此在时间演化中就不守恒。

我们现在可以看到 Dirac 旋量的符号是必须的，因为我们有一个封
闭的将本节开始提到的四种粒子中任意两种联系起来的动力学行为。手

性和同位旋在传播过程中也就不守恒了。可以发现，同一个电子，随着

时间演化有时处于左手态，有时也会处于右手态。
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8.9 Appendix: Solving the Dirac Equation 附录：解 Dirac

方程

和上节一样，我们把 Dirac 自旋量中的二分量量记做 u 和 v，把四
分量量记做 u 和 v。也就是说例如 u1, u2 的记号代表的是四分量量，在

不特别区分这些量的时候我们只写 u。同时 u1 和 u2 是这个四分量量中

的两个二分量量：u =

u1

u2

。
本附录中我们将在手性基底上解静止参考系下的 Dirac 方程。其他

任意参考系的解能够通过本节解做伪转动变换得到。除了我们在上一节

的讨论，我们在第9章讨论量子场论的时候也会用到这些解。

Dirac 方程为：

(i∂µγ
µ −m)ψ = 0 (8.72)

我们考虑其平面波解，设 Ψ = ue−ipx，其中 u 是一四分量量，因为矩

阵 γµ 是 4 × 4 的。在静止参考系中，三维动量 p⃗ = 0, 指数项因此变为
−ipx = −i(p0x0 − p⃗x⃗) = −ip0x0。现在使用我们本章初推导得到的相对
论能量动量关系 E =

√
|p⃗|2 +m2，已知 p0 = E 和 x0 = t，我们得到

−ipx = −iEt = −i
√
|p⃗|2 +m2t = −imt。把此式带入到 Dirac 方程中：

(i∂µγ
µ −m)ue−imt = 0

→ (i(∂0γ
0 − ∂iγi)−m)ue−imt = 0

→ (i(−im)γ0 −m)ue−imt = 0

→ (mγ0 −m)u = 0

→ (

0 1

1 0

−
1 0

0 1

)u = 0

→

−1 1

1 −1

u1

u2

 = 0

→

−u1 + u2

u1 − u2

 = 0

(8.73)

注意这里矩阵中的 1 实际上代表的是 2 × 2 的单位矩阵，所以 u1 和 u2

是二分量量。我们看出我们假设的平面波解在 u1 = u2 的条件下符合方

程，由此我们找到了 Dirac 方程两个线性独立的解：

Ψ1 =


1

0

1

0

 e−imt, Ψ2 =


0

1

0

1

 e−imt (8.74)
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我们可以通过设 Ψ̃ = veipx 来得到另外两个解，在静止参考系下这一解

形式化为 Ψ̃ = veimt，带入方程得

(i∂µγ
µ −m)veimt = 0

→ (−mγ0 −m)v = 0

→

−1 −1
−1 −1

v1

v2

 = 0

→

−v1 − v2

−v1 − v2

 = 0

(8.75)

我们由此得到时间依赖为 eimt 的两个解，其满足 −v1 = v2 的条件。此

时两个线性独立的解为：

Ψ̃1 =


1

0

−1
0

 eimt, Ψ̃2 =


0

1

0

−1

 eimt (8.76)

8.10 Appendix: Dirac Spinors in Different Bases 附录：Dirac

旋量的不同的基

在拉格朗日量中，Dirac 旋量 ψ 总是和矩阵 γµ 组合出现。这个特性

可以通过转换到一个不同的基来简化计算。这种简化之所以行得通，是

因为对于任意的可逆矩阵 N，我们都可以通过在 ψ 和 γµ 之间插入形如

1 = N−1N 的项来重新定义两者。

∂µψ̄γµψ = ∂µψ̄ N
−1N︸ ︷︷ ︸
=1

γµN
−1N︸ ︷︷ ︸
=1

ψ = ∂µ ψ̄N
−1︸ ︷︷ ︸

≡ψ̄′

NγµN
−1︸ ︷︷ ︸

≡γ′
µ

Nψ︸︷︷︸
≡ψ′

(8.77)

目前为止我们在本书中使用的基被称为手性基或者 Weyl 基。而习惯上
Dirac方程的求解中用的是另一种基，被称为质量基或者 Dirac基。在我
们目前为止使用的手性或 Weyl 基中，Dirac 拉格朗日量

LD = iχ†
Lσ

µ∂µχL + iξ†Rσ̄
µ∂µξR −mχ†

LξR −mξ
†
RχL (8.78)

具有非对角的质量项——也就是混合了不同的态的质量项。我们可以利

用选择基的自由度来找到一组使得质量项对角的基，并将之称为质量基。

这意味着我们想要形如 ψ†mψ 的质量项，其中 m =

m1 0

0 m2

,
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于是我们就得到了质量项的形式是16

ψ̄′M ′ψ′ = (ψ′)†γ′0M
′ψ′ =

u′
v′

†m1 0

0 m2

u′
v′

 = (u′)†m1u
′ + (v′)†m2v

′,

(8.79)

而我们正在处理的是

ψ̄Mψ = ψ†γ0Mψ =

χL
ξR

† 0 m

m 0

χL
ξR

 = mχ†
LξR +mξ†RχL.

(8.80)

我们目前为止一直使用的后一个基很容易体现出手性，然而质量基下的

Dirac 旋量会更容易和物理中的传播粒子建立联系。

为了得到第二个形式和第一个形式间的关系，我们需要把矩阵 M = 0 m

m 0

 = m

0 1

1 0

 对角化。这可以通过矩阵 N = 1√
2

−1 1

1 1


来实现，也就是说

N−1

−m 0

0 m


︸ ︷︷ ︸

≡M ′

N =M (8.81)

→ m
1√
2

−1 1

1 1

−1−1 0

0 1

 1√
2

−1 1

1 1

 = m

0 1

1 0


(8.82)

于是我们就可以相应地重新定义 Dirac 旋量

ψ̄Mψ =ψ̄ NN−1︸ ︷︷ ︸
=−1

M NN−1︸ ︷︷ ︸
=−1

ψ

= ψ̄N︸︷︷︸
≡ψ̄′

N−1MN︸ ︷︷ ︸
≡M ′

N−1ψ︸ ︷︷ ︸
≡ψ′

=ψ̄′M ′ψ′

(8.83)

观察一下在这个基下手性投影算符 PL = 1−γ5
2 的形式是很有帮助

16此处原书中不带’，应为印刷错误，但是勘误表中没有。带‘应为正确形式，故改正并
说明。
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的。因此我们需要得出相应的 γ5 矩阵

γ̄5 = N−1γ5N =
1√
2

1 1

1 −1

1 0

0 −1

 1√
2

1 1

1 −1


=
1

2

1 1

1 −1

 1 1

−1 1


=

0 1

1 0


(8.84)

与此对应的本征向量是 1√
2

 1

−1

 和 1√
2

1

1

。这表示手性本征态现在
由具有上下分量的 Dirac 旋量描述，例如，左手态在这个基下的形式就

是 1√
2

 1

−1

 相比之下，在手性基下 γ5 是对角的，左手本征态由只有

上分量的 Dirac 旋量 ψL =

χL
0

 给出，右手本征态则由只有下分量的
Dirac 旋量 ψR =

 0

ξR

 给出。
在这个基下手性投影算符写成

PL =
1− γ5

2
=

1

2

 1 −1
−1 1

 (8.85)

8.10.1 Solutions of the Dirac Equation in the Mass Basis 质量基下 Dirac

方程的解

我们可以求解质量基下的 Dirac 方程

(iγµ∂
µ −m)Ψ = 0 (8.86)

通过假设 ψ = ue−ipx，可以导出

(γµp
µ −m)ue−ipx = 0

→ (γµp
µ −m)u = 0.

等价地，我们可以假设 ψ = ve−ipx 导出

(−γµpµ −m)veipx = 0

→ (−γµpµ −m)v = 0.
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类似在手性基中的解，我们这里也在静止坐标系中求解，也就是 p⃗ = 0。

我们做这样的选择之所以可行，是因为物理规律在所有参照系中都是相

同的，所以我们可以选择最符合我们需求的一个。在这个参照系中，由

于 pi = 0，所以我们有

→ (γ0p
0 −m)u = 0

→ (−γ0p0 −m)v = 0.

此外还有 p0 = E，并且我们可以使用我们在本章开头（式(8.2)）推导的
相对论能-动量关系。在静止参照系中我们有 E =

√
(pi)2 +m2 = m。现

在我们可以利用上面给出的矩阵 N 和 γ′0 = N−1γ0N 计算出 γ0 在质量

基或 Dirac 基中的精确形式。要记得在 m 中我们还包含着一个单位矩

阵，因此

→

1 0

0 −1

m−m

1 0

0 1

u = 0

→

−
1 0

0 −1

m−m

1 0

0 1

 v = 0.

→

0 0

0 −2

u = 0

→

−2 0

0 0

 v = 0.

要记得每个 Dirac 旋量都包含两个二分量的变量，我们可以推出 u 的下

面的二分量变量和 v 的上面的二分量变量必定是 0：

→

0 0

0 −2

u1
u2

 =

 0

−2u2

 = 0→ u2 = 0

→

−2 0

0 0

v1
v2

 =

−2v1
0

 = 0→ v1 = 0.

我们可以看到在这个基下物理的传播粒子（也就是 Dirac 方程的解）
可以用只含有上分量的旋量描述，而等价地对于反粒子则只含有下分量。
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41
注意 Weyl 旋量的两个分量代表

不同的自旋态。

从而我们可以再次得到四个线性独立的解

Ψ′
1 =


1

0

0

0

 e−imt Ψ′
2 =


0

1

0

0

 e−imt (8.87)

和

Ψ′
3 =


0

0

1

0

 eimt Ψ′
4 =


0

0

0

1

 eimt (8.88)

在这个参照系中这个基下的一般解，可以写成线性组合的形式

ψ = ue−ipx + veipx =

u1
0

 e−ipx +

 0

v1

 eipx (8.89)

并且我们可以通过将这个解做一个 Lorentz 推动变换得到任意一个参照
系中的解。此外，最一般的解是所有动量和自旋态41的解的叠加

Ψ =
∑
r

√
m

(2π)3

∫
d3p√
Ep

(
cr(p)ur(p)e

−ipx + d†r(p)vr(p)e
+ipx

)
(8.90)
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1Fourier 变换背后的思想在附

录D.1中进行了解释.

9. Quantum Field Theory 量子场论

总结 剧透

译注：本节的内容是介绍本章将要做些什么也就是剧透，第一遍读

不懂属于正常情况。

本章介绍量子场论的基本框架。由第5章导出的公式

[Φ(x), π(y)] = iδ(x− y)

可见场本身就是算符。自旋为 0, 1/2, 1 的场的运动方程的解是用场的

Fourier 展开1写出来的。从上式的对易关系可见 Fourier系数也是算符。
之后，我们会看到这些算符（当然还包括导出它们的场）是如何产生和

湮灭粒子的，用对应场的拉格朗日量可以导出代表能量的哈密顿算符。

之后建立相互作用理论，它是量子场论的核心。我们会看到在相互作

用理论中，哈密顿量是由自由场的哈密顿量和相互作用的哈密顿量线性

组合而成的。这一思路之后可应用于相互作用绘景中，在这个绘景下场

的时间演化是由自由哈密顿量主导的，而态的时间演化是由相互作用哈

密顿量主导的。在这个绘景下，能够推导出散射过程的几率幅，用 Dirac
记号可以表示成

⟨f |Ŝ|i⟩,

这里 Ŝ 表示描述散射过程的算符，|i⟩ 是初态，⟨f | 是末态。我们会
发现算子 Ŝ 可以用相互作用哈密顿量 HI 写成

Ŝ(t, ti) = e−i
∫ t
ti
dt′HI .
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2
引自 Rollo May,The Courage

to Create.W.W.Norton and
Company,reprint edition,3 1994.
ISBN 9780393311068

这个式子解不出来，因此采用级数展开式来计算这个指数。对于大

多数实验而言，前面几项就足以精确的描述了。

级数展开中的每一项可以解释为描述不同种类的散射过程。相互作

用哈密顿量包含了场的线性组合，就如上面提到的，是用来产生或者湮

灭场的。对于最低的非平凡阶次，我们得到 8 项，且第一项描述了一个
从 e−e+ → γ 的散射过程。这意味着我们从一个由电子和正电子组成的

初态 |e−e+⟩ 出发，这个初态被自旋 1/2 的场算符湮灭，并且之后一个光
子 ⟨γ| 由光子场产生。其他项作用在初态 |e−e+⟩ 时的结果是 0。

这个级数的下一阶由许多项组成，我们只考虑其中的一项，同样地，

从初态 |e−e+⟩ 开始，其中的一项描述了过程 e−e+ → γ → e−e+, 这里
初末的正负电子对一般具有不同的动量。

同样地，所有这些项可以理解成所有的相互作用哈密顿量。一种简

化这类计算的图形化方法是著名的 Feynman 图。在这个图中每一条线，
每一个顶点代表了上面计算的东西的一个因子。

9.1 Field Theory Identifications 对应到场理论

本节探究从对称性限制得到的拉格朗日量是怎样应用到场论的框架

中的。要得到一个描述自然界的场论，第一步是将拉格朗日量和第5章内
容，尤其是(5.5)式1结合起来，为了方便，将(5.5)式重写一遍：

[Φ(x), π(y)] = iδ(x− y) (9.1)

其中共轭动量密度 π(y) 为

π(y) =
∂L

∂(∂0Φ(y))
(9.2)

9.2 Free Spin 0 Field Theory 自旋为 0的自由场理论

“一个产生的艺术首先是一个毁灭的艺术。”

——Pablo Picasso2

从最简单的例子——自由的 0 自旋场——出发，它由在 Lorentz 变
换下不变的标量来描述（在3.7.4节推导）。我们已经在6.2节中推出了相
对应的拉格朗日量2

L =
1

2
(∂µΦ∂

µΦ−m2Φ2) (9.3)

它的运动方程叫做 Klein-Gordon 方程

(∂µ∂
µ +m2)Φ = 0 (9.4)

1译注：似乎应该为(5.6)式。
2原文下式有误，译文已按勘误表修改。
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3
如果想知道关于积分测度的详细的

计算过程，以及为什么写出这种形式

的解的验证请看本章最后9.6的附录。

4
例如可以参考 Lewis H.Ryder

书 的 4.1 节，Quantum Field
Theory. Cambridge University
Press, 2nd edition, 6 1996. ISBN
9780521478114

可直接计算出共轭动量

π(x) =
∂L

∂(∂0Φ(x))
=

∂

∂(∂0Φ(x))

1

2

(
∂µΦ(x)∂

µΦ(x)−m2Φ2(x)
)
= ∂0Φ(x)

Klein-Gordon 方程的最一般的解可以写成 Fourier 展开的形式3

Φ(x) =

∫
dk3

1

(2π)32ωk

(
a(k)e−ikx + b(k)eikx

)
(9.5)

其中3ω2
k ≡ k⃗2 +m2, 如果限制在实标量场的情况上式可写为

Φ(x) =

∫
dk3

1

(2π)32ωk

(
a(k)e−ikx + a†(k)eikx

)
(9.6)

因为 c+ c† = Re(c) + i · Im(c)︸ ︷︷ ︸
c

+Re(c)− i · Im(c)︸ ︷︷ ︸
c†

= 2Re(c).

现在考虑方程(9.1)，即不为零的对易子 [Φ(x), π(y)] ̸= 0 有什么含

义。这意味着 Φ(x) 和 π(y) 不是普通的函数而必须是算符，因为一般的

函数是对易的：(3 + x)(7xy) = (7xy)(3 + x)。由方程(9.6)可以得到结论：
Fourier 系数 a(k) 和 a(k)† 是算符，因为 e±ikx 只是复数，而复数是对

易的。

从方程(9.1)可以计算出4

[a(k), a†(k′)] = (2π)3δ3(k⃗ − k⃗′) (9.7)

[a(k), a(k′)] = 0 (9.8)

[a†(k), a†(k′)] = 0 (9.9)

既然已经知道场就是算符，接下来自然要问：它作用在什么上面？在粒

子理论中，动力学变量与算符相等同，算符作用的数学对象（波函数，抽

象的 Dirac 右矢等等）描述粒子。在场论中，目前没有什么东西来描述
粒子。在这一点上，粒子是怎么出现在场论中是完全不清楚的。然而，通

过考虑场的展开系数 a(k) 和 a†(k) 作用于什么抽象的数学对象上，就可

以知道场作用在什么对象上的了。为了建立直观认识，我们从熟悉的能

量入手。

一个标量场的能量 E 由时间平移不变性导出的方程(4.40)给出：

E =

∫
d3xT 00

=

∫
d3x

 ∂L

∂(∂0Φ)

∂Φ

∂x0︸︷︷︸
∂0Φ

−L


=

∫
d3x

(
∂0Φ)

2 − 1

2
(∂µΦ∂

µΦ−m2Φ2

)
3原文此式有误，译文已按勘误表修改。
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5
之后会看到它有什么用。

6
记住：场 = 算符

7
这里我们采取了非常聪明的处理方

式，它是 Dirac 在处理量子力学中谐
振子的问题时首先被引入的

=︸︷︷︸
∂µ∂

µ=∂0∂0−∂i∂i

1

2

∫
d3x
(
(∂0Φ)

2 + (∂iΦ)
2 +m2Φ2

)
(9.10)

将方程(9.6)代入方程(9.10)，并利用对易关系 (9.7) ∼ (9.9) 式可得

E =
1

2

∫
dk3

1

(2π)3
ωk

(
a†(k)a(k) + a(k)a†(k)

)
=︸︷︷︸

(9.7)式

∫
dk3

1

(2π)3
ωk

(
a†(k)a(k) +

1

2
(2π)3δ3(0)

)
(9.11)

这时我们的理论发散了，积分中的第二项是无穷大的。我们可以在这里

停下并且说这个理论无效。然而，一些勇敢的人进行了深入的探索，忽

略无穷大项并且发现了一个精确描述自然的理论。从这里继续的标准的

做法就是忽略第二项，这种做法的可行性尚未得到解释。不过这里的关

键在于发散项出现在每个系统的能量中，并且我们只能测量能量的差值。

因此这个无穷大的常数项不会对测量造成影响。

按照习惯，写作算符的能量叫做哈密顿量 Ĥ, 我们可以计算 Ĥ 和

Fourier 系数 a(k) 以及 a†(k) 的对易子5。我们得到了

[Ĥ, a†(k′)] =

∫
dk3

1

(2π)3
ωk[a

†(k)a(k), a†(k′)]

=︸︷︷︸
[a†(k),a†(k′)]=0

∫
dk3

1

(2π)3
ωka

†(k)[a(k), a†(k′)]

=

∫
dk3 ωka

†(k)δ3(k − k′)

=︸︷︷︸
见附录 D.2

ωk′a
†(k′) (9.12)

同样的

[Ĥ, a(k′)] = −ωk′a(k′) (9.13)

量子理论中的算符作用于描述系统状态的数学对象上（见8.3节）。在这
个情况下，如果用能量算符，即哈密顿算符 Ĥ 作用在抽象的对象 |?⟩ 上
来描述物理系统，就能得到系统的能量：

Ĥ|?⟩ = E|?⟩ (9.14)

现在回到开始的那个问题：场6是如何作用于物理系统的？先来考虑7第

一个 Fourier 系数（它是个算符）对于系统能量的影响：

Ĥ
(
a(k′)|?⟩

)
=
(
a(k′)Ĥ + Ĥa(k′)− a(k′)Ĥ︸ ︷︷ ︸

[Ĥ,a(k′)]

)
|?⟩
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= a(k′) Ĥ|?⟩︸︷︷︸
=E|?⟩

+[Ĥ, a(k′)]|?⟩

=
(
a(k′)E + [Ĥ, a(k′)]

)
|?⟩

=︸︷︷︸
方程(9.13)

(
a(k′)E − ωk′a(k′)

)
|?⟩

= (E − ωk′)a(k′)|?⟩ (9.15)

同样地，对于第二个 Fourier 系数有

Ĥa†(k′)|?⟩ = (E + ωk′)a
†(k′)|?⟩ (9.16)

它们该如何解释？我们看到 a(k′)|?⟩可以理解成一个具有能量 E−ωk 的
新系统。更确切的，我们定义

|?2⟩ ≡ a(k′)|?⟩

于是

Ĥ|?2⟩ =︸︷︷︸
(9.15)式

(E − ωk′)|?2⟩

它暗示了场的作用效果。想象一个真空态系统 |0⟩，依定义有 H|0⟩ = 0|0⟩。
如果用 a†(k′) 作用于真空态 |0⟩，由上可知它将真空的体系变到了一个
具有能量 ωk′ 的体系

Ĥa†(k′)|0⟩ =︸︷︷︸
(9.16)式

ωk′a
†(k′)|0⟩ (9.17)

可见 a†(k′) 在一个全空的体系中产生了一些具有能量为 ωk′ 的东西，我

们把它叫做一个动量为 k′ 的粒子！如果再用 a†(k′) 作用在这个系统上

一次，就得到了具有相同动量的第二个粒子。如果用 a†(k′′) 作用，就可

以得到具有动量 k′′ 的粒子等等。因此，a† 称为产生算符。与 a†(k′) 的

理解过程类似，a(k′) 破坏或者湮灭一个具有能量为 ωk′ 的粒子，所以叫

做湮灭算符或消灭算符。为了使其更加精确，我们引入关于粒子态的记

号

a†(k)|0⟩ ≡ |1k⟩ (9.18)

a†(k)|1k⟩ ≡ |2k⟩ (9.19)

a†(k′)|2k⟩ ≡ |2k, 1k′⟩ (9.20)

再来看一下能量

E =

∫
dk3

1

(2π)3
ωka

†(k)a(k).
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8
例如硬盒中的粒子，它的动量谱是

离散的。假设问题中的系统是局限在

有限的体积 V 中是量子场论中一个

常用的技巧，在计算的最后我们再取

V → ∞ 这个极限。

9|nk⟩† = ⟨nk|, 当然也有 (a†)† =

a.

如果这个算符作用在像 |2k1, k2⟩ 这样的态上会发生什么呢？结果应该是

E = 2ωk1 + ωk2

它是两个能量为 ωk1 和一个能量为 ωk2 的粒子的能量之和。因此，出现

在这里的算符

N(k) ≡ a†(k)a(k) (9.21)

是粒子数算符，记作 N(k)，它可以从一个态中提取出动量为 k 的粒子的

数目

N(k)|nk, n′
k, . . . ⟩ = nk|nk, n′

k, . . . ⟩. (9.22)

这时，能量算符可以写成

E =

∫
dk3

1

(2π)3
ωkN(k)

此外，注意到有些物理系统的动量谱是离散而非连续的8，对于这些系统，

所有的积分变成了求和，比如能量的形式为

E =
∑
k

ωkN(k).

对易关系变成了

[a(k), a†(k′)] = δk,k′ (9.23)

注意量子场论就像量子力学一样，是一个做概率性预言的理论。因此物

理态需要归一化 ⟨k, k′, ...|k, k′, ..⟩ = 1, 因为超过 100% = 1 的概率没有

意义。如果用一个像 a†(k) 这样的算符作用在右矢上，所得新的右矢的

模不一定是 1，因此可以写为

a†(k)|nk⟩ = C|nk + 1⟩ (9.24)

其中 nk 是动量为 k 的粒子数，C 是某个常数。上式取厄米共轭得到9：

(a†(k)|nk⟩)† = (C|nk + 1⟩)†

→ ⟨nk|a(k) = ⟨nk + 1|C† (9.25)
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10Feynman 的 Nobel 演讲 (De-
cember11,1965）

由此可得

⟨nk|a(k)︸ ︷︷ ︸
方程(9.25)

a†(k)|nk⟩︸ ︷︷ ︸
方程(9.24)

= ⟨nk+1|C†C︸︷︷︸
一个数而不是算符

|nk+1⟩ = C†C ⟨nk + 1||nk + 1⟩︸ ︷︷ ︸
=1

(9.26)

或者用离散的对易关系 (方程(9.23)) 写为

⟨nk|a(k)a†(k)|nk⟩ = ⟨nk|( a†(k)a(k)︸ ︷︷ ︸
=N(k),见(9.21)式

+ δk,k︸︷︷︸
=1

)|nk⟩

方程(9.22)︷︸︸︷
= ⟨nk| (nk + 1)︸ ︷︷ ︸

一个数而不是算符

|nk⟩ = (nk + 1) ⟨nk||nk⟩︸ ︷︷ ︸
=1

(9.27)

结合方程(9.26)和(9.27)得到

C†C = nk + 1→ C =
√
nk + 1 (9.28)

从而有

a†(k)|nk⟩ =
√
nk + 1|nk + 1⟩ (9.29)

同样的步骤可得4

a(k)|nk⟩ =
√
nk|nk − 1⟩ (9.30)

这时出现了两个问题。首先，如果在全空的系统中湮灭一个粒子会发生

什么？第二：能量守恒和电荷守恒怎么办？如何能够从真空产生一些东

西而不违背守恒律？首先，守恒律从来没有被违背，但是这一点只有在

进一步深入这个理论之后才会变的清晰起来。Richard Feymann 也有同
样的问题10，看一看或许对我们有帮助

我记得当某个人教我关于产生和湮灭算符的时候，当说到这个算符产生

了一个电子，我说：“你怎么能够产生一个电子？它不符合电荷守恒。”就

这样，我从思想上的抵触阻碍了学习一个非常实际的计算方法。

第二，我们当然永远不能湮灭那些一开始就不存在的东西，如果湮灭算

符作用到一个全空的体系 |0⟩, 从方程(9.30)得到

a(k)|0k⟩ =
√
0|0k − 1k⟩ = 0 (9.31)

4原文此式有误，译文已按勘误表修改。
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11Dirac 方程的求解过程见(8.9)节，
这与上节 Klein-Gordon 方程的过
程相似。

或者，同样地

a(k′)|1k⟩ =
√
0|1k, 0k′ − 1k′⟩ = 0 (9.32)

由此可见，如果湮灭算符 a(k′) 作用到一个不包含动量 k′ 的粒子的右矢

（例如 |k⟩）上，结果依然是 0. 产生算符和湮灭算符出现在场的 Fourier
展开中，这个 Fourier 展开包含了对于所有可能动量的积分（或求和），
因此当这些场作用到一个像 |k⟩ 的右矢上时，只有一个湮灭算符会导致
不为 0 的结果。这一点在我们试图用量子场论来描述相互作用的时候是
非常重要的。

在开始研究相互作用之前，我们先来简单的看看自旋 1/2 和自旋 1
的自由场。

9.3 Free Spin 1
2

Theory 自旋 1
2
的自由场理论

在6.3节已经推导了自旋 1
2 自由场的运动方程——Dirac 方程：

(iγµ∂
µ −m)Ψ = 0

Dirac 方程的一般解可以写成如下形式11

Ψ =
∑
r

√
m

(2π)3

∫
d3p
√
ωp

(
cr(p)ur(p)e

−ipx + dr(p)vr(p)e
+ipx

)
(9.33)

= Ψ+ +Ψ−

与前面不同，这里不局限于实数场，因为6.3节表明 Lorentz 不变的拉格
朗日量需要复的自旋 1

2 场。按照惯例将通解写成

Ψ =
∑
r

√
m

(2π)3

∫
d3p
√
ωp

(
cr(p)ur(p)e

−ipx+d†r(p)vr(p)e
+ipx

)
(9.34)

因为这样，d†r(p) 可以看作是产生了一个反粒子。如果在解中把它命名为

dr(p)会导致混淆，因为 c†r(p)产生而 cr(p)湮灭粒子。将 Fourier系数命
名为 d†r(p) 而非 dr(p)，使得反粒子也有相似的解释：d

†
r(p) 产生而 dr(p)

湮灭.

6.3节还导出了伴随 Dirac 方程：

(i∂µΨ̄γµ +mΨ̄) = 0
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128.10节导出了静止参考系 (pi =

0) 下的旋量基底，任意参考系下的旋

量基底可以通过把静止参考系下的旋

量基底做一个推动变换得到。

13
这微小的差异及其重要！如果自旋

1
2 场和标量场完全相同，那么宇宙中

没有任何东西是稳定的。

14
[Φ(x), π(y)]

= Φ(x)π(y)−π(y)Φ(x) = iδ(x−
y).

15
下式类似于标量场的(9.9)式，但是

现在用反对易子替换了对易子 [, ] →
{, }

其解为

Ψ =
∑
r

√
m

(2π)3

∫
d3p
√
ωp

(
c†r(p)ūr(p)e

+ipx + dr(p)v̄r(p)e
−ipx

)
(9.35)

= Ψ+ +Ψ−

其中 u1,u2,v1,v2 是任意参考系下的“旋量基底”。12

u1 =

√
E +m

2m


1

0
p3

E+m

p1+ip2
E+m

 , u2 =

√
E +m

2m


0

1
p1−ip2
E+m

−p3
E+m

 (9.36)

v1 =

√
E +m

2m


p1−ip2
E+m

−p3
E+m

0

1

 , v2 =

√
E +m

2m


p3

E+m

p1+ip2
E+m

1

0

 . (9.37)

自旋 1
2 自由场理论其余的推导过程和标量理论相似，但是有一点小

的不同。13可以看出标量场中用到的对易关系并不适用于自旋 1
2 场。在

运动方程（即 Dirac 方程）的通解中系数 c† 产生粒子，而 d† 产生反粒

子。利用对易关系14计算自旋 1
2 场的哈密顿量，会得到如下形式：

H ∼
∫
c†c− d†d

这一形式表明反粒子的能量是负的。这是一个严重的问题，因为任意一

个态都可以无休止的衰变到更低能量的状态，宇宙中的任何东西都不能

是稳定的。和标量情况不同，这里的哈密顿量不是有下界的。但如果用

反对易关系来替代：

{Φ(x), π(y)} = Φ(x)π(y) + π(y)Φ(x) = iδ(x− y)

则哈密顿量含有反粒子产生和湮灭算符的那一项变成了正的，问题也就

解决了。

这个看上去很笨拙的技巧，却产生了非常有趣的结果。例如15

{c†(k), c†(k′)} = 0

由此可得

{c†(k), c†(k)} = c†(k)c†(k) + c†(k)c†(k) = 2c†(k)c†(k) = 0
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16
对于自旋为 0 的场，对应的方程不

是很令人吃惊，因为这里我们用了对

易子 [c†(k), c†(k)] = c†(k)c†(k)−
c†(k)c†(k) = 0

⇒c†(k)c†(k) = 0 (9.38)

两个相同的产生算符作用得到的结果总是 0！16。这意味着不能产生两个

相同的自旋 1
2 粒子，这就是著名的 Pauli 不相容原理。

其他的 Fourier 系数反对易关系可以通过场和共轭动量的反对易关
系得到：

{cr(p), c†s(p′)} = δrsδ(p− p′)

{dr(p), d†s(p′)} = δrsδ(p− p′)
(9.39)

其他可能的组合都等于 0. 因此，这些系数与上一节自旋 0 的场的系数

具有相同的性质。它们产生和湮灭粒子，不同的是相同的算符作用两次

的结果是 0。自旋 1
2 自由场的哈密顿量可以和自旋 0 的自由标量场用相

似的方式得到

H
1
2

free =

∫
d3x(−iΨ̄γi∂iΨ−mΨ̄Ψ) (9.40)

或者用 Fourier 系数来表示

H
1
2

free =
∑
r

∫
d3pωp

(
c†rcr(p) + d†r(p)dr(p) + const

)
(9.41)

这里常数项导致了一项无穷大的项，同样地，我们忽略它。

9.4 Free Spin 1 Theory 自旋 1的自由场理论

6.4节导出了自旋 1 自由场的运动方程——Proca 方程：

m2Aρ =
1

2
∂σ(∂

σAρ − ∂ρAσ) (9.42)

它的解和自旋 0 场的解是类似的，形式为

Aµ =

∫
d3k√

(2π)32ωk

(
ϵr,µ(k)ar(k)e

−ikx + ϵr,µ(k)a
†
r(k)e

ikx
)

(9.43)

Aµ = A+
µ +A−

µ (9.44)

这里 ϵr,µ(k) 是基矢量，叫做偏振矢量。对于自旋 1 的场，可以使用
对易子而非反对易子，因此系数 ar, a†r 和自旋 0 的场的系数具有相同的

性质。

9.5 Interacting Field Theory 相互作用场论

下一步考虑不同自旋的场之间的相互作用。相应拉格朗日量已经在

先前章节中，通过 Lorentz 对称性与规范对称性导出。举例来说，有质
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17
很快会用到这一哈密顿量！

18
这便是物理学家在对撞实验中所

制备的。

量自旋 1
2 场与无质量自旋 1 场之间的相互作用，可用以下拉格朗日量描

述（方程(7.17)）

LDirac+Extra-Term = −mΨ̄Ψ + iΨ̄γµ∂
µΨ+ gAµΨ̄γ

µΨ (9.45)

由此可导出哈密顿量17

H =

∫
d3xT 00

=

∫
d3x
( ∂L

∂(∂0Ψ)︸ ︷︷ ︸
iΨ̄γ0

∂0Ψ−L
)

=

∫
d3x
(
iΨ̄γ0∂0Ψ+mΨ̄Ψ− iΨ̄ γµ∂

µ︸ ︷︷ ︸
γ0∂0−γi∂i

Ψ− gAµΨ̄γµΨ
)

=

∫
d3x(mΨ̄Ψ + iΨ̄γi∂

iΨ)︸ ︷︷ ︸
=H

1
2

free

−
∫
d3x(gAµΨ̄γ

µΨ)︸ ︷︷ ︸
≡−HI

= H
1
2

free +HI (9.46)

9.5.1 Scatter Amplitudes 散射振幅

计算动量为 p1, p2, . . . , pn 的 n 个粒子18转变为动量为 q1, q2, . . . , qn′

的数量、动量都可能不同的 n′ 个粒子的概率，是量子场论的基本目标之

一。概率幅用 Dirac 符号写为：

⟨q1, q2, . . . , qn′ |Ŝ|p1, p2, . . . , pn⟩ (9.47)

其中 Ŝ 为描述散射过程的算符。下一节将导出这一算符的具体形式。在

上式描述的过程中，初始时刻 ti 时有数个粒子存在于空间点 xi，而在相

互作用后的 tf 时刻，（可能不同的）新粒子则存在于新位置 xf。

于是问题来了：量子场论如何描述量子态（记作 |?⟩）的演化？

9.5.2 Time Evolution of States 态的时间演化

为了解答这个问题，注意到能量算符一方面由时间平移算符 i∂0 给

出，另一方面也是系统的哈密顿量。举例来说，自旋 0 场有哈密顿量

H0
free =

1

2

∫
d3x
(
(∂0Φ)

2 + (∂iΦ)
2 +mΦ2

)
(9.48)

而自旋 1
2 场有

H
1
2

free =

∫
d3x(mΨ̄Ψ + iΨ̄γi∂

iΨ) (9.49)
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19
一般来说 |?(t)⟩ = U(t =

t′)|?(t′)⟩

20
我们在5.1节的边注中讨论过这一

思路。

21
记得 ⟨f | = |f⟩†

考虑到“能量算符”在场论中的两种表示，可以写出

i∂0|?(t)⟩ = H|?(t)⟩ (9.50)

这也是量子场论中态的演化方程。从这一方程出发，可以定义相应的时

间演化算符 U(t)，其效果是将某一时刻的量子态变换到另一时刻。为了
简便，我们可取初始时刻 t = 0，于是有19

|?(t)⟩ = U(t)|?(0)⟩ (9.51)

代入方程(9.50)有

i∂0U(t)|?(0)⟩ = HU(t)|?(0)⟩ (9.52)

这一方程对任意 |?(0)⟩ 成立，因此20

i∂0U(t) = HU(t) (9.53)

可以找到通解

U(t) = e−i
∫ t
0
dx0H (9.54)

代入即可验证：

i∂0U(t) = HU(t)→ i∂0e−i
∫ t
0
dx0H = He−i

∫ t
0
dx0H

→ i(−iH)e−i
∫ t
0
dx0H = He−i

∫ t
0
dx0H

→ He−i
∫ t
0
dx0H = He−i

∫ t
0
dx0H ✓ (9.55)

实验无法测量右矢 |?(t)⟩，而只能测左矢与右矢的乘积，一般来说，也就
是下述形式的对象：

⟨f(t)|Ô|i(t)⟩, (9.56)

其中 Ô是某个算符，|i(t)⟩是初态，⟨f(t)|是末态。此处量子态在 U 的作用
下演化，而算符则不含时。这一稍有些任意的选择被称为 Schrödinger
绘景，下面将讨论其它不同的绘景。

将上式用时间演化算符表出，得到21

⟨f(0)|U†(t)ÔU(t)|i(0)⟩ (9.57)

这里有一个重要的思想：我们可以改变观点，认为算符 Ô按照 U†(t)ÔU(t)
的形式随时间演化，而左右矢都不含时。这种新观点被称为 Heisenberg
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22
注意在量子场论中场即是算符

23
这一形式的方程在 Schrödinger

绘景下成立。因此需由 |i(t)⟩I ≡
U†

free|i(t)⟩S 求解 |i(t)⟩S。在方程
两边乘 Ufree，注意 UfreeU†

free = 1。

由此可得 |i(t)⟩S = Ufree|i(t)⟩I。这
一结果随后可代入方程(9.50)。

绘景。

下面讲一个在相互作用理论中非常有用的传统技巧。哈密顿量总可

以写成自由哈密顿量和相互作用哈密顿量的和（方程(9.46)）

H = Hfree +HI (9.58)

这里的技巧便是混用上述两种观点：让量子态随 HI 演化，而让算符随

Hfree 演化
22。这个技巧非常有用，因为在这一观点下自由场论中的所有

结果都可以加以利用。这种观点称为相互作用绘景。在相互作用绘景中，

量子态是

|i(t)⟩I ≡ U†
free|i(t)⟩S (9.59)

其中 Ufree = e−i
∫ t
0
dx0Hfree，指标 S 表示 Schrödinger 绘景，也就是量

子态随总哈密顿量演化，且算符不含时的标准观点。

将方程(9.59)与(9.50)合并可得23相互作用绘景下的演化方程。

i∂0|i(t)⟩S = H|i(t)⟩S

→ i∂0Ufree|i(t)⟩I = HUfree|i(t)⟩I

→ i∂0e−i
∫ t
0
dx0Hfree |i(t)⟩I = (Hfree +HI)e−i

∫ t
0
dx0Hfree |i(t)⟩I

→︸︷︷︸
莱布尼兹律

(((((((((((
Hfreee−i

∫ t
0
dx0Hfree |i(t)⟩I + ie−i

∫ t
0
dx0Hfree∂0|i(t)⟩I

= (���Hfree +HI)e−i
∫ t
0
dx0Hfree |i(t)⟩I

→ ie−i
∫ t
0
dx0Hfree∂0|i(t)⟩I = HIe−i

∫ t
0
dx0Hfree |i(t)⟩I

→ i∂0|i(t)⟩I = ei
∫ t
0
dx0HfreeHIe−i

∫ t
0
dx0Hfree︸ ︷︷ ︸

=Hint
I ,相互作用绘景下的相互作用哈密顿量

|i(t)⟩I

→ i∂0|i(t)⟩I = H int
I |i(t)⟩I (9.60)

总之，此时量子态的时间演化实际上由相互作用哈密顿量 H int
I 决定。这

一简短的方程在后续讨论中价值连城。

现在回到最初的问题：怎么计算散射过程

⟨f(tf )|Ŝ(tf , ti)|i(ti)⟩ ? (9.61)

算符 Ŝ(tf , ti) 将 ti 时刻的初态 |i(ti)⟩ 变换为 tf 时刻的末态 |Ψ(tf )⟩。一
般来说，末态不是一个确定的粒子态，而是多种可能结果的叠加。反过

来说，若非如此则粒子物理学未免太过无聊：相互作用会永远导致同样

的结果。好在现实中的情况更加多变，任意线性叠加都可能存在。这一

点在详细讨论算符 Ŝ 后就能明了。

具体来说，Ŝ 将一个初态变换为一系列末态的线性叠加。为简洁起
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24
这可以看成量子态 |Ψ(t)⟩ 对粒子

态 |f(t)⟩ 的级数展开。

25
即方程(9.60)。为避免符号混乱我

们省略“int”，即相互作用绘景的脚
标。

26
此处我们忽略了一个重要因素：编

时性。这将在下一节讨论。

27
这在附录 B.4.1 中导出：ex =

1 + x+ x2

2! + x3

3! + x4

4! + . . .

见，下面用 t 来表示 tf，有
24

Ŝ(tf , ti)|i(ti)⟩ = |Ψ(t)⟩ =
∑
f

Sfi︸︷︷︸
复数

|f(t)⟩ (9.62)

左乘 ⟨f ′(t)|，只有一项非 0

⟨f(t)|
∑
f

Sfi|f(t)⟩ =
∑
f

Sfi ⟨f ′(t)||f(t)⟩︸ ︷︷ ︸
=δff′因为作为基矢的量子态正交

=
∑
f

Sfiδff ′ = Sf ′i

(9.63)

于是这一过程发生的概率为 |Sf ′i|2。

现在详述散射算符 Ŝ。出于这一目的，请回顾上面导出的时间演化

方程25

→ i∂t|Ψ(t)⟩I = H int
I |Ψ(t)⟩I (9.64)

利用方程(9.62)，上式可用初态和算符 Ŝ 重写为

→ i∂t ˆS(t, ti)|i(ti)⟩I = HI Ŝ|i(ti)⟩I

→︸︷︷︸
莱布尼兹律

i(∂t ˆS(t, ti))|i(ti)⟩I + i ˆS(t, ti) ∂t|i(ti)⟩I︸ ︷︷ ︸
=0,因为|i(ti)⟩I不含时

= HI Ŝ|i(ti)⟩I

这对任意初态适用，于是

i∂tŜ(t, ti) = HI Ŝ (9.65)

有通解26

Ŝ(t, ti) = e−i
∫ t
ti
dt′HI (9.66)

乍一看问题很简单。已知 HI 求上述积分，就得到了算符 Ŝ(t, ti)，再将

其作用到初态上就得到了不同过程的散射振幅。可惜这一积分却无法求

解。为在数学上简化问题的形式，初始时刻可取为 ti = −∞，末尾时刻
可取为 t = ∞。这样就避免了散射振幅的时间依赖性。比如说，在粒子
散射实验中，特定过程发生的概率在“碰撞”发生后 10−24 秒时，与“碰

撞”后 2 · 10−24 秒时就不尽相同，因为相互作用还在持续！将时间尺度

取得很大可以帮助避免这类问题，因为这样一来，测量结果就是相互作

用完全结束后的数据。

9.5.3 Dyson Series Dyson级数

由于散射振幅的指数积分无法解析求解，我们把它展开成 Taylor 级
数27
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28
见方程(9.46)，其中耦合常数记作

e。

Ŝ(−∞,∞) = e−i
∫∞
−∞ dt′HI(t

′)

= 1− i
∫ ∞

−∞
dt1HI(t1)

− 1

2!

(∫ ∞

−∞
dt1HI(t1)

)(∫ ∞

−∞
dt2HI(t2)

)
+ . . .

(9.67)

这被称为 Dyson 级数。注意第三项，HI(t1) 与 HI(t2) 不是数值而是作

用于右矢的算符。所以应保证时间靠前的算符先作用于右矢，之后再由

时间靠后的算符作用。即算符应按照时间顺序依次作用于右矢。反过来

说，先将 HI(t = 5s)，再将 HI(t = 2s) 作用于量子态是没有意义的。在
上述级数中，若 t1 < t2(∫ ∞

−∞
dt2HI(t2)

)(∫ ∞

−∞
dt1HI(t1)

)

而当 t2 < t1 时则有(∫ ∞

−∞
dt1HI(t1)

)(∫ ∞

−∞
dt2HI(t2)

)

为此可定义抽象化的编时算符 T：

T{A(x)B(y)} :=
A(t1)B(t2) 若 t1 > t2

B(t2)A(t1) 若 t1 < t2
(9.68)

于是级数展开变成

Ŝ(∞,−∞) = 1︸︷︷︸
S(0)

−i
∫ ∞

−∞
dt1HI(t1)︸ ︷︷ ︸
S(1)

= − 1

2!
T

{(∫ ∞

−∞
dt1HI(t1)

)(∫ ∞

−∞
dt2HI(t2)

)}
︸ ︷︷ ︸

S(2)

+ . . .

(9.69)

或者写为求和形式5

Ŝ(∞,−∞) =

∞∑
n=0

(−i)n

n!

∫ ∞

−∞
dt1

∫ ∞

−∞
dt2 · · ·

∫ ∞

−∞
dtn THI(t1)HI(t2) . . . HI(tn)

=

∞∑
n=0

S(n) (9.70)

这一级数可用于实际计算，因为 HI 包含一个数值因子
28：对应相互作用

的耦合常数，即 HI ∝ g。如在电磁相互作用中，这一耦合常数小于一。

5原文下式有误，译文已修改。
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29
因为有趣的部分才刚要开始啊！

30
本章最后一节列出了推荐的参考

书目。

31
我们对所有可能动量积分！

32
记住带有 † 的算符是产生算

符，没有的就是湮灭算符。Ψ+ 由方

程(9.33)定义

于是级数展开中第二项 S(2) ∝ (HI)
2 ∝ g2，贡献小于第一项 S(1) ∝ g。

更高阶项贡献更小。为了描述考察的系统，计算级数展开的前几项常常

就足够了。更高阶项导致的修正往往超出了实验测量的范围。

然而沿这一思路深挖，需要进行繁冗的代数运算。第一步是建立

Wick 定理，将算符的编时乘积表示为算符对易子的组合。接下来需要
计算这些对易子，得到著名的 Feynman 传播子。尽管如此，我们也确实
希望继续讨论29，所以我们略去证明、直接使用这些结果。感兴趣的读者

可以参考量子场论的标准文献。30

9.5.4 Evaluating the Series 计算级数

回到本节开始的例子：有质量自旋 1
2 场与无质量自旋 0 场的相互作

用。相互作用哈密顿量为（方程(9.46)）

HI = −
∫
d3xgAµΨ̄γ

µΨ

如上所述，我们单独考察级数中的每一项。

级数的第一项是平凡项，直接等于恒等算符

S(0) = I (9.71)

第二项更令人激动

S(1) = −i
∫ ∞

−∞
dtHI = ig

∫ ∞

−∞
d4xAµΨ̄γ

µΨ (9.72)

这可以用方程(9.33)和(9.44)重写为

S(1) = ig

∫ ∞

−∞
d4x(A+

µ +A−
µ )(Ψ̄

+ + Ψ̄−)γµ(Ψ+ +Ψ−) (9.73)

可以看出，第二项实际含有 8 项。考虑将其中一项 S
(1)
1 作用于由一个电

子和一个正电子组成的量子态 |e+(p1), e−(p2)⟩ 上

ig

∫ ∞

−∞
d4xA+

µ Ψ̄
+γµΨ+|e+(p1), e−(p2)⟩

Ψ+ 包括所有动量上31粒子湮灭32算符与常数和 e−ipx1 因子的乘积。

Ψ+ ∝
∫
d3pcr(p)e−ipx

除 cr(p) = cr(p2)一项外，上式中所有算符都摧毁这一右矢，即作用后得

数为 0，因这些项所湮灭的粒子动量态并不存在于右矢之中。于是算符
作用的结果是

Ψ+|e+(p1), e−(p2)⟩ ∝ e−ip2x|e+, 0⟩
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图 9.1: 过程 e+e− → γ 的 Feyn-
man 图

33
e− 的 4-动量（p0 = 能量E, 空

间部分为通常的动量 pi）与 e+ 的

4-动量之和，必须等于光子 γ4-动量：
p1 + p2 − k

!
= 0。否则由附录D.2中

的解释，有 δ(p1 + p2 − k) = 0。

34
传播子是量子场论中最难推

导的对象之一。比如考虑标量传

播子，推导的出发点是 i∆ =

⟨0|T{Φ(x)Φ†(y)}|0⟩，即从真空中
创造一个 y 处的粒子，再于 x 处

令其湮灭。这可以重写为对易子

i∆ = ⟨0|[Φ†+(y),Φ−(x)]|0⟩。通
过繁杂的数学计算可以得到 i∆ =
−i

2π3

∫
d3k
ωk

e−ik(x−y)，这也是实际

计算中使用的表达式。这些粗略描述

有多处不完全正确，但它表达了这些

数学构造的基本思想。

35
我们又选择了电子和正电子碰撞

时非零的一项

同样的，作用 Ψ̄+ 于右矢得到

Ψ̄+e−ip2x|e+(p1), 0⟩ ∝ e−ip2xe−ip1x|0, 0⟩

剩下纯粹的真空态与数个常数的乘积。最后 A+
µ 作用于右矢，产生所有

动量的光子。

定性来说，这一项对产生一个动量 k′ 光子态 ⟨γ| 的散射振幅有贡献

⟨f |S(1)
1 |i⟩ = ⟨γk′ |S

(1)
1 |e+(p1), e−(p2)⟩ (9.74)

=

∫ ∞

−∞
d4x⟨γk′ |

∑
k

constant(k)|γk⟩e−ix(p1+p2−k)

=

∫ ∞

−∞
d4x

∑
k

constant(k) ⟨γk′ ||γk⟩︸ ︷︷ ︸
δkk′

e−ix(p1+p2−k)

=

∫ ∞

−∞
d4x constant(k′)e−ix(p1+p2−k)

对 x 积分导致 delta 函数 δ(p1 + p2 − k)，它代表了动量守恒条件33。实

验中无法测量、制备确定动量的粒子，真实动量总处于一个范围内。因

此在计算的最后，应将散射振幅对相应的动量范围积分。

注意到其它七项对 Ŝ(1) 贡献为 0，因为他们湮灭初态中不存在的粒
子，如一个光子。若选取其它初态，如一个光子和一个正电子 |γ, e+⟩，那
么第一项贡献将为 0，其余项则非 0。

下面我们定性考察 Ŝ 级数展开的第三项。

S(2) = − 1

2!
T

{(∫ ∞

−∞
d4x1HI(x1)

)(∫ ∞

−∞
d4x2HI(x2)

)}
= − 1

2!
T

{(∫ ∞

−∞
d4x1gAµ(x1)Ψ̄(x1)γ

µΨ(x1)

)
(∫ ∞

−∞
d4x2gAµ(x2)Ψ̄(x2)γ

µΨ(x2)

)}
(9.75)

其中编时乘积可用 Wick 定理重写为对易子的正规序乘积之和，记为
N{}。正规序意味着将所有产生算符放到左侧，湮灭算符则放到右侧。比
如，N{aa†a†a} = a†a†aa。举例来说，求和中的一项是

− 1

2!
g2
∫ ∫

d4x1d
4x2N

{
Ψ̄(x1)γ

µΨ(x1)
[
Aµ(x1), Aµ(x2)

]
Ψ̄(x2)γ

µΨ(x2)
}

其中对易子可由Aµ的显式解求出，被称为光子传播子
34[Aµ(x1), Aµ(x2)] ≡

iDµ(x1 − x2)。展开这一项后会得到许多项，因为每一个 Ψ, Ψ̄ 等算符都

是两项之和，现在只考虑其中一项。如果再次选择包含电子和正电子的

初态，可以定性得到其中一项35的表达式，如下所示：



Draft
Transl

at
ion

212 Chapter 9.量子场论

36
此处是电子和正电子。其它可能性

也包括夸克和另两种轻子 µ 和 τ。

37
此处为光子

图 9.2: 过程 e+e− → γ → e+e−

的 Feynman 图

38Robert D. Klauber. Student
Friendly Quantum Field Theory.
Sandtrove Press, 2nd edition, 12
2013. ISBN 9780984513956
39Francis Halzen and Alan D.
Martin. Quarks and Leptons:
An Introductory Course in Mod-
ern Particle Physics. Wiley,
1st edition, 1 1984. ISBN
9780471887416
40Anthony Zee. Quantum Field
Theory in a Nutshell. Princeton
University Press, 1st edition, 3
2003. ISBN 9780691010199
41Franz Mandl and Graham
Shaw. Quantum Field Theory.
Wiley, 2nd edition, 5 2010. ISBN
9780471496847
42Michele Maggiore. A Mod-
ern Introduction to Quantum
Field Theory. Oxford University
Press, 1st edition, 2 2005. ISBN
9780198520740
43Ian J.R. Aitchison and An-
thony J.G. Hey. Gauge Theories
in Particle Physics. CRC Press,
4th edition, 12 2012. ISBN
9781466513174

− 1

2!
g2
∫ ∫

d4x1d
4x2Ψ̄

−(x1)Ψ
−(x1)Dµ(x1 − x2)Ψ̄+(x2)Ψ

+(x2)|e+, e−⟩

(9.76)

这可以从物理角度加以理解：

• 初态中的两个粒子在 x2 处被 Ψ̄+(x2)Ψ
+(x2) 湮灭。

• 之后传播子在 x2 处产生一个“虚”光子，虚光子传播到 x1 湮灭。

• 最后 Ψ̄−(x1)Ψ
−(x1) 再次于 x1 处产生一个电子和一个正电子。

通过这一项可以计算出反应 e+e− → e+e− 的概率幅，其中入射和岀射

粒子的动量当然可以完全不同，但总动量保持守恒。所有其它项也同样

可以诠释为有质量36自旋 1
2 场和无质量

37自旋 0 场。

计算中得到的这类概率幅可以直接在实验中加以检验，因为概率幅

直接联系于实验可测量量：散射截面。

本章描述的技术可以用于推导量子场论中的许多重要结果。之前导

出的其它相互作用项也可被加入相互作用哈密顿量，而后对应的概率幅

也可类似求出。不行的是，针对 SU(3) 规范对称性导致的相互作用项，
这一思路并不总是有效，因为强相互作用的耦合常数过大，以致无法用

级数展开加以计算。若耦合常数大于 1，高阶项大于低阶项，便不能用级
数的前几项近似级数和。这一物理学分支被称为量子色动力学，在这门

学科中需要用到其他计算方案，超出了本书讨论的范围。

Further Reading Tips进一步的阅读建议

• Robert D. Klauber -简明量子场论（Student Friendly Quan-
tum Field Theory）38在我看来是最好的量子场论导论教材。所

有章节都极富教学技巧，因为作者曾花费许多时间考虑读者学习量

子场论时的难点。

• Francis Halzen, Alan D. Martin - 夸克与轻子：现代粒子物
理学导论（Quarks and Leptons: An Introductory Course
in Modern Particle Physics）39是一本聚焦于应用量子场论计

算方案的极佳之作。

• Anthony Zee - 果壳中的量子场论（Quantum Field Theory
in a Nutshell）40包含许多独具匠心的论述。不过有些章节太短，

初学者很难理解。对用其它书籍学过量子场论的读者，这本书十分

值得一读。

• Franz Mandl, Graham Shaw - 量子场论（Quantum Field
Theory）41是学习弱、强相互作用理论的绝佳起点。

• Michele Maggiore - 量子场论现代导引（A Modern Introduc-
tion to Quantum Field Theory）42是一本极好的导论书籍，着

重讨论了场论中的群论概念。

• Ian J. R. Aitchison and Anthony J. G. Hey - 粒子物理学中
的规范场论（Gauge Theories in Particle Physics）43非常清
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44
这 便 是 2π 因 子 的 来 源。

同 时， 这 也 是 解 构 成 正 交 集

的 条 件：
∫
dkeikxe−ikx′

=∫
dkeik(x−x′) = 2πδ(x − x′)。于

是 2π 因子即为归一化常数。

晰地诠释了规范场论的思想。

9.6 Appendix: Most General Solution of the Klein-Gordon

Equation Klein-Gordon方程的一般解

不难得到 Klein-Gordon 方程的一个解：平面波即满足方程。

Φ(x) = aei(px−Et) = e−ipµx
µ

由狭义相对论能量-动量关系(8.2)式可得：

E2 = p⃗2 +m2 → pµp
µ = m2

于是有

(∂µ∂
µ +m2)Φ = (∂µ∂

µ +m2)e−ipµx
µ

= (−pµpµ +m2)e−ipµx
µ

= (−m2 +m2)e−ipµx
µ

= 0 ✓ (9.77)

由于推导中对场求导两次，指数中的符号不会影响最终结果。因而，

Φ†(x) = a†e−i(px−Et) = a†eipµx
µ

也是方程的解。将以上两解线性叠加，可以得到更多解。一般解由所有

可能解得叠加得出，亦可写为解的 Fourier 展开44

Φ(x) =

∫
dp4

(2π)4

(
a(p)e−i(pµx

µ) + a†(p)ei(pµx
µ)
)

注意到 a = a(p)，因为不同 p 值可以对应不同的乘积因子，求和中每一

项都是各自独立的解。

在文献中，波数 ki =
pi
ℏ 和频率 k0 = w = E

ℏ 常被用以代替能量和

动量。由于我们使用单位制 ℏ = 1，只需将上面公式中的变量重新命名，

即可得到标准教科书中的表达式。同时，缩写 kx ≡ kµxµ 也很常用。于
是可以写出

Φ(x) =

∫
dk4

(2π)4

(
a(k)e−i(kx) + a†(k)ei(kx)

)
注意到并非所有 Klein-Gordon方程的解都适用于描述自然，因为需满足
“质壳”条件 ("mass-shell" condition)

pµp
µ = kµk

µ = m2 → k20 − k2i
!
= m2 → k2

!
= m2 (9.78)
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45
解释见附录 D.2

只有满足质壳条件的解才与相对论能量-动量关系相协调（方程(8.2)）。通
过插入 delta 分布排除非物理（不在壳里面）解后45，这一条件可被纳入

上面的方程中。

Φ(x)physical =

∫
dk4

(2π)4
2πδ(k2 −m2)

(
a(k)e−i(kx) + a†(k)ei(kx)

)
除此之外，只有正能解有物理意义，原因前面已经提到过，否则能量没

有下限、系统无法处于稳定态。利用 Heavside 函数 θ(k0)（k0 < 0 时为

0，k0 ≥ 0 时为 1）可将这一约束纳入方程。方程中的积分变为：

Φ(x)physical =

∫
1

(2π)3
dk4δ(k2 −m2)θ(k0)︸ ︷︷ ︸

测度

(
a(k)e−i(kx) + a†(k)ei(kx)

)

等式中的测度可以重写为

dk4δ(k2 −m2)θ(k0) = dk4δ(k20 −k⃗2 −m2︸ ︷︷ ︸
定义为−ω2

k

)θ(k0)

= dk4δ(k20 − ω2
k)θ(k0)

= dk4δ
(
(k0 − ωk)(k0 + ωk)

)
θ(k0)

=︸︷︷︸
使用δ(f(x))=

∑
i

δ(x−ai)

| dfdx (ai)|，其中ai为函数 f 的根，即f(ai)=0

dk4
1

2k0

(
δ(k0 − ωk) + δ(k0 + ωk)

)
θ(k0)

=︸︷︷︸
因为δ(k0+ωk)的参数在k0≥0时永不为 0

dk4
1

2k0
δ(k0 − ωk)

= dk3dk0
1

2k0
δ(k0 − ωk)

=︸︷︷︸
对k0积分

dk3
1

2ωk
(9.79)

最终得到满足物理条件的 Klein-Gordon 方程一般解

Φ(x) =

∫
dk3

1

(2π)32ωk

(
a(k)e−i(kx) + a†(k)ei(kx)

)
(9.80)
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10. Classical Mechanics 经典力学

本章探究量子力学与经典力学之间的联系，我们会看到动量算符期

望值对时间的导数正是 Newton 第二定律（经典力学的基础之一）的形
式。

力学量算符 Ô 的期望值为（(8.14)式）：

⟨Ô⟩ =
∫
d3xΨ∗ÔΨ

势场 V 中单粒子的 Schrödinger 方程（(8.23)式）：

(i
d

dt
+
∇2

2m
)Ψ− VΨ = 0

→ i
d

dt
Ψ =

(
−∇

2

2m
+ V

)
︸ ︷︷ ︸

=:H

Ψ

→ d

dt
Ψ =

1

i
HΨ

→︸︷︷︸
H†=H

d

dt
Ψ∗ = −1

i
Ψ∗︸︷︷︸

Ψ†=Ψ∗

H

期望值对时间的导数为：

d

dt
⟨Ô⟩ =

∫
d3x

((
d

dt
Ψ∗
)
ÔΨ+Ψ∗

(
d

dt
Ô
)
Ψ+Ψ∗Ô

(
d

dt
Ψ

))

对大部分算符都有 d
dt Ô = 0，例如动量 Ô = ˆ⃗p = −i∇⃗ ̸= Ô(t). 我们还利
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1
在4.5节由 Noether 定理解释守

恒量的时候直接用过这个式子（没推

导），这里正式把它推倒（无误）啦。

2
换句话说，速度 v = d

dtx(t) =

ẋ(t) 是物体坐标的时间变化率，同

理，加速度 a = d
dt

d
dtx(t) = ẍ(t)

是速度的时间变化率。

用 Schrödinger 方程来重写上式中波函数及其共轭对时间的导数项：

d

dt
⟨Ô⟩ =

∫
d3x

((
−1

i
Ψ∗H

)
ÔΨ+Ψ∗Ô

(
1

i
HΨ

))
=

1

i

∫
d3x
(
(−Ψ∗H)ÔΨ+Ψ∗Ô(HΨ)

)
=

1

i

∫
d3xΨ∗[Ô,H]Ψ

=
1

i
⟨[Ô,H]⟩ (10.1)

上式是著名的 Ehrenfest 定理。比如，考虑 Ô = p̂，H = p2

2m + V：

d

dt
⟨p̂⟩ = 1

i
⟨[p̂, H]⟩

=
1

i

⟨
[p̂,

p̂2

2m
+ V ]

⟩
=

1

i

⟨
[p̂,

p̂2

2m
]︸ ︷︷ ︸

=0

+[p̂, V ]

⟩

=
1

i
⟨[p̂, V ]⟩

=
1

i

∫
d3xΨ∗[p̂, V ]Ψ

=
1

i

∫
d3xΨ∗p̂VΨ− 1

i

∫
d3xΨ∗V p̂Ψ

=
1

i

∫
d3xΨ∗(−i∇)VΨ− 1

i

∫
d3xΨ∗V (−i∇)Ψ

=︸︷︷︸
乘积法则

−
∫
d3xΨ∗(∇V )Ψ−

∫
d3xΨ∗V∇Ψ+

∫
d3xΨ∗V∇Ψ

= −
∫
d3xΨ∗(∇V )Ψ

= ⟨−∇V ⟩ = ⟨F ⟩ (10.2)

上式意味着动量期望对时间的导数等于负的势能梯度（也就是力）的期望

值，这正是 Newton 第二定律1。它可以计算宏观物体的运动轨迹。历史

上这个关于力的定律是从实验中总结的唯象定律，作用于一个物体上的

力在方程的右端线性相加。定义唯象的物理量动量 pmak = mv，Newton
第二定律可写为 d

dtpmak = d
dtmv，当物体的质量不变时等号右侧即为

m d
dtv。速度就是坐标对时间的导数

2，综上可得：

m
d2

dt2
x = F1 + F2 + . . . (10.3)

解这个微分方程就得到物体的运动轨迹 x = x(t)。下一章有一个关于经

典力学这方面的例子。
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10.1 Relativistic Mechanics 相对论力学

拉格朗日形式提供了有关经典力学相当不同的一种视角。描述一个

粒子的运动需要一个方程。本书总是假设正确的方程是使某物取极小值

而导出的。第4章中已经讲过它必须是 Lorentz 变换下的不变量，否则不
同惯性系的运动规律会不同。

在狭义相对论中有一个现成的 Lorentz 不变量：时空间隔（在2.1节
推导）

(ds)2 = (cdτ)2 = (cdt)2 − (dx)2 − (dy)2 − (dz)2 (10.4)

其中 τ 是固有时（见2.2节）。(ds)2 的平方根自然是不变量，由此可以构

造一个用来取极小值，并且形式上最简单的量：

S =

∫
Cdτ, 其中C是常数，dτ =

1

c

√
(cdt)2 − (dx)2 − (dy)2 − (dz)2

(10.5)

正确的常数应当是 C = −mc2，即我们要使

S = −mc2
∫
dτ (10.6)

取极小值。

简明起见，只考虑一维情形：

dτ =
1

c

√
(cdt)2 − (dx)2 =

1

c

√
(cdt)2

(
1− (dx)2

c2(dt)2

)

=
1

c
(cdt)

√
1− 1

c2

(
dx

dt

)2

=︸︷︷︸
dx
dt =ẋ,即为粒子速度.

dt

√
1− ẋ2

c2
. (10.7)

带入(10.6)式可得：

S =

∫
−mc2

√
1− ẋ2

c2︸ ︷︷ ︸
≡L

dt (10.8)

像以前那样，通过将 L 带入欧拉-拉格朗日方程(4.7)式就可得到使
S 取极小值的方程：

∂L
∂x
− d

dt

(
∂L
∂ẋ

)
= 0

→ ∂

∂x

(
−mc2

√
1− ẋ2

c2

)
︸ ︷︷ ︸

=0

− d

dt

(
∂

∂ẋ

(
−mc2

√
1− ẋ2

c2

))
= 0
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3
实际上添加的是 −V (x) 而非

V (x)，这是为了保证待会儿根据

Noether 定理计算体系的能量时，势
能项为 +V (x).

4Taylor 公式的简介见附录 B.3.

→ c2
d

dt

 −m ẋ
c2√

1− ẋ2

c2

 = 0→ d

dt

 mẋ√
1− ẋ2

c2

 = 0

(10.9)

这正是相对论下的自由粒子的运动方程。若粒子在外势场 V (x) 中运动，

则在拉格朗日量中附上势能项就可以了3：

L = −mc2
√
1− ẋ2

c2
− V (x) (10.10)

这个拉格朗日量带入欧拉-拉格朗日方程得到：

d

dt

 mẋ√
1− ẋ2

c2

 = −dV
dx
≡ F (10.11)

注意在非相对论极限 ẋ ≪ c 之下
√

1− ẋ2

c2 ≈ 1，于是上式化为 Newton
第二定律形式 ((10.3)) 式。

10.2 The Lagrangian of Non-Relativistic Mechanics 非相对
论力学的拉格朗日量

上一节导出的拉格朗日量在非相对论极限下的行为非常值得讨论，

非相对论极限指粒子速度远小于光速的情形：ẋ≪ c. 由此可利用 Taylor
公式4：

−mc2
√
1− ẋ2

c2
= −mc2

(
1− 1

2

ẋ2

c2
+ . . .

)
. (10.12)

在 ẋ≪ c 的极限下可以忽略 ẋ/c 的高阶小量，于是拉格朗日量化为：

L = −mc2 + 1

2
mẋ2 − V (x) (10.13)

前面说过，拉格朗日量中 −mc2 这样的常数对运动方程没有影响，因此
非相对论力学的拉格朗日量为：

L =
1

2
mẋ2 − V (x) (10.14)

在外势场为零，即 V (x) = 0 的情形下，L = 1
2mẋ

2 正是4.5.1节中由
Noether 定理导出守恒量所用的拉格朗日量。把(10.14)式的拉格朗日量
带入欧拉-拉格朗日方程(4.7)式可得：

∂L
∂x
− d

dt

(
∂L
∂ẋ

)
= 0

→ ∂

∂x

(
1

2
mẋ2

)
− d

dt

(
∂

∂ẋ

(
1

2
mẋ2 − V (x)

))
= 0
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→ − ∂

∂x
V (x)− d

dt
(mẋ) = 0

→ d

dt
(mẋ) = − ∂

∂x
V (x) (10.15)

这正是本章开头导出的 Newton 第二定律(10.3)式。
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1
电磁张量

Fσρ ≡ (∂σAρ − ∂ρAσ).

11. Electrodynamics 电动力学

第7章已经导出了经典电动力学最重要的方程—非齐次 Maxwell方
程（组）(7.22)式：

∂σ(∂
σAρ − ∂ρAσ) = Jρ (11.1)

利用电磁张量1可将上式写为更紧凑的形式：

∂σF
σρ = Jρ (11.2)

7.1.6节导出了 Jρ 为 Noether 流，即 ∂ρJ
ρ = 0. 这一守恒流即为宏观理

论中的四维电流。电磁张量 Fσρ 是反称张量（Fσρ = −F ρσ），这可以从
定义式 Fσρ ≡ ∂σAρ − ∂ρAσ 直接看出，因此 Fσρ 只有 6 个独立分量，

其中三个是

F i0 = ∂iA0 − ∂0Ai (11.3)

另外三个是

F ij = ∂iAj − ∂jAi = (δiℓδ
j
m − δimδ

j
ℓ )∂

ℓAm =︸︷︷︸
δiℓδ

j
m−δimδ

j
ℓ=ϵ

ijkϵkℓm,证明作为习题

ϵijkϵkℓm∂ℓA
m (11.4)

这些独立分量通常记为：

∂iA0 − ∂0Ai ≡ Ei (11.5)

ϵijk∂jAk ≡ −Bi (11.6)
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2(11.2)式称为方程组是因为它代表
了 ρ = 0, 1, 2, 3 一共四个方程。

3
ϵjkℓ∂kB

ℓ =
(
∇× B⃗

)j，后者就是
向量分析里面的旋度运算（nabla 算
子叉乘向量）。

4
四维 Levi-Civita 符号 ϵµνρσ 的

定义见附录B.5.5。

5
详见附录B.5.4。

因此

F i0 = Ei (11.7)

F ij = ϵijkϵkℓm∂ℓAm = −ϵijkBk (11.8)

将非齐次 Maxwell 方程组2重新写为：

∂σF
ρσ = ∂0F

ρ0 − ∂kF ρk = Jρ (11.9)

对于三个空间分量 (ρ→ i) 有3：

∂0F
i0 − ∂kF ik = ∂0E

i + ϵikℓ∂kB
ℓ = Ji

→ ∂tE⃗ +∇× B⃗ = J⃗ (11.10)

对于时间分量（ρ = 0 分量）：

∂0 F
00︸︷︷︸

=0,见Fρσ定义式

−∂kF 0k
Fµν=−F νµ︷︸︸︷

= ∂kF
k0 =︸︷︷︸

(11.7)式

∂kE
k = J0

→ ∇ · E⃗ = J0 (11.11)

这是非齐次 Maxwell 方程组在工程等领域中的常用形式。

11.1 The Homogeneous Maxwell Equations 齐次 Maxwell

方程组

定义对偶 (dual) 电磁张量F̃µν 为四维 Levi-Civita 符号4与电磁张

量的缩并：

F̃µν = ϵµνρσF ρσ (11.12)

从 Fµν 的定义可以导出，Fµν 与任意全反称张量（比如 ϵµνρσ）缩并后

的导数为零，即：

∂µF̃
µν = ∂µϵ

µνρσ(∂σAρ − ∂ρAσ) = 0 (11.13)

这一结论实际是如下命题的特殊情形：两个对称指标与两个反对称指标

缩并1所得结果为零5。以(11.13)式括号内的第一项为例：

ϵµνρσ∂µ∂σAρ =
1

2
(ϵµνρσ∂µ∂σAρ + ϵµνρσ∂µ∂σAρ)

1例如，张量 Aαβµν = Aαβνµ, µ, ν 是一对对称指标；张量 Bρσηδ = −Bσρηδ , ρ, σ
是一对反称指标。一对对称指标与反称指标的缩并结果必为零（即所得张量分量均为 0）：
Cαβ

ηδ ≡ AαβγφBγφηδ = 0.
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6
下式代表 ν = 0, 1, 2, 3 四个方程

组成的方程组。

7
该式是从与外电磁场耦合的 Klein-

Gordon 方程导出，亦即，从 与自旋
1 无质量场（电磁场）耦合的自旋 0

的粒子的拉格朗日量导出的。因此推

导的出发点还是用来导出拉格朗日量

的 Lorentz 对称性与规范对称性。
8
这个定义来自 Noether 定理：系

统的平移不变性对应守恒量-动量，
∂L
∂ẋ = Π.

=︸︷︷︸
重命名哑指标

1

2
(ϵµνρσ∂µ∂σAρ + ϵσνρµ∂σ∂µAρ)

=︸︷︷︸
ϵµνρσ=−ϵσνρµ,∂µ∂σ=∂σ∂µ

1

2
(ϵµνρσ∂µ∂σAρ − ϵµνρσ∂µ∂σAρ) = 0

√

(11.14)

同理可导出括号中的第二项为零。方程组6

∂µF̃
µν = 0 (11.15)

称为齐次 Maxwell 方程组 (homogeneous Maxwell equations)。从
推导过程可见它源自电磁张量 Fµν 的定义。下面将它写成用电场 E⃗ 与

磁场 B⃗ 表示的形式，考虑 ν = 0 对应的方程：

0 = ∂µF̃
µ0

= ∂µϵ
µ0ρσF ρσ

= ∂0 ϵ
00ρσ︸ ︷︷ ︸
=0

F ρσ − ∂iϵi0ρσF ρσ

=︸︷︷︸
ϵi0ρσ=0,对于ρ=0或σ=0

−∂iϵi0jkF jk

= ∂iϵ
0ijkF jk

=︸︷︷︸
(11.8)式

−∂i ϵ0ijkϵℓjk︸ ︷︷ ︸
=2δiℓ

Bℓ

= −2∂iδiℓBℓ = −2∂iBi

⇒∂iBi = 0,用向量记号表示：∇ · B⃗ = 0 (11.16)

考虑空间分量：ν = i 对应的方程可以导出：

∇× E⃗ + ∂tB⃗ = 0 (11.17)

这是齐次 Maxwell 方程组在应用领域中的常见形式。

11.2 The Lorentz Force Lorentz力

利用上一章导出的量子力学与经典力学的联系（Ehrenfest 定理）可
以推导出著名的 Lorentz 力公式。考虑在电磁场中运动的非相对论性且
无自旋的粒子，其 Schrödinger 方程包含电磁场的耦合项（(8.24)式）7

i∂tΨ =

(
1

2m
(p⃗− qA⃗)2 + qΦ

)
︸ ︷︷ ︸

≡H

Ψ (11.18)

定义该系统的动量8为 Π⃗ = p⃗− qA⃗, 则系统的哈密顿量为：
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9
（Newton 极限下）动量除以质量
即为速度：p = mv。

H =
1

2m
|Π⃗|2 + qΦ

有了哈密顿量，再重复与上一章相同的过程，就能得到类似(10.1)式的结
果。因为这里涉及到依赖于时间的算符，因而推导中包含对时间的偏导

数项：

d

dt
⟨Ô⟩ = 1

i
⟨[O,H]⟩+ ⟨∂Ô

∂t
⟩

→ d

dt
⟨Π⃗⟩ = 1

i
⟨[Π⃗,H]⟩+ ⟨∂Π⃗

∂t
⟩,

∂Π⃗/∂t ̸= 0, 因为 A⃗ 显含时间。将 H 的具体形式带入得：

→ d

dt
⟨Π⃗⟩ = 1

i
⟨[Π⃗, 1

2m
|Π⃗|2 + qΦ]⟩+ ⟨∂Π⃗

∂t
⟩

→ d

dt
⟨Π⃗⟩ = 1

i
⟨[Π⃗, 1

2m
|Π⃗|2⟩+ 1

i
⟨[Π⃗, qΦ]⟩︸ ︷︷ ︸
=⟨q∇Φ⟩

+⟨∂Π⃗
∂t
⟩.

最后一步中 [Π⃗, qΦ]的推导可类比于上一章中 [p̂, V ]的推导（因为 [A⃗,Φ] =

0）。接下来计算 [|Π⃗|2, Π⃗]，它不等于零，因为各分量 Πi 之间不对易：

[Πi,Πj ] = −
q

i

(
∂Aj
∂xi
− ∂Ai
∂xj

)
= −q

i
ϵijk Bk︸︷︷︸
=ϵkℓm

∂
∂xℓ

Am

(11.19)

上面利用了磁场定义 B⃗ = ∇× A⃗ 的指标形式。粒子的速度9定义为 v⃗ ≡
Π⃗/m，由此可得：

d

dt
⟨Π⃗⟩ = ⟨q∇Φ⟩ − ⟨q(v⃗ × B⃗)⟩+

⟨
∂Π⃗

∂t

⟩
︸ ︷︷ ︸
=−q ∂A⃗

∂t

d

dt
= −q⟨(v⃗ × B⃗)⟩+ q

⟨
∇Φ− ∂A⃗

∂t

⟩
︸ ︷︷ ︸
=⟨E⟩,见(11.5)式

最终得到

d

dt
⟨Π⃗⟩ ≡ FLorentz = −q

(
⟨v⃗ × B⃗⟩+ ⟨E⟩

)
. (11.20)

上式即为带电粒子在外电磁场中的运动方程，其解即为粒子轨迹。

11.3 Coulomb Potential Coulomb势

第7章讲过拉格朗日量具有内禀对称性，可以利用这一自由度简化计
算，也就是说将场进行内禀变换以使计算大大简化。只要进行规范变换
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10
可以证明这一规范条件的存在性

（略），相关细节可参见电动力学教材。

11
除了用直角坐标 x, y, z 表示物

体的位置外，还可用球坐标 r, θ, ϕ

表示。∂i∂
iAρ = ∂2

∂r2
(rAρ) +

1
r2 sin θ

∂
∂θ

(
sin θ ∂Aρ

∂θ

)
+

1
r2 sin2 θ

∂2Aρ

∂ϕ2 . 当系统具有球对称
性时选择球坐标十分方便，因为物理

量只与 r（到原点的距离）有关。

12
对于球对称性的场，∂θA =

∂ϕA = 0.

13Richard P. Feynman, Robert
B. Leighton, and Matthew
Sands. The Feynman Lectures
on Physics: Volume 2. Addison-
Wesley, 1st edition, 2 1977.
ISBN 9780201021172
14David J. Griffiths. Intro-
duction to Electrodynamics.
Addison-Wesley, 4th edition, 10
2012. ISBN 9780321856562

（使拉格朗日量不变），则变换前后的场蕴含的物理规律是相同的。通常

选择的规范是关于光子场 Aµ 的，规定10∂µA
µ = 0，这称为 Lorentz 规

范。利用这一规范条件将非齐次 Maxwell 方程组简化为：

∂σ(∂
σAρ − ∂ρAσ) = ∂σ∂

σAρ = Jρ (11.21)

考虑静电情况，静止的电荷关于坐标系原点对称分布。求解外部区域（无

源，即 Jρ = 0）的电磁场，外部区域的 Maxwell 方程组为2：

∂σ∂
σAρ = ∂0∂

0Aρ − ∂i∂iAρ = 0. (11.22)

考虑到系统是静态（∂0A
ρ = 0）、对称的，因此将方程用球坐标表示11。

这样可以忽略除了包含 ∂r 之外的所有项
12，由此可得：

→ ∂2

∂r2
(rAµ) = 0. (11.23)

上式具有通解：

Aµ = ϵµ
C

r
+ ϵµD (11.24)

其中 ϵµ 表示某个常数 4-向量，C,D 表示常数。场 Aµ 在无穷远处为零，

故 D = 0，Aµ 的 0 分量即为著名的 Coulomb 势：

A0 = Φ =
C

r
=
Ze

r
, (11.25)

其中 Z 为整数，e 为元电荷（电子电荷）。由于电子电荷是量子化的，故

常数 C 写为 Ze 的形式。标准模型不能对电荷量子化做出满意的解释。

Further Reading Tips 阅读建议

• Richard P. Feynman - The Feynman Lectures on Physics
Volume 2133 是不错的电动力学入门教材。

• David J. Griffiths - Introduction to Electrodynamics144是

更详细的电动力学优秀入门教材。

2原文下式等号右侧上下标有误，译文已更正。
3译注：此书新版可在此免费在线查看： http://www.feynmanlectures.caltech.ed

u/II_toc.html。
另有新版中译本：费恩曼, 莱顿, 桑兹著; 李洪芳, 王子辅, 钟万蘅译. 费恩曼物理学讲义, 新
千年版, 第三卷,
上海: 上海科学技术出版社,4 2013,ISBN 9787547816370。

4译注：国内有由机械工业出版社出版的影印本和中译本，
影印本 ISBN 为 9787506272896，贾瑜等的中译本 ISBN 为 9787111444046。

http://www.feynmanlectures.caltech.edu/II_toc.html
http://www.feynmanlectures.caltech.edu/II_toc.html
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1
能量-动量张量是与平移对称性直

接相关的量，见4.36式。
2100 年前，Einstein 经过大概 6 年
导出了场方程的正确形式。100 年后，
在现代的较高观点之下，场方程的导

出更加直接明快。

3
目 前 为 止 用 到 的 度 规 包

括 Minkowski 度 规 ηµν =
1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

 和 Eu-

clidean 度规 δij =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 .

图 12.1: 弯曲空间与平直空间中的两
点间距

12. Gravity 引力

非常不幸，目前最靠谱的引力理论与本书其他部分（对称性）的三

观不合。这是现代物理学的最大问题之一，本章尝试使读者对这一疑难

有所认识。

现代的引力理论是 Einstein 的广义相对论 (general relativity)。
广相的基本思想是引力为时空弯曲的结果。质量/能量改变时空的曲率，
变化了的曲率进而影响质量/能量的运动。能量与曲率的这一互动由著名
的 Einstein 场方程描述：

Gµν = 8πGTµν . (12.1)

等号左侧是描述曲率的 Einstein 张量 Gµν，右侧是能量-动量张量1Tµν，

G 是引力常数。

在现代观点——引力 = 时空曲率的指导思想下，Einstein 场方程的
形式比较容易导出2。怎么导出？首先，能量-动量守恒是最重要的物理定
律之一，这可以从时空的均匀性直接推导（见第四章），在均匀时空中物

理规律在时空的平移变换下不变。因此，将时空的均匀性作为基本假设的

话，能量与动量自然就是守恒的，这一守恒定律的数学形式为 (4.36式)：

∂µTµν = 0. (12.2)

下面介绍描述关于曲率的数学工具，它是广义相对论繁琐计算的根源。我

们已经见过关于曲率的重要的量——度规，它用于计算两点间距离3。由

图12.1可见，弯曲空间中的两点间距与平直时空的两点不同，因而度规在
曲率的数学描述中起到十分重要的作用。
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4
即 ∂µGµν = 0.

5
二阶张量是指它有两个指标 µν，这

与散度为零一样也是限制之一，因为

Tµν 是二阶张量。

6
这一说法是过于简单的，正确的概

念需要微分几何的相关知识，超出本

书范围。

7
一般将度规视为引力场。

8Albert Einstein. The founda-
tion of the general theory of rel-
ativity. 1916

现在就能“导出”Einstein 场方程了，因为能放在能动张量对面的
量只有一个：Einstein 张量 Gµν。这是因为 Einstein 张量是度规 gµν 及

其一阶、二阶导数的函数中唯一1 的无散度4函数。不管其多复杂，放到

等号一边描述曲率的量只能是它，因为

Tµν = CGµν , 由∂µTµν = 0→ ∂µGµν = 0. (12.3)

Einstein 张量是二阶张量5，正好符合要求。

Einstein 张量通过 Ricci 张量 Rµν、Ricci 标量 R（即 Ricci 张量的
迹：R ≡ Rνν）和度规张量 gµν 定义：

Gµν = Rµν −
1

2
Rgµν . (12.4)

其中 Ricci 张量由 Christoffel 符号 Γµνρ 定义：

Rαβ = ∂ρΓ
ρ
βα − ∂βΓ

ρ
ρα + ΓρρλΓ

λ
βα − ΓρβλΓ

λ
ρα (12.5)

其中 Christoffel 符号通过度规张量定义：

Γdab =
1

2
gcd
(
∂gca
∂xb

+
∂gcb
∂xa

− ∂gab
∂xc

)
=

1

2
gcd(∂bgca+∂agcb−∂cgab). (12.6)

上面的式子复杂得吓人，这稍微揭示了广义相对论计算的繁复程度。

现在考虑物体在弯曲时空中的行为。设自由物体经过弯曲时空中的

A,B 两点，物体在 A,B 之间的轨迹是怎样的？容易猜想物体沿弯曲时

空中两点间的最短路径（称为短程线）运动，确实如此（证明略）。这样，

给定质能分布 Tµν 之后就可根据 Einstein 场方程计算度规与 Christoffel
符号，从而得到自由质点的轨迹——短程线方程 (geodesic equation)：

d2xλ

dt2
+ Γλµν

dxµ

dt

dxν

dt
= 0. (12.7)

测地线是流形上的两点间局域最短6的连线。

有趣的是，Einstein 将 Christoffel 符号视作引力场7：

若 Γµνρ 消失，则（自由）质点沿直线匀速运动，因此 Γµνρ 描

述了关于匀速直线的偏离，它们是引力场的分量。

– Albert Einstein8

从12.7式就能理解 Einstein 所说的，令 Γµνρ = 0，测地线方程退化为：

d2xλ

dt2
= 0. (12.8)

1译注：至多差一常数与度规张量的乘积，即著名的宇宙学常数 Lambda
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9
实际上，微分几何中的坐标系都是

局域的。3.11节讲过，流形的主要特
征是局域平直（像 Euclidean 空间）。
因此，流形上对象的坐标只在一个坐

标域内有效，同样只能在同一坐标域

内比较不同对象的坐标差值。

图 12.2: 为了比较红色箭头与黑色箭
头，我们将黑色箭头平移到红色箭头
的位置。

10
这里的 Christoffel 符号 Γa

bc 通

常称为联络系数，因为它们联系了进

行比较的两点。

方程的解是一条直线。

弯曲时空的另一有趣事实是微分符号的变化。平直时空中的导数利

用下式定义：

f ′(a) = lim
h→0

f(a+ h)− f(a)
h

. (12.9)

上式用到了函数 f 在两个不同点的值。弯曲时空的情形不像平直时空那

样简单。如图 12.2，如果想比较球面上不同位置的两个向量的差值，怎
样才能得到它们真正的差而除去弯曲空间造成的影响？微分几何告诉我

们可以进行平移，将一个向量平移到另一个向量的位置，从而可以9比较

它们。

弯曲空间中的导数称为协变导数 (covariant derivative)10：

Dbv
a ≡ ∂bva + Γabcv

c. (12.10)

因此，弯曲时空中的方程需要将普通导数替换为协变导数：

∂b → Db = ∂b + Γabc. (12.11)

这很眼熟。见7.18式，我们在先前的章节中讲过，自旋 0 或自旋 1
2 场拉

格朗日量的局域 U(1) 不变性要求与自旋 1 的场有特定的耦合。这一耦

合可以用下式描述：

∂µ → Dµ ≡ ∂µ + ieAµ. (12.12)

注意这不只是个数学技巧，它导出了正确的电磁学理论。弱相互作用的

情形也类似：

∂µ → Dµ ≡ ∂µ + ig Wµ︸︷︷︸
=W i

µσ
i

. (12.13)

强相互作用也是：

∂µ → Dµ = ∂µ + ig′ Gµ︸︷︷︸
=TCGC

µ

. (12.14)

尽管上面各式的形式相似，但引力无法像其他相互作用那样量子化。其

他相互作用都是用量子理论描述的，都给出概率性的实验预言。而广义

相对论是经典理论，因为广相中的粒子沿确定的轨迹运动，没有概率性

因素。

更糟糕的是目前没有任何实验能检测引力与其他力之间的相互作

用。基本粒子间的引力太小，无法测量。因此忽视了引力，只考虑强、
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11Albert Einstein and Francis
A. Davis. The Principle of
Relativity. Dover Publications,
reprint edition, 6 1952. ISBN
9780486600819

12
就像 Maxwell 方程组与电磁场的

关系那样。

13
许多尝试过程产生了无穷多个无

穷大项，这对概率性预言来说十分要

命。

14Ta-Pei Cheng. Relativity,
Gravitation and Cosmology: A
Basic Introduction. Oxford Uni-
versity Press, 2nd edition, 1.
2010. ISBN 9780199573646
15Anthony Zee. Einstein Grav-
ity in a Nutshell. Princeton
University Press, 1st edition, 5.
2013. ISBN 9780691145587
16 Charles W. Misner, Kip S.
Thorne, and John Archibald
Wheeler. Gravitation. W.H.
Freeman, 1st edition, 9. 1973.
ISBN 9780716703440

弱与电磁相互作用的标准模型就可以与实验符合得相当好。大质量物体

的广义相对论效应实验上可以测量，但量子效应却十分微弱，因为大质

量物体包含大量基本粒子，所有量子效应被平均掉了。第10章导出了平
均值的运动方程，它正是经典物理的形式，毫无量子效应。

引力的量子化的困难可以列出长长的列表，不过 Einstein 简明地论
述了引力与其他相互作用的差异：

. . . 根据广义相对论，引力与其他相互作用（特别是电磁力）

相比地位特殊，因为描述引力场的十个方程2同时确定了时空

的度量性质。

– Albert Einstein11

将普通导数替换为协变导数就能描述弯曲时空中的量子粒子，但这

并非引力的动力学理论。Einstein场方程等号右侧（能动张量）容易量子
化，选定合适的生成元就行了。困难的是等号左边的 Einstein 张量，它
用 Christoffel 符号写为：

Gαβ = (δγαδ
ζ
β−

1

2
gαβg

γζ)(∂εΓ
ε
γζ −∂ζΓεγε+ΓεεσΓ

σ
γζ −ΓεζσΓ

σ
εγ). (12.15)

由此猜想 Einstein 场方程或许是 Γεζσ 的场方程
12，并且 ∂b → Db =

∂b + Γabc 描述引力场 Γεζσ 与其他场的耦合。

无论将度规张量（两个指标）还是 Christoffel 符号（三个指标）视
为引力场，描述它们都需要 Poincaré 群的 (1, 1) 以及更高维的表示，或

者说自旋 2, 3, . . . 表示。目前大多数物理学家认为引力场量子化后的引

力子 (graviton) 是自旋为 2 的 boson。
目前为止，没有靠谱的量子引力理论13能比下一节列出教科书上的

标准引力理论给出进一步的信息。

Further Reading Tips 阅读建议

引力的标准理论——Einstein 的广义相对论的更多信息可以参考以
下文献：

• Ta-Pei Cheng - Relativity, Gravitation and Cosmology14是

一本内容丰富、起点低的广义相对论入门教材，其中有大量启发性

的论述。是快速入门的首选。

• A. Zee - Einstein Gravity in a Nutshell15是广义相对论的最
佳教材。此书从基本概念开始，避免不必要而复杂的数学概念，精

彩地解释了广义相对论的起源与应用。

• Charles W. Misner, Kip S. Thorne, John Archibald Wheeler
- Gravitation16是一本关于引力的鸿篇巨著，其中阐明了有大量

其他教材未深入讨论的问题。

2或许指 Einstein 场方程，代表十个方程。——译者
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17 John C. Baez and Javier P.
Muniain. Gauge Fields, Knots,
and Gravity. World Scientific
Pub Co Inc, 1st edition, 9. 1994.
ISBN 9789810220341

关于尝试引力量子化的更多信息可见

• John C. Baez, Javier P. Muniain - Gauge Fields, Knots,
and Gravity17以面向物理学家的方式介绍了引力量子化的数学

工具。



Draft
Transl

at
ion



Draft
Transl

at
ion

13. 结束语

在我看来，目前人类距离描述万物的万有理论还十分遥远。即使是本

书主体部分所描述的优美理论也还存在着许多有待阐明的地方1。此外，

如上一章所述，我们在量子引力理论方面仍一筹莫展。

而且现在存在着表明现有理论仍有待改进的实验证据（主要是宇宙

学与天体粒子物理学的暗物质与暗能量疑难）。

我个人觉得现有疑难的背后仍蕴藏着大量内容，甚至或许是物理学

的崭新框架。无论如何，未来的进展都非常有趣，衷心祝愿你会沿着这

条路走向更远。

1比如本书多得要命的 typo，赶快出修订版吧！——译者
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A. Vector calculus矢量代数

物理中常用三个数


x

y

z

 来描述一个东西的位置。我们将其称作矢
量 v⃗，在它头上放了一个箭头。这三个数称作矢量沿三个坐标轴的分量。

第一个数说了这个矢量沿 x 方向走了多远，第二个是沿 y 方向以及第三

个是沿 z 方向。例如，w⃗ =


0

4

0

 是一个指向 y 轴方向的矢量。

矢量间可以相加

v⃗ =


vx

vy

vz

 w⃗ =


wx

wy

wz

 → v⃗ + w⃗ =


vx + wx

vy + wy

vz + wz

 (A.1)

也可以相乘

v⃗ · w⃗ =


vx

vy

vz

 ·


wx

wy

wz

 = vxwx + vywy + vzwz。 (A.2)

乘法的结果是一个数（= 标量）而不是矢量，其有特定的名称：标

量积 (scalar product)。计算矢量与自身的标量积可以得到其长度：

长度(v⃗) =
√
v⃗ · v⃗。 (A.3)
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1
这一点等会儿会有更清楚的说明。

2
一组矢量 {a⃗, b⃗, c⃗} 被称为是线性

独立的，若方程 c1a⃗+c2b⃗+c3c⃗ = 0

成立当且仅当 c1 = c2 = c3 = 0。

这说的其实就是其中任何一个矢量不

能表达为其他矢量的线性组合：如果

有 c1a⃗+ c2b⃗+ c3c⃗ = 0 对非零的系

数成立，则有 c1a⃗+ c2b⃗ = −c3c⃗。

3
w⃗ =


0

4

0



注意并不是随便三个量都可以写在一起，用括号包起来，作为一个矢量。

例如，把一个房间里的温度 T，压强 P 和湿度 H 放在一起：
T

P

H

。 (A.4)

没人阻止我们把他们放在一起，但这结果毫无意义，而且显然不是一个

矢量，因为不存在能将它们混在一起的线性关系。而如果我们仅仅是换

一个视角1去考察一个矢量，它的坐标分量将会互相转换1。故将这些坐

标分量写在一起用括号包起来是有用的。另外，如果分量会因视角的改

变而发生混合的话，将其写成位置矢量的形式是有用的。

从现在开始，我们将完全按照位置矢量 v⃗ 的变换方式的量称为一个

矢量。这句话的意思是，如果在某种变换下我们有 v⃗ → v⃗′ = Mv⃗，则任

何依 w⃗ → w⃗′ =Mw⃗ 作变换的量都是矢量。动量和加速度是典型的例子。

物理中我们将经常碰到这种思路。当我们把一些量写在一起放在一

对括号中时，它们未必是矢量，但一定是在某些线性算符下相互变换的

量。线性算符常通过与矩阵的乘法来表示。

A.1 Basis Vectors基矢

我们可以通过引入基矢来更一般的讨论沿坐标轴的分量这件事。基

矢是一组线性独立2且长度为一2的矢量。三维里我们需要三个基矢，从

而能将任何矢量都用基矢量的组合来表达。一个简单的选择是：

e⃗1 =


1

0

0

， e⃗2 =


0

1

0

， e⃗3 =


0

0

1

 (A.5)

这样任意三维矢量 v⃗ 都能用基矢表出

v⃗ =


vx

vy

vz

 = v1e⃗1+v2e⃗2+v3e⃗3 = v1


1

0

0

+v2


0

1

0

+v3


0

0

1

。 (A.6)

v1, v2, v3 三个数叫做 v⃗ 的分量。注意分量是依赖于基矢的。

前面提到的矢量3w⃗ 由此可以写成 w⃗ = 0e⃗1 +4e⃗2 +0e⃗3。对基矢另一

1译注：本意，即视线的角度。
2译注：一般资料上并不要求最后一条；满足这一条的称为单位基矢。
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图 A.1: 矢量在两个不同的坐标系下
分量的示意图。细节见正文。

个同样好的选法是

˜⃗e1 =
1√
2


1

1

0

， ˜⃗e2 =
1√
2


1

−1
0

， ˜⃗e3 =


0

0

1

。 (A.7)

在这组基下矢量 w⃗ 看起来会有点不同：

w⃗ = 2
√
2̃⃗e1−2

√
2̃⃗e2+0̃⃗e3 = 2

√
2

1√
2


1

1

0

−2√2 1√
2


1

−1
0

 =


0

4

0

。
(A.8)

从而将 w⃗ 用在新基矢下的分量写出

˜⃗w =


2
√
2

−2
√
2

0

。

这并不是一个不同的矢量，而只是一个不同的描述！准确地讲，̃⃗w 是原

坐标系中的矢量 ˜⃗w 在一个相对有旋转的坐标系下描述。3

A.2 Change of Coordinate Systems坐标系变换

通过矩阵，我们可以更精确地描述不同坐标系间的联系。两个不同

的坐标系可以代表实验中两个持不同视角的观察者，或者仅仅是一个想

使用一套新的基矢的观察者。这些描述之间的关系是什么？为了避免复

杂的讨论，让我们假定这两个坐标系的原点和 z 轴都是一样的。这样的

话就只是 x 和 y 轴有区别了。进一步假定实验中某个重要的量用矢量 v⃗

描述。

如果第一个观察者看到的是矢量 v⃗ =


vx

vy

vz

，我们能通过三角函数
sin(ϕ)，cos(ϕ) 和 tan(ϕ) = sin(ϕ)

cos(ϕ) 来计算出第二个观察者看到的 v⃗ =
vx′

vy′

vz′

，如图A.1 所示：

3译注：在整个附录A里作者就没说过几句准确的话，这句话也说得挺糙的。
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计算 vx 和 vx′ 的关系，由

cos(ϕ) = vx′

vx + a
→ vx′ = (vx + a) cos(ϕ)

以及

tan(ϕ) = a

vy
→ a = vy tan(ϕ)。

得到

vx′ = (vx + vy tan(ϕ)) cos(ϕ) =
(
vx + vy

sin(ϕ)
cos(ϕ)

)
cos(ϕ)

= vx cos(ϕ) + vy sin(ϕ)。

类似的，利用

cos(ϕ) = vy
vy′ + b

→ vy′ = vy
1

cos(ϕ) − b

和

tan(ϕ) = vy
vy′ + b

→ b = vx′ tan(ϕ)

再借助 sin2(ϕ) + cos2(ϕ) = 1 导出

vy′ = vy
1

cos(ϕ) − vx
′ tan(ϕ) = vy

1

cos(ϕ) − (vx cos(ϕ) + vy sin(ϕ)) sin(ϕ)
cos(ϕ)

= vy
sin2(ϕ) + cos2(ϕ)

cos(ϕ) − vx sin(ϕ)− vy
sin2(ϕ)

cos(ϕ) = vy cos(ϕ)− vx sin(ϕ)
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图 A.2: 矩阵乘法示意图。时时
刻刻记住行乘列。第一个指标代
表所在的行数，第二个代表列数。
在例子中，乘积矩阵红色的元素
c1,2 = a1,1b1,2 + a1,2b2,2，蓝色
的元素 c3,3 = a3,1b1,3 + a3,2b2,3。
一 般 的，ci,j = ai,kbk,j =
ai,1b1,j + ai,2b2,j + . . . Fig-
ure by Olivier Perrin (Bilou
Wikimedia Commons) released
under a CC BY-SA 3.0 licence:

http://creativecommons.or
g/licenses/by-sa/3.0/deed.en.
URL: http://commons.wiki
media.org/wiki/File:Matrix_m
ultiplication_diagram_2.svg,
Accessed: 28.1.2015

最终有 vy′ = −vx sin(ϕ) + vy cos(ϕ)。

我们能将其用一个旋转矩阵来表达：
vx′

vy′

vz′

 = Rz(ϕ)v⃗ =


cos(ϕ) sin(ϕ) 0

− sin(ϕ) cos(ϕ) 0

0 0 1



vx

vy

vz



=


cos(ϕ)vx + sin(ϕ)vy
− sin(ϕ)vx + cos(ϕ)vy

vz

。
(A.9)

将矩阵的每一行与未旋转的矢量相乘，便得到了旋转后的矢量。如之前所

提到的，沿 z 轴的分量 v3 对于不同的观察者而言是相同的。矩阵 Rz(ϕ)

描述了一个绕 z 轴转动了角度 ϕ 的旋转。

A.3 Matrix Multiplication矩阵乘法

像这样通过矩阵来作计算是一个极大的简化。矩阵乘法的规则就是

行乘列。如果将一个矢量看做一个一列三行的矩阵（一个 3 × 1 矩阵），

则标量积也可以看做是矩阵乘法的一种特殊情况。即

v⃗ · w⃗ = v⃗T w⃗ =
(
vx vy vz

)
wx

wy

wz

 = vxwx+ vywy + vzwz, (A.10)

其中 T 代表转置，即行变成列，列变成行。那么 v⃗T 便是一个 1 行 3 列

的矩阵。这样写的话标量积就也成了行乘列的矩阵乘法。

类似的，两个矩阵的乘法也就是左边矩阵的每一行乘右边矩阵的每

一列，如图A.2。下面是一个具体的例子

M =

2 3

1 0

 N =

0 1

4 8


MN =

2 3

1 0

0 1

4 8

 =

2 · 0 + 3 · 4 2 · 1 + 3 · 8
1 · 0 + 0 · 4 1 · 1 + 0 · 8

 =

12 26

0 1


(A.11)

时刻把行乘列记在脑子里4。注意两个矩阵的乘法是不对易的，即一般来

说 MN ̸= NM。

4译注：说起来，什么是行什么是列也是一个需要记牢的东西，尤其是与台湾友人交流
时。

http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/deed.en
http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/deed.en
http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Matrix_multiplication_diagram_2.svg
http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Matrix_multiplication_diagram_2.svg
http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Matrix_multiplication_diagram_2.svg
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图 A.3: 右手坐标系和左手坐
标 系。Figure by Primalshell
(Wikimedia Commons) released
under a CC-BY-SA-3.0 licence:

http://creativecommons.or
g/licenses/by-sa/3.0/deed.en.
URL: http://commons.wikime
dia.org/wiki/File:3D_Cartesi
an_Coodinate_Handedness.jpg,
Accessed: 1.12.2014

A.4 Scalars标量

另一个值得注意的事情是，两个矢量标量积的结果对于所有观察者

而言都是相同的。这看起来可以作为标量的定义：标量是对于全部观察

者都相同的量。这不只是简单的在说每一个数都是标量，因为矢量的每

一个分量都是一个数，但是它们对于不同的观察者而言却不一样。作为

对比，两个矢量的标量积对于全体观察者却是相同的。这源于，矢量的

长度与其与自身的标量积直接相关这一事实。改变观察的视角或位置并

不会改变任何东西的长度。矢量的长度被称作旋转下的不变量，即无论

我们怎样旋转系统其都保持原样。

A.5 Right-handed and Left-handed Coordinate Systems左
手/右手坐标系

当我们谈论两个观察者时，我们默认了它们对坐标系的定义都是相

同的。而事实上，我们有两种可能的选择，它们这是依旧能通过矩阵乘

法相联系，却不能靠转动了。两个观察者可能是一个选择了所谓的右手

坐标系，而另一个选择了左手坐标系。

我们无法将一个左手系旋转成一个右手系。事实上，这两类坐标系

通过镜面反射相关联。这就是说，右手系和左手系由如下形式的变换相

联系5


v1

v2

v3

→

−v1
−v2
−v3

， (A.12)

就是说把全部空间坐标都反一个号。人们也习惯于将这类变换称作宇称

变换 (parity transformation)。我们可以用如下方式来表示一个宇称
变换

v⃗ → v⃗′ = P v⃗ =


−1 0 0

0 −1 0

0 0 −1



v1

v2

v3

 =


−v1
−v2
−v3

。 (A.13)

5译注：原文这里给出的其实是一个相对原点的反射，而不是镜面反射。当然，这两种
反射之间只差一个转动。

http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/deed.en
http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/deed.en
http://commons.wikimedia.org/wiki/File:3D_Cartesian_Coodinate_Handedness.jpg
http://commons.wikimedia.org/wiki/File:3D_Cartesian_Coodinate_Handedness.jpg
http://commons.wikimedia.org/wiki/File:3D_Cartesian_Coodinate_Handedness.jpg
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是他在 www.math.stackexchange

.com上说的。

2
见(B.1)式，并利用微积分基本定理∫ b

a
h′(x) = h(b) − h(a)。

B. Calulus微积分

B.1 Product Rule莱布尼兹律

莱布尼兹律1

d
dx (f(x)g(x)) =

(
df(x)

dx

)
g(x) + f(x)

(
dg(x)

dx

)
≡ f ′g+ fg′ (B.1)

可直接由导数的定义得到

d
dx [f(x)g(x)] = lim

h→0

f(x+ h)g(x+ h)− f(x)g(x)
h

= lim
h→0

[f(x+ h)g(x+ h)− f(x+ h)g(x)] + [f(x+ h)g(x)− f(x)g(x)]
h

= lim
h→0

f(x+ h)
g(x+ h)− g(x)

h
+ g(x)

f(x+ h)− f(x)
h

= f(x)g′(x) + g(x)f ′(x)

B.2 Integration by Parts分部积分

据说，Peter Lax被授予美国国家科学奖章时，其他获奖人（可
能不是数学家）问他凭借什么拿到的这个奖。Lax 回答：“我
做了个分部积分。”

- Willie Wrong1

从莱布尼兹律可以直接得到一个重要的积分手段。将莱布尼兹律一

式积分2

1译注：直译为“乘积规则”，鉴于这种叫法在中文文本中较罕见，故译作“莱布尼兹律”。

www.math.stackexchange.com
www.math.stackexchange.com


Draft
Transl

at
ion

244 Chapter B.微积分

32.4节中我们说到了没什么能比光速
还快，故无穷远处的场一定不会对有

限 x 处的物理产生影响。

4
不要被这些变量的名字搞混了。上

面的公式里我们是从 a 出发计算函数

在 x 处的值。而这里我们是希望利用

y 处的信息来得到 f 在 y + ∆y 处

的性质。准确的关系是：x = y+∆y

和 a = y。

5
译注：原文有误，已更正。

∫ b

a

dx d
dx (f(x)g(x))︸ ︷︷ ︸

= f(x)g(x)|ba

=

∫ b

a

dx
(

df(x)
dx

)
g(x)+

∫ b

a

dx f(x)
(

dg(x)
dx

)

(B.2)

移项，得到∫ b

a

dx
(

df(x)
dx

)
g(x) = f(x)g(x)|ba−

∫ b

a

dx f(x)
(

dg(x)
dx

)
。 (B.3)

当讨论场的物理时，这个手段很是有用：在全空间作积分时，即 a =

−∞, b =∞，由于一切场量在无穷远处都必须为零3，边界项为零 f(x)g(x)|ba =

0。

B.3 The Taylor Series Taylor级数

Taylor 级数使我们能将任何无穷阶可微函数写成幂级数形式

f(x) = f(a) + (x− a)f ′(a) + 1

2
(x− a)2f ′′(a) + . . . (B.4)

• 一方面我们能用它来求某些函数的级数形式。这可以用来，例如，
说明 eix = cos(x) + i sin(x)。

• 另一方面，也能用它来得到函数在某点附近的近似值。当出于某些
原因我们可以略去高阶项，不用考虑无穷多项时，这公式的用处会

很大。比如说我们要算函数 f(x) 在 y 的邻域中一点 y +∆y 的值，

可以写出4

f(y+∆y) = f(y)+(y+∆y−y)f ′(y)+ · · · = f(y)+∆yf ′(y)+ . . . (B.5)

这就是说，通过在 y 处函数的性质，我们能得到其在 y + ∆y 处的近似

值。对于无穷小邻域2∆y = ϵ → 0 的极端情况，函数的改变量可以仅用

Taylor 级数的一（线性）项来表示

∆f = f(y+ϵ)−f(y) = f(y)+ϵf ′(y)+ · · ·−f(y) = ϵf ′(y)+ . . .︸︷︷︸
≈0由于ϵ2≈0

(B.6)

这个式子是最有用的数学工具之一，它也能通过微积分基本定理和

分部积分推出来。基本定理说∫ x

a

dt f ′(t) = f(x)− f(a)→ f(x) = f(a) +

∫ x

a

dt f ′(t)。 (B.7)

可以将第二项用分部积分写开：在 f ′(t) 前面补一个 1 成 1f ′(t)，利

用(B.3)式取 g′(t) = 1 的情况。分部积分能改写积分5
∫ b
a
v′u = vu|ba −∫ b

a
vu′，积掉一项而对另一项微分。这里我们积 g′(t) = 1 而微分 f ′(t)，

2译注：原文有误，已更正。
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方程对任意 c 都成立，我们自然

可以随便选一个，但那样就推不出我

们想要的公式了。选取恰当的 c 是为

了得到一个有用的关于 f(x) 的公式。

否则 f(x) 将会同时出现在等式两侧。

7
注意 v =′ (x − t) 对 t 的积分会

出一个符号：v = −(x− t)2 + d 积

分常数 d 取作零。

即式子里 g′ = v′ 及 f ′ = u。求得

f(x) = f(a)+

∫ x

a

dt f ′(t) = f(a)+ g(t)f(t)|xa−
∫ b

a

dtg(t)f ′′(t)。 (B.8)

现在的问题是 g(t) 是啥。我们目前只知道 g′(t) = 1，但却有无穷多

个函数的导数都是这个：对于任意常数 c，函数 g = t+c都满足 g′(t) = 1。

我们选取6g = t− x，即将积分上界的负值 −x 作为我们的常数 c。从而

上式的第二项就可以写作

g(t)f(t)|xa = (t− x)f(t)|xa = (x− x)︸ ︷︷ ︸
=0

f(x)− (a−x)f(a) = (x−a)f(a)

(B.9)

从而整个式子现在写作

f(x) = f(a) + (x− a)f ′(a) +
∫ x

a

dt (x− t)f ′′(t)。 (B.10)

对最后一项再次使用分部积分，现在是7 v′ = (x− t) 和 u = f ′′(t)：

→
∫ x

a

dt (x− t)︸ ︷︷ ︸
=v′

f ′′(t)︸ ︷︷ ︸
=u

= −1

2
(x− t)2︸ ︷︷ ︸
=v

f ′′(t)︸ ︷︷ ︸
=u

∣∣∣∣∣∣∣
x

a

−
∫ x

a

dt
(
−1

2
(x− t)2

)
︸ ︷︷ ︸

=v

f ′′′(t)︸ ︷︷ ︸
=u′

边界项同样简单的是零

−1

2
(x− t)2f ′′(t)

∣∣∣∣x
a

= −1

2
(x− x)2︸ ︷︷ ︸

=0

f ′′(x) +
1

2
(x− a)2f ′′(a)。

得到公式

f(x) = f(a)+(x−a)f ′(a)+ 1

2
(x−a)2f ′′(a)+

∫ x

a

dt 1
2
(x− t)2f ′′′(t)。

(B.11)

可以继续将最后一项分部积分，但是我们应该能直接肉眼观察出规律了。

Taylor 级数可以利用求和号 Σ 写成更紧凑的形式：

f(x) =

∞∑
n=0

f (n)(a)(x− a)n

n!

=
f (0)(a)(x− a)

0!
+
f (1)(a)(x− a)1

1!
+
f (2)(a)(x− a)2

2!

=
f (3)(a)(x− a)3

3!
+ . . .，

(B.12)

其中 f (n) 代表 f 的 n 阶导数，例如 f (2) = f ′′，n! 代表 n 的阶乘，即
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n! = 1 · 2 · 3 . . . n。比如对 n = 5有 5! = 5 · 4 · 3 · 2 · 1 = 120，2! = 2 · 1 = 2，

以及定义 0! = 1。级数是下一节的主题。

B.4 Series级数

上一节中我们碰巧发现了含有无穷求和的一个重要等式。在这一节

里将介绍关于求和的一些小技巧和几个重要级数。

B.4.1 Important Series几个重要的级数

从上一节中我们学到了任意无穷可微的函数都可以写成级数的形

式3。让我们从最重要的例子开始：指数函数 ex。它的泰勒展开式可以直
接写出：

ex =

∞∑
n=0

xn

n!
， (B.13)

用到了指数函数的4 定义，导函数等于自身：(ex)′ = ex。将 a = 0 带入

Taylor 级数，利用 e0 = 1，便得到指数函数的 Taylor 级数（(B.12)式）：

ex =

∞∑
n=0

e0(x− 0)n

n!
=

∞∑
n=0

xn

n!
(B.14)

这个级数也可以作为 ex 的定义式。

另外两个无穷可微的重要函数是 sin(x) 和 cos(x)。利用 (sin(x))′ =
cos(x)，(cos(x))′ = − sin(x)，cos(0) = 1 以及 sin(0) = 0，可以推得它们

的泰勒级数。

sin(x) =
∞∑
n=0

sin(n)(0)(x− 0)n

n!
。

由于 sin(0) = 0，故全部偶数 n 项都为零，由此可以将求和分开：注意

到

∞∑
n=0

n =

∞∑
n=0

(2n+ 1) +

∞∑
n=0

(2n)

1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 . . . = 1 + 3 + 5 · · ·+ 2 + 4 + 6 + . . .

(B.15)

3译注：一个典型的反例是 f(x) = exp(−1/x2)，它在原点处（补充定义后）任意阶导
数都为零。

4译注：某一种
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sin(x)(1) = sin(x)(2 · 0+1)

= (−1)
0 cos(x)

= cos(x), sin(x)(3)

= sin(x)(2 · 1+1)

= (−1)
1 cos(x)

= − cos(x)

将 sin(x) 的求和分裂开来

sin(x) =
∞∑
n=0

sin(2n+1)(0)(x− 0)2n+1

(2n+ 1)!
+

∞∑
n=0

sin(2n)(0)(x− 0)2n

(2n)!︸ ︷︷ ︸
=0

=

∞∑
n=0

sin(2n+1)(0)(x− 0)2n+1

(2n+ 1)!
。

(B.16)

sin(x) 的全部偶数阶导数，sin(2n) 也是 sin(x)（除去可能有的负号），由
于 sin(0) = 0 所以说第二项为零。sin(x) 全部奇数阶导数是 cos(x)，除
去可能的负号。我们有

sin(x)(1) = cos(x)

sin(x)(2) = cos′(x) = − sin(x)

sin(x)(3) = − sin′(x) = − cos(x)

sin(x)(4) = − cos′(x) = sin(x)

sin(x)(5) = sin′(x) = cos(x)

(B.17)

规律是 sin(2n+1)(x) = (−1)n cos(x)，你可以将任意整数 n带入验证8。由

此将(B.16)式改写作

sin(x) =
∞∑
n=0

sin(2n+1)(0)(x− 0)2n+1

(2n+ 1)!

=

∞∑
n=0

(−1)n cos(0)(x− 0)2n+1

(2n+ 1)!

=︸︷︷︸
cos(0)=1

∞∑
n=0

(−1)n(x)2n+1

(2n+ 1)!

(B.18)

这就是 sin(x) 的 Taylor 级数，也可以作为 sin(x) 的定义式。类似的，我
们可以得到

cos(x) =
∞∑
n=0

(−1)n(x)2n

(2n)!
， (B.19)

其奇数阶导数都正比于 sin(0) = 0。

B.4.2 Splitting Sums分裂求和

上一节中我们提到了一个有用的计算技巧。那儿我们用了下面这个

例子

∞∑
n=0

n =

∞∑
n=0

(2n+ 1) +

∞∑
n=0

(2n)

1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 . . . = 1 + 3 + 5 · · ·+ 2 + 4 + 6 + . . .

(B.20)
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来表明我们可以将任何求和分解成偶数和奇数项。2n总是偶数，而 2n+1

总是奇数。在上一节中我们就看到了这很有用，但现在可以再看看另一

个例子。如果将带有复变量 ix 的指数函数的级数分裂开来会怎样？

eix =

∞∑
n=0

(ix)n
n!

=

∞∑
n=0

(ix)2n
(2n)!

+

∞∑
n=0

(ix)2n+1

(2n+ 1)!

(B.21)

用 (ix)2n = i2nx2n 和 i2n = (i2)n = (−1)n 来写开。另外也需要 i2n+1 =

i · i2n = i(−1)n。由此有

eix =

∞∑
n=0

(ix)n
n!

=

∞∑
n=0

(−1)n(x)2n

(2n)!
+ i

∞∑
n=0

(−1)n(x)2n+1

(2n+ 1)!

=

∞∑
n=0

(−1)n(x)2n

(2n)!︸ ︷︷ ︸
=cos(x) 见(B.19)式

+i
∞∑
n=0

(−1)n(x)2n+1

(2n+ 1)!︸ ︷︷ ︸
=sin(x) 见(B.18)式

= cos(x) + i sin(x)

(B.22)

B.4.3 Einstein’s Sum Convention Einstein求和约定

物理中经常有求和，老是写大大的求和号 Σ 是很烦人的一件事。所

以说某个聪明人引入了一个约定，叫 Einstein 求和约定。根据这个约定
每当一个指标在某些项中重复出现两次，如同上面的 n，那么就意味着

一个隐藏的求和号。即

anan ≡
∑
n

anbn。 (B.23)

其他形式的例子

anbncm ≡
∑
n

anbncm。 (B.24)

ambncm ≡
∑
m

ambncm。 (B.25)

但是

anbm ̸=
∑
n

anbm， (B.26)
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当然我们不能将一个指标改成另一

类指标。例如，我们可以将改 i → j

但不能改 i → µ，因为 µ 这样的希

腊字母指标总是从 0 加到 3，而 i 这

样的罗马数字指标是从 1 加到 3。

因为一般而言 n ̸= m。没有同伴的指标叫做自由指标 (free index)，而
有同伴要求和的叫做哑指标 (dummy index)。具体原因会在下一节中
解释。

在 anbncm ≡
∑
n
anbncm 一例中，n是哑指标，而 m是自由指标。对

于 ambncm ≡
∑
m
ambncm，指标 m 是哑的而 n 是自由的。

B.5 Index Notation指标记号

B.5.1 Dummy Indices哑指标

一定要注意到的一点是，有伴的指标事实上什么用处都没有。将 n

重命名为 k，什么事都不改变9，即 n 已经被缩并掉了

anbncm = akbkcm ≡
∑
n

anbncm ≡
∑
k

akbkcm。 (B.27)

另一方面，自由指标却不能自由的被重命名。将 m 改写作 q 会造成区

别，因为等式另一端也必须有相同的自由指标。这就是说当我们单独考

察类似于 anbncm 这样的项时，总需要将其他带有自由指标 m 的项拉进

来，指标要改名就得一起改名。我们来看一个例子

Fi = ϵijkajbk。 (B.28)

这里除了一个新东西 ϵijk，带着多个指标，我们暂且不去管它，待会儿

会仔细讨论。这里我们能将 ϵijkajbk 的指标 j, k 随意重命名，因为它们

被缩并掉了。例如 j → u，k → z，这样得到 ϵiuzaubz 和之前的完全是

一样的。另一头，i 就不是一个哑指标了，我们不能将其重命名 i → m：

ϵmuzaubz，因为这样的话上式就会变成

Fi = ϵmuzaubz。 (B.29)

再看之前那句话这就显得有点迂腐了，因为很明显得将 Fi 里的 i改掉来

得到一个有意义的等式。但一般来说我们都会单独的讨论一个对象，那

就得清楚我们不能去改变哪些东西。

B.5.2 Objects with more than One Index带多个指标的对象

现在可以谈谈那些有多个指标的对象。带两个指标的自然就是矩阵

了。第一个指标告诉我们变量是在哪一行而第二个指标代表哪一列。例

如

Mij ≡

M11 M12

M21 M22

。 (B.30)

对于 M12 就是在第一行第二列。
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利用指标可以简单的写出矩阵乘法。两个矩阵的乘积是

MN = (MN)ij =MikNkj。 (B.31)

在左边是矩阵乘积 (MN) 的 i 行 j 列的元素，可以由 M 的第 i 行

和 N 的第 j 列相乘得到。指标 k 出现了两次，代表一个隐含的求和。有

时我们会给一个对象两个或更多的指标（张量）。在这本书中，两个一般

就够用了，唯一的例外将在下面几节中讨论到。

B.5.3 Symmetric and Antisymmetric Indices对称/反对称指标

一个矩阵被称为是对称的，若 Mij = Mji。对于二维情形来说就是

M12 =M21，一个对称矩阵的例子如下9 3

3 17

 (B.32)

一个矩阵被称为是全反对称的 (totally antisymmetric)，若 Mij =

−Mji 对于全体i, j 成立。一个示例是 0 3

−3 0

 (B.33)

注意对角元都是零，这是因为 M11 = −M11 仅当 M11 = 0 时成立，对

于 M22 也一样。

B.5.4 Antisymmetric × Symmetric Sums对称和反对称求和

一个重要的事实：当我们将带有完全相同的指标的对称和反对称的

对象乘起来求和时，结果为零：

∑
ij

aijbij = 0 (B.34)

若有 aij = −aji 和 bij = bji 对于全部 i, j 成立。这个结论很容易看出

来：改写

∑
ij

aijbij =
1

2

∑
ij

aijbij +
∑
ij

aijbij

 (B.35)

正如之前解释过的，我们能自由的将哑指标重命名 i → j 及 j → i，仅

对第二项作用

→
∑
ij

aijbij =
1

2

∑
ij

aijbij +
∑
ij

ajibji

 (B.36)
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如果你觉得这是一个无聊的把戏，

算几个真实的例子来验证其正确性。

然后利用 bij 的对称性和 aij 的反对称性，来翻转第二项中的指标，得

到10

→
∑
ij

aijbij =
1

2

∑
ij

aijbij +
∑
ij

aji︸︷︷︸
=−aij

bji︸︷︷︸
=bij


=

1

2

∑
ij

aijbij −
∑
ij

aijbij

 = 0

(B.37)

B.5.5 Two Important Symbols两个重要的符号

第一个是单位矩阵。二维情形下为

1 =

1 0

0 1

。 (B.38)

单位矩阵用指标记号来标记时称 Kronecker 符号 δij，对任意维度都可由

下式定义

δij =

1 i = j

0 i ̸= j
(B.39)

Kronecker 符号是对称的，有 δij = δji。

第二个是 Levi-Civita 符号 ϵijk，在二维下由下式定义

ϵij =


1 (i, j) = (1, 2)

0 i = j

−1 (i, j) = (2, 1)

(B.40)

矩阵形式写作

ϵij =

 0 1

−1 0

 (B.41)

三维下的 Levi-Civita 符号是

ϵijk =


1 (i, j, k) = (1, 2, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2)

0 i = j或j = k或j = i

−1 (i, j, k) = (1, 3, 2), (3, 2, 1), (2, 1, 3)

(B.42)
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对于四维

ϵijkl =


1 若(i, j, k, l)是(1, 2, 3, 4)的偶置换

−1 若(i, j, k, l)是(1, 2, 3, 4)的奇置换

0 其他

(B.43)

例如 (1, 2, 4, 3) 和 (2, 1, 4, 3) 就分别是 (1, 2, 3, 4) 的奇置换（换了一个）

和偶置换（换了两个）。

Levi-Civita 符号是全反对称的：根据定义，当置换两个指标时，总
是多一个负号：

ϵijk = −ϵjik，ϵijk = −ϵikj 等。或者二维下 ϵij = ϵji。
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复数 z = a + ib（a 为 z 的实部，

b 为虚部，a, b 均为实数）的复共轭

为 z∗ = a− ib。

C. Linear Algebra线性代数

利用矩阵等线性代数工具可以大幅简化计算，下面从基本变换开始

对线性代数做一回顾。

C.1 Basic Transformations基本变换

矩阵的复共轭定义为：

M∗
ij =

M∗
11 M∗

12

M∗
21 M∗

22

 , (C.1)

即对每个矩阵元取复共轭1。

矩阵的转置定义为 MT
ij =Mji，用矩阵形式表示为：

Mij =

M11 M12

M21 M22

 → MT
ij =

M11 M21

M12 M22

 , (C.2)

即交换矩阵的行与列。两个矩阵的乘积的转置 (MN)T ̸=MTNT，而是

(MN)T = NTMT，即乘积的转置需要调换乘积顺序，这用指标记号不

难证明：

MN ≡ (MN)ij =MikNkj

(MN)T ≡
(
(MN)ij

)T
= (MN)ji = (MikNkj)

T

(MikNkj)
T =MT

ikN
T
kj =MkiNjk = NjkMki ≡ NTMT , (C.3)
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2
若矩阵 M 可逆，则它存在逆矩

阵，记作 M−1，满足 M−1M =

MM−1 = 1（单位矩阵）.

其中最后一步利用了矩阵乘法的指标记号，左侧矩阵的行乘以右侧矩阵

的列。我们将 MkiNjk 写为 NjkMki 的形式，后者即为左侧矩阵的行乘

以右侧矩阵的列的形式，这样就能用矩阵乘法记作 NTMT .

注意在指标记号下乘积中的各项顺序可自由颠倒，例如 MkiNjk =

NjkMki，因为各 Mki 与 Njk 只代表数字。

C.2 Matrix Exponential Function矩阵指数函数

前面已经导出了指数函数的级数形式，由此可定义矩阵的指数函数

eM，其中 M 为任意方阵：

eM =

∞∑
n=0

Mn

n!
. (C.4)

必须注意，一般 eMeN ̸= eM+N。eMeN = eM+N 当且仅当 MN = NM .

C.3 Determinants行列式

矩阵行列式的概念不太直观，但是相当有用。例如，若矩阵的行列

式非零，则该矩阵可逆2。这个命题的证明有点复杂，读者可在任何一本

线性代数教材中查阅。

3× 3 矩阵的行列式 det(A) 可以用 Levi-Civita 符号定义：

det(A) =
3∑
i=1

3∑
j=1

3∑
k=1

ϵijkA1iA2jA3k, (C.5)

n× n 矩阵的行列式的定义类似：

det(A) =
n∑

i1=1

n∑
i2=1

· · ·
n∑

in=1

ϵi1i2...inA1i1A2i2 . . . Anin . (C.6)

例：2× 2 矩阵的行列式

det(A) = det

3 1

5 2

 = (3 · 2)− (5 · 1) = 1

一般 3× 3 矩阵的行列式：

det


a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

 = a1(b2c3−b3c2)−a2(b1c3−b3c1)+a3(b1c2−b2c1).

(C.7)
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3
一般情况，变换 M ′ = N−1MN

意味着基的变换，M ′ 是 M 在新坐

标系中的形式。因此矩阵对角化的含

义就是可以找到一个坐标系使得矩阵

M 在该坐标系中的形式简单（对角

矩阵）。

C.4 Eigenvalues and Eigenvectors本征值与本征向量

本征值与本征向量是物理学中大用特用的线性代数概念。矩阵M 的

特征值 λ 与特征向量 v⃗ 满足：

Mv⃗ = λv⃗. (C.8)

上式两侧作用的是同一向量 v⃗，这意味着 v⃗ 经矩阵 M 变换后只改变原

来的常数 λ 倍。每一本征向量对应一个本征值。计算本征值与本征向量

的过程有点繁复，可以参考任何一本线性代数教材。

本征向量重要性的一个例子是旋转变换，我们用旋转矩阵描述旋转

操作，用旋转矩阵的本征向量定义各旋转轴。

C.5 Diagonalization对角化

利用本征值与本征向量可以使矩阵对角化，这能简化计算，并且有

助于解释方程的物理意义。可以证明任意可对角化的矩阵 M 能写为如

下形式3：

M = N−1DN, (C.9)

其中矩阵 N 由 M 的本征向量组成，矩阵 D 是以 M 的本征值为对角元

的对角矩阵：

M11 M12

M21 M22

 = N−1

λ1 0

0 λ2

N =
(
v⃗1, v⃗2

)−1

λ1 0

0 λ2

(v⃗1, v⃗2).
(C.10)
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D. Additional Mathematical Notions 其他数学概念

D.1 Fourier变换

Fourier变换的思想类似于把一个任意向量按照一组基底矢量 (e⃗1, e⃗2, e⃗3)

做展开1，在三维欧氏空间下最常见的基底选择为

e⃗1 =


1

0

0

 , e⃗2 =


0

1

0

 , e⃗3 =


0

0

1

 (D.1)

任意三维矢量 v⃗ 可以按这组基底展开为

v⃗ =


v1

v2

v3

 = v1e⃗1+v2e⃗2+v3e⃗3 = v1


1

0

0

+v2


0

1

0

+v3


0

0

1

 (D.2)

傅里叶变换的概念就是对函数做类似的展开2，对于周期函数来说展开的

基底是 sin(kx)和 cos(kx)，也就是说任意周期函数都可以写成如下形式3

f(x) =

∞∑
k=0

(ak cos(kx) + bk sin(kx)) (D.3)

1关于后者的详细介绍参见附录 A.1
2从更抽象的层面来说，函数是广义上的矢量，也就是说它们是一个矢量空间中的元素。

对于不同种类的函数它们所组成的矢量空间也是不同的。这种广义矢量空间的定义和通常
欧氏矢量空间的类似（后者就是我们常见的带小箭头 ⃗ 的位置矢量构成的空间），比如说，
你可以像加两个向量一样把两个函数加起来，并可以对函数定义标量积。

3在某些点上未必如此，具体取决于函数和边界条件。更详细的介绍可以参见任意一本
数学物理方法教材（鉴于大多数读者都是物理系而非数学系的学生）——译者
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其中 ak 和 bk 为常系数。

任意（无需周期条件）函数可以按基底 eikx 和 e−ikx 展开，但是这

时候求和号被积分号代替4：

f(x) =

∫ ∞

0

dk(ake
ikx + bke

−ikx) (D.4)

我们也可以把上式写成

f(x) =

∫ ∞

−∞
dkfke

−ikx (D.5)

展开系数 fk 可以写成 f̃(k)，其常被称为 f(x) 的傅里叶变换。

D.2 δ 分布函数

从某种角度上来说，δ 分布函数在积分中起的作用和 Kroneckerδ 符
号 5在求和中起的作用类似。举个例子，考虑

3∑
i=1

aibj = a1bj + a2bj + a3bj (D.6)

现在我们想把求和的第二项提取出来，我们可以利用 Kroneckerδ 符号
δ2i，这样得到

3∑
i=1

δ2iaibj = δ21a1bj + δ22a2bj + δ23a3bj = a2bj (D.7)

写成更一般的式子即为∫ 3

i=3

δikaibj = akbj (D.8)

δ 分布函数 δ(x− y) 由下式定义：∫
dxf(x)δ(x− y) = f(y) (D.9)

和 Kronecherδ 符号非常类似，δ 分布函数从积分中提取出了一项 6，我

们还可以通过相似性从式

∂xi
∂xj

= δij (D.10)

4复习一下，积分实际上就是求和的极限过程，
∑

k 中分立变量 k 在
∫
dk 中变成了连

续变量。
5Kroneckerδ 符号定义见附录 B.5.5
6即 x = y 的一项，例如，

∫
dxf(x)δ(x− 2) = f(2).
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推出

∂f(xi)

∂f(xj)
= δ(xi − xj) (D.11)

通过相似性来导出此式当然不能算是一个证明，如果你愿意你也可以通

过严格的数学推导得到这个式子。关于 δ 分布函数还有很多内容可以讲，

但就此书的目的而言你只需要知道它是干什么的就足够了。事实上，这

也是 Dirac 最早引入这一函数的方式。
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