
数学分析 (B) 历年考试真题
2024 版

2018 版 · 说明
1. 这里收录了若干套中国科学技术大学数学分析 (B) 测验以及考试真题，以及一套数学

分析 (A) 的试题作为样卷。

2. 排序顺序优先考虑知识涵盖范围，其次为时间先后。即先 B1 后 B2, 期中复习请参考

标注有期中试卷及其前面的测验试卷，因为在它们后面的试卷都会涉及到期中考试之后的内

容。

3. 本附录的主要作用是供同学们考试之前模拟使用，越靠近现在的考卷越能接近现在的

出题风格。

4. 没有参考答案，希望读者自行思考，同时熟悉题目类型。建议本门课程的助教在平时

习题课先将学过的部分的测验题进行讲解，在考前习题课讲解对应的考试题。

5. 正值科大 60 周年校庆，亦为少年班成立 40 周年之际，谨以此真题集锦，献礼科大，

也便于以后的助教的习题课工作和同学们复习本门课程。感谢李平教授和 17 级少创班同学们

提供往年题目。再次祝愿科大数学教育越办越好！

2017 年秋季学期数学分析 (B1) 助教
2018 年春季学期数学分析 (B2) 助教

2015 级 少年班学院 理科试验 1 班 吴天1

2018 年 4 月于合肥

1欢迎访问主页:http://home.ustc.edu.cn/~wt1997/
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2020 版 · 说明
感谢吴天学长的辛苦整理，给近年同学们的备考提供了不少方便和有价值的参考。

岁月不居，时节如流。转眼间，科大的数学教育又走过了两载春秋。本次 2020 年版数学

分析 (B) 考试真题加入了 2018–2020 年共 12 套测验及考试真题，但为了与原 2018 版合并，

延续页码，只好将这些新题全部追加编排于最后。2018 年版截止至 47 页，48–60 页仍按照“优

先考虑知识涵盖范围，其次为时间先后”的顺序单独排列，并在最后提供一套 B3 样卷作为参

考。

愿科大的数学教育再攀新的高峰！

2021 版 · 说明
1. 本次全新改版，对全部试卷重新编排，排列顺序按照 “优先考虑知识涵盖范围，其次

为时间先后”, 将新加入的试卷与先前的试卷合并排列，采用 XƎLATEX 进行编译排版，并修复

了旧版本的若干排印错误。

2. 加入了目录和书签，并在页眉中加入标题，方便同学们查找索引。

3. 相比 2020 版，更新了 2020–2021 学年两个学期的数学分析 (B1), (B2) 的期中、期末

等若干套试题，并提供一套数学分析 (B3) 的期中试题，供同学们参考。更新试题包括：

(1) 2020–2021 学年数学分析 (B1), (B2) 的期中、期末共 4 套试题

(2) 2016–2017 学年第一学期数学分析 (B1) 第三次测试

(3) 2007–2008 学年第二学期数学分析 (II) 期末考试

(4) 2017–2018 学年第二学期数学分析 (B2) 期中考试

(5) 2017–2018 学年第二学期数学分析 (B2) 期末考试

(6) 2020–2021 学年第一学期数学分析 (B3) 期中考试

2022 版 · 说明
更新了 2021–2022 学年两个学期的数学分析 (B1), (B2) 的期中、期末共 4 套试题，感谢

宗语轩助教在本材料的编写和助教工作过程中给予的大力支持！

2021 年秋季学期数学分析 (B1) 助教
2022 年春季学期数学分析 (B2) 助教

2019 级 少年班学院 创新试点 3 班 余启帆2

2022 年 8 月于合肥

2欢迎访问主页：http://home.ustc.edu.cn/~qifan/
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2023 版 · 说明
更新了 2022–2023 学年两个学期的数学分析 (B1), (B2) 的期中、期末共 4 套试题。

在两位学长辛苦整理基础上，对样式稍作调整，例如一些题目被拆分成两栏，调整了一

些列表间距等。为方便后续的维护工作，这份文档的 LATEX 代码发布在 LUG GitLab 上，地

址在：https://git.lug.ustc.edu.cn/tiankaima/maexams
预祝同学们考试顺利，学业有成。

2024 版 · 说明
更新了 2023–2024 学年两个学期的数学分析 (B1), (B2) 的期中、期末共 4 套试题。

2023 年秋季学期数学分析 (B1) 助教
2024 年春季学期数学分析 (B2) 助教

2021 级 少年班学院 1 班 马天开3

2023 年 12 月于合肥4

3欢迎访问主页：https://github.com/tiankaima/
4编排匆忙，文档中难免疏漏，欢迎指正。mailto:tiankaima@mail.ustc.edu.cn
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第 1 部分 数学分析 (B1)
1.1 中国科学技术大学 2011–2012 学年第一学期

数学分析 (B1) 第一次测试

1. (10 分) 用数列极限的定义证明： lim
n→∞

n

2n+ sinn =
1

2
.

2. (10 分) 设函数 f(x) 在 x > 0 有定义，请叙述极限 lim
x→+∞

f(x) 存在且有限的 Cauchy 收

敛准则。

3. (40 分，每小题 10 分) 求下列极限 (其中 n 均为正整数):

lim
n→∞

n
3
2

(√
n+ sin 1

n
−

√
n

)
(1) lim

x→1

x3 − x2 + 2x− 2

x2 − 1
(2)

lim
n→∞

(2n + 3n)
1
n(3) lim

x→0
(2− cosx)

1
x2(4)

4. (10 分) 设正数列 {an} 满足 an+1 ⩽ ban, n = 1, 2, · · · , 其中 0 < b < 1. 求证：数列

Sn =
n∑

k=1

ak 收敛。

5. (10 分) 设 a1 = 1, an+1 =
an + sin an

2
, n = 1, 2, · · · . 讨论数列 {an} 的收敛性和极限。

6. (10 分) 设 E 是非空有上界的数集，且它的上确界 a 不在 E 中。求证：E 中存在数列

{xn} 严格递增趋于 E 的上确界。

7. (10 分) 设 f(x) 是定义在实轴 R 上的函数且对任意 x, y 有

|xf(y)− yf(x)| ⩽M |x|+M |y| ,

其中 M > 0. 求证：

(1) lim
x→∞

f(x)

x
收敛;

(2) 存在常数 a 使得对任意 x, 有 |f(x)− ax| ⩽M .

1



2 1.2 2011–2012 学年第一学期 第二次测试 第 1 部分 数学分析 (B1)

1.2 中国科学技术大学 2011–2012 学年第一学期
数学分析 (B1) 第二次测试

1. (50 分) 计算题。

(1) 求函数 f(x) = xe−x2

在 R 上的最大值，最小值和凸凹区间

(2) 计算极限 lim
x→+∞

(
1 +

1

x

)x2

e−x

(3) 计算极限 lim
x→0

2 cosx−
√
1 + 6x− e−3x

ln(1− x2)

(4) 计算 4
√
2, 精确到 10−3 (注意：要求给出计算过程，不允许使用计算器)

(5) 水果公司在对其最新电子产品 iDayDream 售前市场调研发现，如以 3000 元的价格

出售 iDayDream, 会有一百万顾客有购买意向，此时每台 iDayDream 会有 1000 元的利润;
而每当价格提升或降低 100 元，潜在顾客会在原来基础上降低或增加 5 %. 试求对水果公

司而言 iDayDream 的最佳定价以及此时的利润。(在计算中，你可以使用：当 x 靠近 0 时，

ln(1 + x) ≈ x)

2. (10 分) 设多项式 f(x) =
k∏

i=1

(x − xi)
ni , 其中 k ⩾ 2, n1, · · · , nk 为正整数，且

k∑
i=1

ni = n,

x1 < x2 < · · · < xk. 证明：对于 1 ⩽ i ⩽ k − 1, 存在 xi < ξi < xi+1, 使得

f ′(x) = n
k∏

i=1

(x− xi)
ni−1

k−1∏
i=1

(x− ξi).

3. (10 分) 设 p, q 为正实数且
1

p
+

1

q
= 1. 求证：对于 x1, x2 > 0, x1x2 ⩽

xp1
p

+
xq2
q

.

4. (10 分) 设函数 f(x) 在区间 [−A,A] (A 为正常数) 上满足 f ′′ = −f . 证明：

f(x) = f(0) cosx+ f ′(0) sinx.

5. (20分) 设 f(x) 在 [a, b] 上一阶可导，在 (a, b) 内二阶可导，且 f(a) = f(b) = 0, f ′(a)f ′(b) >

0. 证明：

(1) 存在 ξ ∈ (a, b), f(ξ) = 0;
(2) 存在 a < ξ1 < ξ2 < b, f ′(ξ1) = f(ξ1), f ′(ξ2) = f(ξ2);
(3) 存在 η ∈ (a, b), f ′′(η) = f(η).
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1.3 中国科学技术大学 2012–2013 学年第一学期
数学分析 (B1) 第一次测试

1. (20 分，每小题 5 分) 判断下列命题的真伪，并说明理由。

(1) 若对任意 ε > 0, 存在无穷多个 n, 使得 |an − a| < ε, 则数列 {an} 收敛于 a;
(2) 若对任意 ε > 0, 存在正整数 N , 当 n > N 时，|an − aN | < ε, 则数列 {an} 收敛;
(3) 若 f : [−2, 2] → [−1, 1] 连续，则存在 x0 ∈ [−2, 2] 使得 f(x0) = x0;
(4) 若 f : R → R 一致连续，则 f 有界。

2. (32 分，每小题 8 分) 计算下列极限。

lim
n→∞

(
1 +

1

n

) 1
n

(1) lim
n→∞

(
n− (n− 1)

√
1− 1

n

)
(2)

lim
x→+∞

(
x+ 3

x+ 1

)2x

(3) lim
x→0

tanx(
√
1 + sinx− 1)

1− cos(sinx)(4)

3. (10 分) 设 f(x) = lim
n→∞

1 + x2enx
x+ enx . 求 f(x), 并研究其连续性。

4. (10 分) 设函数 f : (0,+∞) → (−∞,+∞) 满足：对任意 x ∈ (0,∞), f(x) = f(x2). 若

f(x) 在 x = 1 处连续，证明 f(x) 为常值函数。

5. (12 分) 设 α > 1, x1 > 0, xn+1 =
α(1 + xn)

α + xn
(n = 1, 2, · · · ). 求 lim

n→∞
xn.

6. (8 分) 设 an =
n∑

k=1

(−1)k−1

k
, 判断数列 {an} 的收敛性。

7. (8 分) 设数列 {an} 满足 lim
n→∞

an
n

= 0, 证明： lim
n→∞

1

n
max
1⩽k⩽n

{ak} = 0.
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1.4 中国科学技术大学 2012–2013 学年第一学期
数学分析 (B1) 第二次测试

1. (35 分，每小题 5 分) 计算题。

(1) x2ex 的 n 阶导数

(2) 已知 sin(xy) + y2 = x, 求
dy
dx (用 x, y 的函数表示)

(3) lim
x→0

1− cosx2
x3 sinx

(4) lim
x→∞

x(a
1
x − b

1
x ), a, b > 0

(5) lim
x→0

(
(1 + x)

1
x

e

) 1
x

(6) lim
x→0

1− cosx cos 2x cos 3x
1− cosx

(7) 求函数 lnx, x > 0 的曲率

2. (10 分) 求证：A := max{ n
√
n : n = 1, 2, · · · } 存在，并求出相应的 n0 使得 n0

√
n0 = A.

3. (10 分) 求常数 a, b 使得 f(x) =


tan2(ax)

x
, x > 0,

(2a− 1)x+ b, x ⩽ 0
在定义域上可导。

4. (15 分) 设函数 f 在区间 I 上可导。证明：f(x) 在 I 上一致连续的充分条件是导函数有

界，并举例说明必要性不成立。

5. (15 分) 设有界闭区间 [a, b] 上函数 f(x) 满足

f(λx+ (1− λ)y) ⩽ λf(x) + (1− λ)f(y), ∀x, y ∈ [a, b], λ ∈ (0, 1),

证明：f(x) 在 [a, b] 上有界。

6. (15 分) 设 f(x) 在 x = 0 附近有二阶连续导数，且 f ′′(0) 6= 0. 求证：对任意 x, 若 |x| 充
分小，则存在唯一的 θ ∈ (0, 1), 使得 f(x) = f(0) + f ′(θx)x, 并求 lim

x→0
θ.
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1.5 中国科学技术大学 2013–2014 学年第一学期
数学分析 (B1) 第一次测试

1. (10 分) 用数列极限的定义证明： lim
n→∞

n

2n+ (−1)n
√
2
=

1

2
.

2. (18 分，每小题 9 分) 判别下面两个极限是否收敛：

lim
x→+∞

(−1)[x]
x

x+ 1
(1) lim

n→∞

n∑
k=1

(−1)k−1 ln k
k3

(2)

3. (32 分，每小题 8 分) 求下列极限：(其中 n 均为正整数)

lim
n→∞

n∑
k=1

1

n+ (−1)k
√
k

(1) lim
x→0

(1 + ln(2x+ 1))
1

sin x(2)

lim
x→0

n
√
x+ 1− 1

x
(3) lim

n→∞
((n+ lnn)α − nα) (α ∈ (0, 1))(4)

4. (15 分) 设 g(x) 在 (−∞,+∞) 上是单调函数，f(x) = sin g(x). 求证：f(x) 在任意点 x0

的左右极限都存在。

5. (15 分) 设数列 {an} 收敛于 a, 且相邻两项之差为整数。求证：从某项开始都有 an = a.

6. (10 分) 设 a1 = 1, an+1 = 1 +
2

an
(n ∈ N∗). 求证：{an} 收敛，并求其极限。
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1.6 中国科学技术大学 2013–2014 学年第一学期
数学分析 (B1) 第二次测试

1. (12 分) 试确定常数 a, b 的值，使得 f(x) = lim
n→∞

x2n−1 + ax2 + bx

x2n + 1
为连续函数。

2. (12 分) 设函数 f(x) 在点 x = 0 处有二阶导数且 lim
x→0

f(x)

x
= 0, 求 f(0), f ′(0), lim

x→0

f(x)

x2
.

3. (12 分) 设函数 f(x) 在点 x0 处二阶可导，f ′(x0) 6= 0, 求

lim
x→x0

(
1

f(x)− f(x0)
− 1

(x− x0)f ′(x0)

)

4. (12 分) 设由参数方程

x = et sin t

y = et cos t
确定 y 是 x 的函数，求

dy
dx 和

d2y

dx2 .

5. (12 分) 设函数 f(x) 在 x = 0 处可导，在什么条件下，|f(x)| 在 x = 0 处也可导？

6. (10 分) 设函数 f(x) 在 x = 1 处连续，且对任意 x, y ∈ (0,+∞), 满足 f(xy) = f(x)+f(y).
证明：f(x) 在 (0,+∞) 上连续。

7. (10 分) 利用微分学的方法证明：当自然数 n > 9 时，(
√
n)

√
n+1 > (

√
n+ 1)

√
n.

8. (10 分) 今年，中国田径运动员在男子百米比赛中创造了 10 秒整的全国纪录。有人说这

位运动员在这次比赛中一定在某个一秒钟的时间内正好跑了 10 米。这个说法正确吗？请给出

你的证明。

9. (10 分) 设函数 f(x) 在 [a, b] 上连续，在 (a, b) 内有二阶导数，且满足 f ′′(x) = exf(x),
f(a) = f(b) = 0, 证明：f(x) ≡ 0.
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1.7 中国科学技术大学 2015–2016 学年第一学期
数学分析 (B1) 第一次测试

1. (10 分) 用函数极限的定义证明：lim
x→1

(
1

x− 1
− x2 + x+ 2

x3 + x2 − x− 1

)
=

1

4
.

2. (10 分) 数列 {
√
n(
√
n+ (−1)n −

√
n)} 是否收敛？说明理由。

3. (20 分，每小题 10 分) 求下面数列的极限：

lim
n→∞

(n!)k

nn
(k ∈ N∗)(1) lim

n→∞

(
1 + 2 sin 1

n

)n

(2)

4. (20 分，每小题 10 分) 求下面函数的极限：

lim
x→1

x2 + 2x− 3

2x2 + 8x− 10
(1) lim

x→0

cosx− cos 2x
x2

(2)

5. (10 分) 函数 x sinx 在 (0,+∞) 是否有界，当 x→ +∞ 时是否为无穷大量？说明理由。

6. (10 分) 求数列
{
n+ 1

2n− 1
sin nπ

2

}
的上极限和下极限。

7. (10 分) 设数列 {an} 由 a1 = 1, an+1 = an +
1

an
(n ⩾ 1) 定义。判断数列

{
an√
n

}
是否收

敛，若收敛，则求其极限。

8. (10 分) 设 a1 = 1, a2 = 2, an+1 =
3n− 1

2n
an −

n− 1

2n
an−1 (n = 2, 3, · · · ). 求证：数列 {an}

收敛。
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1.8 中国科学技术大学 2015–2016 学年第一学期
数学分析 (B1) 第二次测试

1. 求下面的导数：

(1) 设 f(x) =
ax+ b

cx+ d

(
x 6= −d

c

)
, 求 f (n)(x).

(2) 对由参数方程

x = t− sin t

y = 1− cos t
确定的函数 y = y(x), 求

d2y

dx2 .

2. 求极限：

lim
x→0

(
1

x2
− cotx

x

)
(1) lim

x→+∞

[
e
2
x+ x2

((
1 +

1

x

)x

− e
)]

(2)

3. 证明：

(1) 不等式 n
√
x− n

√
y ⩽ n

√
x− y 对任何 x ⩾ y ⩾ 0 成立。

(2) 不等式 cosx > 1− x2

2
对任何 x 6= 0 成立。

4. 求函数 f(x) = e−x

n∑
k=0

xk

k!
的极值。

5. 设函数 f(x) : [0,+∞) → (0,+∞) 一致连续，α ∈ (0, 1]. 求证：函数 g(x) = fα(x) 也在

[0,+∞) 上一致连续。

6. 证明：多项式 P (x) =
n∑

k=0

xk

k!
当 n 是偶数时无零点，当 n 是奇数时恰有一个零点。
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1.9 中国科学技术大学 2003–2004 学年第一学期
数学分析 (I) 期中考试

1. (15 分，每小题 5 分)
(1) 用 ε−N 语言表达 “数列 {an} 不以实数 a 为极限” 这一陈述;

(2) 讨论函数 f(x) = cos 1
x

在区间 (0,+∞) 上的一致连续性;

(3) 用极限的定义证明： lim
n→∞

cosn
n

= 0.

2. (20 分，每小题 5 分) 求下列极限：

lim
n→∞

3
√
n2( 3

√
n+ 1− 3

√
n)(1) lim

x→2+

[x]2 − 4

x2 − 4
(2)

lim
x→+∞

(
1 + x

2 + x

)x

(3) lim
x→+∞

x

((
1 +

1

x

)x

− e
)

(4)

3. (20 分，每小题 5 分) 求下列导数：(
ln tan x

2

)′
(1)

(
arcsin 1− x2

1 + x2

)′

(2)

(
√
1− x2)′(3) (xex)(n)(4)

4. (12 分) 设 x1 是一个正数，并归纳地定义 xn+1 =
√
6 + xn, n = 1, 2, · · · . 求证：极限

lim
n→∞

xn 存在。

5. (13 分) 设函数 f(x) 在区间 [0,+∞) 上是严格凸的并有二阶导函数，又 f(0) = f ′(0) = 0.
求证：当 x > 0 时，f(x) > 0.
6. (10 分) 设函数 f(x) 在区间 [0,+∞) 上有连续的导函数，且 f(0) = 1. 又当 x ⩾ 0 时，

|f(x)| ⩽ e−x. 求证：存在 x0 > 0, 使得 f ′(x0) = −e−x0 .
7. (10 分) 设函数 f(x) 在区间 [0, 1] 上可导，且满足 |f ′(x)| ⩽ 1 及 f(0) = f(1) = 1. 求证：

对 ∀x ∈ (0, 1], 有 f(x) >
1

2
.
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1.10 中国科学技术大学 2005–2006 学年第一学期
数学分析 (I) 期中考试

1. (10分) 叙述数列 {an} 收敛于实数 a的定义，并用极限定义证明：lim
n→∞

(
√
n+ 1−

√
n) = 0.

2. (10 分) 叙述函数 f(x) 在区间 I 上一致连续的定义，并讨论函数 f(x) =
ln(1 + x)

x
在区

间 (0,+∞) 上的一致连续性 (要给出证明).

3. (10 分) 求数列 an =
n2

1 + n2
cos 2nπ

3
的上极限和下极限。

4. (20 分，每小题 5 分) 计算下面数列的极限或导数：

lim
x→∞

(
1 + sin a

x

)x
(1) lim

x→0

(
1

x
− 1

ex − 1

)
(2)(

arcsin 1− x2

1 + x2

)′

(3) (xex)(n)(4)

5. (10 分) 设函数 f(x) 在区间 [0,+∞) 上有连续的导函数，且 f(0) = 1. 又当 x ⩾ 0 时，

|f(x)| ⩽ e−x. 求证：存在 x0 > 0, 使得 f ′(x0) = −e−x0 .
6. (20 分) 设函数 f(x) 把有界闭区间 [a, b] 映射到 [a, b], 并且满足 |f(x)− f(y)| ⩽ |x− y|.

任取 x1 ∈ [a, b], 并归纳地定义 xn+1 =
1

2
(xn + f(xn)). 证明：数列 {xn} 收敛于 [a, b] 内一点 c,

且 f(c) = c.
7. (20分) 设 f(x) 在有限闭区间 [a, b] 上连续，在 (a, b) 中每点的右导数存在，且 f(a) < f(b).
求证：存在 c ∈ (a, b), 使 f ′

+(c) ⩾ 0.
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1.11 中国科学技术大学 2006–2007 学年第一学期
数学分析 (I) 期中考试

1. (20 分，每小题 5 分) 叙述题。

(1) 用 ε−N 语言表述 “实数 a 不是数列 {an} 的极限”.
(2) 叙述 “函数 f(x) 当 x→ +∞ 时以实数 l 为极限” 的定义。

(3) 叙述用来判断数列 {an} 是否收敛的 Cauchy 收敛准则。

(4) 叙述 “函数 f(x) 在区间 I 上一致连续” 的定义。

2. (20 分，每小题 5 分) 求下列极限：

lim
n→∞

n∑
k=1

1

(n3 + k)
1
3

(1) lim
x→0

x2 sin2 1
x

ex − 1
(2)

lim
x→+∞

(
x+ 1

x− 1

)x

(3) lim
x→0

ex − 1− x

x ln(x+ 1)
(4)

3. (20 分，每小题 5 分) 计算下面的导数：

(2x sinx+ ln(x2 + 1))′(1) (|x| sinx)′(2)(
arctan 1− x2

1 + x2

)′

(3) (xex)(n)(4)

4. (10 分) 求函数 f(x) = xi(1− x)n−i (0 < i < n) 在区间 [0, 1] 上的最大值。

5. (10 分) 设 f(x) 是定义在实轴 R 上的函数，且存在常数 L 和 α > 1 使得

|f(x)− f(y)| ⩽ L |x− y|α x, y ∈ R.

求证：f(x) 是常数。

6. (10 分) 求证：在区间 (0, 1] 上不等式 sin2 x < sinx2 成立。

7. (10 分) 设函数 f(x) 在 [0, 1] 上可微且满足 f(0) = 0 及 |f ′(x)| ⩽ |f(x)|, x ∈ [0, 1]. 求证：

在 [0, 1] 上，f(x) ≡ 0.
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1.12 中国科学技术大学 2007–2008 学年第一学期
数学分析 (I) 期中考试

1. (10 分) 叙述题。

(1) 用 ε− δ 语言表述 “函数 f(x) 在区间 I 上不一致连续”.
(2) 叙述用来判断数列 {an} 是否收敛的 Cauchy 收敛准则。

2. (20 分，每小题 5 分) 求下列极限：

lim
n→∞

n∑
k=1

1

(n3 + n− k)
1
3

(1) lim
x→0

x3 sin2 1
x

1− cosx(2)

lim
x→+∞

(
x+ 1

x− 1

)x

(3) lim
x→0

ex − 1− x− 1
2
x2

x2 ln(x+ 1)
(4)

3. (20 分) 计算下面的导数：

(2x sinx+ ln(x2 + 1))′(1) (|x| (ex − 1))′(2)(
arctan 1− x2

1 + x2

)′

(3) (x sinx)(n)(4)

4. (20 分) 求函数 f(x) = cos2 x sinx+ cosx sin2 x 在区间
[
0,
π

2

]
上的最大值。

5. (10分) 设函数 f(x) 在区间 [a, b] 上可导且满足 f(a) = f(b) = 0 及不等式 f ′(x) ⩾ 2xf(x),
x ∈ [a, b]. 求证：f(x) ≡ 0.
6. (10 分) 设 f(x) 在实轴 R 上有二阶导数，且满足方程

2f(x) + f ′′(x) = −xf ′(x).

求证：f(x) 和 f ′(x) 都在 R 上有界。

7. (10 分) 证明：对任意自然数 n, 方程 x+ xn = 1 恰有一个正根 xn. 进一步证明数列 {xn}
收敛，并求其极限。
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1.13 中国科学技术大学 2017–2018 学年第一学期
数学分析 (B1) 期中考试

1. (10 分) 用数列极限的定义证明： lim
n→∞

n

3n+ 2(−1)n
=

1

3
.

2. (8 分) 写出一个在 (0, 1] 上连续且有界，但不一致连续的函数，并说明理由。

3. (32 分，每小题 8 分) 求下列极限：

lim
n→∞

(
1− 1

n+ 1

)n

(1) lim
x→0

x(ex
2 − 1) ln(1 + x2)

(sinx− x cosx) tanx(2)

lim
x→1−

lnx · ln(1− x)(3) lim
x→∞

(
x− x2 ln

(
1 +

1

x

))
(4)

4. (12 分) 求极限 lim
n→∞

n∑
k=1

k

n2 + k
.

5. (15 分) 求常数 a, b 使得 f(x) =


sin2(ax)

x
, x > 0

(2a− 1)x+ b, x ⩽ 0
在定义域内可导。

6. (15 分) 设函数 y = y(x) 在 R 上可导且满足方程 y + 2y − x− sinx = 1. 求 y′(0).
7. (8 分) 设 f(x) 在区间 [a, b] 上可导。假设存在 x0 ∈ (a, b] 使得 f ′(x0) = 0. 求证：存在

ξ ∈ (a, b), 使得 f ′(ξ) =
f(ξ)− f(a)

b− a
.
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1.14 中国科学技术大学 2018–2019 学年第一学期
数学分析 (B1) 期中考试

2018 年 11 月 18 日

1. (8 分，每小题 4 分) 叙述题：

(1) 用 ε−N 语言表述 “数列 {an} 不以实数 a 为极限”.
(2) 用 ε− δ 语言表述 “函数 f(x) 在区间 I 上一致连续”.

2. (16 分，每小题 4 分) 求下列数列或函数极限：

lim
n→∞

(
ln2(n+ 1)− ln2n

)
(1) lim

n→∞

3
√
n2( 3

√
n+ 1− 3

√
n)(2)

lim
x→+∞

(
1 + x

2 + x

)x

(3) lim
x→+∞

x

((
1 +

1

x

)x

− e
)

(4)

3. (16 分，每小题 4 分) 计算下面的导数：(
ln tan x

2

)′
(1)

(
arcsin 1− x2

1 + x2

)′

(2)(√
1− x2

)′
(3) (xex)(n)(4)

4. (15 分) 设 a1 = 1, an+1 = 1 +
1

an
, n = 1, 2, · · · . 求证：数列 {an} 收敛，并求其极限。

5. (15 分) 求证：sinx > x− x3

6
(x > 0).

6. (15 分) 设 f(x) 在区间 [0, 1] 上连续且 0 ⩽ f(x) ⩽ 1. 若对一切 x, y ∈ [0, 1], x 6= y, 有

|f(x)− f(y)| < |x− y| .

求证：存在且只存在一个 x0 ∈ (0, 1] 使 f(x0) =
1− x0
x0

.

7. (15 分) 设非常值函数 f(x) 在 (−∞,+∞) 上有二阶导数，且满足

|f ′′(x)| ⩽ |f ′(x)| .

求证：f(x) 在 (−∞,+∞) 上严格单调。
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1.15 中国科学技术大学 2019–2020 学年第一学期
数学分析 (B1) 期中考试

2019 年 11 月 16 日

1. (36 分，每小题 6 分) 计算题 (给出必要的计算步骤).

(1) 设数列 {an} 为正的有界数列，求 lim
n→∞

an
a1 + a2 + · · ·+ an

.

(2) 若 lim
x→+∞

(√
x2 + 3x+ 2 + ax+ b

)
= 0, 求 a, b 的值。

(3) 设 f(x) 在 x0 处二阶可导，且 f ′(x0) 6= 0, 求 lim
x→x0

[
1

f(x)− f(x0)
− 1

(x− x0)f ′(x0)

]
.

(4) 设由参数方程

x = arctan t

y = ln(1 + t2)
确定 y 是 x 的函数，求

dy
dx,

d2y

dx2 .

(5) 设函数 f(x) = x2 ln(1− x2), 求当 n > 2 时，f (n)(0) 的值。

(6) 求极限 lim
x→0

cos(sinx)− cosx
x4

.

2. (12 分) 设函数 f(x) 在 x = 0 处二阶可导，满足 f(0) = 0, f ′(0) = 1, 并且 f(x) 有反函

数 g(x), 求 f(x2) 和 g(x2) 在 x = 0 处的关于 x 的二阶导数的值。

3. (18 分，每小题 6 分) 设 α 为实数，函数 f(x) =

x
α sin 1

x
, x 6= 0,

0, x = 0.

解答下列问题：(需说明理由)

(1) 问当且仅当 α 取何值时，f(x) 在 x = 0 处连续，但不可导？

(2) 问当且仅当 α 取何值时，f(x) 在 x = 0 处可导，但导函数 f ′(x) 在 x = 0 处不连续？

(3) 问当且仅当 α 取何值时，f(x) 在 x = 0 处可导，且导函数 f ′(x) 在 x = 0 处连续？

4. (10 分) 设函数 f(x) 在 [a, b] 上连续，{xn} 是区间 [a, b] 上的点列，且 lim
n→∞

f(xn) = A, 证

明：存在 x0 ∈ [a, b], 使得 f(x0) = A.
5. (12 分，每小题 6 分) 设函数 f(x) 在区间 [a,+∞) (a > 0) 上有有界的导函数，证明：

(1) 函数 f(x) 在 [a,+∞) 上一致连续。

(2) 函数
f(x)

x
在 [a,+∞) 上一致连续。

6. (12 分，每小题 6 分)
(1) 设 f(x) 在 [0,+∞) 上一阶可导，f(0) = 1, f ′(x) < f(x), 证明：当 x > 0 时，f(x) < ex.
(2) 设 f(x) 在 [0,+∞) 上二阶可导，f(0) = 1, f ′(0) ⩽ 1, f ′′(x) < f(x), 证明：当 x > 0

时，f(x) < ex.
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1.16 中国科学技术大学 2020–2021 学年第一学期
数学分析 (B1) 期中考试

2020 年 11 月 21 日

1. (35 分，每小题 7 分)

(1) 求极限 lim
n→+∞

n

√
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n
.

(2) 求极限 lim
x→∞

2xe 1
x + cosx
x

.

(3) 求极限 lim
x→0

√
1 + x− 6

√
1 + x

3
√
1 + x− 1

.

(4) 设 f(x) = (sinx)cosx, 计算 f ′(x).

(5) 计算 f(x) = 3
√
2− cosx 在 x = 0 处的直到 x5 的 Taylor 公式。

2. (7 分) 设

a0 =
1

2
, an+1 = an(2− an), n = 0, 1, 2, · · · .

试证：数列 {an} 收敛，并计算 lim
n→+∞

an.

3. (10 分) 设函数

f(x) =


(x+ a− 2)2 sin 1

x
, x > 0,

0, x = 0,

x cosx+ (b− 1)(1− x)
1
x , x < 0.

试问：常数 a, b 为何值时，函数 f(x) 在 x = 0 处连续？此时是否在 x = 0 可导？

4. (8 分) 试证：方程 x2 = x sinx+ cosx− 1

2
恰好只有两个不同的实根。

5. (10 分) 设 a < b < c, f(x) 分别在 (a, b] 和 [b, c) 上一致连续，证明：f(x) 在 (a, c) 上一

致连续。

6. (10 分) 求椭圆
x2

a2
+
y2

b2
= 1 在第一象限的切线，使得其与坐标轴围成的三角形的面积最

小。

7. (10 分) 设 f(x) 在 [a, b] 上连续，在 (a, b) 上可导，且 ab > 0. 求证：存在 ξ ∈ (a, b), 使得

af(b)− bf(a)

a− b
= f(ξ)− ξf ′(ξ).

8. (10 分) 设 f(x) 连续，对于某个固定的 a ∈ (0, 1) 以及某个实数 A 满足

lim
x→0

f(x)− f(ax)

x
= A,

试证：f(x) 在 x = 0 处可导，并求 f ′(0) 的值。
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1.17 中国科学技术大学 2021–2022 学年第一学期
数学分析 (B1) 期中考试

2021 年 11 月 20 日

1. (5 分) 用 ε− δ 语言证明： lim
x→0+

√
x sin 1

x
= 0.

2. (24 分，每小题 6 分) 求下面的极限：

lim
n→∞

n(1 + n)n + e2n
nn+1

(1) lim
n→∞

(n!)
1
n2(2)

lim
x→1

x2 + 3x− 4

x2 + 2x− 3
(3) lim

x→0

cosx− 1 + 1
2
x2

x3 sinx(4)

3. (12 分) 设 f(x) =


ex − 1

x
, x 6= 0,

1, x = 0.
求 f ′(x).

4. (12 分) 设 y(x) = x2e−x, f(x) = xy(n+1)(x) + (n+ x− 2)y(n)(x) + ny(n−1)(x).

(1) 求 y(n)(x);
(2) 求证：f(x) = 0.

5. (12 分) 求函数 f(x) =

(
x− 5

2

)
x

2
3 在 (−∞,+∞) 上的极大值和极小值。

6. (10 分) 设函数 y = y(x) 是由方程 y = 1 + xey 确定的隐函数。求该函数曲线上点 (0, 1)

处的切线方程。

7. (10 分) 设函数 f(x) 定义在 [a, b] 且 f(x) ∈ [a, b], 又 [a, b] 中任意不同的 x, y 满足

|f(x)− f(y)| < |x− y|. 令 x1 ∈ [a, b], 并归纳地定义 xn+1 =
1

2
(xn + f(xn)). 求证：

(1) {xn} 是单调数列;
(2) {xn} 收敛于 [a, b] 中一点 c, 且 f(c) = c;
(3) 满足 f(x) = x 的 x 是唯一的。

8. (8 分) 设函数 f(x) 在 [0,+∞) 上存在二阶导数，f(0) = 0, f ′(0) > 0, f ′′(x) ⩽ α < 0, 其

中 α 是常数。证明：

(1) 存在 x0 > 0, 使得 f ′(x0) = 0;
(2) 方程 f(x) = 0 在 (0,+∞) 内有唯一实根。

9. (7 分) 设函数 f(x) 在 (−∞,+∞) 上有任意阶导数，且对任意实数 x 及 n = 0, 1, 2, · · · 满

足
∣∣f (n)(x)

∣∣ ⩽ n! |x|. 求证：f(x) = 0.
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1.18 中国科学技术大学 2022–2023 学年第一学期
数学分析 (B1) 期中考试

2022 年 11 月 12 日

1. (15 分，每小题 3 分)

(1) 若 lim
x→∞

(
x− 2

x

)kx

=
1

e
, 求 k.

(2) 设有参数曲线

x = t sin t+ cos t,

y = sin t.
, 求

dy
dx,

d2y

dx2

(3) 求 f(x) = ln cos x 的 Maclaurlin 多项式 x4 项的系数

(4) 若 lim
x→0

sinx+ f(x)

x3
= 0, 求 lim

x→0

tanx+ f(x)

x3

(5) 设函数 f(x) 在 x0 附近有反函数，且二阶可导，满足当 x→ x0 时有 f(x) = 1+2(x−
x0) + 3(x− x0)

2 + o((x− x0)
2), 求 x = f−1(y) 在 y0 = f(x0) = 1 处的二阶导函数

2. (15 分，每小题 3 分)

(1) 已知 f(x) 在 x0 可导，则 lim
∆x→0

f(x0 +∆x)− f(x0 −∆x)

∆x
=

f ′(x0)(1) 2f ′(x0)(2) 0(3) f ′′(x0)(4)

(2) 设函数 f(x) =

x
2 cos 1

x
, x 6= 0,

0, x = 0.
则其导函数 f ′(x) 在 x = 0 处

没有定义(1) 连续但不可导(2) 不连续(3) 连续且可导(4)

(3) 设函数 f(x) 有连续的二阶导数，F (x) = f(cosx) 则 F (x) 在 x = 0 处取得极小值的

一个充分条件是

f ′(1) < 0(1) f ′(1) > 0(2) f ′′(1) < 0(3) f ′′(1) > 0(4)

(4) 设函数 f(x) 在 x = 0 连续，且 lim
x→0

f(x2)

x2
= 1, 则

f(0) = 0 且 f ′
−(0) = 1(1) f(0) = 0 且 f ′(0) = 1(2)

f(0) = 0 且 f ′
+(0) = 1(3) f(0) = 1 且 f ′(0) = 1(4)

(5) 设函数 y = y(x) 由方程 xef(y) = ey ln 2022 确定，其中 f(x) 具有二阶导数，f ′(x) 6= 1,
则 dy

dx
x(1− f ′(y))

(1) 1

x(1− f ′(y))
(2) dx

ef(y)(1− f ′(y))
(3) 1

ef(y)(1− f ′(y))
(4)
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3. (30 分，每小题 6 分)

(1) 用数列极限定义证明： lim
n→∞

2n

n!
= 0

(2) 设 lim
n→∞

(3an + bn) = 7, lim
n→∞

(an + 2bn) = 4 证明数列 {an} 和 {bn} 的极限存在，并求

出它们的极限值

(3) 求出函数 f(x) = e−x2

的单调性和凹凸性区间

(4) 已知数列 an 收敛于 a, 求 lim
n→∞

a1 + 2a2 + 3a3 + · · ·+ nan
n2

(5) 数列 {xn} 由递推公式定义 x0 = 1, xn+1 = f(xn), 其中 f(x) =
x+ 2

x+ 1
试求 lim

n→∞
xn

4. (10 分)

f(x) =



ln(1 + ax3)

x− arcsinx, x < 0,

6, x = 0,

eax + x2 − ax− 1

x · sin(x/4) , x > 0.

问参数 a 为何值时，f(x) 在 x = 0 处连续; 参数 a 为何值时，x = 0 是 f(x) 的可去间断点？

5. (12 分) 求方程 k · arctanx− x = 0 的不同实根的个数，其中 k 为参数。

6. (12 分) 设 y = f(x) 二阶可导且 f ′′(x) > 0, f(0) = 0, f ′(0) = 0, 求

lim
x→0

x2f(u)

f(x) sin2 u

其中 u = u(x) 是曲线 y = f(x) 上点 P = (x, f(x)) 处切线在 x 轴上的截距。

7. (6 分) 设 f(x) 在 [0, 1] 有二阶导函数，且 f(0) = f ′(0), f(1) = f ′(1). 求证：存在 ξ ∈ (0, 1)

满足 f(ξ) = f ′′(ξ)
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1.19 中国科学技术大学 2023–2024 学年第一学期
数学分析 (B1) 期中考试

2022 年 11 月 18 日

1. (6 分) 用极限的定义证明：若 lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = c，则 lim
n→∞

max{an, bn} = c.

2. (36 分，每小题 6 分) 计算下列各题

lim
n→∞

(
n+ 1

n− 1

)n

(1) lim
n→∞

(
(n+ 1)k − nk

)
, 0 < k < 1(2)

lim
n→∞

4
√
1 + x+ x2 − 1

tan(2x)(3) lim
n→∞

cos(x)− e−
1
2
x2

sin4(x)
(4)

lim
x→a

(
sin(x)
sin(a)

) 1
x−a

(a 6= kπ, k ∈ Z)(5) 求 f(x) = ln(cos(x)) 带 Peano 余项的 4
阶 Maclaurin 公式。

(6)

3. (16 分，每小题 8 分) 计算下列各题

(1) 求由参数方程

x = t cos t,

y = t sin t
(0 ≤ t ≤ π) 确定的曲线 y = y(x) 在 (0,

π

2
) 处的切线

方程。

(2) 函数 f(x) =

x
2 + x+ 1 x ≥ 0

a sinx+ b x < 0.
请问：当 a, b 分别满足什么条件时，f(x) 在

(−∞,+∞) 上连续和可导？并在可导时，求 f(x) 在 x = 0 处的微分。

4. (12 分) 设 f(x) = sin(2x)− x, x ∈
[
−π
2
,
π

2

]
(1) 求 f(x) 的最值。

(2) 求曲线 y = f(x) 的拐点。

5. (10 分) 设 f(x) 在 [a, b] 上连续，(a, b) 上可微，且

f(a) · f(b) > 0, f(a) · f
(
a+ b

2

)
< 0

求证：存在 ξ ∈ (a, b), 使得 f ′(ξ) = f(ξ).
6. (12 分) 设 f(x) 在有界闭区间 [a, b] 上有定义且满足以下两个条件：

• f(x) ∈ [a, b], ∀x ∈ [a, b]

• |f(x)− f(y)| ≤ k|x− y| ∀x, y ∈ [a, b], 其中 0 < k < 1 为常数

称满足 f(c) = c 的实数 c 为 f(x) 的不动点，证明：

(1) f(x) 在 [a, b] 上有唯一的不动点 x∗.
(2) 对 ∀x1 ∈ [a, b], 归纳定义数列 xn+1 = f(xn) (n = 1, 2, . . .), 则 {xn} 收敛于 f(x) 的

不动点 x∗.
7. (8 分) 设函数 f(x) 在 [0, 1] 上二阶可导，且 f(0) = f(1), |f ′′(x)| ≤ 2 (∀x ∈ [0, 1]). 求证：

|f ′(x)| ≤ 1.
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1.20 中国科学技术大学 2015–2016 学年第一学期
数学分析 (A1) 期中考试

1. (10 分) 设 f : R → R 为连续周期函数。证明：f 一致连续。

2. (10 分) 回答下列问题，并说明理由。

(1) 设函数 f : (0, 1) → R 满足 |f(x)− f(y)| ⩽ |x− y|2, ∀x, y ∈ (0, 1), 是否一定有 f ≡ 0?
(2) 设函数 f ∈ C[0, 1] 是单射且 f(0) < f(1), 问 f 是否单调递增？

(3) 设函数 f ∈ C[0, 1], 问对 ∀t ∈ (0, 1), 是否存在 x, y ∈ (0, 1), 使得
f(x)− f(y)

x− y
= f ′(t)?

3. (15 分) 计算下列极限的值。

lim
n→∞

1√
n

n∑
k=1

1√
k

(1) lim
x→0

sin πx− π sinx
x3

(2)

lim
n→∞

(
n∏

k=1

(
1 +

k

n2017

)) 1
n2015

(3)

4. (10 分) 设可微函数 f : R → R 既非常值函数，也不是一次多项式。证明：∃ξ, η ∈ (0, 1),
使得 f ′(ξ) < f(1)− f(0) < f ′(η).
5. (10 分) 设 f : [0,+∞) → (−∞, 0] 为凸函数。证明：f 单调递减。

6. (15 分) 设数列 {an}, {bn} ⊆ N, 满足

a1 = b1 = 1, an +
√
3bn = (an−1 +

√
3bn−1)

2.

证明：
{
bn
an

}
收敛，并求出该极限值。

7. (10 分) 设函数 f ∈ C2(R) 满足 M0 := sup
x∈R

|f(x)| < ∞, M2 := sup
x∈R

|f ′′(x)| < ∞. 证明：

M1 := sup
x∈R

|f ′(x)| <∞, 且满足不等式 M2
1 ⩽ 2M0M2.

8. (10 分) 设函数 f ∈ C2[0,+∞) 满足 f(x) ⩽ f ′′(x), ∀x ∈ [0,+∞) 且 f(0) ⩾ 0, f ′(0) ⩾ 0.
证明：f(x) ⩾ f(0) + f ′(0)x, ∀x ∈ [0,+∞).

9. (10 分) 设可导函数 f : [a, b] → R 满足
f(y)− f(x)

y − x
= f ′

(
x+ y

2

)
, ∀x, y ∈ [a, b]. 求 f .
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1.21 中国科学技术大学 2012–2013 学年第一学期
数学分析 (B1) 第三次测试

1. (24 分，每小题 6 分) 求下列不定积分：
ˆ
x(x− 1)7 dx;(1)

ˆ
sin(2x) cos2 x dx;(2)

ˆ
sin

√
x dx;(3)

ˆ
ln(x+

√
x2 + 1) dx.(4)

2. (24 分，每小题 6 分) 求下列积分：

ˆ 1

0

arcsinx dx;(1)
ˆ +∞

1

arctanx
x2

dx;(2)
ˆ 1

0

1− x

(x2 + 1)(x+ 1)
dx;(3)

ˆ 2π

0

√
|cosx| sin5 x dx.(4)

3. (20 分) 求下面的极限：

lim
x→+∞

1

x4

ˆ x2

0

t4

1 + t3
dt;(1) lim

n→∞

n∑
k=1

n

n2 + k
.(2)

4. (12 分) 求极坐标方程 r = e−θ (0 ⩽ θ < +∞) 表示的螺线的长度。

5. (10 分) 设 f(x) ∈ C[0, 1] 且满足

3

ˆ 1

0

f 2(x) dx+ 1 = 6

ˆ 1

0

xf(x) dx

. 求证：f(x) = x.
6. (10 分) 设 f ∈ C(R), 令 g(x, y) =

ˆ x

0

(f(t+ y)− f(t)) dt. 求证：g(x, y) = g(y, x).
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1.22 中国科学技术大学 2012–2013 学年第一学期
数学分析 (B1) 第四次测试

1. (14 分) 求下列微分方程的通解：

y′ =
x+ y

y − 2
− 1(1) y′ =

x+ y + 2

x− y + 4
(2)

2. (12 分) 求微分方程 y′′ − xy′ − x3(y′)3 = 0, 满足 y′(0) = 1, y(0) = 0 的特解。

3. (30 分) 判断下列数项级数的敛散性，对非正项级数指出其是条件收敛还是绝对收敛，并

写出理由。

∞∑
n=1

n!

nn
(1)

∞∑
n=2

1

n(lnn)2(2)

∞∑
n=1

ln(n+ 1)

2n
(3)

∞∑
n=2

sin
(
nπ
2

)
(lnn)3(4)

∞∑
n=1

(−1)n
(2n− 1)!!

(2n)!!
(5)

4. (15 分) 设函数序列 {fn(x) = nαx2e−nx}, 试问 α 取何值时：

(1) {fn(x)} 在 [0, 1] 上收敛;

(2) {fn(x)} 在 [0, 1] 上一致收敛;

(3) 等式 lim
n→∞

ˆ 1

0

fn(x) dx =

ˆ 1

0

lim
n→∞

fn(x) dx 成立。

5. (14 分) 求幂级数
∞∑
n=0

xn

n+ 2
的收敛半径及收敛区域，并求它的和函数。

6. (15 分) 将函数 arctan 3x− 1

3x+ 1
展开成 Maclaurin 级数，并求

∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
的和。
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1.23 中国科学技术大学 2013–2014 学年第一学期
数学分析 (B1) 第三次测试

1. (36 分，每小题 9 分) 计算下列积分。

ˆ
x+ 5

x2 − 6x+ 13
dx;(1)

ˆ 1

0

x
√
1− x dx;(2)

ˆ +∞

1

lnx
(1 + x)2

dx;(3)
ˆ

max{x3, x2, 1} dx.(4)

2. (18 分，每小题 9 分) 求极限：

lim
n→∞

(
n∑

k=1

1√
n(n+ 3k)

)
;(1) lim

x→+∞

ˆ x+a

x

(ln t)n
t+ 2

dt, a > 0, n ∈ N.(2)

3. (10 分) 计算由曲线 x = 2y2 和 x = 1 + y2 所围成的平面图形的面积。

4. (18 分) 设 D1 是由抛物线 y = 2x2 和直线 x = a, x = 2 及 y = 0 所围成的平面区域，D2

是由抛物线 y = 2x2 和直线 x = a 及 y = 0 所围成的平面区域，0 < a < 2.

(1) 求 D1 绕 x 轴旋转而成的旋转体体积 V1, D2 绕 y 轴旋转而成的旋转体体积 V2;
(2) 问当 a 为何值时，V1 + V2 最大，并求此最大值。

5. (6 分) 试用积分方法证明：当 x > 0 时，有

x− x3

6
< sinx < x− x3

6
+

x5

120
.

6. (6 分) 设 f(x), g(x) 在 [a, b] 上连续，且满足

ˆ x

a

f(t) dt ⩾
ˆ x

a

g(t) dt (x ∈ [a, b)),

ˆ b

a

f(t) dt =
ˆ b

a

g(t) dt.

证明：
ˆ b

a

xf(x) dx ⩽
ˆ b

a

xg(x) dx.

7. (6 分) 设 f(x) 在 [a, b] 上连续，且

ˆ b

a

f(x) dx = 0,

ˆ b

a

xf(x) dx = 0,

证明：至少存在两点 x1, x2 ∈ (a, b), 使得 f(x1) = f(x2) = 0.
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1.24 中国科学技术大学 2015–2016 学年第一学期
数学分析 (B1) 第三次测试

1. (24 分) 计算下列不定积分：
ˆ
x(x− 1)5 dx;(1)

ˆ
1√

x(1− x)
dx;(2)

ˆ
1

sin 2x+ 2 sinx dx;(3)
ˆ
(2x− 1) lnx dx.(4)

2. (24 分) 计算下列定积分：

ˆ 1

0

x2e−x dx;(1)
ˆ 1

0

1 + 3x

(x2 + 1)(x+ 1)
dx;(2)

ˆ 2

−3

min{2, x2} dx;(3)
ˆ 1

−1

x2

1 + e−x
dx.(4)

3. (20 分，每小题 10 分) 计算下列极限的值。

(1) lim
n→∞

1

n
n

√√√√ n∏
k=1

(n+ k);

(2) lim
x→0

ˆ x

0

(x− t)f(t) dt

x

ˆ x

0

f(x− t) dt
, 其中 f(x) 连续，且 f(0) 6= 0.

4. (8 分) 设 f(x) 在 [−1, 1] 上连续，且对 [−1, 1] 上的任意连续偶函数 g(x), 有

ˆ 1

−1

f(x)g(x) dx = 0.

证明：f(x) 是 [−1, 1] 上的奇函数。

5. (8 分) 设 f(x) 在 [a, b] 上有连续导函数，证明：

max
a⩽x⩽b

|f(x)| ⩽ 1

b− a

∣∣∣∣ˆ b

a

f(x) dx
∣∣∣∣+ ˆ b

a

|f ′(x)| dx.
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1.25 中国科学技术大学 2016–2017 学年第一学期
数学分析 (B1) 第三次测试

1. (10 分) 用 ε− δ 语言写出函数 f(x) 在闭区间 [a, b] 上 Riemann 可积的定义。

2. (14 分) 求不定积分：

ˆ
(1 +

√
x)100 dx(1)

ˆ arcsinx√
1− x2

· 1 + x2

x2
dx(2)

3. (24 分) 求积分：

ˆ nπ

0

x |sinx| dx, 其中 n 是正整数;(1)
ˆ 2

0

x

ex + e2−x
dx(2)

ˆ 1

−1

dx
(2− x2)

√
1− x2

(3)

4. (8 分) 设 f(x) 在 [0, 1] 上单调，在 x = 0 的邻域内无界，且瑕积分
ˆ 1

0

f(x) dx 收敛。求

证：

lim
n→+∞

n∑
k=1

f

(
k

n

)
· 1
n
=

ˆ 1

0

f(x) dx.

5. (12 分) 设

F (x) =

ˆ x

0

t sin 1

t
dt, G(x) =

ˆ x

0

cos 1
t

dt.

求 F ′(0), G′(0).
6. (14 分) 回答下列问题并简要说明理由：

(1) f(x) 在 [a, b] 上可积，问 f(x) 在 [a, b] 上是否一定有原函数？

(2) f(x) 在 [a, b] 上可导，问 f ′(x) 在 [a, b] 上是否一定可积？

7. (8 分) 设 n 是正整数，计算积分

ˆ π

0

cosn x · cosnx dx.

8. (10 分) 设 f(x) 在 [0, 1] 上有连续的一阶导数，f(0) = 0, f(1) = 1, 且 f ′(x) − f(x) 在

[0, 1] 上不变号。证明： ˆ 1

0

(f ′(x)− f(x)) dx > 1

e .
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1.26 中国科学技术大学 2003–2004 学年第一学期
数学分析 (I) 期末考试

1. (20 分，每小题 5 分) 叙述题。

(1) 写出函数 f(x) 在区间 [a, b] 上的 Riemann 积分的义。

(2) 写出带 Lagrange 余项的 Taylor 定理。

(3) 写出关于函数是否 Riemann 可积的 Lebesgue 定理。

(4) 写出微积分基本定理。

2. (20 分，每小题 5 分) 求下列极限：

lim
x→∞

´ x2

0
arctan t dt
√
x4 + 1

;(1) lim
x→0

cosx− e−x2

2

x4
;(2)

lim
n→∞

ˆ n2+n

n2

sinx
x

dx;(3) lim
n→∞

n∑
k=1

cos (k−1)π
2n

− cos (k+1)π
2n

1 + cos kπ
2n

.(4)

3. (20 分，每小题 5 分) 求下列积分：
ˆ √

x ln2 x dx;(1)
ˆ cosx sinx

(1 + sin2 x)n
dx;(2)

ˆ 3

0

arcsin
√

x

1 + x
dx;(3)

ˆ +∞

0

e−
√
x dx.(4)

4. (20 分) 求参数方程

x = a(cos t+ t sin t)

y = a(sin t− t cos t)
(0 ⩽ t ⩽ 2π 为参数，a > 0 为常数) 所表示的

曲线的弧长和曲率。

5. (10 分) 求满足函数方程：

ˆ x

0

tf(t) dt = 1

2
x

ˆ x

0

f(t) dt

的连续函数 f(x).
6. (10 分) 设函数 f(x) 在区间 [0, 1] 上有连续的导函数，且 f(0) = 0. 求证：

ˆ 1

0

|f(x)|2 dx ⩽ 1

2

ˆ 1

0

(1− x2) |f ′(x)|2 dx,

等号成立当且仅当 f(x) ≡ cx, 其中 c 为常数。
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1.27 中国科学技术大学 2005–2006 学年第一学期
数学分析 (I) 期末考试

1. (20 分，每小题 5 分) 叙述题。

(1) 写出带 Lagrange 余项的 Taylor 定理。

(2) 写出函数 f(x) 在区间 [a, b] 上 Riemann 积分的定义。

(3) 写出关于函数是否 Riemann 可积的 Lebesgue 定理。

(4) 写出微积分基本定理。

2. (40 分，每小题 10 分) 求下列各式：

lim
n→∞

ˆ n2+n

n2

arctanx
x

dx;(1) lim
n→∞

n∑
k=1

kp

np+1
, p > 0;(2)

ˆ
x(lnx)2 dx;(3)

ˆ 1
3

0

1

1 + x

√
x

1 + x
dx.(4)

3. (15 分) 求参数曲线

Γ : x =
sin t√

2
, y =

t√
2
, z =

1− cos t√
2

, 0 ⩽ t ⩽ 2π

的弧长和曲率。

4. (10 分) 设 f(x) 是区间 [−1, 1] 上的连续函数，并且对一切在 [−1, 1] 上可积的奇函数 g(x),

有
ˆ 1

−1

f(x)g(x) dx = 0. 求证：f(x) 是 [−1, 1] 上的偶函数。

5. (10 分) 设 f(x) 是定义在 (−∞,+∞) 上满足函数方程

ˆ x

0

tf(t) dt = (x− 1)

ˆ x

0

f(t) dt

的连续函数。求证：f(x) ≡ 0.
6. (5 分) 设 f(x) 是闭区间 [0, 1] 上满足 f(0) = f(1) = 0 的连续可微函数，求证不等式(ˆ 1

0

f(x) dx
)2

⩽ 1

12

ˆ 1

0

|f ′(x)|2 dx,

等号成立当且仅当 f(x) ≡ Ax(1− x), 其中 A 为常数。
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1.28 中国科学技术大学 2008–2009 学年第一学期
数学分析 (I) 期末考试 (A 卷)

1. (15 分) 概念题。

(1) 用 ε− δ 语言描述 lim
x→x0

f(x) = a.
(2) 叙述函数列 fn(x) 在集合 E 上一致收敛于函数 f(x) 的定义。

(3) 叙述函数 f(x) 在区间 [a,+∞) 上的无穷积分存在的定义。

2. (15 分) 计算下面的积分：
ˆ √

x ln2 x dx;(1)
ˆ cosx sinx

(1 + sin2 x)n
dx;(2)

ˆ +∞

0

e−
√
x dx.(3)

3. (15 分) 求幂级数
∞∑
n=1

(
2n − 1

n

)
xn 的收敛半径及其和函数。

4. (15 分) 求微分方程 y′ =
y2

x2
− 2 的通解。

5. (15 分) 求证：当 x > 0, α > 1 时，有 (1 + x)α > 1 + αx.

6. (10 分) 设 α > 0, 研究级数
∞∑
n=1

((n+ 1)α − nα) cosn 的敛散性。

7. (15 分) 设 an = 2
√
n−

n∑
k=1

1√
k

. 求证：

(1) 1 ⩽ an ⩽ 2− 1√
n

;

(2) 极限 a = lim
n→∞

an 存在;

(3) 数列 {
√
n(a− an)} 有界。
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1.29 中国科学技术大学 2006–2007 学年第一学期
数学分析 (I) 期末考试

1. (25 分，每小题 5 分) 求下列极限：

lim
x→0

1

x4

(ˆ x

0

et3 dt− x

)
;(1) lim

n→+∞

ˆ n+1

n

sinx
x

dx;(2)

lim
n→+∞

ˆ 1

0

exxn dx;(3) lim
n→∞

n∑
k=1

1

n+ k
;(4)

lim
n→∞

n
√
n3

n
.(5)

2. (20 分，每小题 5 分) 求下列积分：
ˆ √

x lnx dx;(1)
ˆ cosx sinx

(1 + sin2 x)n
dx;(2)

ˆ 1

−1

x2
√
1− x2 dx;(3)

ˆ +∞

0

e−
√
x dx.(4)

3. (10 分) 求解微分方程：(x+ y) dx+ x dy = 0.

4. (10 分) 讨论级数
∞∑
n=1

(
√
n+ 1−

√
n)α cosn 的条件收敛性和绝对收敛性。

5. (10 分) 讨论函数项级数
∞∑
n=1

x2e−nx 在区间 0 ⩽ x < +∞ 上的一致收敛性。

6. (15 分) 设 f(x) 在区间 [0, 1] 上非负连续可微，f(0) = f(1) = 0, 且 |f ′(x)| ⩽ 1. 求证：

ˆ 1

0

f(x) dx ⩽ 1

4
,

又问上面的不等式是否可能成为等式，为什么？

7. (10 分) 设 {an} 是正数列且满足 lim
n→∞

lnn
(

an
an+1

− 1

)
= λ > 0. 求证： lim

n→∞
nan = 0.
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1.30 中国科学技术大学 2007–2008 学年第一学期
数学分析 (I) 期末考试

1. (15 分，每小题 5 分) 概念题。

(1) 叙述 f(x) 在区间 [a, b] 上 Riemann 积分的定义。

(2) 叙述函数项级数
∞∑
n=1

an(x) 在集合 E 上一致收敛的定义。

(3) 叙述函数 f(x) 在区间 I 内一点 x0 可微的定义。

2. (15 分，每小题 5 分) 计算下面的积分：

ˆ
1√

x(1− x)
dx;(1)

ˆ π
2

−π
2

cos2 x
1 + ex dx;(2)

ˆ +∞

0

e−x sinx dx.(3)

3. (15 分) 求幂级数
∞∑
n=1

n

n+ 1
xn 在其收敛域内的和函数。

4. (15 分) 求微分方程 y′′ =
y′

x
+ x 的通解。

5. (15 分) 设 {an} 是正数列且满足 lim
n→∞

an+2

an
= q < 1. 求证：级数

∞∑
n=1

an 收敛。

6. (15 分) 求证：函数项级数
∞∑
n=1

√
n(1 − x)2xn 在区间 (−1, 1] 上收敛，并讨论其和函数在

此区间上的连续性。

7. (10 分) 设函数 f(x) 在 [0,+∞) 上连续且满足

|f(x)| ⩽ ekx + k

ˆ x

0

|f(t)| dt,

其中 k 是常数。求证：|f(x)| ⩽ (kx+ 1)ekx.
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1.31 中国科学技术大学 2008–2009 学年第一学期
数学分析 (I) 期末考试 (B 卷)

1. (15 分) 概念题。

(1) 用 ε−N 语言描述 lim
x→+∞

f(x) = a.

(2) 叙述函数项级数
∞∑
n=1

an(x) 在集合 E 上一致收敛于函数 f(x) 的定义。

(3) 叙述函数 f(x) 在区间 [a, b] 上 Riemann 可积的定义。

2. (15 分) 计算下面的积分：

ˆ
xn lnx dx;(1)

ˆ 3

0

arcsin
√

x

1 + x
dx;(2)

ˆ 1

−1

x2
√
1− x2 dx.(3)

3. (15 分) 讨论函数项级数
∞∑
n=1

x2e−nx 在区间 [0,+∞) 上的一致收敛性。

4. (15 分) 求幂级数
∞∑
n=0

1

2n+ 1
x2n+1 的收敛半径 R, 并求此幂级数在 (−R,R) 中的和。

5. (15 分) 求解微分方程：(x+ y) dx+ x dy = 0.
6. (15 分) 设 f(x) 是定义在 (−∞,+∞) 上满足函数方程

ˆ x

0

tf(t) dt = (x− 1)

ˆ x

0

f(t) dt

的连续函数。求证：f(x) ≡ 0.
7. (10 分) 设 f(x) 在区间 [0, 1] 上非负连续可微，f(0) = f(1) = 0, 且 |f ′(x)| ⩽ 1. 求证：

ˆ 1

0

f(x) dx ⩽ 1

4
,

又问上面的不等式是否可能成为等式，为什么？
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1.32 中国科学技术大学 2011–2012 学年第一学期
数学分析 (B1) 期末考试

1. (20 分) 计算下列极限：

lim
x→0

ex − 1− x

x ln(1 + x)
;(1) lim

x→+∞

(
x+ 2

x− 1

)x

;(2)

lim
n→∞

ˆ n+1

n

sin2 x

x
dx;(3) lim

n→∞

n∑
k=1

n

n2 + k2
.(4)

2. (10 分) 计算下面的积分：

ˆ 1

1
2

1√
x(1− x)

dx;(1)
ˆ +∞

0

1

(1 + x)(1 + x2)
dx.(2)

3. (10 分) 讨论下面级数的敛散性：

∞∑
n=1

(−1)n−1 n+ 1

3n− 2
;(1)

∞∑
n=1

nn−1

n! · en .(2)

4. (10分) 设 f(x) 在 R 上有二阶导函数且 f(x), f ′(x), f ′′(x) 都大于 0. 求证： lim
x→−∞

f ′(x) = 0.

5. (15 分) 求微分方程 y′′ − y′ = (2x+ 2)ex 的通解。

6. (15 分) 考虑函数项级数
∞∑
n=1

e−n2x

n
.

(1) 求该级数的收敛域;
(2) 在收敛域内该级数是否一致收敛？说明理由。

(3) 在收敛域内该级数的和函数是否连续？说明理由。

7. (10 分) 设 {an} 是正的单调递增数列且
∞∑
n=1

(
an+1

an
− 1

)
收敛。求证：{an} 有界。

8. (10 分) 设 f(x) 在区间 [0, 1] 上有连续的导函数且 f(0) = 0, f(1) = 1. 求证：

ˆ 1

0

|f(x) + f ′(x)| dx ⩾ 1.
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1.33 中国科学技术大学 2012–2013 学年第一学期
数学分析 (B1) 期末考试

1. (10 分) 设函数 f(x) 在 x > 0 有定义。请叙述当 x → +∞ 时，函数 f(x) 存在有限极限

的 Cauchy 收敛准则。

2. (20 分，每小题 10 分) 求下面的极限。

lim
x→+∞

1

x4 + |sinx|

ˆ x2

0

t4 + |cos t|
1 + t3

dt(1) lim
n→+∞

n− 3
2

(√
n ln

(
1 +

1

n

)
−
√
n

)
(2)

3. (20 分，每小题 10 分) 求下列积分。

ˆ π
2

0

sin 2x

1 + cos2 x dx(1)
ˆ +∞

0

x2n+1e−x2 dx (n ∈ N)(2)

4. (20 分，每小题 10 分) 求下面微分方程的通解或初值问题的解。

(x+ y) dx+ x dy = 0.(1)

y
′′ + (y′)2 = y′,

y(0) = y′(0) = 1.
(2)

5. (12 分) 求级数
∞∑
n=1

(−1)n−1(x+ 1)xn

n
的收敛域、和函数，并讨论在收敛域内是否一致收

敛。

6. (10 分) 设 f(x) 在 [a, b] 上连续，在 (a, b) 上可导，且 f(a) = f(b) = 0. 求证：对任意实

数 c, 都存在 ξ ∈ (a, b), 使得 f ′(ξ) + cf(ξ) = 0.
7. (8 分) 设 f(x) 是在 [0, 1] 上非负单调递增的连续函数，0 < α < β < 1. 求证：

ˆ 1

0

f(x) dx ⩾ 1− α

β − α

ˆ β

α

f(x) dx,

且
1− α

β − α
不能换为更大的数。
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1.34 中国科学技术大学 2013–2014 学年第一学期
数学分析 (B1) 期末考试

1. (10 分) 计算下面的导数：

(ln(1 + ex sinx))′(1) ((x2 + 1) sinx)(n).(2)

2. (20 分) 计算下面的极限：

lim
n→+∞

ˆ n2+n

n2

arctanx
x

dx(1) lim
n→∞

n∑
k=1

1√
n2 + n− k2

(2)

3. (20 分) 计算下面的不定积分和积分：

ˆ
(x+ 1)ex lnx dx(1)

ˆ 1

−1

x2
√
1− x2 dx(2)

4. (10 分) 求解微分方程 y cosx− y′ sinx = y2(1− sinx) cosx.

5. (10 分) 讨论函数项级数
∞∑
n=1

xe−nx

√
n

在区间 [0,+∞) 上的一致收敛性。

6. (10 分) 求幂级数
∞∑
n=1

xn

n(n+ 1)
的收敛区域及和函数。

7. (10 分) 求证：对任意 x > 0, y > 0 有 ex + ey + xy < ex+y + 1.
8. (10 分) 设 f(x) 在 R 上有二阶导函数，f(x), f ′(x), f ′′(x) 都大于 0, 假设存在正数 a, b, 使

得 f ′′(x) ⩽ af(x) + bf ′(x) 对一切 x ∈ R 成立。求证：

(1) lim
x→−∞

f ′(x) = 0;
(2) 存在常数 c, 使得 f ′(x) ⩽ cf(x).
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1.35 中国科学技术大学 2015–2016 学年第一学期
数学分析 (B1) 期末考试

1. (10 分，每小题 5 分) 求下列极限：

lim
n→∞

ˆ 1

0

√
n cosnx sinxn dx(1) lim

x→0

ˆ x2

0

sin t dt

ln(1 + x4)
(2)

2. (20 分，每小题 5 分) 求下列积分：
ˆ
x2 arctanx dx(1)

ˆ
1

x(1 + x4)
dx(2)

ˆ 1

0

(1− x)2ex
(1 + x2)2

dx(3)
ˆ +∞

0

1

x3 + 1
dx(4)

3. (15 分) 设 f(x) = x ln(1 + x2), 求 f (n)(0).
4. (15 分) 求在 [0,+∞) 上连续可微函数 f(x), f(0) = 1, 使得对任意 t > 0, 曲线段 L : y =

f(x), x ∈ [0, t] 的弧长恰好等于 L 与两个坐标轴及垂线 x = t 所围成的区域的面积。并求 L

绕 x 轴旋转所得的旋转体的体积。

5. (20 分，每小题 10 分) 求微分方程的通解。

(1) (sinx)y′′ − (cosx)y′ = sin2 x+ 1.
(2) y′′ − 3y′ + 2y = 2x.

6. (12 分) 设 f(x) 在 R 上连续，且满足方程 f(x+ a) = −f(x). 求证：

ˆ 2a

0

xf(x) dx = −a
ˆ a

0

f(x) dx.

7. (8 分) 设 f(x) 在 [0, 1] 上连续，且 0 ⩽ f(x) ⩽ 1. 求证：

2

ˆ 1

0

xf(x) dx ⩾
(ˆ 1

0

f(x) dx
)2

,

并求使上式成为等式的连续函数。
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1.36 中国科学技术大学 2016–2017 学年第一学期
数学分析 (B1) 期末考试

1. (10 分，每小题 5 分) 求下列极限：

lim
x→0+

ˆ x2

0

sin
√
t dt

ln(1 + x3)
(1) lim

n→∞

ˆ 1

0

n(1− x) cos(nx) sin(xn) dx(2)

2. (24 分，每小题 8 分) 求下列积分：

ˆ
x arctanx dx(1)

ˆ +∞

1

1

x(1 + x)
dx(2)

ˆ 1

−1

x2
√
1− x2 dx(3)

3. (10 分) 设 δ > 0, 考察函数项级数
∞∑
n=1

cosnx
1 + n2x

分别在区间 [δ,+∞) 和 (0,+∞) 上是否一

致收敛。

4. (10 分) 求幂级数
∞∑
n=1

1

n2n
xn 的收敛半径及和函数。

5. (20 分) 求下列微分方程的通解：

y′ + y = y2x;(1) xy′′ + 2y′ = 2.(2)

6. (10 分) 求微分方程 y′′ − 2y′ = e4x 满足初始条件 y(0) = 0, y′(0) = 0 的特解。

7. (8 分) 设 f0(x) 和 f1(x) 是 [0, 1] 上的正连续函数，满足 f1(x) ⩽ 2f0(x). 设

fn+1(x) =
2f 2

n(x)

fn(x) + fn−1(x)
, n = 1, 2, · · · .

求证：

(1) fn(x) ⩽ cnfn−1(x), 其中 c1 = 2, cn+1 =
2cn
cn + 1

, n = 1, 2, · · · ;

(2) |fn(x)− fn−1(x)| ⩽
(
2

3

)n−1

|f1(x)− f0(x)|;

(3) 函数列 {fn(x)} 在 [0, 1] 上一致收敛。

8. (8 分) 设 {an} 是大于 1 的递增数列。求证：级数
∞∑
n=1

an+1 − an
an ln an+1

收敛的充分必要条件是

{an} 有界。
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1.37 中国科学技术大学 2017–2018 学年第一学期
数学分析 (B1) 期末考试

1. (10 分) 设 a0, a1, · · · , an 是 n+ 1 个实数，x0 ∈ R, 求 n 次多项式 Pn(x) 满足

P (k)
n (x0) = ak, k = 0, 1, 2, · · · , n.

2. (24 分，每小题 6 分) 求下列积分：
ˆ

1

sinx dx(1)
ˆ

e 3√x dx(2)
ˆ 1

0

x2 arctanx
1 + x2

dx(3)
ˆ π

2

−π
2

sin2 x

1 + ex dx(4)

3. (14 分，每小题 7 分) 求解下面的微分方程：

(1) 求 y′′′ + y′′ + y′ + y = 0 的实的通解。

(2) 求

y
′ + 2xy = 4x

y(0) = 0
的解。

4. (10 分) 设 f(x) 是在
[
0,
π

2

]
上非负单调递增的连续函数。求证：

x

ˆ x

0

f(t) sin t dt ⩾ (1− cosx)
ˆ x

0

f(t) dt, 0 ⩽ x ⩽ π

2
.

5. (12 分) 设 un(x) = (−1)nxe−nx. 证明：

(1)
∞∑
n=1

un(x) 在 [0, 1] 上一致收敛;

(2) 对于任何 x ∈ [0, 1],
∞∑
n=1

|un(x)| 收敛;

(3)
∞∑
n=1

|un(x)| 在 [0, 1] 上不一致收敛。

6. (10 分) 求函数 f(x) = ln(1 + x) 在 x = 2 处的 Taylor 级数展开，并指出收敛集合。

7. (10 分) 已知函数 f(x) 在区间 (a, b) 上可导，x0 ∈ (a, b). 定义函数

g(x) =


f(x)− f(x0)

x− x0
, x ∈ (a, b) \ {x0},

f ′(x0), x = x0.

设 g(x) 在 x0 可导，且 f(x) 在 x0 二阶可导。求证：g′(x) 在 x0 连续。

8. (10 分) 设 f(x) 在 [0, 1] 上有二阶连续导函数，且 f(0)f(1) ⩾ 0. 求证：

ˆ 1

0

|f ′(x)| dx ⩽ 2

ˆ 1

0

|f(x)| dx+
ˆ 1

0

|f ′′(x)| dx.
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1.38 中国科学技术大学 2018–2019 学年第一学期
数学分析 (B1) 期末考试

2019 年 1 月 11 日

1. (10 分) 设 f(x) =
ex

1− x
. 求 f (n)(0).

2. (20 分，每小题 5 分) 求积分和不定积分：
ˆ

1

1 + e2x dx;(1)
ˆ

1

x3 + x2 − x− 1
dx;(2)

ˆ 1

0

x arctanx dx;(3)
ˆ +∞

1

1

x
√
x− 1

dx.(4)

3. (20 分，每小题 10 分) 求解下面的微分方程：

求 (1 + x2)y′′ + 2xy′ = x 的通解。(1) 求 y′′ − 3y′ + 2y = 2x− 3 的通解。(2)

4. (10 分) 设 f(x) 是 [0, 1] 上连续函数。求证：

ˆ π

0

xf (|cosx|) dx = π

ˆ π
2

0

f (|cosx|) dx.

5. (10 分) 研究函数项级数
∞∑
n=1

(x− 1)2

nx
在区间 (1,+∞) 上是否一致收敛。

6. (10 分) 求幂级数
∞∑
n=1

xn

n(n+ 1)
的收敛区域以及和函数。

7. (10 分) 设 {an} 是正数列，满足

an
an+1

⩽ 1 +
1

n
+

1

n lnn +
1

n2
, n ⩾ 2.

试证明：

(1) ann lnn
an+1(n+ 1) ln(n+ 1)

< 1 +
1

n2
;

(2) 级数
∞∑
n=2

an 发散。

8. (10 分) 设 f 是 R 上取值为正的可微函数，且对所有 x, y ∈ R, 有

|f ′(x)− f ′(y)|2 ⩽ |x− y| .

求证：对所有 x ∈ R, 有 |f ′(x)|3 < 3f(x).
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1.39 中国科学技术大学 2019–2020 学年第一学期
数学分析 (B1) 期末考试

2020 年 1 月 10 日

1. (30 分，每小题 6 分) 计算题 (给出必要的计算步骤).

(1)
ˆ

1

1− x4
dx;

(2)
ˆ 4

0

1

1 +
√
x

dx;

(3)
ˆ +∞

0

e−x cosx dx;

(4)
ˆ

|lnx| dx;

(5) 已知 f(x) = exp , p 是常数，p > 0, 求 lim
n→∞

[f(1)f(2) · · · f(n)]
1

np+1 .

2. (10 分) 已知曲线 y = y(x) 经过原点，且在原点的切线平行直线 2x− y − 5 = 0, 而 y(x)

满足微分方程 y′′ − 6y′ + 9y = e3x, 求曲线 y = y(x).
3. (10 分) 求由方程 |lnx|+ |ln y| = 1 所表示的平面曲线所围成的平面图形的面积。

4. (10 分) 设 α, β 为实数。函数 f(x) =

x
α sin 1

xβ
, x ∈ (0, 1],

0, x = 0.

问当且仅当 α, β 取何值时，f(x) 在区间 [0, 1] 上可积？(需说明理由)
(注：此处的可积是指有通常意义的积分，不包含反常积分。)

5. (12 分，每小题 6 分)

(1) 设实数 α > 0, 讨论正项级数
∞∑
n=1

1

n2

(
n∑

k=1

1

kα

)
的敛散性。

(2) 设实数 A > 0, 讨论函数项级数
∞∑
n=1

(x
n
− sin x

n

)
在闭区间 [−A,A] 上的一致收敛性。

6. (8 分) 设 f(x) 是 (−∞,+∞) 上的可微函数且有反函数，已知 F (x) 是 f(x) 的一个原函

数，求
ˆ
f−1(x) dx.

7. (12 分) 设函数 f(x) 是以 T 为周期的连续函数，F (x) 是 f(x) 的一个原函数。证明：F (x)

是以 T 为周期的连续函数的充分必要条件是
ˆ T

0

f(x) dx = 0.

8. (8 分) 设数列 {an} 为有界数列，级数
∞∑
n=1

an 发散。证明：幂级数
∞∑
n=1

anx
n 的收敛半径

为 1.



第 1 部分 数学分析 (B1) 1.40 2020–2021 学年第一学期 期末考试 41

1.40 中国科学技术大学 2020–2021 学年第一学期
数学分析 (B1) 期末考试

2021 年 3 月 7 日

1. (30 分，每小题 6 分) 计算题。

(1)
ˆ sin3 x

cosx dx;

(2)
ˆ 1

0

lnx dx;

(3) lim
x→0

1

x3

ˆ tanx

0

sin t2 dt;

(4) y′ − 2

x
y = 2x2 的通解;

(5) 求级数
∞∑
n=1

nxn 的收敛点集及其和函数 S(x).

2. (10 分) 求在极坐标平面中 r ⩽ 1 + cos θ (0 ⩽ θ ⩽ π) 所表示的平面图形绕极轴旋转一周

所产生旋转体的侧面积 S.
3. (10 分) 求微分方程 y′′ + 4y = 9x sinx 的通解。

4. (10 分) 求积分 I =

ˆ π

0

x sinx
sinx+ |cosx| dx.

5. (10 分) 将 f(x) =
1

x2 + 3x+ 2
在点 x0 = −4 处展开成 Taylor 幂级数，并指出使展开式

成立的 x 的变化范围。

6. (10 分) 函数项级数
∞∑
n=1

x

2nx
在区间 J = (0,+∞) 中是否逐点收敛？是否一致收敛？要提

供相应证明。

7. (10 分) 设 an =

ˆ 1

0

1

(1 + t3)2n
dt. 讨论级数

∞∑
n=1

(−1)nan 的收敛性; 若收敛，是条件收敛

还是绝对收敛？提供相应证明。

8. (10 分) 设 f(x), g(x) 在闭区间 [a, b] 上连续且非负，f(x) 不恒为零，g(x) 恒取正值。对

自然数 n, 记 In =

ˆ b

a

(f(x))ng(x) dx. 试证数列
{
In+1

In

}
是收敛的，且其极限为 max

a⩽x⩽b
f(x).
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1.41 中国科学技术大学 2021–2022 学年第一学期
数学分析 (B1) 期末考试

2022 年 1 月 13 日

1. (10 分，每小题 5 分) 判断下面的函数在 [0, 1] 上是否 Riemann 可积，并说明理由。

f(x) =


sinx
x

, x 6= 0,

1, x = 0.
(1) f(x) =


1

x2
sin 1

x
, x 6= 0,

1, x = 0.
(2)

2. (10 分，每小题 5 分) 求下面的极限：

lim
x→0

ˆ x3

0

1√
1 + t2

dt
ˆ x

0

(ˆ u

0

arctan t dt
)

du
(1) lim

n→∞

1

n2

n∏
k=1

(n2 + k2)
1
n(2)

3. (20 分，每小题 5 分) 求下面的定积分或不定积分：

ˆ 2

−2

(x+ 1)
√
4− x2 dx;(1)

ˆ 1

0

1

ex + e−x
dx;(2)

ˆ 2

0

x · |sin(πx)| dx;(3)
ˆ arctanx
x2(1 + x2)

dx.(4)

4. (10 分) 求方程 y′′ + 3y′ + 2y = 2x 的通解。

5. (10 分) 讨论级数
∞∑
n=1

cos
(
n+ 1

n

)
n

的收敛性和绝对收敛性。

6. (10 分) 设 a0 = 1, a1 =
1

2
, an+1 =

2(n+ 1)an − nan−1

n+ 2
, n = 1, 2, · · · . 求幂级数

∞∑
n=0

anx
n

的收敛半径，收敛域以及和函数。

7. (10 分) 设 φ(x) 是 R 上周期为 1 的连续函数，且
ˆ 1

0

φ(x) dx = 0. 设 f(x) 在 [0, 1] 上有

连续的导函数。试证：

(1) 令 G(x) =

ˆ x

0

φ(t) dt, 则 G(x) 在 (−∞,+∞) 上有界;

(2) 令 an =

ˆ 1

0

f(x)φ(nx) dx, 则
∞∑
n=1

a2n 收敛。

8. (10 分) 设 {an} 是单调增加的正数列，函数 f(x) 在 [a1,+∞) 大于零且单调增加，又ˆ +∞

a1

1

xf(x)
dx < +∞.

求证：级数
∞∑
n=1

an+1 − an
an+1f(an+1)

收敛。(1) 求证：级数
∞∑
n=1

an+1 − an
an+1f(an)

收敛。(2)
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9. (10 分) 设 {an} 是实数列，a1 = 1, 且
∞∑
n=1

|an| 收敛。

(1) 求证：
∞∑
n=1

an cosnx 在 (−∞,+∞) 上一致收敛;

(2) 设上面的函数项级数的和函数为 f(x). 求证：存在实数 x, 使得 |f(x)| > π

4
.
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1.42 中国科学技术大学 2022–2023 学年第一学期
数学分析 (B1) 期末考试

2023 年 2 月 24 日

1. (24 分，每小题 6 分)

(1) 求 lim
n→∞

1p + 2p + · · ·+ np

np+1
, 其中 p > 0 是常数。

(2) 求 lim
n→∞

ˆ 1+1/n

1

√
1 + xn dx

(3) 由曲线 y = sin(x) (0 ≤ x ≤ π

2
) 与 x 轴及直线 x =

π

2
所围成的图形，在绕 x 轴旋转

一周后所得的旋转体的体积是多少？

(4) 求
ˆ √

2

−
√
2

dx
x
√
x2 − 1

2. (18 分，每小题 9 分)

(1) 求
ˆ

3 cosx+ 4 sinx
2 cosx+ sinx dx

(2) 求
ˆ √

a2 + x2 dx, 其中常数 a > 0

3. (12 分) 证明：
ˆ √

2π

0

sinx2 dx > 0

4. (14 分) 设连续函数 f(x) 满足：

f(x) = x2 −
ˆ x

0

(x− t)f(t) dt

求 f(x)

5. (12 分) 设 f(x) 和 g(x) 在 [a, b] 上连续，g(x) 在 [a, b] 上非负。证明：存在 ξ ∈ [a, b] 使

得
ˆ b

a

f(x)g(x) dx = f(ξ)

ˆ b

a

g(x) dx

6. (12 分) 设 f(x) 在 [a, b] 上黎曼可积。证明：ef(x) 在 [a, b] 上也黎曼可积。

7. (8 分) 设 f 是 [0, 1] 上的连续函数。求极限 lim
n→∞

n

ˆ 1

0

xnf(x) dx
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1.43 中国科学技术大学 2023–2024 学年第一学期
数学分析 (B1) 期末考试

2024 年 1 月 14 日

1. (36 分，每小题 6 分)

(1) 求不定积分
ˆ

|x| dx.

(2) 求不定积分
ˆ

x+ 1

x2(x− 1)
dx

(3) 求定积分
ˆ 1

−1

x2 + x3

1 +
√
1− x2

dx

(4) 求极限 lim
n→∞

n∑
k=1

π

4n
sec2(kπ

4n
)

(5)
ˆ +∞

0

x3e−x2 dx

(6) 求 (1 + x2) ln(1 + x2) 的 Maclaurin 级数，并求其收敛半径。

2. (10 分) 求常微分方程 y′′ − 3y′ + 2y′ = ex 的通解。

3. (12 分) 已知曲线 y =
ex + e−x

2
(0 ≤ x ≤ 1)

(1) 求曲线的长度

(2) 求由给定曲线和直线 x = 0, x = 1, y = 0 围成的平面图形绕 x 轴旋转一周所得立方体

的体积。

4. (10 分) 求幂级数
∞∑
n=1

xn

2n− 1
的收敛域与和函数。

5. (8 分) 求 f(x) 在 [0, 1] 上二阶导函数连续，f(0) = f(1) = 0. 证明：

ˆ 1

0

|f ′′(x)|2 dx ≥ 4 max
x∈[0,1]

|f(x)|

6. (14 分) 设 un =

ˆ 1

0

dt
(1 + t2)n

(n ≥ 1)

(1) 证明数列 {un} 收敛，并求极限 lim
n→∞

un

(2) 证明级数
∞∑
n=1

(−1)nun 条件收敛

(3) 证明当 p ≥ 1 时级数
∞∑
n=1

un
np

收敛，并求级数
∞∑
n=1

un
n

的和。
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7. (10 分) 证明：

(1) 函数项级数
∞∑
n=1

(−x lnx)n
n!

在 (0, 1] 上一致收敛

(2)
ˆ 1

0

x−x dx =
∞∑
n=1

1

nn



第 2 部分 数学分析 (B2)
2.1 中国科学技术大学 2011–2012 学年第二学期

数学分析 (B2) 第二次测试

1. (15 分) 计算二重积分

ˆ 2

1

dx
ˆ x

√
x

sin
(
πx

2y

)
dy +

ˆ 4

2

dx
ˆ 2

√
x

sin
(
πx

2y

)
dy.

2. (15 分) 计算二重积分
¨

D

(x+ y) dx dy, 其中 D 是由曲线 x2 − 2xy + y2 + x+ y = 0 和曲

线 x+ y + 4 = 0 围成的有界区域。

3. (15 分) 计算三重积分
˚

V

xyz dx dy dz, 其中 V 是由 z = xy, z = 0, x = −1, x = 1,
y = 2, y = 3 围成的区域。

4. (15 分) 设曲线 L 为圆周 x2 + y2 = 2x, 计算曲线积分
ˆ
L

√
x2 + y2 dl.

5. (15 分) 计算曲面积分
¨

S

z dS, 其中 S 是由 z =

√
x2 + y2

3
和 z =

√
4− x2 − y2 所围成

的立体表面。

6. (15 分) 证明： ˆ 1

0

dx1
ˆ 1

x1

dx2 · · ·
ˆ 1

xn−1

x1x2 · · · xn dxn =
1

2nn!
.

7. (10 分) 设一球面的方程为 x2 + y2 + (z + 1)2 = 1, 从原点向球面上任一点 Q 处的切平面

作垂线，垂足为点 P , 当点 Q 在球面上变动时，点 P 的轨迹形成一封闭曲面 S, 求此封闭曲

面 S 所围成的立体的体积。

47
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2.2 中国科学技术大学 2012–2013 学年第二学期
数学分析 (B2) 第一次测试

1. (20 分，每小题 10 分) 下面两个函数在原点的连续性如何？偏导数是否存在？是否可微？

(要说明理由)

(1) f(x, y) =


x3y

x6 + y2
, (x, y) 6= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0).

(2) f(x, y) =


xy sin 1

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0).

2. (15 分) 设 D = {(x, y)|x > 0, y > 0}. 求函数 f(x, y) = xy +
50

x
+

20

y
在区域 D 上的极

值，并说明所求极值是否为最值。

3. (10 分) 用 Lagrange 乘数法求抛物线 y = (x−
√
2)2 上的点到原点的最小距离。

4. (20 分) 求常数 c 使得变换

u = 2x+ y

v = x+ cy
将方程

2
∂2z

∂x2
− 5

∂2z

∂x∂y
+ 2

∂2z

∂y2
= 0

简化为
∂2z

∂u∂v
= 0, 其中二阶偏导数都连续。

5. (15 分) 设 f(x, y) 在区域 D 上有二阶偏导数，且二阶偏导数都为 0. 求证：f(x, y) 是至

多一次函数，即存在常数 a, b, c, 使得 f(x, y) = ax+ by + c.
6. (10 分) 设 z = z(x, y) 是由方程 ax+ by + cz = φ(x2 + y2 + z2) 所确定的隐函数，其中 φ

是一个可微的一元函数，a, b, c 是常数。求证：

(cy − bz)
∂z

∂x
+ (az − cx)

∂z

∂y
= bx− ay.

7. (10 分) 设 Pn = (xn, yn), n = 1, 2, · · · 是平面上的一个有界点列。求证：{Pn} 有收敛的

子列。
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2.3 中国科学技术大学 2012–2013 学年第二学期
数学分析 (B2) 第二次测试

1. (10 分，每小题 5 分) 简答题。

(1) 设
ˆ
I

f dσ > 0, 其中 I 为闭矩形，f 在 I 上连续。证明：在 I 的内部存在闭矩形 J ,

使得 f > 0 在 J 上成立。

(2) 构造一个 D = [−1, 1]2 上的非负函数 f(x, y), 使得 f 在 D 上积分为零，但是 f(x, 0)

关于 x 不可积，而对任意 y 6= 0, f(x, y) 关于 x 可积。请说明理由。

2. (40 分，每小题 10 分) 计算下列积分：

¨
x2+y2⩽x+y

√
x2 + y2 dx dy(1)

ˆ 1

0

dx
ˆ √

1−x2

0

dy
ˆ √

2−x2−y2

√
x2+y2

z2 dz(2)

ˆ 1

0

dy
ˆ 1

y

y√
1 + x3

dx(3)
˚

x2+y2+z2⩽1

z ln(x2 + y2 + z2 + 1)

x2 + y2 + z2 + 1
dx dy dz(4)

3. (15 分) 计算由
√

|x|+
√

|y| = 1 所围成闭区域的面积。

4. (15 分) 计算由 (x2 + y2 + z2)2 = z3 围成的立体的体积。

5. (10 分) 设 f(x) 在 [a, b] 上连续，试证：对任意 x ∈ (a, b), 有

ˆ x

a

dx1
ˆ x1

a

dx2 · · ·
ˆ xn

a

f(xn+1) dxn+1 =
1

n!

ˆ x

a

(x− y)nf(y) dy, n = 1, 2, · · · .

6. (10 分) 计算下述积分：
˚

V

cosx dx dy dz(1)
˚

V

cos(ax+ by + cz) dx dy dz(2)

其中 V 是单位球体 x2 + y2 + z2 ⩽ 1, a, b, c 为常数，满足 a2 + b2 + c2 = 1.
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2.4 中国科学技术大学 2013–2014 学年第二学期
数学分析 (B2) 第一次测试

1. (10 分，每小题 5 分) 概念题。

(1) 叙述 n 元函数 z = f(x) = f(x1, x2, · · · , xn) 在其定义域 D 中一点 x 可微的定义。

(2) 叙述二元函数 f(x, y) 在 (x0, y0) 沿方向 e = (u0, v0) 的方向导数的定义。

2. (15 分) 下面的函数在原点的连续性如何？偏导数是否存在？是否可微？(要说明理由)

f(x, y) =


(x2 + y2) sin 1√

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0).

3. (15 分) 求函数 f(x, y) = (1 + ey) cosx− yey 的极值点。

4. (15 分) 求函数 f(x, y) =
x

a
+
y

b
在条件 x2 + y2 = 1 之下的条件极值。

5. (20 分) 求常数 c 使得变换

u = 2x+ y

v = x+ cy
将方程

2
∂2z

∂x2
− 5

∂2z

∂x∂y
+ 2

∂2z

∂y2
= 0

简化为
∂2z

∂u∂v
= 0, 其中二阶偏导数都连续。

6. (15 分) 求在 R2 上满足方程组


∂f

∂x
= af

∂f

∂y
= bf

的二元可微函数 f(x, y), 其中 a, b 是常数。

7. (10 分) 设 z = z(x, y) 是由方程 ax+ by + cz = φ(x2 + y2 + z2) 所确定的隐函数，其中 φ

是一个可微的一元函数，a, b, c 是常数。求证：

(cy − bz)
∂z

∂x
+ (az − cx)

∂z

∂y
= bx− ay.
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2.5 中国科学技术大学 2019–2020 学年第二学期
数学分析 (B2) 第 8–9 章测试

2020 年 3 月 27 日

1. (15 分) 求直线 L1 :

x+ y = 0,

2x− z − 1 = 0
绕直线 L2 : x = −y =

z − 1

2
旋转所得的旋转面的

方程。

2. (15 分) 设

f(x, y) =

(a
√

|x|+ x2 + y2 + b)
sin(xy2)
x2 + y4

, x2 + y2 6= 0,

0, x2 + y2 = 0.

试问：

(1) 当 a, b 为何值时，f(x, y) 在原点处连续？

(2) 当 a, b 为何值时，f(x, y) 在原点处可微？

3. (10 分) 设 z = z(x, y) 有二阶连续偏导数，变换

u = x+ a
√
y

v = x+ 2
√
y

把方程
∂2z

∂x2
− y

∂2z

∂y2
−

1

2

∂z

∂y
= 0 化为

∂2z

∂u∂v
= 0, 试确定 a 的值。

4. (20 分) 设

f(x, y) =


x5

(y − x2)2 + x6
, x2 + y2 6= 0,

0, x2 + y2 = 0.

(1) 设 e = cosαi+ sinαj, 试求使得方向导数
∂f

∂e

∣∣∣∣
(0,0)

6= 0 为最大值的 α0;

(2) 试求过点M(2,−1, 3)与直线 L : x−1 = −y = z+2相交，且与平面Π : 3x−2y+z+5 =

0 的夹角为 α0 的直线方程。

5. (20 分) 设椭球面 Σ : x2 + 3y2 + z2 = 1, Π 为椭球面在第一象限的切平面。

试求：

(1) 使 Π 与三个坐标平面所围成的四面体的体积最小的切点的坐标;
(2) 使 Π 与三个坐标平面截出的三角形面积最小的切点坐标。

6. (10 分) 设 f(x, y, z) 在球体 S : x2 + y2 + z2 ⩽ 9 上有连续的偏导数，且满足 |∇f | ⩽ 1 和

f(0, 0, 0) = 1. 试证：

|f(x, y, z)| ⩽ 4, (x, y, z) ∈ S.

7. (10 分) 设 f(x, y) 有连续的偏导数，且 f(0, 1) = f(1, 0). 试证：在单位圆 x2 + y2 = 1 上，

至少存在两个不同的点满足方程

y
∂f

∂x
= x

∂f

∂y
.
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2.6 中国科学技术大学 2017–2018 学年第二学期
数学分析 (B2) 期中考试

1. (10 分) 设 Φ(x, y, z) 是三元可微函数且方程 Φ(x, y, z) = 0 能确定可微的隐函数

x = x(y, z), y = y(z, x), z = z(x, y).

求
∂x

∂y
· ∂y
∂z

· ∂z
∂x

.

2. (10 分) 设 F (x, y) 是二元可微函数。求证：空间中存在一条直线使得由方程

F (x− ay, z − by) = 0

表示的曲面的切平面总与此直线平行，其中 a, b 是常数。

3. (15 分) 讨论函数

f(x, y) =


(x2 + y2) sin 1√

x2 + y2
, x2 + y2 6= 0,

0, x2 + y2 = 0.

在原点的可微性，以及它在原点的偏导数是否连续？

4. (15 分) 设 aj > 0 (j = 1, 2, · · · , n). 求函数

f(x1, x2, · · · , xn) = x21 + x22 + · · ·+ x2n

在条件

a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn = 1

下的最小值。

5. (15 分) 求定义在星形区域

D =
{
(x, y)

∣∣∣x 2
3 + y

2
3 ⩽ 1

}
上满足 f(1, 0) = 1 的正值连续函数 f(x, y) 使得

¨
D

f(x, y)

f(y, x)
dx dy 达到最小，并求出这个最小

值。

6. (15 分) 计算三重积分 ˚
V

(x2 + y2)5z dx dy dz,

其中 V 是圆柱体 x2 + y2 ⩽ 1 被曲面 z =
√

3x2 + y2 + 1 及 xOy 平面所截下的部分。

7. (10 分) 设 f(x, y) 是定义在 D = R2 \ {(0, 0)} 上的一阶连续可微函数，满足 ∇f 6= 0 且

y
∂f

∂x
+ x

∂f

∂y
= 0, ∀(x, y) ∈ D.

求 f(x, y) 的等值线方程。

8. (10 分) 设 P 是圆 (x− a)2 + y2 = a2 (a > 0) 上的动点。从原点往圆过点 P 的切线作垂

线，垂足为点 Q. 当 P 沿圆运动时，点 Q 的轨迹是 xy 平面上一条封闭曲线。求此封闭曲线

围城区域的面积。
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2.7 中国科学技术大学 2018–2019 学年第二学期
数学分析 (B2) 期中考试

1. (10 分) 设有空间直线 L1 与 L2 分别由如下的方程组定义：

L1 :

x = y,

x+ y + z = 1,
L2 :

2x+ y = 1,

x+ z = 0.

求一个平面与它们平行而且到它们的距离相等。

2. (10 分) 设有一条曲线由如下方程组定义：x = yz

x2 + y2 + z2 = 2

请判断这条曲线在不在一个平面上，并给出理由。

3. (10 分) 设方程 y = 2x arctan y
x

决定了光滑的隐式函数 y(x). 求
d2y

dx2 .

4. (15 分) 求函数 f(x, y) = x2 + xy2 − x 在区域

D =
{
(x, y)

∣∣x2 + y2 ⩽ 2
}

上的最大最小值。

5. (15 分) 设 C > 0 是一个常数，又设函数 f(x, y) 满足：对于任何平面上的点 (x, y), 存在

a(x, y), b(x, y) 使得对于任何实数 h, k 满足 |h|+ |k| ⩽ 1, 有

|f(x+ h, y + k)− f(x, y)− a(x, y)h− b(x, y)k| ⩽ C(|h|+ |k|)
3
2 .

求证：f 有一致连续的偏导数。

6. (15 分) 求椭球
x2

2
+
y2

3
+
z2

4
= 1

被平面 x+ y + z = 1 分割得到的两块中，体积较小的那一块的体积。

7. (10 分) 设 m 是自然数。求积分

¨
|x|+|y|⩽1

(x2 − y2)m dx dy.

8. (15分) 设 D = {(x, y, z)|x, y, z ∈ [0, 1]} 和 E =
{
(x, y, z)

∣∣x2 + y2 + z2 ⩽ a
}

. 若 a ∈ (1, 2),
求 D ∩ E 的体积。
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2.8 中国科学技术大学 2020–2021 学年第二学期
数学分析 (B2) 期中考试

2021 年 5 月 15 日

1.

(1) 求极限 lim
x2+y2→∞

x2 + y2

x4 + y4
.

(2) 求 f(x, y) = (x+ y)3 在区域 D = [−1, 1]× [−1, 1] 上的积分。

(3) 求向量 a = i+ j + k 与 b = i+ 2j + 3k 的叉乘 a× b.

(4) 求 f(x, y) = ex+y 在原点的 4 阶 Taylor 展开式。

2. 设 f(x, y) 有 2 阶连续偏导数，
∂f

∂y
6= 0, 求 f(x, y) = 0 确定的隐函数 y = φ(x) 的二阶导

数 (用 f 的各阶导数表示).
3. 计算积分

I =

ˆ
V

(x2 + y2 + z2) dx dy dz,

其中 V =

{
(x, y, z)

∣∣∣∣x2a2 +
y2

b2
+
z2

c2
⩽ 1, x, y, z ⩾ 0

}
.

4. 设 x, y, z ⩾ 0, x + y + z = 1, 试用 Lagrange 乘数法求 f(x, y, z) = xaybzc (a, b, c > 0) 的

最大值。

5. 设参数变换 u = u(x, y), v = v(x, y) 有二阶连续的导数，并满足

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
,

证明：对任意二阶连续可微函数 z = f(x, y), 有

∂2z

∂x2
+
∂2z

∂y2
=

((
∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y

)2
)(

∂2z

∂u2
+
∂2z

∂v2

)
.

6.

(1) 求椭球
x2

9
+
y2

16
+
z2

25
= 1 在点 M0

(
√
3,

4
√
3

3
,
5
√
3

3

)
的切平面 Π;

(2) 设 V 是切平面 Π 与三个坐标平面围成的区域，求积分

I =

˚
V

x
(√

3− y

4
− z

5

)
dx dy dz.

7. 设 A,B,C 是平面上不共线的三点，且三角形 4ABC 有一个内角 ⩾ 120◦. 考虑平面上

如下函数

f(P ) =
∣∣∣−→PA∣∣∣+ ∣∣∣−−→PB∣∣∣+ ∣∣∣−→PC∣∣∣ .

(1) 证明函数 f(P ) 可以在平面上取到最小值;
(2) 求函数 f(P ) 在可微点的梯度;
(3) 证明函数 f(P ) 没有驻点，求函数的最小值并说明理由。
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8. 设 f 是定义在 D =
{
(x, y)

∣∣x2 + y2 < 1
}

上的三阶连续可微函数，且 f(0, 0) = 0.

(1) 证明：存在 D 上 2 阶连续可微函数 g1, g2 满足

f(x, y) = xg1(x, y) + yg2(x, y).

(2) 又设 ∇f(0, 0) = 0, 且

det


∂2f

∂x2
∂2f

∂x∂y

∂2f

∂x∂y

∂2f

∂y2

 (0, 0) < 0,

证明：在原点的一个邻域内存在变换 x = x(u, v), y = y(u, v) 使得

f(x(u, v), y(u, v)) = u2 − v2.
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2.9 中国科学技术大学 2021–2022 学年第二学期
数学分析 (B2) 期中考试

2022 年 5 月 8 日

1. (24 分，每小题 8 分)
(1) 求函数 f(x, y) =

√
1− x2 − y2 在点 (0, 0) 的 4 阶 Taylor 展开式。

(2) 设函数 u =
√
x2 + y2 + z2, 曲面 2z = x2 + y2 在点 M(1, 1, 1) 处的单位外法向量为

n, 求
∂u

∂n

∣∣∣∣
M

.

(3) 在边长为 1 的正方体 ABCD−A1B1C1D1 中，N 是 CC1 的中点，O 是正方形 ABCD

的中心，M 是 A1D1 的中点，求点 M 到平面 OB1N 的距离。

2. (10 分) 设 y = φ(x) 是方程 sin y + ex − xy − 1 = 0 在 (0, 0) 点某邻域内确定的隐函数，

求 φ′(0), φ′′(0).
3. (12 分) 求函数 f(x, y) = x2y(4 − x − y) 在闭区域 D = {(x, y)|x ⩾ 0, y ⩾ 0, x+ y ⩽ 6}
上的最大值与最小值。

4. (12 分) 给定正整数 n, 设函数 f(x, y) =

(x+ y)n ln(x2 + y2), (x, y) 6= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0).
讨论 n 为

何值时，f(x, y) 在点 (0, 0) 处：(1) 连续; (2) 可微。

5. (24 分，每小题 8 分)

(1) 计算
¨

D

y2 dx dy, 其中 D 是由摆线

x = a(t− sin t)

y = a(1− cos t)
(0 ⩽ t ⩽ 2π, a > 0) 及 y = 0

围成的闭区域。

(2) 计算
¨

Σ

|xyz| dS, Σ 为锥面 x2 + y2 = z2 位于平面 z = 0, z = 1 之间的部分。

(3) 计算
˚

V

|z| dx dy dz, 其中 V 是曲面 (x2 + y2 + z2)2 = a2(x2 + y2 − z2) 所围成的闭

区域 (a > 0).
6. (10 分) 已知曲线 5x2 − 6xy + 5y2 − 6x+ 2y − 4 = 0 是椭圆，利用 Lagrange 乘数法求该

椭圆的面积。

7. (8 分) 证明：积分方程

f(x, y) = 1 +

ˆ x

0

du
ˆ y

0

f(u, v) dv

在 D : 0 ⩽ x ⩽ 1, 0 ⩽ y ⩽ 1 上至多有一个连续解。
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2.10 中国科学技术大学 2022–2023 学年第二学期
数学分析 (B2) 期中考试

2023 年 5 月 13 日

1. (15 分) 讨论函数 z = f(x, y) =


x3 − y3

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

在点 (0, 0) 处的连续性、可偏

导及可微性。

2. (12 分，每小题 6 分)

(1) 设二元函数 z = f(s, t) 有二阶连续偏导数，求 z = f(xy, x) 的偏导数
∂2z

∂y∂x

(2) 求由方程 z3 − 3xyz = a3 在点 (0, 0, 1) 附近所确定函数 z(x, y) 的偏导数
∂2z

∂y∂x
. 其中

a 为给定的正常数。

3. (12 分，每小题 6 分)

(1) 计算二重积分
¨

D

1− x2 − y2

1 + x2 + y2
dx dy, 其中 D = {(x, y) | x2 + y2 ≤ 1, y ≥ 0}

(2) 计算三重积分
˚

V

(x + y + z) dx dy dz, 其中积分区域 V 由 z =
√
x2 + y2 与 z =√

1− x2 − y2 所围成。

4. (15 分) 已知 f(x, y) 满足：f ′′
xy(x, y) = 2(y + 1)ex, f ′

x(x, 0) = (1 + x)ex, f(0, y) = y2 + 2y

(1) 求 f(x, y) 的极值

(2) 用拉格朗日乘数法求 f(x, y) 在条件 yex = 1 的极值

5. (16 分，每小题 8 分)

(1) 设 a, b 是正数，Γ 是椭圆
x2

a2
+
y2

b2
= 1, 计算第一型曲线积分

ˆ
Γ

|xy| ds

(2) 设 a, b, c 是常数，S 是圆球面 x2 + y2 + z2 = R2, (R > 0), 计算第二型曲面积分‹
S

(ax+ by + cz)2 dS

6. (10 分) 证明曲面 z +
√
x2 + y2 + z2 = x3f(

y

x
) 上任意点处的切平面在 z 轴上的截距与切

点到原点的距离之比为常数，并求出该常数。

7. (10 分) 设 f(x, y) 为开区域 D ⊆ R2 上的连续可偏导函数，u, v 为 R2 上的夹角为 α 的

单位向量。证明：
(
(
∂f

∂x
)2 + (

∂f

∂y
)2
)

sin2 α ≤ 2

(
(
∂f

∂u
)2 + (

∂f

∂v
)2
)

8. (10 分) 二元函数 f(x, y) 被称为凸函数是指：对任意 (x1, y1), (x2, y2) ∈ R2, t ∈ [0, 1], 都

有如下不等式：

f(tx1 + (1− t)x2, ty1 + (1− t)y2) ≤ tf(x1, y1) + (1− t)f(x2, y2)

假设函数 f 是可微的，求证：f 是凸函数当且仅当对任意 (x1, y1), (x2, y2) ∈ R2, 有

(x1 − x2)f
′
x(x1, y1) + (y1 − y2)f

′
y(x1, y1) ≥ f(x1, y1)− f(x2, y2)
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2.11 中国科学技术大学 2023–2024 学年第二学期
数学分析 (B2) 期中考试

2023 年 4 月 27 日

1. (35 分，每小题 5 分)
(1) 求函数 u = xyz 在点 (1, 2, 1) 沿方向 e⃗ = (2,−1, 1) 的方向导数。

(2) 求过直线 l =

2x+ y − z − 2 = 0

3x− 2y − 2z + 1 = 0
且与平面 π : 3x + 2y + 3z − 9 = 0 垂直的平

面方程。

(3) 设函数 f(x, y) 具有连续的一阶偏导数，f(1, 1) = 1, f ′
x(1, 1) = a 且 f ′

y(1, 1) = b, 求函

数 u(x) = f(x, f(x, x)) 在 x = 1 处的微分。

(4) 求 I =

ˆ 1

0

dy
ˆ π

0

x cosxy dx

(5) 已知 z = z(x, y) 是由方程 f(yz, y− x) = 0 所确定的隐函数，其中 f 具有连续的一阶

偏导数，且 f ′
1(yz, y − x) 6= 0, 求

∂z

∂x
和

∂z

∂y
.

(6) 计算
¨

D

1 + xy

1 + x2 + y2
dx dy, 其中区域 D = {(x, y) | x2 + y2 ≤ 1, x ≥ 0}.

(7) I = [1, 2]× [3, 4] 上有连续二阶偏导数，求积分 I =

¨

I

∂2f

∂x∂y
dx dy

2. (10 分) 求函数 z = (x2 + y)e2x+y 的极值。

3. (12 分) 计算
˚

V

(x2 + y2) dx dy dz, 其中 V 由 x2 + y2 = z2 与平面 z = 1 所围成。

4. (10 分) 设 f(x, y) =


x2y2

(x2 + y2)3/2
, x2 + y2 6= 0

0, x2 + y2 = 0

, 求 f(x, y) 在点 (0, 0) 沿方向 e⃗ =

(cos θ, sin θ) 的方向导数，其中 θ ∈ [0, 2π), 并证明 f 在点 (0, 0) 处不可微。

5. (12 分) 计算旋转抛物面 z = x2 + y2 与平面 z = 2x 所围成的空间区域 Ω 的体积。

6. (12 分) 设 Ω : x2 + y2 + z2 ≤ 1, 求证：

(4
√
2− 4)π

3
≤
˚

Ω

√
x2 + 2y − 2z + 3 dx dy dz ≤ (4

√
2 + 4)π

3

7. (9 分) 设 f(x, y) 在 D = {(x, y) | x2 + y2 ≤ 1} 上有连续的二阶偏导数，并满足 f(0, 0) =

f ′
x(0, 0) = f ′

y(0, 0) = 0 以及 (f ′′
xx)

2
+ 2(f ′′

xy)
2
+ (f ′′

yy)
2 ≤ 1. 求证：∣∣∣∣∣∣

¨

D

f(x, y) dx dy

∣∣∣∣∣∣ ≤ π

4
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2.12 中国科学技术大学 2011–2012 学年第二学期
数学分析 (B2) 第三次测试

1. (10 分) 求向量场 v = (yz, zx, xy) 的散度和旋度。

2. (15 分) 计算第二型曲线积分：

ˆ
L

(y2 + z2) dx+ (z2 + x2) dy + (x2 + y2) dz,

其中曲线 L 是半球面
{
(x, y, z)

∣∣x2 + y2 + z2 = a2, z ⩾ 0
}

与圆柱面
{
(x, y, z)

∣∣x2 + y2 = b2
}

(a > b > 0) 的交线，L 的定向与 z 轴正向构成右手系。

3. (30 分，每小题 15 分) 计算第二型曲面积分：

(1) ¨
S

(y2 − x) dy dz + (z2 − y) dz dx+ (x2 − z) dx dy

其中 S =
{
(x, y, z)

∣∣z = 2− x2 − y2, z ⩾ 0
}

, S 的定向与 z 轴的正向同侧。

(2) ¨
S

1

(x2 + y2 + z2)
3
2

(x dy dz + y dz dx+ z dx dy)

其中曲面 S =

{
(x, y, z)

∣∣∣∣x29 +
y2

16
+
z2

25
= 1

}
, 正向是曲面的外法向。

4. (15分) 给定平面分段光滑曲线 L = {y = 2x
2
5+1 : x ∈ [−1, 0]}∪{y = −2x5+1 : x ∈ [0, 1]},

L 的正向是参数 x 增加的方向，求积分
ˆ
L

−y dx+ x dy
x2 + y2

.

5. (15 分) 设曲面 S =
{
(x, y, z)

∣∣x2 + y2 + z2 = 1, z ⩾ 0
}

, 它的定向 n 是与 z 轴正向同侧的

单位法向量，函数 f = sin(x2 + y2 + 4xy
√
z), g = x2 + y2 + 4z2, 求积分

¨
S

(∇f ×∇g) · dS.

6. (15 分) 讨论如下问题：若两个向量场的散度和旋度相等，这两个向量场是否相等？

以下设 Ω 是 R3 的有界区域是，它的边界 ∂Ω 是光滑曲面，n 是 ∂Ω 的单位外法向量场，

涉及到的函数和向量场具有二阶连续偏导数。

(1) (2 分) 设 f 是 Ω 的函数，证明：
¨

∂Ω

∂f

∂n
dS =

˚
Ω

∆f dx dy dz,

其中，
∂f

∂n
是 f 沿方向 n 的方向导数，∆f =

∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
+
∂2f

∂z2
.

(2) (5 分) 设定义在 Ω 上的函数满足 ∆f = 0, f
∣∣
∂Ω

= 0, 证明：f ≡ 0.

(3) 设 v1,v2 是定义在 Ω 上的向量场，满足：∇× v1 = ∇× v2, ∇ · v1 = ∇ · v2, 问能否

推出 v1 = v2? 若成立，请证明之; 若不然，你认为在什么合理条件下有 v1 = v2.
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2.13 中国科学技术大学 2011–2012 学年第二学期
数学分析 (B2) 第四次测试

1. (15 分) 设函数 f(x) = arcsin(cosx), 将 f(x) 在 [−π, π] 上展开成 Fourier 级数，讨论此

Fourier 级数的收敛性，并利用此求级数
∞∑
n=1

1

(2n− 1)2
的和。

2. (15 分) 求函数 f(x) = e−|x| sin 2x 的 Fourier 变换。

3. (16 分) 判断下面反常积分的敛散性：

ˆ +∞

1

cosx2 dx(1)
ˆ 1

0

dx√
(1− x2)

(
1− x2

2

)(2)

4. (10 分) 计算积分：
ˆ π

2

0

arctan(tanx)
tanx dx.

5. (16 分，每小题 8 分) 证明：

(1) 含参变量积分
ˆ +∞

0

e−bx sinx dx 在 0 < b < +∞ 上收敛，但不一致收敛;

(2) 对任意正实数 ε > 0,
ˆ +∞

0

e−bx sinx dx 在 0 < ε ⩽ b < +∞ 上一致收敛。

6. (10 分) 设 f(x) 是 R 上的连续周期函数，而其导函数 f ′(x) 在 R 上逐段光滑，证明：函

数 f(x) 的 Fourier 系数 an 和 bn 满足：当 n→ ∞ 时，有 n · max{an, bn} → 0.

7. (18 分) 利用
ˆ +∞

0

e−x2 dx =

√
π

2
, 分别解决下列问题：

(1) 计算
ˆ +∞

0

x2e−nx2 dx (n 是正整数);

(2) 对固定的参数 t > 0, 求函数 F (λ) = e−tλ2

的 Fourier 逆变换。
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2.14 中国科学技术大学 2012–2013 学年第二学期
数学分析 (B2) 第三次测试

1. (20 分，每小题 10 分) 已知向量场 v = (2xz, 2yz2, x2 + 2y2z − 1).

(1) 求 v 的旋度 ∇× v;
(2) 问 v 是否是一个有势场？若是，求出 v 的一个势函数。

2. (30 分，每小题 15 分)
(1) 求向量场 v = (z, x, y) 沿曲线 r(t) = (a cos t, a sin t, at) (t ∈ [0, 2π]) 的第二型曲线积

分，t 是曲线的正向参数，a 为正常数;

(2) 设曲面 S :
{
z = a2 − x2 − y2

∣∣x2 + y2 ⩽ a2
}

, S 的定向与 z 轴正向同向，求积分
¨

S

r ·

dS, 其中 r = (x, y, z).

3. (15 分) 设 a > b > 0, 求椭圆盘
{
(x, y)

∣∣∣∣x2a2 +
y2

b2
⩽ 1

}
与椭圆盘

{
(x, y)

∣∣∣∣x2b2 +
y2

a2
⩽ 1

}
公

共部分的面积。

4. (15 分) 设 f 是 (0,+∞) 上的光滑函数，向量场 v = f(r)r, 其中 r = (x, y, z), r = |r|.

(1) 证明：v 是无旋场;
(2) 若 ∇ · v = 0, 求 f .

5. (10 分) 设 v 是定义在区域 Ω =

{
(x, y, z)

∣∣∣∣14 < x2 + y2 + z2 <
5

4

}
上的光滑向量场，曲

面 S =
{
(x, y, z)

∣∣x2 + y2 + z2 = 1
}

, 正向为外法向。证明：
¨

S

∇× v · dS = 0.

6. (10 分) 设 u 是定义在 R3 上的光滑函数，v 是 R3 上的光滑向量场; Ω 是 R3 的一个有界

区域，它的边界 S = ∂Ω 是光滑曲面，并且函数 u 满足：u(x, y, z) = C, ∀(x, y, z) ∈ S, 其中

C 为常数。证明： ˚
Ω

(∇× v · ∇u) dx dy dz = 0.
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2.15 中国科学技术大学 2012–2013 学年第二学期
数学分析 (B2) 第四次测试

1. (20 分) 将函数 f(x) =

1, |x| < 1

0, 1 ⩽ |x| < pi
展开成 Fourier 级数，并求

∞∑
n=1

sin2 n

n2
.

2. (20 分) 求函数 f(x) =

0, |x| > 1

1, |x| < 1
的 Fourier 变换，并计算

ˆ +∞

0

sinx cos x
2

x
dx.

3. (15 分) 研究 p 的取值范围使得广义积分
ˆ +∞

0

sinx
xp

dx: (1) 绝对收敛，(2) 条件收敛，并说

明原因。

4. (15 分) 设 f(x) 在 [0, 1] 连续且 f(x) > 0, 研究函数 g(y) =

ˆ 1

0

yf(x)

x2 + y2
dx 的连续性。

5. (10 分) 计算 (过程中要说明原因):
ˆ +∞

0

e−x − e−2x

x
cosx dx.

6. (10 分) 试利用 Euler 积分计算：
ˆ +∞

0

x
1
4

(1 + x)2
dx.

7. (10 分) 设

(a) f(x) 在 [a,+∞) 上可微且单调递减趋于 0;

(b)
ˆ +∞

a

f(x) dx < +∞;

(c) f ′(x) 在 [a,+∞) 上可积。

求证：
ˆ +∞

a

xf ′(x) dx 收敛。
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2.16 中国科学技术大学 2013–2014 学年第二学期
数学分析 (B2) 第三次测试

1. (15 分) 求向量场 v = (y, z, x) 沿曲线 r(t) = (a cos t, a sin t, bt) (t ∈ [0, 2π]) 的第二型曲线

积分，t 是曲线的正向参数，a, b 为正常数。

2. (15 分) 计算积分
¨

Σ

|y|
√
z dS, 其中 Σ 为曲面 z = x2 + y2 (z ⩽ 1).

3. (20 分) 已知向量场 v = (x2 − 2yz, y2 − 2xz, 3z2 − 2xy − 1), 判断：v 是否是一个保守场？

若是，求出 v 的一个势函数。

4. (20 分) 计算曲线积分
ˆ
L

x dy − y dx
x2 + y2

, 其中 L 是沿曲线 x2 = 2(y + 2) 从点 A(−2
√
2, 2)

到点 B(2
√
2, 2) 的一段。

5. (20 分) 设矢量 r = xi+ yj + zk, 并记 r = |r|. 证明：

˚
Ω

r2 dV =
1

5

¨
S

r2r · n dS,

其中 Ω 是由闭曲面 S 所包围的不含原点的空间区域，n 是曲面 S 的单位外法向。

6. (10 分) 设 Ω ⊂ R3 是有界闭区域，其边界 ∂Ω 为光滑闭曲面，n 是 ∂Ω 的单位外法向。

设光滑函数 u 是 Ω 上的调和函数，且满足边界条件[
αu+

∂u

∂n

]∣∣∣∣
∂Ω

= 0,

其中 α > 0 为常数。证明：u 在 Ω 上恒为零。
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2.17 中国科学技术大学 2013–2014 学年第二学期
数学分析 (B2) 第四次测试

1. (16 分，每小题 8 分)
(1) 有限闭区间 [a, b] 上的可积且平方可积的函数一定是绝对可积的。这个命题是否成立？

如成立，请证明; 否则给出反例。

(2) 把函数 f(x) = x3 在区间 [1, 2] 上按周期为 1 进行 Fourier 展开，那么得到的 Fourier
级数的收敛域是什么？在这个收敛域上，级数是否一致收敛？这个级数在 x = 0 处的值是多

少？

2. (30 分) 设 f(x) = |x|, x ∈ [−π, π].

(1) (5 分) 把 f 延拓到整个直线上，称为周期为 2π 的函数。写出延拓后函数的定义;
(2) (10 分) 计算出 f(x) 在 [−π, π] 上展开得到的 Fourier 级数;
(3) (5 分) 上述 Fourier 级数是否收敛？若收敛，极限是什么？请说明理由。

(4) (10 分) 求下述两个级数的和：

(a)
∞∑
n=1

1

(2n− 1)2

(b)
∞∑
n=1

1

(2n− 1)4

3. (10 分) 设 f 在 [−π, π] 上可导，f ′ 可积且平方可积。如果 f(−π) = f(π), 证明：

lim
n→+∞

nan = lim
n→+∞

nbn = 0,

其中 an 和 bn 为 f 在 [−π, π] 上的 Fourier 系数。

4. (24 分) 考虑函数族：

N1(x) =

1, 0 ⩽ x < 1,

0, else,
Nm(x) =

ˆ 1

0

Nm−1(x− t) dt, m ⩾ 2.

(1) (10 分) 证明：Nm(x) = N1(x) ∗N1(x) ∗ · · · ∗N1(x)︸ ︷︷ ︸
m项

, 其中 ∗ 表示卷积运算。

(2) (10 分) 给出 Nm(x) 的 Fourier 变换 F [Nm](λ).
(3) (4 分) 当 m = 1, 2, · · · 时，F [Nm](λ) 经 Fourier 逆变换的结果是什么？请说明理由。

5. (20 分，每小题 10 分) 考虑函数 f(x) = e−βx, 其中 β > 0, x > 0.

(1) 计算 f(x) 的 Fourier 正弦变换的表达式;
(2) 利用上述结果，证明：当 α > 0, β > 0 时，有

ˆ +∞

0

x sin βx
α2 + x2

dx =
π

2
e−αβ.
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2.18 中国科学技术大学 2015–2016 学年第二学期
数学分析 (B2) 第三次测试

1. (50 分，每小题 10 分) 计算题。

(1) 求第二型曲线积分
˛
L+

y dx+ |y − x| dy+ z dz, 其中 L+ 为球面 x2 + y2 + z2 = 1 与球

面 x2 + y2 + z2 = 2z 的交线，其方向为与 z 轴正向满足右手法则。

(2) 利用第二型曲线积分计算心脏线

x = a(2 cos t− cos 2t)

y = a(2 sin t− sin 2t)
所围成的平面图形的面积。

(3) 求第二型曲面积分
¨

S+

(f(x, y, z) + x) dy dz + (2f(x, y, z) + y) dz dx+ (f(x, y, z) + z) dx dy,

其中 f(x, y, z) 为连续函数，S+ 是平面 x− y + z = 1 在第四卦限部分的上侧。

(4) 求第二型曲面积分
¨

S+

(x+ y2) dy dz + (y + z2) dz dx+ (z + x2) dx dy,

其中 S+ 为柱面 x2 + y2 = 1 被平面 z = 0 和 z = 3 所截部分的外侧。

(5) 求第二型曲面积分
¨

S+

x dy dz + y dz dx+ z dx dy
(x2 + y2 + z2)

3
2

,

其中 S+ 是有界光滑闭曲面的外侧，且原点不在曲面 S+ 上。

2. (15 分) 已知 a, b 是常向量，且 a× b = (1, 1, 1), r = (x, y, z). 求向量场 A = (a · r)b 沿

闭曲线 L+ 的环量，其中 L+ 为球面 x2 + y2 + z2 = 1 与平面 x+ y+ z = 0 的交线，其方向为

与 z 轴正向满足右手法则。

3. (15 分) 设 f, g 为有连续导数的函数，f(0) = g(0) = 1, 且向量场

F (x, y, z) = (yf(x), f(x) + zg(y), g(y))

是保守场，求 f, g 以及向量场 F (x, y, z) 的势函数。

4. (20 分) 设函数 φ(x) 有连续的导数，在围绕原点的任意逐段光滑的简单闭曲线 C 上，曲

线积分
˛
C+

2xy dx+ φ(x) dy
x4 + y2

的值为常数。

(1) 设 L+ 为正向闭曲线 (x− 2)2 + y2 = 1, 在不求出 φ(x) 的情况下，求
˛
L+

2xy dx+ φ(x) dy
x4 + y2

(2) 求函数 φ(x);
(3) 设 C+ 是围绕原点的正向光滑简单闭曲线，求

˛
C+

2xy dx+ φ(x) dy
x4 + y2
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2.19 中国科学技术大学 2015–2016 学年第二学期
数学分析 (B2) 第四次测试

1. (16 分，每小题 8 分) 判断下列积分是否收敛：

ˆ +∞

0

sin
√
x√

x(1 + x)
dx(1)

ˆ +∞

1

(lnx)2 sinx
x

dx(2)

2. (12 分) 证明：

+∞∑
k=0

(
cos((6k + 1)x)

6k + 1
− cos((6k + 5)x)

6k + 5

)
=



π

2
√
3
, x ∈

[
0,
π

3

)
,

π

4
√
3
, x =

π

3
,

0, x ∈
(
π

3
,
2π

3

)
,

− π

4
√
3
, x =

2π

3
,

− π

2
√
3
, x ∈

(
2π

3
, π

]
.

3. (12 分) 判断积分
ˆ +∞

0

sin(ux)
x

dx 是否关于 u > 0 一致收敛。

4. (20 分) 计算下列积分：

ˆ +∞

0

1− e−x

x
cosx dx(1)

ˆ +∞

0

ln(1 + a2x2)− ln(1 + b2x2)

x2
dx(2)

5. (20 分)

(1) 证明：
2

π

ˆ +∞

0

sin2 u

u2
cos(2ux) du =

1− x, x ∈ [0, 1],

0, x > 1.

(2) 计算：
ˆ +∞

−∞

sin3 x

x3
dx.

6. (10 分) 计算极坐标下曲线 r4 = sin5 θ cos3 θ 所围成的区域面积。

7. (10 分) 计算 e−x2

的 Fourier 变换。
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2.20 中国科学技术大学 2019–2020 学年第二学期
数学分析 (B2) 第 10–11 章测试

2020 年 4 月 20 日

1. 设 D = {(u, v)|u ⩾ 0, v ⩾ 0} 为无界区域。求

¨
D

e−u2−v2−2uv cosα du dv,

其中 α ∈
(
0,
π

2

)
为常数。

2. 设曲面 S =
{
(x, y, z) ∈ R3

∣∣x+ y + z = 1, x, y, z ⩾ 0
}

. 求
¨

S

xyz dS.

3. 设 f ∈ C1(R2), 满足 |∇f |2 =
(
∂f

∂x

)2

+

(
∂f

∂y

)2

≡ 1.

(1) |f(Q)− f(P )| ⩽ |PQ|;

(2) 设光滑曲线 r(t) = x(t)i+ y(t)j (t ∈ [a, b]) 满足

dr
dt = ∇f(r(t)) = ∂f

∂x
(x(t), y(t))i+

∂f

∂y
(x(t), y(t))j,

证明：r(t) 是直线。已知：连接两点的最短线是直线。

2020 年 4 月 26 日

4. 求积分： ˆ π
6

0

dy
ˆ π

6

y

cosx
x

dx.

5. 求曲面 (x2 + y2 + z2)2 = 2xy (x, y ⩾ 0) 的面积。

6. 设 D 是平面有界区域，L = ∂D 是光滑曲线。n 是 ∂D 的单位外法向量，v ∈ C1(D),
v = P i+Qj. 用 Green 公式证明：

ˆ
L

(v · n) ds =
¨

D

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y

)
dx dy.

2020 年 5 月 18 日

7. 设 v = ai+ bj + ck 是常向量，r = xi+ yj + zk. 求向量场 v × r 的旋度 ∇× (v × r).
8. 设曲面 S =

{
(x, y, z)

∣∣x2 + y2 + z2 = 1, z ⩾ 0
}

, 定向与 z 轴正向同侧。设
f =

1 + z

1 + x2 + y2

g = xy + yz + zx

求积分
¨

S

(∇f ×∇g) · dS.
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9. 设 Ω 是 R3 的有界区域，∂Ω 是光滑曲面。

(1) 设 f, g ∈ C2(Ω), 满足 ∆f = ∆g, f
∣∣
∂Ω

= g
∣∣
∂Ω

. 证明：f = g.

(2) 设 v1,v2 是定义在 Ω 上光滑向量场 (二阶偏导数连续), 满足

(a) ∇× v1 = ∇× v2,∇ · v1 = ∇ · v2;
(b) v1

∣∣
∂Ω

= v2

∣∣
∂Ω

.

证明：v1 = v2.
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2.21 中国科学技术大学 2019–2020 学年第二学期
数学分析 (B2) 第 12 章测试

2020 年 6 月 3 日

1. 求函数 y = |x|, x ∈ [−π, π] 的 Fourier 级数。

2. 求级数的和：
4

π

+∞∑
n=0

sin(2n+ 1)x

(2n+ 1)3
, x ∈ [−π, π].

3. 设 {bn} 是单调下降且非负数列，且级数
+∞∑
n=1

bn sinnx 在 [−π, π] 一致收敛。证明：

lim
n→∞

nbn = 0

2.22 中国科学技术大学 2019–2020 学年第二学期
数学分析 (B2) 第 13 章测试

2020 年 6 月 10 日

1. 计算无穷积分 I =

ˆ +∞

1

t2et(2−t) dt.

2. 设 F (t) =

ˆ +∞

0

sin tx
1 + x2

dx. 求证：

(1) F (t) 在 (0,+∞) 上连续;
(2) F (t) 在 (0,+∞) 上可导;
(3) F (t) 在 (0,+∞) 上二阶可导且满足方程 F ′′(t)− F (t) = −1

t
.

3. 设 |α| 6= 1, 证明积分
ˆ +∞

0

sinx sinαx
x

dx 收敛，并求其值。
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2.23 中国科学技术大学 2007–2008 学年第二学期
数学分析 (II) 期末考试

1. (20 分) 设 u, v 是由方程组

xu− yv = 0

yu+ xv = 1
所确定的隐函数组，求

∂(u, v)

∂(x, y)
.

2. (20 分) 计算曲面积分
¨

S

xyz dS, 其中 S 是平面 x+ y + z = 1 在第一卦限的部分。

3. (10 分) 计算第二型曲面积分

¨
S

(y2 + z2) dy dz + (z2 + x2) dz dx+ (x2 + y2) dx dy,

其中 S 是上半球面 x2 + y2 + z2 = a2 (z ⩾ 0) 的上侧。

4. (20 分) 求证：向量场

F = (x2 − yz, y2 − zx, z2 − xy)

是 R3 中的有势场 (即曲线积分与路径无关), 并求 F 的势函数 (即求函数 φ, 使其梯度为 F ).
5. (20 分) 设 f(x) 是以 2π 为周期的函数，且

f(x) = x2, x ∈ [−π, π).

(1) 求 f(x) 的 Fourier 级数;

(2) 求级数
∞∑
n=1

1

n4
和

∞∑
n=1

(−1)n−1

(2n− 1)3
的值。

6. (10 分) 设 f(x, y, z) 在闭球 (x− x0)
2 + (y − y0)

2 + (z − z0)
2 ⩽ R2 上有二阶连续偏导数，

且

∆f =
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
+
∂2f

∂z2
= 0.

令 S 是以 (x0, y0, z0) 为中心，以 r (0 ⩽ r ⩽ R) 为半径的球面。证明：积分

1

4πr2

¨
S

f(x, y, z) dS

与 r 无关。
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2.24 中国科学技术大学 2012–2013 学年第二学期
数学分析 (B2) 期末考试

1. (15 分) 设 u = u(x, y), v = v(x, y) 是由下面的方程u
2 + v2 + x2 + y2 = 1,

u+ v + x+ y = 0

所确定的函数。求
∂(u, v)

∂(x, y)
.

2. (15 分) 计算积分： ˆ √
π

0

dy
ˆ √

π

y

x2 sin(xy) dx.

3. (15 分) 计算抛物线 2x = y2 与直线 y = 2x− 2 所围成的区域的面积。

4. (15 分) 求常数 a 使得向量场 F = (x2 + 5ay + 3yz, 5x+ 3axz − 2, (a+ 2)xy − 4z) 是有势

场，并求出此时的势函数。

5. (15 分) 设 α 不是整数，求 cosαx 在 [−π, π] 上的 Fourier 级数展开，并证明

cosαπ
sinαπ =

2

π

(
1

2α
+

∞∑
n=1

α

α2 − n2

)
.

6. (15 分) 求证：f(x) =

ˆ +∞

0

cos t
1 + (x+ t)2

dt 在 0 ⩽ x < +∞ 上有二阶连续导数且满足微

分方程 f ′′(x) + f(x) =
2x

(1 + x2)2
.

7. (10 分) 设 D 是 xy 平面上有限条逐段光滑曲线围成的区域，f(x, y) 在 D 上有二阶连续

偏导数，且满足方程
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
= 2a

∂f

∂x
+ 2b

∂f

∂y
+ cf,

其中 a, b, c 为常数且 c ⩾ a2 + b2. 求证：若 f 在 ∂D 上恒为零，则 f 在 D 上恒为零。
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2.25 中国科学技术大学 2013–2014 学年第二学期
数学分析 (B2) 期末考试

1. (20 分，每小题 10 分) 计算下列各题：

(1) 计算 R3 上的向量场 V = (x2 + 2y, z3 − 2x, y2 + z) 的旋度和散度;
(2) 计算二重积分

¨
D

arctan y
x

dx dy, 其中 D 为 x2+y2 = 4 (x, y > 0), x2+y2 = 1 (x, y >

0), 与直线 y = x 和 x = 0 所围成的闭区域。

2. (20 分) 已知螺旋面 S 的方程


x = u cos v

y = u sin v

z = v

(0 ⩽ u ⩽ 5, 0 ⩽ v ⩽ 2π), 试求：

(1) 过 S 上一点 M

(
1

2
,

√
3

2
,
π

3

)
的切平面方程;

(2) 计算曲线积分
ˆ
L

z2

x2 + y2
dl, 其中 L 是 S 上参数 u = 5 对应的曲线。

3. (20 分) 试将函数 f(x) =


1, |x| ⩽ π

2

0,
π

2
< |x| ⩽ π

展开成 Fourier 级数，并求
∞∑
n=1

(−1)n−1

2n− 1
.

4. (20 分，每小题 10 分)

(1) 计算积分
ˆ +∞

0

e−ax2 − e−bx2

x2
dx, 其中常数 b > a > 0;

(2) 利用 Euler 积分计算：
ˆ 2

0

x2
√
4− x2 dx.

5. (20 分) 给定 R3 中 n 个固定点 Mi, i = 1, 2, · · · , n, 考察向量函数

F (x, y, z) =
n∑

i=1

∇
(
− γi
4πri

)
,

其中 γi > 0 为正的常数，ri 为点 M(x, y, z) 到固定的 Mi 的距离。已知光滑封闭曲面 S 所围

成的区域的内部包含了这 n 个固定点，试求：F 穿过曲面 S 的流量。
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2.26 中国科学技术大学 2015–2016 学年第二学期
数学分析 (B2) 期末考试

1. (15 分) 设 u = u(x, y), v = v(x, y) 是由下面的方程u
2 + v2 + x2 + y2 = 1

u+ v + x+ y = 0

所确定的函数。求
∂(u, v)

∂(x, y)
.

2. (15 分) 计算积分： ˆ √
π

0

dy
ˆ √

π

y

x2 sin(xy) dx.

3. (10 分) 设 D 是由直线 x = 0, y = x, y =
π

2
所围成的区域。计算二重积分

¨
D

sin y
y

dx dy.

4. (15 分) 求第二型曲线积分

¨
S

x3 dy dz + y3 dz dx+ z3 dx dy,

其中曲面 S 是上半球面 z =
√
1− x2 − y2, 法向朝上。

5. (15 分) 求常数 a 使得向量场 F = (x2 + 5ay + 3yz, 5x+ 3axz − 2, (a+ 2)xy − 4z) 是有势

场，并求出此时的势函数。

6. (15 分) 设 x1, x2, · · · , xn 是正数，且
n∑

i=1

xi = n. 用 Lagrange 乘数法证明：

n∏
i=1

xi

n∑
i=1

1

xi
⩽ n,

等号成立当且仅当 x1 = x2 = · · · = xn = 1 时成立。

7. (15 分) 求证：f(x) =

ˆ +∞

0

e−xt2

1 + t2
dt 在 0 < x < +∞ 可导且满足微分方程

f(x)− f ′(x) =

√
π

2
· 1√

x
.
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2.27 中国科学技术大学 2016–2017 学年第二学期
数学分析 (B2) 期末考试

1. (12 分，每小题 6 分)

(1) 设 z = f(x, y), x = u2 + 2v2, y = uev. 求
∂z

∂u
, ∂z
∂v

.

(2) 求方程组

x = cos v + u sin v

y = sin v − u cos v
所确定的反函数组的偏导数

∂u

∂x
, ∂u
∂y

, ∂v
∂x

, ∂v
∂y

.

2. (12 分) 设 aj > 0, bj > 0 (j = 1, 2, · · · , n).

(1) 用 Lagrange 乘数法求函数 f(x1, · · · , xn) =
n∑

k=1

bkx
2
k 在条件

n∑
k=1

akxk = 1 下的极值。

(2) 由 (1) 的结论证明不等式
n∑

i=1

bix
2
i

n∑
i=1

a2i
bi

⩾
(

n∑
i=1

aixi

)2

.

3. (12 分) 设 f(x) 有连续的导函数，f(0) = 0, 且曲线积分
ˆ
C

(ex + f(x))y dx + f(x) dy 与

路径无关。求
ˆ (1,1)

(0,0)

(ex + f(x))y dx+ f(x) dy.

4. (14 分) 设 a, b, c 是正数，求第二型曲面积分
¨

S

(by2 + cz2) dy dz + (cz2 + ax2) dz dx+ (ax2 + by2) dx dy,

其中 S 是上半球面 x2 + y2 + z2 = 1 (z ⩾ 0) 的上侧。

5. (12分) 设 a, b, c不全为零，L是球面 S : x2+y2+z2 = R2 (R > 0) 与平面 Σ : ax+by+cz =

0 的交线，其方向约定为：质点在 L 上运动的正方向与平面 Σ 的法向 (a, b, c) 成右手系。计

算第二型曲线积分
˛
S

(bz + c) dx+ (cx+ a) dy + (ay + b) dz.

6. (18 分，每小题 6 分)

(1) 求周期为 2π 的函数 f(x) =

−1, −π < x < 0

1, 0 ⩽ x ⩽ π
的 Fourier 级数;

(2) 求级数
∞∑
n=1

1

(2n− 1)2
; (3) 由 (1) 的结论求级数

∞∑
n=1

cos(2n− 1)x

(2n− 1)2
(0 ⩽ x ⩽ π).

7. (12 分) 证明：由含参变量的广义积分 F (t) =

ˆ +∞

0

sinx
x2

ln(1 + tx) dx 定义的函数 F (t)

是 [0,+∞) 上的可导函数。

8. (8 分) 设 D 是由光滑封闭曲线 L 所围的区域，函数 f(x, y) 在 D 上有二阶连续偏导数，

且满足 ey ∂
2f

∂x2
+ ex∂

2f

∂y2
= 0, 并且 f 在 L 上恒为零。

(1) 求证：存在有连续偏导数的函数 P (x, y), Q(x, y), 使得

∂Q

∂x
− ∂P

∂y
= ey

(
∂f

∂x

)2

+ ex
(
∂f

∂y

)2

, (x, y) ∈ D;

(2) 证明：f 在 D 上恒为零。
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2.28 中国科学技术大学 2017–2018 学年第二学期
数学分析 (B2) 期末考试

1. (15 分) 设 F 具有一阶连续偏导数，w = w(x, y, z) 是方程

F (x− aw, y − bw, z − cw) = 1

(其中 a, b, c 为常数) 所确定的隐函数，试求 a
∂w

∂x
+ b

∂w

∂y
+ c

∂w

∂z
的值。

2. (15 分) 求二元函数 f(x, y) = ex+y2 在 (0, 0) 的 Taylor 展开的前 4 项 (直到 3 次).
3. (15 分) 设

v = (a1x
2 + 2b1xy + c1y

2)i+ (a2x
2 + 2b2xy + c2y

2)j

是平面向量场。问常数 ai, bi, ci (i = 1, 2) 满足什么条件时，v 是一个有势场，并求它的一个

势函数。

4. (15 分) 设 p, q 都是正数。求
ˆ 1

0

xq
(

ln 1

x

)p

dx.

5. (10 分) 设 L 是平面上光滑的简单闭曲线，其参数方程表示为

x = φ(t),

y = ψ(t),
t ∈ [0, 2π]. L

的方向与参数 t 增加的方向一致。证明：L 围成的区域面积 F 等于

π
∞∑
n=1

n(andn − bncn),

其中 (an, bn) 是 φ(t) 的 Fourier 系数，(cn, dn) 是 ψ(t) 的 Fourier 系数。

6. (10 分) 求 f(x) = eax (a 6= 0) 在 (−π, π) 内的 Fourier 级数，并证明：

1

π

[
1

a
+

∞∑
n=1

2a

n2 + a2

]
=

cosh(aπ)
sinh(aπ) .

7. (10 分) 设曲面

S
{
(x, y, z) ∈ R3

∣∣x2 + y2 + z2 = 1, z > 0
}
,

它的定向与 z 轴正向同侧。设

f(x, y) =
1 + z

1 + x2 + y2
, g(x, y) = xy + yz + zx.

求积分
¨

S

∇f ×∇g · dS.

8. (10 分) 设 |α| 6= 1. 证明：积分
ˆ +∞

0

sinx sinαx
x

dx 收敛，并求其值。
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2.29 中国科学技术大学 2018–2019 学年第二学期
数学分析 (B2) 期末考试

1. (10 分) 设已知方程 ϕ

(
x+

z

y
+
z

x

)
= 0 确定了一个隐函数 z = f(x, y). 求 x

∂z

∂x
+ y

∂z

∂y
.

2. (10 分) 求曲面 z =
√
x2 + y2 包含在圆柱 x2 + y2 = 2x 内的部分面积。

3. (10 分) 求积分 I =

˚

V

√
1− x2

a2
− y2

b2
− z2

c2
dV , 其中 V 为椭球

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1 内部。

4. (10 分，每小题 5 分) 设 v =
y2 + z2

r3
i− xy

r3
j − xz

r3
k 是定义在 R3 \ {0} 上的向量场，其

中 r =
√
x2 + y2 + z2.

(1) 证明：v 的旋度 ∇× v = 0;
(2) 求向量场 v 的势函数。

5. (15 分) 设向量场 v = −xi+ xyj +

√
x2 + y2 + z2 − 1

4
k, 曲面 S = {x2 + y2 + z2 = 1}, 它

的正向是外法向。求向量场 ∇× v 在定向曲面 S 上的积分
¨

S

∇× v · dS.

6. (15 分) 计算无穷积分 I =

ˆ +∞

1

t2et(2−t) dt.

7. (15 分) 设 f(x) = cosh(x− 1), 0 ⩽ x ⩽ 1. 求该函数的余弦级数，并证明：

∞∑
n=1

1

n2π2 + 1
=

1

e2 − 1
.

8. (15 分，每小题 5 分) 设 F (t) =

ˆ +∞

0

sin tx
1 + x2

dx. 求证：

(1) F (t) 在 (0,+∞) 上连续;
(2) F (t) 在 (0,+∞) 上可导;
(3) F (t) 在 (0,+∞) 上二阶可导且满足方程 F ′′(t)− F (t) = −1

t
.
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2.30 中国科学技术大学 2019–2020 学年第二学期
数学分析 (B2) 期末考试

2020 年 9 月 8 日

1. (10 分) 设 f(u, v) 在 R2 上有连续的偏导数，令 F (α) =

ˆ cosα

sinα

f(x + α, x − α) dx, 求

F ′(α).
2. (10 分) 计算三重积分

˚
V

(x2 + y2) dx dy dz, 其中积分区域 V 由曲面 z =
1

2
(x2 + y2) 与

平面 z = 8 围成。

3. (10 分) 计算积分
ˆ +∞

0

e−ax − e−bx

x
sinx dx, 其中 0 < a < b.

4. (10 分) 设 n,m > 0, 利用 Euler 积分计算积分
ˆ 1

0

xn−1

√
1− xm

dx.

5. (10 分) 计算曲面积分 I =

¨
Σ

x dy dz + y dz dx + z dx dy, 其中 Σ 为圆柱面 x2 + y2 = 1

被 z = 0 和 z = 3 所截部分的外侧。

6. (10 分)

(1) 将函数 f(x) =


1, |x| < π

2
,

0,
π

2
⩽ |x| ⩽ π

展开成以 2π 为周期的 Fourier 级数 (须讨论其收敛

性).

(2) 分别求级数
∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
和

∞∑
n=0

1

(2n+ 1)2
的值。

7. (6 分) 试定出正数 λ, 使曲面

F (x, y, z) = xyz − λ = 0, G(x, y, z) =
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
− 1 = 0

在第一象限某一点相切，即有共同的切平面。

8. (10 分) 讨论 f(x, y) =


xy√
x2 + y2

, (x, y) 6= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0)

在 (0, 0) 处的连续性和可微性。

9. (6 分) 设 f(x, y), g(x, y) 在单位圆盘 U = {(x, y) : x2 + y2 ⩽ 1} 上有一阶连续偏导数，且
∂f

∂y
=
∂g

∂x
, 证明：在单位圆周上存在一点 (ξ, η), 使得 f(ξ, η)η = g(ξ, η)ξ.

10. (6 分) 设函数 f(x, y, z) 在区域 Ω = {(x, y, z) : x2 + y2 + z2 ⩽ 1} 上具有连续的二阶偏

导数，且满足
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
+
∂2f

∂z2
=
√
x2 + y2 + z2, 计算

I =

˚
Ω

(
x
∂f

∂x
+ y

∂f

∂y
+ z

∂f

∂z

)
dx dy dz.
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11. (12 分)

(1) 设 u = ax+ by, v = cx+ dy, 其中

(
a b

c d

)
是正交常数矩阵。

证明：对平面上任意的光滑 (至少有二阶连续偏导数) 数量场 f , 有

∂2f

∂u2
+
∂2f

∂v2
=
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
.

(2) 设变换 u = u(x, y), v = v(x, y) 有二阶连续的偏导数。已知对平面的任意光滑数量场

f , 下列等式成立
∂2f

∂u2
+
∂2f

∂v2
=
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
.

(a) 证明：参数变换的 Jacobi 矩阵


∂u

∂x

∂u

∂y
∂v

∂x

∂v

∂y

 是正交矩阵。

(b) 证明：


∂u

∂x

∂u

∂y
∂v

∂x

∂v

∂y

 是常值矩阵。
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2.31 中国科学技术大学 2020–2021 学年第二学期
数学分析 (B2) 期末考试

2021 年 7 月 16 日

1. (6 分) 设 I(u) =

ˆ cosu

sinu

ex2−xu dx, 求 I ′(u).

2. (12 分，每小题 4 分) 设 v =

(
y

z
− 1

y
,
x

z
+
x

y2
, 1− xy

z2

)
(y > 0, z > 0).

(1) 证明 v 是有势场;
(2) 求其全体势函数;

(3) 计算
ˆ (1,2,3)

(1,1,1)

v · τ ds.

3. (20 分，每小题 10 分)

(1) 计算曲线积分
ˆ
L

e
√

x2+y2 ds, 其中 L 为圆周 x2 + y2 = 4, 直线 y = x 及 x 轴在第一象

限中所围图形边界。

(2) 设 u(x, y) 在圆盘 D : x2+ y2 ⩽ π 上有二阶连续偏导数，且
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= sin(x2+ y2),

n 为边界圆周 ∂D 的单位外法向，计算曲线积分
˛
∂D

∂u

∂n
ds.

4. (12 分) 计算积分 I =

¨
S

2(1 + x) dy dz + yz dx dy, 其中 S 是曲线 y =
√
x (0 ⩽ x ⩽ 1)

绕 x 轴旋转生成的旋转面，法向与 x 轴正向夹角为钝角。

5. (10 分) 记 v = (y2 + z2)i+ (z2 + x2)j + (x2 + y2)k, 计算曲线积分

I =

˛
L

(y2 + z2) dx+ (z2 + x2) dy + (x2 + y2) dz,

其中 L 是球面 x2 + y2 + z2 = 4x 与柱面 x2 + y2 = 2x 的交线 (z ⩾ 0), 从 z 轴的正向看去 L

沿顺时针方向。

6. (16 分，第 1 小题 6 分，第 2 小题 10 分)
(1) 将 f(x) =

π

2
− x, x ∈ [0, π] 展开成余弦级数;

(2) 求数项级数
∞∑
n=1

1

(2n− 1)2
,

∞∑
n=1

1

n2
,

∞∑
n=1

1

n4
的和。

7. (16 分，第 1 小题 4 分，第 2, 3 小题 6 分)

(1) 求使积分 φ(α) =

ˆ +∞

0

xα

1 + x2
dx 收敛的参数取值范围;

(2) 收敛时，利用 Euler 积分计算 φ(α);
(3) 证明：含参变量广义积分 φ(α) 在区间 [−α0, α0] 上一致收敛 (0 < α0 < 1).

8. (8 分) 设 P (x, y), Q(x, y) 具有二阶连续偏导数，且对任一点 (x0, y0) 为圆心，任意 r > 0

为半径的半圆 L : x = x0 + r cos θ, y = y0 + r sin θ (0 ⩽ θ ⩽ π), 恒有ˆ
L

P (x, y) dx+Q(x, y) dy = 0,

证明：P (x, y) = 0, ∂Q
∂x

(x, y) = 0.
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2.32 中国科学技术大学 2021–2022 学年第二学期
数学分析 (B2) 期末考试

2022 年 7 月 1 日

1. (10 分) 求 Γ

(
5

2

)
.

2. (10 分) 求函数 f(x) = cos2 x− sin2 x+
1

3
sin 2x (x ∈ [−π, π]) 的 Fourier 系数。

3. (12 分) 求向量场 v = (y + z)i+ (z + x)j + (x+ y)k 沿曲线

L : r(t) = (cos t, sin t, t), t ∈ [0, 2π]

的积分，其中 t 是曲线的正向参数。

4. (15 分) 求函数 f(x) =

1, |x| < 1,

0, 1 ⩽ |x| ⩽ π
在区间 [−π, π] 上展开为 Fourier 级数，由此求

级数
∞∑
n=1

sinn
n

与
∞∑
n=1

sin2 n

n2
的和。

5. (15 分) 求向量场 v = xy2i+ yz2j + zx2k 在球面 S : x2 + y2 + z2 = z 的积分，曲面 S 的

正向是外法向。

6. (15 分) 设常数 a, b 都是正实数，平面向量场 v =
−yi+ xj

a2x2 + b2y2
.

(1) 求 v 在区域 D1 =
{
(x, y) ∈ R2

∣∣x > 0
}

的所有势函数;
(2) 证明 v 不是区域 D2 =

{
(x, y) ∈ R2

∣∣x2 + y2 > 0
}

上的保守 (有势) 场。

7. (15 分) 证明反常积分
ˆ +∞

0

ln(1 + 4x2)

1 + x2
dx 收敛，并求其值。

8. (8 分) 设函数 f(x, y, z) 在 R3 上有二阶连续偏导数，并且对任一点 P0 = (x0, y0, z0) 及任

意正数 r > 0 有
1

4πr2

¨
S

f(x, y, z) dS = f(P0),

其中 S 是以 P0 为球心，r 为半径的球面。求证：f 满足 Laplace 方程

∆f =
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
+
∂2f

∂z2
= 0.
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2.33 中国科学技术大学 2022–2023 学年第二学期
数学分析 (B2) 期末考试

2023 年 7 月 16 日

1. (30 分，每小题 10 分)

(1) 计算 I =

ˆ
L

1

2
y2 dx + xy dy, 其中 L 为 y =

√
2x− x2, (0 ≤ x ≤ 1), 方向为 x 增加的

方向

(2) 求曲面积分 I =

¨
Σ

4xz dy dz − 2yz dz dx + (1 − z2) dx dy, 其中 Σ 是曲面 z = x2 +

y2, (0 ≤ z ≤ 2), 方向取下侧

(3) 求极限： lim
n→∞

ˆ +∞

0

e−xn dx

2. (10 分) 求幂级数
∞∑
n=1

(−1)n−122n

2n− 1
x2n 的收敛域及和函数。

3. (20 分) 设 f(x) 是以 2π 为周期的函数，且 f(x) =

π − x, 0 ≤ x ≤ π

π + x, −π ≤ x < 0
, 求 f(x) 的傅

里叶级数，并计算
∞∑
n=1

(−1)n−1

(2n− 1)3
和

∞∑
n=1

1

(2n− 1)4
的值。

4. (10 分) 利用 Dirchlet 积分
ˆ ∞

0

sinx
x

dx =
π

2
来计算

ˆ ∞

0

sin(ax) sin(bx)
x2

dx

其中 0 < a < b.

5. (10 分) 已知函数级数 f(x) =
∞∑
n=1

sin(nx)
nx

(1) 证明：f(x) 在 (0,+∞) 非一致收敛

(2) 证明：f(x) 在 (0,+∞) 连续

6. (10 分) 设

φ(t) =

ˆ ∞

0

ln(1 + tx)

x(x+ 1)
dx, (t ≥ 0)

(1) 证明：φ(t) 在 (0,+∞) 上有连续的导函数

(2) 计算 φ(1) 的值
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2.34 中国科学技术大学 2023–2024 学年第二学期
数学分析 (B2) 期末考试

2024 年 7 月 5 日

1. (42 分，每小题 6 分)
(1) 设 f(x) = 1− x

π
(0 ≤ x ≤ π) 的余弦级数的和函数为 S(x), 求 S(−3), S(12);

(2) 计算曲线积分 I =

ˆ
L

√
y ds, 其中 L : x = t− sin t, y = 1− cos t, 0 ≤ t ≤ π;

(3) 计算曲面积分 I =

¨
S

z dS, 这里 S 是螺旋面 r = (u cos v, u sin v, v), 其中 0 ≤ u ≤
1, 0 ≤ v ≤ 2π;

(4) 计算 ¨

Ω

(x+ 1) dy dz + (y + 2) dz dx+ (z + 3) dx dy

其中 Ω 为上半球面 z =
√
R2 − x2 − y2, 方向取上侧;

(5) 计算
˛
y dx+ z dy + x dz, 其中 L 是 x2 + y2 + z2 = 9 与 x+ z = 0 的交线，从 z 轴

正向往负向看 L 为逆时针方向;

(6) 设 f(x) 可微且具有连续的导数，F (x) =

ˆ x

0

[ˆ t

0

uf(u2 + t2) du
]

dt, 求 F ′′(x);

(7) 计算积分 I =

ˆ +∞

0

dx
1 + x4

.

2. (12 分) 设 f(x) =


1

2
(π − 1)x, 0 ≤ x ≤ 1

1

2
(π − x), 1 < x ≤ π

试将函数 f(x) 在区间 [−π, π] 上展开成

正弦级数并指出起收敛性，并由此证明
∞∑
n=1

sin2 n

n4
=

(π − 1)2

6

3. (8 分) 证明向量场 v =

(
x2, yz,

y2

2

)
是全空间的有势场，并求其势函数。

4. (12 分) 设广义积分为

ˆ +∞

1

esinx cosx
xp

(
1 +

1

x

)x

dx, (p > 0)

请分别指出并证明该广义积分绝对收敛和条件收敛时参数 p 的取值范围。

5. (10 分) 计算

I =

˛

L

(x− y) dx+ (x+ 4y) dy
x2 + 4y2

其中 L 为单位圆 x2 + y2 = 1, 取逆时针方向。
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6. (8 分) 设 P (x, y, z) 和 R(x, y, z) 在三维空间上有连续偏导数，记上半球面

S : z = z0 +

√
r2 − (x− x0)

2 − (y − y0)
2

其方向向上，若对任意点 (x0, y0, z0) 和 r > 0, 第二型曲面积分为
¨

S

P dy dz + R dx dy = 0,

求证：
∂P

∂x
≡ 0.

7. (8 分) 设 φ(t) =

ˆ +∞

0

ln(1 + tx)

1 + x2
dx, 其中 t > 0.

(1) 求证：对于任何的 T > 0, 广义积分
ˆ +∞

0

ln(1 + tx)

1 + x2
dx 在区间 (0, T ] 上一致收敛;

(2) 求证：对任意的 t > 0, 有

φ(t) = φ

(
1

t

)
+
π

2
ln t
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第 3 部分 数学分析 (B3)
3.1 中国科学技术大学 2020–2021 学年第一学期

数学分析 (B3) 期中考试

1. (15 分) 设 {λn} 是一个正数列，
∞∑
n=1

λn = +∞, 数列 {xn} 收敛到实数 a. 求下面数列的

极限：

yn =
λ1x1 + λ2x2 + · · ·+ λnxn

λ1 + λ2 + · · ·+ λn
.

2. (15 分) 设函数 f 是以 2π 为周期的 k 阶连续可微函数 (k ⩾ 1), an, bn 是 f 的 Fourier 系

数。证明：

an = o

(
1

nk

)
, bn = o

(
1

nk

)
.

3. (20 分) 设 f 是有界闭区间 [a, b] 上的连续函数且 f(a) = f(b) = 1.

(1) 证明：f−1(1) = {x ∈ [a, b]|f(x) = 1} 是闭集;
(2) 证明：集合 D = [a, b] \ {f−1(1)} 是开集;
(3) 设 D 分解为一列两两无交的开区间 (有限或者可数){(an, bn)|n = 1, 2, · · · } 的并集，证

明：数集 E = {bn − an|n = 1, 2, · · · } 有最大元。

4. (20 分) 设 f 是区间 [0, 1] 上的 Riemann 可积函数，且 f 在 x = 0 处连续。定义函数列

fn 如下：

fn(x) =

ˆ x

0

f(tn) dt, x ∈ [0, 1], n = 1, 2, · · · .

(1) 求函数列 {fn} 的极限 (不需要证明);
(2) 证明：函数列 {fn} 一致收敛。

5. (15 分) 设 {xn} 是一个有界数列，E 是它的极限点集。若 lim
n→∞

(xn+1 − xn) = 0, 证明：E

是一个闭区间 (包含独点集的情形).

6. (15 分) 设幂级数
∞∑
n=1

anx
n 的收敛半径是 1, 且 nan → 0 (n → ∞). 记 f(x) =

∞∑
n=1

anx
n,

证明：若 lim
x→1−

f(x) = A, 则
∞∑
n=1

an = A.
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3.2 中国科学技术大学 2018–2019 学年第一学期
数学分析 (B3) 期末考试

2018 年 1 月 9 日

1. (12 分) 用 ε−N 或 ε− δ 语言重新叙述如下命题：

(1) 实数列 {xn} 是 Cauchy 列;
(2) 定义在 [0, 1] 上的实值函数 f 一致连续。

2. (12 分) 设 U 是 n 维欧氏空间 Rn 中的有界开子集，∂U 是 U 的边界集合，并且 K ⊂ U

是 Rn 的紧致子集。证明：∂U 不是空集，并且 d(K, ∂U) := inf{|x− y| : x ∈ K, y ∈ ∂U} > 0.
3. (10分) 设 f 是实直线 R 上的 2π 周期函数，f 在 [−π, π] 上 Riemann 可积，且 x0 ∈ [−π, π].
证明：如果 f 在 x0 处连续，那么 lim

N→∞
σNf(x0) = f(x0), 其中 σNf(x) 是 f(x) 与 Fejér 核

KN(x) =
1

2(N + 1)

(
sin N+1

2
x

sin x
2

)2

的周期卷积。

4. (14 分) 设 〈·, ·〉 为 n 维 Euclid 空间 Rn 上的 Euclid 内积，给定 x′, y′ ∈ Rn, t ∈ R.

(1) 设 ϕ(x, y, t) = (x+ x′, y + y′, t+ t′ + 〈x, y′〉 − 〈x′, y〉), 其中 x, y ∈ Rn, t ∈ R. 证明：ϕ

为 (2n+ 1) 维欧氏空间 R2n+1 到自身的 C1 参数变换。

(2) 设 f 是 R2n+1 上具有紧致支集的连续函数。证明：
ˆ
R2n+1

f(ϕ(x, y, t)) dx dy dt =
ˆ
R2n+1

f(x, y, t) dx dy dt.

5. (10分) 设 f 与 g 为实直线 R 上的 C1 实值函数，f(1) = g(1) = 0, 并且 (f ′(1))2 6= (g′(1))2.
定义映射

F : R3 → R2, (x, y, z) 7→ (f(xy) + g(yz), f(yz) + g(xy)).

证明：F (x, y, z) = 0 在点 (1, 1, 1) 附近有解 (y, z) = (y(x), z(x)).
6. (14 分) 设 D = (0, 1)×(0, 1), 称 P = (x, y) ∈ D 为有理点，如果它的两个坐标 x, y 都是有

理数。此时我们用既约分数表示有理点 P ∈ D 的坐标 P =

(
p

q
,
p′

q′

)
, 其中 (p, q) = (p′, q′) = 1.

如下定义 Riemann 函数 f :

(a) 当 P =

(
p

q
,
p′

q′

)
为既约分数表示的有理点的时候，定义 f(P ) =

1

qq′
;

(b) 当 P 不是有理点时，定义 f(P ) = 0.

证明：f 在非有理点处连续，并且
¨

D

f(x, y) dx dy = 0.
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7. (14 分) 设

T =
{
(x, y, z) ∈ R3

∣∣φ(x, y, z) := (x2 + y2 + z2 +R2 − r2)2 − 4R2(x2 + y2) = 0
}

其中 R > r > 0 为常数。

(1) 证明：T 为 R3 中的 C1 曲面;
(2) 证明：定义在 T 上的函数 f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 能取到最大值，并求出该值。

8. 设 {fn} 是有限闭区间 [a, b] 上的 Riemann 可积函数列，且 {fn} 一致收敛于 f .

(1) 证明：数列
{
an =

ˆ b

a

fn(x) dx
}

收敛，设其极限为 a;

(2) 证明：f 在 [a, b] 上 Riemann 可积并且
ˆ b

a

f(x) dx = a.


	第1部分  数学分析 (B1)
	1.1 2011–2012 学年第一学期    第一次测试
	1.2 2011–2012 学年第一学期    第二次测试
	1.3 2012–2013 学年第一学期    第一次测试
	1.4 2012–2013 学年第一学期    第二次测试
	1.5 2013–2014 学年第一学期    第一次测试
	1.6 2013–2014 学年第一学期    第二次测试
	1.7 2015–2016 学年第一学期    第一次测试
	1.8 2015–2016 学年第一学期    第二次测试
	1.9 2003–2004 学年第一学期    期中考试
	1.10 2005–2006 学年第一学期    期中考试
	1.11 2006–2007 学年第一学期    期中考试
	1.12 2007–2008 学年第一学期    期中考试
	1.13 2017–2018 学年第一学期    期中考试
	1.14 2018–2019 学年第一学期    期中考试
	1.15 2019–2020 学年第一学期    期中考试
	1.16 2020–2021 学年第一学期    期中考试
	1.17 2021–2022 学年第一学期    期中考试
	1.18 2022–2023 学年第一学期    期中考试
	1.19 2023–2024 学年第一学期    期中考试
	1.20 2015–2016 学年第一学期    数学分析 (A1)    期中考试
	1.21 2012–2013 学年第一学期    第三次测试
	1.22 2012–2013 学年第一学期    第四次测试
	1.23 2013–2014 学年第一学期    第三次测试
	1.24 2015–2016 学年第一学期    第三次测试
	1.25 2016–2017 学年第一学期    第三次测试
	1.26 2003–2004 学年第一学期    期末考试
	1.27 2005–2006 学年第一学期    期末考试
	1.28 2008–2009 学年第一学期    期末考试 (A 卷)
	1.29 2006–2007 学年第一学期    期末考试
	1.30 2007–2008 学年第一学期    期末考试
	1.31 2008–2009 学年第一学期    期末考试 (B 卷)
	1.32 2011–2012 学年第一学期    期末考试
	1.33 2012–2013 学年第一学期    期末考试
	1.34 2013–2014 学年第一学期    期末考试
	1.35 2015–2016 学年第一学期    期末考试
	1.36 2016–2017 学年第一学期    期末考试
	1.37 2017–2018 学年第一学期    期末考试
	1.38 2018–2019 学年第一学期    期末考试
	1.39 2019–2020 学年第一学期    期末考试
	1.40 2020–2021 学年第一学期    期末考试
	1.41 2021–2022 学年第一学期    期末考试
	1.42 2022–2023 学年第一学期    期末考试
	1.43 2023–2024 学年第一学期    期末考试

	第2部分  数学分析 (B2)
	2.1 2011–2012 学年第二学期    第二次测试
	2.2 2012–2013 学年第二学期    第一次测试
	2.3 2012–2013 学年第二学期    第二次测试
	2.4 2013–2014 学年第二学期    第一次测试
	2.5 2019–2020 学年第二学期    第 8–9 章测试
	2.6 2017–2018 学年第二学期    期中考试
	2.7 2018–2019 学年第二学期    期中考试
	2.8 2020–2021 学年第二学期    期中考试
	2.9 2021–2022 学年第二学期    期中考试
	2.10 2022–2023 学年第二学期    期中考试
	2.11 2023–2024 学年第二学期    期中考试
	2.12 2011–2012 学年第二学期    第三次测试
	2.13 2011–2012 学年第二学期    第四次测试
	2.14 2012–2013 学年第二学期    第三次测试
	2.15 2012–2013 学年第二学期    第四次测试
	2.16 2013–2014 学年第二学期    第三次测试
	2.17 2013–2014 学年第二学期    第四次测试
	2.18 2015–2016 学年第二学期     第三次测试
	2.19 2015–2016 学年第二学期    第四次测试
	2.20 2019–2020 学年第二学期    第 10–11 章测试
	2.21 2019–2020 学年第二学期    第 12 章测试
	2.22 2019–2020 学年第二学期    第 13 章测试
	2.23 2007–2008 学年第二学期    期末考试
	2.24 2012–2013 学年第二学期    期末考试
	2.25 2013–2014 学年第二学期    期末考试
	2.26 2015–2016 学年第二学期    期末考试
	2.27 2016–2017 学年第二学期    期末考试
	2.28 2017–2018 学年第二学期    期末考试
	2.29 2018–2019 学年第二学期    期末考试
	2.30 2019–2020 学年第二学期    期末考试
	2.31 2020–2021 学年第二学期    期末考试
	2.32 2021–2022 学年第二学期    期末考试
	2.33 2022–2023 学年第二学期    期末考试
	2.34 2023–2024 学年第二学期    期末考试

	第3部分  数学分析 (B3)
	3.1 2020–2021 学年第一学期    期中考试
	3.2 2018–2019 学年第一学期    期末考试


