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1. (25 分)(i) 用分离变量法解波动方程

utt − uxx = (f(x) + 1)e−t, 0 < x < l, t > 0

u(x, 0) = φ(x), 0 ≤ x ≤ l

ut(x, 0) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ l

u(0, t) = e−t, ux(l, t) = 0, t ≥ 0

(ii) 证明解的唯一性.

2. (15 分)(柳斌习题 2.5.19) 记 B+(R) = {x = (x1, x2) ∈ R2|x2 > 0, |x| < R}. 求边值问题−∆u = f(x), x ∈ B+(R)

u|∂B+(R) = g(x)

的 Green 函数，并将 u 用 Green 函数表示出来.

3. (15 分)φ 是 Rn 上的紧支光滑函数，u 是ut −∆u+ u = 0, x ∈ Rn, t > 0

u|t=0 = φ(x), x ∈ Rn

的解.
(i) 用 Fourier 变换解出 u.
(ii) 是否存在正整数 N 和常数 c > 0 满足 limt→∞t

N |u(t, x)| = c？

4. (10 分)Ω 是 R3 中开集，u ∈ C2(Ω). 若对任意 Br(x) ∈ Ω，都有

u(x) =
1

4πr2

∫
∂Br(x)

u(y)dS(y)

证明：u 是调和函数.
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5. (15 分) 令 QT = (0, l)× (0, T ]，证明
∂tu− ∂xxu− 2

l−x+1
∂xu− 2

(l−x+1)2
u = 0, 0 < x < l, t > 0

u(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ l

u(0, t) = 0, (ux + u)(l, t) = 0, t ≥ 0

在 C1,2(QT )
∩
C(QT ) 上只有零解.

6. (15 分)φ,ψ 均为 Rn 上的紧支光滑函数，u 是∂tt −∆u = 0

u(x, 0) = φ(x), ∂tu(x, 0) = ψ(x)

(i) 求 u 的 Fourier 变换，并证明存在 C > 0，满足对任意区间 I ⊂ R，有

||
∫
I

udt||H2 ≤ C(||φ||H1 + ||ψ||L2)

其中 ||f ||Hk = |||ξ|kf̂(ξ)||L2 .
(ii) 我们有等价的定义 ||f ||H2 = ||∆f ||L2，||f ||H1 = ||∇f ||L2 . 用能量估计证明 (i) 中结论.
(iii)φ,ψ 具有紧支集 E = BR(0)，求 E 的决定区间和依赖区间.

7. (15 分)Ω 是 Rn 中有界开集，x0 ∈ ∂Ω，u ∈ C2(Ω)
∩
C(Ω\{x0}) 是

∆u = 0, x ∈ Ω

u|∂Ω\{x0} = g(x)

limx→x0
|u(x)| ≤M0

的解. 证明：supx∈Ω|u(x)| ≤ max{M0, supx∈∂Ω\{x0}|g(x)|}.


