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一、（20分） 

解：（1）拉氏函数 

𝐿 =
1

2
𝑚(�̇�2 + 𝑟2�̇�2 + 𝑟2 sin2 𝜃 �̇�2) + 𝑒𝑏(1 − cos 𝜃)�̇� 

运动积分： 

𝑝𝜑 = m𝑟
2 sin2 𝜃 �̇� +  𝑒𝑏(1 − cos 𝜃) = const. 

𝐻 =
1

2
𝑚(�̇�2 + 𝑟2�̇�2 + 𝑟2 sin2 𝜃 �̇�2) = const 

（2）拉格朗日函数  

𝐿 =
1

2
𝑚(�̇�2 + �̇�2 + �̇�2) +

𝑒𝑏

𝑟

𝑥�̇� − �̇�𝑦

𝑟 + 𝑧
 

哈密顿函数  

𝐻 =
1

2𝑚
{(𝑝𝑥 +

𝑒𝑏

𝑟(𝑟 + 𝑧)
𝑦)

2

+ (𝑝𝑦 −
𝑒𝑏

𝑟(𝑟 + 𝑧)
𝑥)

2

+ 𝑝𝑧
2} 

正则方程  

�̇� =
𝑝𝑧
𝑚
 

𝑝�̇� =
𝑒𝑏

𝑚

1

𝑟3
{𝑦𝑝𝑥 − 𝑥𝑝𝑦 +

𝑒𝑏(𝑟 − 𝑧)

𝑟
} 

二、（20分） 

解：1. 

𝐻 =
1

2𝐼1
{
(𝑝𝜙 − 𝑝𝜓 cos 𝜃)

2

sin2 𝜃
+ 𝑝𝜃

2} +
𝑝𝜓
2

2𝐼3
+𝑚𝑔𝑙 cos 𝜃 

2. 令 

S = −𝐸𝑡 + 𝑝𝜙𝜙 + 𝑝𝜓𝜓 +𝑊𝜃(𝜃) 

1

2𝐼1
{
(𝑝𝜙 − 𝑝𝜓 cos 𝜃)

2

sin2 𝜃
+ (

𝑑𝑊𝜃

𝑑𝜃
)
2

} +
𝑝𝜓
2

2𝐼3
+𝑚𝑔𝑙 cos 𝜃 = 𝐸 

⟹
𝑑𝑊𝜃

𝑑𝜃
= ±√2𝐼1 (𝐸 −

𝑝𝜓
2

2𝐼3
−𝑚𝑔𝑙 cos 𝜃) −

(𝑝𝜙 − 𝑝𝜓 cos 𝜃)
2

sin2 𝜃
 

⟹ S = −𝐸𝑡 + 𝑝𝜙𝜙 + 𝑝𝜓𝜓 ±∫√2𝐼1 (𝐸 −
𝑝𝜓
2

2𝐼3
−𝑚𝑔𝑙 cos 𝜃) −

(𝑝𝜙 − 𝑝𝜓 cos 𝜃)
2

sin2 𝜃
𝑑𝜃 

三、（20分） 

解：1.  

变换关系 

{𝑥 = 𝑥0 +
𝑝0
𝑚
𝑡 +

1

2
𝑔𝑡2

𝑝 = 𝑝0 +𝑚𝑔𝑡
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{𝑥0 = 𝑥 −
𝑝

𝑚
𝑡 +

1

2
𝑔𝑡2

𝑝0 = 𝑝 −𝑚𝑔𝑡
 

判断可积性 

𝛿𝐹 = 𝑝𝛿𝑥 − 𝑝0𝛿𝑥0 = 𝑚𝑔𝑡𝛿𝑥 + (
𝑝

𝑚
𝑡 − 𝑔𝑡2) 𝛿𝑝 

𝐹 = 𝑚𝑔𝑥𝑡 +
𝑝2

2𝑚
𝑡 − 𝑝𝑔𝑡2 

所以是正则变换。 

2.  

（1）第一类生成函数𝐹1(𝑡, 𝑥, 𝑥0) 

𝜕𝑥0
𝜕𝑝

= −
𝑡

𝑚
≠ 0 

存在。 

生成函数为 

𝐹1(𝑡, 𝑥, 𝑥0) = 𝐹 = 𝑚𝑔𝑥𝑡 +
𝑝2

2𝑚
𝑡 − 𝑝𝑔𝑡2

𝑝 =
𝑚

𝑡
(𝑥 − 𝑥0) +

1

2
𝑚𝑔𝑡

} ⟹ 

⟹ 𝐹1(𝑡, 𝑥, 𝑥0) =
1

2
𝑚𝑔𝑡(𝑥 + 𝑥0) +

𝑚

2𝑡
(𝑥 − 𝑥0)

2 −
3

8
𝑚𝑔2𝑡3 

哈密顿函数 

𝐾 = 𝐻 +
𝜕𝐹1
𝜕𝑡

𝐻 =
𝑝2

2𝑚
−𝑚𝑔𝑥

} ⟹ 𝐾 =
𝑝2

2𝑚
−
1

2
𝑚𝑔(𝑥 − 𝑥0) −

𝑚

2𝑡2
(𝑥 − 𝑥0)

2 −
9

8
𝑚𝑔2𝑡2

𝑥 = 𝑥0 +
𝑝0
𝑚
𝑡 +

1

2
𝑔𝑡2, 𝑝 = 𝑝0 +𝑚𝑔𝑡}

 
 

 
 

⟹ 𝐾 = −𝑚𝑔2𝑡2 

（2）第二类生成函数𝐹2(𝑡, 𝑥, 𝑝0) 

𝜕𝑝0
𝜕𝑝

= 1 ≠ 0 

存在，生成函数为 

𝐹2(𝑡, 𝑥, 𝑝0) = 𝐹 + 𝑥0𝑝0 = 𝑚𝑔𝑥𝑡 + 𝑥𝑝0 −
1

2
𝑔𝑡2𝑝0 −

𝑝0
2

2𝑚
𝑡 −

1

2
𝑚𝑔2𝑡3 

哈密顿函数 

𝐾 = 𝐻 +
𝜕𝐹2
𝜕𝑡

𝐻 =
𝑝2

2𝑚
−𝑚𝑔𝑥

} ⟹ 𝐾 = −𝑚𝑔2𝑡2 

(或：对应同一个生成函数𝐹(𝑡, 𝑥, 𝑝),故𝐾与第一类变换时相等。) 

（3）第三类生成函数𝐹3(𝑡, 𝑝, 𝑥0) 

𝜕𝑥0
𝜕𝑥

= 1 ≠ 0 

存在，生成函数为 
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𝐹3(𝑡, 𝑝, 𝑥0) = 𝐹 − 𝑥𝑝 = −
𝑝2

2𝑚
𝑡 +

1

2
𝑔𝑡2𝑝 − 𝑝𝑥0 +𝑚𝑔𝑡𝑥0 −

1

2
𝑚𝑔2𝑡3 

哈密顿函数 

𝐾 = −𝑚𝑔2𝑡2 

（4）第四类生成函数𝐹4(𝑡, 𝑝, 𝑝0) 

𝜕𝑝0
𝜕𝑥

= 0 

不存在。 

 

3.  

（1）𝑥0守恒，对应的无穷小对称变换 

𝛿𝑥 = [𝑥, 𝜖𝑥0] = −
𝑡

𝑚
𝜖 

𝛿𝑝 = [𝑝, 𝜖𝑥0] = −𝜖 

对称变换为 

𝑥′ = 𝑥 −
𝑡

𝑚
𝜆, 𝑝′ = 𝑝 − 𝜆 

(2)𝑝0守恒，对应的无穷小对称变换 

𝛿𝑥 = [𝑥, 𝜖𝑝0] = 𝜖 

𝛿𝑝 = [𝑝, 𝜖𝑝0] = 0 

准对称变换为 

𝑥′ = 𝑥 + 𝜆, 𝑝′ = 𝑝 

四、（10分） 

解：1.  

𝐿 =
1

2
(4𝑚𝑙2�̇�1

2 +𝑚𝑙2�̇�2
2) −

1

2
(4𝑚𝑔𝑙𝜃1

2 + 3𝑚𝑔𝑙𝜃2
2 − 4𝑚𝑔𝑙𝜃1𝜃2) 

2.  

𝑀 = 𝑚𝑙2 (
4 0
0 1

) , 𝐾 = 𝑚𝑔𝑙 (
4 −2
−2 3

) 

ω2 = (2 ± √2)
𝑔

𝑙
 

[(
4 −2
−2 3

) − ω2 (
4 0
0 1

)] �⃗� = 0 

𝐴 =

(

 
 

1 − √2

2√4 − 2√2

1 + √2

2√4 + 2√2
1

√4 − 2√2

1

√4 + 2√2 )

 
 

 

五、（15分） 

解：相空间的莫培督原理（以𝑥为参数） 

δ∫ (𝑝𝑥 + 𝑝𝑦𝑦
′)𝑑𝑥

B

A

= 0 
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等能约束 

𝐻 =
1

2𝑚 
(𝑝𝑥

2 + 𝑝𝑦
2) − 𝑚𝑔𝑦 = 𝐸 ⟹ 𝑦 =

1

2𝑚2𝑔 
(𝑝𝑥

2 + 𝑝𝑦
2) −

𝐸

𝑚𝑔
 

消去𝑦,得两个欧拉方程 

{
 

 
1

𝑚2𝑔

𝑑

𝑑𝑥
(𝑝𝑥𝑝𝑦) = 1 +

1

𝑚2𝑔
𝑝𝑦𝑝𝑥

′

0 =
1

𝑚2𝑔
𝑝𝑥𝑝𝑥

′

 

⟹ 𝑝𝑥 = 𝑝𝑥0 = constant ⟹ 𝑝𝑦 =
𝑚2𝑔

𝑝𝑥0
𝑥 + 𝑝𝑦0 

于是 

𝑦(𝑥) =
𝑚2𝑔

2𝑝𝑥0
2 𝑥2 +

𝑝𝑦0
𝑝𝑥0

𝑥 +
1

𝑚𝑔
(
𝑝𝑥0
2 + 𝑝𝑦0

2

2𝑚 
− 𝐸) 

𝑝𝑦(𝑥) =
𝑚2𝑔

𝑝𝑥0
𝑥 + 𝑝𝑦0 

𝑝𝑥(𝑥) = 𝑝𝑥0 

六、（15分） 

解：1.  

质心坐标(𝑥, 𝑦), 相对运动采用平面极坐标(𝑟, 𝜃),  

𝐿 =
1

2
(𝑚1 +𝑚2)(�̇�

2 + �̇�2) +
1

2
𝜇(�̇�2 + 𝑟2�̇�2) −

1

2
𝑘(𝑟 − 𝑙)2 

其中折合质量 

𝜇 =
𝑚1𝑚2

𝑚1 +𝑚2
 

2.  

循环坐标{𝑥, 𝑦, 𝜃}  

𝑝𝑥 = (𝑚1 +𝑚2)�̇�, 𝑝𝑦 = (𝑚1 +𝑚2)�̇�, 𝑝𝜃 = 𝜇𝑟2�̇� 

𝐿eff = 𝐿 − 𝑝𝑥�̇� − 𝑝𝑦�̇� − 𝑝𝜃�̇� =
1

2
𝜇�̇�2 −

𝑝𝜃
2

2𝜇

1

𝑟2
−
1

2
𝑘(𝑟 − 𝑙)2 −

𝑝𝑥
2 + 𝑝𝑦

2

2(𝑚1 +𝑚2)
 

3.平衡点 

Veff(𝑟) =
𝑝𝜃
2

2𝜇

1

𝑟2
+
1

2
𝑘(𝑟 − 𝑙)2  

𝑑𝑉𝑒𝑓𝑓
𝑑𝑟

= −
𝑝𝜃
2

𝜇

1

𝑟3
+ 𝑘(𝑟 − 𝑙) = 0 ⟹ 𝑟 = 𝑟0(可不解) 

𝑉𝑒𝑓𝑓 ≈ 𝑉0 +
1

2
(
3𝑝𝜃

2

𝜇

1

𝑟0
4 + 𝑘) (𝑟 − 𝑟0)

2 

微振动频率 

𝜔2 =
1

𝜇
(
3𝑝𝜃

2

𝜇

1

𝑟0
4 + 𝑘) 

 


