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第一部分

常微分方程



第 1章 常微分方程概述

1.1 微分方程学习方向
目标：

1. 给出解析表达式
2. 无法得到解析解，但要对解的行为进行描述

方法：
不同类型的方程利用不同类型的方法

1.2 常微分方程的基本概念

定义 1.1 (常微分方程,偏微分方程)

♣

含有未知函数的导数 (或偏导)的方程称为微分方程. 若未知函数为一元函数,则方程为常微分方程 (ODE);
若未知函数为多元函数,则方程为偏微分方程 (PDE).

定义 1.2 (阶数)

♣

ODE的一般形式: F (x, y(x), y′(x), · · · , y(n)(x)) = 0,其中 n ∈ N∗为出现导数的最高次数，称为方程的阶
数.

定义 1.3 (线性)

♣

线性 ODE的一般形式为
n∑

k=0

ak(x)y
(k)(x) + b(x) = 0,其中 ak(x)为与 y 无关的一元函数, k = 0, 1, · · · , n.

反之,则称方程为非线性 ODE.

注判断是否线性时，认为 y(x), y′(x), · · · , y(n)(x)“相同”,考虑是否为 1次.
例题 1.1

1.
dy

dx
+ yx2 = 0,这是 1阶线性 ODE.

2.
d2y

dx2
+ y

dy

dx
+ x2 = 0,这是 2阶非线性 ODE.

3. Laplace方程: ∆u = 0,其中 ∆ :=
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
称为 Laplace算子.

定义 1.4 (解,定义区间)

♣

若函数 φ(x)在 I ⊂ R上 n阶连续可微,即 φ(x) ∈ Cn(I),且

F (x, φ(x), φ′(x), · · · , φ(n)(x)) = 0, ∀x ∈ I.

则称 y = φ(x)是方程在 I 上的一个解, I 称为解的定义区间.

注对于微分方程的解应指明解的存在区间.

定义 1.5 (积分曲线)

♣
y = φ(x)在 (x, y)平面上的图形是一条光滑的曲线,称之为积分曲线.



1.2 常微分方程的基本概念

定义 1.6 (通解,特解)

♣

常微分方程的解 y = φ(x,C1, · · · , Cn)称为方程的通解,其中 Ci(i = 1, · · · , n)为任意独立常数,即
∂(φ,φ′, · · · , φ(n−1))

∂(C1, C2, · · · , Cn)
̸= 0.

不包含任意常数的解称为方程的特解.

注通解如此定义的来源为逆映射定理,对积分曲线上任意一点 (x0, y0),由于 Jacobbi行列式不为 0,由局部逆映
射定理,可反解出互相没有约束的常数.自然地,当通解中的常数确定下来,通解自然变为特解.
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第 2章 一阶线性方程

考虑一阶微分方程
dy

dx
= f(x, y), f(x, y)为区域内的连续函数. 也可写为形式

dy

dx
= −P (x,y)

Q(x,y) ,其中P (x, y), Q(x, y)

为区域内的连续函数. 当 Q(x0, y0) ̸= 0 时，P (x,y)
Q(x,y) 在 (x0, y0) 处的近旁连续. 此时再将 x 视为 y 的函数，若

P (x0, y0) ̸= 0，有
dx

dy
= −Q(x,y)

P (x,y) , Q(x,y)
P (x,y) 在 (x0, y0)处的近旁连续. 因此，当 P (x0, y0) ̸= 0, Q(x0, y0) ̸= 0时,在

(x0, y0)处的近旁,以上两个形式虽然未知函数不同,但可以统一写为对称形式：

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0. (2.1)

依据定义可知一阶线性方程的表达式可化简为 y′ + p(x)y = q(x). p(x), q(x)在区间 I 上连续.

定义 2.1 (齐次线性,齐次非线性)

♣
若 q(x) ≡ 0,则为齐次线性方程. 若 q(x) ̸≡ 0,则为非齐次线性方程.

注研究非齐次方程时，先考察对应的齐次方程.
考察方程 y′ + p(x)y = 0. 对其稍微变形即可得到 1

ydy + p(x)dx = 0,该方程为一个可分离变量的方程. 可分
离变量的方程为恰当方程的特殊情形，故我们从恰当方程入手，逐渐考察一阶线性方程的解.

2.1 恰当方程

定义 2.2 (恰当方程)

♣

若存在可微函数 ϕ(x, y),使得 dϕ(x, y) = P (x, y)dx+Q(x, y)dy,即
∂ϕ

∂x
= P (x, y),

∂ϕ

∂y
= Q(x, y). (2.2)

则称方程 (2.1)是恰当方程 (或全微分方程).

定理 2.1 (恰当方程的解)

♡

若 P (x, y), Q(x, y) ∈ C(D), D ⊂ R2,且
∂P

∂y
,
∂Q

∂x
∈ C(D),则 (2.1)是恰当方程的充要条件为

∂P

∂y
≡ ∂Q

∂x
.

此时, (2.1)的通积分为

ϕ(x, y) =

∫ x

x0

P (x, y)dx+

∫ y

y0

Q(x0, y)dy

=

∫ x

x0

P (x, y0)dx+

∫ y

y0

Q(x, y)dy

= C, ∀(t0, x0) ∈ D ⊂ R2.

证明 必要性: 若 (2.1)恰当,则 ∃ϕ(x, y) ∈ C(D), s.t.(2.2)成立.
由 ϕ(x, y)二阶连续可微得

∂P

∂y
=

∂2ϕ

∂y∂x
=

∂2ϕ

∂x∂y
=
∂Q

∂x
.

充分性: 目标是验证 (2.1)恰当，则应构造一个函数 ϕ(x, y)满足 (2.2).

1. 方法一. 令 ϕ(x, y) =
∫ x

x0
P (x, y)dx+ ψ(y), ψ(y)为待定函数,则此时

∂ϕ

∂x
=

∂

∂x

∫ x

x0
P (x, y)dx = P (x, y). 由



2.2 可分离变量的方程

于
∂ϕ

∂y
=

∂

∂y

∫ x

x0

P (x, y)dx+ φ′(y)

=

∫ x

x0

∂P

∂y
(x, y)dx+ φ′(y)

=

∫ x

x0

∂Q

∂x
(x, y)dx+ φ′(y)

= Q(x, y)−Q(x0, y) + φ′(y).

令
∂ϕ

∂y
= Q(x, y),则有 φ′(y) = Q(x0, y),即 φ(y) =

∫ y

y0
Q(x0, y)dy,这样就构造出了满足要求的函数 ϕ,且推

得方程通解为

ϕ(x, y) =

∫ x

x0

P (x, y)dx+

∫ y

y0

Q(x0, y)dy = C, ∀(t0, x0) ∈ D ⊂ R2.

2. 方法二. 令 ϕ(x, y) =
∫ y

y0
Q(x, y)dy + φ(x),其余过程同方法一. 则可得

ϕ(x, y) =

∫ x

x0

P (x, y0)dx+

∫ y

y0

Q(x, y)dy.

下验证 ϕ(x, y) ≡ ϕ(x, y). 事实上,由 dϕ = dϕ = P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0可得 ϕ和 ϕ只相差一个常数. 而
ϕ(x0, y0) = ϕ(x0, y0) = 0,因此 ϕ ≡ ϕ.
注验证是否恰当时应该注意偏导数的连续性.
例题 2.1可分离变量的方程的简单情形 求解方程 p(x)dx+ q(y)dy = 0, p(x),q(y)连续可微.
解. 该方程为恰当方程，通积分为 ∫

p(x)dx+

∫
q(y)dy = C.

2.2 可分离变量的方程

定义 2.3 (可分离变量的方程)

♣

若 (2.1)具有形式
X(x)Y1(y)dx+X1(x)Y (y)dy = 0, (2.3)

则称为可分离变量的方程.

定理 2.2 (可分离变量方程的解)

♡

在 (2.3)中,若 ∃ X1(a) = 0或 Y1(b) = 0, x = a或 y = b为一个特解.
若 X1(x) ̸= 0, Y1(y) ̸= 0,可化为

X(x)

X1(x)
dx+

Y (y)

Y1(y)
dy = 0.

由例 2.1可知,可分离变量方程的通积分为∫
X(x)

X1(x)
dx+

∫
Y (y)

Y1(y)
dy = C.

例题 2.2求解微分方程 dy

dx
= 3

2y
1
3 .

解.
1. y = 0,−∞ < x < +−∞为特解.
2. y ̸= 0时,原方程可化简为

dy

y
1
3

=
3

2
dx,
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2.3 一阶线性方程

通积分为
3

2
y

2
3 =

3

2
x+ C,

化简即得
y2 = (x+ C)3, x ⩾ −C, ∀C ∈ R.

注该微分方程的解的图像如图 2.1所示.

图 2.1: 例 2.2解的图像

可以看出,微分方程的特解与通解并不代表所有的解,在 y = 0上的任何一点均有“分支”，不同的“分支”得到
不同的解.
例题 2.3求解微分方程 (x2 + 1)(y2 − 1)dx+ xydy = 0.

解.
1. x = 0, y = ±1为特解.
2. x ̸= 0且 y ̸= ±1时,原方程可化简为

x2 + 1

x
dx+

y

y2 − 1
dy = 0.

通积分为
1

2
x2 + In|x|+ 1

2
|y2 − 1| = C,

化简即得
y2 − 1 = ±eCx−2e−x2

,

故该方程有通解
y2 − 1 = Cx−2e−x2

, ∀C ∈ R.

特解为 x = 0.

2.3 一阶线性方程
回顾一阶线性方程的一般形式,一阶齐次线性方程为

dy

dx
+ p(x)y = 0. (2.4)

一阶非齐次线性方程为
dy

dx
+ p(x)y = q(x). (2.5)

其中 p(x), q(x)为 I 上的连续函数.
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2.3 一阶线性方程

本节考察该两种方程的解法以及解的部分性质.

定理 2.3 (一阶线性齐次方程的解)

♡

方程 (2.4)的解为
y = Ce

−
∫ x
x0

p(s)ds
, ∀C ∈ R.

证明
1. y = 0为特解.
2. y ̸= 0时方程 (2.4)可化简为可分离变量的方程

dy

y
+ p(x)dx = 0.

化简即得
y = ±eC−

∫ x
x0

p(x)dx
.

故方程的解为 y = Ce
−

∫ x
x0

p(s)ds
, ∀C ∈ R.

注定理 2.3中的 C 为任意常数, x0 选取较为容易表示解的特殊点.

定理 2.4 (一阶线性非齐次方程的解)

♡

方程 (2.5)的解为

y = e
−

∫ x
x0

p(s)ds
(

∫ x

x0

q(s)e
∫ s
x0

p(t)dt
ds+ C), ∀C ∈ R.

证明 设方程 (2.5)的解为
y = C(x)e

−
∫ x
x0

p(s)ds
.

则
C ′(x)e

−
∫ x
x0

p(s)ds − C(x)e
−

∫ x
x0

p(s)ds
p(x) + p(x)C(x)e

−
∫ x
x0

p(s)ds
= q(x).

即
C ′(x)e

−
∫ x
x0

p(s)ds
= q(x).

积分得

C(x) =

∫ x

x0

q(s)e
∫ s
x0

p(t)dt
ds+ C.

带入可得方程的解为

y = e
−

∫ x
x0

p(s)ds
(

∫ x

x0

q(s)e
∫ s
x0

p(t)dt
ds+ C), ∀C ∈ R.

写成不定积分为
y = e−

∫
p(x)dx(C +

∫
q(x)e

∫
p(x)dxdx).

其中 C 为任意常数.
注

1. 定理 2.4的结果可继续化简,

y = e
−

∫ x
x0

p(s)ds
(

∫ x

x0

q(s)e
∫ s
x0

p(t)dt
ds+ C)

= Ce
−

∫ x
x0

p(s)ds
+

∫ x

x0

q(s)e
∫ s
x0

p(t)dt
ds · e−

∫ x
x0

p(s)ds

= Ce
−

∫ x
x0

p(s)ds
+

∫ x

x0

q(s)e−
∫ x
s

p(t)dtds.

2. 定理 2.4的证明用到了常数变易法,该方法考虑的初衷是猜想齐次线性方程转化为非齐次线性方程时, q(x)
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2.3 一阶线性方程

的存在对原方程的解造成了“扰动”.
3. 若有初值条件,如 y(x0) = y0,则常数 C 可被唯一确定. 根据注 1可知 y(x0) = C = y0,此时方程的解为

y = y0e
−

∫ x
x0

p(s)ds
+

∫ x

x0

q(s)e−
∫ x
s

p(t)dtds.

4. 一阶微分方程有明确的几何意义,考察
dy

dx
= f(x, y),

其中 f(x, y)为平面区域内的连续函数.
若 y = ϕ(x)为方程的解,其在所有点处的导数应为可计算的函数值,称其为微分方程的积分曲线.

例题 2.4求解微分方程 dy

dx
+ 1

xy = x3 (x ̸= 0).

解. 先考虑齐次方程的解.当 x > 0时,方程
dy

dx
+ 1

xy = 0的解为

y = Ce
−

∫ x
x0

1
sds x0=1

=
1

x
.

令非齐次方程的解为 y = C(x) 1x ,则

C ′(x)
1

x
= x3.

积分得
C(x) =

1

5
x5 + C.

x < 0时,用类似的方法计算,最终可得原微分方程的解为

y =
1

5
x4 +

C

x
(x > 0或x < 0).

其中 C 为任意常数. 注微分方程的解应指明区间.
下面讨论一阶线性微分方程解的性质.

定理 2.5

♡一阶齐次线性方程 (2.4)的解或者恒等于 0,或者恒不等于 0.

证明 若 y(x0) = 0但 y不恒为 0,由定理 2.3,

y = y0e
−

∫ x
x0

p(s)ds
.

注意到
d

dx
(y(x)e

∫ x
x0

p(s)ds
) = (

dy

dx
+ y(x)p(x))e

∫ x
x0

p(s)ds
= 0.

则 y(x)e
∫ x
x0

p(s)ds 为一个常数. 而
y(x0)e

∫ x0
x0

p(s)ds
= 0.

故
y(x)e

∫ x
x0

p(s)ds
= 0, ∀x ∈ I.

∀x ∈ I 上, |e
∫ x
x0

p(s)ds| <∞.则 y(x) ≡ 0,矛盾.

定理 2.6

♡
线性方程的解整体存在,即 (2.4)与 (2.5)的任意解在 p(x)与 q(x)上有定义且连续的整个区间 I 上存在.

定理 2.7

♡

齐次方程 (2.4)的解的任意线性组合均为齐次方程的解;
齐次方程 (2.4)的任一解与非齐次线性方程 (2.5)的任一解之和为非齐次线性方程 (2.5)的解;
非齐次线性方程 (2.5)的任意两解之差为齐次线性方程 (2.5)的解.
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2.3 一阶线性方程

注该定理再次表明特解与通解并不为全部解.

定理 2.8

♡非齐次线性方程 (2.5)的任一解与齐次线性方程 (2.4)的通解之和构成非齐次线性方程 (2.5)的通解.

定理 2.9 (初值问题的解的唯一性)

♡

一阶线性方程的初值问题的解存在且唯一.即
dy

dx
+ p(x)y = q(x),

y(x0) = y0.

的解存在且唯一.

证明
1. 存在性:已由定理 2.4注 3给出.
2. 唯一性:设 y = ϕ1(x), y = ϕ2(x)均为初值问题的解.
考虑 ψ(x) = ϕ1(x)− ϕ2(x),

ψ′(x) = ϕ′1(x)− ϕ′2(x) = (q(x)− p(x)ϕ1(x))− (q(x)− p(x)ϕ2(x)) = −p(x)ψ(x).

ψ(x)为一阶齐次线性方程的解,且 ψ(x0) = 0.由定理 2.5知 ψ(x) ≡ 0.即 ϕ1(x) ≡ ϕ2(x).
注存在性的证明通常考虑给出一个符合题意的构造,唯一性的证明通常假设存在不同的结果后证明两者相同.
例题 2.5设微分方程

dy

dx
+ ay = f(x),

其中 a > 0为常数,而 f(x)为以 2π为周期的连续函数,试求方程的 2π周期解.
解. 由定理 2.4,该方程的解为

y =Ce
−

∫ x
x0

ads
+

∫ x

x0

f(s)e−
∫ x
s

adtds

x0=0
= Ce−ax +

∫ x

0

f(s)e−a(x−s)ds.

由解的周期性, y(0) = y(2π).当 y(0) = y(2π)时,下证明 ∀x ∈ R,有 y(x) = y(x+ 2π).
令 u(x) = y(x+ 2π)− y(x),则

du

dx
=

dy(x+ 2π)

dx
− dy

dx
= (f(x+ 2π)− ay(x+ 2π))− (f(x)− ay(x)) = −au(x).

u(x)为齐次方程的解,而 u(0) = 0,故 u(x) ≡ 0,即 ∀x ∈ R,有 y(x) = y(x+ 2π). 则有方程

C = y(0)

= y(2π)

= Ce−2πa +

∫ 2π

0

f(s)e−a(2π−s)ds

= Ce−2πa + e−2πa

∫ 2π

0

f(s)easds.

解得

C =
e−2πa

1− e−2πa

∫ 2π

0

f(s)easds.

注本题中应用的方法可以作为通法解决一系列与周期函数有关的问题. 即构造 u(x) = y(x + ω) − y(x),求其满
足的方程,通过定理 2.5证明 u(x) ≡ 0. 对于周期性的问题有结果如下:
对方程

dy

dx
+ p(x)y = q(x).
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2.4 几类重要的一阶常微分方程

其中 p(x), q(x)均为以 ω为周期的周期函数.则:
1. 若 q(x) ≡ 0,该方程的任意非零解以 ω为周期,当且仅当

p̄ =
1

ω

∫ ω

0

p(x)dx = 0.

2. 若 q(x) ̸≡ 0,该方程有唯一的周期解,当且仅当

p̄ =
1

ω

∫ ω

0

p(x)dx ̸= 0.

2.4 几类重要的一阶常微分方程

2.4.1 齐次方程

定义 2.4 (齐次方程)

♣
若 P (tx, ty) = tmP (x, y), Q(tx, ty) = tmQ(x, y), ∀t ∈ R, m ∈ R,则称 (2.1)是m次齐次方程.

注齐次方程可表示为
dy

dx
= g

(y
x

)
,此处 g是给定的连续函数. 这是因为

dy

dx
= −P (x, y)

Q(x, y)
= −x

−mP (x, y)

x−mQ(x, y)
= −P (1, y/x)

Q(1, y/x)
.

求解方法:
作变换 y = ux,则 dy = udx+ xdu,从而{

P (x, y) = P (x, ux) = xmP (1, u),

Q(x, y) = Q(x, ux) = xmQ(1, u).

从而方程 (2.1)可化为
xm[P (1, u) + uQ(1, u)]dx+ xm+1Q(1, u)du = 0. (2.6)

这是一个可分离变量的方程. 注方程 (2.6)有特解 x = 0,但不一定为齐次方程的解,由于令 y = ux并做除法时,
x = 0时不可逆.
例题 2.6求解微分方程 dy

dx
= x+y

x−y .

解. 令 y = ux,则原方程可化简为
1

x
=

1− u

1 + u2
.

积分得
arctanu− 1

2
(1 + u2) = In|x|+ C.

即
|x| = earctanu

1√
1 + u2

eC .

等价于
|x|

√
1 + u2 = Cearctanu, ∀C > 0.

将 u = y
x 带入,即得 √

x2 + y2 = Cearctan
y
x , ∀C > 0.

注若采用极坐标换元,该微分方程的解为 r = Ceθ.
例题 2.7讨论形如

dy

dx
= f(

ax+ by + c

mx+ ny + l
)

的方程的求解法.这里 a, b, c,m, n, l为常数.
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2.4 几类重要的一阶常微分方程

解.
1. c = l = 0时,齐次方程.
2. c与 l不全为 0时,令 {

x = ξ + α,

y = η + β.

其中 α, β 为常数. 则原方程变为
dη

dξ
= f(

aξ + bη + aα+ bβ + c

mξ + nη +mα+ nβ + l
).

(a). an− bm ̸= 0时, ∃ α, β, s.t. {
aα+ bβ = −c,
mα+ nβ = −l.

此时该方程转化为齐次方程.
(b). an− bm = 0时,令

a

m
=
b

n
= λ,

则原方程可化简为
dy

dx
= f(

λ(mx+ ny) + c

mx+ ny + l
).

令 v = mx+ ny,则
dv

dx
= m+ n

dy

dx
= m+ nf(

λv + c

v + l
).

此时该方程转化为可分离变量的方程.

2.4.2 Bernoulli方程

定义 2.5

♣

形如
dy

dx
+ p(x)y = q(x)yn.

的方程称作 Bernoulli方程.其中 n为常数,且 n ̸= 0, 1.

求解方法:
1. y = 0为方程的特解.
2. y ̸= 0时,有

1

yn
dy

dx
+
p(x)

yn−1
= q(x).

注意到
1

yn
dy

dx
=

1

1− n

d(y1−n)

dx
.

令 z = y1−n,即有
1

1− n

dz

dx
+ p(x)z = q(x).

即转化为一阶线性方程.
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2.4 几类重要的一阶常微分方程

2.4.3 Riccati方程

定义 2.6

♣

形如
dy

dx
= p(x)y2 + q(x)y + r(x).

的方程称作 Riccati方程.其中 p(x), q(x), r(x)在区间上连续,且 p(x) ̸≡ 0.

该方程为形式最简单的非线性方程,但已经无法用初等方法解决.但有如下两个命题对解进行刻画.

定理 2.10

♡
设方程的一个特解为 y = φ(x),则可用积分法求得通解.

证明 设 y(x) = u(x) + φ(x),则
du

dx
+

dφ

dx
= p(u+ φ)2 + q(u+ φ) + r.

将 φ为特解的条件带入,即有
du

dx
= (2φP + q)u+ pu2.

即转化为 Bernoulli方程.
例题 2.8 求解

dy

dx
+ ay2 = bx−2.

其中 a, b为常数.
解.

1. y = 0不是解.
2. y ̸= 0时,有

1

y2
dy

dx
+ a = b · 1

x2y2
.

即

−
d( 1y )

dx
+ a = b · 1

x2
· ( 1
y
)2.

令 z = 1
y ,则有

−dz

dx
+ a = b · 1

x2
· z2.

即转化为齐次方程.

定理 2.11

♡

对 Riccati方程的特殊情形
dy

dx
+ ay2 = bxm,

其中 a ̸= 0, b,m均为常数.当 x ̸= 0, y ̸= 0时,当

m = 0, −2,
−4k

2k + 1
,

−4k

2k − 1
(k = 1, 2, · · ·)

时,该形式可化为可分离变量的方程.

证明 不妨设 a = 1,否则可以通过令 x′ = ax化简.故讨论方程
dy

dx
+ y2 = bxm.
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2.4 几类重要的一阶常微分方程

1. m = 0时,
dy

dx
+ ay2 = b

为可分离变量的方程.
2. m = −2时,在例 2.8中已转化为齐次方程,进而可转化为可分离变量的方程.
3. m = −4k

2k+1 时,
4. m = −4k

2k−1 时,
注本充分条件为 1725年 Daniel Bernoulli 得到的结果.事实上该条件同样为必要条件, 在 1841年被刘维尔证
明.表明即使是形式简单的 Riccati方程,大部分也是不能用初等积分的办法解的.

2.4.4 Gronwall不等式

定理 2.12 (Gronwall不等式)

♡

令 k是非负常数, f(x), g(x)是区间 [α, β]上的连续非负函数,且满足不等式

f(x) ⩽ k +

∫ x

α

f(s)g(s)ds, ∀α ⩽ x ⩽ β.

则
f(x) ⩽ ke

∫ x
α

g(s)ds.

证明 令

A(x) = k +

∫ x

α

f(s)g(s)ds,

则
A′(x) = f(x)g(x) ⩽ A(x)g(x).

注意到
(A(x)e−

∫ x
α

g(s)ds)′ = e−
∫ x
α

g(s)ds(A′(x)−A(x)g(x)) ⩽ 0.

故
A(x)e−

∫ x
α

g(s)ds ⩽ A(α) = k.

即
A(x) ⩽ ke

∫ x
α

g(s)ds.

故
f(x) ⩽ A(x) ⩽ ke

∫ x
α

g(s)ds, ∀α ⩽ x ⩽ β.

定理 2.13 (Gronwall不等式,微分形式)

♡

令 f ∈ C1([α, β])非负,且满足
df

dx
⩽ g(x)f(x), ∀α ⩽ x ⩽ β.

其中 g(x)在 [α, β]上连续,非负.则有

f(x) ⩽ f(α)e
∫ x
α

g(s)ds, ∀α ⩽ x ⩽ β.

证明 注意到
(f(x)e−

∫ x
α

g(s)ds)′ = e−
∫ x
α

g(s)ds(f ′(x)− f(x)g(x)) ⩽ 0.

故
f(x)e−

∫ x
α

g(s)ds ⩽ f(α), ∀α ⩽ x ⩽ β.
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2.5 一阶隐式方程

即
f(x) ⩽ f(α)e

∫ x
α

g(s)ds, ∀α ⩽ x ⩽ β.

注微积分不等式的解决过程中,我们通常构造导数 ⩽ 0或 ⩾ 0的函数,从而得到好的不等式关系. Gronwall不等
式的应用极其广泛.

2.5 一阶隐式方程

前面我们通常考虑形如
dy

dx
= f(x, y)的方程,事实上给出了一个对一阶导数的显式表达.若无法给出显式表

达,则考虑更一般的一阶方程
F (x, y,

dy

dx
) = 0. (2.7)

本节探讨该方程的解.

2.5.1 微分法

设从可以解出 y = f(x, p), p =
dy

dx
.

则两边对于 x求导,可得
p = f ′x + f ′p

dp

dx
.

即
(f ′x − p)dx+ f ′pdp = 0.

化简为关于 x, p的一阶显式微分方程.
1. 若该方程有通解 p = u(x,C),则方程 (2.7)有通解

y = f(x, u(x,C)), ∀C ∈ R.

2. 若该方程有特解 p = ω(x),则方程 (2.7)有特解

y = f(x, ω(x)).

由于 x, p有良好的对称性,故可能容易得到 x关于 p的表达但反解较为困难.故有:
3. 若该方程有通解 x = v(p, C),则方程 (2.7)有通解x = v(p, C),

y = f(v(p, c), p),
∀C ∈ R.

此时 p可以看作一个参数.
4. 若该方程有特解 x = z(p),则方程 (2.7)有特解x = z(p),

y = f(z(p), p).

此时 p可以看作一个参数.
注微分法适用于可用 x, p表示 y的部分方程.
例题 2.9求解克莱洛方程

y = xp+ f(p),

其中 f ′′(p) ̸≡ 0.
解. 两边对 x求导,有

p = p+ x
dp

dx
+ f ′(p)

dp

dx
.
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2.5 一阶隐式方程

即
(x+ f ′(p))

dp

dx
= 0.

1. p = C 为该方程的一个通解,则原方程有一个通解为

y = Cx+ f(C), ∀C ∈ R.

2. x+ f ′(p) = 0时, x = −f ′(p)为该方程的一个特解,则原方程有一个特解为x = −f ′(p)

y = −f ′(p)p+ f(p).

下考虑特解是否由通解得到,事实上由于 f ′′(p) ̸≡ 0,由隐函数定理可解得 p = ω(x),且

x = −f ′(ω(x)).

对 x求导有,
1 = −f ′′(ω(x))ω′(x).

故
ω′(x) ̸= 0.

即 ω(x)不为常数,这就证明了特解不能由通解得到. 注
1. 特解上任意一点 (x0, y0)处的切线为

y =
dy

dx
(x0)(x− x0) + y0 = ω(x0)x+ f(ω(x0)).

故通解与特解处的切线相对应,这也证明了特解不能由通解得到.
2. 对 f(p) = − 1

4p
2 的情形,通解为 y = Cx− 1

4C
2,特解为 y = x2.图像如图 2.2所示.

图 2.2: 例 2.9解的图像

该图像的特解恰好包络了所有通解.

2.5.2 参数法

对不明显包含自变量的方程,即
F (y, p) = 0, p =

dy

dx
.

设 y = g(t), p = h(t).

1. h(t) = 0时, y为常数满足 F (y, 0) = 0,则得到方程的特解.
2. h(t) ̸= 0时,有

dx =
1

p
dy.

故

dx =
g′(t)

h(t)
dt.
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2.5 一阶隐式方程

故微分方程有通解 
x =

∫
g′(t)

h(t)
dt+ C

y = g(t).

例题 2.10求解微分方程
(
dy

dx
)2 + y2 = 1.

解. 令 y = cost,
dy

dx
= sint.

1. y = ±1为方程的特解.
2. y ̸= ±1时,有

dx = −dt.

故方程有通解为 x = −t+ C

y = cost.

即方程有通解
y = cos(C − x), ∀C ∈ R.

对更一般的微分方程 (2.5.1),
若将 x, y, p均看为变量,则 (x, y, p) ∈ R3 表示空间中的曲面. 令

x = f(u, v), y = g(u, v), p = h(u, v),

其中 u, v为参数.由
dy = pdx,

知
g′udu+ g′vdv = h(f ′udu+ f ′vdv).

即
(g′u − hf ′u)du+ (g′v − hf ′v)dv = 0.

1. 若该方程有通解 v = Q(u,C),则方程 (2.5.1)有通解x = f(u,Q(u,C)),

y = g(u,Q(u,C)).

2. 若该方程有特解 v = S(u),则方程 (2.5.1)有特解x = f(u, S(u)),

y = g(u, S(u)).

由于 u, v 有良好的对称性,故可能容易得到 u关于 v 的表达但反解较为困难. 此时有另一种对称的表达方
式,在此不做说明.

例题 2.11求解微分方程
(
dy

dx
)2 + y − x = 0.

解. 令
x = u, p = v, y = u− v2.

于是
du− 2vdv = vdu.
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2.5 一阶隐式方程

即
(1− v)du− 2vdv = 0.

1. v = 1为该方程的一个特解,故
y = x− 1

为原方程的一个特解.
2. v ̸= 1时,有

du− 2v

1− v
dv = 0.

知通解为
u+ 2v + 2In|v − 1| = C, ∀C ∈ R.

即
u = −2v − In(v − 1)2 + C, ∀C ∈ R.

故方程有通解为 x = −2v − In(v − 1)2 + C,

y = −2v − In(v − 1)2 − v2 + C.
∀C ∈ R
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第 3章 存在唯一性定理

3.1 Picard存在唯一性定理
本节考察初值问题. 即方程 (3.1)的解的理论.

dy

dx
= f(x, y)

y(x0) = y0.
(3.1)

定义 3.1 (Lipschitz条件)

♣

设函数 f(x, y)在区域 D内满足

|f(x, y1)− f(x, y2)| ⩽ L|y1 − y2|,

常数 L > 0.称函数 f(x, y)在区域 D内对 y满足 Lip-条件.

注若 D为有界闭凸区域, f ′y 连续,则 f 关于 y满足 Lip-条件. 由于

|f(x, y1)− f(x, y2)| = |
∫ y1

y2

f ′y(x, z)dz| ⩽M |y1 − y2|.

其中M 为界.

定理 3.1 (Picard存在唯一性定理)

♡

若 f(x, y)在矩形区域 R:|x− x0| ⩽ a, |y − y0| ⩽ b上连续,且对于 y满足 Lip-条件,则初值问题 (3.1)在区
间 [x0 − h, x0 + h]上有并且只有一个解,其中

h = min

{
a,

b

M

}
, M > max

(x.y)∈R
|f(x, y)|.

注
1. 该定理为 ODE 中最重要的定理之一,在偏微分方程中也有重要的应用。
2. 该定理描述了,在函数 f(x, y)连续的条件下,且对 y 满足 Lip-条件,则在一个区域内方程存在唯一解,该区
域取决于 a与 b

M 的大小关系.
证明

1. Step 1.转化为等价的积分方程

y(x) = y0 +

∫ x

x0

f(x, y(x))dx.

(a). 若满足该积分方程, 且 y(x) 为连续函数, 且 f(x, y(x)) 应该满足定义域的限制, 由 y(x) 的连续性知
f(x, y(x))连续,则变上限积分函数可导,即 y(x)可导,且满足方程 (3.1).

(b). 若满足方程 (3.1),两边同时积分即可得到积分方程.
2. Step 2.构造 Picard序列. 目标: 构造 {yn(x)}, s.t. yn(x) → y(x)(n→ ∞).

def.


y0(x) = y0,

yn(x) = y0 +

∫ x

x0

f(x, yn−1(x))dx.

需要验证定义的合理性,即 |yn(x)− y0| ⩽ b, ∀n ∈ N∗.

|y1(x)− y0| =
∣∣∣∣ ∫ x

x0

f(x, y0(x))dx

∣∣∣∣ ⩽ ∣∣∣∣ ∫ x

x0

|f(x, y0(x))|dx
∣∣∣∣ ⩽M |x− x0| ⩽Mh ⩽ b.

利用归纳: 设 |yn(x)− y0| ⩽ b,考察 |yn+1(x)− y0|. 有

|yn+1(x)− y0| =
∣∣∣∣ ∫ x

x0

f(x, yn(x))dx

∣∣∣∣ ⩽ ∣∣∣∣ ∫ x

x0

|f(x, yn(x))|dx
∣∣∣∣ ⩽M |x− x0| ⩽Mh ⩽ b.



3.1 Picard存在唯一性定理

3. Step 3.证明皮卡序列在区间 I 上一致收敛到积分方程的解.
注意到

yn(x) =

n−1∑
k=0

[yk+1(x)− yk(x)] + y0(x).

故序列 {yn}的一致收敛性等价于级数
∞∑

n=0
|yn+1(x)− yn(x)|的一致收敛性.

下用归纳的办法证明

|yn+1(x)− yn(x)| ⩽
M

L

(L|x− x0|)n+1

(n+ 1)!
.

n = 0时已证.
设命题对 n− 1成立,对 n的情形有:

|yn+1(x)− yn(x)| =
∣∣∣∣ ∫ x

x0

[f(x, yn(x))− f(x, yn−1(x))]dx

∣∣∣∣
⩽ L

∣∣∣∣ ∫ x

x0

|yn(x)− yn−1(x)|dx
∣∣∣∣

⩽ L

∣∣∣∣ ∫ x

x0

|M
L

(L|x− x0|)n

n!
|dx

∣∣∣∣
=
M

L

(L|x− x0|)n+1

(n+ 1)!
.

即表明皮卡序列一致收敛,设其收敛到函数 φ(x). 下验证 φ(x)为方程的解.只需在定义式中令 n → ∞,知
φ(x)为积分方程的解,亦为方程 (3.1)的解.

4. Step 4唯一性.
令 φ1(x), φ2(x)为方程的解,设 ω(x) = φ1(x)− φ2(x),则

|ω(x)| =
∣∣∣∣ ∫ x

x0

[f(x, φ1(x))− f(x, φ2(x))]dx

∣∣∣∣ ⩽ L

∫ x

x0

|φ1(x)− φ2(x)|dx = L

∫ x

x0

|ω(x)|dx.

由 Gronwall不等式知 |ω(x)| ⩽ 0.即 φ1(x) = φ2(x).
注

1. 转化为积分方程的好处在于解 y(x)连续即可推出 y(x)可微; 积分表达式可由三角不等式估计; 且 Picard

序列的构造目的在于逼近方程的解, 而积分与极限的换序问题有固定的结论. 将积分方程转化为微分方程
在 PDE 时同样重要.

2. 构造 Picard序列时, n的取值与 x无关,即对任意的 x,总存在极大的 N ,使得 n > N 时, yn(x)与 y(x)的
差值无比的小,即一致收敛. 构造后应验证满足定义域的限制.

3. 证明序列一致收敛时的估计来源于对简单情形,角标较小时的尝试.
4. 唯一性此处的证明利用了 2.4中的结论,但方法仍然为“设不同与证相等”.
5. 本定理中对于 h的定义显得奇特,探索过程中有更深刻的考虑,从压缩映射的角度考虑 Picard存在唯一性
定理的发现过程.
令

Ty(x) = y0 +

∫ x

x0

f(x, y(x))dx,

其中 T 表示一个算子. 要证:∃ ! y(x) ∈ C([x0 − h, x0 + h]), s.t. y(x) = Ty(x).

def.X = {y(x) ∈ C([x0 − h, x0 + h])
∣∣ |y(x)− y0| ⩽ b}.

def. ∥ y ∥= max
x∈[x0−h,x0+h]

|y(x)|.

先证明 X 为 Banach空间上的闭集,而 C([x0 − h, x0 + h])本身为一个 Banach空间,只需证明闭集. 事实
上,若 yn ∈ X ,且 yn → y ∈ C[x0 − h, x0 + h],则

|y(x)− y0| = lim
n→∞

|yn(x)− y0| ⩽ b.
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3.1 Picard存在唯一性定理

即证明了 X 为 Banach空间上的闭集. 下证 T : X → X 为 X 上的压缩映射.
(a). 压缩映射原理: X 为 Banach空间的闭集, T : X → X 且满足

∀ y1, y2 ∈ X, ∥ Ty1 − Ty2 ∥⩽ θ ∥ y1 − y2 ∥, 0 ⩽ θ < 1.

则 ∃ ! y(x) ∈ C([x0 − h, x0 + h]), s.t. y(x) = Ty(x).这里 h仍然待定.
(b). 为保证对 ∀ y(x) ∈ X ,有 Ty ∈ X . 对 ∀y(x) ∈ X ,

|Ty(x)− y0| =
∣∣∣∣ ∫ x

x0

f(x, y(x))dx

∣∣∣∣.
令 h ⩽ a,才有

|Ty(x)− y0| =
∣∣ ∫ x

x0

f(x, y(x))dx

∣∣∣∣ ⩽M |x− x0| ⩽Mh.

由于 h ⩽ a时才可以利用有界性.而为了满足 T 的良定义,要求Mh ⩽ b.即为 h定义的合理性.
(c). 为保证压缩映射的条件成立.考察

|Ty1(x)− Ty2(x)| =
∣∣∣∣ ∫ x

x0

[f(x, y1(x))− f(x, y2(x))]

∣∣∣∣ ⩽ L

∣∣∣∣ ∫ x

x0

[y1(x)− y2(x)]

∣∣∣∣.
尝试要求上述等式对一切的 y1(x), y2(x)成立,根据范数的定义可以要求以下的等式成立:

∥ Ty1(x)− Ty2(x) ∥⩽ Lh ∥ y1(x)− y2(x) ∥ .

保证压缩映射的合理性,只需 Lh < 1,但定理中并没有如此要求,由于对不同的函数 L很难估计.针对
问题提出 (d)与 (e)的两种方案.

(d). 取 x1 ∈ [x0 − h, x0 + h],对 x1 再次定义,可得到相同的 h,定义更多区间上的函数 y(x),最终在有限次
定义后必然能得到不需要条件 Lh < 1的函数.

(e). 调整范数的定义,
def. ∥ y ∥= max

x∈[x0−h,x0+h]
|y(x)e−α|x−x0||.

最后由压缩映射原理得到了定理的证明.
例题 3.1对 Riccati方程

dy

dx
= x2 + y2.

f(x, y) = x2 + y2 在 R2 上是局部 Lip的 (即在任意一点 (x0, y0),存在一个包含该点的矩形,该矩形内满足 Lip—
条件).由 Picard存在唯一性定理,对于任意一点 (x0, y0),在 [x0 − h, x0 + h]上存在唯一解.
注局部 Lip与全局 Lip的区别在于,局部 Lip找不到一个 L, s.t. ∀ y1, y2 ∈ R,均有 Lip条件成立,如本题.

定理 3.2 (Peano存在性定理)

♡

设 f(x, y)在矩形区域 R内连续,则初值问题 (3.1)在区间 |x − x0| ⩽ h上至少存在一个解 y = y(x). h,R
同 Picard存在唯一性定理.

注相比 Picard存在唯一性定理,该定理的条件变弱,故得到的结论变弱.若 f(x, y)不满足连续,则初值问题有可
能无解.
例题 3.2回顾方程

dy

dx
= y

1
3 .

f(x, y) = y
1
3 在 y ̸= 0时存在连续的偏导数,故满足 lip-条件,则由 Picard存在唯一性定理,在临近的矩形内只有

一个解. 而对于 y = 0的情形,由 Peano存在性定理,只能表明存在解. 事实上也不存在唯一解,与解的图像对应.
在讨论了存在性定理,存在唯一性定理后,我们将 Lip-条件进行推广,得到更广泛的唯一性定理.
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3.2 解的延伸

定义 3.2 (Osgood条件)

♣

设 f(x, y)在区域 G内连续,且满足不等式

|f(x, y1)− f(x, y2)| ⩽ F (|y1 − y2|).

其中 F (r) > 0为 r > 0上的函数,且∫ r1

0

1

F (r)
dr = ∞, r1 > 0为常数.

则称 f(x, y)在 G内满足 Osgood条件.

注 Lipschitz条件为 Osgood条件的特例,由于 F (r) = kr,而∫ r1

0

1

kr
dr = ∞.

定理 3.3 (Osgood定理)

♡
设 f(x, y)在 G内满足 Osgood条件,则过 G内任何一点的积分曲线是唯一的.

证明 设过 (x0, y0) ∈ G有两个解 y = y1(x)与 y = y2(x), 则 ∃ x1 ̸= x0, s.t. y1(x1) ̸= y2(x1). 不妨设 x1 > x0,
y1(x1) > y2(x1).令

x̄ = sup{x0 < x < x1|y1(x) = y2(x)},

则在 (x̄, x1]上, y1(x) > y2(x).令
r(x) = y1(x)− y2(x),

则 r(x) > 0在 (x̄, x1]上成立,且
dr

dx
= y′1 − y′2 = f(x, y1(x))− f(x, y2(x)) ⩽ F (y1(x)− y2(x)) = F (r(x)),

故 ∫ r(x1)

0

dr

F (r)
⩽

∫ x1

x̄

dx = x1 − x̄ <∞.

与 Osgood条件矛盾.
注上述的 Lipschitz与 Osgood条件均为判断唯一性的充分条件,迄今为止没有对唯一性的充要条件的刻画.

3.2 解的延伸

定理 3.4 (延伸定理)

♡

设 P0 为区域 G内任一点,并设 Γ为微分方程 (3.1)经过 P0 点的任意一条积分曲线,则 Γ将在 G内延伸到
边界. 即对任何有界闭区域 P0 ∈ G1 ⊂ G,积分曲线可以延伸到 G1 之外.

注若 G = R2,则必有 x→ ∞或 y → ∞.
证明 设经过 P0 的积分曲线 Γ : y = φ(x), x ∈ J . J 为最大存在区间.只考虑积分曲线在 x0 右侧的延伸情况,令
J+ = J ∩ [x0,+∞),则 J+ 为 Γ在 P0 的右行最大区间.

1. J+ = [x0,+∞),则 Γ延伸到 G的边界.
2. J+ = [x0, x1],令 y1 = φ(x1), (x1, y1) ∈ G.令 P1 = (x1, y1),由于 G为开集,存在以 P1 为中心的矩形 R, s.t.
R ⊂ G,由 Peano存在定理,在 [x1 − h, x1 + h]上至少存在一个解 y = φ1(x).令

ȳ(x) =

φ(x), x0 ⩽ x ⩽ x1

φ1(x), x1 < x ⩽ x1 + h
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3.2 解的延伸

事实上,由于 ȳ(x)在 [x0, x1 + h]上连续,只需要证明

ȳ(x) = y0 +

∫ x

x0

f(x, ȳ(x))dx.

(a). 若 x0 ⩽ x ⩽ x1,上式等价于

φ(x) = y0 +

∫ x

x0

f(x, φ(x))dx.

由于 φ(x)为方程在 [x0, x1]上的解,此式成立.
(b). 若 x1 < x ⩽ x1 + h, φ1(x)为 [x1 − h, x1 + h]上方程的解,满足 φ1(x1) = y1,故

ȳ(x) = φ1(x) = y1 +

∫ x

x1

f(x, φ1(x))dx

= y0 +

∫ x1

x0

f(x, φ(x)) +

∫ x

x1

f(x, φ1(x))dx

= y0 +

∫ x

x0

f(x, ȳ(x))dx.

找到了在区间 [x0, x1 + h]上定义的方程的解,与 J+为右行最大区间矛盾.
3. J+ = [x0, x1),若积分曲线无法延伸到边界,则存在有界闭集K ⊂ G, s.t. Γ ⊂ K.
对任意的 xn, xm → x−1 ,有

|φ(xn)− φ(xm)| = |
∫ xn

xm

d

dx
φ(x)dx|

= |
∫ xn

xm

f(x, φ(x))dx|

⩽ max
(x,y)∈K

|f(x, y)||xn − xm|

⩽M |xn − xm| → 0 (n,m→ ∞).

故 {φ(xn)}为 Cauchy列,则 lim
n→∞

φ(xn)存在,令 y1 = lim
n→∞

φ(xn),令

ȳ(x) =

φ(x), x0 ⩽ x ⩽ x1

y1, x = x1

事实上,由于 ȳ(x)在 [x0, x1]上连续,只需要证明

ȳ(x) = y0 +

∫ x

x0

f(x, ȳ(x))dx.

而

φ(x) = y0 +

∫ x

x0

f(x, φ(x))dx, x0 ⩽ x < x1.

已经成立,对两边令 x→ x−1 ,有

ȳ(x1) = y0 +

∫ x1

x0

f(x, ȳ(x))dx.

找到了在区间 [x0, x1]上定义的方程的解,与 J+ 为右行最大区间矛盾.
注

1. 该证明的核心思路为假设存在最大延伸区间, 构造微分方程在更广区间内的解. 此时再次表明了转化为积
分方程的优越性,即只需要表明解的连续性.

2. 开区间与闭区间的解法略有不同,闭区间构造了新的邻域,而开区间仅定义了端点处的取值.
3. 在开区间解的验证过程中,用到了变上限积分函数的连续性以及函数积分值不随有限个点取值的改变而改
变.
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3.2 解的延伸

推论 3.1

♡

设函数 f(x, y)在 G内连续,且关于 y 满足 lip-条件,则过 G内任意一点 P0,存在唯一的积分曲线 Γ,并且
Γ将在 G内延伸到边界.

注由于在 G内均满足 Lip-条件,该积分曲线 Γ在 G中唯一确定.
例题 3.3试证明微分方程

dy

dx
= x2 + y2.

任一解的存在区间是有界的.
证明 f(x, y) = x2 + y2 在 R2 上连续,且关于 y 局部 lip,则经过任意一点,存在唯一的积分曲线 Γ : y = φ(x),并
在 Γ内延伸到边界.
只证明 Γ的右行最大区间有界,否则 [x0,+∞]是最大右行区间,取 x1 > 0, x1 > x0,则在 [x1,+∞)上, f(x, y) ⩾
x21 + y2.

故
dφ

dx
⩾ x21 + φ2, x ⩾ x1.

对不等式两边分离变量与积分,得

x− x1 ⩽ 1

x1
(arctan

φ(x)

x1
− arctan

φ(x1)

x1
) ⩽ π

x1
.

则
x ⩽ x1 +

π

x1
< +∞.

故右行最大区间有界.
注

1. 存在区间有界,即存在最大存在区间,此时解 y必然趋近于 +∞或 −∞.
2. 证明解的最大区间存在前,应证明解的存在性.
3. 本题的思路在于找到某一个可以写出明确解的积分曲线, 在有限值趋近于∞, 但该积分曲线在某一点后恒
小于原方程的解.

例题 3.4在平面上任取 P0(x0, y0),试证明初值问题
dy

dx
= (x− y)exy

2

y(x0) = y0.

的右行解都在区间 x0 ⩽ x <∞上存在.
证明 令 f(x, y) = (x − y)exy

2 ,则 f(x, y)在 R2 上连续,并且关于 y 局部 lip,故经过 P0 存在唯一的积分曲线,且
延伸到边界.

1. P0 在 L : y = x的上方.
若右行最大存在区间有限,则过 P0 的右行解延伸到 y = +∞或 y = −∞. 在 L上方,有

dy

dx
< 0,积分曲线

向右单调递减,由延伸定理,它必与 L在 (x0, y0)上相交,并且穿越 L到达下方.
2. P0 在 L : y = x的下方.
此时

dy

dx
> 0,则积分曲线单调递增,但是积分曲线不会再次穿过 L到达 L上方. 事实上,若积分曲线从下方

接近 L,则斜率≪ 1,但 L的斜率为 1.
因此,积分曲线无法在有限的区间趋于 ±∞,这与最大存在区间有限矛盾.
注

1. 证明最大存在区间不存在时,应说明在 x有限时, y无法趋近于 +∞或 −∞.
2. 考虑 y = x这条直线的原因在于在该条线上导数为 0,也被称作零趋势线.
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3.2 解的延伸

定理 3.5

♡

设微分方程
dy

dx
= f(x, y),

其中 f(x, y)在条形区域 S : α < x < β, −∞ < y < +∞内连续,且满足不等式

|f(x, y)| ⩽ A(x)|y|+B(x),

其中 A(x), B(x)为 (α, β)上的连续函数,则微分方程的每一个解都以 (α, β)为最大存在区间.

证明 由 Peano存在定理,经过 S 中的任一点,存在一条积分曲线,由延伸定理,每一条积分曲线都可延拓到 S 的
边界. 只证明经过 P0的积分曲线的右行最大区间为 [x0, β).否则 ∃ β0, x0 < β0 < β, s.t. 右行最大区间为 [x0, β0).

任取 x0 < x1 < β0, y1 = y(x1),令 β0 < β1 < β,令 R : |x − x1| ⩽ a, |y − y1| ⩽ b, s.t. x1 + a < β1. 由于
A(x), B(x)在 α < x < β 上连续,令他们在 [x0, β1]上的上界分别为 A0, B0.则在 R上,

|f(x, y)| ⩽ A0(|y1|+ b) +B0 =: M − 1.

故
b

M
=

b

A0(|y1|+ b) +B0 + 1
→ 1

A0
, b→ +∞.

当 b充分大时, b
M ⩾ 1

2A0
.

选取 a, s.t. a < 1
4A0

,则 h = min{a, b
M } = a. 由 Peano存在性定理,经过 P1 在区间 [x1 − a, x1 + a]上存在

积分曲线.
只要取 x1 充分接近 β0,则积分曲线在 [x1, x1 + a]上存在,因此积分曲线在 [x0, x1 + a]上存在,与右行最大

区间为 [x0, β0)矛盾.
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