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第 1章 引论

1.1 关于习题课教案的组织

1.2 书中常用记号

1.3 几个常用的初等不等式

1.3.1 练习题

1. (1) 当 h = −1 时显知成立. 当 −2 ≤ h < −1 时, 令 f(h) = (1 + h)n − nh − 1 则

f ′(h) = n [(1 + h)n − 1] ≤ 0,故 f(h)在 [-2,1)上递減, f(h) > f(−1) = n− 1 ≥ 0

(2)同 (1). 推广形式为 (1 + h)n ≥ Ck
nh

k(h ≥ 0, 1 ≤ k ≤ n)

(3)当 n = 1时,显然成立. 假设当 n = k时不等式成立,则 n = k + 1时,因为 ai 同

号,若 ai均正,那么
k+1∏
i=1

(1 + ai) =
k∏

i=1

(1 + ai) + ak+1

k∏
i=1

(1 + ai)

≥ 1 +
k∑

i=1

ai + ak+1

k∏
i=1

(1 + ai)

≥ 1 +
k+1∑
i=1

ai

同理可证其他情形。

2. (1)设 an =

(
n+ 1

2

)n

,则

an
an−1

=
n

2

(
1 +

1

n

)n

> n

故

an =
an
an−1

an−1

an−2
· · · a2

a1
> n!

(2) (法一)同 (1)

(法二)由 (n!)2 = (n · 1)((n− 1) · 2) · · · (1 · n) ≤
(
(n · 1)((n− 1) · 2) · · · (1 · n)

n

)n

又

n∑
k=1

k(n+ 1− k)

=n

n∑
k=1

k +

n∑
k=1

k −
n∑

k=1

k2

=
n2(n+ 1)

2
+
n(n+ 1)

2
− n(n+ 1)(2n+ 1)

6

=
n(n+ 1)(n+ 2)

6



微
信
公
众
号
：
顺
数
人

1.3 几个常用的初等不等式

故 (n!)2 ≤
(
n(n+ 1)(n+ 2)

6n

)n

<

(
n+ 2√

6

)n

(3)第二个更优,因为 n较大时,
(
n+ 2√

6

)n

更靠近 n!

(4)由均值不等式知,
∑n

k=1 k
r

n
≥ n
√
(n!)r 整理即得.

3. 由平均值不等式知 ∑n
k=1

1
ak

n
≥ n

√√√√ n∏
k=1

1

an

整理即得.

4. 证明由均值不等式
ab+ bc+ ca

3
≥ 3

√
a2b2c2

即

3
√
abc ≤

√
ab+ bc+ ca

3

对于 √
ab+ bc+ ca

3
≤ a+ b+ c

3

两边平方并化简,得

ab+ bc+ ca ≤ a2 + b2 + c2

此即排序不等式,即证. n个非负数的情况证明完全类似.

5. (1)由

|a+ b| ≤ |a|+ |b|

得

|a| = |a− b+ b| ≤ |a− b|+ |b|

即

|a− b| ≥ |a| − |b|

同理可证另一个式子。

(2)由三点不等式

|a1| −
n∑

k=2

|ak| ≤ |a1| −

∣∣∣∣∣
n∑

k=2

ak

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣

n∑
k=1

ak

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

k=1

|ak|

左边不可为 ∣∣∣∣∣|a1| −
n∑

k=2

|ak|

∣∣∣∣∣
例如取 a1 = 0, a2 = 1, a3 = −2, n = 3

(3) 当 |a + b| = 0 时, 显然成立. 当 |a + b| ̸= 0 时
|a+ b|

1 + |a+ b|
=

1

1 + 1
|a+b|

≤

1

1 + 1
|a|+|b|

=
|a|+ |b|

1 + |a|+ |b|
=

|a|
1 + |a|+ |b|

+
|b|

1 + |a|+ |b|
≤ |a|

1 + |a|
+

|b|
1 + |b|

3
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1.3 几个常用的初等不等式

(4) |(a+ b)n − an| =
∣∣C1

na
n−1b+ · · ·+ Cn−1

n abn−1 + bn
∣∣ ≤ ∣∣C1

na
n−1b

∣∣+· · ·+
∣∣Cn−1

n abn−1
∣∣+

|bn| = (|a|+ |b|)n − |a|
6. (1) n = 1时,显然成立. 假设当 n = k时不等式成立,则 n = k + 1时(

a21 + · · ·+ a2k+1

) (
b21 + · · ·+ b2k+1

)
≥
(
a21 + · · ·+ a2k

) (
b21+ . . .+ b2k

)
+ a2k+1

(
b21 + · · ·+ b2k

)
+b2k+1

(
a21 + · · ·+ a2k

)
+ a2k+1b

2
k+1 ≥ (a1b1 + · · ·+ akbk)

2 + a2k+1

(
b21+

· · ·+ b2k
)
+ b2k+1

(
a21 + · · ·+ a2k

)
+ a2k+1b

2
k+1

欲证 (
a21 + · · ·+ a2k+1

) (
b21 + · · ·+ b2k+1

)
≥ (a1b1 + · · ·+ ak+1bk+1)

2

另需证

(a1b1 + · · ·+ akbk)
2+a2k+1

(
b21 + · · ·+ b2k

)
+b2k+1

(
a21 + · · ·+ a2k

)
+a2k+1b

2
k+1 ≥ (a1b1 + · · ·+ ak+1bk+1)

2

即

(a1bk+1 − ak+1b1)
2 + · · ·+ (akbk+1 − ak+1bk)

2 ≥ 0

显然成立.

(2)利用完全平方式非负性即得。

(3)
(
a21 + · · ·+ a2n

) (
b21 + . . . b2n

)
= 0时,显然成立.(

a21 + · · ·+ a2n
) (
b21 + · · · b2n

)
̸= 0时. 由提示知

|ak|√
a21 + · · ·+ a2n

|bk|√
b21 + · · ·+ b2n

≤

(
ak√

a21+···+a2n

)2

+

(
bk√

b21+···+b2n

)2

2

令 k = 1, 2, · · · , n,将所有的式子加起来奏虎两边平方并化筒即得.

(4)按照提示,化简即得,注意平方差公式的运用.

7. 证明原不等式等价于 ∏n
i=1 xi∏n

i=1 (1− xi)
≤

(
∑n

i=1 xi)
n

[
∑n

i=1 (1− xi)]
n

n = 2时,
(x1 + x2)

2

(1− x1 + 1− x2)
2 − x1x2

(1− x1) (1− x2)

=
(x1 − x2)

2 (1− x1 − x2)

(1− x1 + 1− x2)
2 (1− x1) (1− x2)

≥ 0

4
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1.4 逻辑符号与对偶法则

n = 22时
x1x2x3x4

(1− x1) (1− x2) (1− x3) (1− x4)

≤
(

x1 + x2
2− x1 − x2

)2( x3 + x4
2− x3 − x4

)2

=

(
x1+x2

2

1− x1+x2
2

)2( x3+x4
2

1− x3+x4
2

)2

≤

(
x1+x2

2 + x3+x4
2

1− x1+x2
2 + 1− x3+x4

2

)4

=

(
x1 + x2 + x3 + x4

1− x1 + 1− x2 + 1− x3 + 1− x4

)4

类似地, n = 2k (∀k ∈ N+)时, 不等式成立. 此即向前部分. 由原书上平均值不等式

“向后”证明部分,我们可以知道∑n
i=1 xi
n− 1

=
1

n

(
n−1∑
i=1

+
1

n− 1

n−1∑
i=1

xi

)

记M =

∑n−1
i=1 xi
n− 1

.当不等式对于某个 n > 2成立时,下证对于 n− 1成立(
x1 + · · ·+ xn

(1− x1) + · · ·+ (1− xn)

)n

=

(
x1 + · · ·+ xn +M

(1− x1) + · · ·+ (1− xn) + (1−M)

)n

≥ x1 · · ·xn
(1− x1) · · · (1− xn)

M

1−M

注意到,
M

1−M
=

x1 + · · ·+ xn
(1− x1) + · · ·+ (1− xn)

即证,对于 n − 1的情况不等式成立. 合并以上向前向后两部分的证明,可见不等式

对于每个正整数 n成立。

8. 由柯西不等式 (
a2 + c2 + g2 + t2

)
(1 + 1 + 1 + 1) ≥ (a+ c+ g + t)2

即

a2 + c2 + g2 + t2 ≥ 1

4

其中等号成立的充分必要条件是 a = c = g = t =
1

4

1.4 逻辑符号与对偶法则

1.4.1 练习题

(1)∀M ∈ R, ∃a0 ∈ A, s.t.a0 > M

(2)∃a0 ∈ A, s.t.a0 < b

(3) ∃a < c < d < b, s.t. f(c) > f(d)

5
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1.4 逻辑符号与对偶法则

(4)∃a < c < d < e < b, s.t. f(c) < f(d), f(e) < f(d)或 f(c) > f(d), f(e) > f(d)

(5)∃a ∈ A但 a /∈ B

(6) A−B = ∅

(7)∃ε0 > 0,∀N ∈ N+, ∃n0 > N, s.t. |xn| ≥ ε0

(8)∃M0 > 0, ∀N ∈ N+, ∃n0 > N, s.t. xn ≤M0

6
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第 2章 数列极限

2.1 数列极限的基本概念

2.1.1 练习题

1. (1)由
∣∣∣∣ 3n2

n2 − 4
− 3

∣∣∣∣ = 12

|n2 − 4|
可得

(2)由
∣∣∣∣sinnn

∣∣∣∣ ≤ 1

n
可得

(3)由 1 ≤ (1 + n)
1
n ≤ 2

1
nn

1
n 可得

(4)∃k > a，则
an

n!
=
ak

k!

(a
k

)n−k
，可得。

2. 若 a = 0,∀ε > 0,∃N,n > N, s.tan < ε2，可得
√
an < ε ;若 a ̸= 0，由

√
an −

√
a =

an − a
√
an +

√
a
可得。

3. ||an| − |a|| ≤ |an − a|, 故由 lim
n→∞

an = a 得 lim
n→∞

|an| = |a|. 反之不成立，考虑
an = (−1)n.

4. (1)只需证明 lim
n→∞

amn = am即可。

(2)由 ban−ba = ba
(
ban−a − 1

)
可得只需证 lim

n→+∞
an = 0的情况即证 lim

n→+∞
ban = 1,

当 lim
n→+∞

an = 0时

当 b > 1时 ∀ε > 0, ∃n > N 时 logb(1− ε) < an < logb(1 + ε),

⇒ 1− ε < ban < 1 + ε⇒ |ban − 1| < ε

⇒ lim
n→+∞

ban = 1

当 b = 1时显然

当 b < 1时由 ban =
1(

1
b

)an 得 lim
n→+∞

ban = 1

(3) 由 logb an − logb a = logb
an
a
得, 只需证 lim

n→+∞
logb an = 0 当 lim

n→∞
an = 1 时,

当 b > 1 时，∀ε > 0 ∃N,n > N 时, 有 b−ε < an < bε⇒ −ε < logb an < ε ⇒
lim

n→+∞
logb an = 0当 0 < b < 1时 logb an = − log 1

b
an故 lim

n→+∞
logb an = 0

(4)abn = eb log an，由 (2)(3)问可得。

(5)作和差化积

sin an − sin a = 2 sin

(
an − a

2

)
cos

(
an + a

2

)
便有

|sin an − sin a| ⩽ 2

∣∣∣∣sin(an − a

2

)∣∣∣∣
⩽ 2

∣∣∣∣(an − a

2

)∣∣∣∣ = |an − a|

即得结论。

5. aε > 1,而 lim
n→∞

n
√
n = 1,所以当 n充分大时 n

√
n < aε,取对数得

loga n

n
< ε
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2.2 收敛数列的基本性质

2.2 收敛数列的基本性质

2.2.1 练习题

1. 必要性显然，下证充分性.

设 lim
k→∞

a2k = lim
k→∞

a2k−1 = A.则对 ∀ε > 0,∃K1,K2 ∈ N+, ∀k > K1,∀k > K2成立

|a2k −A| < ε, |a2k−1 −A| < ε

令 N = max {2K1, 2K2 − 1} ,则对于 ∀n > N 和上述 ε,成立

|an −A| < ε

即 lim
n→∞

= A

2. (1) 设 M = max {a1, · · · an} 则
n
√
Mn ≤ n

√
an1 + · · ·+ anp ≤ n

√
pMn 只需注意

lim
n→∞

n
√
p = 1

(2)
2n√

(n+ 1)2
< xn <

2n√
n2 + 1

(3) 1 <
(
1 + · · ·+ 1

n

) 1
n

< n
1
n

(4) 由正数列 {an} 收敛于正值知, 存在正数 m,M, 使得 m < an < M. 故 n
√
m <

n
√
an <

n
√
M

3. (1)
lim
n→∞

(1 + x)
(
1 + x2

)
· · ·
(
1 + x2

n)
= lim

n→∞

(1− x)(1 + x)
(
1 + x2

)
· · ·
(
1 + x2

n)
1− x

= lim
n→∞

1− x2
n+1

1− x

=
1

1− x

(2)

lim
n→∞

(
1− 1

22

)(
1− 1

32

)
· · ·
(
1− 1

n2

)
= lim

n→∞

3 · 1
22

4 · 2
32

· · · (n+ 1)(n− 1)

n2

= lim
n→∞

(n+1)!
2 (n− 1)!

(n!)2

= lim
n→∞

n+ 1

2n

=
1

2

8
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2.2 收敛数列的基本性质

(3)

lim
n→∞

(
1− 1

1 + 2

)(
1− 1

1 + 2 + 3

)
· · ·
(
1− 1

1 + 2 + · · ·+ n

)
= lim

n→∞

n∏
k=2

(
1− 1

1 + · · ·+ n

)

= lim
n→∞

n∏
k=2

(
1− 2

k(k + 1)

)

= lim
n→∞

n∏
k=2

(k + 2)(k − 1)

k(k + 1)

= lim
n→∞

(n+2)!
6 (n− 1)!

n! (n+1)!
2

= lim
n→∞

1

3

(
1 +

2

n

)
=
1

3

(4)见（5）

(5)只需注意
1

k(k + 1) · · · (k + ν)
=

1

ν

[
1

k(k + 1) · · · (k + ν − 1)
− 1

(k + 1)(k + 2) · · · (k + ν)

]
4.

Sn − aSn = a+ 3a2 + · · · (2n− 1)an −
(
a2 + 3a3 + · · · · (2n− 3)an+

(2n− 1)an+1
)
= a+ 2

(
a2 + · · · an

)
− (n− 1)an+1

= 2
(
a+ a2 + · · · an

)
− a− (2n− 1)an+1

=
2a (1− an)

1− a
− a− (2n− 1)an+1

⇒ (1− a) lim
n→+∞

Sn =
2a

1− a
− a =

a(1 + a)

1− a

⇒ lim
n→+∞

Sn =
a(1 + a)

(1− a)2

5. 依题意,设 lim
n→∞

xn = A > 0取 ε =
A

2
,则 ∃N ∈ N+,∀n > N 成立 |xn −A| < A

2
,即

xn >
A

2
·令m = min

{
x1, · · · , xN ,

A

2

}
> 0,则m即为数列的正下界

不一定有最小数的一个例子: xn = 1 +
1

n
6. 由 lim

n→∞
an = +∞ 知, 对 M = a1 + 1,∃N ∈ N+,∀n > N, 成立 an > M > a1, 则

a1, · · · , aN 中最小者即为 {an}的最小数.

7. 不妨设无界数列 {an} 无上界, 即 ∀M ∈ R,∃nk ∈ N+, 使得 ank
> M 取 M = 1,

则 ∃n1 ∈ N+, 使得 an1 > 1 取 M = max {an1 , 2} , 则 ∃n2 ∈ N+ 且 n2 > n1, 使得

an2 > an1 且 an2 > 2以此类推,可以构造数列 {ank
}使 ank

> k,即 ank
为无穷大量.

8. 由于 {sin 2n}极限不存在,又 sin 2n =
2 sinn cosn

sin2 n+ cos2 n

⇒ sin 2n =
2 tann

1 + tan2 n

若在 {tann}极限存在⇒ {sin 2n}极限存在,矛盾故 {tann}极限不存在

9
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2.3 单调数列

9. p < 1时,
1

np
>

1

n
,故

Sn > 1 +
1

2
+ · · ·+ 1

n

我们知道调和数列是发散的,所以 Sn也是发散的。

2.3 单调数列

2.3.1 练习题

1. 不妨设 x1 ≥ 0 (1)若 {xn}单调递增或 {xn}单调递减且 xn 非负,则 {xn}从第一项
开始单调.

(2)若 {xn}单调递滅且存在某一项 xN < 0,则 {|xn|}从 |xN |开始单调反之不成立.

反例:

xn =

 n,n为奇数

−n,n为偶数

2. 假设 {an}无上界. 则

lim
n→∞

an = +∞

又

lim
n→∞

(an − bn) = 0

故

lim
n→∞

bn = +∞

这与 {bn}单调减少矛盾. 同理可证 {bn}收敛又

lim
n→∞

(an − bn) = 0

故

lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn

3. 只证前半句,后半句同理。设数列为 {xn} ,其极限为 A.反设存在某一项 xn0 > A,

因为 {xn}单调增加,所以对 ∀n ≥ n0 有 xn ≥ A,令 ε0 = xn0 − A,则对任意给定的

正整数 N,存在 n > max {N,n0} ,使得

|xn −A| ≥ ε0

这与 lim
n→∞

xn = A矛盾.

4. 依题意得

xn =
n+ 1

2n+ 1
xn−1

故 n 充分大时 xn < xn−1, 即 {xn} 递减. 又 xn > 0, 故 lim
n→∞

xn 存在, 设为 A 对

xn =
n+ 1

2n+ 1
xn−1两边取极限,得 A = 0,即 {xn}极限为 0.

5. 同 4

10
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2.3 单调数列

6. 显然 {Sn}单调递增. 记
1

2p−1
= r,则 0 < r < 1

由
1

2p
+

1

3p
<

1

2p
+

1

2p
=

1

2p−1
= r

1

4p
+

1

5p
+

1

6p
+

1

7p
<

1

4p
+

1

4p
+

1

4p
+

1

4p
= r2

· · ·
1

2kp
+

1

(2k + 1)
p + · · ·+ 1

(2k−1 − 1)
p <

2k

2kp
= rk

可知

Sn ≤ S2n−1 < 1 + r + · · ·+ rn−1 <
1

1− r

故由单调有界准则知 {Sn}收敛.

7. 由

xn = sinxn−1, 0 < xn <
π

2

知

0 < xn <
π

2

故

xn = sinxn−1 < xn−1

即 {xn}单调递减,则 lim
n→∞

xn 存在,设为 A(0 ≤ A ≤ 1)对 xn = sinxn−1 两边取极

限,有

A = sinA

因为 A = 0时上式成立,故由数列极限唯一性知 {xn}极限为 0.

8. 由提示可知

0 < an <
2n− 1

(2n)2

取极限夹逼即得。

9. 证明依题意
an+1

an
=

(
2n+ 2

2n+ 1

)2 2n+ 1

2n+ 3
=

(2n+ 2)2

(2n+ 1)(2n+ 3)
> 1

故 {an}单调递增. 又

an = 2

(
2 · 4
32

)(
4 · 6
52

)
· · ·
(
(2n− 2)(2n)

(2n− 1)2

)
2n

2n+ 1
< 2

故由单调有界准则知 {an}收敛.

10. (1)单调递减

(2)不单调因为若 {sinn}单调且 {sinn}有界故 {sinn}极限存在，矛盾

11
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2.4 Cauchy命题与 Stolz定理

(3)考虑后项与前项的比值:(
an
an−1

)n−1

=
(n!)(n−1)/n

(n− 1)!
=

n!

(n− 1)!
(n!)−1/n

=
n

(n!)1/n
⩾ n

n(n+ 1)/(2n)
=

2n

n+ 1
> 1

其中的不等号使用了 n元的均值不等式，故可知 {an}单调递增.

11. 不妨设 {an}单调递增,且有一子列 {akn}收敘,则 {akn}有界,设为 A,则对任意的

n ∈ N∗,总有 n ⩽ kn,又因为 {an}单调递增,则有

an < akn ⩽ A

这说明 {an}单调递增且有上界,故 {an}收敛.

12. 先证 xn > xn+1若 xn ≤ xn+1可得

1 = xn + · · ·xnn ⩽ xn+1 + · · ·xnn+1 < xn+1 + · · ·xn+1
n+1 = 1

⇒ 1 < 1矛盾

故 xn > xn+1 且 {xn}有界故 {xn}极限存在又 xn < 1且
xn (1− xnn)

1− xn
= 1 ⇒ xn =

1− xn
1− xnn

令 n→ +∞得 lim
n→∞

xn = 1− lim
n→∞

xn ⇒ lim
n→+∞

xn =
1

2

2.4 Cauchy命题与 Stolz定理

2.4.1 练习题

1. ∀M > 0, ∃N,n > N 时 an > M 则

a1 + · · ·+ an
n

>
n−N

n
M +

a1 + · · ·+ aN
n

令 n→ +∞得 lim
n→+∞

a1 + · · ·+ an
n

= +∞

2. 令 σn =
a1 + a2 + · · ·+ an

n
,由 {an}的单调增性质知 a1 ⩽ a2 ⩽ · · · ⩽ an,故

σn =
a1 + a2 + · · ·+ an

n
⩽ nan

n
= an

另一方面，令 n固定, m > n,有

σm =
a1 + a2 + · · ·+ an + an+1 + · · ·+ am

m

=
n

m
σn +

an+1 + · · ·+ am
m

⩾ n

m
σn +

1

m
(an + · · ·+ an) =

n

m
σn +

m− n

m
an

令m→ +∞,得 a ⩾ 0 + an = an.于是

σn ⩽ an ⩽ a

由夹逼定理可知 lim
n→+∞

an = a = lim
n→+∞

σn

12
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2.4 Cauchy命题与 Stolz定理

3. 我们有
a1 + · · ·+ a2n

2n
=

1

2

a1 + a3 + · · ·+ a2n−1

n
+

1

2

a2 + a4 + · · ·+ a2n
n

利用 Stolz公式可得

lim
n→∞

a1 + a3 + · · ·+ a2n−1

n
= lim

n→∞
a2n−1 = a

lim
n→∞

a2 + a4 + · · ·+ a2n
n

= lim
n→∞

a2n = b

所以 lim
n→∞

a1 + · · ·+ a2n
2n

=
a+ b

2
,同理可证 lim

n→∞

a1 + · · ·+ a2n−1

2n− 1
=
a+ b

2
,综上可

证 lim
n→∞

a1 + · · ·+ an
n

=
a+ b

2
4. Stolz定理可得

5. 若 A = 0,则有

0 ⩽ (a1a2 · · · an)1/n ⩽ a1 + a2 + · · ·+ an
n

已知

lim
n→∞

a1 + a2 + · · ·+ an
n

= lim
n→∞

an = A

所以由夹逼定理,有 lim
n→∞

(a1a2 · · · an)1/n = 0 = A若 A ̸= 0,则对任意 0 < ε < A,

存在 N ∈ N∗,使凡是 n > N,都有

A− ε

2
< an < A+

ε

2

则对 (a1a2 · · · an)1/n进行放缩,有

(a1a2 · · · aN )1/n
(
A− ε

2

)(n−N)/n
⩽ (a1a2 · · · an)1/n ⩽ a1 + a2 + · · ·+ an

n

可知左侧极限为 A− ε/2,右侧极限为 A,故存在 N0 ∈ N∗,使得当 n > N0时

(a1a2 · · · aN )1/n
(
A− ε

2

)(n−N)/n
> A− ε

2
− ε

2
= A− ε

a1 + a2 + · · ·+ an
n

< A+ ε

故取 N ′ = max (N,N0) ,则当 n > N ′时,有

A− ε < (a1a2 · · · an)1/n < A+ ε

这就说明了 (a1a2 · · · an)1/n → A(n→ ∞)

6. 令 a0 = 1,记 bn = an/an−1(n = 1, 2, 3, . . .),则有 lim
n→∞

bn = l,则

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞
(b1b2 · · · bn)1/n = lim

n→∞
bn = l

7. 由 lim
n→+∞

(xn − xn−2) = 0知

lim
n→+∞

(x2n − x2n−2) = 0, lim
n→+∞

(x2n+1 − x2n−1) = 0

有

lim
n→+∞

x2 + (x4 − x2) + · · ·+ (x2n − x2n−2)

n
= lim

n→+∞
(x2n − x2n−2) = 0

即 lim
n→+∞

x2n
n

= 0. 于是 lim
n→+∞

x2n
2n

= 0. 同理可得 lim
n→+∞

x2n+1

2n+ 1
= 0, 合起来就是

lim
n→+∞

xn
n

= 0

13
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2.4 Cauchy命题与 Stolz定理

8. 由上题可知

lim
n→+∞

xn − xn−1

n
= lim

n→+∞

xn
n

− lim
n→+∞

xn−1

n− 1
· n− 1

n
= 0− 0 = 0

9. 有如下结论：设 0 < x1 < 1/q,其中 0 < q ⩽ 1并且 xn+1 = xn (1− qxn) , n ∈ N∗,

则

lim
n→∞

nxn = 1/q

取 q = 1，即为本题所要证明的。下面我们证明上述结论。

用数学归纳法说明 0 < xn < 1/q.n = 1时,有 0 < x1 < 1/q,假设 0 < xn−1 < 1/q,

则 xn = xn−1 (1− qxn−1) < xn−1 < q,同时可以知道 xn > 0,则 0 < xn < 1/q 成

立,则同时有
xn
xn−1

= 1− qxn−1 < 1 (∗)

即 {xn} 严格递减, 而 {xn} 又有下界 0, 故设 lim
n→∞

xn = x, 对递推式两侧同时令

n→ ∞,可以得到

x = x(1− qx) ⇒ x = 0

则 {xn}严格递减趋于 0,那么对式 (∗)两侧同时令 n→ ∞就可以得到

lim
n→∞

xn
xn−1

= 1

又因为 {1/xn}严格递增趋于 +∞,则要求 nxn 极限即求 n/ (1/xn)的极限,可以使

用 Stolz定理,因为

lim
n→∞

n− (n− 1)
1
xn

− 1
xn−1

= lim
n→∞

xnxn−1

xn−1 − xn
= lim

n→∞

xnxn−1

qx2n−1

= lim
n→∞

xn
qxn−1

=
1

q

所以 lim
n→∞

nxn = 1/q

10. 令 α = a, β = b,先对要求的式子做一下处理:

0 ⩽
∣∣∣∣a1bn + a2bn−1 + · · ·+ anb1

n
− ab

∣∣∣∣
⩽
∣∣∣∣a1bn + a2bn−1 + · · ·+ anb1

n
− a

b1 + b2 + · · ·+ bn
n

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ab1 + b2 + · · ·+ bn
n

− ab

∣∣∣∣ (∗)
我们知道 lim

n→∞
(
b1 + b2 + · · ·+ bn

n
− b) = 0,则

lim
n→∞

∣∣∣∣ab1 + b2 + · · ·+ bn
n

− ab

∣∣∣∣ = 0

再考虑不等式 (*) 最后一部分加号前的一项, 记为 cn, 因为数列 {bn} 收敛, 故 {bn}
有界,即存在M ⩾ 0,使得 |bn| ⩽M,则

cn =
|b1 (an − a) + b2 (an−1 − a) + · · ·+ bn (a1 − a)|

n

⩽M
|an − a|+ |an−1 − a|+ · · ·+ |a1 − a|

n

因为 {an − a}为无穷小,则可知 {|an − a|}为无穷小,即

lim
n→∞

|an − a|+ |an−1 − a|+ · · ·+ |a1 − a|
n

= 0
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2.5 自然对数的底 e和 Euler常数 γ

故有 cn → 0(n→ ∞),则对不等式 (*)使用夹逼定理可知
∣∣∣∣a1bn + a2bn − 1 + · · ·+ anb1

n
− ab

∣∣∣∣
是无穷小,得证。

2.5 自然对数的底 e和 Euler常数 γ

2.5.1 练习题

1. (1) lim
n→+∞

(
1− 1

n

)n

= lim
n→+∞

1(
1 + 1

n−1

)(n−1)· n
n−1

=
1

e

(2) lim
n→∞

(
1 +

1

2n

)n

= lim
n→+∞

(
1 +

1

2n

)2n· 1
2

=
√
e

(3) lim
m→+∞

(
1 +

2

n

)n

= lim
n→+∞

(
1 +

2

n

)n
2
·2
= e2

(4) lim
n→+∞

(
1 +

1

n

)n2

= lim
n→+∞

(
1 +

1

n

)n·n
= +∞

(5) lim
n→∞

(
1 +

1

n2

)n

= lim
n→∞

(
1 +

1

n2

)n2· 1
n

= 1

(6) lim
n→+∞

(
1 +

1

n
+

1

n2

) n2

n+1
·n+1

n

= e

2. 令 {an} =

{(
1 +

k

n

)n}
, {bn} =

{(
1 +

k

n

)n+k
}

因为 (
1 +

k

n

)n

<

(
1 + n · (1 + k/n)

n+ 1

)n+1

=

(
1 +

k

n+ 1

)n+1

所以 {an}严格递增. 因为(
n

n+ k

)n+k

<

(
1 + (n+ k) · n

n+k

n+ k + 1

)n+k+1

=

(
n+ 1

n+ k + 1

)n+k+1

所以 {bn}严格递减.又 lim
n→∞

an = ek 且

lim
n→∞

(
1 +

k

n

)n+k

= lim
n→∞

(
1 +

k

n

)n

lim
n→∞

(
1 +

k

n

)k

= ek

所以有 {an}严格递增趋于 ek, {bn}严格递减趋于 ek,则有(
1 +

k

n

)n

< ek <

(
1 +

k

n

)n+k

对不等式取对数有

n ln

(
1 +

k

n

)
< k < (n+ k) ln

(
1 +

k

n

)
再同时取倒数及移项可以得到

k

n+ k
< ln

(
1 +

k

n

)
<
k

n

即题中不等式得证.
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2.5 自然对数的底 e和 Euler常数 γ

3. 设

an =

(
1 +

1

n2

)(
1 +

2

n2

)
· · ·
(
1 +

n

n2

)
则

ln an = ln

(
1 +

1

n2

)
+ ln

(
1 +

2

n2

)
+ · · ·+ ln

(
1 +

n

n2

)
又

1

n2 + 1
< ln

(
1 +

1

n2

)
<

1

n2

2

n2 + 1
< ln

(
1 +

2

n2

)
<

2

n2

· · ·
n

n2 + 1
< ln

(
1 +

n

n2

)
<

n

n2

将所有不等式相加，可以得到

n(n+ 1)

2 (n2 + 1)
< ln an <

n(n+ 1)

2n2

由夹逼定理可以知道 lim
n→∞

ln an = 1/2,也即 lim
n→∞

an =
√
e

4. (
1 +

1

[Pn] + 1

)[Pn]

≤
(
1 +

1

Pn

)Pn

≤
(
1 +

1

[Pn]

)[Pn]+1

可得 lim
n→∞

(
1 +

1

Pn

)Pn

= e

5. 由第 7题
n!

(n+ 1)n+1
<

1

en

⇒ n!

nn
<

1

en
·
(
1 +

1

n

)n

· (1 + n)

⇒ n!

nn
· 2n <

(
2

e

)n

·
(
1 +

1

n

)n

(1 + n)

可得 lim
n→∞

n!2n

nn
= 0

6. 记

an = 1 +
1

2
+ · · ·+ 1

n
, bn = lnn

显然 {bn}严格递增趋于 +∞,因为

lim
n→∞

an+1 − an
bn+1 − bn

= lim
n→∞

1/(n+ 1)

ln(1 + 1/n)
= lim

n→∞

(
ln(1 + 1/n)n+1

)−1
= 1

所以由 Stolz定理可知

lim
n→∞

1 + 1
2 + · · ·+ 1

n

lnn
= lim

n→∞

an
bn

= 1

故 lim
n→∞

lnn

1 + 1
2 + · · ·+ 1

n

= 1

7. 用数学归纳法. 当 n = 1时
2

e
< 1 <

4

e

16
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2.5 自然对数的底 e和 Euler常数 γ

成立，设不等式对 n− 1成立,即(n
e

)n−1
< (n− 1)! < e

(n
e

)n
然后考虑左侧不等式:

(n− 1)! · n >
(n
e

)n−1
· n =

nn

en−1
=
nn

en
· e

>
nn

en

(
n+ 1

n

)n

=

(
n+ 1

e

)n

再考虑右侧不等式:

(n− 1)! · n < e
(n
e

)n
· n =

nn+1

en
=
nn+1

en+1
· e

<
nn+1

en+1
·
(
1 + n

n

)n+1

= e

(
n+ 1

e

)n+1

则不等式对 n也成立，归纳结束.

8. 证明先证明后一部分. 先考虑 {vn} = {(1− 1/n)n}极限 lim
n→∞

(1− 1/n)n,易得 {vn}
单调递增,又因为

lim
n→∞

(
1− 1

n

)n

= lim
n→∞

(
1

1 + 1
n−1

)n

=
1

e

所以有
1

4
< v2 < v3 < · · · < vn < · · · 1

e

则要证右侧不等式就是证

sn−1 = 11 + 22 + · · ·+ (n− 1)n−1 <
2nn

n− 1
· 1
e
<

nn

n− 1
·
(
1− 1

n

)n

= 2(n− 1)n−1

又因为

sn−1 = 11 + 22 + · · ·+ (n− 2)n−2 + (n− 1)n−1

< (n− 2)(n− 2)n−2 + (n− 1)n−1 < 2(n− 1)n−1

则右侧不等式成立。再证明前一部分，用同样的处理方法,只需证明
nn

4(n− 1)
<

nn

n− 1
· vn <

nn

n− 1

(
1− 1

n

)n

= (n− 1)n−1

< 11 + 22 + · · ·+ (n− 1)n−1 = sn−1

而 (n− 1)n−1 < sn−1是显然的. 故不等式得证.

9. Pn =
n∏

k=1

(
1 +

1

ak

)
=

n∏
k=1

ak + 1

ak

=
a1 + 1

a1

a2 + 1

a2
· · · an + 1

an
=
a1 + 1

a2

a2 + 1

a3
· · · an−1 + 1

an

an + 1

a1
由题中条件 a1 = 1, an = an−1 + 1

Pn =
1

2

1

3
· · · 1

n

an + 1

1
=
an + 1

n!

再由

Pn − Pn−1 =
an + 1

n!
− an−1 + 1

(n− 1)!
=
an + 1− n (an−1 + 1)

n!
=

1

n!

17
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2.6 由迭代生成的数列

得递推式

Pn = Pn−1 +
1

n!
= Pn +

1

(n− 1)!
+

1

n!

= P1 +
1

2!
+

1

3!
+ · · ·+ 1

n!
= 1 + 1 +

1

2!
+ · · ·+ 1

n!

所以得
∞∏
n=1

(
1 +

1

an

)
=

∞∑
n=0

1

n!
= e1 = e

2.6 由迭代生成的数列

2.6.1 练习题

1. (1)x2 > x1 假设 xn > xn−1 ⇒ xn+1 =
√
a+ xn >

√
a+ xn−1 = xn⇒ {xn}单调递

减

x1 <
1

2
+

√
a+

1

4
假设 xn <

1

2
+

√
a+

1

4

xn+1 =
√
a+ xn <

√
a+

1

2
+

√
a+

1

4
=

√√√√(1

2
+

√
a+

1

4

)2

=
1

2
+

√
a+

1

4

⇒ lim
n→+∞

xn存在,设为 x则 x2−x−a = 0 ⇒ x =
1

2
+

√
a+

1

4

(
1

2
−
√
a+

1

4
舍去

)

故 lim
n→+∞

xn =
1

2
+

√
a+

1

4
(2)

xn+1 = a
1
2x

1
2
n = a

1
2
+ 1

22 · x
1
22

n−1 · · · = a
1
2
+··· 1

2n · x
1
2n

1

⇒ xn+1 = a1−
1
2n · x

1
2n

1 ⇒ lim
n→+∞

xn = a

2. 归纳可知 0 < bn <
1

A
又

bn+1

bn
= 2−Abn故 {bn}单调递增且有界⇒ lim

n→+∞
bn存在

设为 b则 1 = 2−Ab⇒ b =
1

A

3. x1 =
1

2
, x2 =

b

4
> 1 ⇒ x3 < 0 ⇒ x4 < 0 归纳可知 xn < 0(n ≥ 3) ⇒ xn+1

xn
=

b (1− xn) > b (n ≥ 3)

⇒ xn+1 < bxn ⇒ xn+1 < · · · < bn−2x3

⇒ lim
n→∞

xn = −∞

4. 当 |b| ≤ 1 时 {xn} 收敛 xn+1 =
1

2

(
x2n + 1

)
⩾ xn ⇒ {xn} 单增 |b| ≤ 1 归纳可知

xn ≤ 1 ⇒ lim
n→+∞

xn = 1

若 |b| > 1时 x2 =
1 + b2

2
> 1若 {xn}收敛,{xn}单增且 lim

n→∞
xn = 1又 x2 ≤ xn ⇒

x2 ≤ 1矛盾

5. (i)若 b = 1,则 xn = xn + 1 = · · · = x0 + n.这说明 {xn}是发散列 ;若 b =−1,则
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2.7 对于教学的建议

x2n+1 − x2n−1 = 0 = x2n − x2n−2(n ∈ N).这说明当 x0 = x1 即 x1 = −x0 + 1或

x0 = 1/2时 , {xn}收敛

(ii)若 b ̸= ±1,则由题设知 xn+1 − xn = bn−1 (x2 − x1) .这说明 xn+1 =

n∑
k=1

(xk+1−

xk) + x1 = (x2 − x1)
n∑

k=1

bk−1 + a1.注意到 (a2 − a1) = (b− 1)a1 + 1.故有

xn+1 = (x2 − x1) (1− bn) /(1− b) + x1 = bn
(
x1 +

1

b− 1

)
− 1

b− 1

由此知,若 |b| > 1，则 {xn}发散;若 |b| < 1,则 {xn}收敛
6. (1)存在例如 a = b = 1

(2)存在例如 a = 0, b = 1

(3)存在例如 a = 1, b = 0

(4)存在例如 a = 2, b = 0时,xn = 2n−1x1则 xn收敛⇔ x1 = 0

7. 由题设知 xn+1 +1/xn < 2 ⩽ xn +1/xn,这说明 {xn}是有界递减列 , {xn}收敘. 进

一步,若令 lim
n→+∞

xn = a,则 2 ⩽ a+ 1/a ⩽ 2,即 a = 1

8. 由
x1 −

√
a =

1

2

(
x0 +

a

x0

)
−

√
a =

1

2x0

(
x20 + a− 2x0

√
a
)

=
1

2x0

(
x0 −

√
a
)2 ⩾ 0

得

0 ⩽ x2 −
√
a =

1

2

(
x1 −

√
a
) (x1 −√

a)

x1
⩽ 1

2

(
x1 −

√
a
)

可得

0 ⩽ xn −
√
A ⩽ 1

2

(
xn−1 −

√
A
)
⩽ 1

22

(
xn−2 −

√
A
)
⩽ · · ·

⩽ 1

2n−1

(
x1 −

√
A
)

可见 lim xn =
√
A.

9.

xn+1 −
√
A =

x3n + 3Axn − 3x2n
√
A−A

3
2

3x2n +A

=

(
xn −

√
A
)3

3x2n +A

若 x1 ⩾
√
A⇒ xn ⩾

√
A则

xn+1

xn
=
x2n + 3A

3x2n +A
=

1

3

(
1 +

8A

3x2 +A

)
⩽ 1

⇒ {xn}的极限存在且易知 lim
n→+∞

xn =
√
A

若 x1 <
√
A⇒ 0 < xn <

√
A则

xn+1

xn
=
x2n + 3A

3x2n +A
=

1

3

(
1 +

8A

3x2n +A

)
> 1

⇒ {xn}的极限存在且易知 lim
n→+∞

xn =
√
A
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2.7 对于教学的建议

2.7.1 第一组参考题

1. 设 lim
k→+∞

a2k−1 = a, lim
k→∞

a2k = b，则只需证 a = b考虑 {a3k}的两个子列 {a3k}和
{a6k}，则

a = lim
k→+∞

a3k = lim
k→+∞

a6k = b

得证

2. {a2k−1} , {a2k}和 {a3k}都单调递增且有界故 {a2k−1} , {a2k}和 {a3k}都收敛，由
上题可知 {an}收敛

3. an+2+an+1−(an + an+1) = an+2−an+1收敛，可得 {an+1 − an}收敛，an+an+1−
(an+1 − an) = 2an收敛，故 {an}收敛

4. 若 a > 1,∃N 当 n > N 时有 ∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ > 1 + a

2
> 1

可得

|an| > |aN | ·
(
1 + a

2

)n−N

令 n→ +∞得 lim
n→+∞

|an| = +∞矛盾
5. 因为 √

1 +
k

n2
− 1 =

1 + k/n2 − 1√
1 + k/n2 + 1

=
k

n2
1√

1 + k/n2 + 1

则对 xn进行放缩,有(
n∑

k=1

k

n2

)
1

1 +
√
1 + 1/n

⩽
(

n∑
k=1

k

n2

)
1

1 +
√
1 + k/n2

⩽
(

n∑
k=1

k

n2

)
1

1 +
√
1 + 1/n2

由夹逼定理可得 lim
n→∞

xn =
1

4
6. 设 p(n) = s,对 n进行质因数分解,有

n = ps11 p
s2
2 · · · psmm , s1 + s2 + · · ·+ sm = s

因为 2是最小的素数,则有 n ⩾ 2s,同时取对数,有 lnn ⩾ s ln 2,则

lim
n→∞

p(n)

n
= lim

n→∞

s

n
⩽ lnn

n ln 2
= 0

下面说明 {lnn/n}是无穷小: 已知 n/en → 0(n→ ∞),取 n = ln k,则有

lim
k→∞

ln k

k
= lim

ln k→∞

ln k

eln k
= 0

命题得证。

7. 将 a0 = − (a1 + a2 + · · ·+ ap)代入要求的式子,可以得到

a0
√
n+ a1

√
n+ 1 + · · ·+ ap

√
n+ p

=a1(
√
n+ 1−

√
n) + a2(

√
n+ 2−

√
n) + · · ·+ ap(

√
n+ p−

√
n)

=
a1√

n+ 1 +
√
n
+

2a2√
n+ 2 +

√
n
+ · · ·+ pap√

n+ p+
√
n
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而我们知道

lim
n→∞

kak√
n+ k +

√
n
= 0

且 p是有限数,则所求极限为有限个无穷小的和,也为无穷小,即

lim
n→∞

(
a0
√
n+ a1

√
n+ 1 + · · ·+ ap

√
n+ p

)
= 0

8. ∃ξ ∈ (n, n+ 1)使得

(1 + n)k − nk =
k

ξ1−k

令 n→ +∞可得
lim
n→∞

[
(1 + n)k − nk

]
= 0

9. (1)不一定，考虑 xn =

n∑
k=1

(−1)k√
k
可得

yn = n · (−1)n√
n

= (−1)n
√
n

故极限不存在

(2)yn = nxn − (n− 1)xn−1 − xn−1可得

lim
n→∞

yn = lim
n→+∞

y1 + · · ·+ yn
n

= lim
n→+∞

nxn − (xn−1 + · · ·+ x0)

n

= lim
n→∞

xn − lim
n→+∞

xn−1 + · · ·+ x0
n

= 0

10. (1) lim
n→+∞

|an+1|
|an|

= +∞,∃N,n > N 使得

|an+1|
|an|

⩾ 2

可得

|an| ⩾ 2n−N · |aN |

令 n→ +∞可得 lim
n→+∞

|an| = +∞矛盾
(2)用反证法,如果 {an}有界,设 0 < an < M,其中 n = 1, 2, . . . .则对任意的 ε > 0,

存在 N ∈ N∗,使得凡是 n > N,都有

an < (an+1 + an+2) ε

则可以得到下面的关系

aN+1 < (aN+2 + aN+3) ε

< ((aN+3 + aN+4) + (aN+4 + aN+5)) ε
2

= (aN+3 + 2aN+4 + aN+5) ε
2

...

< Mεp

 p

0

+

 p

1

+ · · ·+

 p

p

 =M(2ε)p
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其中 p为任意整数. 因为 ε为任意正数,则取 ε = 1/2,所以有

0 ⩽ aN+1 < M

(
1

2

)p

当 p→ ∞时,有 aN+1 = 0,与 aN+1 > 0矛盾. 则 {an}无界.

11. 由下题可知左端不等式成立.只需证右端不等式。当 n = 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12时直接

验证右端不等式成立，由

n! = 2 · 3 · ·n <
(
2 + · · ·+ n

n− 1

)n−1

=

(
2 + n

2

)n−1

可得 (
2 + n

2

)n−1

<
(n
2

)n
⇔ (n− 1) ln

(
2 + n

2

)
< n ln

(n
2

)
⇔ n ln

(
1 +

2

n

)
< ln

2 + n

2

⇔
(
1 +

2

n

)n

<
2 + n

2

当 n ≥ 13时得 (
1 +

2

n

)n

=

(
1 +

2

n

)n
2
·2
< e2 <

2 + n

2

故当 n ≥ 6有

n! <
(n
2

)n
12. n = 1时不等式显然成立。假定 n = k时有 (k/e)k < k!则我们有

(k + 1)! = (k + 1)k! > (k + 1)(k/e)k

=

(
k + 1

e

)k+1 (k + 1)(k/e)k

[(k + 1)/e]k+1
>

(
k + 1

e

)k+1

由此知 (根据归纳法) n! > (n/e)n(n ∈ N),左端不等式成立.

为证右端不等式，只需看不等式

n! <

(
n+ 1

2

)n

= e
(n
2

)n
[(n+ 1)/2]n/e

(n
2

)n
= e

(n
2

)n
·
(
1 +

1

n

)n

/e < e
(n
2

)n
13. (1)

3− 1

2!1 · 2
− · · · − 1

n!(n− 1)n

=3− 1

2!

(
1− 1

2

)
− · · · − 1

n!

(
1

n− 1
− 1

n

)
=1 + 1 +

1

2
+ · · · 1

(n− 1)!(n− 1)
− 1

n!

1

n− 1
+

1

n!n

=1 + 1 +
1

2
+ · · ·+ 1

n!
+

1

n!n
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(2)

e = lim
n→+∞

(
1 + 1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n!
+

1

n!n

)
= 3− lim

n→+∞

(
1

2!1 · 2
+ · · ·+ 1

n!(n− 1)n

)
= 3− lim

n→+∞

n∑
k=0

1

(k + 2)!(k + 1)(k + 2)

(3)不懂题目在说什么

14. 由 an+1 − an = −1/
√
n+ 1(

√
n+ 1 +

√
n)2 < 0,知 {an}递减. 由归纳法得

2(
√
n+ 1− 1) <

1√
1
+

1√
2
+ · · ·+ 1√

n
< 2

√
n

故知 an > 2(
√
n+ 1−

√
n− 1) > −2.这说明 {an}是有下界列 ,即 {an}是收敛列.

15. 由
an
n

=
a1 + · · · · an

n
− n− 1

n
· a1 + · · · · an−1

n− 1

可得

lim
n→+∞

an
n

= lim
n→∞

a1 + · · · · an
n

− lim
n→+∞

a1 + · · · · an−1

n− 1
= 0

16. 由
lim

n→+∞
ln(n!)

1
n2 = lim

n→+∞

ln 2 + · · · lnn
n2

= lim
n→+∞

lnn

n2 − (n− 1)2
= lim

n→+∞

lnn

2n− 1
= 0

可得

lim
n→+∞

(n!)
1
n2 = 1

17. 因为有不等式 x(1− x) ⩽ 1/4,故对任意的 n ∈ N∗,都有

(1− xn)xn+1 >
1

4
⩾ (1− xn)xn

因为 1− xn > 0,所以有 xn+1 > xn,即 {xn}单调递增,又有上界 1,则 {xn}极限存
在,设为 x,则对

(1− xn)xn+1 >
1

4

左侧取极限,有

(1− x)x ⩾ 1

4

则只能有 lim
n→∞

xn = 1/2

18. 由 an =
an−1 + an−2

2
可得

an − an−1 =
an−1 + an−2 − 2an−1

2
= −an−1 − an−2

2

= (−1)2
an−2 − an−3

22
= · · ·

= (−1)n−1a1 − a0
2n−1
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而

an − a0 = (an − an−1) + (an−1 − an−2) + · · ·+ (a1 − a0)

= (−1)n−1a1 − a0
2n−1

+ (−1)n−2a1 − a0
2n−2

+ · · ·+ (−1)
a1 − a0

2
+ (a1 − a0)

= (a1 − a0)

[
1 +

(
−1

2

)
+ · · ·+

(
−1

2

)n−2

+

(
−1

2

)n−1
]

= (a1 − a0)
1−

(
−1

2

)n
1 + 1

2

→ 2

3
(a1 − a0)

故 lim
n→+∞

an = a0 +
2

3
(a1 − a0) =

a0 + 2a1
3

19. 由题设得

an + bn + cn = an−1 + bn−1 + cn−1 = · · · = a0 + b0 + c0 = a+ b+ c

令 L = a+ b+ c.再由

an − bn =
bn−1 + cn−1

2
− cn−1 + an−1

2
= −an−1 − bn−1

2

= (−1)2
an−2 − bn−2

22
= · · · = (−1)n

a0 − b0
2n

得 lim
n→+∞

(an − bn) = lim
n→+∞

(−1)n (a0 − b0)

2n
= 0.同理 lim

n→+∞
(cn − an) = 0.于是

an =
1

3
[(an + bn + cn)− (cn − an) + (an − bn)] =

1

3
[L− (cn − an) + (an − bn)]

lim
n→+∞

an =
1

3
[L− 0 + 0] =

L

3
=
a+ b+ c

3

lim
n→+∞

cn = lim
n→+∞

[an + (cn − an)] =
L

3
+ 0 =

L

3

lim
n→+∞

bn = lim
n→+∞

[an − (an − bn)] =
L

3
− 0 =

L

3

这就证得 lim
n→+∞

an = lim
n→+∞

bn = lim
n→+∞

cn =
1

3
(a+ b+ c)

20. (1)数学归纳法证明 bn ≤ bn+1 ⩽ an+1 ≤ an当 n = 1时有

b1 ⩽ a2 =
2

1
a1

+ 1
b1

⩽
√
a1b1 ⩽ a1

b1 ≤ b2 =
√
a2b1 ≤ a2

可得 b1 ≤ b2 ≤ a2 ≤ a1

假设为 n时结论成立即 bn ≤ bn+1 ⩽ an+1 ≤ an，下证 bn+1 ≤ bn+2 ⩽ an+2 ≤ an+1

由

bn+1 ≤ an+2 =
1

1
an+1

+ 1
bn+1

⩽
√
an+1bn+1 ⩽ an+1

bn+1 ≤ bn+2 =
√
an+2bn+1 ⩽ an+2

可得 bn+1 ≤ bn+2 ⩽ an+2 ≤ an+1 得证，故 {an}单调递减有下界，{bn}单调上升
有上界，故设 lim

n→+∞
an = a, lim

n→+∞
bn = b，则

b =
√
ab⇒ b = a
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(2)首先证明 an = 3 · 2n · tan π

3 · 2n
, bn = 3 · 2n · sin π

3 · 2n
首先我们有

tan
a

2
=

sin a
2

cos a
2

= 2 ·
sin a

2 cos
a
2

2 cos2 a
2

=
sin a

2 cos2 a
2

又因为

cos a = 2 cos2
a

2
− 1

所以

tan
a

2
=

sin a

2 cos2 a
2

=
sin a

1 + cos a
=

sin a · tan a
sin a+ tan a

当 n = 1时 , a1 = 3 · 21 · tan π

3 · 21
= 2

√
3, b1 = 3 · 21 · sin π

3 · 21
= 3

假设 n = k时成立. 即

ak = 3 · 2k · tan π

3 · 2k
, bk = 3 · 2k · sin π

3 · 2k
n = k + 1时,

ak+1 =
2akbk
ak + bk

=
2 · 3 · 2k · 3 · 2k · tan π

3·2k · sin π
3·2k

3 · 2k
(
tan π

3·2k + sin π
3·2k
)

=3 · 2k+1 · tan π

3 · 2k+1

bk+1 =

√
3 · 2k+1 · tan π

3 · 2k+1
3 · 2k · sin π

3 · 2k

=3 · 2k+1

√
1

2
sin

π

3 · 2k
· tan π

3 · 2k+1

由于 2 sin
a

2
cos

a

2
= sin a,得

sin2
a

2
=

1

2
sin a ·

sin a
2

cos a
2

=
1

2
sin a tan

a

2

即 sin
a

2
=

√
1

2
sin a · tan a

2
,所以 bk+1 = 3 · 2k+1 · sin π

3 · 2k+1
.即 n = k + 1时成立.

所以

lim
n→∞

an = lim
n→∞

3 · 2n tan π

3 · 2n

= π

= lim
n→∞

3 · 2n sin π

3 · 2n

= lim
n→∞

bn

2.7.2 第二组参考题

1. 因为

1 ⩽ an ⩽ n

√
n(n+ 1)

2
⩽ n

√
n2 = ( n

√
n)2

又因为 lim
n→∞

( n
√
n)2 = 1,由夹逼定理知 lim

n→∞
an = 1
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2. 由 1.3.1练习题的 (3)可知(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
· · ·
(
1− k − 1

n

)
⩾ 1−

(
1

n
+

2

n
+ · · ·+ k − 1

n

)
= 1− k(k − 1)

2n

则有 (
1 +

1

n

)n

⩾ 1 +

n∑
k=1

1

k!

(
1− k(k − 1)

2n

)

=
n∑

k=0

1

k!
− 1

2n

n∑
k=1

k(k − 1)

k!

=

n∑
k=0

1

k!
− 1

2n

n−2∑
k=1

1

k!
>

n∑
k=0

1

k!
− e

2n

3. 我们先证

e = 1 +
1

1!
+

1

2!
+ · · ·+ 1

n!
+

θn
n!n

其中
n

n+ 1
< θn < 1

我们有

e−
(
1 +

1

1!
+

1

2!
+ · · ·+ 1

n!

)
<

1

n!n

所以 θn < 1.而由 e的定义可知

1

(n+ 1)!
=
n/(n+ 1)

n!n
< e−

(
1 +

1

1!
+

1

2!
+ · · ·+ 1

n!

)
所以也有 θn >

n

n+ 1
,综上可得

n

n+ 1
< θn < 1

n sin(2πn!e) = n sin(2π
θn
n
),可得 lim

n→∞
n sin(2πn!e) = 2π

4. 因为
kn+1

kn
=

1
kn
1

kn+1

=
1
kn
eHkn

1
kn+1

eHkn+1
· eHkn+1

−Hkn (∗)

易知

lim
n→∞

1

kn
eHkn = lim

n→∞

1

kn+1
eHkn+1 = eγ

所以只需求 lim
n→∞

(
Hkn+1 −Hkn

)
即可. 由 Hkn 的定义可以知道

Hkn−1 < n ⩽ Hkn ⇒ Hkn − 1

kn
< n ⩽ Hkn

Hkn+1−1 < n+ 1 ⩽ Hkn+1 ⇒ Hkn+1 −
1

kn+1
< n ⩽ Hkn+1

两个不等式做差可得

Hkn+1 −Hkn − 1

kn+1
⩽ 1 ⩽ Hkn+1 −Hkn +

1

kn

移项可以得到

1− 1

kn
⩽ Hkn+1 −Hkn ⩽ 1 +

1

kn+1
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由夹逼定理可以知道 lim
n→∞

Hkn+1 −Hkn = 1.代入等式 (∗)可以得到

lim
n→∞

kn+1

kn
= lim

n→∞

1
kn
eHkn

1
kn+1

eHkn+1
· eHkn+1

−Hkn = e

5. 记

an =
n∑

k=0

ln

 n

k

 , bn = n2

因为 {bn}严格递增趋于 +∞,故可以使用 Stolz定理: 而因为 n

1

 n

2

 · · ·

 n

n− 1


 n− 1

1

 n− 1

2

 · · ·

 n− 1

n− 2

 =
nn−1

(n− 1)!

所以只要求

lim
n→∞

1

2n− 1
ln

nn−1

(n− 1)!

即可, 再令 cn = 2n − 1, dn = ln
nn−1

(n− 1)!
, 因为 {cn} 严格递增趋于 +∞, 故可使用

Stolz定理:

lim
n→∞

dn − dn−1

cn − cn−1
= lim

n→∞

1

2
ln

(
1 +

1

n− 1

)n−1

=
1

2

则

lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

an − an−1

bn − bn−1
= lim

n→∞

dn
cn

= lim
n→∞

dn − dn−1

cn − cn−1
=

1

2

6. (1)An =

∑n
k=0C

k
n

n
=

2n

n
,所以 lim

n→∞
n

√
2n

n
= lim

n→∞

2
n
√
n

(2)Gn = n
√
C0
n · C1

n · · ·Cn
n ,所以

n
√
Gn =

(
n∏

k=0

Ck
n

) 1
n2

= eln(
∏n

k=0 C
k
n)

1
n2 ,则

lim
n→∞

n
√
Gn = lim

n→∞
e

1
n2

∑n
k=0 lnCk

n = e
1
2

7. 由
n∑

k=1

pkak =
n∑

k=2

pk (ak − ak−1) + p1a1 =
n∑

k=1

ak (pk − pk+1) + pnan

又

lim
n→∞

∑n−1
k=1 ak (pk − pk+1)

pn
= lim

n→∞

∑n
k=1 ak (pk − pk+1)−

∑n−1
k=1 ak (pk − pk+1)

pn+1 − pn

= lim
n→∞

(−an)

所以

lim
n→∞

p1a1 + p2a2 + · · ·+ pnan
pn

= lim
n→∞

∑n−1
k=1 ak (pk − pk−1) + pnan

pn

8. 证明首先我们说明如果 lim
n→∞

xn = 1,那么 lim
n→∞

3
√
xn = 1.当n足够大的时候 xn > 0,
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这时我们有

0 ⩽ | 3
√
xn − 1| ⩽ |( 3

√
xn − 1)( 3

√
x2n + 3

√
xn + 1)| = |xn − 1|

则由夹逼定理可以知道 lim
n→∞

3
√
xn = 1 所以要证明 lim

n→∞
3
√
3nan = 1 只需证明

lim
n→∞

3na3n = 1即可,记 Sn =
n∑

i=1

a2i ,继续变形

lim
n→∞

3na3n = lim
n→∞

3n · (anSn)
3

S3
n

= lim
n→∞

3n

S3
n

也就是说只要求出
{
S3
n/n

}
的极限就行了,下面求极限.

(Step 1)先证明 an → 0(n → ∞),只需证明 lim
n→∞

|an| = 0. 如果 {|an|}无界,那么

当 n充分大时，会有 |an| > 1,此时 anSn > an,即 |anSn|无界, 与题目矛盾, 所以

{|an|} 有界, 则由 Bolzano-Weierstrass 定理可知 {|an|} 存在一个收敛子列 {|akn |} ,
设 |akn | → a > 0(n → ∞), 对任意的 0 < m < a, 存在 N ∈ N∗, 当 n > N 时有

|akn | > m,此时

|aknSkn | ⩾ |aknSkn | − |akNSkN | ⩾ (n−N) ·m3 → +∞, n→ ∞

这说明 {|an|}的任意一个收敛子列都收敛于 0,也就是说明 an → 0(n→ ∞)

(Step 2)求 lim
n→∞

S3
n − S3

n−1.因为

anSn−1 = anSn − a2n → 1, n→ ∞

所以有

S3
n − S3

n−1 =
(
a2n + Sn−1

)3 − S3
n−1

= 3a4nSn−1 + 3a2nS
2
n−1 + a6n → 3, n→ ∞

(Step 3)由 Stolz定理可知

lim
n→∞

3n

S3
n

= lim
n→∞

3

S3
n − S3

n−1

= 1

所以有 lim
3
√
3nan = 1

9. 因为 un − un+1 = u2n+1 ⩾ 0,所以 {un}为单调减数列. 令 Sn =

n∑
k=1

uk,

∞∑
n=1

un 收敛

即 {Sn}收敛. 由 Cauchy收敛原理 ,∃N ∈ N,当 n ⩾ N 时

un+1 + un+2 + · · ·+ un+p + · · · < 1

于是,当 n ⩾ N 时

un+1 ⩽ un = u2n+1 + u2n+2 + · · ·+ u2n+k + · · ·

⩽ un+1 (un+1 + un+2 + · · ·+ un+k + · · · )

⩽ un+1

这就证明了, uN = uN+1 = uN+2 = · · · = c.又因

∞∑
n=1

un收敛. 故 c = 0.由此又根据

un =

∞∑
k=1

u2n+k 依次可推出

uN−1 = 0, uN−2 = 0, · · · , u1 = 0
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即对 ∀k ∈ N, uk = 0

10. 先设 a = 0,由于 lim
n→∞

an = 0,对任意的 ε > 0,存在N ∈ N∗,当 n > N时, |an| < ε/2

此时

|xn| ⩽
n∑

k=1

tnk |ak| =
N∑
k=1

tnk |ak|+
n∑

k=N+1

tnk |ak|

⩽
N∑
k=1

tnk |ak|+
ε

2

n∑
k=1

tnk =

N∑
k=1

tnk |ak|+
ε

2

当 n → ∞时,上式中的第一项是有限个无穷小的和,因此存在 N1 > N,当 n > N

时,有

|xn| <
ε

2
+
ε

2
= ε

此即 lim
n→∞

xn = 0.当 a ̸= 0时,有 bn = an − a → 0(n → ∞).若令 x′n =
n∑

k=1

tnkbk,

则 x′n → 0(n→∞).于是

xn =

n∑
k=1

tnkak =

n∑
k=1

tnkbk + a

n∑
k=1

tnk = x′n + a

所以 lim
n→∞

xn = a

11. (Toeplitz定理)设 n, k ∈ N, tnk ≥ 0,且
n∑

k=1

tnk = 1, lim
n→∞

tnk = 0.若 lim
n→∞

an = a,令

xn =
n∑

k=1

tnkak,则 lim
n→∞

xn = a(∞
∞
型Stolz定理

)
设 {bn}是严格递增趋向于+∞的数列 ,如果 lim

n→∞

an − an−1

bn − bn−1
=

A,则 lim
n→∞

an
bn

= A

取 tnk =
bk+1 − bk
bn+1 − b1

(k = 1, 2, · · · , n)则
n∑

k=1

tnk = 1,且由 {bn}是严格递增知 tnk > 0

由 lim bn = +∞ 知对每个固定的 k, lim
n→+∞

tnk = 0 再设 ck =
ak+1 − ak
bk+1 − bk

(k =

1, 2, · · · , n), 则
n∑

k=1

tnkck =
an+1 − a1
bn+1 − b1

由 Toeplitz 定理，因为 lim
n→∞

cn = A, 所以

lim
n→∞

an − a1
bn − b1

= A,即 lim
n→∞

an
bn

− a1
bn

1− b1
bn

= A再由 lim
n→∞

bn = +∞,易证 lim
n→∞

an
bn

= A

12. 变形可得

lim
n→+∞

(an + λan−1 + · · ·+ λna0)

= lim
n→+∞

1− λn+1

1− λ
·
(

1− λ

1− λn+1
· an +

1− λ

1− λn+1
· λan−1 + · · ·+ 1− λ

1− λn+1
· λna0

)
=

1

1− λ
lim

n→+∞

(
1− λ

1− λn+1
· an +

1− λ

1− λn+1
· λan−1 + · · ·+ 1− λ

1− λn+1
· λna0

)
又

1− λ

1− λn+1
· 1 + 1− λ

1− λn+1
· λ+ · · ·+ 1− λ

1− λn+1
λn = 1
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由 Toeplitz定理可得

lim
n→+∞

(
1− λ

1− λn+1
· an +

1− λ

1− λn+1
· λan−1 + · · ·+ 1− λ

1− λn+1
λna0

)
= lim

n→+∞
an = a

故

lim
n→∞

(
an + λan−1 + λ2an−2 + · · ·+ λna0

)
=

a

(1− λ)

13. 因为 lim
n→+∞

xn = 0,所以 {xn}有界, ,即 ∃M > 0, s. t. |xn| < M, ∀n ∈ N;且对 ∀ε >
0,ヨ N1,当 n > N1时 , |xn| < ε

设 Sn =

n∑
k=1

|yk| , 则 {Sn} 单调增且有上界 K, 故 {Sn} 收敛，由 Cauchy 准则知

,∃N2 ∈ N,当 n > N2时

|yn+1|+ · · ·+ |yn+p| = |Sn+p − Sn| < ε, ∀p ∈ N

取 N = max {N1, N2} ,则当 n > 2N(n−N > N)时

|zn| = |x1yn + x2yn−1 + · · ·+ xny1|

⩽ |x1yn|+ · · ·+ |xNyn−N+1|+ |xN+1yn−N |+ · · ·+ |xny1|

< M (|yn|+ · · ·+ |yn−N+1|) + ε (|yn−N |+ · · ·+ |y1|)

< Mε+Kε = (M +K)ε

lim
n→+∞

zn = 0得证.

14. 由 xn+1 =
yn − xn

2
可得

|xn+1| ≤
|yn|
2

+
|xn|
2

≤ · · · ≤ |yn|
2

+ · · ·+ |y1|
2n

+
|x1|
2n

由于 {yn}有界,故 {xn}有界,设 lim
n→+∞

yn = a,令wn = yn−a, zn = xn−
a

3
,则wn =

zn + 2zn+1, 设 {zn} 的收敛子列为 {znk
} , 设为 lim

nk→+∞
znk

= b 则 lim
nk→+∞

znk−1 =

(−2)b,可得

lim
nk→+∞

znn−m = (−2)mb ∀m ∈ N

由于 {znk
}有界,故 b = 0, {zn}任一收敛子列的极限均是 0, 故

lim
n→+∞

zn = 0 ⇒ lim
n→+∞

xn =
a

3

15. 将an = 2n−1−3an−1改写为
an
3n

=
1

3

(
2

3

)n−1

−an−1

3n−1
.令 bn =

an
3n
,于是 b0 = a0, bn =
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1

3

(
2

3

)n−1

− bn−1, n = 1, 2, · · ·

bn+1 =
1

3

(
2

3

)n

− bn =
1

3

(
2

3

)n

− 1

3
·
(
2

3

)n−1

+ bn−1 = · · ·

=
1

3

[(
2

3

)n

−
(
2

3

)n−1

+

(
2

3

)n−2

+ · · ·+ (−1)n−1 2

3
+ (−1)n

]
− (−1)nb0

=
1

3
(−1)n

[
1− 2

3
+ · · ·+ (−1)n−1

(
2

3

)n−1

+ (−1)n
(
2

3

)n
]
− (−1)nb0

= (−1)n

[
1

3
·
1−

(
−2

3

)n+1

1 + 2
3

− b0

]
= (−1)n

1−
(
−2

3

)n+1

5
− (−1)nb0

an = 3nbn是严格增的 , 3n+1bn+1 > 3nbn,即 3bn+1 > bn

当 n = 2m为偶数时,有

3

5

(
1 +

(
2

3

)2m+1
)

− 3b0 > −1

5

(
1−

(
2

3

)2m
)

+ b0

令m→ +∞,得
3

5
− 3b0 ⩾ −1

5
+ b0,推得 a0 = b0 ⩽

1

5
当 n = 2m+ 1为奇数时有

−3

5

[
1−

(
2

3

)2m+2
]
+ 3b0 >

1

5

[
1 +

(
2

3

)2m+1
]
− b0

令m→ +∞,得 −3

5
+ 3b0 ⩾

1

5
− b0.推得 a0 = b0 ⩾

1

5

综合得 a0 =
1

5

16. x0 =
√
7, x1 =

√
7−

√
7, xn+2 =

√
7−

√
7 + x

n
, n = 0, 1, 2, · · ·

令 f(x) =

√
7−

√
7 + x,则 f(x) = x⇔ x = 2

f ′(x) =
−1

4
√
7 + x

√
7−

√
7 + x

则

|xn+2 − 2| = |f (xn)− f(2)| =
∣∣f ′(ξ)∣∣ · |xn − 2| 0 ≤ ξ ≤

√
7

由于 ∣∣f ′(ξ)∣∣ ≤ 1

4
√
7 ·
√
7−

√
7 +

√
7

< 1

故 {x2n}和 {x2n−1}均收敛于 2可得 {xn}收敛于 2

17. 若 y0 = 2,则 y1 = 2 = y2 = · · · = yn,∀n ∈ N,于是

lim
n→+∞

Sn = lim
n→+∞

(
1

2
+

1

4
+ · · ·+ 1

2n+1

)
= 1 =

y0 −
√
y20 − 4

2
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若 y0 > 2.取 a =
y0 −

√
y20 − 4

2
,则 0 < a < 1,且 a+

1

a
= y0,于是

y1 = y20 − 2 =

(
a+

1

a

)2

− 2 = a2 +
1

a2

y2 = y21 − 2 = a2 +
1

a22
, · · ·

yn = a2
n
+

1

a2n
, n ∈ N

因此就有

y0y1 · · · yn =

(
a+

1

a

)(
a2 +

1

a2

)
· · ·
(
a2

n
+

1

a2n

)
=

(
a2

n)2 − (a−2n
)2

a− 1
a

=
a

a2 − 1

a2
n+2 − 1

a2n+1

1

y0y1 · · · yn
=

1− a2

a

a2
n+1

+ 1− 1

1−
(
a2n+1

)2 =
1− a2

a

(
1

1− a2n+1 − 1

1− a2n+2

)
于是

Sn =
1− a2

a

(
1

1− a2
− 1

1− a4
+

1

1− a4
− 1

1− a8
+ · · ·+ 1

1− a2n+1 − 1

1− a2n+2

)
=
1− a2

a

(
1

1− a2
− 1

1− a2n+2

)
lim

n→+∞
Sn =

1− a2

a

(
1

1− a2
− 1

)
=

1

a
− 1

a
+ a = a =

y0 −
√
y20 − 4

2

18. (1)(i)此时有 f(x) > x,据 xn+1 = f (xn)知 xn+1 > xn,所以数列单调递增. 根据单

调性，该数列不是正无穷大量等价于该数列有有限极限 η , 在 xn+1 = f (xn) 中两

边取极限就有 η = f(η),矛盾.

(ii)此时有 f(x) ≥ x，且函数有唯一不动点 e. 因而数列仍然单调递增，且: 当 c > e

时，假设数列收敛，则有极限 η(η > e).类似地有 η = f(η)，但 f 仅有 e一个不动

点，矛盾，所以数列发散. 而数列递增，所以是无穷大量. 当 c ≤ e时，据 f(x)的

单调性，xn ≤ e蕴含 xn+1 ≤ e,由数学归纳法知数列的每一项都不超过 e，而数列

收敛，所以一定有极限. 设极限为 η, 则 η是函数的不动点，所以 η = e.

(iii)设函数的两个不动点是 u, v(u < v)，则

f(x) > x(x < u或x > v)

f(x) < x(u < x < v)

f(x) = x(x = u, v)

当 c > v时，和上一问类似，数列单调递增并发散;

当 c ≤ u时，和上一问类似，数列单调递增并收敛于 u;当 c = v时，该数列是常数

列，显然收敛于 v;

当 u < c < v 时，据 f(x)的单调性，xn ≥ u蕴含 xn+1 ≥ u.又因为 f(x) < x(u <

x < v),所以数列单调递减且有下界，设极限为 η, 则 η ≤ c < v,且 η是函数的不

动点，所以 η = u

综上，当 c ≤ v时，数列 {xn}收敛 ; 当 c > v时，数列 {xn}发散.

(2)(i) 此时函数恰有一个不动点 u, 且 u 是二次迭代后的唯一不动点. 由于 f(x) 递

32



微
信
公
众
号
：
顺
数
人

2.7 对于教学的建议

减，所以有 f(f(x))递增，且有

f(x) > u(x < u)

f(x) < u(x > u)

f(f(x)) > x(x < u)

f(f(x)) < x(x > u)

根据命题 2. 6. 2，数列 {xn}的奇数项和偶数项具有相反的单调性. 再由上面结论，

两个子列均有界，所以必然都收敛到函数的唯一不动点，进而得到数列收敛

(ii)类似地，数列的奇数项和偶数项具有相反的单调性并且收敛至函数的某个不动

点. 设 f(x)的不动点为 u,而 f(f(x))的不动点为 u, v, w(v < w),则

f(u) = u

f(v) = w

f(w) = v

所以根据函数单调递减，有 v < u < w. 又由于

f(f(x)) > x(x < v或u < x < w)

f(f(x)) < x(v < x < u或x > w)

故如果奇数项或偶数项子列的第一项小于 u，则必收敛于 v;如果大于 u，则必收

敛于 w. 但我们有
f(x) > u(x < u)

f(x) < u(x > u)

所以除非第一项等于 u（此时是常数列），否则两个子列一定收敛到不同极限，数

列 {xn}发散.

19. (1)用数学归纳法证明 xn > xn+1 > 0当 n = 1时，由 x2 =
b

4
∈
(
0,

1

2

)
知结论成

立. 假设 xk > xk+1 > 0,则

xk+2 = bxk+1 (1− xk+1) ≥
bxk+1

2
> 0

xk+2 = bxk+1 (1− xk+1) < bxk+1 ≤ xk+1

故由归纳法知结论成立. 从而数列 {xn}单调有下界，设其极限为 η, 则 η ∈
[
0,

1

2

]
.

在递推式两边同时取极限就有

η = bη(1− η)

由于 1− 1

b
≤ 0,故 η = 0

(2)设 yn =
b

2− b

(
xn − 1 +

1

b

)
,则有 y1 =

1

2
,且

yn+1 = (2− b)yn (1− yn)

故直接运用 (1)的结论即证.

(3)归纳可证 xn ∈
[
1

2
,
b

4

]
.由于 f(x) = bx(1− x)在该区间上递减，故两个子列具
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有相反的单调性. 显然它们是有界的，由于

f(f(x))− x = b · bx(1− x)(1− bx(1− x))− x

= x
(
b · b(1− x)

(
1− bx+ bx2

)
− 1
)

= −b2x
(
bx3 − 2bx2 + (1 + b)x+

1

b2
− 1

)
= −b2x(bx− b+ 1)

(
x2 −

(
1 +

1

b

)
x+

1

b
+

1

b2

)
= −b2x(bx− b+ 1)

((
x− 1

2
− 1

2b

)2

+
(b+ 1)(3− b)

4b2

)

故当 b < 3时，函数在区间

[
1

2
,
b

4

]
内存在唯一不动点 1 − 1

b
,所以数列一定收敛于

1− 1

b
.当 b = 3时，将 b代入，得到

f(f(x))− x = −x(3x− 2)3

故函数在区间内仍然只有唯一的不动点
2

3
= 1− 1

b
,所以此时也有结论成立.

(4)归纳可证 xn ∈
[
1

2
,
b

4

]
.（注: 这里利用了 b ≤ 1 +

√
5）而函数 f(x) = bx(1− x)

在此区间递减，故两个子列具有相反的单调性. 根据 (3)的计算，有

f(f(x))− x = −b2x(bx− b+ 1)

((
x− 1

2
− 1

2b

)2

− (b+ 1)(b− 3)

4b2

)
又因为 3 < b ≤ 1 +

√
5,故 (b+ 1)(b− 3) = (b− 1)2 − 4 ∈ (0, 1].从而得到

1

2
+

1

2b
− 1

2b

√
(b+ 1)(b− 3) ≥ 1

2
+

1

2b
− 1

2b
=

1

2
1

2
+

1

2b
− 1

2b

√
(b+ 1)(b− 3) <

1

2
+

1

2b
<
b

4

而 f

(
1

2
+

1

2b
− 1

2b

√
(b+ 1)(b− 3)

)
=

1

2
+

1

2b
+

1

2b

√
(b+ 1)(b− 3), f

([
1

2
,
b

4

])
⊂[

1

2
,
b

4

]
.故

1

2
+

1

2b
+

1

2b

√
(b+ 1)(b− 3) ∈

[
1

2
,
b

4

]

从而 f(x)在

[
1

2
,
b

4

]
上有一个一阶不动点 t0 = 1− 1

b
和两个二阶不动点

t1 =
1

2
+

1

2b
− 1

2b

√
(b+ 1)(b− 3)

t2 =
1

2
+

1

2b
+

1

2b

√
(b+ 1)(b− 3)

故由 f(x)单调递减及 t1 < t2,必有 t1 < t0 < t2,观察 f(f(x))− x的表达式，我们

可以得到

f(f(x)) > x,
(
x < t1或t0 < x < t2

)
f(f(x)) < x.

(
t1 < x < t0或x > t2

)
再由 f(x)的单调性及 f (t1) = t2, f (t2) = t1,我们有

f(x) > t2 (x < t1)
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t0 < f(x) < t2 (t1 < x < t0)

t1 < f(x) < t0 (t0 < x < t2)

f(x) < t1 (x > t2)

最后利用 x1 =
1

2
< t1,结合上面的结论，就能得到

x2k−1 ∈
[
1

2
, t1

]
, x2k ∈

[
t2,

b

4

]
所以只有一种可能性，即两个子列的极限分别是 t1, t2,数列发散.

20. 显然，有

x
(1)
1 =

x1 + x2
2

, x
(1)
2 =

x2 + x3
2

, · · ·

x
(2)
1 =

x1 + 2x2 + x3
22

, x
(2)
2 =

x2 + 2x3 + x4
22

, · · ·

x
(3)
1 =

x1 + 3x2 + 3x3 + x4
23

, x
(3)
2 =

x2 + 3x3 + 3x4 + x5
23

, . . .

· · ·

x
(n−1)
1 =

1

2n−1

n−1∑
i=0

Ci
n−1xi+1, x

(n−1)
2 =

1

2n−1

n−1∑
i=0

Ci
n−1xi+2, · · ·

先设 x1 + x2 + · · ·+ xn = 0,并且 |xi| ⩽M, i = 1, 2, · · · , n,此时 ,由

x
(n−1)
1 =

1

2n−1

n−1∑
i=0

Ci
n−1xi+1 −

1

2n−1

n−1∑
i=0

xi+1 =
1

2n−1

n−1∑
i=0

(
Ci
n−1 − 1

)
xi+1

可得 ∣∣∣x(n−1)
1

∣∣∣ ⩽ M

2n−1

n−1∑
i=0

(
Ci
n−1 − 1

)
=

M

2n−1

(
2n−1 − n

)
=M

(
1− n

2n−1

)
因为 x1, x2, · · · , xn的下标有轮换的性质,我们有∣∣∣x(n−1)

i

∣∣∣ ⩽M
(
1− n

2n−1

)
, i = 1, 2, · · · , n

利用已得的结果，同理有∣∣∣x(2n−2)
i

∣∣∣ = ∣∣∣∣(x(n−1)
i

)(n−1)
∣∣∣∣ ⩽M

(
1− n

2n−1

)
·
(
1− n

2n−1

)
=M

(
1− n

2n−1

)2
一般地，对 l = 1, 2, 3, · · · ,有∣∣∣x(ln−l)

i

∣∣∣ ⩽M
(
1− n

2n−1

)l
由于 0 ⩽ 1− n

2n−1
< 1,故

lim
t→+∞

x(ln−l) = 0, i = 1, 2, · · · , n

由 x
(k+1)
i 的定义可知 ∣∣∣x(k+1)

i

∣∣∣ ⩽ max
{∣∣∣x(k)i

∣∣∣ , · · · , ∣∣∣x(k)n

∣∣∣}
可见

lim
t→+∞

x
(k)
i = 0, i = 1, 2, · · · , n
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对一般情形，我们有
n∑

i=1

(xi − x̄) =
n∑

i=1

xi − nx̄ = nx̄− nx̄ = 0

依上面已证的结果，有

lim
x→+∞

(
x(k) − x̄

)
= 0, i = 1, 2, · · · , n

lim
k→+∞

x
(k)
i = lim

k→+∞

[(
x
(k)
i − x̄

)
+ x̄
]
= lim

k→+∞

(
x
(k)
i − x̄

)
+ x̄ = 0 + x̄

= x̄ =
x1 + x2 + · · ·+ xn

n
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第 3章 实数系的基础定理

3.1 确界的概念和确界的存在定理

3.1.1 练习题

1. 设集合E的上确界为 a和 b，不妨设 a < b，由于 b是E的最小上界，故存在 x ∈ E

使得

a < x < b

这与 a是 E 的上界矛盾

2. supA ≤ a对，考虑集合 A =

{
1− 1

n
| n = 1, 2, · · ·

}
则有 ∀x ∈ A x < 1，但是

supA = 1

3. ∀ε > 0，因为 lim
n→+∞

xn = β 故 ∃N,n > N 时有

xn > β − ε

故 β − ε不是 A的上界，所以 β 是 A的最小上界⇒ supA = β

4. (1)supA = +∞ , inf A = 0

(2)supA = 0 , inf A = 1

(3)inf A = 2, supA = e

(4)inf A = 0, supA =
1

e
(5)inf A = 0,supA =

π

2
(6)inf A = −1,supA =

π

2
(7)inf A = −∞,supA = +∞

5. (1)

xn ≤ sup {xn} , yn ≤ sup {yn}

xn + yn ≤ sup {xn}+ sup {yn}

sup {xn + yn} ≤ sup {xn}+ sup {yn}

(2)与 (1)类似

6. 设 a = supA, b = inf B, a > b则 ∃x ∈ A使得
a+ b

2
< x，∃y ∈ B y <

a+ b

2
，则

y <
a+ b

2
< x

矛盾，故 a ≤ b

7. 只证明 supB = supA+ c，另一个类似可得

∀x+ c ∈ B x+ c ≤ supA+ c

可得 supA+ c是 B 的一个上界。
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3.2 闭区间套定理

∀ε > 0, ∃x ∈ A使得 supA− ε < x⇒ ∃x+ c ∈ B 使得

supA+ c− ε < x+ c

故 supA+ c是 B 的最小上界⇒ supB = supA+ c

8. ∀x+ y ∈ C，其中 x ∈ A, y ∈ B 则

x ≤ supA, y ≤ supB ⇒ x+ y ≤ supA+ supB

故 supC ⩽ supA+ supB

取

A = {0}, B = {−1, 1}, C = {−1}

则有

supA = 0, supB = 1, supC = −1 ⇒ supC < supA+ supB

9. ∀ε > 0, ∃ x ∈ A, y ∈ B 使得

supA− ε < x

supB − ε < y

故

supA+ supB − 2ε < x+ y

由 ε的任意性可得

supC ⩾ supA+ supB

3.2 闭区间套定理

3.2.1 练习题

1. 收敛子列为 {x2n}和 {x2n−1}，则 ∀x0 ∈ (−1, 1)有

|xn − x0| ≥ min {|x0 + 1| , |1− x0|} > 0

故 x0不是 {xn}子列的极限
2. 考虑 {(

0,
1

n

)
| n = 1, 2, · · ·

}

则
+∞⋂
n=1

(
0,

1

n

)
= ∅

3. 设 lim
n→+∞

an = a, lim
n→+∞

bn = b则
a+ b

2
∈ (an, bn) ∀n ∈ N+故

+∞⋂
n=1

(an, bn) ̸= ϕ

4. 不妨设集合S有上界 b1,并在S中取一点 a1若 a1 = b1,∀ϵ > 0,总有 b1−ε < a1 ∈ S,

因此 b1为上确界. 若a1 < b1,构造闭区间 I1 = [a1, b1]由于有公共元素a1, I1∩S ̸=

ϕ

[
a1 + b1

2
, b1

]
∩ S ̸= ϕ, 则令 a2 =

a1 + b1
2

, b2 = b1, 即 I2 =

[
a1 + b1

2
, b1

]
反

之, 则令 I2 =

[
a1,

a1 + b1
2

]
同样地，再将 I2 等分为两个子区间, 按此方法得到
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3.3 凝聚定理

I3, I4, · · · 显然地, bn 为 S 上界并且 In ⊃ In+1, n = 1, 2, · · · 对于 In = [an, bn]

|bn − an| =
|b1 − a1|
2n−1

→ 0(n → ∞) 故存在唯一的实数 ξ, 满足 an ≤ ξ ≤ bn, 则

lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = ξ 若 ∃x0 ∈ S,有 x0 > ξ,则 ∃N ∈ N+, bn < x0,这与 bn 为上

界矛盾, 故 ξ 为 S 上界. 又因 lim
n→∞

an = ξ, 则 ∀ε > 0,∃N ∈ N+, 当 n > N 时, 有

ξ − ε < an ∈ S 故 ξ为上确界.

5. 设 {xn} 是单调上升有上界的实数列 b 是它的一个上界，令 a1 = x1 − 1 二等分 [

a1, b1] ,其中必有一区间含 {xn}的无穷多项，记其为 [a2, b2] ,=等分 [a2, b2] , · · · · · ·
如此继续下去，便得区间套 [an, bn] ,满足 ∀n, [an, bn]含 {xn}的无穷多项. 由区间

套定理可得，存在唯一的 r ∈
∞⋂
n=1

[an, bn] , 使 lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = r, 则对 ∀ε >

0,∃N, ∀n > N, r−ε < an < bn < r+ε取 n0 > N, [an0 , bn0 ]含 {xn}的无穷多项 ,则

存在M,使 xM ∈ [an0 , bn0 ]当 m > M 时,有 xm ∈ [an0 , bn0 ] .如果不然 ,∃m1 > M,

有 bn0 < xm1 ,则在 [an0 , bn0 ]中最多只有 {xn}的前m1项，与 [an0 , bn0 ]的构造矛盾.

从而当m > M时，有 r−ε < an0 ≤ xm < bn0 < r+ε,即 |xm − r| < ε, lim
m→∞

xm = r,

即 lim
n→∞

xn = r

3.3 凝聚定理

3.3.1 练习题

1. ⇒：∃xn1 使得 |xn1 − a| < 1, ∃xn2 使得 n2 > n1 且 |xn2 − a| < 1

2
，· · · 以此类推

可得存在 xnk
使得 nk > nk−1，且

|xnk
− a| < 1

k

故 {xnk
}收敛于 a

⇐:{xnk
}收敛于 a，则 ∀ε > 0, ∃N, nk > N 时，有

|xnk
− a| < ε

故 a的任意邻域内均有 {xn}中的无穷多项。
2. ⇐:显然的

⇒：因为 {an}有界,由 Bolzano-Weierstrass定理可以知道 {an}有一收敛子列 {akn}
收敛到 a′,而因为 {an}发散,则存在 ε0,对任意的 N ∈ N∗,总存在 n > N 使得∣∣an − a′

∣∣ ⩾ ε0 (1)

则令 N1 = 1,取满足 (1)的 n,记为m1,再取 N2 = max (m1, 2) ,则可以再取出一个

m2 满足 (1),如此下去可以取出一列 {amn} ,使得
∣∣amn − a′

∣∣ ⩾ ε0, {amn}也是有界
数列,则也可以取出一列收敛子列,不妨直接记为 {amn}本身,记其极限为 a′′,显然

有 a′′ ̸= a′.则说明 {an}必有两个收敛于不同数的子列。
3. {xn}无界，故存在子列

{
xnk1

}
是无穷大量，又 {xn}不是无穷大量，故存在子列{

xnk2

}
是有界数列，则存在

{
xnk2

}
的子列收敛，同时也是 {xn}的子列。
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3.4 Cauchy收敛准则

4. 设 {xn}是单调上升有上界的实数列.{xn}有界，由紧致性定理可得 ∃ {xn}的子数
列 {xnk

}且收敛于 r.即 ∀ε > 0,∃K,当 k > K时 ,有 |xnk
− r| < ε,即 r−ε < xnk

<

r + ε,∃N = nK+1, ∀n > N, 有xn ≥ xnK+1 > r − ε所以 nk → ∞,∀n > N, ∃nk′ <
n, 从而xn < xnk′ < r + ε, 即 |xn − r| < ε ∀ε > 0,∃N = nK+1,当 n > nK+1 时

, |xn − r| < ε, lim
n→∞

xn = r.定理证完.

3.4 Cauchy收敛准则

3.4.1 练习题

1. (1)是，因为

|xn − xn+p| ≤ |xn − xN |+ |xn+p − xN | < 2ε

可得

(2)不一定，考虑 xn = 1 +
1

2
+ · · ·+ 1

n
(3)是，由

|xn − xn+p| ⩽ |xn+1 − xn|+ |xn+1 − xn+2|+ · · ·+ |xn+p−1 − xn+p |

≤ 1

n2
+

1

(n+ 1)2
+ · · ·+ 1

(n+ p− 1)2

可得

(4)不一定，考虑 xn = 1 +
1

2
+ · · ·+ 1

n
2. ∃ε0 > 0, ∀N > 0, ∃n,m > N 使得 |xn − xm| ≥ ε0

3. (1)由
|an − an+p| =

1

(n+ 1)!
+ · · · 1

(n+ p)!
⩽ 1

2n
+ · · · 1

2n+n−1

⩽ 1

2n−1

可得

(2)由

|bn − bn+p| =
1

n+ 1
− 1

n+ 2
+ · · ·+ (−1)p−1 1

n+ p

可得

|bn − bn+p| ≤


1

n+ 1
p为奇数

1

n+ 1
− 1

n+ p
⩽ 1

n+ 1
p为偶数

故

|bn − bn+p| ≤
1

n+ 1

(3)

|an+p − an| =
∣∣∣∣ sin(n+ 1)x

(n+ 1)(n+ 1 + sin(n+ 1))
+ · · ·+ sin(n+ p)x

(n+ p)(n+ p+ sin(n+ p)x)

∣∣∣∣
⩽ 1

(n+ 1)n
+

1

(n+ 2)(n+ 1)
+ · · ·+ 1

(n+ p)(n+ p− 1)
<

p

n2
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3.5 覆盖定理

再由第一问的 (3)可得

4. (1)sinn是变号的，故 {an}不单调，又

|an| ≤ 1 +
1

2!
+ . . .

1

n!
< e

可得 {an}有界
(2)

|an+p − an| ≤
1

(n+ 1)!
+ . . .+

1

(n+ p)!

由上一题的 (1)可知 {an}是基本列
5. |xn+p − xn| ≤ |yn − yn+p|，而 {yn}是基本列，故 {an}是基本列
6. Sn ≥ 1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n
，故 {Sn}发散

7.

|xn+2 − xn+1| = q |sinxn+1 − sinxn| ≤ q |xn+1 − xn|

由压缩映像可得 {xn}收敛

3.5 覆盖定理

3.5.1 练习题

1.
{(

1

n
, 1

)
| n = 2, 3, · · ·

}
覆盖了 (0, 1)，但是它的任意有限子集都不能覆盖 (0, 1)

2. 用反证法. 设E是闭区间 [a, b]的一个覆盖. 设 [a, b]没有E的有限子覆盖，记 [a, b] =

[a1, b1] ,二等分 [a1, b1] ,其中必有一区间没有E的有限子覆盖，记其为 [a2, b2] ,二等

分 [a2, b2] , · · · · · · 如此继续下去，便得区间套 {[an, bn]} ,满足 ∀n, [an, bn]没有 E的

有限子覆盖. 由区间套定理可存在唯一的 r ∈
∞⋂
n=1

[an, bn] ,使 lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = r

由 E 是 [a, b]的覆盖，知存在 (α, β) ∈ E,使 α < r < β 根据极限不等式，存在 N1

当 n > N1,有 α < an ∃N2,当 n > N2,有 β > bn 取 N = max (N1, N2) ,当 n > N,

有 α < an, β > bn又 an ≤ r ≤ bn(∀n)所以当 n > N,有 [an, bn] ⊂ (α, β),与 [an, bn]

没有 E 的有限子覆盖矛盾. 故 [a, b]在 E 中存在有限子覆盖.

3. 用反证法.如果不然，设存在 {[an, bn]} , 有
∞⋂
n=1

[an, bn] = ∅. 记开区间 (αn, βn) =

(a1 − 1, an) ,
(
α′
n, β

′
n

)
= (bn, b1 + 1) , 即 (αn, βn) ∪

(
α′
n, β

′
n

)
= (a1 − 1, b1 + 1) −

[an, bn] (n = 1, 2, 3 · · · · · · , ).这时

E = {(αn, βn)
(
α′
n, β

′
n

)
, n = 1, 2, · · · · · ·

}
构成 [a1, b1]的覆盖. 由有限覆盖定理存在 N使得

N⋃
n=1

(αn, βn)∪
(
α′
n, β

′
n

)
⊃ [a1, b1] ,

这就推出，当n > N时 , [an, bn]是空集，这是不可能的.矛盾，故有
∞⋂
n=1

[an, bn] ̸= ∅,

即存在 r使 r ∈
∞⋂
n=1

[an, bn]
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3.6 数列的上极限和下极限

下证 r是唯一的. 即存在唯一的 r，使 ∀n, an ≤ r ≤ bn.如果不然，若有 r, r′满足

r ∈
∞⋂
n=1

[an, bn] , r′ ∈
∞⋂
n=1

[an, bn] , 则
∣∣r − r′

∣∣ ≤ bn − an → 0(n→ ∞),故 r = r′.

即这样的 r是唯一的.

4. 设 ∀n，有 a ≤ xn ≤ b先证 ∃x0 ∈ [a, b], ∀δ > 0, (x0 − δ, x0 + δ)中必含有 {xn}
的无限项. 如果不然. ∀x ∈ [a, b],∃δx > 0,使 (x− δx, x+ δx)只含 {xn}的有限项记
E =

{
(x− δx, x+ δx) |∀x ∈ [a, b], 使 (x− δx, x+ δx) 只含 {xn} 的有限项

}
, 则

E是 [a, b]的一个覆盖. 由有限覆盖定理，知存在 E 中有限个开区间

(x1 − δ1, x1 + δ1) (x2 − δ2, x2 + δ2) · · · (xn − δn, xn + δn)

所以 {xi − δi, xi + δi}均只含 {xn}的有限项. 与 ∀n,有 a ≤ xn ≤ b矛盾. 所以结论

成立。

特别地，取 δk =
1

k
, 则 ∃xnk

∈
(
x0 −

1

k
, x0 +

1

k

)
, 而且 nk > nk−1, 则 {xnk

} 为

{xn}的子数列且收敛于 x0.定理证完

5. (1)取 [a, b]的开覆盖为 {(n− 1, n+ 1) | n ∈ Z}
(2)取开覆盖为 {(a− 1, b+ 1)}，则 supA = b+ 1 > b，但是 b+ 1 /∈ A

3.6 数列的上极限和下极限

3.6.1 练习题

1. (1) lim
n→∞

xn = 1, lim
n→∞

xn = 0

(2) lim
n→∞

xn = 1, lim
n→∞

xn = −1

(3) lim
n→∞

xn = +∞, lim
n→∞

xn = 0

(4) lim
n→∞

xn = +∞, lim
n→∞

xn = 0

2. 设 a = lim
n→∞

yn,存在子列 {ynk
} , lim

nk→+∞
ynk

= a，则 xnk
≥ ynk

，则 {xnk
}存在收敛

子列
{
xnk2

}
收敛于 b,可得 b ⩾ a，故

lim
n→+∞

xn ⩾ lim
n→∞

yn

类似可得

lim
n→+∞

xn ⩾ lim
n→∞

yn

3. ∀ε > 0, ∃N ,当 n > N 时有

xn < lim
n→∞

xn + ε

则

Sn =
x1 + · · ·+ xN + · · ·+ xn

n
≤ x1 + · · ·xN

n
+
n−N

n

(
lim

n→+∞
xn + ε

)
可得 lim

n→∞
Sn ≤ lim

n→∞
xn + ε，由 ε的任意性可得 lim

n→∞
Sn ⩽ lim

n→∞
xn

类似可得 lim
n→+∞

xn ≤ lim
n→+∞

Sn
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3.6 数列的上极限和下极限

4. 必要性：当 lim sup
n→∞

n
√
an ⩽ 1时,取定 l > 1,则存在一个 N ∈ N∗,使得当 n > N 时,

有

0 ⩽ n
√
an <

1 + l

2

即

0 ⩽ an <

(
1 + l

2

)n

则有

0 ⩽ an
ln

<

(
(l + 1)/2

l

)n

→ 0(n→ ∞)

所以由夹逼定理知 lim
n→∞

an/l
n = 0

充分性：用反证法. 如果 lim sup
n→∞

n
√
an > 1, 不妨设 lim

n→∞
sup n

√
an = a, 则有一子列

{akn}趋于 a,取 l ∈ (1, a),下面说明矛盾.

令 ε < a− l,存在 N ∈ N∗,使得对 kn > n > N 都有∣∣∣a1/knkn
− a
∣∣∣ < ε

即 akn > (a− ε)kn > lkn .所以 akn/l
kn > 1,即有

lim sup
n→∞

an
ln

> 1

这与 an/l
n → 0(n→ ∞)矛盾.

5. 先证左端不等式：设

lim
n→∞

inf
an+1

an
= q

如果 q = +∞, 有 lim
n→+∞

an+1

an
= +∞ 可得 lim

n→+∞
n
√
an = lim

n→+∞

an+1

an
= +∞. 当

q = 0时显然成立不妨设 0 < q < +∞.于是对任意的 ε > 0,存在 N 当 n ⩾ N 时

, an+1/an > q − ε.特别有

aN+1

aN
> q − ε,

aN+2

aN+1
> q − ε, · · · , aN+k

aN+k−1
> q − ε

把这些不等式的两边分别乘起来,得 aN+k > (q − ε)kaN ,或者

an > aN (q − ε)−N (q − ε)n

于是

n
√
an >

n

√
aN (q − ε)−N (q − ε)

由此即得

lim
n→∞

inf n
√
an ≥ q − ε

再令 ε→ 0,即得所要证的不等式

右端不等式类似可得。

6. 设 {an}是一个数列 , E 是由 {an}的全部极限点构成的集合. 记

a∗ = supE, a∗ = inf E

则 a∗ ∈ E
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3.6 数列的上极限和下极限

证明 若 a∗ = +∞,则此时 E 无上界,从而 {an}也没有上界. 因此,从 {an}中可选
出一个子列 akn → +∞(n→ ∞),于是得 a∗ ∈ E

如果 a∗ = −∞,那么 E 中只含唯一的元素 ,即 E = {−∞},这时 , lim
n→∞

an = −∞
如果 a∗ 是一个有限数,为了证明 a∗ ∈ E,必须且只需证明可以从数列 {an}中选出
一个子列收敛于 a∗。因为 a∗ = supE,故必存在一个 l1 ∈ E,使得

a∗ − 1 < l1 < a∗ + 1

l1作为 {an}的某一子列的极限,一定存在正整数 k1,使得

a∗ − 1 < ak1 < a∗ + 1

同理，存在 l2 ∈ E,使得

a∗ − 1

2
< l2 < a∗ +

1

2

l2作为 {an}的某一子列的极限,一定有正整数 k2 > k1,使得

a∗ − 1

2
< ak2 < a∗ +

1

2

归纳可得:对任何 n ∈ N∗,存在 kn,满足 kn > kn−1 > · · · > k1,使得

a∗ − 1

n
< akn < a∗ +

1

n

由此可知 , lim
n→∞

akn = a∗ ∈ E

类似可得 a∗ ∈ E

7. 设 lim
n→+∞

xn = a则 ∀ε > 0，∃N, n > N 时有

xn < a+ ε⇒ −xn > −a− ε

可得

lim
n→+∞

−xn ≥ −a− ε

由 ε的任意性可得 lim
n→+∞

−xn ≥ −a

又存在子列 {xnk
}收敛于 a，可得 lim

nk→+∞
−xnk

= −a，故 lim
n→+∞

−xn = −a

8.

lim
n→∞

xn = − lim
n→+∞

−xn = − lim
n→+∞

inf
k≥n

{−xk} = lim
n→+∞

sup
k≥n

{xk}

9. (1)有限数 b是数列 {xn}的上极限⇔对任意的 ε > 0，(b− ε, b+ ε)中均含有 {xn}
中的无穷多项，同时 ∃N,n > N 时有 xn < b+ ε；(2) +∞是数列 {xn}的上极限等
价于 {xn}无上界；(3)−∞是数列 {xn}的上极限等价于 {xn}趋于负无穷。
只证 (1)，其余类似。利用 lim

n→+∞
xn= − lim

n→∞
−xn 可得，b 是数列 {xn} 的上极限

⇔−b是数列 {−xn}的下极限⇔对任意的 ε > 0，(−b− ε,−b+ ε)中均含有 {−xn}
中的无穷多项，同时 ∃N,n > N 时有−xn > −b−ε⇔对任意的 ε > 0，(b−ε, b+ε)
中均含有 {xn}中的无穷多项，同时 ∃N,n > N 时有 xn < b+ ε

于是 (1)得证。
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3.7 对于教学的建议

10.

sup
k≥n

{xk}+ sup
k=n

{yk} ⩾ xk + yk (k ≥ n)

可得

sup
k⩾n

{xk}+ sup
k≥n

{yk} ≥ sup
k≥n

{xk + yk}

令 n→ +∞可得
lim
n→∞

xn + lim
n→∞

yn ⩾ lim
n→+∞

(xn + yn)

11.
lim

n→+∞
xn = lim

n→+∞
(xn + yn − yn) ⩾ lim

n→+∞
(xn + yn) + lim

n→+∞
(−yn)

= lim
n→+∞

(xn + yn)− lim
n→+∞

yn

故

lim
n→∞

xn + lim
n→∞

yn ⩾ lim
n→+∞

(xn + yn)

lim
n→+∞

yn = lim
n→+∞

(yn + xn − xn) ⩽ lim
n→+∞

(xn + yn) + lim
n→+∞

(−xn)

= lim
n→+∞

(xn + yn)− lim
n→+∞

xn

故

lim
n→∞

xn + lim
n→∞

yn ⩽ lim
n→+∞

(xn + yn)

3.7 对于教学的建议

3.7.1 第一组参考题

1. ⇒:有界列的子列仍然是有界列，所以会有收敛子列。

⇐:如果数列无界，则存在子列趋于正无穷或者负无穷，此时这个子列就没有收敛

子列矛盾，故数列有界。

2. 反证法. 若结论不对，则存在 ε0 > 0, 以及 {ank
} , 使得 |ank

− a| ⩾ ε0(k = 1

2, · · · ). 由于 {ank
} 是有界列, 故存在收敛子列

{
anki

}
, 使得 lim

i→∞
anki

= a. 这与∣∣∣anki
− a
∣∣∣ ⩾ ε0矛盾. 证毕。

3. 如果每个邻域内有界，根据有限覆盖定理可知存在有限个领域覆盖，取这有限个邻

域上函数的界的最大值即可。在开区间上不一定，考虑 tanx在 (−π
2
,
π

2
)上无界但

是在区间内任意一个点的邻域内均有界。

4. ∀ε > 0，令

E = {x0 < b|f(x)在[a− ε, x0]上单调增加}

则 E ̸= ∅，只需证 supE = b，若 supE < b，考虑 supE 充分小的邻域 (supE −
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δ, supE + δ)则存在 x0 ∈ E 使得

x0 ∈ (supE − δ, supE)

故 f(x)

[
a− ε, supE +

δ

2

]
上严格单调递增，这与 supE 是 E 的上确界矛盾。

5. (Stolz,
∗
∞
型)设 {bn}是严格递增且趋于 +∞的数列. 如果

lim
n→∞

an − an−1

bn − bn−1
= A (1)

那么

lim
n→∞

an
bn

= A (2)

其中 A可以是 +∞−∞.

（a）先设 A为有限数.由式 (1)知，对任意的 ε > 0,存在 n0,当 n ⩾ n0时，有

A− ε <
an − an−1

bn − bn−1
< A+ ε

由此得

A− ε <
an0 − an0−1

bn0 − bn0−1
< A+ ε

A− ε <
an0+1 − an0

bn0+1 − bn0

< A+ ε

· · ·

A− ε <
an − an−1

bn − bn−1
< A+ ε

因而有

A− ε <
an − an0−1

bn − bn0−1
< A+ ε

即

A− ε <
an
bn

− an0−1

bn

1− bn0−1

bn

< A+ ε

于是得

(A− ε)

(
1− bn0−1

bn

)
+
an0−1

bn
<
an
bn

< (A+ ε)

(
1− bn0−1

bn

)
+
an0−1

bn

从而得

A− ε ⩽ lim
n→∞

inf
an
bn

⩽ lim
n→∞

sup
an
bn

⩽ A+ ε

再令 ε→ 0,即得

A ⩽ lim
n→∞

inf
an
bn

⩽ lim
n→∞

sup
an
bn

⩽ A

由此即知式 (2)成立。

(b) 设 A = +∞, 由式 (1) 知, 当 n 充分大时, 有 an − an−1 > bn − bn−1 > 0, 因而

{an}也是严格递增且趋于 +∞的数列. 现在把式 (1)写成

lim
n→∞

bn − bn−1

an − an−1
= 0

由 (a) , 知 lim
n→∞

bn
an

= 0, 因而 lim
n→∞

an
bn

= +∞
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(c)设 A = −∞,记 cn = −an,那么

lim
n→∞

cn − cn−1

bn − bn−1
= − lim

n→∞

an − an−1

bn − bn−1
= +∞

由 (b) ,知 lim
n→∞

cn
bn

= +∞, 因而 lim
n→∞

an
bn

= −∞
6. 首先当 {bn}有无穷多项为 0时, {anbn}也有无穷多项为 0,因为 {anbn} , {bn}非负,

则有

lim inf
n→∞

bn = lim inf
n→∞

(anbn) = 0

而

lim inf
n→∞

an · lim sup
n→∞

bn ⩾ 0

可以知道不等式

lim inf
n→∞

an · lim inf
n→∞

bn ⩽ lim inf
n→∞

(anbn) ⩽ lim inf
n→∞

an · lim sup
n→∞

bn

成立,下面证明 {bn}只有有限多项为 0时的情况,这等价于当 bn > 0时的情况。

只需说明

inf
k⩾n

ak · inf
k⩾n

bk ⩽ inf
k⩾n

(akbk) ⩽ inf
k⩾n

ak · sup
k⩾n

bk

因为 {bn}非负,可以得到

inf
k⩾n

ak · inf
k⩾n

bk ⩽ akbk

固定 n,可以知道 inf
k⩾n

ak · inf
k⩾n

bk是 {akbk : k ⩾ n}的一个下界,由下确界的定义可以

知道

inf
k⩾n

ak · inf
k⩾n

bk ⩽ inf
k⩾n

(akbk)

再令 n→ ∞,有

lim inf
n→∞

an · lim inf
n→∞

bn ⩽ lim inf
n→∞

(anbn)

再令 n→ ∞,有

lim inf
n→∞

an · lim inf
n→∞

bn ⩽ lim inf
n→∞

(anbn)

再证明后一部分,令 cn = anbn,则 an = cn/bn.则有

inf
k⩾n

ak = inf
k⩾n

ck
bk

⩾ inf
k⩾n

ck · inf
k⩾n

1

bk

= inf
k⩾n

(akbk) ·
1

supk⩾n bk

移项后再令 n→ ∞,就可以得到

lim inf
n→∞

(anbn) ⩽ lim inf
n→∞

an · lim sup
n→∞

bn

7. 下证如下不等式

lim inf
n→∞

an+1

an
⩽ lim inf

n→∞
n
√
an ⩽ lim

n→∞
sup n

√
an ⩽ lim sup

n→∞

an+1

an

设

lim
n→∞

inf
an+1

an
= q
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如果 q = +∞, 有 lim
n→+∞

an+1

an
= +∞ 可得 lim

n→+∞
n
√
an = lim

n→+∞

an+1

an
= +∞. 当

q = 0时显然成立

不妨设 0 < q < +∞.于是对任意的 ε > 0,存在 N 当 n ⩾ N 时 , an+1/an > q − ε.

特别有
aN+1

aN
> q − ε,

aN+2

aN+1
> q − ε, · · · , aN+k

aN+k−1
> q − ε

把这些不等式的两边分别乘起来,得 aN+k > (q − ε)kaN ,或者

an > aN (q − ε)−N (q − ε)n

于是

n
√
an >

n

√
aN (q − ε)−N (q − ε)

由此即得

lim
n→∞

inf n
√
an ≥ q − ε

再令 ε→ 0,即得

lim
n→∞

inf
an+1

an
⩽ lim

n→∞
inf n

√
an

设

lim sup
n→∞

an+1

an
= q

如果 q = +∞,不等式当然成立.故不妨设 q < +∞. 于是对任意 ε > 0,存在 N 当

n ≥ N 时 ,
an+1

an
< q + ε.特别有

aN+1

aN
< q + ε,

aN+2

aN+1
< q + ε, · · · , aN+k

aN+k−1
< q + ϵ

把这些不等式乘起来得 aN+k < (q + ε)kaN ,或者

an < aN (q + ε)−N (q + ε)n

n
√
an <

n

√
aN (q + ϵ)−N (q + ϵ)

由此即得

lim sup
n→∞

n
√
an ⩽ q + ε

再让 ε→ 0,即得

lim
n→∞

sup n
√
an ⩽ lim sup

n→∞

an+1

an

综上可得

lim inf
n→∞

an+1

an
⩽ lim inf

n→∞
n
√
an ⩽ lim

n→∞
sup n

√
an ⩽ lim sup

n→∞

an+1

an

故

lim
n→∞

n
√
xn = l
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8. 若 lim
n→∞

an ̸= a，则存在子列 {ank
}使得

lim
nk→+∞

ank
= b ̸= a

则

lim
k→+∞

an1 + · · ·+ ank

k
= b ̸= a

矛盾

9. 用反证法. 如果

lim sup
n→∞

n

(
1 + an+1

an
− 1

)
< 1

则存在一个 N ∈ N∗,当 n > N 时

n

(
1 + an+1

an
− 1

)
< 1

经过变形后可以得到
an
n

− an+1

n+ 1
>

1

n+ 1

由此可以看出 {an/n}是一个严格递减的数列,因为

Sk =
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ · · ·+ 1

n+ k
→ +∞, k → ∞

故一定存在一个 k0,使得 Sk0 > an/n,此时

an+k0

n+ k0
<
an
n

− Sk0 < 0

这与 an > 0矛盾.

10. 用反证法。如果

lim sup
n→∞

(
x1 + xn+1

xn

)n

< e

则存在一个 N ∈ N∗,当 n > N 时(
x1 + xn+1

xn

)n

< e <

(
1 +

1

n− 1

)n

即为
x1 + xn+1

xn
< 1 +

1

n− 1

整理之后可以得到
xn
n− 1

− xn+1

n
>
x1
n

与上题同理，可以导出矛盾。

3.7.2 第二组参考题

1. lim
n→+∞

na = +∞，故存在 n使得 na > b

2. 若A无最大值则 supA ∈ B，则 supA就是B中最小值，若 ∃b ∈ B，使得 b < supA

由于 ∀x ∈ A, x < b⇒ sup A ⩽ b矛盾

若 A有最大值类似可得 B 无最小值。

3. 由于A,B是非空的,可设存在 a ∈ A, b ∈ B.不妨设 a < b,于是 [a, b] ⊂ E.用区间的
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中点 (a+b)/2将此区间平分.如果此中点属于A,那么取 a1 = (a+b)/2, b1 = b;否则

,令 a1 = a, b1 = (a+b)/2.按照作对分区间套的办法，可作出闭区间套 [ ak, bk],其中

ak ∈ A, bk ∈ B (k ∈ N∗) .设这些区间的公共点为 c,则有 ak → c, bk → c(k → ∞).

很明显,如果 c ∈ A,是 bn ∈ B 的极限，若 c ∈ B 则是 an ∈ A的极限

4. x0 =
√
7, x1 =

√
7−

√
7, xn+2 =

√
7−

√
7 + x

n
, n = 0, 1, 2, · · ·

令 f(x) =

√
7−

√
7 + x,则 f(x) = x⇔ x = 2

f ′(x) =
−1

4
√
7 + x

√
7−

√
7 + x

则

|xn+2 − 2| = |f (xn)− f(2)| =
∣∣f ′(ξ)∣∣ · |xn − 2| 0 ≤ ξ ≤

√
7

由于 ∣∣f ′(ξ)∣∣ ≤ 1

4
√
7 ·
√
7−

√
7 +

√
7

< 1

故 {x2n}和 {x2n−1}均收敛于 2可得 {xn}收敛于 2

5. 在等式中取 yn = −xn(n ∈ N),则得

0 = lim
n→∞

xn − lim
n→∞

xn, lim
n→∞

xn = lim
n→∞

xn

故 {xn}收敛
6. (1)对任意正整数 N ,由 {xn}是正数列及 lim

n→∞
xn = 0,必存在 n使得

xn < min {x1, x2, . . . , xN}

现设 n是满足该条件的最小正整数，则

xk ≥ min {x1, x2, . . . , xN} , k = N + 1, N + 2, . . . , n− 1

而显然亦有

xk ≥ min {x1, x2, . . . , xN} , k = 1, 2, . . . , N

故

xn < xk, k = 1, 2, . . . , n− 1

注意这里的正整数 N 是任意的，因而存在无穷多个满足条件的 n .

(2)设 lim
n→+∞

xn = c > 0，存在 {xnk
}收敛于 c，则 ∀ε > 0，∃N,nk ⩾ N 时

xnk+1

xnk

>
c− ε

xnk

可得

lim
k→+∞

xnk+1

xnk

≥ 1− ε

c

由 ε的任意性可得

lim
k→+∞

xnk+1

xnk

⩾ 1
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即得

lim
n→+∞

xn+1

xn
⩾ 1

7. |xn+1| ≤
1

|q|
|yn|+

|p|
|q|

|xn| ⇒ {xn}有界。

设 {xn}的上极限为 A，下极限为 B。对

yn − pxn = qxn+1

两边分别取上极限和下极限可得

qA+ pB = qB + pA

(q − p)(A−B) = 0

A = B

8. 不妨设 A = 0，不然考虑

{
xn − A

3

}
则

lim
n→∞

(
x2n − A

3
+ 2

(
xn − A

3

))
= 0

所以不妨设A = 0，只需证 lim
n→∞

xn = 0.设 lim
n→∞

xn = a,则存在一个子列 {xkn} ,使
得 lim

n→∞
xkn = a,因为 {xn}有界,则 a为有限数。则有

lim
n→∞

(x2kn + 2xkn) = lim
n→∞

x2kn + 2 lim
n→∞

xkn = 0

故可知 lim
n→∞

x2kn = −2a,由上极限的定义可知 −2a ⩽ a,即 a ⩾ 0.又因为

lim
n→∞

(x4kn + 2x2kn) = lim
n→∞

x4kn + 2 lim
n→∞

x2kn = 0

所以 lim
n→∞

x4kn = 4a, 再由上极限的定义可知 4a ⩽ a, 即 a ⩽ 0. 这迫使 lim
n→∞

an =

a = 0,同理可以证明 lim
n→∞

an = 0.所以 lim
n→∞

an = 0

9. 对任意的 a ∈ [−1, 1],设 φ = arcsin a

引理：我们先证明，对任意的 δ > 0，存在无穷多组正整数对 (m,n)使得

|n− 2mπ| < δ

取一个正整数 N 使得 N >
1

δ
,令 xk = 2kπ − [2kπ], k = 1, 2, . . . , N + 1则我们有

xk ∈ [0, 1),从而在这 N + 1个数中，存在两个数 xi, xj(i < j)使得

|xi − xj | <
1

N
< δ

代入 xi, xj 的表达式，就得到

|([2jπ]− [2iπ])− 2(j − i)π| < 1

N
< δ

由于

[2jπ]− [2iπ]

≥ 2(j − i)π − |([2jπ]− [2iπ])− 2(j − i)π|

> 2π − 1

N
≥ 2π − 1 > 0

故 [2jπ] − [2iπ]是正整数，显然 j − i也是正整数，所以我们证明了，存在这样的
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两个正整数 n = [2jπ]− [2iπ], m = j − i,使得

|n− 2mπ| < δ

假设这样的正整数对只有有限个，那么根据 2π的无理性，这有限个正整数对(m,n)

对应的 |n− 2mπ|都是正数，而其它的正整数对 (m,n)对应的 |n− 2mπ|都不小于
正数 δ,这表明全体 |n− 2mπ|具有最小值（并且这个最小值是正的）.但根据 δ > 0

的任意性和刚刚证明的 (m,n)的存在性，这是不可能的. 综上，这样的 (m,n)有无

穷多个，引理证毕.

回到原题，对于任意的 ε > 0，不妨设 ε < 1，然后考虑: 首先在引理中取 δ = ε,然

后设正整数对 (m0, n0)满足

|n0 − 2m0π| < ε

如果 n0 − 2m0π < 0,令 f(k) = 3 + n0k − 2m0kπ − φ,则

f(0) = 3− φ ≥ 3− π

2
> 1 > ε, f(k)− f(k − 1) ∈ (−ε, 0)

所以一定存在正整数 k使得 f(k) ∈ (0, ε)类似地，如果 n0 − 2m0π > 0,令 f(k) =

n0k− 2 (1 +m0k)π − φ,同理可证存在正整数 k使得 f(k) ∈ (0, ε)总之，两种情况

下，都能构造出正整数对 (m,n)，使得

0 < n− 2mπ − φ < ε

如果这样的正整数对只有有限组，取其中使得 |n− 2mπ−φ|最小的一组 (m1, n1) ,

则不存在正整数对 (m,n),使得

0 < n− 2mπ − φ < n1 − 2m1π − φ

这和已证的结论矛盾. 从而我们证明了对于任意的 ε > 0, 存在无穷多组正整数对

(m,n),使得

0 < n− 2mπ − φ < ε

注意到此时我们有

| sinn− sinφ| = | sinn− sin(2mπ + φ)| ≤ |n− 2mπ − φ| < ε

显然，如果存在两个正整数对 (m1, n1) , (m2, n2) ,使得 0 < ni − 2miπ − φ < ε(i =

1, 2),且 ε < 1,则 n1 = n2 蕴含m1 = m2 故对于任意的 ε ∈ (0, 1),存在无穷多个正

整数 n,使得 | sinn− sinφ| < ε又由于 a = sinφ,所以对任意的 ε > 0,数列 {sinn}
有无穷多项属于 (a− ε, a+ ε),原命题得证.

10. 若记 S 为 {xn}的全体极限点的集合,求证 S = [l, L]

如果 l = L,命题显然成立. 下面考虑 l < L,因为 L和 l分别为 {xn}的上下极限,则

S ⊂ [l, L].则只需证明 [l, L] ⊂ S

用反证法, 任取 x ∈ [l, L], 如果 x /∈ S, 即说明对任意小的 ε > 0, 存在 N0, 使得

n > N0时, xn ∈ [l, L]− (x− ε, x+ ε),同时 (x− ε, x+ ε) ⊂ [l, L],下面说明矛盾.

记 S1 = [l, x− ε], S2 = [x+ ε, L],如果 S1, S2中只有一个区间包含了 {xn}中无穷多
个点,不妨设为 S1,那么存在N > N0,当 n > N 时, xn < x− ε < L,这与 L是 {xn}
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的上极限矛盾. 如果两个区间内都含有 {xn}中无穷多个点,那么对任意的 N > N0,

必存在 n0 > N,使得 xn0+1与 xn0 分居在 S1与 S2,否则就化为第一种情况,而此时

正是

|xn0+1 − xn0 | ⩾ 2ε

与 lim
n→∞

(xn+1 − xn) = 0矛盾. 故[l, L] ⊂ S.
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第 4章 函数极限

4.1 函数极限的定义

4.1.1 练习题

1. 不妨在 −1

2
< x <

1

2
的范围内考虑已知

1√
1 + x+

√
1− x

在

(
−1

2
,
1

2

)
上有界，且

恒大于 0，设存在M > 0，使得∣∣∣∣ 1√
1 + x+

√
1− x

∣∣∣∣ < M

(
x ∈

(
−1

2
, 0

)
∪
(
0,

1

2

))
∀ε > 0，取 δ =

ε

2M
则 0 < |x| < δ时有∣∣∣∣√1 + x−

√
1− x

x
− 1

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ 2√
1 + x+

√
1− x

− 1

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣√1 + x− 1 +
√
1− x− 1√

1 + x+
√
1− x

∣∣∣∣ < M |
√
1 + x− 1 +

√
1− x− 1|

< M |
√
1 + x− 1|+M |

√
1− x− 1|

=M
|x|

|
√
1 + x+ 1|

+M
| − x|

|
√
1− x+ 1|

< 2M |x| < 2M · ε

2M
= ε

故

lim
x→0

√
1 + x−

√
1− x

x
= 1

2. ∀ε > 0，取 δ = min

{
1

5
,
2

5
ε

}
，当 0 < |x− 1| < δ时有∣∣∣∣ x2 + x− 2

x (x2 − 3x+ 2)
+ 3

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣3x2 − 5x+ 2

x(x− 2)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣(x− 1)(3x− 2)

x(x− 2)

∣∣∣∣
= |x− 1| · |3x− 2|

|x||x− 2|
< |x− 1|

8
5

4
5 · 4

5

<
5

2
|x− 1| < 5

2
· 2
5
ε = ε

故极限为-3

3. ∀ε > 0，取M = max

{
5,

1

ε
+ 2

}
, x > M 时有∣∣x2 − x
∣∣ > ∣∣x2 − x− 2

∣∣
则 ∣∣∣∣ x+ 1

x2 − x

∣∣∣∣ < |x+ 1|
|x2 − x− 2|

=
1

|x− 2|
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又 x− 2 >
1

ε
> 0，故

1

|x− 2|
< ε，所以∣∣∣∣ x+ 1

x2 − x

∣∣∣∣ < ε

则极限为 0

4.
lim

x→−1

x3 − ax2 − x+ 4

x+ 1

= lim
x→−1

x3 + x2 − (a+ 1)x2 − (a+ 1)x+ ax+ a+ 4− a

x+ 1

= lim
x→−1

x2 − (a+ 1)x+ a+
4− a

x+ 1

可得当 a = 4时，极限存在，极限为 lim
x→−1

x2 − 5x+ 4 = 10

5. 由

lim
x→2

x2 + ax+ b

x2 − x− 2
= 2

知 x2 + ax+ b = 0在 x = 2时，故 b = −4− 2a，而∣∣∣∣x2 + ax+ b

x2 − x− 2
− 2

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣(x− 2)(x+ 2 + a)

(x+ 1)(x− 2)
− 2

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣a− x

x+ 1

∣∣∣∣
若 x→ 2，应有

∣∣∣∣a− x

x+ 1

∣∣∣∣∣∣∣∣a− x

x+ 1

∣∣∣∣→ 0，故 a = 2，此时 b = −4− 2a = −8

6. (1)a < −1时有 ∣∣∣∣∣a+ sin 1
x

x

∣∣∣∣∣ =
∣∣a+ sin 1

x

∣∣
|x|

>
|a+ 1|
|x|

由于

lim
x→0+

|a+ 1|
|x|

= +∞

，知 a < −1时可以

(2)a > 1时 ∣∣∣∣∣a+ sin 1
x

x

∣∣∣∣∣ > |a− 1|
x

由 lim
x→0+

|a− 1|
x

= +∞知 a > 1也可以

(3)a ∈ [−1, 1]时，∃θ0 ∈ (0, 2π)使得

a+ sin θ0 = 0

取

x1 =
1

θ0
x2 =

1

θ0 + 2π
· · · · · ·xn =

1

θ0 + 2nπ

则 ∣∣∣∣∣a+ sin 1
xk

xk

∣∣∣∣∣ = 0 < 1

故

lim
x→0+

a+ sin 1
x

x
̸= ±∞
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7. ∀ε > 0，取 δ = min
{α
2
,
αε

2

}
, ∀x ∈ (a− δ, a) ∪ (a, a+ δ)有

(i)x ∈ (α, α+ δ)时有

| lnx− lnα| = ln
x

α
= ln

(x
α
− 1 + 1

)
<

1

α
(x− α)

<
1

α
· αε = ε

(ii)当 x ∈ (α− δ, α)时，有
α

2
< x <

3

2
α

| lnx− lnα| = ln
α

x
= ln

(α
x
− 1 + 1

)
<

(α− x)

x
<

αε
2
α
2

= ε

故

x ∈ Oδ(a)− {a}

时 | lnx− lnα| < ε，故 lim
x→α

lnx = lnα

8. 取 δ = 1，考虑x ∈ (a−1, a)与 (a, a+1)上的情况，首先证 f(x) = ea+1(x−a)+ea−ex

在 (a, a+ 1)恒大于 0

f(a) = 0

f ′(x) = ea+1 − ex > 0 (x < a+ 1)

故 f(x) > 0，即

ex − ea < ea+1(x− a)

同理可证当 a− 1 < x < a时

ea − ex < ea+1(a− x)

∀ε > 0，取 δ = min
{
1,

ε

ea+1

}
，当 0 < |x− a| < δ时

|ex − ea| < ea+1|x− a| < ea+1 · ε

ea+1
= ε

故 lim
x→a

ex = ea

9. 设 lim
x→0

f(x) = A，则 ∀ε > 0, ∃δ, ∀0 < |x| < δ,有

|f(x)−A| < ε

∀ε > 0，取 δ′ =
3
√
δ，∀0 < |x| < δ′，有

|f(x3)−A| < ε

故 lim
x→0

f(x) = A⇒ lim
x→0

f
(
x3
)
= A

若 lim
x→0

f
(
x3
)
= A，则 ∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀ 0 < |x| < δ有

|f
(
x3
)
−A |< ε

其中 x3可以是
(
0, δ3

)
与
(
−δ3, 0

)
上的任意数

∀ε > 0，取 δ′ = δ3，∀0 < |x| < δ3有

|f(x)−A| < ε
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4.2 函数极限的基本性质

故 lim
x→0

f(x)与 lim
x→0

f
(
x3
)
同时存在或不存在,而当它们存在时必相等

10. 不一定，取

f(x) =

 1 x为正数 (x ≥ 0)

−1 x为负数 (x < 0)

则 lim
x→0

f(x)不存在，但是 lim
x→0

f
(
x2
)
= 1

11. 任取一点 x0，∀δ > 0则 (x0 − δ, x0) , (x0, x0 + δ)上必有无理数 x1和有理数 x2，不

妨设极限存在，为 A， lim
x→0

D(x) = A

∀ε > 0,∃δ > 0, x ∈ Oδ (x0)− {x0}时，有

|D(x)−A| < ε

不妨取 ε =
1

3
，将代入知

|D (x1)−A| < 1

3
|D (x2)−A| < 1

3

即 |A| < 1

3
|1−A| < 1

3
有 |A|+ |1−A| < 2

3
，但是

|A|+ |1−A| > |(A) + (1−A)| = 1

矛盾，故 D(x)在 x0无极限，由 x0的任意性，则 D(x)在每一点都是无极限。

12. 考虑

f(x) =

 x , x为有理数

1 , x为无理数

则 f(x)只在 x = 1极限存在。

13. 设 f(x) 的周期为 T，则任取 x0，有 f (x0) = f (x0 + nT )，由于 lim
x→+∞

f(x) = 0，

令 n→ +∞，有 f (x0) = 0，由 x0的任意性可得 f(x) ≡ 0

14. 若 f 为周期函数，且 f(x)为有理分式函数，且 f(x)非常值函数。

由于 f(x)为有理分式函数，则 lim
x→+∞

f(x) = 0, A(A ̸= 0),±∞这三种情况。
(1)若 lim

x→+∞
f(x) = 0，则由上题知 f(x) ≡ 0矛盾

(2)若 lim
x→+∞

f(x) = A，则令 h(x) = f(x)−A则 lim
x→+∞

h(x) = A−A = 0，h(x)也

是周期函数，从而有 h(x) ≡ 0, f(x) ≡ A矛盾

(3)若 lim
x→+∞

f(x) = ∞，这与 f(x)是周期函数矛盾。

综上，可得任何非常值的周期函数不可能是有理分式函数。

4.2 函数极限的基本性质

4.2.1 练习题

1. (1)
xk

ax
=

(
x

(ak)
x

)k

令 b = a
1
k 知 b > 1，则考虑

x

bx
在 x→ +∞时的情况。

令 f(x) =
x

bx
，则

f ′(x) =
bx − bx ln b · x

b2x
=

1− x ln b

bx
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4.2 函数极限的基本性质

则在

(
1

ln b
,+∞

)
上，f(x) 单调递减，由命题 4.2.2 知 lim

x→+∞

x

bx
的极限必然存在，

由 Heine归结原理知

lim
x→+∞

x

bx
= lim

n→∞

n

bn
= 0 (b > 1)

可得

lim
x→+∞

xk

ax
= lim

x→+∞

( x
bx

)k
= 0

(2)
lnx

xk
=

1

k
· lnx

k

xk
做代换 t = xk 知 lim

x→+∞

lnx

xk
= lim

t→+∞

ln t

t
再做代换 y = ln t知

lim
t→+∞

ln t

t
= lim

y→+∞

y

ey

由（1）知

lim
y→+∞

y

ey
= 0

故

lim
x→+∞

(
lnx

xk

)
= lim

x→+∞

1

k
· lnx

k

xk
=

1

k
lim

y→+∞

y

ey
= 0

(3)

lim
x→∞

x
√
a = lim

x→∞
e

1
x
ln a = elimx→+∞

1
x
·ln a = 1

(4)

lim
x→+∞

x
√
x = lim

x→+∞
e

1
x
lnx = elimx→+∞

ln x
x = 1

2.

lim
y→+∞

√
1 + y3√

y2 + y3 +
√
y

= lim
y→+∞

√
1
y3

+ 1√
1
y + 1 + 1√

y

=
limx→+∞

√
1
y3

+ 1

limy→+∞

(√
1
y + 1 + 1√

y

) =
limy→+∞

√
1
y3

+ 1

limy→+∞
√

1
y + 1 + limy→+∞

1√
y

=
1

1 + 0
= 1

3.

lim
x→+∞

(
x2 − 1

x2 + 1

)x−1
x+2

= lim
x→+∞

e
x−1
x+2

ln x2−1

x2+1

= e
limx→+∞

x−1
x+2

ln x2−1

x2+1

= e
limx→+∞

1− 1
x

1+ 2
x

limx→+∞ ln
1− 1

x2

1+ 1
x2

= e1·0 = 1
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4. 令 n
√
1 + x− 1 = t，则 x = (t+ 1)n − 1则

原式 = lim
t→0

t

(t+ 1)n − 1
= lim

t→0

t

t2 + ntn−1 · · ·+ nt

= lim
t→0

1

tn−1 + ntn−2 · · ·+ n
=

1

n
5.

lim
x→0

f(bx)

x
= lim

x→0

f(bx)

bx
· b = lim

bx→0

f(bx)

bx
· b

= lim
x→0

f(x)

x
· b = bl

6. 由第四题

lim
x→0

n
√
1 + x− 1

x
=

1

n

知

lim
x→0

√
1 + sinx−

√
1− sinx

sinx
= lim

x→0

√
1 + sinx− 1

sinx
+ lim

x→0

√
1− sinx− 1

− sinx

令 sinx = t知

原式 = lim
t→0

√
1 + t− 1

t
+ lim

t→0

√
1− t− 1

−t
=

1

2
+

1

2
= 1

7. f 的值域 S = {y|存在x ∈ (a,+∞),使得f(x) = y}
不妨设 f 单调增，设 β = supS，由上确界的定义知 ∀ε > 0,∃x0 ∈ (a,+∞) 使得

f (x0) > β − ε则 ∀ε > 0，取M = x0, ∀x > M 有

β − ε < f (x0) < f(x) < β

故 lim
x→+∞

f(x) = β

8. f(x)为 (a, b)上的单调增加函数，则 lim
x→b

f(x)存在，由 Heine归结原理知

lim
x→b

f(x) = lim
n→∞

f (xn) = A

则（2）得证

令 S = {y | y = f(x), x ∈ (a, b)}，则 B = supS，由上确界定义得 ∀ε > 0，有 x0，

使得 B − ε+ f (x0) < B 取 δ = b− x0，则 ∀x ∈ (b− δ, b)有

B − ε < f (x0) < f(x) < B

由 ε的任意性可知

lim
x→b

f(x) = B

由极限的唯一性得 B = A，故 A是区间 (a.b)上函数 f 得上界。

9. 取 ε = A− C > 0，由极限得定义知，∃M > 0，当 x > M 时

|f(x)−A| < ε

A− ε < f(x) < A+ ε

即

f(x) > A− (A− C) = C

故命题得证。
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4.2 函数极限的基本性质

10.

lim
x→a−

f(x) = A < lim
x→a+

f(x) = B

取 ε =
B −A

2
> 0, ∃δ1 > 0, ∀x ∈ (a− δ1, a)有

|f(x)−A| < B −A

2

由此可知 f(x) <
A+B

2

取 ε =
B −A

2
> 0, ∃δ2 > 0, ∀y ∈ (a, a+ δ)有

|f(y)−B| < B −A

2

由此可知 f(y) >
A+B

2
取 δ = min {δ1, δ2}，则 ∀x ∈ (a− δ, a)时

f(x) <
A+B

2

∀y ∈ (a, a+ δ)有

f(y) >
A+B

2

即 f(y) > f(x)

11. f(x)在 x0左侧极限存在⇔存在 A,对 ∀ {xn}单增趋于 x0，均有 lim
n→∞

f (xn) = A

⇒：显然
⇐：若 lim

x→x−
0

f(x)不存在，则 ∃ε0 > 0，使得 ∀δ > 0, ∃x ∈ (x0 − δ, x0)有

|f(x)−A| ⩾ ε0

取 δ1 = 1，则 ∃x1，使得
|f (x1)−A| ⩾ ε0

取 δ2 = min

{
1

2
, |x1 − x0|

}
，则 ∃x2 ∈ (x0 − δ2, x0)，使得

|f (x2)−A| ≥ ε0

依次下去。取 δn = min

{
1

n
, |xn−1 − x0|

}
，则 ∃xn ∈ (x0 − δn, x0)使得

|f (xn)−A| ⩾ ε0

则 {xn}单增趋于 x0，但是 lim
n→+∞

f (xn) ̸= A，矛盾。

类似可得。f(x) 在 x0 右侧极限存在 ⇔ 存在 A，对 ∀ {xn} 单减趋于 x0，均有

lim
n→+∞

f (xn) = A

回到本题，不妨设 f(x)单增，∀x0, {xn}单增趋于 x0，则 {f(xn)}单增且 f (xn) ⩽
f (x0)，故 lim

n→∞
f (xn)存在。

设 {yn} 是另一单增趋于于 x0 的数列，则 ∀yn，存在 xnk
，使得 yn ≤ xnk

，则

f (yn) ⩽ f (xnk
)，故

lim
n→+∞

f (yn) ≤ lim
n→+∞

f (xn)
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4.3 两个重要极限

同理

lim
n→+∞

f (xn) ≤ lim
n→∞

f (yn)

故 lim
n→∞

f (xn) = lim
n→+∞

f (yn)，故 f(x)在 x0的左侧极限存在，类似可得右侧极限

也存在。

4.3 两个重要极限

4.3.1 练习题

1. (1)取 t =
1

x
得

lim
t→0+

(
2

π
arctan

1

t

) 1
t

= lim
t→0+

(
2

π

(π
2
− arctan t

)) 1
t

= lim
t→0+

(
1− 2

π
arctan t

)− π
2 arctan t

·
1
t

− 2
2 arctan t

= lim
t→0+

[(
1− 2

π
arctan t

)− 2
2 arctan t

]− 2 arctan t
π·t

= lim
t→0+

e−
2
π

arctan t
t = e−

2
π

(2)令 t =
π

2
− x t→ 0+则

原式 = lim
t→0+

[
sin
(π
2
− t
)]tan(x

2
−t)

= lim
t→0+

[cos t]
1

tan t

= lim
t→0+

(
1− 2 sin2

t

2

)− 1

2 sin2 t
2
·

1
tan t

− 1
2 sin2 t

2

= lim
t→0+

[(
1− 2 sin2

t

2

)− 1

2 sin2 t
2

]−2 sin2 t
2

tan t

= lim
t→0+

e
−2·( t

2)
2

t = 1

(3)

原式 = lim
x→∞

(
x2−1
x2

)x2

(
x2+1
x2

)x2 = lim
x→∞

(
1− 1

x2

)−x2·(−1)(
1 + 1

x2

)x2 = e−2

(4)令 t =
π

2
− x则

原式 = lim
t→0+

[
cos
(x
2
− t
)]t

= lim
t→0+

(sin t)t

= lim
t→0+

et ln(sin t) = lim
t→0+

e
t

sin t
·sin t ln sin t

= 1
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4.3 两个重要极限

(5)
lim
x→0

sin 2x− 2 sinx

x3

= lim
x→0

2 sinx cosx− 2 sinx

x3
= lim

x→0

2 sinx(cosx− 1)

x3

= lim
x→0

sinx

x
· 2 ·

−2 sin2 x
2

x2

= lim
x→0

1 · 2 ·
−2 ·

(
x
2

)2
x2

= −1

(6)令 y = 1− x, y → 0，则

原式 = lim
y→0

y tan
(π
2
(1− y)

)
= lim

y→0
y
cos π

2 y

sin π
2 y

=
2

π

2. (1)由

0 <

∣∣∣∣sinxx
∣∣∣∣ < 1

|x|

则令 x→ +∞可得
lim

x→+∞

sinx

x
= 0

(2)

原式 = lim
x→+∞

e
ln(1+x)

x = elimx→+∞
ln(1+x)
1+x

· 1+x
x = 1

3. 由下一题立刻得到

4.

lim
x→0

f(x) = lim
x→0

(
ax1 . . .+ axn

n
− 1 + 1

) 1
x

= lim
x→0

(
ax1 . . .+ axn

n
− 1 + 1

) 1
ax1+...+axn

n −1

·
ax1+···+ann

n −1

x

= lim
x→0

e

ax1 ...+axn
n −1

x

= lim
x→0

e
1
n

∑n
i=1

axi −1

x = e
1
n

∑n
i=1 ln ai

= eln
n
√
a1a2···an =

√
a1a2 · · · an

5.

lim
n→∞

n∏
k=1

cos
x

2k
= lim

n→∞

cos x
2 cos

x
22
. . . cos x

2n · sin x
2n

sin x
2n

由 sin 2x = 2 sinx cosx知上式变形为

lim
n→∞

sinx

2n · sin x
2n

= lim
n→∞

sinx

2n · x
2n

=
sinx

x

再由 cos 2θ = −1 + 2 cos2 θ 可得 cos θ =

√
1

2
+

1

2
cos 2θ，取 x =

π

2
知 cos

x

2
=
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4.4 无穷小量、有界量、无穷大量和阶的比较

√
1

2
, cos

x

4
=

√
1

2
+

1

2

√
1

2
故

sinx

x
=

√
1

2

√
1

2
+

1

2

√
1

2
. . .

则
1√

1
2

√
1
2 + 1

2

√
1
2 · · ·

=
π
2

sin π
2

=
π

2

4.4 无穷小量、有界量、无穷大量和阶的比较

4.4.1 练习题

1. (1)
√
1 + tanx−

√
1− tanx =

2 tanx√
1 + tanx+

√
1− tanx

∼ tanx ∼ 2x(x→ 0)

故为 1阶

(2)

lnx− ln a = ln
x

a
= ln

(x
a
− 1 + 1

)
∼ 1

a
(x− a)(x→ a) a > 0

故为 1阶

(3)

ax − 1ax − 1 = ex ln a − 1 ∼ ln a · x(x→ a) a > 0

故为 1阶

(4)

ax
2 − bx

2
= bx

2

[(a
b

)x2

− 1

]
∼
(a
b

)x2

− 1 ∼ x2 ln
a

b
(x→ 0, a, b > 0)

故为 2阶

(5)令 t = x− 1则

原式 = ln
(
t+ 1 + cos

π

2
(t+ 1)

)
= ln

(
1 + t− sin

π

2
t
)

∼ t− sin
π

2
t

而

lim
t→0

t− sin π
2 t

t
= lim

t→0

t

t
− lim

t→0

sin x
2 t

t
= 1− x

2

故

t− sin
π

2
t ∼

(
1− π

2

)
t

故为 1阶

(6)令 t = x− 1则 t→ 0+故

原式 = ln(t+ 1) ln t ∼ tan t

由 lnx = o
(
x−α

) (
x→ 0+

)
(α > 0)知阶数为 1− ε任意 ε > 0
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4.4 无穷小量、有界量、无穷大量和阶的比较

2. f(x)− f
(x
2

)
= o(x)可知 lim

x→0

f(x)− f
(
x
2

)
x

= 0又由 lim
x→0

f(x)

x
极限存在可知

lim
x→0

f(x)

x
= lim

x→0

f
(
x
2

)
x

= lim
x→0

f
(
x
2

)
x
2

· 2 = 2 lim
x→0

f(x)

x

故 lim
x→0

f(x)

x
= 0，所以 f(x) = o(x) (x→ 0)

3. 等价于证

lim
x→+∞

lnx

xε
= 0 lim

x→+∞

xε

ax
= 0

以及

lim
x→+∞

ax

xx
= 0

其中前两个在第四章第二节第一题中已证。故只需证明 lim
x→+∞

ax

xx
= 0(a > 1)当 x

充分大时，
a

x
< 1且 x > 1有

0 <
∣∣∣(a
x

)x∣∣∣ < a

x

令 x→ +∞有 a

x
→ 0由夹逼准则可得

lim
x→+∞

(a
x

)x
= 0

4. (1)

lim
x→0

ln
(
sin2 x+ ex

)
− x

ln (x2 + e2x)− 2x

= lim
x→0

ln
(
sin2 x
ex + 1

)
ln
(

x2

e2x
+ 1
) = lim

x→0

sin2 x

x2
· ex

= lim
x→0

ex = 1

(2)
lim

x→+∞
(x+ 1)

[
ln
(
x2 + x

)
− 2 ln(x+ 1)

]
= lim

x→+∞
(x+ 1) ln

(
1− 1

1 + x

)
= lim

x→+∞
(x+ 1) ·

(
− 1

1 + x

)
= −1

(3)

lim
x→0

√
1 + x− 6

√
1 + x

3
√
1 + x− 1

= lim
x→0

√
1 + x− 6

√
1 + x

1
3x

= lim
x→0

√
1 + x− 1

1
3x

− lim
x→0

6
√
1 + x− 1

1
3x

= lim
x→0

1
2x
1
3x

− lim
x→0

1
6x
1
3x

= 1

(4)

lim
x→0

√
cosx− 3

√
cosx

sin2 x

= lim
x→0

√
cosx · 1− cosx

sin2 x

= lim
x→0

1 ·
2 sin2 x

2

sin2 x
=

1

2
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4.5 对于教学的建议

(5)

lim
x→0

(3 + 2 sinx)x − 3x

tan2 x

= lim
x→0

3x
[(
1 + 2

3 sinx
)x − 1

]
x2

= lim
x→0

ex ln(1+ 2
3
sinx) − 1

x2

= lim
x→0

x ln
(
1 + 2

3 sinx
)

x2
= lim

x→0

x · 2
3 sinx

x2
=

2

3

(6)

lim
t→0

(
arcsint
t

) 1
t2

= elimt→0
1
t2

ln( arcsin t
t )

= elimt→0

ln( arcsin t
t −1+1)
t2 = elimt→0

arcsin t
t2

−1

t2

= elimt→0
arcsin t−t

t3 = elimt→0
arcsin t−t

arcsin3 t (arcsin t ∼ t)

令 x = arcsin t，故 t→ 0 x→ 0

原式 = elimx→0
x−sin x

x3 = elimx→0
1−cos x

3x2 = elimx→0
2 sin2 x

2
3x2 = e

1
6

4.5 对于教学的建议

4.5.1 参考题

1. 不妨设 f(x) 单调递增，由 lim
n→∞

f (xn) = A 可知 ∀ε > 0,∃N，当 n > N 时有

|f (xn)−A| < ε 令 δ = xn − a，则 ∀x ∈ (a, xn)，存在 c 满足 a < x < c，取

ε = c− a，由 lim
n→∞

xn = a知 ∃K，当 k > K 时

|xk − a| < c− a

又由于 xk > a恒成立，故 xk < c取 xn+k 知 n+ k > N 时有

|f (xn+k)−A| < ε

又由 n+ k > K 知 xn+k < c < x，即无论 x取 (a, xn)中任意数，有 n, k使得

a < xn+k < x < xn

又由于 f(x)单调递增则

f (xn+k) < f(x) < f (xn)

又 |f (xn)−A| < ε，|f (xn+k)−A| < ε，则

A− ε < f (xn+k) < f (x) < f (xn) < A+ ε

即 |f(x)−A |< ε，故 lim
x→a+

f(x) = A

2. (反证法)设 lim
n→∞

xn ̸= a，∃ε0 > 0, ∀N , ∃n > N，使得

|xn − a| ⩾ ε0
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又由 xn ∈ [a, b]知 xn ≥ a+ ε0，取 ε = f
(
a+

ε0
2

)
− f(a), ∀N, ∃n > N 有

xn ≥ a+ ε0, |f(xn)− f(a) |= f (xn)− a

≥ f (a+ ε0)− f(a) > f
(
a+

ε0
2

)
− f(a) = ε

知

|f (xn)− f(a)| > ε

故 lim
n→∞

f (xn) ̸= f(a)矛盾，故 lim
n→∞

xn = a

3. (1)成立，⇒：由 lim
x→a

f(x) = A知 ∀ε > 0, ∃δ > 0，当 0 < |x− a| < δ时

|f(x)−A| < ε

∀δ > 0,∃N 当 n > N 时，0 < |xn − a| < δ，则有

|f (xn)−A| < ε

故 lim
n→∞

f (xn) = A

⇐：(反证法)，设 lim
x→a

f(x) ̸= A，则不妨设 lim
x→a+

f(x) ̸= A

∃ε0 > 0, ∀δ > 0, 0 < x− a < δ中存在 x，使得

|f(x)−A |⩾ ε0

取 δ1 = 1，∃x1 ∈ {x | 0 < x− a < 1}使得

|f (x1)−A| ≥ ε0

取 δ2 = min

{
1

2
, x1 − a

}
，知 ∃x2 ∈ {x | 0 < x− a < δ2}有

|f (x2)−A| ≥ ε0

......依次下去

取 δn = min

{
1

n
, xn−1 − a

}
,知 ∃xn ∈ {x | 0 < x− a < δn}

|f (xn)−A| ≥ ε0

故 xn单调递减趋于 a，但是 lim
n→∞

f (xn) ̸= A矛盾，故 lim
x→a

f(x) = A

(2)成立，⇒：由 lim
x→a

f(x) = A知 ∀ε > 0, ∃δ > 0，当 0 < |x− a| < δ时

|f(x)−A| < ε

∀δ > 0,∃N 当 n > N 时，0 < |xn − a| < δ，则有

|f (xn)−A| < ε

故 lim
n→∞

f (xn) = A

⇐：(反证法)，设 lim
x→a

f(x) ̸= A，则 ∃ε0, ∀δ > 0, ∃x ∈ Oδ(a)− {a}使得

|f(x1)−A| ≥ ε0

取 δ1 = 1，∃x1 ∈ Oδ1(a)− {a}，使得

|f (x1)−A| ≥ ε0
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取 δ2 = min

{
1

2
, |x1 − a|

}
,∃x2 ∈ Oδ2(a)− {a}，使得

|f(x2)−A| ≥ ε0

......依次下去

取 δn = min

{
1

n
, |xn−1 − a|

}
,∃xn ∈ Oδn(a)− {a}有

|f(xn)−A| ≥ ε0

则可知 {xn}满足 lim
n→∞

xn = a, xn ̸= a, |xn+1 − a| < |xn − a|，但是 lim
n→∞

f (xn) ̸=
A矛盾，故 lim

x→a
f(x) = A

4.
sin

√
x+ 1− sin

√
x = 2 sin

√
x+ 1−

√
x

2
cos

√
x+ 1 +

√
x

2

= 2 sin
1

2(
√
x+ 1 +

√
x)

cos

√
x+ 1 +

√
x

2

令 t =
1

2(
√
x+ 1 +

√
x)
，则

原极限 = lim
t→0

2 sin t cos
1

4t
= 0

当 α ≥ 1时，lim
t→0

2 sin t cos 1
4t

tα
不存在；当 α < 1时，极限为 0

5. (i)若 a > 1则

原式 = lim
x→+∞

e
ln(ax−1)−ln x(a−1)

x

= elimx→+∞
ln(ax−1)−ln x(a−1)

x

= e
limx→+∞

ln(ax−1)
x

−limx→+∞
ln(a−1)x
(a−1)x

·(a−1)

由于

lim
x→+∞

ln (ax − 1)

x
= ln a

故原极限 = a

(ii)若 0 < a < 1则

原极限 = lim
x→+∞

e
ln(1−ax)−ln x(1−a)

x

= elimx→+∞
ln(1−ax)

x
− ln x

x
− In(1−a)

x

由于 lim
x→+∞

ln (1− ax)

x
= 0，故原极限 = 1

6. (1) ∀x有
|f(x)| ⩽ | sinx| ⩽ |x |

当 x ̸= 0时，有

∣∣∣∣f(x)x
∣∣∣∣ ≤ 1，由于

lim
x→0

f(x)

x
= a1 + 2a2 · · ·+ nan

故 ∣∣∣∣ limx→0

f(x)

x

∣∣∣∣ = |a1 + 2a2 · · ·+ nan| ⩽ 1
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(2)x > 0时，有 ∣∣∣∣f(x)x
∣∣∣∣ ⩽ 1

由于

lim
x→0

f(x)

x
= limx→0 a1

ln(1 + x)

x
. . .+ an

ln(1 + nx)

x
= a1 + 2a2 · · ·+ nan

故 ∣∣∣∣ limx→0

f(x)

x

∣∣∣∣ = |a1 + 2a2 · · ·+ nan| ⩽ 1

7. 由于

sinnx = n sinx

(
1− n2 − 1

3
sin2 x+ o

(
sin2 x

))
则

lim
x→0

sinx− n sinx

x3
= lim

x→0

−n(n2−1)
3 sin3 x+ o

(
sin3 x

)
x3

= −
n
(
n2 − 1

)
3

+ lim
x→0

o
(
sin3 x

)
sin3 x

· sin
3 x

x3

= −
n
(
n2 − 1

)
3

+ lim
x→0

o
(
sin3 x

)
sin3 x

= −
n
(
n2 − 1

)
3

8. (1)若 x为有理数 x =
p

q
，取m > q知m!x为整数，故 cos(πm!x)2n = 1

(2)若 x为无理数，则无论m取何值，cos (πm!x)中 xm!x ̸= kx(k = 0,±1,±2 · · · )
故 |cos (xm!x)| < 1则

lim
n→∞

[cos(πm!x)]2n = 0

故 lim
m→∞

lim
n→∞

[cos(πm!x)]2n = 0

9. (1)在 (0,+∞)上任取一个数 x0，由 lim
x→+∞

f(x) = A(a为有限数) ∀ε > 0, ∃N，当
x > N 时

|f(x)−A| < ε

任意 ε > 0有

f (x0) = f (2x0) . . . · = f (2mx0) . . . . . .

则存在m使得 2mx0 > N，则

|f (2mx0)−A| < ε

故 |f (x0)−A| < ε，由 ε的任意性可得 f (x0) = A再由 x0的任意性可得 f(x) = A

(2)若 0 < a < 1则

f(x) = f(ax) = · · · = f (anx)

可得

f(x) = lim
n→+∞

f (anx) = f
(
0+
)
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若 a > 1则

f(x) = lim
n→+∞

f (anx) = f(+∞)

10. f在 x = 0附近有界，故 ∃δ使得 x ∈ Oδ(0)−{0}时有 |f(x)| < M，由 f(ax) = bf(x)

知 x ∈ O δ
a
(0)−{0}时 |f(x)| < M

b
以此类推可得 x ∈ O δ

an
(0)−{0}时有 |f(x)| < M

bn

∀ε > 0,∃m使得 M

bm
< ε，令 δ′ =

δ

am
则 ∀x ∈ Oδ′(0)− {0}有

|f(x)| < M

bm
< ε

故 lim
x→0

f(x) = 0

11. 对于 1 ≤ a ≤ 2,因为 f 单调递增,可知
f(x)

f(x)
≤ f(ax)

f(x)
≤ f(2x)

f(x)

由夹逼准则可得 lim
x→+∞

f(ax)

f(x)
= 1;

对于 0 < a < 1,存在 n使得
1

2n
≤ a <

1

2n−1
,此时有

f
(

x
2n

)
f(x)

≤ f(ax)

f(x)
≤
f
(

x
2n−1

)
f(x)

因为 lim
x→+∞

f(x)

f(2x)
= 1,所以

f
(

x
2n

)
f(x)

=
f
(

x
2n

)
f
(

x
2n−1

) f ( x
2n−1

)
f
(

x
2n−2

) · · · f (x2)
f(x)

=
f
(

x
2n

)
f
(
2 x
2n

) f ( x
2n−1

)
f
(
2 x
2n−1

) · · · f (x2)
f
(
2x
2

) → 1, (x→ +∞)

再次由夹逼逼准则可得 lim
x→+∞

f(ax)

f(x)
= 1;

对于 a > 2,经过和 0 < a < 1类似的讨论后，可得 lim
x→+∞

f(ax)

f(x)
= 1,综上 ,对于

a > 0,均有 lim
x→+∞

f(ax)

f(x)
= 1

12. 利用下面第 14题，取 T = 1, g(x) = x即可

13. 利用下面第 14题,取 T = 1, g(x) = xn+1可得

lim
x→+∞

f(x)

xn+1
= lim

x→+∞

f(x+ 1)− f(x)

(x+ 1)n+1 − xn+1

而

lim
x→+∞

f(x+ 1)− f(x)

(n+ 1)xn
= lim

x→+∞

f(x+ 1)− f(x)

(x+ 1)n+1 − xn+1
· (x+ 1)n+1 − xn+1

(n+ 1)xn

又

lim
x→+∞

(x+ 1)n+1 − xn+1

(n+ 1)xn
= lim

x→+∞

(n+ 1)xn + C2
n+1x

n−1 · · · · · ·+ (n+ 1)x+ 1

(n+ 1)xn
= 1

故

lim
n→+∞

f(x+ 1)− f(x)

(n+ 1)xn
= lim

x→+∞

f(x+ 1)− f(x)

(x+ 1)n+1 − xn+1

14. (i)当 l为有限数时,由

lim
x→+∞

f(x+ T )− f(x)

g(x+ T )− g(x)
= l
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∀ε > 0,∃M > 0(M ≥ a),∀x > M,有∣∣∣∣f(x+ T )− f(x)

g(x+ T )− g(x)
− l

∣∣∣∣ < ε

由题意,进而有

(l − ε)[g(x+ T )− g(x)] < f(x+ T )− f(x)

< (l + ε)[g(x+ T )− g(x)] (1)

对 ∀x ∈ (M,M + T ], ∀n ∈ N+,有 x+ nT > M,由 (1)式,依次有

(l − ε)[g(x+ 2T )− g(x+ T )] < f(x+ 2T )− f(x+ T )

< (l + ε)[g(x+ 2T )− g(x+ T )]

(l − ε)[g(x+ 3T )− g(x+ 2T )] < f(x+ 3T )− f(x+ 2T )

< (l + ε)[g(x+ 3T )− g(x+ 2T )]

. . . . . .

(l − ε)[g(x+ nT )− g(x+ (n− 1)T )]

< f(x+ nT )− f(x+ (n− 1)T )

< (l + ε)[g(x+ nT )− g(x+ (n− 1)T )]

将上面的式子相加，得到

(l − ε)[g(x+ nT )− g(x)] < f(x+ nT )− f(x)

< (l + ε)[g(x+ nT )− g(x)]

注意到 lim
x→+∞

g(x) = +∞,故 g(x+ nT ) > 0,有

(l − ε)

[
1− g(x)

g(x+ nT )

]
+

f(x)

g(x+ nT )
<
f(x+ nT )

g(x+ nT )

< (l + ε)

[
1− g(x)

g(x+ nT )

]
+

f(x)

g(x+ nT )

由于 f(x), g(x)在[a,+∞)内闭有界 , lim
x→+∞

g(x) = +∞故

lim
n→∞

(
1− g(x)

g(x+ nT )

)
= 1, lim

n→∞

f(x)

g(x+ nT )
= 0

故对上述 ε > 0,∃N ∈ N+, ∀n > N, ∀x ∈ (M,M + T ],有∣∣∣∣f(x+ nT )

g(x+ nT )
− l

∣∣∣∣ < (l + 1)ε+ ε2

于是, ∀y > M +NT, ∃x0 ∈ (M,M + T ],∃n > N 使得

y = x0 + nT∣∣∣∣f(y)g(y)
− l

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣f (x0 + nT )

g (x0 + nT )
− l

∣∣∣∣ < (l + 1)ε+ ε2

故

lim
x→+∞

f(x)

g(x)
= l

(ii)当 l = +∞,由

lim
x→+∞

f(x+ T )− f(x)

g(x+ T )− g(x)
= +∞
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∀G > 0,∃M > 0,∀x > M,有

f(x+ T )− f(x)

g(x+ T )− g(x)
> G

对 ∀x ∈ (M,M + T ], ∀n > N+,有 x+ nT > M,所以

f(x+ T )− f(x) > G[g(x+ T )− g(x)] > 0

f(x+ 2T )− f(x+ T ) > G[g(x+ 2T )− g(x+ T )] > 0

· · ·
f(x+ nT )− f(x+ (n− 1)T ) > G[g(x+ nT )− g(x+ (n− 1)T ) > 0

将上面的式子相加，得到

f(x+ nT )− f(x) > G[g(x+ nT )− g(x)]

f(x+ nT )

g(x+ nT )
> G

[
1− g(x)

g(x+ nT )

]
+

f(x)

g(x+ nT )

由于 f(x), g(x)在 [a,+∞)内闭有界 , lim
x→+∞

g(x) = +∞故

lim
n→∞

(
1− g(x)

g(x+ nT )

)
= 1, lim

n→∞

f(x)

g(x+ nT )
= 0

故对上述 G > 0,∃N ∈ N+, ∀n > N, ∀x ∈ (M,M + T ],有

f(x+ nT )

g(x+ nT )
> G

于是, ∀y > M +NT, ∃x0 ∈ (M,M + T ],∃n > N,使

y = x0 + nT

f(y)

g(y)
=
f (x0 + nT )

g (x0 + nT )
> G

故

lim
x→+∞

f(x)

g(x)
= +∞

(iii)当 l = −∞,只需令 h(x) = −f(x),利用 (ii)的结果即可证明。

15. 由

lim
x→0

f(x)− f
(
x
2

)
x

= 0

知 ∀ε > 0,∃δ, 0 < |x| < δ时，有∣∣∣∣∣f(x)− f
(
x
2

)
x

∣∣∣∣∣ < ε

在 0 < |x| < δ任取一点 x0则∣∣∣f (x0)− f
(x0
2

)∣∣∣ < ε |x0| · · · · · · (1)∣∣∣f (x0
2

)
− f

(x0
22

)∣∣∣ < ε
∣∣∣x0
2

∣∣∣ · · · · · · (1)
· · ·∣∣∣f ( x0

2m−1

)
− f

( x0
2m

)∣∣∣ < ε · |x0|
2m−1

· · · · · · (m)
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由于 ε, |x0|已知 lim
x→0

f(x) = 0故对于 ε · |x0| , ∃M > 0, m > M 时，有∣∣∣f ( x0
2m

)∣∣∣ < ε |x0|

(1) + (2) · · ·+ (m)可得∣∣∣f (x0)− f
( x0
2m

)∣∣∣ < ∣∣∣f (x0)− f
(x0
2

)∣∣∣+ . . .+
∣∣∣f ( x0

2m−1

)
− f

( x0
2m

)∣∣∣
< εx0

(
1 +

1

2
· · ·+ 1

2m−1

)
< 2ε |x0|

再由

|f (x0)| <
∣∣∣f (x0)− f

( x0
2m

)∣∣∣+ ∣∣∣f ( x0
2m

)∣∣∣
< ε |x0|+ 2ε |x0| = 3ε |x0|

知 ∣∣∣∣f (x0)x0

∣∣∣∣ < 3ε

即 ∀ε > 0,∃δ, ∀x0 ∈ {x|0 < |x |< δ}时，有∣∣∣∣f(x0)x0

∣∣∣∣ < 3ε

即 lim
x→0

f(x)

x
= 0，故 f(x) = o(x) (x→ 0)
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第 5章 连续函数

5.1 连续性概念

5.1.1 思考题

1. 有定义知 f2和 |f |在 a处连续，但是反之不成立，例如：

f =

 1 x为有理数

−1 x为无理数

它在定义域上任意一点 a都不连续，但是 f2和 |f |再 a处连续。

2. 不一定

f + g连续：f = sgnx, g = − sgnx，考虑在 x = 0处的情形；

f + g不连续：f = sgnx, g = sgnx考虑在 x = 0处的情形；

f · g连续：

f(x) =

 1, x ≥ 0

−1, x < 0
, g(x) =

 −1, x ≥ 0

1 x < 0

考虑在 x = 0处的情形；

f · g不连续：f = g =
1

x
在 x = 0处。

3. 任取 (a, b)内一点 x0，则存在 [x0 − δ, x0 + δ]包含 x0

∵ f 在 a, b内每个闭区间连续

∴ f 在 [x0 − δ, x0 + δ]上连续

∴ f 在 x0连续

∴由 x0任意性，知 f 在 a, b上连续

4. (1)f 在 R上连续

(2)f 在除 x = 0外连续，x = 0为第二类间断点

(3) f 在 x ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1)连续，x = 0为第一类间断点

5. (1)x = 0为第一类间断点（跳跃间断点）

(2)x为整数时为第一类间断点（跳跃间断点）

(3)x为整数时为可去间断点

(4)g(f(x))在定义域上无间断点

(5)x = −1为第二类间断点（无穷间断点）；x = 0为可去间断点；x = 1为可去间

断点

(6)y(x)的定义域为 [−1, 0) ∪ (0, 1],x =
1

p
,(p是不为 0的整数)为跳跃间断点；x = 0

为可去间断点

5.1.2 练习题

1. 两个叙述：
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5.1 连续性概念

(a). lim
x→a

f(x) ̸= f(a)

(b). 存在 xn，虽 xn收敛于 a，但 lim
n→∞

f (xn) ̸= f(a)

要证： lim
x→x0

f(x) = f (x0) ⇔, 任何以 x0 为极限的数列 xn(xn ̸= x0), 有 f (xn) →
f (x0)

必要性：

∵ lim
x→x0

f(x) = f (x0),故对任意 ε > 0,存在 δ > 0,当 0 < |x− x0| < δ时，有

|f(x)− f (x0)| < ε

但 xn → x0，故对此 δ > 0,有正整数 N，当 n > N 时，|xn − x0| < δ

又因 xn ̸= x0，故 |xn − x0| < δ可改为 0 < |xn − x0| < δ

而对适合这个不等式的 n,显然有 |f (xn)− f (x0)| < ε，当 n > N 时成立，这就证

明了 {f (xn)}以 f(x0)为极限

充分性：

（反证法）假设 lim
x→x0

f(x) ̸= f (x0),则对某个 ε > 0,不能找到极限定义中的 δ,即对

任意 δ > 0, 都可以找到 x′,0 <
∣∣x′ − x0

∣∣ < δ, 使
∣∣f (x′)− f (x0)

∣∣ ⩾ ε。若取 δ 为

1,
1

2
,
1

3
, . . .，得到 x1, x2, x3, . . . ,适合

0 < |x1 − x0| < 1, |f (x1)− f (x0)| ⩾ ε

0 < |x2 − x0| <
1

2
, |f (x2)− f (x0)| ⩾ ε

· · · · · · · · ·

可看出 xn → x0 (n → ∞), xn ̸= x0，而 f(xn) 不以 f(x0) 为极限，与假设矛盾，

证毕。

2. (1)x为整数时为第一类间断点 (跳跃间断点)

(2)f(x)无间断点

(3)x为整数时为第一类间断点（可去间断点）

(4)x = −1时为第二类间断点（无穷间断点）；x = 0及 x = 1：第一类间断点（跳

跃间断点）

3. (反证法) 假设不存在这么一个 ε ∈ [a, b], 使得 f(ε) = A。记 f 在 x0 处取到最大

值 f(x0), 在 x1 处取最小值 f(x1)。因 f 连续，故 f 可取遍 [f (x1) , f (x0)] 中所

有值。故由假设，知 A > f (x0) 或 A < f (x1). 考虑 A > f (x0)(A < f (x1) 同

理)，记m = A− f (x0)，则对 [a, b]中任一 xn，无论 n多大，都有 |f (xn)−A| ⩾
|f (x0)−A| > m

2
，与 lim

n→∞
f (xn) = A矛盾！结论证完。

4. (a). x = 0时，f(0) = lim
x→0

f(x) = 1

(b). x < 0时，f(x) = f
(
x2
)
= f(1)

(c). x > 0时，由题意，

f(x) = f
(
x

1
2

)
= f

(
x

1
4

)
= − · · ·+ f

(
x

1
2n

)
故

f(x) = lim
n→∞

f
(
x

1
2n

)
= f

(
lim
n→∞

x
1
2n

)
= f(1)
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5.1 连续性概念

综上

f(x) ≡ f(1)

5.

max{f, g} =
f + g

2
+

|f − g|
2

min{f, g} =
f + g

2
− |f − g|

2

可得max{f, 9},min{f, g} ∈ C(I)

6.

f(x) = f1(x) + f2(x) + f3(x)−max {f(x), f2(x), f3(x)} −min {f1(x), f2(x), f3(x)}

由第五题结论及连续性质，知 f(x)连续

7. fn(x) = max{−n,min{f(x), n}}，则 f(x)连续⇒ fn(x)连续

fn(x)连续⇒ f(x)在 (−n, n]连续，对 ∀n成立，故 fn(x)连续。

8. 任取定义域上有理点 x0, 则 D(x0) = 1, 任取一收敛于 x0 的无理点列 xn, 则

lim
n→∞

D (xn) = 0 ̸= 1, 再取一收敛于 x0 的有理点列 {tn}，则 lim
n→∞

D (tn) = 1，

∴ D(x)在 x0 处极限不存在 ∴ D(x)在 x0 不连续，且为第二类间断点。由 x0 任意

性，知 D(x)在所有有理点均不连续，且所有有理点均为第二类间断点。当所考虑

的点为无理点，也可做类似讨论，并得出同样的结果。综上可知D(x)处处不连续。

9. 例：

f =

 x, x是有理数

−x, x是无理数

f(x)只在 x = 0处连续

10. 若 ∃x0使得 f (x0) = 0，则 ∀x，有

f(x) = f (x− x0 + x0) = f (x0) f (x− x0) = 0

则设 f(x)不变号，则

f(x) = f
(x
2
+
x

2

)
= f2

(x
2

)
> 0

故 f(x)恒正，令 g(x) = ln f(x)，则

g(x+ y) = g(x) + g(y)

可得 g(x) = g(1)x⇒ ln f(x) = x ln f(1)⇒ f(x) = (f(1))x

11.

∵ f

(
x+ y

2

)
=

1

2
[f(x) + f(y)]

∴ f(x)即是凸函数也是凹函数，又因 f(x)连续，故 f 为 R上的线性函数

∴ f 在 R上每一点斜率相同，任意 f 上两点连线斜率相同

∴ f(x)− f(0)

x− 0
=
f(1)− f(0)

1− 0
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5.2 零点存在定理与介值定理

即

f(x) = [f(1)− f(0)]x+ f(0)

12. ⇐:

lim
∂→0+

wf (a, δ) = 0

∴ ∀ε > 0,∃δ > 0,当 x ∈ Oδ(a)时，有

|f(x)− f(a)| < wf (a) = ε

∴ f 在 a连续

⇒:

∵ f 在 a处连续

∴ ∀ε > 0,∃δ > 0,当 x ∈ Oδ(a)时，有

|f(x)− f(a)| < ε

2

∴ wf ⩽ 2|f(x)− f(a)| < ε

即

lim
∂→0+

wf (a, δ) = 0

5.2 零点存在定理与介值定理

5.2.1 练习题

1. 考虑 [x1, xn]上的

F (x) = f(x)− f (x1) + f (x2) + · · ·+ f (xn)

n

显然 F 在 [x1, xn]上连续

若 x1, x2 · · ·xn同为 [x1, xn]上的最大值（最小值同理），则取 ε = x1即满足题意

以下考虑 x1, x2 · · ·xn不全为 [x1, xn]上的最大（小）值的情况：

由闭区间连续函数性质，f(x)在 [x1, xn]必有最值。设 f 在 x0 处取得最大值，在

x1取最小值，则有

nf (x1) < f (x1) + · · ·+ f (xn) < nf (x0)

∴ F (x0) =
nf (x0)− [f (x1) + f (x2) + · · ·+ f (xn)]

n
> 0 , F (x1) < 0

由零点存在定理，存在 ε ∈ [x1, xn],使得 F (ε) = 0，即

f(s) =
f (x1) + f (x2) + · · ·+ f (xn)

n

2. 设圆周
S =

{
(x, y); (x− x0)

2 + (y − y0)
2 = R2

}
= {(x0 +R cos θ, y0 +R sin θ), θ ∈ R}
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5.2 零点存在定理与介值定理

定义 g : R→ R为

g(θ) = f (x0 +R cos θ, y0 +R sin θ)

则 g为周期为 2π的函数

再定义

h(θ) = g(θ)− g(θ + π), θ ∈ [0, 2π]

则

h(0) · h(π) = [g(0)− g(π)] · [g(x)− g(2π)] < 0

∴由介值定理，∃0 ≤ ε ⩽ π, s.t. h(ε) = 0，即 g(ε) = g(ε + π),即 f(ε) = f(ε + π),

原结论得证。

3. 设 xj =
jπ

n
(0 ⩽ j ⩽ 2π)，则 Cn (xj) =

n∑
k=0

ak cos kxj，因
n−1∑
k=0

|ak| < an，故当 k

为奇数时（偶数同理）：

Cn (xk+1) = a0 + a1 cosxk+1 + · · ·+ an−1 cos(n− 1)xk+1 + an > 0

Cn (xk) = a0 + a1 cosxk+1 + · · ·+ (−an) < 0

∴由介值定理，Cn (x)在 (xk, xk+1) (0 ⩽ k ⩽ 2n − 1)内均有一零点，即 Cn (x)

在 [0, 2π)内至少有 2n个零点。

4. 设 f(x) =
a1

x− b1
+

a2
x− b2

+
a3

x− b3
，则

lim
x→b+1

f(x) = +∞, lim
x→b−2

f(x) = −∞ lim
x→b+2

f(x) = +∞, lim
x→b−3

f(x) = −∞

∴存在足够小的 δ,使得 f (b1 + δ) > 0, f (b2 − δ) < 0, f (b2 + δ) > 0, f (b3 − δ) < 0，

再由介值定理知结论成立。

5. (1)由 lim
x→−∞

f(x) = −∞ lim
x→+∞

f(x) = +∞，再由连续函数介值定理可证。
(2)可以无实根的例子：x2 + 1，由 lim

x→−∞
f(x) = lim

x→+∞
f(x) = +∞，以及 f(0) =

a2n < 0知 f(x)至少有 2实根

6. 设 f(x) = x17 +
215

1 + cos2 3x
− 18，则 x17 +

215

2
− 18 ⩽ f(x) ⩽ x17 + 215− 18

故 lim
x→−∞

f(x) = −a, lim
x→+9

f(x) = +∞，由介值定理知结论成立
7. 结论：f 必为常数，结论如下：

假设 f 不是常数，设 f 最大值为M ,最小值为m,则由介值定理，对 [m,M ]的某一

无理数 y0,必存在 x0,使得 f (x0) = y0，故 f 可取无理数，这与 f 只取有理数矛盾。

8. (反证法)假设存在 a ≤ x1 < x2 < b，使得 f (x1) ⩾ f (x2)，则有以下情况：

(a). f (x1) = f (x2)

(b). f(a) ⩾ f (x1) > f (x2)

(c). f (x1) > f(a) ⩾ f (x2)

(d). f (x1) > f (x2) ⩾ f(a)

无论何种情形与 f 是一一映照矛盾，结论得证。第二问可类似证明。

9. 由 f(−∞) = A < C = B = f(+∞)，故存在 X > 0，使得 x ≤ −X ⇒ f(x) < C，
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5.3 有界性定理与最值定理

x ≥ x⇒ f(x) > C，故在 [−X,X]上用介值定理，即得结论。

10. 假设 A < B（A > B 同理）

∵ lim
n→∞

f (xn) = A < η < B = lim
n→∞

f (yn)

∴ ∃N, s.t. n ⩾ N ⇒ f (xn) < η < f (yn)

∴由介值定理，存在
xn + yn − |xn − yn|

2
= min {xn, yn} ⩽ Zn

由夹逼原理及 lim
n→∞

xn = lim
n→∞

yn = b，知

lim
n→∞

zn = b

5.3 有界性定理与最值定理

5.3.1 练习题

1. 由第三章第一组参考题的第三题可得，若 f(x) 在 [a, b] 上每一个点的邻域均有界，

则 f(x)在 [a, b]上有界，f(x)在第一类间断点和连续点的邻域内均有界，故 f(x)

在 [a, b]上有界。

2. 设 lim
x→+∞

f(x) = A，则 ∃X > a, s.t. x ⩾ X ⇒ |f(x) − A| < | ⇒ |f(x)| ≤ |A | +1，

又因 f 在 [a,X]上连续，故 f 有界，不妨设为 B,则

x ∈ [a,+a⟩ ⇒

 a ⩽ x ⩽ X ⇒ |f(x)| ⩽ B

x ⩾ X ⇒ |f(x)| ⩽ |A|+ 1
⇒ |f(x)| ⩽ |A|+B + 1

3. (a). 存在。例：f(x) = tan

[
π

(
x− 1

2

)]
(b). 不存在，因闭区间上函数必有界

(c). 存在。例：f(x) =
1

x
sin

1

x

4. 不一定。反例：f(x) =

 x2, x ∈ [−1, 1)

0, x = 1
，在 [−1, 1]上不连续点为 x = 1

例：f(x) = x2, x ∈ [−1, 1]，则 f(x)在 [−1, 1]上连续

5. 设 lim
x→+∞

f(x) = A，则 ∃X > a, s.t. x ⩾ X ⇒ |f(x) − A| < 1 ⇒ |f(x)| ⩽ |A| + 1，

又由 f 在 [a,X]上连续，知 ∃ε, η ∈ [a,X], s.t. f(ε) = max
[a,X]

f, f(η) = min
[a,X]

f

若 A ⩾ f(ε)，则 f(η) = min
[a,+∞)

f

若 A < f(ε)，则 f(ε) = max
[a,+∞)

f

6. 由 f
(
a+
)
= f

(
b−
)
= +∞，知

∃0 < δ <
b− a

2
, s.t. a < x < a+ δ或b− δ < x < b⇒ f(x) ⩾ f

(
a+ b

2

)
因 f 在 [a+ b, b− b]上连续，故能取最小值，即

∃ε ∈ [a+ δ, b− δ], s.t. f(ε) = min
[a+b,b−δ]

f
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5.4 一致连续性与 Cantor定理

又由

a < x < a+ b或b− δ < x < b⇒ f(x) ⩾ f

(
a+ b

2

)
⩾ f(ε)

故 f 在 ε ∈ (a, b)处取得最小值。

7. 补充定义 f(a) = f
(
a+
)
, f(b) = f(b)，则 f 在 [a, b]上连续

假设 f 在 [a, b]中的 ε处取最大值，η处取最小值，不妨记为M,m

(a). 若M = m，则 f(x)为常值函数，结论已证

(b). 若m < m，则M ̸= f(a)或m ̸= f(a)。不妨设M > f(a)，则由M ̸= f(a)知

存在 ε ∈ (a, b),使得 f(ε) =M。这表明 f 可在 (a, b)取最大值，最小值同理可

证。

综上可知，原结论成立。

8. 由 lim
x→+∞

f(x) = +∞，知 ∃x1 > a, s.t. f (x1) > a，再由 f(a) < a < f (x1) 及介

值定理，知 ∃ε1 ∈ (a, x1) , s.t. f (ε1) = a，由 lim
x→−∞

f(x) = +∞ 知 ∃x2 < a, s.t.

f (x2) > a，再由 f(a) < a < f (x2)及介值定理，知 ∃ε2 ∈ (X2, a) , s.t. f (ε2) = a，

又因为 f 在 x = a取最小值，故对任意 x ∈ R,有 f(f(x)) ⩾ f(a)，综上，有：

∃ε2 < a < ε1, s.t. f (ε1) = f (ε2) = a⇒ f (f (ε1)) = f (f (ε2)) = f(a)

即 f(f(x))至少在两个点上取最小值

9.

D(x) =

 1, x ∈ Q

0, x ∈ R\Q
R(x) =


1

9
, x =

p

q
∈ [0, 1], (q, 9ϵzt, (p, q) = 1)

0, 其它

显然有理点为 D(x)极大值点和最大值点；无理点为 D(x)极小值点和最小值点

显然无理点为 R(x)极小值点，最小值点；1为 R(x)最大值点

又因 [0, 1]上任一点 x0，lim
x→x0

R(x) = 0，故对任一有理点 x0，存在 x0的邻域Oδ (x0)，

使得 x ∈ Oδ (x0)− {x0}时，R(x) < R (x0)，故 x0为 R(x)极大值点，故有理点为

R(x)极大值点

5.4 一致连续性与 Cantor定理

5.4.1 练习题

1. ε > 0, ∃δ > 0, s.t. x1, x2 ∈ I, |x1 − x2| < δ ⇒ |f (x1)− f (x2)| ⩽ L |x1 − x2| <
Lδ = ε

2. 由 f 在 [a, b]上一致连续，故取 ε = 1,则存在 δ > 0,s.t. x1, x2 ∈ (a, b),|x1 − x2| <
δ ⇒ |f (x1)− f (x2)| < 1, 取 n ∈ Z+, s.t.

b− a

n
< δ 将 (a, b) n 等分，记分点

xk = a+
k

n
(b− a)(k = 0, 1, · · · , n)，则有

x ∈ (a, b) ⇒ ∃0 ≤ k ≤ n−1, s.t. xk ⩽ x ⩽ xk+1 ⇒
∣∣∣∣x− xk + xk+1

2

∣∣∣∣ ≤ xk+1−xk < δ
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5.4 一致连续性与 Cantor定理

⇒ |f(x)| ⩽
∣∣∣∣f(x)− f

(
xk + xk+1

2

)∣∣∣∣+∣∣∣∣f (xk + xk+1

2

)∣∣∣∣ ⩽ 1+ max
0≤k≤n−1

∣∣∣∣f (xk + xk+1

2

)∣∣∣∣
3. (a). 是。由之前的结论，知 f, g 均有界, 故 ∃M > 0, s.t. x ∈ I ⇒ |f(x)| ⩽ M, |

g(x) ≤M，再由 f, g在 I 上一致连续，故 ∀{> 0, ∃δ > 0, s.t.x1, x2 ∈ I

|x1 − x2| < δ ⇒

 |f (x1)− f (x2)| < ε

|g (x1)− g (x2)| < ε

⇒

 |(af + bg)(x1)− (af + bg)(x2)| ⩽ |a||f (x1)− f (x2) |+ |b||g (x1)− g (x2) | < (|a|+ |b|)ε
|(fg) (x1)− (fg) (x2)| ⩽ |f (x1) g (x1)− f (x2) g (x2)|+ |f (x1) g (x2)− f (x2) g (x2) |⩽ 2Mε

(b). 是。因为 g 在 I2 上一致连续，故 ∀δ > 0,∃δ > 0, s.t. y1, y2 ∈ I2, |y1 − y2| <
δ ⇒ |f (y1)− f (x2)| < ε；又因为 f 在 x1一致连续，故

∃δ > 0, s.t. x1, x2 ∈ I1, |x1 − x2| < δ ⇒ |f (x1)− f (x2)| < δ′ ⇒ |g · f (x1)− g · f (x2)| < ε

4. 设 f 周期为 T > 0,则由 f 连续知其在 [−T, 2T ]一致连续
对 x, y ∈ R, |x− y| < δ，可设 x ∈ [kT, (k + 1)T ]而 y ∈ [(k − 1)T, (k + 2)T ]，故

|f(x)− f(y)| = |f(x− kT )− f(y − kT )| < ε

5. 先做第三问

(a). g(x)在 [0,+∞)一致连续，故结论成立

(b). g(x)在 [0,+∞)不一致连续，故结论不成立

(c). 结论：当 g(x)在 [0,+∞)一致连续时，1结论成立，证明如下：

因 lim
x→+∞

[f(x)−g(x)] = 0，故对∀ε > 0, ∃∆ > 0，当x > ∆，有 |f(x)−g(x)| < ε

3
，

又因 f一致连续，故对 ∀ε > 0, ∃δ1 > 0,当
∣∣x′ − x′′

∣∣ < δ1,
∣∣f (x′)− f

(
x′′
)∣∣ <

ε

3
，故对 ∀x′, x′′ > ∆,

∣∣x′ − x′′
∣∣ < δ1时有∣∣g (x′)− g

(
x′′
)∣∣ ⩽ ∣∣g (x′)− f

(
x′
)∣∣+∣∣f (x′)− f

(
x′′
)∣∣+∣∣f (x′′)− g

(
x′′
)∣∣ < ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε

又由 Cantor定理，知 g(x)在 [0,∆ + 1]一致连续，故对此 ε > 0,∃δ2 > 0,当

x′, x′′ ∈ [0,∆+ 1]，
∣∣x′ − x′′

∣∣ < δ2时，
∣∣g (x′)− g

(
x′′
)∣∣ < ε

取 δ = min {1, δ1, δ2}，则 x′, x′′ ∈ [0,+∞),
∣∣x′ − x′′

∣∣ < δ，有
∣∣g (x′)− g

(
x′′
)∣∣ <

ε，证毕。

6. ∣∣∣∣(n+
1

n

)n

− nn
∣∣∣∣ = n∑

k=1

Ck
nn

n−k 1

nk
⩾ C1

nn
n−1 1

n
= nn−1 ⩾ 1

7. (a). f(x)在 (1,+∞)上满足利普希兹条件，这是比一致连续更严格的条件，故一

致连续

(b). ln
2

n
− ln

1

n
= ln 2，故 f(x)在 (0, 1)不一致连续

8. (a). 设 F (x) =


− sin 1 x = −1

f(x) −1 < x < 0

−1 x = 0

，则 F (x)在 [−1, 0]连续且一致连续，故
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在 (−1, 0)上也一致连续。考虑 G(x) =


1, x = 0

f(x), 0 < x < 1

sin 1, x = 1

，同上过程，知

其在 (0, 1)一致连续。又因

∣∣∣∣f ( 1

n

)
− f

(
− 1

n

)∣∣∣∣ = 2
sin 1

n
1
n

→ 2(n → ∞)，故

f(x)在 (−1, 0) ∪ (0, 1)不一致连续

(b). 不一定，这里只考虑反例

H(x) =


−sinx

x
,−1 < x < 0

1 , x = 0
sinx

x
, 0 < x < 1

它在 (−1, 1)不连续，所以不一致连续

9. (a). lim
x→0+

f(x) = 0 , lim
x→∞

f(x) = lim
x→∞

sin 1
x

1
x

= 1,故由例 5.4.5知 f(x)在 (0, 1)一

致连续

(b). lim
x→0+

f(x) = 1, lim
x→∞

f(x) = 0及例 5.4.6，知 f(x)在 (0,+∞)一致连续

(c). ∣∣∣∣f (2kπ +
1

k

)
− f(2kπ)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣(2kπ + k) sin
1

k
− 0

∣∣∣∣ ⩾ 2kπ sin
1

k
= 2π

sin k̇
1
k

→ 2π (k > 0)

故 f(x)在 [0,+∞)非一致连续

5.5 单调函数

5.5.1 练习题

1. 对 ∀a < c < d < b，考虑 x ∈ [c, d]，由题，∃δx > 0，s.t.f 在 Oδx(x) 上单增，由

[c, d] ⊂
⋃

x∈[ε,d]

Oδx(x)以及加强形式的覆盖定理，知 [c, d] ⊂
n⋃

i=1

Oδx (Xi),且对

∀x, x′ ∈ [c, d],∃δ > 0,
∣∣x− x′

∣∣ < δ ⇒ ∃i, s.t. x, x′ ∈ Oδx2 (xi) ⇒ f
(
x′
)
⩽ f(x)

取n ∈ Z+，使
d− c

n
< δ，将 [c, d]n等分，记分点xk = c+

k

n
(d−c) (k = 1, 2, · · · , n),

则 xk − xk−1 =
d− c

n
< δ ⇒ f (xk−1) ⩽ f (xk) , k = 1, · · · , n,故 f(c) = f (x0) ⩽

f (x1) ⩽ (xn) = f(d)，即 f 在 [a, b]单增

2. 由有理数的稠密性，知 ∀a ⩽ x < y ⩽ b,∃Q ∩
(
x,
x+ y

2

)
∋ rn → x，Q ∩(

x+ y

2
, y

)
∋ Sn → y故

rn < sn ⇒ f (rn) ⩽ f (sn) ⇒ f(x) = lim
n→∞

f (rn) ⩽ lim
n→∞

f (sn) ⩽ f(y)

3. 不妨设 f 递增，则 f
(
x+
)
= inf

y>x
f(y)，事实上，由下确界定义，对 ∀ε > 0,∃y1 > xs.t.

f (y1) < inf
y>x

f(y) + ε.故 x < x′ < y1 ⇒ inf
y>x

f(y) ⩽ f(y) ⩽ f (y1) < inf
y>x

f(y) + ε
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下证 g(x) = f
(
x+
)
右连续，对 ∀x ∈ R, ε > 0，由下确界定义

∀ε > 0, ∃y1 > x, s.t. f (y1) < inf
y>x

f(y) + ε = f
(
x+
)
+ ε = g(x) + ε

而

∀x < x′ < y1, g(x) ⩽ g
(
x′
)
= inf

y≥x′
f(y) ⩽ f (y1) < g(x) + ε⇒

∣∣g (x′)− g(x)
∣∣ < ε

4. 因 f(x + y) = f(x) + f(y)，故 x = y = 0时，f(0) = f(0 + 0) = f(0) + f(0)，故

f(0) = 0，又 f(0) = f(x − x) = f(x) + f(−x)，故 f(x) = −f(−x),∀x ∈ R，又

因 f(2) = f(1 + 1) = 2f(1)，由归纳法易证 f(n) = nf(1)，对有理数
m

n
,m, n ∈ N，

因 f(1) = f

(
n · 1

n

)
= nf

(
1

n

)
，故 f

(
1

n

)
=

1

n
f(1)，故 f

(m
n

)
= f

(
m · 1

n

)
=

mf

(
1

n

)
=
m

n
f(1)

此时考虑 f ,不妨设 f 单增，则对 ∀x ∈ R取有理数列
{
x′n
}
,
{
x′′n
}
，使 x′n < x < x′′n，

且 lim
n→+∞

x′n = x = lim
n→+∞

x′′n 故由 f 单增，知 x′nf(1) = f
(
x′n
)
⩽ f(x) ⩽ f

(
x′′n
)
=

x′′nf(1),令 n→ +∞,则 xf(1) ⩽ f(x) ⩽ xf(1)，即 f(x) = xf(1)，f 单减同理可证。

5. ⇐=：显然

=⇒：若 f 在 [a, b]上不严格单调，则存在 x1 < x2 < x3，使得

f (x1) > f (x2) , f (x3) > f (x2)

或者

f (x1) < f (x2) , f (x3) < f (x2)

故 f 在 (a, b)内有极值点，矛盾。

5.6 周期 3蕴涵混沌

5.7 对于教学的建议

5.7.1 第一组参考题

1. 令 F (x) = f(x+ a)− f(x)，则 F (0) = f(a) ⩾ 0，F (1− a) = −f(1− a) ≤ 0，故

∃x0 ∈ [0, 1− a]使得

f (x0) = f(x0 + a)

则 x0 + a ∈ [a, 1] ⊂ [0, 1]

不可去掉 f非负的条件，例如 f(x) = sin 2πx, a =
2

3
则若 f (x0) ⩾ 0，则 f (x0 + a) <

0故两者不可能相等。

2. 令 F (x) = f

(
x+

1

n

)
− f(x)，则

F (0) + F

(
1

n

)
+ · · ·+ F

(
n− 1

n

)
= f(1)− f(0) = 0

故 ∃ξ ∈
[
0,
n− 1

n

]
，使得 F (ξ) = 0，即 f

(
ξ +

1

n

)
= f(ξ)
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3. 令 F (x) = f(x)− x则

F (0) = f(0) ⩾ 0, F (1) = f(1)− 1 ⩽ 0

故 ∃ξ使得 F (ξ) = 0，即 f(ξ) = ξ

令 g(x) = 1 − f(x)，则 g([0, 1]) ⊂ [0, 1]，则 g(x) 与 y = x 有交点，即 f(x) 与

y = 1− x有交点。

4. 条件为有界。

必要性显然；下面证明充分性，不妨设 lim
x→+∞

f(x)不存在，则M = lim
n→∞

sup f(x) >m =

lim inf
x→+∞

f(x)，则 f(x) =
M +m

2
有无穷多解，矛盾，故 lim

x→+∞
f(x)存在，类似可得

lim
x→0+

f(x)存在

5. (1)记 g(x) = kx− f(x),任取 x, y ∈ R, x > y,由 f 的性质可得

g(x)− g(y) = k(x− y)− (f(x)− f(y)) ⩾ k(x− y)− |f(x)− f(y)|

⩾ k(x− y)− k|x− y| = 0

故说明 g(x)在 R上单调递增.

(2)归纳地构造数列 {xn} :任取 x1 ∈ R,令 xn+1 = f (xn) (n ∈ N∗) ,往证 {xn}是 R

中的基本列。因为

|xn+1 − xn| = |f (xn)− f (xn−1)| ⩽ k |xn − xn−1|

= k |f (xn−1)− f (xn−2)| ⩽ k2 |xn−1, xn−2|

⩽ kn−1 |x2 − x1|

于是对任意的 p ∈ N∗,有

|xn+p − xn| ⩽
n+p−1∑
i=n

|xi+1 − xi| ⩽
n+p−1∑
i=n

ki−1 |x2 − x1| ⩽
kn−1

1− k
|x2 − x1| → 0, n→ ∞

这说明 {xn}是 R中的基本列,故存在 ξ ∈ R,使得 lim
n→∞

xn = ξ,于是有

f(ξ) = f
(
lim
n→∞

xn

)
= lim

n→∞
f (xn) = lim

n→∞
xn+1 = ξ

这就说明了 f 存在不动点.

|ξ − ζ| = |f(ξ)− f(ζ)| ⩽ k|ξ − ζ|

可知 |ξ − ζ| = 0,即 ξ = ζ,故 f 的不动点唯一

6. (1)令 gn(x) = fn(x)− 1，则 g′n(x) = nxn−1 > 0，可得 gn(x)严格递增且

gn

(
1

2

)
=

(
1

2

)n

− 1

2
< 0, gn(1) = 1 > 0

故 gn(x)在

(
1

2
, 1

)
上只有一个零点。

(2)可证 {cn}单增，若 cn−1 > cn，则

1 = cnn + cn < cn−1
n + cn < cn−1

n−1 + cn−1 = 1

矛盾，故 cn > cn−1

设 lim
n→∞

cn = c，若 c < 1则

cnn = 1− cn
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令 n→ +∞，可得 c = 1，矛盾，故 c = 1。

7. 令 a = x0，用处理 Riemann 函数的方式. 对任意的 ε > 0, 取充分大的 N, 使

得 1/N < ε, 容易知道对任意的 δ0, 与区间 (x0 − δ0, x0) ∪ (x0, x0 + δ0) 有交集且

满足 0 < n0 < N 的集合 An0 有有限个, 而 An0 都是有限集, 那么可以知道满足

f(x) = 1/n0 > 1/N 的 x 也只有有限个, 那么一定可以取到 0 < δ < δ0, 使得任意

x ∈ (x0 − δ, x0) ∪ (x0, x0 + δ)都有

f(x) =


1/n , x ∈ An, n ⩾ N

0 , x ∈ [0, 1]−
∞⋃
n=1

An

无论哪一种都有

|f(x)− 0| = f(x) <
1

N
< ε

这就说明了 lim
x→x0

f(x) = 0

8. 设 f 的定义域为 I,任取 x0 ∈ I,对任意的 ε > 0,存在 δ > 0,使得当 0 < |t− x0| < δ

时,有 |f(t)− g (x0)| < ε/2,由极限的保号性可知,对于任意的 x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) ,

都有

lim
t→x

|f(t)− g (x0)| =
∣∣∣lim
t→x

f(t)− g (x0)
∣∣∣ = |g(x)− g (x0)| ⩽

ε

2
< ε

这就说明了 g在 x0点处连续,又由 x0的任意性可知 g在 I 上连续.

9. 用反证法. 如果存在对所有趋于 +∞的 {xn}都不成立的 λ,那说明存在 ε0 > 0和

N ∈ N∗,当 x ⩾ N 时, 都有 |f(x + λ) − f(x)| ⩾ ε0 成立. 且由于零值定理的约束,

f(x+ λ)− f(x) ⩾ ε0 与 f(x+ λ)− f(x) ⩽ −ε0 只能有一个成立,不妨令前者成立.

于是可以得到一列不等式:

f(N + λ)− f(N) ⩾ ε0

f(N + 2λ)− f(N + λ) ⩾ ε0

· · ·
f(N + nλ)− f(N + (n− 1)λ) ⩾ ε0

累加可以得到 f(N + nλ) − f(N) ⩾ nε0,当 n → ∞时,右侧为趋于 +∞的无穷大
量,又因为 f(N)有限,那么可知 f(N + nλ) → +∞(n→ ∞),这与 f 有界矛盾.

10. ∀x0 ∈ I，则 ∣∣∣∣f(x)− f (x0)

x− x0

∣∣∣∣ ⩽M |x− x0|α−1

令 x→ x0，则 f ′ (x0) = 0，故 f(x)在 I 上为常数

11. 令

f(x) =



1

2
x = 0

1 x =
1

2
x x为[0, 1]中的无理数

1− x

{
Q−

{
0,

1

2

}}
∩ [0, 1]

则 f([0, 1]) = [0, 1]且任意一点均不连续
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12. ∀ε > 0,∃δ > 0, x1, x2 ∈ [a, b]，当 |x1 − x2| < δ时有

|f(x1)− f(x2)| < ε

∃m使得 b− a

m
< δ，令 xi = a+

i(b− a)

m
(i = 0, 1, · · · ,m)，考虑

L(x) = f (xi−1)
x− xi
xi−1 − xi

+ f (xi)
x− xi−1

xi − xi−1
x ∈ [xi−1, xi)

其中 i = 1, 2, · · · m，L (xm) = f(b)，则 ∀x ∈ [a, b], x ∈ [xi−1, xi)对某个 i成立，

则

|L(x)− f(x)| ≤ sup
x∈[xi−1,xi)

f(x)− inf
x∈[xi−1,xi)

f(x) < ε

13. 用反证法,如果 f(x)不趋向于∞,那么存在 A0 > 0,使得对每一个 n ∈ N∗,都存在

一个 |xn| > n满足 |f (xn)| ⩽ A0,于是可以得到一个趋于无穷的数列 {xn} ,这个数
列满足 f (xn) ∈ [−A0, A0] (n ∈ N∗) ,则由有限闭区间上连续函数的性质可知对每个

n ∈ N∗,都有

f (f (xn)) ∈ f ([−A0, A0]) = [m,M ]

其中 m和M 分别为 f 在区间 [−A0, A0]上的最小值和最大值,那么令 n → ∞,可

以得到

lim sup
n→∞

|f (f (xn))| ⩽ max(|m|, |M |)

为有限数,这与 lim
x→∞

f(f(x)) = ∞矛盾. 故 lim
x→∞

f(x) = ∞
14. 由 |f (x1)− f (x2)| ⩾ k |x1 − x2|，可得 f 为单射，不妨设存在 x1 < x2 < x3使得

f (x1) > f (x2) , f (x3) > f (x2)

则 ∃y1 ∈ (x1, x2) , y2 ∈ (x2, x3)使得 f (y1) = f (y2)，矛盾，故不妨设 f 严格单增，

固定 x0，有 |f(x)− f (x0) | ⩾ k|x− x0|，令 x→ +∞可得 lim
x→+∞

|f(x)| = +∞，令
x→ −∞，可得 lim

x→−∞
f(x) = −∞故值域为 (−∞,+∞)

15.

D(x) =

 0 x为无理数

1 x为有理数

则 D(x)无最小正周期。

16. 设 |f(x)− f(y)| ⩽ k|x− y|，则对任意的 x, y ⩾ a,都有∣∣∣∣f(x)x − f(y)

y

∣∣∣∣ = |yf(x)− xf(y)|
xy

⩽ |yf(x)− xf(x)|
xy

+
|xf(x)− xf(y)|

xy

⩽ |y − x| |f(x)|
xy

+
|f(x)− f(y)|

y
⩽ |y − x| |f(x)|

ax
+

|f(x)− f(y)|
a

(1)

因为 f 在 [a,+∞) 上满足 Lipschitz 条件, 所以有 |f(x) − f(y)| ⩽ k|x − y|, 再考虑
|f(x)/x|,同样由 Lipschitz条件可知

|f(x)− f(a)| ⩽ k|x− a|
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不等式两侧同时除以 |x|可以得到∣∣∣∣f(x)x
∣∣∣∣− ∣∣∣∣f(a)x

∣∣∣∣ ⩽ ∣∣∣∣f(x)− f(a)

x

∣∣∣∣ ⩽ k
∣∣∣1− a

x

∣∣∣
于是 ∣∣∣∣f(x)x

∣∣∣∣ ⩽ k
∣∣∣1− a

x

∣∣∣+ ∣∣∣∣f(a)x
∣∣∣∣

这说明 f(x)/x在 x充分大的时候有界,设 |f(x)/x| ⩽ M,于是不等式 (1)可以继续

化简 ∣∣∣∣f(x)x − f(y)

y

∣∣∣∣ ⩽ M

a
|x− y|+ k

a
|x− y| = M + k

a
|x− y|

这说明 f(x)/x满足 Lipschitz条件,当然一致连续.

17. 必要性用定义直接验证即可。我们来证明充分性。若 f 不一致连续，则存在 ϵ >

0, 使得对于每个正整数 n, 可以找到 xn, yn, |xn − yn| <
1

n
, 而 |f (xn)− f (yn)| ≥

ϵ, {xn} , {yn}满足 lim
n→+∞

(xn − yn) = 0,但 lim
n→+∞

|f (xn)− f (yn)| ≥ ϵ,矛盾

18. 必要性用定义验证即可，下证充分性，若 f 在 I 上不一致连续，则 ∃ {xn} , {yn}使
得

lim
n→+∞

(xn − yn) = 0

但是 lim
n→∞

|f (xn)− f (yn)| ≥ ε > 0

由于 I 是有限区间，故 {xn}有收敛子列，不妨设 {xn}收敛，则 {yn}也收敛，则
考虑 {zn}为 x1, y1, x2, y2, · · ·，则 {zn}为基本列但是

lim
n→+∞

|f (z2n+1)− f (z2n+2)| = lim
n→+∞

|f (xn+1)− f (yn+1)| ⩾ ε > 0

矛盾，故 f 在 I 上一致连续

19. 由题知对任意的 ε > 0, 存在 δ > 0, 使得当 x1, x2 ⩾ 0 且 |x1 − x2| < δ 时，有

|f (x1)− f (x2)| < ε/2.又由对任意的 x ∈ [0, 1],都有 f(x + n) → 0(n → ∞)可知,

存在 Nx ∈ N∗ 使得当 n > Nx 时,有 |f(x + n)| < ε/2.那么对任意的 x1, x2 ∈ [0, 1]

且 |x1 − x2| < δ,当 n > Nx1 时,我们有

|f (x2 + n)| = |f (x2 + n)− f (x1 + n) + f (x1 + n)|

⩽ |f (x2 + n)− f (x1 + n)|+ |f (x1 + n)| < ε

也就是说对任意 x ∈ (x1 − δ, x1 + δ) ,当 n > Nx1 时,总有

|f(x+ n)| < ε

于是取正整数m > 1/δ,可以将 [0, 1]这个区间m等分,记第 k个区间为 Ik,它的中

点为 xk,则对任意的 Ik,存在 Nxk
,使得当 x ∈ Ik, n > Nxk

时,都有 |f(x+ n)| < ε.

那么取 N = max
k=1,2,...,m

Nxk
就有对任意的 x ∈ [0, 1],当 n ⩾ N 时,有 |f(x+ n)| < ε.

于是对任意的 x > N,有 [x] = x − {x} ⩾ N 其中 {x} ∈ [0, 1)为 x的小数部分,那

么可以得到

|f(x)| = |f({x}+ [x])| < ε

这说明了 f(x) → 0(x→ +∞)
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20. 只证 x ≥ 0时，存在 a, b使得

|f(x)| ≤ a|x|+ b

对于 x < 0，考虑 f(−x)即可
∃0 < δ < 1使得当 |x− y| ≤ δ时

|f(x)− f(y)| < 1

∀x ∈ [0,+∞)，则
x

δ
=
[x
δ

]
+
{x
δ

}
，令 n =

[x
δ

]
，则

f(x) ⩽ |f(x)− f(nδ)|+
n∑

k=1

|f(kδ)− f((k − 1)δ)|+ |f(0)|

≤ n+ 1 + |f(0)|

又 n ≤ x

δ
，故

|f(x)| ≤ 1

δ
|x|+ 1 + |f(0)|

得证

5.7.2 第二组参考题

1.（1）作过点 (0, t) 的水平直线, 记直线上方区域的煎饼面积与下方区域煎饼面积之

差为 f(t)由于 f(+∞) = −S < 0, f(−∞) = S > 0,结合 f(t)的连续性，存在 t0使

得 f (t0) = 0,因此过 (0, t0)的水平直线即为所求.

（2）据（1）的证明过程易知，对一个确定的煎饼和每个确定的方向，存在唯一的直

线平分煎饼的面积。设二维向量 ( cos t, sin t),考虑两个煎饼各自与该向量垂直的面

积等分线 l1, l2 设 l1 上的一点需要沿向量 (cos t, sin t)的方向移动 f(t)个单位长度

才可移动到 l2上，则 f(t) = −f(t+π).易证 |f(t+∆t)−f(t)| ≤ 2∆t·diam (I1 ∪ I2) ,
其中 I1, I2 分别代表两个煎饼，从而 f(t)连续. 由零点存在定理，f(t)一定有零点

t0.这表明，存在这样一条与向量 (cos t0, sin t0)垂直的直线同时平分两个煎饼的面

积.

（3）不一定能。如圆心不共线的三个圆，由于一条直线是圆的面积等分线的充要条

件是该直线过圆心，故如果有一条直线同时平分三个圆的面积，则必然同时过这三

个圆的圆心，这在圆心不共线的情况下是做不到的.

（4）能。首先由（2）可知，当一条直线平分煎饼的面积后，将平分后的两块视为两

块煎饼，则必然还存在另一条直线同时平分这两块的面积，此时这两条直线四等分

煎饼的面积。设 l1是一条与向量 (cos t, sin t)共线的面积等分线，根据刚刚的结论，

存在另一条直线 l2使得 l1, l2四等分煎饼的面积。设 l1逆时针转 f(t) ∈ (0, π)弧度

后与 l2平行，则 f(t) + f(t+ f(t)) = π从而有
(
f(t)− π

2

)(
f(t+ f(t))− π

2

)
≤ 0,

再根据零点存在定理，必然存在 t0使得 f (t0) =
π

2
,即作与 (cos t0, sin t0)共线的面

积等分线后，必然存在另一条与该直线垂直的直. 线，使得两直线四等分煎饼的面

积.
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（5）设 f(t)(0 ≤ t ≤ 9)为该运动员从第 t秒到第 t+ 1秒经过的路程。由于 f(0) +

f(1) + . . .+ f(9) = 100,所以必然存在 k ∈ {0, 1, . . . , 8}使得

(f(k)− 10)(f(k + 1)− 10) ≤ 0

根据零点存在定理，存在 t ∈ [k, k + 1]使得 f(t) = 10,从而从第 t秒到第 t+ 1秒，

该运动员刚好跑了 10米.

（6）设该方台为正方形 ABCD，然后任意作一个平面，并在其中建立直角坐标系

xOy，保持方台的中心在原点的正上方，并设AC在平面上的投影的倾斜角为 φ.由

于地面是连续的，因此对任意的 φ，总存在符合以上条件的方台使得方台至少有三

只脚着地。记 A,B 到地面的距离之和为 f(φ), C,D 到地面的距离之和为 g(φ).则

f(φ)g(φ) = 0且 f(φ), g(φ)至少有一个为 0. 下面证明: f(φ), g(φ)有公共的零点

不妨设 f(0) = 0,则 g
(π
2

)
= 0.如果 f

(π
2

)
= 0或 g(0) = 0则结论成立. 否则有

f(0) < g(0), f
(π
2

)
> g

(π
2

)
,根据零点存在定理，存在 φ0使得 f (φ0) = g (φ0) .

由于 f (φ0) g (φ0) = 0,所以一定有 f (φ0) = g (φ0) = 0.这表明倾斜角为 φ0时，方

台可以四脚着地，从而不会摇晃.

（7）能。我们设与该曲线有交点的两条倾斜角为 φ的直线的最大距离为 f(φ)，则

f(φ) = f(φ+ π).由于 f
(π
2

)
− f(0) = −

(
f(π)− f

(π
2

))
,所以一定存在 φ0使得

f
(π
2
+ φ0

)
= f (φ0)

故作出取到最大距离的两条倾斜角为 φ0的直线和两条倾斜角为
π

2
+φ0的直线，由

于各自的最大距离相等，且两个方向垂直，故它们交出的正方形即是所求的正方形.

2.（归纳法）当 n = 1时,因 f(0) = f(1),故 f 在 [0, 1]上至少有一个解 (x, y) = (0, 1)

假设命题当 n−1时成立.则当 n ∈ N 时，命题也成立. 事实上,因 f(x)在 [0, n]上连

续,则 d(x) = f(x+1)−f(x), x ∈ [0, n−1]也连续. 若存在非负整数 k(0 ⩽ k ⩽ n−1)

s. t. d(k) = 0, 则有 f(k) = f(k + 1). 若对 k = 0, 1, · · · , n − 1 都有 d(k) ̸= 0, 因

为 f(0) = f(n), 故

n−1∑
k=0

d(k) =

n−1∑
k=0

[f(k + 1) − f(k)] = f(n) − f(0) = 0. 由此可知

存在非负整数 j(0 ⩽ j ⩽ n − 1), s. t. d(j)d(j + 1) < 0.根据连续函数的介值定理,

∃α ∈ (j, j + 1), s.t. d(α) = 0.综上所述，总 ∃β, β + 1 ∈ [0, n], s. t.

f(β) = f(β + 1)

我们定义

g(x) =

 f(x), x ∈ [0, β]

f(x+ 1), x ∈ [β, n− 1]

则 g(x)在 [0, n − 1]上连续,且 g(0) = g(n − 1).由归纳假设,存在 n − 1个不同的

(xi, yi) , i = 1, 2, · · · , n− 1,使得存在 n− 1个不同的 (xi, yi) , i = 1, 2, · · · , n− 1,满
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足 : g (xi) = g (yi) ,其中 yi − xi为非负整数. 又

0 = g (yi)− g (xi) =


f (yi)− f (xi) , yi < β

f (yi + 1)− f (xi) , xi ⩽ β ⩽ yi

f (yi + 1)− f (xi + 1) , β < xi

由此即得 f(x) = f(y)的 n− 1个不同的解，且 y− x为非负整数,再加上 (β, β+1)

得到 n个不同的解。

3. (1)若这样的 x无限，设为 E，则 E有一个聚点，设为 x0,{xn} ⊂ E, xn → x0,有∣∣∣∣ limt→xn

f (xn)− f (xn)

∣∣∣∣ > ε

则存在 {yn}使得 |yn − xn| <
1

n
且

|f (yn)− f (xn)| > ε

又 lim
n→∞

yn = x0，令 n→ +∞，得

0 > ε

矛盾

(2)令 En =

{
x :
∣∣∣lim
t→x

f(t)− f(x)
∣∣∣ > 1

n

}
，间断点集合为 E，则

E =
∞⋃
n=1

En

由 (1)得 E 为可数集

4. 是上一题的直接推论。

5. (1)不存在，用反证法. 如果存在这种函数 f,那么任取 a > b满足 f(a) = f(b),因为

f 是 [a, b]上的连续函数，那么可以在 x0 ∈ [a, b]上取到最大值M,由 f 的性质可知

还有一点 x1 ∈ R,使得 f (x1) = M,如果 x1 ∈ [a, b],那么 [x0, x1]中的任何一点的

函数值都小于M,如图 5.1可知这时 f 在 4个不同的点处取到相同的函数值; 如果

x1 /∈ [a, b],如图 5.2这时 f 在 3个不同的点处取到相同的函数值.

a x0 x1 b

图 5.1: 当 x1 ∈ [a, b]时

a x0 x1b

图 5.2: 当 x1 /∈ [a, b]时

(2)存在这样的函数,如图 5.3

−5 −4 −3 −2 −1

1 2 3 4 5 x

y
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图 5.3: 每个函数值恰好被取到 3次的函数

6. 显然 f ≡ 0满足条件,下面考虑 f ̸= 0时. 首先令 x = y = 0,容易得到 f(0) = 0,令

x = 0, y ∈ R,有

f (yn) = (f(y))n

可得

f (x+ yn) = f(x) + f (yn)

再令 z = yn,当 n为奇数时,有 x ∈ R, z ∈ R,则由

f(x+ z) = f(x) + f(z)

可知 f(x) = f(1)x.当 n为偶数时,可以得到

f(x) = f(1)x x ⩾ 0

又因为 x < 0时, f(x)+f(−x) = f(x+(−x)) = 0,所以有 f(x) = −f(−x) = f(1)x.

故 f(x) = f(1)x对所有 n都成立. 同时因为

f (yn) = (f(y))n ⇒ f(1)yn = fn(1)yn =⇒ f(1) = fn(1) n ∈ N∗

因为 f ̸≡ 0,所以 f(1) = 1.因此满足上述函数方程的函数为 f1(x) = 0及 f2(x) = x

7. f(x)是严格单调的，不然存在 x1 ̸= x2使得 f(x1) = f (x2)，则

x1 = f (f (x1)) = f (f (x2)) = x2 ⇒ x1 = x2

矛盾，又 f(1) > f(0)，故 f(x)严格单增，若 f(x) > x，则

x = f(f(x)) > f(x) > x

矛盾，类似得不存在 f(x) < x，故 f(x) ≡ x

8. 充分必要条件为 k ≥ 0

充分性：当 k ≥ 0时，取 f(x) = k
2
11 · x

9
2，则满足 f(f(x)) = kx9

必要性：若 k < 0，由 f(f(x)) = kx9 可得 f(x)严格单调，若 f(x)严格单调递增，

则 lim
x→+∞

f(x) = +∞，可得

+∞ = lim
x→+∞

f(f(x)) = lim
x→+∞

kx9 = −∞

矛盾

若 f(x)严格单减，则 lim
x→+∞

f(x) = −∞， lim
x→−∞

f(x) = +∞可得

−∞ = lim
x→−∞

f(f(x)) = lim
x→−∞

kx9 = +∞

矛盾

9. 由于 f 是连续的双射，故一定严格单调.

假设 f 严格单调递减，则 2x − f(x)严格递增，从而 f(2x − f(x))严格单调递减，

不可能恒等于 x，这导致矛盾。

所以 f严格单调递增. 假设存在实数x0使得 f (x0) > x0,作双向无穷数列{xn}+∞
n=−∞ ,

使得 xn+1 = f (xn) , xn−1 = f−1 (xn) . 由已知条件有 f(x) + f−1(x) = 2x, 故

xn+1 + xn−1 = 2xn,即 {xn}是等差数列.
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由于 f 有不动点，故在大于 x0和小于 x0的范围内至少有一个有不动点。不妨设存

在一个大于 x0 的不动点. 设 A = {c > x0 | f(c) = c} ,并记 η = inf A,则根据连续

性有 η > x0 f(η) = η. 再根据 η 的定义，对任意 t ∈ [x0, η) ,都有 f(t) > t.由于 f

严格单调递增，所以对任意 t ∈ [x0, η) ,都有 η > f(t) > t,故由数学归纳法可证明

η > xn+1 > xn.但 {xn}是等差数列，因而无上界，矛盾.

同理，也不可能存在实数 x0使得 f (x0) < x0,所以一定有 f(x) ≡ x,证毕.

10. 只就 M(x) 进行证明，根据连续函数在闭区间上必达上、下确界的性质, M(x) 在

[a, b] 上处处有定义. 又因上确界随取值区间扩大而增大, 知 M(x) ↗，故每点处的
单侧极限存在，∀x0 ∈ [a, b]我们只要证明下面等式成立即可：

M (x0 − 0) =M (x0) =M (x0 + 0) (1)

由 M(x) 单调性，我们有 M (x0 − 0) ⩽ M (x0) . 又因 ∀x ∈ [a, x0] 有 f(x) ⩽
sup

a⩽t⩽x
f(t) =M(x) ⩽M (x0 − 0) ,所以

M (x0) = sup
a⩽t⩽x0

f(t) ⩽M (x0 − 0)

故 (1)式左边等式成立.下面用反证法证 (1)中右边之等式.因M(x)单调 ,M (x0) ⩽
M (x0 + 0) .假若M (x0 + 0) > M (x0) ,则可取充分小的 ε0 > 0,使得M (x0 + 0) >

M (x0) + ε0.于是 ∀x > x0有

sup
a⩽t⩽x

f(t) =M(x) ⩾M (x0 + 0) > M (x0) + ε0

由确界定义 ∃t ∈ [a, x],使得

f(t) > M (x0) + ε0 ⩾ f (x0) + ε0 (2)

但在 [a, x0]上 f(x) ⩽M (x0) ,所以 (2)式中的 t ∈ (x0, x] .这便与 f(x)的连续性矛

盾.证毕

11. f(a) > a,此时 sup{x ∈ [a, b] | f(x) > x}非空,令 x0 = sup{x ∈ [a, b] | f(x) > x},
下证 f (x0) = x0. 若 f (x0) < x0, ∀a ∈ (f (x0) , x0) , 由 f(x) 单增可知, , f(a) <

f (x0) < a,这与 x0是 {x ∈ [a, b] | f(x) > x}的上确界矛盾
若 f (x0) > x0, ∀b ∈ (x0, f (x0)) ,还是由 f(x)的单增可得，b < f (x0) < f(b),也

是与 x0是 {x ∈ [a, b] | f(x) > x}的上确界矛盾
综上只能是 f (x0) = x0

12. 设 A = {x ∈ (0, 1) | f(x) > 0}, c = supA

假设 f(c) > 0,则 c < 1,由于 c = supA,故当 x > c时有 f(x) ≤ 0,且 f(x) + g(x)

递增。所以对任意 x > c,有 0 ≥ f(x) = f(x) + g(x) − g(x) ≥ f(c) + g(c) − g(x),

即 0 ≥ f(x) = f(x) + g(x) − g(x) ≥ f(c) + g(c) − g(x) 0 ≥ f(c) + g(c) − g(x).

令 x → c+, 得 0 ≥ f(c), 矛盾。所以假设不成立，即 f(c) ≤ 0 假设 f(c) < 0,

则 c > 0, c /∈ A. 由于 c 是 A 的上确界，故存在严格递增的数列 {xn} ⊂ A 使得

lim
n→∞

xn = c.由于 0 < f (xn) = f (xn)+ g (xn)− g (xn) ≤ f(c)+ g(c)− g (xn) , 故

0 < f(c)+g(c)−g (xn) .令n→ +∞,得 0 ≤ f(c),矛盾. 所以假设不成立，即 f(c) ≥ 0

综合以上两方面可知 f(c) = 0,所以 f(x)必有零点. 又因为 f(0) > 0, f(1) < 0,
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所以该不动点一定在 (0, 1)中，证毕.

13. 证明如下定理：假设 f1(x), f2(x)都是定义在实数集上的周期函数且 f1(x)连续,则

F (x) = f1(x) + f2(x)

为周期函数的充要条件是 f1(x)和 f2(x)的周期之比为有理数.

先证明两个引理：

引理 1 若 f(x)是定义在实数集上的连续周期函数且 f(x)不是常数函数,则 f(x)

必有最小正周期.

证明 反设 f(x)没有最小正周期,下证 f(x)恒等于 f(0)

由于 f(x)连续,所以任给 ε > 0,存在 δ > 0,使得只要
∣∣x′∣∣ < δ,就有

∣∣f (x′)− f(0)
∣∣ <

ε.由于 f(x)没有最小正周期,可以找到 f(x)的一个周期 T < δ.对于任意的实数 x,

存在整数 n,使得 x = nT + τ, 0 ⩽ τ < T.既然 |τ | < δ,所以有

|f(x)− f(0)| = |f(τ)− f(0)| < ε

由 ε和 x的任意性知，f(x)恒等于 f(0).这与 f(x)不是常数函数矛盾,故 f(x)必

有最小正周期.

引理 2 若 f(x) 是定义在实数集上的周期函数且有最小正周期 T0, 又 T 是 f(x)

的任一周期,则 T 必是 T0的整数倍.

证明 如若不然,则存在整数 n,使得 T = nT0 + T ′, 0 < T ′ < T0.对于任意的实数 x

f(x) = f(x+ T ) = f
(
x+ nT0 + T ′) = f

(
x+ T ′)

上式说明 T ′ 也是 f(x)的一个周期. 但 0 < T ′ < T0,这与 T0 是 f(x)的最小正周期

矛盾.

再证明上述定理，充分性是显然的，只需要证明必要性.

设 f1(x), f2(x)和F (x) = f1(x)+f2(x)都是周期函数,分别取它们的周期为T1, T2, T3.

则

0 = F (x+ T3)− F (x) = f1 (x+ T3) + f2 (x+ T3)− f1(x)− f2(x)

于是

f1 (x+ T3)− f1(x) = f2(x)− f2 (x+ T3)

引人新函数 G(x) = f1 (x+ T3)− f1(x),则 G(x)连续. 另一方面,由

G (x+ T1) = f1 (x+ T3 + T1)− f1 (x+ T1) = f1 (x+ T3)− f1(x) = G(x)

G (x+ T2) = f2 (x+ T2)− f2 (x+ T3 + T2) = f2(x)− f2 (x+ T3) = G(x)

知 T1, T2都是 G(x)的周期.

情形 1: G(x)不是常数函数. 由引理 2,G(x)有最小正周期. 设G(x)的最小正周期为

T0.又由引理 2, T1 和 T2 都是 T0 的整数倍. 设 T1 = mT0, T2 = nT0,于是
T1
T2

=
m

n
为有理数,定理的结论成立

情形 2: G(x)是常数函数. 设此常数为 c,即 f1 (x+ T3) − f1(x) = c.对于任意正整
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数 n,在上式中令 x = 0, T3, 2T3, · · · , (n− 1)T3,相加得

f1 (nT3)− f(0) = nc

另一方面，f1(x)为连续周期函数,从而 f1(x)有界. 无妨设 |f1(x)|的上界为M.于

是，nc ⩽ 2M.由 n的任意性，c = 0. 所以

f1 (x+ T3)− f1(x) = 0, f2 (x+ T3)− f2(x) = 0

即 T3 是 f1(x)和 f2(x)的公共周期. 在此情形,取 f1(x)的周期 T3 和 f2(x)的周期

T3,其周期的比等于 1 ,也是有理数，定理的结论依然成立.

14. 设 f 的周期为 Tf , g的周期为 Tg,对于任意 x ∈ R,都有

0 = lim
n→∞

(f (x+ nTf )− g (x+ nTf )) = lim
n→∞

(f(x)− g (x+ nTf ))

所以 lim
n→∞

g (x+ nTf ) = f(x),同理可得 lim
n→∞

f (x+ nTg) = g(x),于是有

f(x)− g(x) = lim
n→∞

(g (x+ nTf )− f (x+ nTg))

= lim
n→∞

(g (x+ nTf + nTg)− f (x+ nTg + nTf ))

= lim
x→+∞

(g(x)− f(x)) = 0

所以有 f = g

15. (⇐)设对 ∀ε > 0, ∃N ∈ N, s. t.只要 x, y ∈ I, x ̸= y且∣∣∣∣f(x)− f(y)

x− y

∣∣∣∣ > N

便有

|f(x)− f(y)| < ε

取 δ =
ε

N
,则当 x, y ∈ I, |x− y| < δ时 ,必有

|f(x)− f(y)| < ε

即 f 在 I 上是一致连续的.（反证)假设当 |x− y| < δ时,有 |f(x)− f(y)| ⩾ ε,则∣∣∣∣f(x)− f(y)

x− y

∣∣∣∣ = |f(x)− f(y)|
|x− y|

>
ε

δ
=

ε
ε
N

= N

此时,必有 | f(x)− f(y) |< ε,这与上述 |f(x)− f(y)| ⩾ ε相矛盾.

（⇒ ) 设 f 在 I 上一致连续, 即对 ∀ε > 0,∃δ > 0, 只要 x, y ∈ I, |x − y| ⩽ δ, 便有

| f(x)− f(y) |< ε现在取 N ∈ N, s. t. N >
2ε

δ
.若 x, y ∈ I, x ̸= y(不妨设x > y),且∣∣∣∣f(x)− f(y)

x− y

∣∣∣∣ > N

则必有 |f(x)−f(y)| < ε. (反证)反设 |f(x)−f(y)| ⩾E ,则由上述结论,必有 x−y > δ.

令 k =

[
x− y

δ

](
不超过

x− y

δ
的最大整数

)
,这时

1 ⩽ k =

[
x− y

δ

]
⩽ x− y

δ
⩽ x− y

δ
+

(
x− y

δ
− 1

)
⩽ 2

x− y

δ
− 1

k + 1 ⩽ 2
x− y

δ
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于是

|f(x)− f(y)| ⩽ |f(y)− f(y + δ)|+ |f(y + δ)− f(y + 2δ)|

+ · · ·+ |f(y + kδ)− f(x)| < (k + 1)ε

⩽ 2
x− y

δ
ε < N(x− y)∣∣∣∣f(x)− f(y)

x− y

∣∣∣∣ < N

16. 此题下一题的推论

17.（反证）假设 f 不是常值函数, 则 ∃a1, b1 ∈ I, a1 < b1, s.t. f (a1) ̸= f (b1) . 不妨设

f (a1) < f (b1) .由 f 连续及介值定理知 , ∃c ∈ (a1, b1)使得

f (a1) < f(c) =
f (a1) + f (b1)

2
< f (b1)

若 b1 − c ⩽ b1 − a1
2

,则令 a2 = c,取 b2满足 a2 = c < b2 < b1,且

f (a1) < f (a2) = f(c) < f (b2) < f (b1)

若 c− a1 ⩽
b1 − a1

2
.则令 b2 = c,取 a2满足 a1 < a2 < c = b2且

f (a1) < f (a2) < f(c) = f (b2)

无论哪种情形都有 [a2, b2] ⊂ (a1, b1) ,且 f (a2) < f (b2) .在 [a2, b2]上重复上述做法

并依次类推下去,得一闭区间套:

[a1, b1] ⊃ [a2, b2] ⊃ · · · ⊃ [an, bn] ⊃ · · ·

且 0 < bn − an ⩽ b1 − a1
2n−1

→ 0.根据闭区间套定理 ,∃1x0 ∈
∞⋂
n=1

[an, bn] .根据区间的

选法知 x0 ∈
∞⋂
n=1

(an, bn)且 lim
n→+∞

an = x0 = lim
n→+∞

bn,再由 f 连续 , f (an)严格增

, f (bn)严格减. 因此 f (an) < f (x0) < f (bn) ,即 x0 不是 f 的极值点,这与题设 ∀x
都是极值点相矛盾.

18. 对 δ > 0,作点集

Eδ = {t ∈ R|f(t) > f(x), x ∈ [t− δ, t+ δ]− {t}}

下面指出Eδ是有限集. 反之,假定 t0是Eδ的极限点,并对 ηδ/2,取Eδ∩[t0 − η, t0 + η]

中的点 t′, t′′, t′ ̸= t′′,则有

f
(
t′
)
> f

(
t′′
) (

t′ − δ ⩽ t′′ ⩽ t′ + δ
)

f
(
t′′
)
> f

(
t′
) (

t′′ − δ ⩽ t′ ⩽ t′′ + δ
)

但这是不成立的，这说明 Eδ 是有限集. 现在作递减正数列 δ1 > δ2 > · · · > δn >

· · · , lim
n→∞

δn = 0,则

∞⋃
n=1

Eδn 是可数集.
∞⋃
n=1

Eδn 是 f 的严格极大值点。类似可得 f 的

严格极小值点是可数的。

严格极大值点和严格极小值点均是可列的例子为：f(x) = sin
1

x
19. 假设 lim

x→+∞
f(x) ̸= 0,则 ∃ε0 > 0及 xn → +∞(n→ +∞),使 |f (xn)| > ε0由 f 的连

续性知 ∃δn使当 x ∈ (xn − δn, xn + δn)时 |f(x)| > ε0.令 [a1, b1] = [x1 − δ1, x1 + δ1]
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(不失一般性可设 a1 > 0) .当 k ⩾ k1 ⩾
a1

b1 − a1
时 , kb1 ⩾ (k+1)a1,于是 [ka1, kb1]∩

[(k + 1)a1, (k + 1)b1] ̸= ∅. 从而 ∀x ⩾ k1a1, 必 ∃k ∈ N, 使 x ∈ [ka1, kb1] , 即

∃c ∈ [a1, b1] , s. t. kc = x ∈ [ka1, kb1] . 由 xn → +∞(n → +∞) 知 ,∃N1 ∈ N,

当 n > N1 时 , xn > k1a1. 考虑 xN1 , 由上可知 ∃l1 使 xN1 ∈ [l1a1, l1b1] , 又可取

到 [a2, b2] ⊂ [a1, b1] 使得 [l1a2, l1b2] ⊂ [xN1 − δN1 , xN1 + δN1 ] ∩ [l1a1, l1b1] . 同样

取 k2 ⩾ a2
b2 − a2

,∃xN2 ⩾ k2a2 及 l2 使 xN2 ∈ [l2a2, l2b2] .再取 [a3, b3] ⊂ [a2, b2] ,使

xN2 ∈ [l2a3, l2b3] ⊂ [xN2 − δN2 , xN2 + δN2 ] ∩ [l2a2, l2b2] ,且

l2 ⩾
xN2

b3
>
xN2

b2
>
xN1

a1
⩾ l1

及 xN2 > max

{
k2a2,

b2
a1
xN1

}
不断重复上述过程, 得到 [a1, b1] ⊃ [a2, b2] ⊃ · · · ⊃ [ai, bi] ⊃ · · · , l1 < l2 < · · · <
li−1 < li < · · · 满足

[li−1ai, li−1bi] ⊂
[
xNi−1 − δNi−1 , xNi−1 + δNi−1

]
∩ [li−1ai−1, li−1bi−1]

由区间套原理知，存在 α ∈
∞⋂
i=1

[ai, bi] .因为

li−1α ∈ [li−1ai−1, li−1bi−1]

⊂
[
xNi−1 − δNi−1 , xNi−1 + δNi−1

]
∩ [li−1ai−1, li−1bi−1]

所以 lim
i→+∞

li = +∞ 和 |f (li−1α)| > ε0, lim
i→+∞

f (liα) ̸= 0. 这与 lim
i→+∞

f (liα) =

lim
n→+∞

f(nα) = 0矛盾. 从而有 lim
x→+∞

f(x) = 0

20. 必要性显然，只证充分性：由第三章第二组参考题的第 10 题可得 t ∈ [L, S] 均是

{xn}的聚点，其中L = lim
n→∞

xn，S = lim
n→∞

xn，设 lim
nk→∞

xn = t，则 lim
nk→+∞

xnk+1 = t，

若 L < S，则 ∀t ∈ [L, S]都有 f(t) = t⇒ {xn}是常值数列矛盾，故 {xn}收敛。
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第 6章 导数与微分

6.1 导数及计算

6.1.1 练习题

1. (1)若 f(x)是偶函数⇒ f(x) = f(−x)则

f ′(x) = lim
∆x→0

f(x+∆x)− f(x)

∆x

故

f ′(−x) = lim
∆x→0

f(−x+∆x)− f(−x)
∆x

= lim
∆x→0

f(x−∆x)− f(x)

∆x

= − lim
∆x→0

f(x−∆x)− f(x)

−∆x
= −f ′(x)

(2)若 f(x)是奇函数 f(x) = −f(−x)则

f ′(−x) = lim
∆x→0

f(−x+∆x)− f(−x)
∆x

= lim
∆x→0

−f(x−∆x) + f(x)

∆x

= lim
∆x→0

f(x−∆x)− f(x)

−∆x
= f ′(x)

(3)若 f(x)是周期函数，设最小周期为 T⇒ f(x) = f(x+ T )故

f ′(x+ T ) = lim
∆x→0

f(x+ T +∆x)− f(x+ T )

∆x

= lim
∆x→0

f(x+∆x)− f(x)

∆x
= f ′(x)

2.
f ′
(
0−
)
= lim

∆→0+

f(−∆x)− f(0)

−∆x
= − lim

∆x→0+

f(∆x)− f(0)

∆x

= −f ′
(
0+
)

又 f(x)在 x = 0处可导⇒ f ′(0−) = f ′
(
0+
)
⇒ f ′(0) = 0

3. 两条曲线的切线函数为：y = 2ax, y =
1

x

设他们在 (x0, y0)处相切⇒ 2ax0 =
1

x0
⇒ x0 =

√
1

2a

又 (x0, y0)是交点⇒ ax20 = lnx0⇒ a · 1

2a
= ln

√
1

2a
⇒ a = e−(ln 2+1)

4. ⇒:f(x)与 g(x)在 x = x0处相切则 f (x0) = g (x0)，f
′ (x0) = g′ (x0)故

⇒ lim
x→x0

f(x)− f (x0)

x− x0
= lim

x→x0

g(x)− g (x0)

x− x0

⇒ lim
x→x0

f(x)− f (x0)− g(x) + g (x0)

x− x0
= 0

⇒ lim
x→x0

f(x)− g(x)

x− x0
= 0

⇒ f(x)− g(x) = o (x− x0)

⇐:上述过程逆推导 (f (x0) = g (x0)是已知的)

5. 求交点：f(x) = f(x) sinx
f(x)̸=0
=⇒ x =

π

2
+ 2kπ
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相切：f ′(x) = f ′(x) sinx+ f(x) cosx

当 x =
π

2
+ 2kπ时可得

f ′(x) sinx+ f(x) cosx = f ′(x)

满足相切条件

6.
p(x) = (x− x1)

n1 + · · · · · · (x− xk)
nk

p′(x) = n1 (x− x1)
n1−1 · · · (x− xk)

nk + · · ·+ nk (x− x1)
n1 · · · (x− xk)

nk−1

=
n1

x− x1
p(x) + · · ·+ nk

x− xk
p(x)

= p(x)

(
n1

x− x1
+

nk
x− xk

)
= p(x)

(
k∑

i=1

ni
x− xi

)
7. x ̸= 0时⇒f(x)是初等函数的复合函数⇒f(x)可导

x = 0时

f ′(0) = lim
x→0

f(x)− f(0)

x
= lim

x→0

1

1 + e
1
x

则 f ′
(
0+
)
= 0，f ′(0−) = 1 ⇒ f ′

(
0+
)
̸= f ′(0−)

⇒ f(x)在 x = 0处导数不存在

8. (1)f(x)在 x = 0处连续⇔ lim
x→0

f(x) = f(0)即 lim
x→0

xn sin
1

x
= 0 ⇒ n ⩾ 1

(2)

f ′(0) = lim
x→0

f(x)− f(0)

x
= lim

x→0

xn sin 1
x

x
= lim

x→0
xn−1 sin

1

x

要求 f ′(0)存在⇒ n− 1 ⩾ 1 ⇒ n ⩾ 2

(3)

f ′(x) =

 xn−1 sin
1

x
− xn−2 cos

1

x
0

f ′(x)在 x = 0处连续⇒ lim
x→0

f ′(x) = 0可得

lim
x→0

(
xn−1 sin

1

x
− xn−2 cos

1

x

)
= f ′(0) = 0

⇒ n− 2 ⩾ 1 ⇒ n ⩾ 3

9. f(0 + 0) = f(0) + f(0)⇒ f(0) = 1或 f(0) = 0

f(0 + x) = f(0) · f(x)由于 f(x) ̸= 0⇒ f(0) = 1可得

f ′(0) = lim
∆x→0

f(∆x)− f(0)

∆x
= lim

∆x→0

f(∆x)− 1

∆x
= 1

f ′(x) = lim
∆x→0

f(x+∆x)− f(x)

∆x

= lim
∆x→0

f(x)f(∆x)− f(x)

∆x

= f(x) lim
∆x→0

f(∆x)− 1

∆x
= f(x)
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6.2 高阶导数及其他求导法则

10. x ̸= 0时 f(x), g(x)不连续⇒ f(x), g(x)不可导

x = 0时 f(0) = 0, g(0) = 0由于

lim
x→0

f(x) = 0 = f(x) lim
x→0

g(x) = 0 = g(0)

可得 f(x), g(x)在 x = 0处连续

又

f ′(0) = lim
x→0

f(x)− f(0)

x
= lim

x→0

f(x)

x

g′(0) = lim
x→0

g(x)

x

当 x以无理数列趋向于 0时，f ′(0) = 0, g′(0) = 0

当 x以有理数列趋向于 0时，f ′(0) = lim
x→0

x

x
= 1, g′(0) = lim

x→0

x2

x
= 0

故 f(x)在 x = 0处不可导，g(x)在 x = 0处可导

11. (1)x0 ̸= 0时且为有理数时，f (x0) = x0

x取无理数趋向于 x0则

lim
x→x0

(f(x)− f (x0)) = x20 + x0 − x0 = x20 ̸= 0

x0 ̸= 0时且为无理数时 f (x0) = x20 + x0

x取有理数趋向于 x0则

lim
x→x0

(f(x)− f (x0)) = x0 − x20 − x0 = −x20 ̸= 0

(2)f(0) = 0，f ′(0) = lim
x→0

f(x)− f(x)

x
= lim

x→0

f(x)

x

x以无理数趋向于 0时 f ′(0) = lim
x→0

x2 + x

x
= 1

x以有理数趋向于 0时 f ′(0) = lim
x→0

x

x
= 1

故 f ′(0) = 1

12. g(0) = 0 |f(0)| ⩽ |g(0)|⇒ |f(0)| = 0 ⇒ f(0) = 0

由于

lim
x→0

∣∣∣∣f(x)− f(0)

x

∣∣∣∣ = lim
x→0

∣∣∣∣f(x)x
∣∣∣∣ ≤ lim

x→0

∣∣∣∣g(x)x
∣∣∣∣ = |g′(0)| = 0

故 f ′(0) = 0

6.2 高阶导数及其他求导法则

6.2.1 练习题

1. f ′(x) =
1

1 + x2
⇒
(
1 + x2

)
f ′(x) = 1利用 Leibniz法则求 (n− 1)次导，得(

1 + x2
)
f (n)(x) + 2(n− 1)xf (n−1)(x) + (n− 1)(n− 2)f (n−2)(x) = 0

⇒ f (n)(0) = −(n− 1)(n− 2)f (n−2)(0)
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故

f ′(0) = 1 ⇒ f (2k+1)(0) = (−1)k · (2k)!
f (2)(0) = 0 ⇒ f (2k)(0) = 0

2. f ′(x) = 2 arctanx · 1

1 + x2
可得

⇒
(
1 + x2

)
f ′(x) = 2 arctanx

⇒
(
1 + x2

)
f (n)(x)+2(n−1)xf (n−1)(x)+(n−1)(n−2)f (n−2)(x) = 2(arctanx)(n−1)

⇒ f (n)(0) = −(n− 1)(n− 2)f (n)(0) + 2(arctanx)(n−1)(0)

由上题可知

f ′(0) = 0, n = 2k + 1 ⇒ 2(arctanx)(2k)(0) = 0

⇒ f (2k+1)(0) = 0

且

f (2)(0) = 2, n = 2k⇒2(arctanx)2k−1 = 2 · (−1)k(2k − 2)!

⇒ f (2k)(0) = (−1)2(2k − 1)! + 2 · (−1)2(2k − 2)!

= (−1)k[3(2k − 2)! + (2k − 1)]

3. f ′(x) = 2 arcsinx · 1√
1− x2

可知(
1− x2

) (
f ′(x)

)2
= 4(arcsinx)2 = 4f(x)

再次求导

−xf ′(x) +
(
1− x2

)
f ′′(x) = 2

由 Leibniz法则得

−xf (n−1)(x)−(n−2)f (n−2)(x)+
(
1− x2

)
f (n)(x)−2(n−2)xf (n−1)(x)−(n−2)(n−3)f (n−2)(x) = 0

故

f (n) (0) = (n− 2)2f (n−2)(0)

从而有

f ′(0) = 0 ⇒ f (2k+1)(0) = 0

f (2)(0) = 2 ⇒ f (2k)(0) = 2[(2k − 2)!!]2

4. 归纳假设法 n = 0显然成立

假设 n = k也成立，下证明 n = k + 1也成立

记 yk = xk−1e
1
x，则 yk+1 = xke

1
x = xyk 故

y
(k+1)
k+1 =xy

(k+1)
k + (k + 1)y

(k)
k

= x

(
(1)k

xk+1
e

1
x

)′

+ (k + 1) · (−1)k

xk+1
e

1
x

=
(−1)k+1

xk+2
e

1
x

所以假设成立，故 y(n) =
(−1)n

xn+1
e

1
x
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5. (1)y′ = 3 sin2 x cosx⇒ y(2) = 6 sinx cos2 x−3 sin3 x = 6 sinx−9yy(n) = −9y(n−2)+

6 sin

(
x+

n− 2

2
π

)
故有

y(n) =


(−1)k9k sin3 x+ 6 sin(x+ (k − 1)π) n = 2k

3(−1)k9k sin2 x cosx+ 6 sin

(
x+

2k − 1

2
π

)
n = 2k + 1

(2)y = ex sinx

⇒ y′ = ex(sinx+ cosx) =
√
2ex sin

(
x+

π

4

)
⇒ y′′ =

√
2ex

[
sin
(
x+

π

4

)
+ cos

(
x+

π

4

)]
= 2

1
4 ex sin

(
x+

2

4
x

)
依次可得

⇒ y(n) = 2
1
2n ex sin

(
x+

n

4
π
)

(3) 记 yn = xn−1 lnx 则 yn = xyn−1 ⇒ y(n)n = xy
(n)
n−1 + ny

(n−1)
n−1 y′1 =

1

x
⇒ y

(2)
2 =

1

x
⇒ y

(3)
3 =

2

x
可假设 y(n)n =

an
x
则

an
x

= x · an
x2

+ n · an−1

x

an = (n− 1)an−1 = · · · = (n− 1)!a1 = (n− 1)

故 y(n)n =
(n− 1)!

x
(4)

y(n) = x3ex + 3x2ex + 6xex + 6ex =
(
x3 + 3x2 + 6x+ 6

)
ex

(5)记 yn =
xn

1− x
⇒ yn = xyn−1 ⇒ y(n)n = xy

(n)
n−1 + ny

(n−1)
n−1 又 y1 =

x

1− x
⇒ y′1 =

1

1− x2
⇒ y

(2)
2 = − 2

(1− x)2
⇒ y

(3)
3 = − 6

(1− x)4
依次类推可得

y(n)n =
(−1)n−1n!

(1− x)n+1

(6)记 yn =
xn

(x+ 1)2
则 yn = xyn−1 ⇒ y(n)n = xy

(n)
n−1 + ny

(n−1)
n−1 又 y′1 =

1− x

(1 + x)3
⇒

y
(2)
2 =

2(1− 2x)

(1 + x)4
⇒ y

(3)
3 =

6(1− 3x)

(1 + x)5
依次可得

y(n)n =
n!(1− nx)

(1 + x)n+2

(7)由

y = −1

2
[cos(a+ b)x− cos(a− b)x]

可得

y′ = −1

2

{
(a+ b)n cos

[
(a+ b)x+

n

2
π
]
− (a− b)n cos

[
(a− b)x+

n

2
π
]}
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6.2 高阶导数及其他求导法则

6. y = C1e
λ1x + C2e

λ2x可得

y′ = λ1C1e
λ1x + λ2C2e

λ2x

y′′ = λ21C1e
λ1x + λ22C2e

λ2x

故

y′′ − (λ1 + λ2) y
′ + λ1λ2y

= λ21

(
C1e

λ1x + λ22C2e
λ2x − (λ1 + λ2)

(
λ1C1e

λ1x + λ2C2e
λ2x
)

+λ1λ2

(
C1e

λ1x + C2e
λ2x
)
= 0

7. y = C1 sin(wt+ φ) + C2 cos(ωt+ φ)可知

y′ = ωC1 cos(ωt+ φ)− ωC2 sin(ωt+ φ)

y′′ = −ω2C1 sin(ωt+ φ)− ω2C2 cos(ωt+ φ)

故

y′′ + ω2y

= −ω2 [C1 sin(ωt+ φ) + C2 cos(ωt+ φ)]+ω2 (C1 sin(wt+ φ) + C2 cos (ωt+ φ)) = 0

8.

y′(x) =
dy

dx
=

dy
dθ
dx
dθ

=
f ′(θ) sin θ + f(θ) cos θ

f ′(θ) cos θ − f(θ) sin θ

9. 计算两条曲线的交点：aθ = aθ−1 ⇒ θ = ±1可得交点为 (1, a)和 (−1,−a)
由上一题可计算出两条曲线在 (1, a)处得切线斜率分别为：

cos 1 + sin 1

cos 1− sin 1
和

cos 1− sin 1

cos 1 + sin 1
则

cos 1 + sin 1

cos 1− sin 1
· cos 1− sin 1

cos 1 + sin 1
= 1

两条曲线在 (−1,−a)处得切线斜率分别为：sin 1 + cos 1

sin 1− cos 1
和

cos 1− sin 1

cos 1 + sin 1
则

sin 1 + cos 1

sin 1− cos 1
· cos 1− sin 1

cos 1 + sin 1
= −1

综上，两条曲线在相交处的切线正交。

10. y′(x) =
dy

dx
/
dx

dt
，y′′(x) =

d

dt

(
dy

dx

)
/
dx

dt
直接计算有：

(1)

y′(x) = −
√
1 + t√
1− t

, y′′(x) = − 2

(1− t)
3
2

(2)

y′(x) =
t cos t+ sin t

cos t− t sin t
, y′′(x) =

2 + t2

a(cos t− t sin t)3

(3)

y′(x) = −t tan t, y′′(x) = 1

3a sin t cos4 t

(4)

y′(x) = t, y′′(x) =
1

f(t)
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6.3 一阶微分及其形式不变性

11. 求切线：3x2 + 3y2y′ − 3y − 3xy′ = 0

设切点为 (x0, y0)，则 y′ (x0) = 0可得

3x20 − 3y0 = 0 ⇒ y0 = x20

代入原式得

x30 + x60 − 3x30 = 0 ⇒ x30
(
x30 − 2

)
= 0 ⇒ x0 = 0 or x0 = 2

1
3

故曲线上有水平切线的点为 (0, 0),
(
2

1
3 , 2

2
3

)
12. 可验证 y为奇函数⇒ y′为偶函数⇒ y′′为奇函数⇒ y′′(0) = 0

13.
y(5)(x) = (6 + 5x)(4 + 3x)2

[
(2 + x)3

](5)
+ 5

[
(6 + 5x)(4 + 3x)2

] [
(2 + x)3

](4)
+10

[
(6 + 5x)(4 + 3x)2

](2) [
(2 + x)3

](3)
+ 10

[
(6 + 5x)(4 + 3x)2

](3) [
(2 + x)3

](2)
+ · · ·

= 10
[
(6 + 5x)(4 + 3x)2

](2) [
(2 + x)3

](3)
+ 10

[
(6 + 5x)(4 + 3x)2

](2) [
(2 + x)3

](2)
= 10× [60(4 + 3x) + 18(6 + 5x)]× 6 + 10× 270× 6(2 + x)

则

y(5)(0) = 60× (240 + 108) + 10× 270× 12 = 5− 3280

14.

f(x) + 1 = p(x)(x− 1)4 ⇒ f ′(x) = p′(x)(x− 1)4 + 4p(x)(x− 1)3 ⇒ f ′(1) = 0

f(x)− 1 = q(x)(x+ 1)4 ⇒ f ′(x) = q′(x)(x+ 1)4 + 4q(x)(x+ 1)3 ⇒ f ′(−1) = 0

f(x)是 7次多项式⇒ f ′(x)是 6次多项式⇒ f ′(x) = a(x− 1)3(x+ 1)3积分可得

f(x) =
a

7
x− 3a

5
x5 + ax3 − ax+ b

又 f(1) = −1, f(−1) = 1 ⇒−16

35
a+ b = −1,

16

35
a+ b = 1⇒ a =

35

16
, b = 0可得

f(x) =
1

16
x
(
5x6 − 21x4 + 35x2 − 35

)

6.3 一阶微分及其形式不变性

6.3.1 练习题

1. 设 f ′(0) = A ̸= 0则 lim
∆x→0

dy

dy
= lim

∆x→0

A∆x+ o(x)

A∆x
= 1 +

1

A
· lim
∆x→0

o(x)

∆x
= 1

2. (1)dy =
(
u′vw + uv′w + uvw′) dx

(2)dy =
u′v2 − 2uvv′

v4
dx =

u′v − 2uv′

v3
dx

(3)

dy =
1

1 +
(

u
vw2

)2 u′vw − u (v′w + vw′)

(vw)2
dx

=
u′vw − uv′w − uvw′

v2w2 + u2
dx
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6.4 对于教学的建议

(4)

dy = −1

2
· 2u+ 2v + 2w

(w2 + v2 + w2)
3
2

dx = − u+ v + w

(u2 + v2 + w2)
3
2

dx

3. 记 f(x) = n
√
an + x, f(0) = a则

f ′(x) =
1

n
· 1

n

√
(an + x)n−1

=
1

n
· 1

an−1 n

√(
1 + x

an

)n−1
≈ 1

nan−1

在 0处展开：

f(x) ≈ f(0) + f ′(x)x = a+
x

nan−1

则
3
√
9 =

3
√
23 + 1 ≈ 2 +

1

3× 22
=

25

12

4
√
80 =

4
√
34 − 1 ≈ 3 +

−1

4× 33
=

323

108

7
√
100 =

7
√
27 − 28 ≈ 2 +

−28

7× 26

10
√
1000 =

10
√
210 − 24 ≈ 2 +

−24

10× 29

4. 略

5. 略

6.4 对于教学的建议

6.4.1 第一组参考题

1. 令 f(t) = (1 + t)10则

原式 = lim
x→0

[
(1 + tanx)10 − 110

tanx
· 1

cosx
+

(1− sinx)10 − 110

− sinx

]
= f ′(0) · 1 + f ′(0) = 10 + 10 = 20

2.
f(x) =

1

(x+ 1)(x+ 2)
=

1

x+ 1
− 1

x+ 2

⇒ f (n)(x) =
(−1)nn!

(x+ 1)n+1
− (−1)nn!

(x+ 2)n+1

⇒ f (100)(0) = 100!− 100!

2101
= 100!

(
1− 1

2101

)
3.

lim
n→∞

[
f
(
a+ 1

n

)
f(a)

]n
= exp

{
lim
n→∞

ln f
(
a+ 1

n

)
− ln f(a)

1
n

}
= exp[ln f(x)]′x=a = e

f ′(a)
f(a)
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6.4 对于教学的建议

4. 原式 =
2 sin

(
x+ a

2

)
cos
(
−a

2

)
−2 sin

(
x+ a

2

)
sin
(
−a

2

) = cot
a

2
可得 f(x)是常值函数故 f ′(x) = 0

5. 有限增量公式：
f(x) = f(0) + f ′(0)x+ o(x)

= f ′(0)x+ o(x)

又

xn =

n∑
k=1

f

(
k

n2

)
=

n∑
k=1

f(0)′ · k
n2

+ o

(
1

n2

)
故

lim
n→∞

xn = f ′(0) lim
n→∞

n∑
k=1

k

n2
+ lim

n→∞
o

(
1

n2

)
=
f ′(0)

2
lim
n→∞

n(n+ 1)

n2
=

+10

2

6. (1)记 f(x) = sinx⇒ f ′(x) = cosx则

原式 =
f ′(0)

2
=

1

2

(2)原式 = exp

{
lim
n→∞

n∑
k=1

ln

(
1 +

k

n2

)}
，记 f(x) = ln(1 + x) ⇒ f ′(x) =

1

1 + x
故

原式 = e
f ′(0)

2 = e
1
2

7.
y =

−(1− x) + 2√
1− x

= −
√
1− x+

2√
1− x

⇒ y(n) =
(2n− 3)!!

2n(1− x)
2n−1

2

+
(2n− 1)!!

2n−1(1− x)
2n+1

2

8. 归纳假设法：当 n = 1时，可验证成立

假设 n = k时结论成立，下验证 n = k + 1的情况[
xkf

(
1

x

)](k+1)

=

{[
x · xk−1f(x)

]′}(k)

=

{
xk−1f

(
1

x

)
+ x

[
xk−1f(

1

x
)

]′}(k)

=

[
xk−1f

(
1

x

)](k)
+ x

[
xk−1f

(
1

x

)](k+1)

+ k

[
xk−1f

(
1

x

)](k)
= (k + 1)

[
xk−1f

(
1

x

)](k)
+ x

{[
xk−1f

(
1

x

)](k)}′

= (k + 1)
(−1)k

xk+1
f (k)

(
1

x

)
+ x

{
(−1)k

xk+1
f (k)

(
1

x

)}′

=
(−1)k+1

xk+2
f (k+1)(

1

x
)

假设成立，故对任意自然数 n成立

1

xn+1
f (n)

(
1

n

)
= (−1)n

[
xn−1f(

1

x
)

](n)
9. 记 Sn(x) = 1 + x+ x2 + · · ·+ xn
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(1)tn(x) = 1 + 2x+ 3x2 + · · ·+ nxn−1 = S′
n(x)

(2)记 Tn(x) = 12 + 22x+ · · ·+ n2xn−1则

Tn(x)− tn(x) = 2x+ 3× 2x2 + · · ·+ n(n− 1)xn−1

= x
[
2 + 3× 2x+ · · ·+ n(n− 1)xn−2

]
= xS′′

n(x)

Tn(x) = S′
n(x) + xS′′

n(x) = [xS′
n(x)]

′

10. (1)(1 + x)n =

n∑
k=0

Ck
nx

k 两边求导可得

n(1 + x)n−1 =

n∑
k=0

kCk
nx

k−1

再令 x = 1可得

n2n−1 =
n∑

k=1

kCk
n

(2)(1 + x)n =

n∑
k=0

Ck
nx

k 两边求两次导可得

n(n− 1)(1 + x)n−2 =

n∑
k=1

Ck
nk(k + 1)xk−2

令 x = 1得

n(n− 1)2n−2 =

n∑
k=1

Ck
n

(
k2 − k

)
n∑

k=1

k2Ck
n = n(n− 1)2n−2 +

n∑
k=1

kCk
n

由 (1)知上式 = n(n− 1)2n−2 + n2n−1= n(n+ 1)2n−2

11. 设抛物线为 x2 = 2py，焦点为
(
0,
p

2

)
，任意 (x0, y0)(x0 ̸= 0, x0 = 0 时结论成立)，

过 (x0, y0)切线斜率为
x0
p
，法线斜率为 − p

x0
，由两条直线关于一条直线对称的斜

率关系 (对称轴斜率为 k，另外两条斜率为 a, b，则
k − a

1 + ka
=

b− k

1 + kb
)，则 (x0, y0)

连接
(
0,
p

2

)
的斜率为

y0 − p
2

x0

设反射线斜率为 b，则

− p
x0

− y0− p
2

x0

1 +
(
− p

x0

)
· y0− p

2
x0

=
b+ p

x0

1− p
x0
b

⇒
b+ p

x0

1− p
x0
b
= −x0

p

故 b = ∞，故反射后平行于 y轴。

12. 椭圆上任意一点 P 关于椭圆的切线是 ∠F1PF2 的外角平分线, 其中 F1, F2 是椭圆

的两个焦点. 换言之, 即 ∠F1PF2 的角平分线与 P 点处境圆的切线垂直.(如图 6.1)
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图 6.1

我们先设椭圆的方程为
x2

a2
+
y2

b2
= 1(a > b > 0),以及 P 点的坐标 (x0, y0)

第一步,求出过 P 点的椭圆的切线 lP 的斜率.

我们用椭圆的方程对 x 求导, 得到
2x

a2
+

2y · y′

b2
= 0 代入 P 点坐标可知 klP =

y′ = −x0
y0

· b
2

a2
做 PQ ⊥ lP 交 F1F2 于 Q, 于是, 我们可以得到直线 PQ 的斜率

kPQ =
y0
x0

· a
2

b2

第二步,求出 Q点坐标.

根据 PQ的斜率及 P 点坐标,我们可以解出 PQ : y =
a2y0
b2x0

· x+
(
b2 − a2

)
y0

b2
,因此

Q点坐标为

(
c2x0
a2

, 0

)
第三步,根据角平分线定理验证 PQ平分 ∠F1PF2

平分线定理, PQ 平分 ∠F1PF2 ⇔ PF1

PF2
=
QF1

QF2
. 由椭圆的第二定义可知: PF1 =

a+ ex0, PF2 = a− ex0·因此即证:
a+ ex0
a− ex0

=
c+ c2x0

a2

c− c2x0
a2

,化简即可.

13. t = t0处的切向量为(
x′ (t0) , y

′ (t0)
)
= a

(
1

sin t0
− sin t0, cos t0

)
切线方程为

(x (t0) , y (t0)) + at

(
1

sin t0
− sin t0, cos t0

)
当 y = 0时，可得

a sin t0 + a+ cos t0 = 0 ⇒ t = − tan t0
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此时与 x轴交点的 x坐标为

a

(
ln tan

t0
2
+ cos t0 − tan t0

(
1

sin t
− sin t0

))
= a ln tan

t0
2

则切点到 x轴交点的长度为

|a| ·

√(
ln tan

t0
2
+ cos t0 − ln tan

t0
2

)2

+ sin2 t0 = |a|

为常数

14. ⇒：f 在 x0可微⇒f 在 x0可导，取

ϕ(x) =


f(x)− f (x0)

x− x0
x ≠ x0

f ′ (x0) x = x0

则

lim
x→x0

ϕ(x) = lim
x→x0

f(x)− f (x0)

x− x0
= f ′ (x0) = ϕ (x0)

故 ϕ(x)在 x0连续

⇐：由 ϕ(x)在 x0连续知

lim
x→x0

f(x)− f (x0)

x− x0
= lim

x→x0

ϕ(x) = ϕ (x0)

故 f(x)在 x0可导，且导数为 ϕ (x0)⇐f(x)在 x0可微

15. 已知 ϕ(x)是 n− 1阶可微函数，则

f(x) = f (x0) + ϕ(x) (x− x0)

可求是 n− 1阶导数可得

f (n−1)(x) = ϕ(n−1) (x) (x− x0) + (n− 1)ϕ(n−2)(x)

ϕ(x)是 n− 1阶可微函数⇒ϕ(n−2)(x)可微

由题 14可知

ϕ(n−2)(x) = ϕ(n−2) (x0) + ψ(x) (x− x0)

其中 ψ(x)在 x0连续且 ψ (x0) = ϕ(n−1) (x0)

故

f (n−1)(x) = ϕ(n−1)(x) (x− x0) + (n− 1)
[
ϕ(n−2) (x0) + ψ(x) (x− x0)

]
= (n− 1)ϕ(n−2) (x0) +

[
ϕ(n−1)(x) + (n− 1)ψ(x)

]
(x− x0)

又

lim
x→x0

[
ϕ(n−1)(x) + (n− 1)ψ(x)

]
= ψ(n−1) (x0) + (n− 1)ψ (x0)

= ψ(n−1) (x0) + (n− 1)ϕ(n−1) (x0) = nϕ(n−1) (x0)

根据题 14及其证明可得 f (n) (xp)存在且等于 nϕ(n−1) (x0)

16. 数学归纳法

当 n = 1时，a0f(x) + a1f
′(x) = 0，若 a1 = 0 ⇒ a0 ̸= 0 ⇒ f(x) ≡ 0
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若 a1 ̸= 0则 [
e

a0
a1

x
f(x)

]′
= 0 ⇒ e

a0
a1

x
f(x) = c⇒ f(x) = ce

−a0
a1

x

存在任意阶导数，结论成立

假设当 n ≤ k时，结论成立，下证 n = k + 1的情况

若 ak+1 = 0，则化为 n = k的情况，结论成立

若 ak+1 ̸= 0则

f (k+1)(x) = −
k∑

i=0

ai
an
f (i) (x)

由假设可知等式右端可导，则左侧可导，不断增大 k，由右端导数存在总是能推出

左端导数存在，由此下去可知 f(x)存在任意阶导数

17. 因为多项式 p只有实零点,故可以设

p(x) = (x− a1) (x− a2) · · · (x− an) , n ∈ N∗

于是当 x = ai, 1 ⩽ i ⩽ n时,命题中不等式显然成立,当 x ̸= ai时,对 p求导,有

p′(x) =
n∑

i=1

p(x)

x− ai

于是有
p′

p
(x) =

n∑
i=1

1

x− ai

对上式两侧同时求时可知

p′′p− (p′)2

p2
(x) = −

n∑
i=1

1

(x− ai)
2 ⩽ 0

于是有
(
p′(x)

)2 ⩾ p(x)p′′(x)

18. 反证法

若 f(x)在 [0, 1]中有无限个零点，选择其中可数个，设为 {xn}且各不相等，由致
密性定理知 ∃nk, x0 ∈ [0, 1] s.t. lim

k→∞
xnk

= x0，由连续性可知

f (x0) = lim
k→∞

f (xnk
) = lim

k→∞
0 = 0

又 f 可导则

f ′ (x0) = lim
k→∞

f (xnk
)− f (x0)

xnk
− x0

= lim
k→∞

0− 0

xnk
− x0

= 0

则

x0 ∈ {x ∈ [0, 1]; f(x) = 0 = f ′(x)}

这与题目条件矛盾，故 f(x)在 [0, 1]中只有有限个零点

19. (1)用数学归纳法. 当 n = 1时,有

f ′(x) =
1

1 + x2
=

1√
1 + x2

· 1√
1 + x2

= cos arctanx · sin
(
arctanx+

π

2

)
= 0! cos y sin

(
y +

π

2

)
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假设命题对 n阶导数成立,即

f (n)(x) = (n− 1)! cosn y sinn
(
y +

π

2

)
对上式两侧再求一次导,可得

f (n+1)(x) = (n−1)!
(
n cosn−1 y · (− sin y)y′ sinn

(
y +

π

2

)
+ cosn y cosn

(
y +

π

2

)
· ny′

)
注意到 y′ = (cos y)2,于是有

f (n+1)(x) = n! cosn+1 y
(
− sin y sin

(
y +

π

2

)
+ cos y cos

(
y +

π

2

))
= n! cosn+1 y cos

(
n
(
y +

π

2

)
+ y
)
= n! cosn+1 y sin(n+ 1)

(
y +

π

2

)
(2)用数学归纳法. 当 n = 1时, y′ = 1/

(
1 + x2

)
,分子为系数是 (−1)0 = 1的 0次多

项式. 假设命题在 n− 1时成立,那么

y(n) =
(
y(n−1)

)′
=

(
Pn−2(x)

(1 + x2)n−1

)′

=
P ′
n−2(x)

(
1 + x2

)n−1 − Pn−2(x)2x(n− 1)
(
1 + x2

)n−2

(1 + x2)2n−2

=
P ′
n−2(x)

(
1 + x2

)
− Pn−2(x)2x(n− 1)

(1 + x2)n
(∗)

考虑等式 (∗) 的分子，从次数上来看容易看出它是一个 n − 1 次的多项式, 那只要

考虑它的最高次的系数. 因为 P ′
n−2(x)的 n− 3次的系数是 (−1)n−2(n− 1)!(n− 2).

那么容易计算 (∗)的最高次项的系数为

(−1)n−2(n− 1)!(n− 2)− 2(n− 1)(−1)n−2(n− 1)! = −(−1)n−2n! = (−1)n−1n!

归纳结束,原命题成立。

20. 数学归纳法

n = 1时，f1(x) = xf0(x)− f ′0(x) = x是一次多项式，且只有一个实根 x = 0自然

关于原点对称。

假设当 n = k时结论成立，即 fk(x)是 k次多项式，有 k个不同的实根且关于原点

对称

(1)若 k = 2m则可设 f(x) =
(
x2 − a21

)
· · ·
(
x2 − a2m

)
其中 a1 < a2 < . . . < am此时

有

fk+1 = x
(
x2 − a21

)
· · ·
(
x2 − a2m

)
− 2x

(
x2 − a22

)
. . .
(
x2 − a2m

)
− 2

(
x2 − a21

)
x
(
x2 − a23

)
· · ·
(
x2 − a2m

)
− · · · − 2

(
x2 − a21

)
· · ·
(
x2 − a2m−1

)
x

可得 2m+ 1 = k + 1次多项式，fk+1(0) = 0且

fk+1 (aj) = − 2
(
x2 − a21

)
· · ·
(
x2 − a2j−1

)
x
(
x2 − a2j+1

)
· · ·
(
x2 − a2m

)∣∣
x=aj

= −2
(
a2j − a21

)
· · ·
(
a2j − a2j−1

)
aj
(
a2j − a2j+1

)
· · ·
(
a2j − a2m

)
它的符号为 −(−1)m−j = (−1)m−j+1故

lim
x→+∞

fk+1(x) = +∞ , fk+1 (am) < 0, fk+1 (am−1) > 0
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根据介值定理可得

∃a1 < ξ1 < a2, a2 < ξ2 < a3, . . . , am < ξm < +∞

s.t.fk+1 (ξj) = 0 ∀1 ≤ j ⩽ m

注意到 fk(x)是偶函数⇒ fk+1(x)是奇函数可得

fk+1 (−ξj) = −fk+1 (ξj) = 0 ∀1 ⩽ j ⩽ m

由此可得 fk+1(x)是 k + 1 = 2m + 1次多项式，有且仅有 0, ξ1, . . . , ξm, ξ1, . . . , ξm

这 k + 1个根且关于原点对称

(2)若 k = 2m+ 1,则可设

fk(x) = x
(
x2 − a21

)
. . .
(
x2 − a2m

)
则

fk+1(x) = x2
(
x2 − a21

)
· · ·
(
x2 − a2m

)
−
(
x2 − a21

)
· · ·
(
x2 − a2m

)
− 2x2

(
x2 − a22

)
· · ·
(
x2 − a2m

)
− 2x2

(
x2 − a21

) (
x2 − a23

)
· · ·
(
x2 − a2m

)
− . . . .− 2x2

(
x2 − a21

)
· · ·
(
x2 − a2m−1

)
故 fk+1(x)是 2m+ 2 = k + 1次多项式

注意到

fk+1 (aj) = − 2x2
(
x2 − a21

)
. . .
(
x2 − a2j−1

) (
x2 − a2j+1

)
· · ·
(
x2 − a2m

)∣∣
x=aj

= −2a2j
(
a2j − a21

)
· · ·
(
a2j − a2j−1

) (
a2j − a2j+1

)
· · ·
(
a2j − a2m

)
它的符号是 −(−1)m−j = (−1)m−j+1可得

lim
x→+∞

fk+1(x) = +∞, fk+1 (am) < 0, fk+1 (am−1) > 0

再次注意到 fk+1 (a1)的符号为 (−1)m 与 fk+1(0) = −(−1)ma21 · · · a2m 的符号相反，
由介值定理可得

∃0 < η1 < a1, a1 < η2 < a2, . . . , am−1 < ηm−1 < am, am < ηm < +∞

s.t.fk+1 (ηj) = 0 ∀1 ⩽ j ⩽ m+ 1

又 fk(x)是奇函数⇒ fk+1(x)为偶函数，则

fk+1 (−ηj) = fk+1 (ηj) = 0 ∀1 ⩽ j ⩽ m+ 1

因而 fk+1(x)是 k+2 = 2m+2次多项式有且仅有 η1, η2, . . . , ηm+1,−η1, . . . ,−ηm+1

这 k + 2个根且关于原点对称

6.4.2 第二组参考题

1. (1)由 (
n∑

k=1

sin kx

)
· sin x

2
=

1

2

n∑
k=1

[
cos

2k − 1

2
x− cos

2k + 1

2
x

]
=

1

2

(
cos

x

2
− cos

2n+ 1

2
x

)
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可得

n∑
k=1

sin kx =
cos x

2 − cos 2n+1
2 x

2 sin x
2

由 (
n∑

i=1

cos kx

)
sin

x

2
=

1

2

n∑
k=1

[
sin

2k + 1

2
x− sin

2k − 1

2
x

]
=

1

2

[
sin

2n+ 1

2
x− sin

x

2

]
可得

n∑
k=1

cos kx =
sin 2n+1

2 x− sin x
2

2 sin x
2

(2)
n∑

k=1

k sin kx = −

(
n∑

k=1

cos kx

)′

= −

(
sin 2n+1

2 x− sin x
2

2 sin x
2

)′

n∑
k=1

k cos kx =

(
n∑

k=1

sin kx

)′

=

(
cos x

2 − cos n+1
2 x

2 sin x
2

)′

2. R(x)在有理点不连续⇒ R(x)不可导

对于 x0 ∈ R\Q，∀q ∈ Z+ ∃Pq ∈ Z s.t
Pq

q
< x <

Pq + 1

q
令 rq =

Pq

q
, sq =

Pq + 1

q
则满足

0 < x− rq <
1

q
, 0 < sq − x <

1

q

故
R (rq)−R (x0)

rq − x0
=

1
q

rq − x0
<

1
q

rq − sq
= −1

R (sq)−R (x0)

sq − x0
=

1
q

sq − x0
>

1
q

sq − rq
= 1

由 lim
π
2
+2
rq = x0 = lim

q→+∞
sq 可得

R (sq)−R (x0)

sq − x0
=
R (rq)−R (x0)

rq − x0
=

1
q

rq − x0
> 1− (−1) = 2

可知 lim
x→x0

R(x)−R (x0)

x− x0
不存在，故 R(x)在 x0不可导，综上 R(x)处处不可导

3. 设切点为 (x, y)，则
ax2 + bx+ c− y0

x− x0
= 2ax+ b

可得

ax2 − 2ax0x− bx0 + y0 − c = 0

则有两个解等价于

4ax20 − 4a (y0 − bx0 − c) > 0

x20 + bx0 + c > y0
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即 x0在抛物线外部；

类似可得，有一解等价于 x0在抛物线上；无解等价于 x0在抛物线内部。

4.

P ′
n+1(x) =

1

2n+1(n+ 1)!

((
x2 − 1

)n+1
)(n+2)

=
1

2n+1(n+ 1)!

(((
x2 − 1

)n+1
)(2))(n)

=
1

2n+1(n+ 1)!

((
(n+ 1)

(
x2 − 1

)n
2x
)′)(n)

=
1

2n+1(n+ 1)!

(
2(n+ 1)

(
x2 − 1

)n
+ 2(n+ 1)x · n

(
x2 − 1

)n+1
2x
)(n)

=
1

2nn!

((
x2 − 1

)n)(n)
+

1

2n−1(n− 1)!

(
x2
(
x2 − 1

)n−1
)(n)

= Pn(x) +
1

2n−1(n− 1)!

((
x2 − 1

)n−1
+
(
x2 − 1

)n)(n)
= Pn(x) + P ′

n−1(x) + 2n

(
1

2nn!

(
x2 − 1

)n)(n)

= Pn(x) + P ′
n−1(x) + 2nPn(x)

5. (
1− x2

)
Pn(x)− 2xP ′

n(x) =
((
1− x2

)
Pn(x)

)′
u(x)=(x2−1)

n

===========
1

2nn!

((
1− x2

)
u(n+1)

)′
=

1

2nn!

((
1− x2

) (
u′
)(n))′

=
1

2nn!

(((
1− x2

)
u′
)(n) − n(−2x)

(
u′
)(n−1) − n(n− 1)

2
· (−2)

(
u′
)(n−2)

)′

(1−x2)u′=−2nxu
=============

1

2nn!

(
−(2nxu)(n) + 2nxu(n) + n(n− 1)u(n−1)

)′
=

1

2nn!

(
−2nxn(n) − 2n2u(n−1) + 2nxu(n) + n(n− 1)u(n−1)

)′
=

1

2nn!

(
−n2 − n

) (
u(n−1)

)′
= −n(n+ 1)Pn(x)

6. 由 (u+ u+ w)n =
∑

0⩽i,j,k⩽n
i+j+k=n

n!

i!j!k!
uivjwk 猜测

(uvw)(n) =
∑

0≤i,j,k≤n
i+j+k=n

n!

i!j!k!
u(i)v(j)w(k)
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可得

(uvw)(n) =
n∑

i=0

Ci
nu

(i)(vw)(n−i)

=
n∑

i=0

Ci
nu

(i)
n−j∑
j=0

Cj
n−iv

(j)w(n−i−j)

=

n∑
i=0

n−j∑
j=0

Ci
nC

j
n−iu

(i)v(j)w(n−i−j)

=

n∑
i=0

n−i∑
j=0

n!

i!j(n− i− j)!
u(i)v(j)w(n−i−j)

=
∑

0⩽i,j⩽n
i+j=n

n!

i!j!(n− i− j)!
u(i)v(j)w(n−i−j)

=
∑

0≤i,j,k≤n
i+j+k=n

n!

i!j!k!
u(i)v(j)w(k)

7. 由 |f(−1)| = |a− b+ c| ≤ 1, | f(0)| = |c| ≤ 1, f(1) = |a+ b+ c| ≤ 1可得

|2a+ b| = |x(a− b+ c) + yc+ z(a+ b+ c)|

= |(x+ z)a+ (z − x)b+ (x+ y + z)c|
x+z=2,z−x=1,x+y+z=0
=================

∣∣∣∣12(a− b+ c)− 2c+
3

2
(a+ b+ c)

∣∣∣∣
≤ 1

2
|a− b+ c|+ 2|c|+ 3

2
|a+ b+ c| ≤ 4

同理可得 | − 2a+ b| =
∣∣∣∣−3

2
(a− b+ c) + 2c− 1

2
(a+ b+ c)

∣∣∣∣ ⩽ 4

线性函数在端点处取最值，故

|x| ≤ 1 ⇒
∣∣f ′(x)∣∣ = |2ax+ b| ≤ max{|2a+ b|, | − 2a+ b|} ≤ 4

8. 设 g(n,m) =
n∑

k=0

(−1)k

 n

k

 km 0 ⩽ m ⩽ n

对 n作数学归纳法，当 n = 1时有

g(1, 0) =

1∑
k=0

(−1)kCk
1k

0 = 1− 1 = 0, g(1, 1) =

1∑
k=0

(−1)kCk
1k

1 = −1

假设 n = N 时结论成立，则当 n = N + 1时有

(1)m = 0,则 g(N + 1, 0) =
N+1∑
k=0

(−1)kCk
N+1 = (1− 1)N+1 = 0
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(2)1 ≤ m ≤ N + 1则

g(m+ 1,m) =
N+1∑
k=0

(−1)kCk
N+1k

m

=

N+1∑
k=0

(−1)k
(N + 1)!

k!(N + 1− k)!
km

= −(N + 1)

N+1∑
k=1

(−1)k+1 N !

(k − 1)!(N − (k − 1))!
km−1

k−1=l
====== −(N + 1)

N∑
l=0

(−1)l
N !

l!(N − l)!
(l + 1)m−1

= −(N + 1)

N∑
l=0

(−1)l
N !

l!(N − l)!

m−1∑
j=0

Cj
m−1l

j

= −(N + 1)
m−1∑
j=0

Cj
m−1

[
N∑
l=0

(−1)lC l
N l

j

]

=

 0 1 ⩽ m ⩽ N

−(N + 1)(−1)NN ! m = N + 1

9.
f ′n(x) = nxn−1 lnx+ xn−1 = nfn−1(x) + xn−1

⇒ f (n)n (x) = nf
(n−1)
n−1 (x) + (n− 1)!

⇒ f
(n)
n (x)

n!
=
f
(n−1)
n−1 (x)

(n− 1)!
+

1

n

记 gn(x) =
f
(n)
n (x)

n!
则

gn(x) = gn−1(x) +
1

n
= · · · = g0(x) + 1 +

1

2
+

1

n
= lnx+ 1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n

可得

lim
n→∞

f (n)(x)

n!
= lim

n→∞
gn

(
1

n

)
= lim

n→∞

(
1 +

1

2
+ · · · 1

n
− lnn

)
= C

其中 C 为欧拉常数

10. 由 lim
x→0

f(2x)− f(x)

x
= A知，对 ∀ε > 0, ∃δ > 0 s.t. |x| < δ时有∣∣∣∣f(2x)− f(x)

x

∣∣∣∣ < ε

于是 |x| < 2δ可得
∣∣∣ x
2k

∣∣∣ < δ,∀k ∈ Z 有∣∣∣∣∣f
(

x
2k

)
− f

(
x

2k+1

)
x

2k+1

∣∣∣∣∣ < ε, ∀k ∈ N
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可得 ∣∣∣∣∣f(x)− f
(

x
2n

)
x

−
n−1∑
k=0

1

2k+1
A

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

1

2k+1

[
f
(

x
2k

)
− f

(
x

2k+1

)
x

2k+1

−A

]∣∣∣∣∣
⩽

n∑
k=0

ε

2k+1
<

∞∑
k=0

1

2k+1
ε = ε

令 n→ +∞，由于 f(x)在 x = 0处连续可得 lim
n→∞

f
( x
2n

)
= f(0)故∣∣∣∣f(x)− f(0)

x
−A

∣∣∣∣ ≤ ε

所以 f(x)在 x = 0处可导且 f ′(0) = A

11. 考虑 z = (1 −
√
x)2n+2,容易验证在 z(n) 中每一个和式都含有因子 (1 −

√
x),也就

是能知道 z(n)(1) = 0,由二项式定理可知

y + z = 2

n+1∑
k=0

 2n+ 2

2k

xk

等式两侧同时求 n阶导数,可得

(y + z)(n)(x) = 2

 2n+ 2

2n

n! + (n+ 1)!x


令 x = 1,再将 z(n)(1) = 0代入,就能得到

y(n)(1) = 4(n+ 1)(n+ 1)!

12. (1)

f(x) =
ax+ b

cx+ d
⇒ f ′(x) =

ad− bc

(cx+ d)2

f (2) =
−2c(ad− bc)

(cx+ d)3
⇒ f (3)(x) =

6c2(ad− bc)

(cx+ d)4

1

(cx+ d)2
S(f, x) =

6c2(ad− bc)

ad− bc
− 3

2

(
−2c(ad− bc)

ad− bc

)2

= 6c2 − 3

2
· 4c2 = 0

(2)设 p′(x) = (x− a1) . . . (x− an)其中 ai互不相等则

p(x)

p′(x)
=

n∑
i=1

1

x− ai

故

S(p, x) =

(
n∑

k=1

1

x− ak

)′

−1

2

(
n∑

k=1

1

x− ak

)2

= −
n∑

k=1

1

(x− ak)
2−

1

2

(
n∑

k=1

1

x− ak

)2

< 0

(3)由链式法则可得

(f ◦ g)′(x) = f ′(g(x))g′(x) = (f ◦ g)(2)(x) = f (2)(g(x))
(
g′(x)

)2
+ f ′(g(x))g(2)(x)

⇒ (f ◦ g)(3) (x) = f (3)(g(x))
(
g′(x)

)3
+ 3f (2)(g(x))g′(x)g(2)(x) + f ′(g(x))g(3)(x)
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故

S(f ◦ g, x) =f
(3)(g(x)) (g′(x))2

f ′(g(x))
+ 3

f (2)(g(x))g(2)(x)

f ′(g(x))
+
g(3)(x)

g′(x)

− 3

2

[
f (2)(g(x)

)
g′(x)

f ′(g(x))
+
g(2)(x)

g′(x)

]2

=
f (3)(g(x)) (g′(x))2

f ′ (g(x))
− 3

2

[
f (2)(g(x))g′(x)

f ′(g(x))

]2
+
g(3)(x)

g′(x)
− 3

2

[
g(2)(x)

g′(x)

]2
= S (f ◦ g, x)

(
g′(x)

)2
+ S(g, x)

(4)由 (3)得 S (f ◦ g, x) = S(f ◦ g, x)
(
g′(x)

)2
+ S(g, x) < 0

(5)不断利用 (4)可得 S(f, x) < 0 ⇒ S(f ◦ f, x) < 0可得

S (fn, x) < 0
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第 7章 微积分基本定理

7.1 微分学中值定理

7.1.1 练习题

1. (1) (反证法) 令 f(x) = ex − ax2 − bx − c，若 f(x) = 0 有 4 个零点, 不妨设为

x1 < x2 < x3 < x4, 则 f(x) 在 [xi, xi+1], i = 1, 2, 3 上满足 Rolle 定理的条件，则

存在 yi ∈ (xi, xi+1), i = 1, 2, 3 使得 f ′(yi) = 0，依次类推可得 ∃ξ ∈ (x1, x4) 使得

f (3)(ξ) = eξ = 0矛盾。

(2)令 F (x) = ax4+bx3+cx2− (a+b+c)x，则 F (1) = F (0) = 0,故存在 x0 ∈ (0, 1)

使得 F (x0) = 0.

(3) 与 (1) 类似可得 f (n)(x) = ann! 有一个零点，可得 an = 0，再次可得 an−1 =

0, · · · , a0 = 0可得 f(x) ≡ 0

(4)若 f(x) = x5+ax4+bx3+cx2+dx+e有 5个零点，则 f ′′′(x) = 60x2+24ax+6b

在 R上有两个不同的零点，可得 ∆ = (24a)2 − 4× 60× 6b > 0 ⇒ 2a2 > 5b矛盾

(5)令 f(x) =
(
x2 − 1

)n
，只需证 f (n)(x)在 (−1, 1)上有 n个不同的实数根。±1为

f(x)的 n重根，则对于 k = 0, 1, . . . n− 1均有 f (k)(±1) = 0，则 ∃x11 ∈ (−1, 1)使

得 f ′ (x11) = 0，又因为 f ′(−1) = f ′(1) = 0则 ∃x21 ∈ (−1, x11) , x22 ∈ (x11, 1)，使

得 f ′′ (x21) = f ′′ (x22) = 0，依此类推可得存在−1 < xn1 < xn2 < · · · < xnn < 1使

得

f (n) (xn1) = 0, f (n) (xn2) = 0, . . . , f (n) (xnn) = 0

(6)令 f(x) = xne−x，只需证 f (n)(x)有 n个正根，0为 f(x)的 n重根，且 ∀n >
0, f (n)(+∞) = 0，可得 ∃x11 > 0使得 f ′(0) = f ′ (x11) = f ′(+∞) = 0，再次可得

x21 ∈ (0, x11) , x22 ∈ (x11,+∞)使得

f ′′(0) = f ′′ (x21) = f ′′ (x22) = f ′′(+∞) = 0

以此类推可得存在 0 < xn1 < xn2 < · · · < xnn使得

f (n) (xn1) = f (n) (xn2) = · · · = f (n) (xnn) = 0

2. 令 F (x) = f(x)− f(a)，则 F (a) = F (b) = 0，又 F ′
+(a)F

′
−(b) > 0，不妨设 F ′

+(a) >

0, F ′
−(b) > 0，因为 F ′

+(a) > 0，则存在 a1 > a 使得 F (a1) > F (a) = 0，同

理存在 b1 < b 使得 F (b1) < F (b) = 0，由介值定理，存在 c ∈ (a1, b1) 使得

F (c) = 0，则 F (a) = F (c) = F (b) = 0分别在 (a, c), (c, b)上运用 Rolle定理，可得

∃x1 ∈ (a, c), x2 ∈ (c, b)，使得 F ′ (x1) = F ′ (x2) = 0，即 f ′ (x1) = f ′ (x2) = 0

3. 取 g(x) = lnx，由柯西中值定理可得 ∃ξ ∈ (a, b)，使得

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=
f ′(ξ)

g′(ξ)
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7.1 微分学中值定理

即

f(b)− f(a) = ln
b

a
· ξf ′(ξ)

4. 令

F (x) =
(
b2 − a2

)
(f(x)− f(a)) + (f(a)− f(b))

(
x2 − a2

)
则 F (a) = F (b) = 0，由 Rolle定理可得存在 ξ ∈ (a, b)使得 F ′(ξ) = 0，即(

b2 − a2
)
f ′(ξ) = 2ξ[f(b)− f(a)]

5. 令 F (x) = [f(x) − f(a)][g(b) − g(x)]，则 F (a) = F (b) = 0，则 ∃ξ ∈ (a, b)，使得

F ′(ξ) = 0，即

f ′(ξ) · (g(b)− g(ξ))− g′(ξ)(f(ξ)− f(a)) = 0

即
f ′(ξ)

g′(ξ)
=

f(ξ)− f(a)

g(b)− g( xi)

6. 若存在x0 > a，使得 f (x0) = f(a)，则结论成立，因此不妨设∀x ∈ (a,+∞), f(x) >

f(a)，因为 lim
x→+∞

f(x) = f(a), ∀x0 > a，∃x1 > x0使得 f (x1) < f (x0)，由介值

定理可得存在 x2 ∈ (a, x0)使得 f (x1) = f (x2)，故 ∃ξ ∈ (x2, x1)使得 f ′(ξ) = 0

7. 令 F (x) = f(x)− x

1 + x2
，则 F (0) = F (+∞) = 0，故 ∃ξ > 0使得 F ′(ξ) = 0，即

f ′(ξ) =
1− ξ2

(1 + ξ2)2

8. (1)由 f(x+∆x)− f(x) = f ′(x+ θ∆x)∆x得 θ =
1

2
，故 lim

∆x→0
θ =

1

2

(2)由 f(x +∆x) − f(x) = f ′(x + θ∆x)∆x得 θ = −x±
√
x2 + x∆x

∆x
由 f(x)定义

域 x > 0，可得

θ = −x+
√
x2 + x∆x

∆x
⇒ lim

∆x→0
θ =

1

2

9. 由
√
x+ 1−

√
x =

1

2
√
x+ θ(x)

可得

θ(x) =
1− 2x+ 2

√
x2 + x

4

θ′(x) =
−2 + 2x+1√

x2+x

4
> 0

可得 θ(x)在 (0,+∞)上单增，又

lim
x→+∞

f(x) =
1

2
, lim
x→0+

θ(x) =
1

4

可得
1

4
≤ θ(x) ≤ 1

2
10. 由达布定理知，导函数无第一类间断点，而单调函数只可能有第一类间断点，故此

导函数无间断点。

11. 由于 f(a)是 f(x)在 [a, b]上的最大值，所以 ∀x ∈ [a, b]，均有 f(x) ⩽ f(a)；故

f ′+(a) = lim
x→a+

f(x)− f(a)

x− a
⩽ 0

118



微
信
公
众
号
：
顺
数
人

7.1 微分学中值定理

若 f(b)是 [a, b]上的最大值，则 ∀x ∈ [a, b]上，均有 f(x) ⩽ f(b)，故

f ′−(b) = lim
x→b−

f(x)− f(b)

x− b
⩾ 0

12. 令 f(x) = 2 arcsinx− arcsin(2x
√
1− x2)，则 f ′(x) = 0，又 f(0) = 0故 f(x) ≡ 0，

即 2 arcsinx ≡ arcsin(2x
√
1− x2)

13. f 为线性函数，f ′′(x) ≡ 0 ⇒ f ′(x) = c(c为常数)，则

f(x) = f (x0) + f ′(ξ) (x− x0)

= c (x− x0) + f (x0)

14. 假设 |f ′(x) |≤M 有界，则

f(x) = f (x0) + f ′(ξ) (x− x0)

|f(x)| ≤ |f (x0)|+M |b− a|

可得 f(x)有界，矛盾。

15. 固定 x0, ∀x < x0,∃δ > 0使得 f(x) > f (x0) ,∀x ∈ (0, δ)则

f(x)− f (x0)

x− x0
< 0

进一步可得

lim
x→0+

f(x)− f (x0)

x− x0
= −∞

故 f ′(x)在 x = 0右侧无下界。

16. 若 ∃c ∈ (a, b)使得 f(c) ̸= f(a)，若 f(c) > f(a)则

f ′(ξ) =
f(c)− f(a)

c− a
> 0

若 f(c) < f(a)则

f ′(η) =
f(b)− f(c)

b− c
=
f(a)− f(c)

b− c
> 0

17. 令 F (x) = f(x)− f(0)(1− x)− f(1)x则 F (0) = F (1) = F (c) = 0，故 ∃ξ ∈ (0, 1)

使得 F ′′(ξ) = 0，即 f ′′(ξ) = 0

18. ∃η使得

eη =
eb − ea

b− a

则取 ξ = η有
f ′(ξ)

f ′(η)
eη =

eb − ea

b− a

19. (1)令 F (x) = f(x)−x，则 F

(
1

2

)
=

1

2
, F (1) = −1，故 ∃η ∈

(
1

2
, 1

)
使得 f(η) = η

(2)令G(x) = (f(x)−x)e−λx，则G(0) = G(η) = 0，可得 ∃ξ ∈ (0, η)使得G′(ξ) = 0，

即 [(
f ′(ξ)− 1

)
− λ (f(ξ)− ξ)

]
e−λξ = 0

即

f ′(ξ)− λ(f(ξ)− ξ) = 1
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20. ⇒：f ′(x) = c为常数，则固定 x0，有

f(x) = f (x0) + f ′(ξ) (x− x0)

= c (x− x0) + f (x0)

为线性函数

⇐：f(x) = ax+ b⇒ f ′(x) = a为常数

7.2 Taylor定理

7.2.1 练习题

1.

x cscx =
2ix

eix − e−ix
= 2ix+

2ix

e2ix − 1
= Re

{
2ix

+∞∑
k=0

Bk(2ix)
k

k!

}

= B0 −
B2

2!
(2x)2 + · · ·+ (−1)k

B2k

(2k)!
(2x)2k + o(x2k)

ln cosx =

∫ x

0
(− tan t)dt

= −
∫ x

0
tan tdt

= −
∫ x

0

(
B2(2

2 − 1)22

2!
t− B4(2

4 − 1)

4!
t3 + · · ·

+(−1)n+1B2n(2
2n − 1)22n

(2n)!
t2n−1 + o(t2n)

)
dt

= −B2(2
2 − 1)22

2! · 2
x2 +

B4(2
4 − 1)24

4! · 4
x4 + · · ·

+ (−1)n
B2n(2

2n − 1)22n

(2n)! · 2n
x2n + o(x2n+1)

ln
sinx

x
=

∫ x

0

(
cot t− 1

t

)
dt

=

∫ x

0

(
−B22

2

2!
t+

B42
4

4!
t3 + · · ·+ (−1)n

B2n2
2n

(2n)!
t2n−1 + o(t2n)

)
dt

− B22
2

2 · 2!
x2 +

B42
4

4 · 4!
x4 + · · ·+ (−1)n

B2n2
2n

2n · (2n)!
x2n + o(x2n+1)

2. 可以这样做

3. f(x) = (x+ a)n，则

f (k)(x) = n(n− 1) · · · (n− k + 1)(x+ a)n−k

f (k)(0) = n(n− 1) · · · (n− k + 1)an−k
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所以 f(x)在 x = 0处的拉格朗日余项的泰勒公式为

f(x) = f(0) + f ′(0)x+ · · ·+ f (n)(0)

n!
xn +

f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
xn+1

= an +

 n

1

 an−1x+ · · ·+

 n

n− 1

 axn−1 + xn

4. 对 f ′(x)在 x = x0处泰勒展开可得

f ′(x) = f ′ (x0) + f ′′ (x0) (x− x0) + · · ·+ f (n) (x0)

(n− 1)!
(x− x0)

n−1 + o((x− x)n−1)

又 ak =
f (k) (x0)

k!
可得

f ′(x) =

n−1∑
k=0

(k + 1)ak+1 (x− x0)
k + o

(
(x− x0)

n−1
)
, (x→ x0)

5.

f(x) =
3
√
sinx3 =

(
x3 − x9

3!
+
x15

5!
+ o

(
x15
)) 1

3

= x

(
1− x6

6
+
x12

120
+ o

(
x12
)) 1

3

= x

1 + 1

3

(
−x

6

6
+
x12

120
+ o

(
x12
))

−
1
3 · 2

3

(
−x6

6 + x12

120 + o
(
x12
)2)

2!

+o
(
x12
)]

= x

[
1− x6

18
+
x12

360
+ o

(
x12
)
− 1

324
x12 + o

(
x12
)]

= x− x7

18
− 1

3240
x13 + o

(
x13
)

所以

f ′(0) = 1, f (k)(0) = 0, k = 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 11, 12

f (7)(0) = − 1

18
, f (13)(0) = − 1

3240

6.
arcsinx =

∫ x

0

dt√
1− t2

=

∫ x

0

(
1 +

∞∑
k=1

(2k − 1)!!t2k

(2k)!!

)
dt

= x+

∞∑
k=1

(2k − 1)!!

(2k + 1) · (2k)!
x2k+1

所以 arcsinx带有 Peano预想的泰勒展开为

arcsinx = x+
n∑

k=1

(2k − 1)!!

(2k + 1) · (2k)!
x2k+1 + o

(
x2n+1

)
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7.2 Taylor定理

7. 令 y =
arcsinx√
1− x2

,
√
1− x2y = arcsinx，两边对 x求导可得√

1− x2y′ − xy√
1− x2

=
1√

1− x2(
1− x2

)
y′ = 1 + xy

显然 y为奇函数，不妨设 y =

∞∑
n=1

a2n−1x
2n−1代入上式可得

a1 +
∞∑
n=1

((2n+ 1)a2n+1 − (2n− 1)a2n−1)x
2n = 1 +

∞∑
n=1

a2n−1x
2n

对比系数可得  a1 = 1

(2n+ 1)a2n+1 = 2na2n

可得

a2n+1 =
(2n)!!

(2n+ 1)!!
n = 0, 1, 2, · · ·

从而 f(x) =
arcsinx√
1− x2

带有 Peano余项的麦克劳林公式为

f(x) = x+
2

3
x3 +

4!!

5!!
x5 + · · ·+ (2n)!

(2n+ 1)!!
x2n+1 + o

(
x2n+1

)
8. 由带有拉格朗日余项的麦克劳林公式得

f(x) = f(0) + f ′(0)x+
f ′′(0)

2!
x2 + · · ·+ f (n)(0)

n!
xn +

f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
xn+1

可得绝对误差为

∆e =

∣∣f (n+1)(ξ)
∣∣

(n+ 1)!
|x|n+1

(1)∆e ≤ e

n+ 1

(2)∆e ⩽ 1

3840

(3)∆e ⩽
26
(
26 − 1

)
42 · 6!

· 0.15 ≈ 1.3× 10−6

(4)∆e ≤ 15
√
2

52044

9. 否，反例为 f(x) = e
− 1

(x−x0)
2 , f (n) (x0) = 0

10. 若 C < 1，则 ∀x ∈ [−1, 1]有

|f(x)| =

∣∣∣∣∣f (n)(ξ)n!
xn

∣∣∣∣∣ ⩽ Cn (∀n ∈ N+)

故 f(x) = 0

若 C ≥ 1，则 ∀x ∈
(
− 1

C
,
1

C

)
，有

|f(x)| =

∣∣∣∣∣f (n)(ξ)n!
xn

∣∣∣∣∣ ≤ (Cx)n (∀n ∈ N+)

则 f(x) ≡ 0

(
∀x ∈

(
− 1

C
,
1

C

))
，由连续性可得 f

(
± 1

C

)
= 0，故在 − 1

C
,
1

C
处
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和上述类似操作可得 f(x) ≡ 0,∀x ∈ [−1, 1]

11. 由带 Lagrange余项的 Taylor定理可知

f

(
a+ b

2

)
= f(a) +

1

2
f ′′ (ξ1)

(
b− a

2

)2

, ξ1 ∈
(
a,
a+ b

2

)
f

(
a+ b

2

)
= f(b) +

1

2
f ′′ (ξ2)

(
b− a

2

)2

, ξ2 ∈
(
a+ b

2
, b

)
两式相减可得

4

(b− a)2
|f(a)− f(b)| =

∣∣∣∣f ′′ (ξ1)− f ′′ (ξ2)

2

∣∣∣∣
⩽ |f ′′ (ξ1) + f ′′ (ξ2)|

2
⩽ max

(∣∣f ′′ (ξ1) , f ′′ (ξ2)∣∣)
故取 ξ为 ξi,其中 ξi = ξ{1,2}{i}即可.

12. (1)不一定，例如：f(x) =
(
x− a+ b

2

)3

, f ′(x) = 3

(
x− a+ b

2

)2

，但 ∀x1, x2 ∈

(a, b),
f (x2)− f (x1)

x2 − x1
> 0

(2)令 f(x+ ξ) = g(x)则 g′′(0) > 0, g′(0) = f ′(ξ)，只需证 ∃x1, x2使得
g (x1)− g (x2)

x1 − x2
= g′(0)

由 g′′(0) > 0，则存在 δ > 0使得

g′(x) > g′(0) x ∈ (0, δ)

g′(x) < g′(0) x ∈ (−δ, 0)

固定 s0 ∈ (0, δ)则
g (s0)− g(0)

s0
> g′(0)

则 ∃t0 ∈ (−δ, 0)使得
g (s0)− g (t0)

s0 − t0
> g′(0)

又
g (t0)− g(0)

t0
< g′(0)

令 φ(x) =
g(t0)− g(x)

t0 − x
，则 φ(0) < g′(0), φ (s0) > g′(0)，故 ∃t1 ∈ (0, s0) 使得

φ (t1) = g′(0)，即
g (t0)− g (t1)

t0 − t1
= g′(0)

13. 假设 ∃x0使得 f ′ (x0) < 0，由 f ′′(x) ≤ 0则

f ′(x) ⩽ f ′ (x0) < 0

则 ∀x > x0有

f(x) = f (x0) + f ′(ξ) (x− x0)

≤ f (x0) + f ′ (x0) (x− x0)

令 x→ +∞，得 lim
x→+∞

f(x) = −∞与 f(x) ≥ 0矛盾。
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7.3 对于教学的建议

14. 要求 θn的极限,首先要找出 θn,由导数的定义可知

lim
h→0

f (n) (x0 + θnh)− f (n) (x0)

h
= f (n+1) (x0) lim

h→o
θn

这样我们找到了 lim
h→0

θn,下面再来求值. 又

f (n) (x0 + θnh)− f (n) (x0)

h
=

n!

hn+1

(
f (x0 + h)− f (x0)− · · · − hn

n!
f (n) (x0)

)
(∗∗)

由带 Peano余项的 Taylor定理可知

f (x0 + h) = f (x0) + f ′ (x0)h+ · · ·+ f (n) (x0)

n!
hn +

f (n+1) (x0)

(n+ 1)!
hn+1 + o

(
hn+1

)
代入 (**)可得

f (n) (x0 + θnh)− f (n) (x0)

h
=

n!

hn+1

(
f (n+1) (x0)

(n+ 1)!
hn+1 + o

(
hn+1

))
=

1

n+ 1
f (n+1) (x0) + o(1)

两侧同时令 h→ 0再由 f (n+1) (x0) ̸= 0可得 lim
h→0

θn = 1/(n+ 1)

15. 由下题可得。

16. 证明由带 Peano余项的 Taylor定理可知

f ′ (x0 + θh) = f ′ (x0) +
f (n)(x0)

(n− 1)!
(θh)n−1 + o

(
hn−1

)
可得

f (x0 + h) = f (x0) + hf ′ (x0) +
f (n) (x0)

(n− 1)!
θn−1hn + o (hn) (∗)

再用带 Peano余项的 Taylor定理展开 f (x0 + h)可得

f (x0 + h) = f (x0) + hf ′ (x0) +
f (n) (x0)

n!
hn + o (hn) (∗∗)

对比等式 (*)与 (**)可知
f (n) (x0)

(n− 1)!
hn
(
θn−1 − 1

n

)
= o (hn)

这说明

θn−1 − 1

n
= o(1)

令 h→ 0可得

lim
h→0

θ =
1

n1/(n−1)

7.3 对于教学的建议

7.3.1 第一组参考题

1. 设 f(x) = a1 sinx+
1

3
a2 sin 3x+ . . .+

an
2n− 1

sin(2n− 1)x,则

f(0) = 0 = a1 −
1

3
a2 + . . .+ (−1)n−1 an

2n− 1
= f

(π
2

)
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因此根据罗尔中值定理，f ′(x) = a1 cosx+a2 cos 3x+. . .+an cos(2n−1)x在
(
0,
π

2

)
上至少有一个零点.

2. 假设结论不成立，由虚根的成对定理，知原方程的所有根都是实根，因此 a, b, c都是

实数. 设 f(x) = x5+ ax4+ bx3+ c,由罗尔中值定理知 f ′(x) = x2
(
5x2 + 4ax+ 3b

)
有四个根，并且 f ′(x)的重根一定是 f(x)的重根. 注意到 x = 0是 f ′(x)的重根，但

由 c ̸= 0知 x = 0不是 f(x)的重根，矛盾. 从而假设不成立，原命题成立.

注: 这里使用了一个结论: 如果 n次多项式 f(x)有 n个实数根，那么 f ′(x)有 n− 1

个实数根，并且 f ′(x)的重根一定是 f(x)的根.

3. 不妨设 a = 1,当 x > 0时，我们有

(x+ 1)2n = x(x+ 1)2n−1 + (x+ 1)2n−1 > x · x2n−1 + 12n−1 = x2n + 1

而当 x < 0时，我们有

(x+ 1)2n = x(x+ 1)2n−1 + (x+ 1)2n−1 < x · x2n−1 + 12n−1 = x2n + 1

而 x = 0时原方程两边相等，因此方程只有一个实根 x = 0

4. 设 g(x) = e−kxf(x),则 g(x)在 [a, b]上连续，在 (a, b)上可微，且有 g(a)g(b) > 0

g(a)g

(
a+ b

2

)
< 0 根据零点存在定理，存在 η1 ∈

(
a,
a+ b

2

)
, η2 ∈

(
a+ b

2
, b

)
,

使得 g (η1) = g (η2) = 0. 再由罗尔中值定理，存在 ξ ∈ (η1, η2) ⊂ (a, b), 使得

g′(ξ) = 0 又由于 g′(x) = e−kx
(
f ′(x)− kf(x)

)
, 故 e−kξ

(
f ′(ξ)− kf(ξ)

)
= 0, 即

f ′(ξ)− kf(ξ) = 0

5. 用数学归纳法证明. 当 n = 1时，结论显然成立. 假设结论己对 n− 1成立，考虑 n

的情形，设

f(x) =

n∑
k=1

cke
λkx

其中 λ1, λ2, . . . , λn两两不相等，c1, c2, . . . , cn不同时为零. 再设 g(x) = e−λnxf(x) =
n−1∑
k=1

cke
(λk−λn)x + cn, 则 g(x) 的零点集和 f(x) 的零点集相等. 假设 f(x) 有 n 个不

同的零点，则 g(x) 有 n 个不同的零点，分别对 n − 1 对相邻零点使用罗尔中值

定理，可知 g′(x) 有 n − 1 个不同的零点. 但 g′(x) =
n−1∑
k=1

ck (λk − λn) e
(λk−λn)x,

而且 λ1 − λn, λ2 − λn, . . . , λn−1 − λn 是 n − 1 个两两不相等的非零实数，由此又

得 c1 (λ1 − λn) , c2 (λ2 − λn) , . . . , cn−1 (λn−1 − λn) 不同时为零，故根据归纳假设，

g′(x)的零点个数小于 n− 1,这导致矛盾. 所以假设不成立，从而 f(x)的零点个数

小于 n,即结论对 n成立. 由数学归纳法知，原结论成立.

6. (1)由（2）立得.

(2)设 g(x) = (f(x))|α|f(1− x),则 g(0) = g(1) = 0,而

g′(x) = |α|f ′(x)(f(x))|α|−1f(1−x)−f ′(1−x)(f(x))|α| = (f(x))|α|f(1−x)
(
|α|f

′(x)

f(x)
− f ′(1− x)

f(1− x)

)
根据罗尔中值定理，存在 ξ ∈ (0, 1)使得 g′(ξ) = 0,结合 f(ξ), f(1− ξ) ̸= 0就有

|α|f
′(ξ)

f(ξ)
=
f ′(1− ξ)

f(1− ξ)
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7. 不妨设 f(a) = f(b) = 0,由于 f(x)不是线性函数，故 f(x)不恒为零. 设 c ∈ (a, b)

满足 f(c) ̸= 0不妨设 f(c) > 0,根据拉格朗日中值定理，存在 ξ ∈ (a, c), η ∈ (c, b),

使得

f ′(ξ) =
f(c)− f(a)

c− a
=

f(c)

c− a
> 0 =

f(b)− f(a)

b− a

f ′(η) =
f(b)− f(c)

b− c
=

−f(c)
b− c

< 0 =
f(b)− f(a)

b− a

得证.

8. 由上题的证明过程可直接得到存在 ζ ∈ (a, c), η ∈ (c, b),使得

f ′(ζ) > 0, f ′(η) < 0

故根据拉格朗日中值定理，存在 ξ ∈ (ζ, η) ⊂ (a, b),使得

f ′′(ξ) =
f ′(η)− f ′(ζ)

η − ζ
< 0

9. (1)固定 x ∈ (a, b),记 λ =
6f(x)

(x− a)2(x− b)
,并构造函数

g(t) = f(t)− λ

3!
(t− a)2(t− b)

则 g(a) = g(x) = g(b) = g′(a) = 0,反复使用中值定理可知存在 ξ ∈ (a, b)使得

g′′′(ξ) = 0

又由于 g′′′(t) = f ′′′(t)− λ,故 f ′′′(ξ) = λ =
6f(x)

(x− a)2(x− b)
,所以

f(x) =
f ′′′(ξ)

3!
(x− a)2(x− b)

(2)与上一问类似，固定x ∈
[
0,

1

3

)
∪
(
1

3
,
2

3

)
∪
(
2

3
, 1

)
,记λ =

120f(x)(
x− 1

3

) (
x− 2

3

)
(x− 1)3

并构造函数

g(t) = f(t)− λ

5!

(
t− 1

3

)(
t− 2

3

)
(t− 1)3

则 g

(
1

3

)
= g

(
2

3

)
= g(1) = g′(1) = g′′(1) = g(x) = 0, g′(a) = 0,反复使用中值定

理可知存在 ξ ∈ (0, 1)使得

g(5)(ξ) = 0

又由于 g(5)(ξ) = f (5)(ξ)− λ,故 f (5)(ξ) = λ =
120f(x)(

x− 1
3

) (
x− 2

3

)
(x− 1)3

,所以

f(x) =
f (5)(ξ)

5!

(
x− 1

3

)(
x− 2

3

)
(x− 1)3

(3)记 λ =
f(b)− f(a)− 1

2(b− a) (f ′(a) + f ′(b))

− 1
12(b− a)3

,并构造函数

g(x) = f(x)− f(a)− 1

2
(x− a)

(
f ′(a) + f ′(x)

)
+

λ

12
(x− a)3

则

g′(x) =
1

2

(
f ′(x)− f ′(a)

)
− 1

2
f ′′(x)(x− a) +

λ

4
(x− a)2

g′′(x) = −x− a

2

(
f ′′′(x)− λ

)
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易知 g(a) = g(b) = g′(a) = 0,反复利用中值定理可知存在 ξ ∈ (a, b)使得

g′′(ξ) = 0

即 −ξ − a

2

(
f ′′′(ξ)− λ

)
= 0, 又因为 ξ ̸= a, 所以我们有

f ′′′(ξ) = λ =
f(b)− f(a)− 1

2(b− a) (f ′(a) + f ′(b))

− 1
12(b− a)3

从而 f(b) = f(a) +
1

2
(b− a)

(
f ′(a) + f ′(b)

)
− 1

12
(b− a)3f ′′′(ξ),命题得证.

(4)记 λ =
2(f(a)(c− b) + f(b)(a− c) + f(c)(b− a))

(a− b)(b− c)(c− a)
,并构造函数

g(x) = f(a)(x− b) + f(b)(a− x) + f(x)(b− a)− 1

2
λ(a− b)(b− x)(x− a)

则有 g(a) = g(b) = g(c) = 0,反复利用中值定理可知存在 ξ ∈ (a, b)使得 g′′(ξ) = 0

又由于

g′(x) = f(a)− f(b) + f ′(x)(b− a) +
1

2
λ(a− b)(2x− a− b)

g′′(x) =
(
f ′′(x)− λ

)
(b− a)

故 f ′′(ξ) = λ =
2(f(a)(c− b) + f(b)(a− c) + f(c)(b− a))

(a− b)(b− c)(c− a)
,即

1

2
f ′′(ξ) =

f(a)

(a− b)(a− c)
+

f(b)

(b− c)(b− a)
+

f(c)

(c− a)(c− b)

得证.

10. 由柯西中值定理，存在 ξ ∈ (a, b)使得

1

a− b

∣∣∣∣∣∣ a b

f(a) f(b)

∣∣∣∣∣∣ =
f(b)
b − f(a)

a
1
b −

1
a

=

ξf ′(ξ)−f(ξ)
ξ2

− 1
ξ2

= f(ξ)− ξf ′(ξ)

故结论成立.

11. 记 λ =
n!∏

i>j (xi − xj)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1 1

x0 x1 . . . xn−1 xn

. . . . . . . . . . . .

xn−1
0 xn−1

1 . . . xn−1
n−1 xn−1

n

f (x0) f (x1) . . . f (xn−1) f (xn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,并构造函数

g(t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1 1

x0 x1 . . . xn−1 t

. . . . . . . . . . . .

xn−1
0 xn−1

1 . . . xn−1
n−1 tn−1

f (x0) f (x1) . . . f (xn−1) f(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
− λ

n!

∏
n>i>j

(xi − xj) (t− x0) (t− x1) . . . (t− xn−1)

则 g (x0) = g (x1) = . . . = g (xn−1) = g (xn) = 0, 反复利用中值定理可知存在

ξ ∈ (a, b)使得

g(n)(ξ) = 0
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又由于

g(n)(t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1

x0 x1 · · · xn−1

. . . . . . . . . . . .

xn−1
0 xn−1

1 . . . xn−1
n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f (n)(t)−λ

∏
n>i>j

(xi − xj) =
(
f (n)(t)− λ

) ∏
n>i>j

(xi − xj)

故 f (n)(ξ) = λ =
n!∏

i>j (xi − xj)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1 1

x0 x1 . . . xn−1 xn

. . . . . . . . . . . .

xn−1
0 xn−1

1 . . . xn−1
n−1 xn−1

n

f (x0) f (x1) . . . f (xn−1) f (xn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
即

1 1 . . . 1 1

x0 x1 . . . xn−1 xn

. . . . . . . . . . . .

xn−1
0 xn−1

1 . . . xn−1
n−1 xn−1

n

f (x0) f (x1) . . . f (xn−1) f (xn)

=
f (n)(ξ)

n!

∏
i>j

(xi − xj)

得证

12. 不妨设 lim
x→+∞

f ′(x) = +∞,则对任意正数 N,存在 X > a使得当 x > X 时有

f ′(x) > max{N, 1}

故
f(a+ 1)− f(a)

(a+ 1)− a
= f ′(ξ) > N,且 f(a + 1) − f(a) = f ′(ξ) > 1,根据第五章第二

组参考题第 15题的结论，f(x)不一致连续.

13. 根据条件可设 lim
x→0+

√
xf ′(x) = l,由柯西中值定理知

lim
x,y→0+,x ̸=y

f(x)− f(y)√
x−√

y
= lim

x,y→0+,x ̸=y

f ′(ξ)
1

2
√
ξ

= lim
x,y→0+,x ̸=y

2
√
ξf ′(ξ) = 2l

这表明 lim
x,y→0+

|f(x) − f(y)| = 0,由柯西准则知 lim
x→0+

f(x)存在. 根据例题 5.4 .5的

结论可知 f(x)在 (0, a]上一致连续

14. 由于 lim
x→+∞

x = ∞, lim
x→+∞

f ′(x) = 0,故根据洛必达法则有 lim
x→+∞

f(x)

x
= 0

15. (1)条件等价于 (xf(x))′ = 0,故 xf(x) = C.由于 C = f(1) = 1,故 f(2) =
C

2
=

1

2

(2)条件等价于
(
f(x)

x

)′
= 0,故

f(x)

x
= C.由于 C = f(1) = 1,故 f(2) = 2C = 2

注: 根据勘误表，(1)中函数 f(x)的定义域应改为 (0,+∞)

16. 对 x ∈ [0, 2],有

f(0) = f(x)− xf ′(x) +
x2

2
f ′′ (ξ1)

f(2) = f(x) + (2− x)f ′(x) +
(2− x)2

2
f ′′ (ξ2)

故将两式相减，得∣∣f ′(x)∣∣ = ∣∣∣∣f(2)− f(0)

2
+
x2

4
f ′′ (ξ1)−

(2− x)2

4
f ′′ (ξ2)

∣∣∣∣
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≤
∣∣∣∣f(2)− f(0)

2

∣∣∣∣+ x2

4
+

(2− x)2

4
≤ 1 +

2(1− x)2 + 2

4
≤ 2

17. 设函数 f 在 R上二次可导,令Mk = sup
x∈R

∣∣∣f (k)(x)∣∣∣ < +∞(k = 0, 1, 2),求证:

M2
1 ⩽ 2M0M2

考虑任意 x ∈ R与 h > 0,由带 Peano余项的 Taylor定理可知:

f(x+ h) = f(x) + hf ′(x) +
f ′′(ξ)

2
h2, ξ ∈ (x, x+ h)

f(x− h) = f(x)− hf ′(x) +
f ′′(ζ)

2
h2, ζ ∈ (x− h, x)

两式相减可得

2hf ′(x) = f(x+ h)− f(x− h) +
f ′′(ξ)

2
h2 − f ′′(ζ)

2
h2

两侧同取上确界可得

2hM1 ⩽ 2M0 +M2h
2,∀h > 0 (1)

用同样的方法可以得到不等式 (1)对 h ⩽ 0也成立,也就是以 h为自变量的二次函

数

g(h) =M2h
2 − 2hM1 + 2M0

恒成立,即它的判别式 ∆ = 4h2M1 − 8M2M0 ⩽ 0恒成立,这正说明

M2
1 ⩽ 2M0M2

18. 设 f(x)在 x = x0 ∈ (0, a)处取到最大值，则 f ′ (x0) = 0.根据拉格朗日中值定理，

知存在 ξ1 ∈ (0, x0) , ξ2 ∈ (x0, a)使得

f ′′ (ξ1) =
−f ′(0)
x0

, f ′′ (ξ2) =
f ′(a)

a− x0
故∣∣f ′(0)∣∣+ ∣∣f ′(a)∣∣ = x0

∣∣f ′′ (ξ1)∣∣+ (a− x0)
∣∣f ′′ (ξ2)∣∣ ≤ x0M + (a− x0)M =Ma

得证.

7.3.2 第二组参考题

1. 设 g(x) = f(x) − (x− a)2

2
· f

′(b)− f ′(a)

b− a
,则有 g 在 [a, b]上可微 , 在 (a, b)上二

阶可微，且

g′(x) = f ′(x)− (x− a) · f
′(b)− f ′(a)

b− a

g′′(x) = f ′′(x)− f ′(b)− f ′(a)

b− a

特别地，我们有 g′(a) = g′(b).假设 g′′(x) ̸= 0, x ∈ (a, b),则根据 g′′(x)的介值性，

必有 g′′(x) > 0或 g′′(x) < 0,不妨设 g′′(x) > 0,从而 g′(x)在 (a, b)上严格单调递

增. 根据导函数的性质，有 lim
x→a+

g′(x) = g′(a), lim
x→b−

g′(x) = g′(b),但 g′(a) = g′(b),

这与 g′(x)在 (a, b)上严格单调递增矛盾. 所以存在 x ∈ (a, b)使得 g′′(x) = 0再由
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g′′(x) = f ′′(x) − f ′(b)− f ′(a)

b− a
,知存在 x ∈ (a, b)使得 f ′′(x) =

f ′(b)− f ′(a)

b− a
,结论

得证.

2. 设 g(x) = f(x) − 1

1 + x2
,则 g 在 (−1,+∞)上无限次可微, 且 g

(
1

n

)
= 0假设

g(0) = g′(0) = . . . = g(k−1)(0) = 0, g(k)(0) = c ̸= 0.根据泰勒中值定理，有

g(x) =
c

n!
xk + o

(
xk
)
(x→ 0)

故 lim
x→0

g(x)

xk
=

c

k!
, 从而 lim

n→∞
nkg

(
1

n

)
=

c

k!
̸= 0, 但 g

(
1

n

)
= 0, 矛盾. 所以

g(k)(0) = 0, k = 0, 1, . . . 又因为

(
1

1 + x2

)(k)
∣∣∣∣∣
x=0

= n! cos
nπ

2
, 所以 f (k)(0) =

n! cos
nπ

2
3. 由于

2x2n−1 + 4x2n−3 + . . .+ 2nx

≤
n∑

k=1

2(n+ 1− k)x2k−1

≤
n∑

k=1

(n+ 1− k)
(
x2k−2 + x2k

)
= n+

n∑
k=1

((n+ 1− k) + (n− k))x2k

= n+

n∑
k=1

(2n+ 1− 2k)x2k

< 2n+ 1 +

n∑
k=1

(2n+ 1− 2k)x2k

= 2n+ 1 + (2n− 1)x2 + . . .+ x2n

所以原方程没有实数根。

4. 反证法，假设结论不成立，则 f ′′(x) > 0或 f ′′(x) < 0,不妨设 f ′′(x) > 0,则 f ′(x)

严格递增. 若 f ′(0) ≥ 0,则 f ′(1) > 0,从而当 x > 1时，有

f(x)− f(1) = f ′(1 + θ(x− 1))(x− 1) > f ′(1)(x− 1)

但 f 有界，矛盾. 同理 f ′(0) < 0也不成立，从而假设不成立，命题得证.

5. 设 g(x) =


f(x)− f(a)

x− a
, a < x ≤ b

f ′(a), x = a
, 则g(x)在[a, b]上连续，在(a, b)上可导. 假

设 g′(x)在(a, b)上没有零点，则其恒正或恒负，不妨设其恒正，则g(x)在 [ a, b
]
上

严格递增。据假设，我们有
f(x)− f(a)

x− a
<
f(b)− f(a)

b− a
,其中 x ∈ (a, b).此式可化

简为

f(x)− (x− a)
f(b)− f(x)

b− x
< f(a)

令 x→ b−,有 f(b)− (b− a)f ′(b) ≤ f(a),所以有

g(b) =
f(b)− f(a)

b− a
≤ f ′(b) = f ′(a) = g(a)

矛盾. 故 g′(x) 在 (a, b) 上有零点. 设 g′(ξ) = 0, 其中 ξ ∈ (a, b) 由于 g′(x) =
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(x− a)f ′(x)− f(x) + f(a)

(x− a)2
,故 f ′(ξ) =

f(ξ)− f(a)

ξ − a

6. 设 g(x) = e−
x

b−a (f(x) − f(a)),则 g 在 [a, b]上连续，在 (a, b)上可导. 且 g(a) = 0

g(c)g′(c) < 0由拉格朗日中值定理，知存在 ξ0 ∈ (a, c),使得 g′ (ξ0) =
g(c)− g(a)

c− a
=

g(c)

c− a
,此时有 g′ (ξ0) g

′(c) < 0.根据导函数的介值性，存在 ξ ∈ (ξ0, c) ⊂ (a, b),使得

g′(ξ) = 0由于 g′(x) = e−
x

b−a

(
f ′(x)− f(x)− f(a)

b− a

)
,故 f ′(ξ) =

f(ξ)− f(a)

b− a
7. 设 g(x) = ln f(x), 则 g(x) 在 (a, b) 上连续，在 (a, b) 上可导, lim

x→a+
g(x) = −∞ 不

妨设 α > 1. 任取 x2 ∈ (a, b), 使得 g′ (x2) > 0. (如果不存在这样的 x2, 则 g(x) 在

(a, b)上递减，这在 lim
x→a+

g(x) = −∞的条件下是不可能的
)
然后取 c ∈ (a, x2)使

得
g (x2)− g(c)

x2 − a
> αg′ (x2) ,则存在 d ∈ (c, x2)使得

g′(d) =
g (x2)− g(c)

x2 − c
>
g (x2)− g(c)

x2 − a
> αg′ (x2)

故存在 x1 ∈ (d, x2)使得 g′ (x1) = αg′ (x2) ,即
f ′ (x1)

f (x1)
= α

f ′ (x2)

f (x2)

8. 由拉格朗日中值定理，知存在 ξ1 ∈ (−2, 0), ξ2 ∈ (0, 2),使得 f ′ (ξ1) =
f(0)− f(−2)

2

f ′ (ξ2) =
f(2)− f(0)

2
,从而

∣∣f ′ (ξ1)∣∣ , ∣∣f ′ (ξ2)∣∣ ≤ 1

设 g(x) = (f(x))2+
(
f ′(x)

)2
,则 g′(x) = 2f ′(x)

(
f(x) + f ′′(x)

)
由于

∣∣f ′ (ξ1)∣∣ , ∣∣f ′ (ξ2)∣∣ ≤
1,故 g (ξ1) , g (ξ2) ≤ 2.而 g(0) = 4,故 g(x)在 (ξ1, ξ2)上有最大值. 设在 x = ξ处取

到,则 g′(ξ) = 0.又由于 g(ξ) ≥ 4, 故
∣∣g′(ξ)∣∣ ≥ √

3 > 0,所以 f(ξ) + f ′′(ξ) = 0

9. 原条件作换元，得 f

(
x+

h

2

)
−f
(
x− h

2

)
= hf ′(x)对h求二阶导,得 f ′′

(
x+

h

2

)
=

f ′′
(
x− h

2

)
,即 f ′′(x)恒为常数,所以 f(x) = ax2 + bx+ c

10. 设 f ∈ C[a, b],定义函数

D2f(x) = lim
h→0

f(x+ h) + f(x− h)− 2f(x)

h2

假设当 x ∈ (a, b)时上述极限总存在. 若 D2f = 0(x ∈ (a, b)),求证 f(x) = c1x+ c2,

其中 c1, c2为常数.

对任意 x ∈ [a, b],定义

fε(x) = f(x)− f(a)− f(b)− f(a)

b− a
(x− a) + ε(x− a)(x− b)
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那么 fε(a) = fε(b) = 0,则

D2fε(x) = lim
h→0

fε(x+ h) + fε(x− h)− 2fε(x)

h2

= lim
h→0

1

h2

(
f(x+ h)− f(a)− f(b)− f(a)

b− a
(x+ h− a) + ε(x+ h− a)(x+ h− b)

+ f(x− h)− f(a)− f(b)− f(a)

b− a
(x− h− a) + ε(x− h− a)(x− h− b)

− 2

(
f(x)− f(a)− f(b)− f(a)

b− a
(x− a) + ε(x− a)(x− b)

)
= lim

h→0

1

h2
(
f(x+ h) + f(x− h)− 2f(x) + ε · 2h2

)
=D2f(x) + 2ε = 2ε

可以证明当 ε > 0 时, fε ⩽ 0. 事实上, 若存在 x0 ∈ (a, b) 使得 fε (x0) > 0,

因为 fε(a) = fε(b) = 0 且 fε 连续. 故 fε 在 (a, b) 中必有最大值, , 令 x∗ =

min {x ∈ (a, b) : fε(x) = max (fε)} .所以有

f (x∗ + h) + f (x∗ − h) < 2f (x∗)

又由 D2fε (x
∗) = 2ε > 0,存在 h > 0,使得

fε (x
∗ + h) + fε (x

∗ − h)− 2fε (x
∗) > 0

fε (x
∗) <

1

2
(fε (x

∗ + h) + fε (x
∗ − h)) < fε (x

∗)

矛盾,故当 ε > 0时 fε(x) ⩽ 0,同理当 ε < 0时, fε ⩾ 0,由 fε关于 ε的连续性知

f(x)− f(a)− f(b)− f(a)

b− a
(x− a) = f0(x) = 0

即

f(x) = f(a)− f(b)− f(a)

b− a
(x− a)

是线性函数，令

c1 =
f(b)− f(a)

b− a
, c2 = f(a) +

f(b)− f(a)

b− a
a

即得 f(x) = c1x+ c2

11. 假设存在 x0 ∈
[
0,

1

2c

]
, 使得 f (x0) ̸= 0. 定义数列 {xn} 如下 : f ′ (xn+1) =

f (xn)

xn
,xn+1 ∈ (0, xn)则 {xn}严格递减且恒大于零，且有

|f (xn)| ≥
1

c

∣∣f ′ (xn)∣∣ = 1

c

|f (xn−1)|
xn−1

≥ 1

c2
|f (xn−2)|
xn−2xn−1

≥ . . .

≥ 1

cn
|f (x0)|

x0x1 . . . xn−2xn−1
>

|f (x0)|
(cx0)

n > 2n |f (x0)|

故 f(x)在

[
0,

1

2c

]
上无界，这不可能，所以假设不成立，即 f(x) = 0, x ∈

[
0,

1

2c

]
然后考虑 f

(
x− 1

2c

)
= 0,采用相同的方法可以证明 f(x) = 0, x ∈

[
0,

2

2c

]
依此

类推，对任意正整数 n,都有 f(x) = 0, x ∈
[
0,
n

2c

]
,所以 f(x) ≡ 0

12. 令 x = 0有 f (n)(0) = 0而对 x ∈ (−1, 1)\{0}有 f(x) =
f (n)(θx)

n!
xn(0 < θ < 1),从
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而 |f(x)| ≤ |x|n+1,令 n→ +∞就有 f(x) = 0

13. 采用与本章第二组参考题第 2题类似的方法，可以证明 f (n)(0) = 0而当 x ̸= 0时,

有 f(x) =
f (n)(θx)

n!
xn(0 < θ < 1),从而 |f(x)| ≤ C

n!
|x|n.令 n→ +∞,就有 f(x) = 0

14.

lim
h→0

∑n
k=0(−1)n−kCk

nf (x0 + kh)

hn

= lim
h→0

∑n
k=0(−1)n−kCk

n

(∑n
m=0

f (m)(x0)
m! kmhm + o (hn)

)
hn−k

= lim
h→0

∑n
k=0(−1)n−kCk

n

∑n
m=0

f (m)(x0)
m! kmhm

hn

= lim
h→0

∑n
k=0

∑n
m=0(−1)n−kCk

n
f (m)(x0)

m! kmhm

hn

= lim
h→0

∑n
m=0

∑n
k=0(−1)n−kCk

n
f (m)(x0)

m! kmhm

hn

= lim
h→0

∑n
m=0

f (m)(x0)
m! hm

∑n
k=0(−1)n−kCk

nk
m

hn

= lim
h→0

n!

hn
= f (n) (x0)

最后一步利用了第六章第二组参考题第 8题的结论.

15. 对 p ∈ {1, 2, . . . , n− 1},取 t1, t2, . . . , tn使得

n∑
k=1

tk · km =

 0, m ̸= p

1, m = p

其中 m = 0, 1, 2, . . . , n − 1对 x ∈ R,由于 f(x + k) = f(x) + f ′(x)k +
f ′′(x)

2!
k2 +

. . .+
f (n) (ξk)

n!
kn,故

n∑
k=1

tkf(x+k) = f(x)

n∑
k=1

tk+f
′(x)

n∑
k=1

tk·k+
f ′′(x)

2!

n∑
k=1

tk·k2+. . .+
1

n!

n∑
k=1

f (n) (ξk) tk·kn

所以

n∑
k=1

tkf(x+ k) =
f (p)(x)

p!
+

1

n!

n∑
k=1

f (n) (ξk) tk · kn,得

∣∣∣f (p)(x)∣∣∣ = p!

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

tkf(x+ k)− 1

n!

n∑
k=1

f (n) (ξk) tk · kn
∣∣∣∣∣ ≤ p!

(
M0

n∑
k=1

|tk|+
Mn

n!

n∑
k=1

|tk| · kn
)

故Mp ≤ p!

(
M0

n∑
k=1

|tk|+
Mn

n!

n∑
k=1

|tk| · kn
)
< +∞,即Mp是有限数.

16. 应用 Taylor公式，有

f(x+m) = f(x) +mf ′(x) +
m2

2!
f ′′(x) + · · ·+ mn−1

(n− 1)!
f (n−1)(x) +

mn

n!
f (n) (ξm(x))

其中 ξm(x) ∈ (x, x+m),m = 1, 2, · · · , n
由于 f ′(x), f ′′(x), · · · , f (n−1)(x) 均可用 f(x + m) − f(x) 及 f (n) (ξm(x)) 表达, 而

lim
x→+∞

[f(x + m) − f(x)] 与 lim
x→+∞

f (n) (ξm(x)) = lim
x→+∞

f (n)(x) 均存在有限, 故
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lim
x→+∞

f (k)(x)均存在有限,分别记为 lim
x→+∞

f (k)(x) = Ak, k = 0, 1, · · · , n
在上面的 Taylor公式中,令 x→ +∞,则 ξm(x) → +∞,于是有

0 = lim
x→+∞

[f(x+m)− f(x)] = m lim
x→+∞

f ′(x) +
m2

2
lim

x→+∞
f ′′(x) + · · ·

+
mn−1

(n− 1)!
lim

x→+∞
f (n−1)(x) +

mn

n!
lim

x→+∞
f (n) (ξm(x))

即

0 = A0 −A0 = mA1 +
m2

2!
A2 + · · ·+ mn−1

(n− 1)!
An−1 +

mn

n!
An, m = 1, 2, · · · , n

列举出来为 

A1 +
1

2!
A2 + · · ·+ 1

(n− 1)!
An−1 +

1

n!
An = 0

2A1 +
22

2!
A2 + · · ·+ 2n−1

(n− 1)!
An−1 +

2n

n!
An = 0

...

nA1 +
n2

2!
A2 + · · ·+ nn−1

(n− 1)!
An−1 +

nn

n!
An = 0

化简得 

A1 +
1

2!
A2 + · · ·+ 1

(n− 1)!
An−1 +

1

n!
An = 0

A1 +
2

2!
A2 + · · ·+ 2n−2

(n− 1)!
An−1 +

2n−1

n!
An = 0

...

A1 +
n

2!
A2 + · · ·+ nn−2

(n− 1)!
An−1 +

nn−1

n!
An = 0

方程组的系数行列式为∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
1

2!
· · · 1

(n− 1)!

1

n!

1
2

2!
· · · 2n−2

(n− 1)!

2n−1

n!
...

...
...

...

1
n

2!
· · · nn−2

(n− 1)!

nn−1

n!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

1

1!2! · · ·n!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1 1

1 2 · · · 2n−2 2n−1

...
...

...
...

1 n · · · nn−2 nn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
V andermonde
==========

1

1!2! · · ·n!
(2− 1)(3− 1) · · · (n− 1)(3− 2)(4− 2)

· · · (n− 2) · · · (n− (n− 1))

=
1

1!2! · · ·n!
(n− 1)!(n− 2)! · · · 1! = 1

n!
̸= 0

所以，齐次方程组只有零解，即

A1 = A2 = · · · = An = 0

也就是 lim
x→+∞

f (k)(x) = 0, k = 1, 2, · · · , n
17. (1)设

∣∣f ′′(x)∣∣ ≤M . 假设结论不成立，则存在 ε0 > 0,使得对任意的X > 0,都存在

x0 > X,使得
∣∣f ′ (x0)∣∣ > ε0 从而对任意的 x ∈

[
x0, x0 +

ε0
2M

]
,都有

∣∣f ′(x)∣∣ > ε0
2
,
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进而
∣∣∣f (x0 + ε0

2M

)
− f (x0)

∣∣∣ > ε20
4M
由柯西准则知 lim

x→+∞
f(x)不存在，这导致矛

盾，所以假设不成立，即 lim
x→+∞

f ′(x) = 0

(2)(i)当 f(x) =
sinx2

x
时，结论不成立.

(ii) 假设结论不成立，则存在 ε0 > 0, 使得对任意的 X > a, 都存在 x0 > X ，使

得
∣∣f ′ (x0)∣∣ > ε0 由于 f ′(x) 一致连续, 故存在 δ > 0, 使得 |x1 − x2| ≤ δ 蕴含

|f (x1)− f (x2)| <
ε0
2
. 从而对任意的 x ∈ [x0, x0 + δ] , 都有

∣∣f ′(x)∣∣ > ε0
2
, 进而

|f (x0 + δ)− f (x0)| >
ε0δ

2
由柯西准则知 lim

x→+∞
f(x)不存在，这导致矛盾，所以假

设不成立，即 lim
x→+∞

f ′(x) = 0

18. 由泰勒中值定理，有

f(x+ r) =
n∑

k=0

f (k)(x)

k!
rk +

f (n+1)(x+ θr)

(n+ 1)!
rn+1 ≥ f(x) +

f (n)(x)

n!
rn

故 f (n)(x) ≤ (f(x+ r)− f(x))n!

rn
≤ 2Mn!

rn

19. 取充分小的正实数 r,使得 [x0 − 3r, x0 + 3r] ⊂ (a, b). 设 M = sup
x∈[x0−2r,x0+2r]

|f(x)|

根据上题结论，对任意 x ∈ [x0 − 2r, x0 + 2r] , 有 f (n)(x) ≤ 2Mn!

(2r)n
故当 x ∈

[x0 − r, x0 + r]时 , 有∣∣∣∣∣f(x)−
n∑

k=0

f (k) (x0)

k!
(x− x0)

k

∣∣∣∣∣ = f (n+1) (x0 + θ (x− x0))

(n+ 1)!
|x− x0|n+1

≤ f (n+1) (x0 + θ (x− x0))

(n+ 1)!
rn+1 ≤ M

2n

所以 f(x) = lim
n→∞

n∑
k=0

f (k) (x0)

k!
(x− x0)

k
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第 8章 微分学的应用

8.1 函数极限的计算

8.1.1 练习题

1. (1)不满足“未定型”，故不可使用 L’Hospital法则

(2)由于 lim
x→+∞

1 + cosx

1− cosx
不存在，故不可使用 L’Hospital法则

(3)由于 lim
x→+∞

ex + e−x

ex − e−x
= lim

x→+∞

ex − e−x

ex + e−x
求不出极限，故不可使用 L’Hospital法

则

(4)求不出极限，故不可使用 L’Hospital法则

2. (1)原式= lim
x→0

(a/b)x
2 − 1

((a/b)x − 1)2
·b

x2

b2x
= lim

x→0

ex
2 ln b

a − 1(
ex ln a

b − 1
)2 = lim

x→0

x2 ln a
b(

x ln a
b

)2 =
1

ln a− 1nb

(2)(1 + t)α = 1 + αt+
α(α− 1)

2
t2 + o

(
t2
)
，由

e
1
x = 1 +

1

x
+

1

2

(
1

x

)2

+
1

6

(
1

x

)3

+ o

(
1

x3

)
而 √

1 + x6 = x
3

√
1 +

1

x6
= x3

(
1 +

1

2

1

x6
+ o

(
1

x6

))
= x3 +

1

2x3
+ o

(
1

x3

)
可得

原式 = lim
x→+∞

(
x3 − x2 +

1

2
x

)(
1 +

1

x
+

1

2

(
1

x

)2

+
1

6

(
1

x

)3

+ o

(
1

x3

))
− x3 +

1

2x3
+ o

(
1

x3

)
= lim

x→+∞

[(
x3 + 0 · x2 + 0 · x+

1

6
− 1

2
+

1

2
+ o(1)

)
− x3 + o(1)

]
=

1

6

(3)原式 = lim
x→0+

ex ln ln 1
x = elimx→0+ x ln ln 1

x

令
1

x
= t⇒ t→ +∞，则

lim
t→+∞

1

t
ln ln t = 0

故原式 = 1

(4)令
1

x
= t⇒ t→ 0+则

原式 = lim
x→0+

(arctan t)−
1

ln t = e− limt→0+
ln(arctan t)

ln t

由 L’Hospital法则可得

原式 = e
− limt→0+

t
arctan t

1
1+t2 = e−1 =

1

e
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3. (1)

f(x) = x−
[
a+ b

(
1− 1

2
x2 + o

(
x2
))] [

x− 1

6
x3 + o

(
x3
)]

= x−
[
a+ b− b

2
x2 + o

(
x2
)]] [

x− 1

6
x3 + o

(
x3
)]

= x−
[
(a+ b)x−

(
b

2
− a+ b

6

)
x3 + o

(
x3
)]

= (1− a− b)x+
2b− a

6
x3 + o

(
x3
)

解得 
a =

2

3

b =
1

3

(2)f(x) = ex − 1 +
(b− a)

1 + bx
x而

ex = 1 + x+
1

2
x2 +

1

6
x3 + o

(
x3
) 1

1 + bx
= 1− bx+ b2x2 + o

(
x2
)

则

f(x) = (1 + b− a)x+

(
1

2
− b(b− a)

)
x2 + o

(
x3
)

解得 
a =

1

2

b = −1

2

(3)

f(x) = cotx− 1 + ax2

x+ bx3
=

1

sinx

(
cosx− sinx

x

1 + ax2

1 + bx2

)
=

1

sinx
·
(
1− 1

2
x2 +

1

4!
x4 + o

(
x4
)
−
(
1− 1

6
x2 +

1

5!
x4 + o

(
x4
)))

(
1 + (a− b)x2 − b(a− b)x4 + o

(
x4
))

=
1

sinx
·
((

b− a− 1

3

)
x2 +

(
1

4!
− 1

5!
+

(
b+

1

6

)
(a− b)

)
x4 + o

(
x4
))

又

1

sinx
− 1

x
=
x− sinx

x sinx
=

1
6x

3

x2
+ o(x) =

1

6
x+ o(x)

⇒ 1

sinx
=

1

x
+

1

6
x+ o(x)

⇒
(
1

x
+

1

6
x+ o(x)

)((
b− a− 1

3

)
x2 +

(
4

5!
+

(
b+

1

6

)
(a− b)

))
x4 + o(x4)

=

(
b− a− 1

3

)
x+

[
1

6

(
b− a− 1

3

)
+

4

5!
+

(
b+

1

6

)
(a− b)

]
x3 + o

(
x3
)

故 
b− a− 1

3
= 0

4

5!
+

(
b+

1

6

)
(a− b) = 0
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8.1 函数极限的计算

解得 
a = −3

5

b = − 1

15

(4)

f(x) = cosx− 1 + ax2

1 + bx2
= 1− 1

2
x2 +

1

4
x4 + o

(
x4
)
−
[
1 + (a− b)x2−

b(a− b)x4 + o
(
x4
)]

=

(
a− b− 1

2

)
x2 +

(
1

4
− b(a− b)

)
x4 + o

(
x4
)

解得  a = 1

b =
1

2

4. (1)

lim
x→0

(
1

x
− 1

sinx

)
= lim

x→0

sinx− x

x sinx
= lim

x→0

−1
6x

3

x2
= 0

(2)

lim
x→0

ex
3 − 1− x3

sin6 2x
= lim

x→0

1
2x

6

(2x)6
=

1

27
=

1

128

(3)令
1

n
= t则 t→ 0+，原式 = lim

t→0+

1

t2
ln

(
sin t

t

)
，又

lim
t→0+

1

t2
ln

(
1 +

sin t− t

t

)
= lim

t→0+

1

t2
ln

(
1− 1

6
t2 + o

(
t2
))

= lim
t→0+

1

t2

(
−1

6
t2 + o

(
t2
))

= −1

6

(4)原式= lim
n→∞

(−1)nn sin(
√
n2 + 2π−nπ) · (−1)n= lim

n→∞
n sin

(
2

n+
√
n2 + 2

π

)
=

lim
n→∞

2nπ

n+
√
n2 + 2

= π

(5)令 sinx = t⇒ tanx =
t√

1− t2
则

原式 = lim
t→0

sin
(

t√
1−t2

)
− tan t

t7

= lim
t→0

t√
1−t2

− 1
6

(
t√
1−t2

)3
+ 1

5!

(
t√
1−t2

)5
− 1

7!

(
t√
1−t2

)7
− tan t

t7

(6)由于

sinx = x− 1

6
x3 +

1

5!
x5 + o

(
x5
)
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8.1 函数极限的计算

则

原式 = lim
x→0

x
(
sinx− 1

6 sin
3 x+ 1

5! sin
5 x+ o

(
x5
))

− sin2 x

x6

= lim
x→0

x
(
x− 1

6x
3 + 1

5!x
5 − 1

6x
3 + 1

12x
5 + 1

5!x
5 + o

(
x5
)
− sin2 x

x6

= lim
x→0

x2 − 1
3x

4 +
(
2
5! +

1
12

)
x6 − sin2 x

x6

=
12 + 32

6!
=

48

6!
=

1

15

5. 由存在 f ′′(a) ⇒ f(x)在 a的邻域可导得

f(a+ 2h)− 2f(a+ h) + f(a)

= 0 + h
(
2f ′(a)− 2f ′(a)

)
+

1

2
h2
(
4f ′′(a)− 2f ′′(a)

)
+ o

(
h3
)

= h2f ′′(a) + o
(
h3
)

故原式 = f ′′(a)

6. 由 f 在 O (x0)中二阶连续可微,可得

f(x)− f(x) = f ′(x0) (x− x0) +
1

2
f ′′ (x0) (x− x0)

2 + o
(
(x− x0)

2
)

故

原式 = lim
x→x0

−f(x) + f (x0) + f ′ (x0) (x− x0)

[f ′ (x0) (x− x0)]
2 = lim

x→x0

−1
2f

′ (x0) (x− x0)
2

f ′ (x0)
2 (x− x0)

2 = − f ′′ (x0)

2f ′ (x0)
2

7. 切线为

y − f(x) = f ′(x)(u− x) ⇒ u = x− f(x)

f ′(x)

可得

lim
x→0+

xf(x− f(x)/f ′(x))

(x− f(x)/f ′(x))f(x)
= lim

x→0+

x · 1
2 (x− f(x)/f ′(x))2 f ′(0)

(x− f(x)/f ′(x))f(x)

= lim
x→0+

f ′′(0)

2

x(xf ′(x)− f(x))

f(x)f ′(x)
= lim

x→0+

f ′′(0)

2

x
(
x · xf ′′(0)− 1

2x
2f ′′(0)

)
1
2x

2f ′′(0)xf ′′(0)
=

1

2

8. 设 g(t) =

(
1 +

1

t

)t

，则 g(n+ 1)− g(n) = g′(α), n < α < n+ 1，则

g′(t) =
(
et ln(1+

1
t
)
)′

=

(
ln

(
1 +

1

t

)
− 1

t+ 1

)
·
(
1 +

1

t

)t

=

(
1

t
− 1

2

1

t2
+

1

3

1

t3
+ o

(
1

t4

)
− 1

t+ 1

)
·
(
1 +

1

t

)t

=

(
1

t(t+ 1)
− 1

2

1

t2
+ o

(
1

t2

))(
1 +

1

t

)t

=
1

2

[
1

t(t+ 1)
− 1

t2(t+ 1)

](
1 +

1

t

)t

∼ 1

2

1

t2

(
1 +

1

t

)t

∼ e

2

1

t2

则

f(x) = lim
n→∞

nx
e

2n2
=
e

2
lim
n→∞

nx−2 (1)

故 x < 2时，(1) = 0;x = 2时，(1) =
e

2
；x > 2时，(1) = +∞. 故定义域为 (−∞, 0]，

值域为 {0, e
2
}
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8.2 函数的单调性

9. 显然有

x1 > x2 > · · · > xn > · · · > 0

故 {xn}收敛，设收敛于 A ∈ [0, x1)，则

A = ln(1 +A) ⇒ A = 0

可得 {xn]收敛于 0，由 Stolz定理可得

lim
n→+∞

nxn = lim
n→+∞

n
1
xn

= lim
n→∞

1
1

xn+1
− 1

xn

= lim
n→+∞

xnxn+1

xn − xn+1
= lim

n→+∞

xn ln (1 + xn)

xn − ln (1 + xn)

= lim
t→0

t ln(1 + t)

t− ln(1 + t)
= 2

10. 易知 xn = xn−1 + ln (a− xn−1)

(i)0 < a < 1时

x0 = ln a < a− 1 ⇒ x1 = ln a+ ln(a− ln a) < a− 1

数学归纳法可得 xn < a− 1，故

xn−1 < xn < a− 1

可得 {xn}收敛
(ii)a = 1 ⇒ xn = a− 1 = 0, n = 1, 2, · · ·
(iii)a > 1同理可证 {xn}收敛⇒ lim

n→∞
xn = a− 1

8.2 函数的单调性

8.2.1 练习题

1. f(x) = x+ sinx, f ′(x) = 1 + cosx ≥ 0，则 f(x)单增，但是 f ′(x)不单调

f(x) = x2，则 f ′(x) = 2x单调，但是 f(x)不单调。

2. 令 f(x) =

(
1 +

1

x

)x

(x ̸= 0)则

f(x) = ex ln(1+x)−x lnx

f ′(x) =

(
ln

(
1 +

1

x

)
− 1

x+ 1

)(
1 +

1

x

)x

x > 0时有

ln

(
1 +

1

x

)
− 1

x+ 1
> 0

可得 f ′(x) > 0，f(x)在 (0,+∞)上单调增加

当 x < −1时有

f(x) = ex ln(−1−x)−x ln(−x)

f ′(x) =

(
ln

(
1 + x

x

)
+

x

x+ 1
− 1

)(
1 +

1

x

)x

140



微
信
公
众
号
：
顺
数
人

8.2 函数的单调性

=

(
ln

(
1 +

1

x

)
− 1

x+ 1

)(
1 +

1

x

)x

> 0

故 f ′(x) > 0在 (−∞,−1)上单调增加

3. 令 g(x) =
f(x)

x
则

g(x) =
xf ′(x)− f(x)

x2
=
xf ′(x)− [f(x)− f(0)]

x2
=
xf(x)− xf ′(θx)

x2

其中 0 < θ < 1，又 f ′ 严格单调增加可得 g′(x) > 0故 g(x)在 (0,+∞)上严格单调

增加

4. 取 0 < x1 < x2 < a则

f (x2)

g (x2)
− f (x1)

g (x1)
=
f (x2) g (x1)− g (x2) f(x1)

g (x2) g (x1)

考虑函数 φ(t) = f(t)g (x1)− g(t)f(x1)则

φ′(t) = f ′(t)g(x1)− g′(t)f(x1) = g (x1) g(t)
(
f ′(t)/g′(t)− f (x1) /g (x1)

)
(1)

又由

f(0) = g(0) = 0 ⇒ f(x1)− f(0)

g (x1)− g(0)
=
f ′(α)

g′(α)

其中 α ∈ (0, x1)可得 (1)式= g(x1)g(t)
(
f ′(t)/g′(t)− f ′(α)/g′(α)

)
> 0可得 f/g严

格单调递增

5. 任取 b > a则有

f ′(b) = f(a) + (b− a)f ′′(ξ)

其中 ξ ∈ (a, b)，又 f ′(a) < 0, f ′′(ξ) ⩽ 0 ⇒ f ′(b) ⩽ f ′(a) < 0。由 b的任意性可得

f ′(x) < 0,∀x > a可得 f(x)在 (a+∞)上至多 1个实根

又

f

(
a− f(a)

f ′(a)

)
= f(a)+

(
a− f(a)

f ′(a)
− a

)
f ′ (ξ0) ⩽ f(a)+

(
a− f(a)

f ′(a)
− a

)
f ′(a) = 0

f(a) > 0 ⇒ f(x)在

(
a, a− f(a)

f ′(a)

)
上有实根，故 f(x)在 (a,+∞)上有唯一的实根

6. 唯一性显然成立，只需证存在性

f(a− f(a)/k) = f(a) +

(
−f(a)

k

)
f ′(α)

其中 α ∈
(
a, a− f(a)

k

)
，又由

f ′(α) > k > 0 ⇒ f(a)− f(a)/k · f ′(α) > 0

而 f(a) < 0可得 f(x)在 (a, a− f(a)/k)存在唯一的实根

7. 令 φ(x) = aex−1−x− 1

2
x2 ⇒ φ′′(x) = aex > 0，令 φ′′(x) = aex−1 > 0 ⇒ x > x0

可得 x = x0为 φ′(x)的极小值点 φ′ (x0) = aex0 − 1− x0 = −x0
(i)a ∈ (0, 1) 时 x0 > 0 ⇒ φ′ (x0) < 0 ⇒ 有零点 x1, x2 (x1 < x0 < x2) 可得

x1, x2分别为 φ(x)极大值，极小值点

φ (x1) = aex1 − 1− x1 −
1

2
x21 = −1

2
x21 < 0
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8.3 函数的极值与最值

φ (x2) = −1

2
x22 < 0

可得φ(x)在 (−∞, x2)上总小于 0，而φ(x)在 (x2,+∞)上是单调增的，且φ(+∞) >

0 ⇒有唯一实根
(ii)a ∈ [1,+∞), x0 ≤ 0 ⇒ φ (x0) ⩾ 0φ(x)单调增加，由 φ(−∞) < 0, φ(+∞) > 0可

得有唯一的实根

8.

f(x) =

(
2

π
− 1

)
1

x
+

2x

1 + x2
=

2− π

πx
+

2x

1 + x2
=

(2− π)(1 + x2) + 2πx2

πx (1 + x2)
=

2− π + (2 + π)x2

πx (1 + x2)

令 f(x) > 0 ⇒ x2 >
π − 2

π + 2
⇒ x ∈ (

√
π − 2

π + 2
, 1)又

f(1) = 0 ⇒ f(

√
π − 2

π + 2
) < f(1) = 0 lim

x→0+
f(x) = +∞

可得 f(x)在 (0, 1)内有唯一的实根。

8.3 函数的极值与最值

8.3.1 练习题

1. 首先有结论：在区间内部，若 f 有极值，则一定也是极值

设 x0 不是最值点，⇒ 最值在端点处取得 (只可能是闭区间)，不妨设 x0 为极小值

点，I 为 [a, b], f(a) ⩽ f(x) ⩽ f(b), x ∈ [a, b] 则在 x0 的左邻域内有一点 ξ 满足

f(ξ) > f (x0) > f(a)，于是 f(x)在 [a, x0]最大值在内部取得，⇒ f(x)在 (a, x0)内

有极值点，矛盾！

2. 令 f(x) = x3 + px+ q ⇒ f(x) = 3x2 + p，若 p ⩾ 0 ⇒ f ′(x) ⩾ 0, ∀x ∈ R⇒ f(x)有

唯一的实根，若 p < 0 ⇒ f(x)在 (−
√
−p
3
,

√
−p
3
)单调减，则

f(−
√
−p
3
) > 0

f(

√
−p
3
) < 0

可得 
p

3

√
−p
3
− p

√
−p
3
+ q > 0

−p
3

√
−p
3
+ p

√
−p
3
+ q < 0

即 
−2

3
p

√
−1

3
p+ q > 0

−2

3
p

√
−1

3
p− q > 0

3. 与上一题类似
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8.3 函数的极值与最值

图 8.1

4.

f(x̃) = λa2eλx − λb2e−λx = λ
(
a2eλx − b2e−λx

)
f ′′(x) = λ2

(
a2eλx + b2eλx

)
> 0

令 f ′(x) = 0 ⇒ e2λx =

(
b

a

)2

eλx =
b

a
设对应的 x为 x0,则 x = x0 为 f(x)的极小

值点，f (x0) = 2ab

5. 由题意知 ∣∣∣∣∣∣ a b

c d

∣∣∣∣∣∣ = ad− bc ̸= 0

若 c = 0则 a, d ̸= 0, y =
a

d
x+

b

d
无极值。

若 c ̸= 0 ⇒ y =
a

c
+
bc− ad

cx+ d
· 1
c

⇒ y′ =
bc− ad

c

1

(cx+ d)2
· (−c) = (ad −

bc)
1

(cx+ d)2
̸= 0可得在

(
−∞,−d

c

)
及

(
−d
c
,+∞

)
上无极值点

6. 即比较
√
n+ 1

2
lnn和

√
n

2
ln(n+ 1)大小，即

lnn√
n
和

ln(n+ 1)√
n+ 1

大小。

令 f(x) = x−
1
2 lnx (x > 0)则

f(x) = x−
3
2 +

(
−1

2

)
x−

3
2 lnx =

1

2
x−

3
2 (2− lnx)

令 f ′(x) > 0 ⇒ 2 − lnx > 0 ⇒ x < e2 可得 n ≤ 6时，(
√
n+ 1)

√
n > (

√
n)

√
n+1；

n ≥ 8时，(
√
n)

√
n+1 > (

√
n+1)

√
n；当 n = 7时，f(7) =

1√
7
ln 7, f(8) =

1√
8
ln 8，

f(7) > f(8)

7. (1)参考图 8.1首先证明：固定底边不变时，等腰三角形周长最小。

143



微
信
公
众
号
：
顺
数
人

8.4 函数的凸性

|AC1| =
h

cos θ
, |AD| = h tan θ ⇒ |BC1| =

√
h2 + (1 + h tan θ)2

可得

f(θ) = h sec θ +
√
h2 + (l + h tan θ)2

(
θ ∈

(
−π
2
,
π

2

))
f ′(θ) = h sec θ tan θ + h sec2 θ

l + k tan θ

(h2 + (l + h tan θ)2)
1
2

令 f ′(θ) > 0可得

tan θ
(
h2 + (l + h tan θ)2

) 1
2 + sec θ(l + h tan θ) > 0

sin θ
(
h2 +

(
l + h tan θ)2

) 1
2 > −(l + h tan θ) (1)

当 θ ⩾ 0时，式 (1)总是对的

当 θ < 0时

(1) ⇒ sin2 θ
(
h2 + (l + h tan θ)2

)
< (l + h tan θ)2

sin2 θh2 < (l + h tan θ)2 cos2 θ ⇒ h| sin θ| < cos θ|l + h tan θ |

|h tan θ| < |l + h tan θ| ⇒ −h tan θ < l + h tan θ ⇒ tan θ <
l

2h

即为等腰三角形，任意两边相等，即为等边三角形。

(2)等边三角形，和 (1)类似

(3)(4)略

8. 设微分方程有 2个解 y1, y2,记 y = y1 − y2,于是 y满足 y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0

y(a) = y(b) = 0
(1)

由于 y 在 [a, b]上连续,如果 y 不是常值函数,那么必存在非 0的最值,不妨设 y 有

最大值, 且最大值点为 x0, 那么自然 y (x0) > 0, 又因为 x0 为极大值点, 那么就有

y′ (x0) = 0, y′′ (x0) ⩽ 0,将 x0代入微分方程 (1)可以得到

y′′ (x0) + q (x0) y (x0) = 0

但是 y′′ (x0) ⩽ 0与 q (x0) y (x0) < 0使得 y′′ (x0) + q (x0) y (x0) = 0出现矛盾. 于是

y ≡ y(a) = 0为零函数,这说明 y1 = y2

8.4 函数的凸性

8.4.1 练习题

1. 用数学归纳法.当 n = 2时,这正是凸函数和严格凸函数的定义.设 n = k ⩾ 2时命题

成立，我们来证 n = k+1时命题也成立.设 x1, x2, · · · , xk+1 ∈ I, λ1 λ2, · · · , λk+1 >

0,并且

λ1 + λ2 + · · ·+ λk+1 = 1
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8.4 函数的凸性

令

µi =
λi

1− λk+1
(i = 1, 2, · · · , k)

易见 µi > 0(i = 1, 2, · · · , k)且 µ1 + µ2 + · · ·+ µk = 1.这时还有

µ1x1 + µ2x2 + · · ·+ µkxk ∈ I

于是

f

(
k+1∑
i=1

λixi

)
= f

(
(1− λk+1)

k∑
i=1

µixi + λk+1xk+1

)

⩾ (1− λk+1) f

(
k∑

i=1

µixi

)
+ λk+1f (xk+1)

⩾ (1− λk+1)

k∑
i=1

µif (xi) + λk+1f (xk+1)

=
k+1∑
i=1

λif (xi)

因此，我们已经证明:当 f 为 I 上的凸函数时，对任何 n ∈ N∗,不等式 (8.11)成立.

再设 f 是 I 上的严格凸函数, 并且 x1, x2, · · · , xn 不全相等. 我们重新审查归纳证

明. 当 n = 2 时 , x1, x2 不全相等就是 x1 ̸= x2. 按定义，严格的不等号成立.

假设 n = k 时, 严格的不等号成立. 再设 x1, x2, · · · , xk+1 不全相等. 如果其中的

x1, x2 · · · , xk 不全相等, 那么上述归纳法中最后的那个不等号应当是严格的; 如果

x1 = · · · = xk ̸= xk+1,则
k∑

i=1

µixi = x1

k∑
i=1

µi = x1 ̸= xk+1

这时归纳过程的第一个不等号就应当是严格的.总之，不等式 (8.11)对一切 n ∈ N

成立。

2. 任取 x1, x2, x3满足 a < x1 < x2 < x3 < b，由 f 是凸的，可得

f (x3)− f(x2)

x3 − x2
⩽ f (x3)− f(x1)

x3 − x1
⩽ f (x2)− f(x1)

x2 − x1
而

1/f (x3)− 1/f (x2)

x3 − x2
− 1/f (x2)− 1/f(x1)

x2 − x1

=
1

f(x2)f(x3)

f (x2)− f(x3)

x3 − x2
− 1

f(x2)f(x1)

f (x1)− f (x2)

x2 − x1

⩾
[

1

f(x2)f(x3)
− 1

f(x2)f(x1)

]
f (x1)− f (x3)

x3 − x1
=

f(x1)− f (x3)

f (x1) f (x2) f(x3)
·f (x1)− f (x3)

x3 − x1
⩾ 0

可得
1

f
是下凸的，类似的有 f 下凸⇒ 1

f
上凸。

3. 任取 3个点 x1, x2, x3满足 x1 < x2 < x3 ⇒至少有两个点的值同取于 f 或 g，不妨

设 f (x1) ⩾ g (x1) , f (x2) ⩾ g (x2)，令 h(x) = max{f(x), g(x)}则
h (x3)− h (x2)

x3 − x2
⩾ f (x3)− f (x2)

x3 − x2
⩾ f (x2)− f (x1)

x2 − x1
=
h (x2)− h (x1)

x2 − x1
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⇒ h(x)是下凸的

4. 任取 3个点 x1, x2, x3满足 x1 < x2 < x3 ⇒
f(x3)g(x3)− f (x2) g (x2)

x3 − x2
− f (x2) g (x2)− f (x1) g (x1)

x2 − x1

⩾ g (x3)
f (x3)− f(x1)

x3 − x1
+f (x2)

g (x3)− g (x2)

x3 − x2
−
(
f (x2)

g (x2)− g (x1)

x2 − x1
+ g (x1)

f (x3)− f(x1)

x3 − x1

)

⩾ (g (x3)− g (x1))
f (x3)− f (x1)

x3 − x1
+ f (x2)

(
g (x3)− g (x2)

x3 − x2
− g (x2)− g(x1)

x2 − x1

)
⩾ 0

⇒ f · g为 I 上的下凸函数

5. 由于 ex单增可得

ef(λ1x1+λ2x2) ≤ eλ1f(x1)+λ2f(x2) ≤ λ1e
f(x1) + λ2e

f(x2)

其中 λ1 + λ2 = 1，故 F (x) = ef(x)是下凸函数

6. 考虑 f(x) = e−x, g(x) = x2均是下凸函数，但是

(f(g(x)))′′ =
(
e−x2

)′′
= 2

(
2x2 − 1

)
e−x2

可得在 x = 0时 (f(g(0)))′′ < 0故 f(g(x))不是下凸函数

7. 若不是结论提到的两种情况则存在 x1 < x2 < x3 ∈ (−∞,+∞)使得

f(x1) < f(x2), f(x2) > f(x3)

则
f (x1)− f (x2)

x1 − x2
> 0 >

f (x3)− f (x2)

x3 − x2

与 f(x)是下凸函数矛盾。

8. f 为下凸函数，若 f 有两个不同的值，设为 x1 < x2, f (x1) ̸= f (x2)

(i)若 f (x1) > f (x2)则 ∀x < x1有

f(x)− f (x1)

x− x1
≤ f (x2)− f (x1)

x2 − x1

⇒ f(x)− f (x1) ⩾
f (x2)− f (x1)

x2 − x1
(x− x1)

令 x→ −∞可得 lim
x→−∞

f(x) = +∞这与 f 有界矛盾

(ii)若 f (x1) < f (x2)则 ∀x > x2有

f (x2)− f (x1)

x2 − x1
⩽ f(x)− f (x2)

x− x2

⇒ f(x) ⩾ f (x2)− f (x1)

x2 − x1
(x− x2) + f (x2)

令 x→ +∞可得 lim
x→+∞

f(x) = +∞这与 f 有界矛盾

9. (1)∀x ̸= x0,f ′(x)在 x0处泰勒展开可得

f ′(x) =
f (n)(ξ)

(n− 1)!
(x− x0)

n−1

由于 n为奇数，则

f ′(x) =
f (n)(ξ)

(n− 1)!
(x− x0)

n−1 > 0

又 f ′ (x0) > 0，故 f(x)严格单调递增
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(2)∀x0 ̸= x ∈ (a, b)，f ′′(x)在 x0处泰勒展开可得

f ′′(x) =
f ′′(ξ)

(n− 2)!
(x− x0)

n−2 > 0

又 f ′′ (x0) > 0，故 f 在 (a, b)上严格下凸

10. 任取 [a, b] ⊂ (c, d)，则 ∀x1, x2 ∈ [a, b]有

m1 =
f(a)− f

(
a+c
2

)
1
2(c− a)

⩽ f (x2)− f(x1)

x2 − x1
⩽
f
(
d+b
2

)
− f(b)

1
2(d− b)

= m2

则 ∣∣∣∣f(x)− f(x)

x2 − x1

∣∣∣∣ ⩽ max {|m1| , |m2|} :=M > 0

则

|f (x1)− f (x2) | ⩽M |x1 − x2 |

11. 充分性：因为对任意 (x, y) ∈ I,任取 c ∈ (x, y),都有

f(y)− f(c)

y − c
⩾ a ⩾ f(c)− f(x)

c− x

这说明 f 在 I 上是下凸函数.

必要性：任意一点 x0 ∈ I,取 x1 < x0 < x2，可得

f (x0)− f (x1)

x0 − x1
⩽ f (x2)− f (x0)

x2 − x0
令 x1 → x0−, x2 → x0+自然可以得到 f ′− (x0) ⩽ f ′+ (x0)

任意一点 c ∈ I,都有 f ′−(c) ⩽ f ′+(c)，于是取 a ∈
[
f ′−(c), f

′
+(c)

]
,那么对 x ∈ I 就有

f(x)− f(c)

x− c
⩾ f ′+(c) ⩾ a , x > c

f(x)− f(c)

x− c
⩽ f ′−(c) ⩽ a , x < c

故 f(x) ⩾ a(x− c) + f(c)

12. lim
x→+∞

f(x)

x
有意义⇔ lim

x→+∞

f(x)− f(x)

x− a
有意义，而

f(x)− f(a)

x− a
关于 x递增，所

以有意义

13. 设 f 不是常值函数，不妨设 ∃a < b, f(a) = A < B = f(b)，可得

∀x > b,
f(x)− b

x− b
>
f(b)− f(a)

b− a
> 0

f(x) > b+ (x− b)
f(b)− f(a)

b− a

取 x > 0，则
f(x)

x
>
b

x
+
x− b

x

f(b)− f(a)

b− a

可得

lim
x→∞

f(x)

x
>
f(b)− f(a)

b− a
> 0

矛盾

14. 对任意的 d ∈ (a, b), d ̸= c,它一定落在区间 (a, c)或 (c, b)内,不妨设 d ∈ (a, c).那么
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f 在 [a, c]上自然是下凸函数,也就是满足
f(d)− f(a)

d− a
⩽ f(c)− f(a)

c− a
= 0

于是可以得到

f(d) ⩽ f(a)

又因为 f 在 [d, b]上也是下凸函数,那么又会有
f(c)− f(d)

c− d
⩽ f(b)− f(c)

b− c
= 0

那么又有

f(d) ⩾ f(c)

因为 f(a) = f(c),这迫使 f(d) = f(a),由 d的任意性可知 f ≡ f(a)为常函数.

15. 任取区间 (x1, x2) ⊂ [a, d],如果 x1 ⩾ b或者 x2 ⩽ c,那么由 f 在 [a, c]及 [b, d]上为

下凸函数可知对任意的 x ∈ (x1, x2) ,有

f(x)− f (x1)

x− x1
⩽ f (x2)− f (x1)

x2 − x1
⩽ f (x2)− f(x)

x2 − x
(1)

那么我们只要考虑当 x1 < b且 x2 > c时,即 (b, c) ⊂ (x1, x2)时,是否有不等式 (1)

成立. 而
f(x)− f (x1)

x− x1
⩽ f (x2)− f(x)

x2 − x
(2)

就已经蕴含了 (1),所以我们只要说明不等式 (2)成立即可.

(Case 1)对任意的 x ∈ (b, c),首先由于 f 在 [x1, c]上为下凸函数,就有
f(x)− f (x1)

x− x1
⩽ f(c)− f(x)

c− x

又由于 f 在 [b, d]上为下凸函数,那么又有
f(c)− f(x)

c− x
⩽ f (x2)− f(x)

x2 − x

可得
f(x)− f (x1)

x− x1
⩽ f(c)− f(x)

c− x
⩽ f (x2)− f(x)

x2 − x

那么自然有不等式 (2)成立.

(Case 2)因为 f 在 [x, c]上为下凸函数,那么
f(c)− f(x)

c− x
⩽ f(c)− f(b)

c− b

然后再因为 f 在 [b, x2]上为下凸函数,又有不等式
f(c)− f(b)

c− b
⩽ f (x2)− f(c)

x2 − c

成立,于是可以得到
f(c)− f(x)

c− x
⩽ f (x2 − f(c))

x2 − c

可知

f(x)− f (x1)

x− x1
⩽ f(c)− f(x)

c− x
⩽ f(c)− f(x) + f (x2)− f(x)

c− x+ x2 − c
=
f (x2 − f(x))

x2 − x

(Case 3)当 x ∈ (c, x2)时,与 (Case 2)类似,先对 [b, x2]使用性质,再对 [b, x]使用性
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质,最后对 [x1, c]使用性质,将得到的不等式连起来,也可以得到不等式 (2)成立.

综上所述,对任意的 (x1, x2) ⊂ [a, d]与任意的 x ∈ (x1, x2) ,都有不等式 (2)成立,也

就是说 f 在 [a, d]上为下凸函数.

16. 因为其二次导数还是奇数次多项式，在 x趋于负无穷时，函数值趋于负无穷，在 x

趋于正无穷时，函数值趋于正无穷，故它的二次导数有正值有负值，所以不是凸函

数。

17. (反证法)不妨设 f ′′(x) > 0, ∀x ∈ (a, b)，若有

f (x1)− f (x2) = f ′ (ξ1) (x1 − x2) = f ′ (ξ2) (x1 − x2) , ξ1 < ξ2

则 f ′(ξ1) = f ′ (ξ2)，故
f ′(ξ1)− f ′ (ξ2)

ξ1 − ξ2
= f ′′(η) = 0

矛盾

18. 不妨设 f(x)在 [a, x0]，在 [x0, b]下凸，则在 [x0, b]上考虑，∀h > 0有

f (x0 + 2h)− f (x0 + h)− (f (x0 + h)− f (x0))

h2
⩾ 0

令 h→ 0+可得 f ′ (x0) ≥ 0，类似的在 [a, x0]可得 f ′′ (x0) ≤ 0，故 f ′′ (x0) = 0

19. 参考下面一题

20. ∀x ̸= x0考虑 f ′′(x)在 x0处的展开则

f ′′(x) =
f (n) (x0)

(n− 2)!
(x− x0)

n−2 + o ((x− x0))
n−2

= (x− x0)
n−2

(
f (n) (x0)

(n− 2)!
+ o(1)

)
不妨设 f (n) (x0) > 0，若 n为奇数，则在 x0的左邻域，f

′′(x) < 0，在 x0的右邻域，

f ′′(x) > 0，故 x0 是拐点；若 n为偶数，则在 x0 的邻域内有 f ′′(x) > 0，故 x0 不

是拐点。

8.5 不等式

8.5.1 练习题

1. 令 f(x) = lnx− 2(x− 1)

x+ 1
(x > 1)则

f ′(x) =
1

x
− 2(x+ 1)− 2(x− 1)

(x+ 1)2
=

1

x
− 4

(x+ 1)2

=
(x− 1)2

x(x+ 1)2
≥ 0 ⇒ f(x) > f(1) = 0

2. 令

f(t) = a ln a+ t ln t− (a+ t) ln(a+ t) + (a+ t) ln 2
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则 f(a) = 0，且

f(t) = 1 + ln t+ ln 2− 1− ln(a+ t) = ln t− ln(a+ t) + ln 2 = ln

(
2t

t+ a

)
可得当 t > a时，f ′(t)总大于 0，故 f(b) > f(a) = 0

3. 事实上，若有 ln
x2
x1

<
x2 − x1
x1

，则有
x1 − x2
x1

< ln
x1
x2
，令

f(t) = ln t− t+ 1, f(1) = 0 f ′(t) =
1

t
− 1

则 t ∈ (0, 1)时，f(t)单调递增；当 t ∈ (1,+∞)时，，f(t)单调递减。可得 t = 1为

f(t)的极大值点，可得 t ̸= 1时 f(t) < 0，故

ln
x2
x1

<
x2 − x1
x1

, ln
x1
x2

<
x1 − x2
x1

故
x2 − x1
x2

< ln
x2
x1

<
x2 − x1
x1

4. (1)均值不等式可得

ax1 + ax2 + · · ·+ axn ⩾ n n
√
ax1 · · · axn = na

x1+···+xn
n

(2)令 f(t) = tp, f ′′(t) = p(p− 1)tp−2 ⇒ 0 ⇒ f(t)在 (0,+∞)上是下凸函数故

1

n
(xp1 + · · ·+ xpn) ⩾

(
x1 + · · ·+ xn

n

)p

(3)先根据对数函数的单调性将要证明的不等式进行变形:

ln

(∑n
k=1 xk
n

)
⩽ 1∑n

k=1 xk

n∑
k=1

xk lnxk

再进行移项:
n∑

k=1

xk ln

(∑n
k=1 xk
n

)
⩽

n∑
k=1

xk lnxk

由于我们想使用 Jensen 不等式进行证明, 那么就要求一侧展现出完整的函数形式,

于是两侧同时除以 n,可以得到∑n
k=1 xk
n

ln

(∑n
k=1 xk
n

)
⩽ 1

n

n∑
k=1

xk lnxk

这样观察等式左侧就可以知道我们只要证明出 f(x) = x lnx为下凸函数即可.f ′′(x) =

1/x > 0 (x > 0)，故 f(x) = x lnx为下凸函数

5. 令 f(t) = tα − αt + α − 1，当 α ∈ (0, 1) 时，f(1) = 0, f ′(t) = αtα−1 − α ，令

f(t) > 0 ⇒ t ∈ (0, 1)即 f(t)在 (0, 1)上单调递增，在 (1,+∞)上单调递减，可得

t = 1是极大值点，可得 f(t) ⩽ f(1) = 0；当 α ∈ (1,+∞)时，f(t)在 (0, 1)上单调

递减，在 (1,+∞)上单调递增，可得 f(t) ⩾ f(1) = 0

6. 取对数可得

(n+ α) ln

(
1 +

1

n

)
⩽ 1 ≤ (n+ β) ln

(
1 +

1

n

)
⇔ α ≤ 1

ln
(
1 + 1

n

) − n ≤ β
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考虑函数 f(t) =
1

ln(1 + t)
− 1

t
, t ∈ (0,+∞)，可得

f ′(t) =
1

1 + t

(
− 1

ln2(1 + t)

)
+

1

t2
=

(1 + t) ln2(1 + t)− t2

t2 ln2(1 + t)(1 + t)

则

f ′(t) > 0 ⇔ (1 + t) ln2(1 + t)− t2 > 0

⇔ ln2(1 + t) >
t2

1 + t
⇔ ln(1 + t) >

t√
1 + t

再令h(t) = ln(1+t)− t√
1 + t

则h(0) = 0且h′(t) ==
1

(1 + t)
3
2

(√
1 + t− (1 + t) +

t

2

)
，

则 h′(t) > 0等价于
√
1 + t > 1 +

1

2
t ⇔ 1 + t > 1 + t +

1

4
t2⇔ t2 < 0不存在，故

h(t)在 (0,+∞)上单调递减，可得 h(t) < h(0) = 0 ⇔ f ′(t) < 0，又

lim
t→0+

f(t) = lim
t→0+

[
1

ln(1 + t)
− 1

t

]
= lim

t→0+

t− ln(1 + t)

t2
=

1

2

lim
t→+∞

f(t) = lim
t→+∞

[
1

ln(1 + t)
− 1

t

]
= 0

故 α = 0, β =
1

2
7. 只证

√
ab <

b− a

ln b− ln a
<
a+ b

2

其余不等式用均值不等式或者根据 a和 b大小关系即得。

(i)令 f(t) =
√
t− 1√

t
− ln t则

f ′(t) =
1

2
√
t
+

1

2
√
t3

− 1

t
⩾ 2

√
1

4t2
− 1

t
= 0

且 f(0) = 0，可得
f(x)

lnx
在 (0, 1)和 (1,+∞)，可得

f(x)

lnx
> 0 ⇒

√
ab <

b− a

ln b− ln a

(ii)令 f(t) = 2
t− 1

t+ 1
− ln t可得

f ′(t) =
4

(t+ 1)2
− 1

t
= −(t− 1)2

(t+ 1)2
⩽ 0 (t > 0)

且 f(1) = 0故

f(x)

lnx
< 0(x > 0且x ̸= 1) ⇒ b− a

ln b− ln a
<
a+ b

2

8. 令 g(t) = lnMt(x, λ)则

g′(t) =
t ·

∑n
i=1 λix

t
i lnxi∑n

i=1 λixt
i

− ln
(∑n

i=1 λix
t
i

)
t2

令 f(t) = t ·
∑n

i=1 λix
t
i lnxi∑n

i=1 λix
t
i

− ln

(
n∑

i=1

λix
t
i

)
，则

f ′(t) = t

(∑n
i=1 λix

t
i

) (∑n
i=1 λix

t
i ln

2 xi
)
−
(∑n

i=1 λix
t
i lnxi

)2
(
∑n

i=1 λix
t
i)
2
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由柯西不等式可得(
n∑

i=1

λix
t
i

)(
n∑

i=1

λix
t
i ln

2 xi

)
−

(
n∑

i=1

λix
t
i lnxi

)2

⩾ 0

故 f ′(t)的符号由 t确定，故

f(t) ⩾ f(0) = 0

可得 g′(t) ≥ 0，故 g(t)关于 t单调递增。

9. 令 f(u) =
(
1− u

1
p

)p
则

f ′′(u) =

(
1− 1

p

)
u

1
p
−2
(
1− u

1
p

)p−2
< 0 (u ∈ (0, 1))

可得 f 在 (0, 1)上严格上凸

令 λk =
(xk + yk)

p∑n
i=1 (xi + yi)

p , uk =

(
xk

xk + yk

)p

则1−

(
n∑

k=1

xpk∑n
i=1 (xi + yi)

p

) 1
p

p

⩾
n∑

i=1

(xk + yk)
p∑n

i=1 (xi + yi)
p

(
1− xk

xk + yk

)p

=

∑n
k=1 y

p
k∑n

k=1 (xk + yk)
p

故 (
n∑

k=1

(xk + yk)
p

) 1
p

⩾
(

n∑
k=1

xpk

) 1
p

+

(
n∑

k=1

ypk

) 1
p

10. x = y = 0是结论成立，若x, y不同时为 0，考虑函数 f(x) = lnx则 f ′′(x) =
−1

x2
< 0，

可得 f(x)为上凸函数，故

ln

(
x

p
+
y

q

)
⩾ 1

p
lnx+

1

q
ln y = lnx

1
p y

1
q

x

p
+
y

q
⩾ x

1
p y

1
q

11. (1)广义的算术平均值-几何平均值不等式：p1+p2+· · · pn = 1 , pi > 0, x1, · · · , xn ⩾
0则

p1x1 + · · ·+ pnxn ⩾ x
1
p1
1 · · ·x

1
pn
n

归纳法当 n = 2时恰好是 Young不等式，假设为 n− 1时，广义的算术平均值-几何

平均值不等式成立。当为 n时

p1x1 + · · ·+ pnxn = p1x1 + (p2 + · · ·+ pn)
p2x2 + · · ·+ pnxn
p2 + · · ·+ pn

⩾ x
1
p1
1 ·

(
p2x2 + · · ·+ pnxn
p2 + · · ·+ pn

) 1
p2+···+pn

归纳可得

⩾ x
1
p1
1 ·

(
p2x2 + · · ·+ pnxn
p2 + · · ·+ pn

) 1
p2+···+pn

故

p1x1 + · · ·+ pnxn ⩾ x
1
p1
1 · · ·x

1
pn
n

(2) Hölder 不等式：设 a1, a2, · · · , an 和 b1, b2, · · · , bn 是两组不全为零的非负实数，
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则有不等式：
n∑

i=1

aibi ⩽
(

n∑
i=1

api

)1/p( n∑
i=1

bqi

)1/q

(1)

其中 p, q > 1,且 1/p+ 1/q = 1.式 (1)中等号成立的充分必要条件是，存在常数 λ,

使得

api = λbqi (i = 1, 2, · · · , n)

令

Ai =
api∑n
i=1 a

p
i

, Bi =
bqi∑n
i=1 b

q
i

(i = 1, 2, · · · , n)

用 Young不等式得到
aibi

(
∑n

i=1 a
p
i )

1/p
(
∑n

i=1 b
q
i )

1/q
⩽ 1

p

api∑n
i=1 a

p
i

+
1

q

bqi∑n
i=1 b

q
i

(i = 1, 2, · · · , n) (2)

两边对 i从 1到 n求和,移项后得到
n∑

i=1

aibi ⩽
(

n∑
i=1

api

)1/p( n∑
i=1

bqi

)1/q

式 (1)得证. 式 (1)中等号成立的充分必要条件是,式 (2)中每一个不等式的等号成

立，即
api∑n
i=1 a

p
i

=
bqi∑n
i=1 b

q
i

(i = 1, 2, · · · , n)

或者
api
bqi

=

∑n
i=1 a

p
i∑n

i=1 b
q
i

(i = 1, 2, · · · , n)

上式的右边是一个与 i无关的常数,记为 λ，从而得

api = λbqi (i = 1, 2, · · · , n)

12. 将题中条件写为 −ϕ′(x) ⩽ f ′(x) ⩽ ϕ′(x), 分别考虑 F = f − ϕ 与 G = f + ϕ. 由

Lagrange中值定理可知存在 ξ ∈ (a, x),使得

F (x)− F (a) = F ′(ξ)(x− a)

f(x)− f(a)− (ϕ(x)− ϕ(a)) ⩽ 0 =⇒ f(x)− f(a) ⩽ ϕ(x)− ϕ(a) (1)

再考虑 G = f + ϕ.同理由 Lagrange中值定理可知存在 η ∈ (a, x),使得

G(x)−G(a) = f(x)−f(a)+(ϕ(x)−ϕ(a)) = G′(η)(x−a) =
(
f ′(η) + ϕ′(η)

)
(x−a) ⩾ 0

也就是

−(ϕ(x)− ϕ(a)) ⩽ f(x)− f(a) (2)

综合不等式 (1)和 (2)可得 |f(x)− f(a)| ⩽ ϕ(x)− ϕ(a)
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13. 由 0 < f ′(x) <
1

x2
⇒ lim

x→+∞
f(x)单调递增又

f(x) =

∫ x

1
f ′(t)dt+ f(1) = 1 +

∫ x

1

1

t2 + f2(t)
dt

⩽ 1 +

∫ x

1

1

t2 + 1
dt

= 1 + arctanx− π

4

可得 lim
x→+∞

f(x)存在且

lim
x→+∞

f(x) ⩽ lim
x→+∞

(
1 + arctanx− π

4

)
= 1 +

π

4

14. 由矩阵乘法可知对 i = 1, 2, . . . , n,都有

yi =

n∑
j=1

aijxj

由于 − lnx在 x > 0时为下凸函数,且因为
n∑

j=1

aij = 1,那么由 Jensen不等式可得

ln yi = ln

 n∑
j=1

aijxj

 ⩾
n∑

j=1

aij lnxj

再令 j 从 1跑到 n,求和后有
n∑

i=1

ln yi ⩾
n∑

i=1

n∑
j=1

aij lnxj =

n∑
j=1

(
n∑

i=1

aij

)
lnxj =

n∑
j=1

lnxi

于是

ln (y1y2 · · · yn) ⩾ ln (x1x2 · · ·xn) ⇒ y1y2 · · · yn ⩾ x1x2 · · ·xn

15. 令 f(x) = sinx−
n∑

k=1

(−1)k

(2k + 1)!
x2k+1则

f (2x+1)(x) = (−1)n cosx− (−1)n = (−1)n(cosx− 1) (1)

(i)当 n为奇数时，式 (1)⩾ 0,又 f (i)(0) = 0(0 ⩽ i ≤ 2n+ 1) ⇒ f(x) > 0, ∀x > 0

(ii)当 n为偶数时，式 (1)⩽ 0,又 f (i)(0) = 0(0 ⩽ i ≤ 2n+ 1) ⇒ f(x) > 0,∀x > 0

16. 令 f(x) = e−x−
(
1− x

a

)a
− x2

a
e−x，则 f(0) = 1−1−0 = 0, f(a) = (1−a)e−a ⩽ 0

且

f ′(x) = −e−x +
1

a
· a
(
1− x

a

)a−1
+
x2

a
e−x − 2

a
xe−x

= −ex +
(
1− x

a

)a−1
+

1

a

(
x2 − 2x

)
e−x

设有极值点为 ξ，则 f ′(ξ) = 0，此时有

f(s) =

(
1− ξ2

a

)
e−ξ +

(
1− ξ

a

)
1

a

(
ξ2 − 2ξ − a

)
e−ξ

=
1

a2
(
ξ3 − 2ξ2 + aξ

)
e−ξ < 0 ⇒ f(x) ≤ 0
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8.6 函数作图

本节略

8.7 方程求根与近似计算

先来讲一个命题：形如 xn+1 = φ (xn)的迭代公式，若 lim
n→+∞

xn = x∗且

φ′ (x∗) = 0, · · · , φ(p−1) (x∗) = 0, φ(p) (x∗) ̸= 0

则 {xn} p阶收敛
证明

xn+1 − x∗ = φ (xn)− x∗ = φ (xn)− φ (x∗) =
φ(p) (ξn)

p!
(xn − x∗)p

则
|xn+1 − x∗|
|xn − x∗|p

=
φ(p) (ξn)

p!
→ φ(p) (x∗)

p!
̸= 0, (n→ +∞)

故 {xn} p阶收敛

8.7.1 练习题

1. 略

2. 例如，取 f(x) = x3 + 1在

[
−2,

1
3
√
2

]
上，则不满足条件 (3)，此时 Newton迭代公

式为

xn+1 = xn − x3n + 1

3x2n

=
2

3
xn − 1

3

1

x2n

则 x1 = 0，不能继续迭代了。

3. 设对应的数列为 {xn}，则 |xn+1 − xn| =
|b− a|
2n+1

，设根为 x∗，由 Stolz定理可得

lim
n→+∞

xn+1 − x∗

xn − x∗
= lim

n→+∞

xn+2 − xn+1

xn+1 − xn

若 xn > xn+1，则 xn+2 > xn+1可得

xn+2 − xn+1

xn+1 − xn
< 0

若 xn < xn+1，则 xn+2 < xn+1可得

xn+2 − xn+1

xn+1 − xn
< 0

又 ∣∣∣∣xn+2 − xn+1

xn+1 − xn

∣∣∣∣ = |b−a|
2n+2

|b−a|
2n+1

=
1

2
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故
xn+2 − xn+1

xn+1 − xn
= −1

2
可得

lim
n→∞

xn+1 − x∗

xn − x∗
= −1

2
, lim
n→∞

|xn+1 − x∗|
|xn − x∗|

=
1

2

故为线性收敛

4.

xn+1 −
√
A =

x3n + 3Axn − 3
√
Ax2n − (

√
A)3

3x2n +A

=

(
xn −

√
A
)3

3x2n +A

故

lim
n→∞

∣∣∣xn+1 −
√
A
∣∣∣∣∣∣xn −

√
A
∣∣∣3 = lim

n→∞

1

|3x2n +A|
=

1

4A

为三阶收敛。

5. xn+1 = f (xn)，其中 f(x) =
x4 + 2Ax

2x3 +A
，若 x0 ⩽ 3

√
A，由 f ′(x) =

2
(
A− x3

)2
(A+ 2x3)2

归

纳可得 xn+1 = f (xn) ⩽ f(
3
√
A) ⩽ 3

√
A，又

xn+1

xn
=
x3n + 2A

2x3n +A
，令 g(x) =

x3 + 2A

2x3 +A

则 g′(x) = − 9Ax2

(A+ 2x3)2
< 0，故

xn+1

xn
= g (xn) ⩾ g(

3
√
A) = 1

⇒ {xn}单增有上界，故 {xn}收敛，对于 x0 >
3
√
A，类似可得。

又

f ′′(x) =
36Ax2

(
−A+ x3

)
(A+ 2x3)3

f ′′′(x) = −
36Ax

(
2A2 − 19Ax3 + 8x6

)
(A+ 2x3)4

则 f ′(
3
√
A) = f ′′(

3
√
A) = 0, f ′′′(

3
√
A) ̸= 0，故为三阶收敛。

6. k ̸= 1，迭代公式为

xn+1 =
1

k

(
(k − 1)xn +

A

xk−1
n

)
令 f(x) = (k − 1)x+

A

xk−1
，则

f ′(x) = k − 1 +A(1− k)x−k

f ′′(x) = −A(1− k)kx−1−k

则 f ′(
k
√
A) = 0, f ′′(

k
√
A) ̸= 0，故为二阶收敛。

7. 迭代公式为

xn+1 = xn (2−Axn) , 0 < x0 <
1

A

归纳可得 0 < xn <
1

A
，故

xn+1

xn
= 2 − Axn > 1⇒ {xn} 单增有上界，故 {xn}
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收敛，令 f(x) = x(2 − Ax)，则 f ′(x) = 2 − 2Ax, f ′′(x) = −2A，则 f ′
(
1

A

)
=

0, f ′′
(
1

A

)
̸= 0，故为二阶收敛。

8.8 对于教学的建议

8.8.1 第一组参考题

1.

−1 ⩽ f(x) + f ′(x) ⩽ 1 ⇒ −ex ≤ (f(x)ex)′ ⩽ ex

⇒ −
∫ x

−∞
exdx ⩽

∫ x

−∞
(f(x)ex)′dx ⩽

∫ x

−∞
exdx

⇒ −ex ≤ f(x)ex ⩽ ex ⇒ −1 ⩽ f(x) ⩽ 1 ⇒ |f(x)| ⩽ 1

2. 显然 f(0) = 0，又

lim
x→0

(
1 + x+

f(x)

x

) 1
x

= lim
x→0

e

(
x+

f(x)
x

)
· 1
x = e

limx→0

(
1+

f(x)

x2

)

可得 f ′(0) = 0, f ′′(0) = 4

lim
x→0

(
1 +

f(x)

x

) 1
x

= lim
x→0

e
f(x)

x2 = e2

3.

xn+1 − xn = xkn(A+ o(1)) n→ +∞

而 lim
n→+∞

xn = 0且 {xn}为正数列，可得 A < 0，则 {xn}单调递减趋于 0，则

lim
n→+∞

nxαn = lim
n→∞

n
1
xα
n

= lim
n→∞

1
1

xα
n+1

− 1
xα
n

= lim
n→+∞

xαnx
α
n+1

xαn − xa+1
n+1

由题目可知

xan+1 =
(
xn +Axkn + o

(
xkn

))α
= xαn

(
1 +Axk−1

n + o
(
xk−1
n

))α
= xαn

(
1 + αAxk−1

n + o
(
xk−1
n

))
可得

原式 = lim
n→+∞

x2αn + αAx2α+k−1
n + o

(
x2α+k−1
n

)
−Axα+k−1

n + o
(
xα+k−1
n

)
故

原式 = lim
n→+∞

− 1

A
xα+1−k
n =


0 α > k − 1

− 1

A
α = k − 1

+∞ α < k − 1

4. 充分性显然，下证必要性，反证法，假设 f 在 [a, b]上不是严格单调的，不妨设不
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是严格减，则 ∃[a, b]中的三个点 x1, x2, x3满足 x1 < x2 < x3，但是 f(x1) ⩾ f (x2)

且 f (x3) ⩾ f (x2)，可得 f 在区间 [x1, x3]内的最小值不在 x1, x3 处取得，故 f 在

[x1, x3]内有极小值点，矛盾。

5. 由 |a+ b|p ≤ ||a|+ |b||p，不妨设 b > a > 0，则

(a+ b)p − bp = a · ξp−1 ξ ∈ (b, a+ b)

ap = ap − 0p = a · ηp−1 η ∈ (0, a)

故

(a+ b)p − bp ⩽ ap

(a+ b)p ⩽ ap + bp

6. 只证左端不等式，右端类似可得

令

f(n) = n ln(n+ 1)− n lnn− ln 2n+ ln(2n+ 1)− 1

则

f(+∞) = 0 f ′(n) = ln(1 + n)− lnn− 1

n+ 1
− 1

n
+

2

2n+ 1

f ′′(n)
5n2 + 5n+ 1

n2(n+ 1)2(2n+ 1)2
> 0

而 f ′(+∞) = 0故 f ′(n) ⩽ 0 ⇒ f(n) ⩾ 0

7. 当 0 < x <
π

2
时(

sinx

x

)3

> cosx⇔ tanx sin2 x > x3 ⇔ tan
1
3 x sin

2
3 x− x > 0 (1)

令 f(t) = tan
1
3 t sin

2
3 t− t⇒ f(0) = 0则

f ′(t) =
1

3
tan−

2
3 tan

2
3 t sec2 t+

2

3
cos t tan

1
3 tsin−

1
3 t− 1

=
1

3
cos−

4
3 t+

2

3
cos

2
3 t− 1 ⇒ f ′(0) = 0

f ′′(t) =
4

9
sin t cos−

7
3 t− 4

9
sin t cos−

1
3 t =

4

9
sin t cos−

7
3 t
(
1− cos2 t

)
> 0

故 ∀t ∈
(
0,
π

2

)
⇒ f ′(t) > 0 ⇒ f(t) > 0，(1)式成立

8. 利用泰勒展开
sinx = x− 1

6
x3 +

1

5!
(θx)5 ((0 < θ < 1))

tanx = x+
1

3
x3 +

2

15
(αx)5 (0 < α < 1)

可得

2 sinx+ tanx− 3x =
2

5!
(θx)5 +

2

15
(αx)5 ≥ 0

故 2 sinx+ tanx ⩾ 3x
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9. 即证 πx(1− x) < sinπx < 4x(1− x)，令 f(x) = sinπx− πx(1− x)，则

f ′(x) = π(cosπx+ 2x− 1)

f ′′(x) = π(−π sinπx+ 2)

f ′′′(x) = −π3 cosπx

则 f ′′(x)在

(
0,

1

2

)
上单减，在

(
1

2
, 1

)
单增，又

f ′′
(
1

2

)
< 0, f ′′(0) = f ′′(1) = 2 > 0

可知 0 < x1 <
1

2
< x2 < 1使得 f ′(x)在 (0, x1)单增，在 (x1, x2)单减，在 (x2, 1)

单增，而 f ′(0) = f ′(1) = 0 = f ′
(
1

2

)
故 f(x)在

(
0,

1

2

)
单增，在

(
1

2
, 1

)
单减，故

f(x) > min{f(0), f(1)} = 0

令 g(x) = sinπx− 4x(1− x)，则

g′(x) = π cosπx+ 8x− 4

g′′(x) = −π2 sinπx+ 8

g′′′(x) = −π3 cosπx

g′′(x)在

(
0,

1

2

)
单减，在

(
1

2
, 1

)
单增，又

g′′(0) = g′′(1) = 8 > 0, g

(
1

2

)
= 0

故存在 0 < x3 <
1

2
< x4 < 1 使得 g′(x) 在 (0, x3) 上单增，在 (x3, x4) 单减，在

(x4, 1)单增。而

g′(0) < 0, g′
(
1

2

)
= 0, g′(1) > 0, g′

(
3

4

)
< 0

故存在

0 < x5 <
1

2
<

1

2
< x6 < 1

使得 g(x)在 (0, x5)单减，在

(
x5,

1

2

)
单增，在

(
1

2
, x6

)
单减，在 (x6, 1)单增。又

g(0) = g

(
1

2

)
= g(1) = 0

故 g(x) ⩽ 0

10. 令 f(x) = sinx−
(
2

π
x+

1

12π
x
(
π2 − 4x2

))
则

f ′(x) = cosx−
(

2

11
+

1

12
π − 1

π
x2
)

f ′′(x) = − sinx+
2

π
x, f ′′′(x) = − cosx+

2

π

令 f ′′′(x) < 0，得 x ∈ (0, x0)其中 cosx0 =
2

π
且 x0 ∈

(
0,
π

2

)
，可得 x0是 f ′′(x)的

极小值点，又

f ′′ (x0) = − sinx0 + x0 cosx0 = (x0 − tanx0) cosx0 < 0
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f ′′(0) = f ′′
(π
2

)
= 0可得 f ′′(x) ≤ 0，故 f ′(x)单调递减，而 f ′

(π
2

)
= −

(
2

π
+

1

12
π − π

4

)
<

0故 f(x)的最小值为 f(0)或者 f
(π
2

)
，而 f(0) = f

(π
2

)
= 0 ⇒ f(x) ⩾ 0

11. 令 f(x) = ln

(
1 +

1

x

)
= ln(1 + x)− lnx则

f ′(x) =
1

1 + x
− 1

x
⇒ f ′′(x) = − 1

(1 + x)2
+

1

x2
> 0

可得 f(x)是下凸函数，则

1

n

n∑
i=1

f (xi) ⩾ f

(
1

n

n∑
i=1

xi

)
= ln

(
1 +

n

x1 + · · ·+ xn

)
(
1 +

1

x1

)
· · ·
(
1 +

1

xn

)
⩾
(
1 +

n

x1 + · · ·+ xn

)n

即
x1x2 · · ·xn

(x1 + · · ·+ xn)
n ⩽ (1 + x1) · · · (1 + xn)

(n+ x1 + · · ·+ xn)
n

等号当且仅当 x1 = · · · = xn时成立。

12. 设 x ∈
(
0,
π

2

)
则

(sinx)cosx < (cosx)sinx ⇔ ln sinx

sinx
<

ln cosx

cosx

考虑函数 f(x) =
lnx

x
，则 f ′(x) =

1− lnx

x2
，则 f(x)在 (0, 1)上单调递减，可得在

x ∈
(
0,
π

4

)
时 sinx < cosx，故

ln sinx

sinx
<

ln cosx

cosx

在 x ∈
(π
4
,
π

2

)
时，sinx > cosx，故

ln sinx

sinx
>

ln cosx

cosx

13. (1)令 f(t) =
1

p
t
1
p
−1
a+

(
1− 1

p

)
t
1
p b, t > 0，则

f(t) =
1

ρ

(
1

p
− 1

)
t

1
P
−2a+

1

p

(
1− 1

p

)
t

1
P
−1b

令 f ′(t) > 0 ⇒ −a+ bt > 0⇒ t >
a

b
⇒ t =

a

b
为 f(x)的极小值点，故

f(t) ⩾ f
(a
b

)
=

1

p
a

1
p b

1− 1
p +

(
1− 1

p

)
a

1
p b

1− 1
p = a

1
p b

1− 1
p

(2)令 g(t) = t1−pap + (1− t)1−pbp, t ∈ (0, 1)则

g′(t) = (1− p)t−pap + (−1)(1− p)(1− t)−pbp

令 g′(t) > 0 ⇒ a/t+ b/(t− 1) > 0 ⇒ t >
a

a+ b
则

g(t) ≥ g

(
a

a+ b

)
= a(a+ b)p−1 + b(a+ b)p−1 = (a+ b)p

14. 必要性. 当 p′(a)p′(b) ⩽ 0时

p′(a)p′(b) = −(a− b)2(a− c)(b− c) ⩽ 0
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这就是 (a− c)(b− c) ⩾ 0,这说明 c ∈ (−∞, a] ∪ [b,+∞),即 p在 [a, b]中没有零点,

也就是 p在 [a, b]上不变号.

充分性: 如果 p在 [a, b]上不变号,那么 c ∈ (−∞, a] ∪ [b,+∞),这就说明

p′(a)p′(b) = −(a− b)2(a− c)(b− c) ⩽ 0

15. 引理：给定函数 f : R → R,如果 x ∈ R使 f(x) = x,称 x为 f 的一个不动点. 若

f ◦ f 有唯一的不动点,求证 f 也有唯一的不动点。

证明：先说明 f 存在不动点. 设 x0为 f2的不动点. 因为

f
(
f2 (x0)

)
= f (x0) =⇒ f2 (f (x0)) = f (x0)

这说明 f (x0)也是 f2的不动点,因为 f2的不动点唯一,则只有 f (x0) = x0,也就是

说 f 存在不动点 x0

再说明不动点的唯一性。如果 f 有两个不动点 x1, x2,即

f (x1) = x1, f (x2) = x2

那么再用 f 作用一遍,则有

f2 (x1) = f (f (x1)) = f (x1) = x1, f2 (x2) = f (f (x2)) = f (x2) = x2

也就是 x1与 x2都是 f2的不动点,与 f2有唯一的不动点矛盾.

回到本题，用反证法. 如果存在 f 满足条件,先求 f ◦ f 的不动点:

f ◦ f(x) = −x3 + x2 + 1 = x⇒ x = 1

即 x = 1是 f ◦ f 的唯一不动点. 再由引理可知 x = 1也是 f 的不动点,对 f ◦ f 求
导可得

(f ◦ f)′(x) = f ′(f(x))f ′(x) = −3x2 + 2x

将 x = 1代入就有
(
f ′(1)

)2
= −1,这是不可能的,故这样的 f 不存在.

16. 设 x0 ∈ (0, 1)，有 f (x0) = −1且 f ′ (x0) = 0，可得
f(1) = f (x0) +

1

2
(1− x0)

2 f ′′ (α1)

f(0) = f (x0) +
1

2
x20f

′′ (α2)

可得 
f ′′ (α1) =

2

(1− x0)
2

f ′′ (α2) =
2

x20

故

max
{
f ′′ (α1) , f

′′ (α2)
}
⩾ 2(

1
2

)2 = 8

故 ∃ξ ∈ (0, 1)，使得 f ′′(ξ) ⩾ 8

17.
1 = f(1) =

1

2
f ′′(0) +

1

6
f ′′′(α) (0 < α < 1) (1)

0 = f(−1) =
1

2
f ′′(0)− 1

6
f ′′′(β) (−1 < β < 0) (2)

161



微
信
公
众
号
：
顺
数
人

8.8 对于教学的建议

(1)− (2)可得

1 =
1

6

[
f ′′′(α) + f ′′′(β)

]
⇒ 6 = f ′′′(α) + f ′′′(β)

故 ∃ξ ∈ (−1, 1), f ′′′(ξ) ⩾ 3

18. 若 g(x)在 (a, b)中无零点，则由

f(x)g′(x)− g(x)f ′(x) ̸= 0, ∀x ∈ [a, b]

可得

(
f(x)

g(x)

)′
̸= 0，又 g(a) ̸= 0, g(b) ̸= 0，而

f(a)

g(a)
=
f(b)

g(b)
= 0故 ∃ξ ∈ (a, b)使得(

f(x)

g(x)

)′∣∣∣∣
x=ξ

= 0矛盾

8.8.2 第二组参考题

1. 0 < f(x) <
∣∣f ′(x)∣∣，又 f(x)单调递减，可知

f(x) + f ′(x) < 0,⇒ [exf(x)]′ < 0

得 exf(x)单调递减，故

x2f(x)− f

(
1

x

)
= x2e−x · exf(x)− f

(
1

x

)
> x2e−x · e1/xf

(
1

x

)
− f

(
1

x

)
=
(
x2e1/x−x − 1

)
f

(
1

x

)
设 g(x) = x2e

1
x
−x − 1，x ∈ (0, 1)则

g′(x) =

[
2x+ x2

(
− 1

x2
− 1

)]
e1/x−x

= −(x− 1)2e
1
x
−x < 0

故 g(x)单调递减，g(x) > g(1) = 0即 x2f(x)− f(1/x) > 0，即

xf(x) >
1

x
f

(
1

x

)
, x ∈ (0, 1)

2. 数学归纳法

g(x) =


xf ′(x)− f(x)

x2
1

2
f ′(0)

在 x = 0处连续，且 g(1)(0) =
1

2
f (2)(0)

设 g(n−1)(x) 在 x = 0 处连续，且 g(n−1)(0) =
1

n
f (n)(0)，又有 xg(x) = f(x)，且

f(x) 在 0 的某个邻域内 n 次可微 ⇒ xg(n)(x) + ng(n−1)(x) = f (n)(x)⇒ g(n)(x) =

f (n)(x)− ng(n−1)(x)

x
故

lim
x→0

g(n)(x) = lim
x→0

f (n)(x)− ng(n−1)(x)

x
= f (n+1)(0)− ng(n)(0)
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g(n)(0) =
1

n+ 1
f (n+1)(0)

3. (数学归纳法)当 n = 1时，显然有F (k)(a) = 0,k = 0, 1, · · · , n−1,假设 n = N时，对

于 k = 0, 1, · · · , N−1成立
[
(f(a))N

](k)
= 0；当 n = N+1时，

[
(f(x))N+1

]′
= (N+

1)(f(x))Nf ′(x)，故对于 1 ⩽ k ⩽ N，
[
(f(x))N+1

](k)
= (N+1)

[
(f(x))Nf ′(x)

](k−1)
=

(N +1)
k−1∑
i=0

[(f(x))N ](i)f (k−i)(x)，由归纳假设可得
[
(f(a))N+1

](k)
= 0，当 k = 0时，[

(f(a))N+1
](k)

= 0，故对于 k = 0, 1, · · · , n− 1, F (k)(a) = 0

反例为：f(x) =

 0, x为有理数

1 , x为无理数
n = 2, a = 0 此时 F (x) = (f(x))2 = f(x)，

但是 F ′(x)处处不存在。

4. (1)数学归纳法，设 n = 2k，当 k = 1时

P2(x) = 1 + x+
1

2
x2 > 0, ∀x ∈ R

假设为 k − 1时 P2k−2 (x) > 0, ∀x ∈ R ⇒ P2k−1(x)单调递增，显然 P2k−1(x)有

唯一根，设为 x0，即

1 + x0 + · · ·+ 1

(2k − 1)!
x2k−1
0 = 0

可得

P2k (x0) =
1

(2k)!
x2k0 > 0 ⇒ P2k (x) > 0

(2)从 (1)可得

(3)我们已经说明了 xn < 0,如果要说 {xn}严格递减,也就是要说明

P2n+3 (xn) > 0 n = 0, 1, 2, . . .

而因为 P2n+1 (xn) = 0,于是只要说明

x2n+2
n

(2n+ 2)!
+

x2n+3
n

(2n+ 3)!
> 0 =⇒ 1 +

xn
2n+ 3

> 0

下面来说明实际上 xn > −(2n+2),即比我们需求的更强一些. 要说明 xn > −(2n+

2),也就是说明 Pn(−2n− 2) < 0即可 ,即

Pn(−2n− 2) =
n∑

k=0

(
(−2n− 2)2k

(2k)!
+

(−2n− 2)2k+1

(2k + 1)!

)
因为对每个 0 ⩽ k ⩽ n都有

(−2n− 2)2k

(2k)!
+

(−2n− 2)2k+1

(2k + 1)!
=

(−2n− 2)2k

(2k + 1)!
(2k + 1− (2n+ 2)) < 0

这就说明了 {xn}严格递减.

再设 {xn}有下界m < 0,于是对任意的 xn,都有

em < exn =P2n+1 (xn) +
eξn

(2n+ 2)!
x2n+2
n

eξn

(2n+ 2)!
x2n+2
n , n = 0, 1, 2 . . .
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其中 ξn ∈ (xn, 0) ,所以 eξn < 1,于是

0 < em <
m2n+2

(2n+ 2)!
→ 0, n→ ∞

这与 em > 0矛盾,故 {xn}没有有限的下界,则只能 xn → −∞(n→ ∞).

(4)用数学归纳法. 这里我们从 n = 0开始归纳，当 n = 0时,当 x < 0时 ex < 1,即

ex < P0(x),考虑

f(x) = ex − P1(x) = ex − 1− x

对 f 求导可得 f ′(x) = ex − 1,由 n = 0时可知

f ′(x) = ex − 1 < 0

这说明 f(x)在 x < 0时严格递减,也就是 f(x) > f(0) = 0,即 ex > P1(x).归纳假

设当 n = k时不等式成立,那么当 n = k + 1时,先记

f(x) = ex − P2k(x) = ex −
2k∑
i=0

xi

i!

对 f 求导可得

f ′(x) = ex −
2k−1∑
i=0

xi

i!
= ex − P2k−1(x)

由归纳假设可知

ex ⩾ P2k−1(x)

那么就有 f ′(x) > 0,这说明 f(x)在 x < 0时单调递增,也就是 f(x) < f(0) = 0,即

ex < P2k(x).再记

g(x) = ex − P2k+1(x) = ex −
2k+1∑
i=1

xi

i!

对 g求导再由 ex < P2k(x)可知 g′(x) < 0,那么 g(x) > g(0)即 ex > P2k+1(x).归纳

结束. 上述不等式对一切 n ∈ N∗成立.

(5)先用数学归纳法证明左侧不等式. 当 n = 0时, ex > 1(x > 0),归纳假设当 n = k

时 ex > Pk(x),那么当 n = k + 1时,记

f(x) = ex − Pk+1(x)

对 f 求导可得 f ′(x) = ex −Pk(x) > 0,即有 f(x) > f(0) = 0,也就是 ex > Pk+1(x).

归纳结束. 再证明右侧不等式,仍然使用数学归纳法. 当 n = 1时有 1 + x = 1 + x.

归纳假设当 n = k时不等式成立. 那么当 n = k + 1时,记

f(x) = Pk+1(x)−
(
1 +

x

k + 1

)k+1

对 f 求导可得

f ′(x) = Pk(x)−
(
1 +

x

k + 1

)n

> Pk(x)−
(
1 +

x

k

)k
> 0
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即 f(x) > f(0) = 0,这说明

Pk+1 ⩾
(
1 +

x

k + 1

)k+1

归纳结束,上述不等式对一切 n ∈ N∗成立.

(6) (Case 1)当 x = 0时这是 e的定义,显然成立.

(Case 2)当 x > 0时. 首先我们知道

lim
n→∞

(
1 +

x

n

)n
= lim

n→∞

(
1 +

x

n

)n/x·x
= ex

根据 (5)与夹逼定理可知
∞∑
n=0

xn

n!
= Pn(x) = ex

(Case 3)当 x < 0时,由 (4)知对每一个 x < 0,都有

|ex − P2n(x)| ⩽
|x|2n+1

(2n+ 1)!
→ 0, n→ ∞

|ex − P2n+1(x)| ⩽
|x|2n+1

(2n+ 1)!
→ 0, n→ ∞

这说明了当 x < 0时

ex =

∞∑
n=0

xn

n!

5. 由 xn+1 − xn = − 1

2n
(xn − xn−1)得

xn+1 − xn =

(
− 1

2n

)
·
(
− 1

2n− 2

)
· · ·
(
−1

2

)
(x1 − x0) =

(
−1

2

)n 1

n!
(b− a)

可得
n∑

i=0

(xi+1 − xi) =
n∑

i=0

(
−1

2

)i 1

i!
(b− a) = (b− a)

n∑
i=0

1

i!

(
−1

2

)i

= xn+1 − a

故

xn+1 = a+ (b− a)

n∑
i=0

1

i!

(
−1

2

)i

⇒ lim
n→+∞

xn+1 = a+ (b− a)e−
1
2

6. 由 x0 < y0归纳可得 0 < xn < yn ≤ π

2
，由 lim

n→+∞
yn = 0故存在 s使得 ys < x0，归

纳可得 ys+n < xn，则

1 >
xn
yn

=
xn
xn−1

· xn−1

xn−2
· · · xn−s

yn
>

xn
xn−1

· xn−1

xn−2
· · · xn−s+1

xn−s

而 lim
n→+∞

xn+1

xn
= lim

n→∞

sinxn
xn

= 1，由夹逼准则可得

lim
n→∞

xn
yn

= 1

7. ax2 + bx+ c对 αx2 + βx+ γ 做带余除法，可化为如下形式

k
dx+ e

x2 + ux+ v
+ a1x+ a2

根据拐点的意义只需研究

dx+ e

x2 + ux+ v
= d

x+ e
d

x2 + ux+ v
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再做一步平移化为如下形式：

k
x

x2 + ux+ v

那我们只需证明对 y =
x

x2 + ux+ v
成立即可

y′ =
x2 + ux+ v − x(2x+ u)

(x2 + ux+ v)2

=
−x2 + v

(x2 + ux+ v)2

y′′ =
−2x

(
x2 + ux+ v

)2 − 2
(
x2 + ux+ v

)
(2x+ u)

(
−x2 + v

)
(x2 + ux+ v)4

=
−2x3 − 2ux2 − 2vx− 2

(
−2x3 + 2vx− ux2 + uv

)
(x2 + ux+ v)3

= 2
x3 − 3vx− uv

(x2 + ux+ v)3

设三个拐点为 (x1, y1) , (x2, y2) , (x3, y3)，其中 x3 − 3vx − uv = 0 有三个解 x =

x1, x2, x3，由 Vieta定理可知
x1 + x2 + x3 = 0

x1x2 + x1x3 + x2x3 = −3v

x1x2x3 = uv

过 (x1, y1) , (x2, y2)的直线为 y =
y2 − y1
x2 − x1

(x− x1) + y1，只需证

y3 =
y2 − y1
x2 − x1

(x3 − x1) + y1

即证
x3

x2
3+ux3+v

− x1

x2
1+ux1+v

x2

x2
2+ux2+v

− x1

x2
1+ux1+v

=
x3 − x1
x2 − x1

即证 (
x22 + ux2 + v

) (
x21 + ux1 + v

)(
x23 + ux3 + v

) (
x21 + ux1 + v

) · x1 − x3
x1 − x2

· x1x3 − v

x1x2 − v
=
x1 − x3
x1 − x2

即证 (
x22 + ux2 + v

)
x23 + ux3 + v

=
x1x2 − v

x1x3 − v

即证

(x1x2 − v)
(
x23 + ux3 + v

)
= (x1x3 − v)

(
x22 + ux2 + v

)
x1x2x

2
3 + ux1x2x3 + vx1x2 − vx23 − uvx3 − v2

= x1x
2
2x3 + ux1x2x3 + vx1x3 − vx22 − uvx2 − v2

化简得

uvx3 + vx1x2 − vx23 − uvx3

= uvx2 + vx1x3 − vx22 − uvx2
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即证

v (x1 + x2 + x3) (x2 − x3) = 0

由 Vieta定理可知上式成立。

8. ⇐：令 λ =
1

2
可得

f

(
x1 + x2

2

)
= f [λx1 + (1− λ)x2] ⩽ λf (x1) + (1− λ)f (x2)

=
f (x1) + f (x2)

2
(∀x1, x2 ∈ I)

⇒：先证 ∀x1, x2, · · · , xn ∈ I,有

f

(
x1 + x2 + · · ·+ xn

n

)
⩽ f (x1) + f (x2) + · · ·+ f (xn)

n
(1)

∀x1, x2, x3, x4 ∈ I，有

f

(
x1 + x2 + x3 + x4

4

)
= f

(
x1+x2

2 + x3+x4
2

2

)

⩽
f
(
x1+x2

2

)
+ f

(
x1+x2

2

)
2

≤ f (x1) + f (x2) + f (x3) + f (x4)

4

依次可得对任意 k都有

f

(
x1 + x2 + · · ·+ x2k

2k

)
⩽ f (x1) + f (x2) + · · ·+ f (x2k)

2k

若 (1)式对 n = k + 1成立时,必对 n = k 也成立，记 A =
x1 + x2 + · · ·+ xk

k
,则

x1 + x2 + · · ·+ xk = kA,所以

A =
x1 + x2 + · · ·+ xk +A

k + 1

若 (1)式对 n = k + 1成立,故

f(A) = f

(
x1 + x2 + · · ·+ xk +A

k + 1

)
⩽ f (x1) + f (x2) + · · ·+ f (xk) + f(A)

k + 1

不等式两边同乘以 k + 1,减去 f(A),最后除以 k.注意

A =
x1 + x2 + · · ·+ xk

k

我们得到

f

(
x1 + x2 + · · ·+ xk

k

)
⩽ f (x1) + f (x2) + · · ·+ f (xk)

k

此式表示 (1)式对 n = k成立.又 2k 趋于无穷，故可得 (1)式成立

下面再证明：∀x1, x2 ∈ I, ∀λ ∈ (0, 1),有

f (λx1 + (1− λ)x2) ⩽ λf (x1) + (1− λ)f (x2) (2)

设 x1, x2 ∈ I 为任意两点,为了证明 (2)式对于任意实数 λ ∈ (0, 1)成立.我们先来证
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明: (2)式当 λ为有理数 λ =
m

n
∈ (0, 1)(m < n为自然数)时成立.事实上：

f [λx1 + (1− λ)x2] = f
[m
n
x1 +

(
1− m

n

)
x2

]
= f

[
mx1 + (n−m)x2

n

]

= f


m个︷ ︸︸ ︷

x1 + · · ·+ x1+

n−m个︷ ︸︸ ︷
x2 + · · ·+ x2

n



=

m个︷ ︸︸ ︷
f (x1) + · · ·+ f (x1)+

n−m个︷ ︸︸ ︷
f (x2) + · · ·+ f (x2)

n

=
mf (x1) + (n−m)f (x2)

n
= λf (x1) + (1− λ)f (x2)

λ 为有理数的情况获证。若 λ ∈ (0, 1) 为无理数, 则存在有理数 λn ∈ (0, 1)(n =

1, 2, · · · )使得 λn → λ (当 n→ ∞时)从而由 f(x)的连续性,

f [λx1 + (1− λ)x2] = f
{
lim
n→∞

[λnx1 + (1− λn)x2]
}

= lim
n→∞

f [λnx1 + (1− λn)x2]

对于有理数 λn ∈ (0, 1),上面已证明有

f [λnx1 + (1− λn)x2] ⩽ λnf (x1) + (1− λn) f (x2)

此式中令 n→ ∞取极限,联系上式,有

f [λx1 + (1− λ)x2] ⩽ λf (x1) + (1− λ)f (x2)

即 (2)式对任意无理数 λ ∈ (0, 1)也成立.证毕

9. 由 f 至多只有第一类间断点，可得每一点都存在有限得左右极限，则 ∀x ∈ (a, b)，

有
f(y)− f(x)

y − x
<
f
(
x+ 1

2(b− x)
)
− f(x)

1
2(b− x)

, ∀y ∈ (a, x)

且
f (y)− f(x)

y − x
关于 y在 (a, x)单调递增，可得 lim

y→x−

f(y)− f(x)

y − x
存在且有限可得

lim
y→x−

(f(y)− f(x)) = 0 ⇒ lim
y→x−

f(y) = f(x) 类似可得 lim
y→x+

f(y) = f(x) ⇒ f 在

(a, b)上连续。

10. ∀x ∈ (a, b)，有

f(y)− f(x)

y − x
<
f
(
x+ 1

2(b− x)
)
− f(x)

1
2(b− x)

, ∀y ∈ (a, x)

且
f (y)− f(x)

y − x
关于 y在 (a, x)单调递增，可得 lim

y→x−

f(y)− f(x)

y − x
存在且有限可得

lim
y→x−

(f(y)− f(x)) = 0 ⇒ lim
y→x−

f(y) = f(x) 类似可得 lim
y→x+

f(y) = f(x) ⇒ f 在

(a, b)上连续。
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11. 考虑区间
(
0,

1

2

)
，在该区间上有

∣∣f ′′(x)∣∣ ⩽ |f(x)|+ |f ′(x)| ∀x ∈
(
0,

1

2

)
则 ∣∣f ′(x)∣∣ = ∣∣∣∣∫ x

0
f ′′(t)dt

∣∣∣∣ ⩽ ∫ x

0

∣∣f ′′(t)∣∣ dt
⩽
∫ x

0
(|f(t)|+ |f ′(t)|)dt =

∫ x

0
|f(t)|dt+

∫ x

0

∣∣f ′(t)∣∣ dt (1)

又 |f(x)| =
∣∣∣∣∫ x

0
f ′(t)dt

∣∣∣∣ ⩽ ∫ x

0
|f ′(t)|dt可得

(1)式 ⩽ (x+ 1)

∫ x

0
|f ′(t)|dt

设 [0, x]内使得 f ′(x)在 [0, x]上最大，可得∣∣f ′(ξ)∣∣ ⩽ (ξ + 1)

∫ ξ

0
|f ′(t)|dt ⩽ (ξ + 1)ξ

∣∣f ′(ξ)∣∣ ⩽ 3

4
|f ′(ξ)|

故 |f ′(ξ)| = 0 ⇒
∣∣f ′(x)∣∣ = 0，可得

(
0,

1

2

)
上 f ′(x) ≡ 0，f(x) ≡ 0，类似可得

(−1, 1)上，f(x) ≡ 0

12. 若 f ′(x)不变号，则 f(x)单调，假设 f ′(x)变号，则 ∃ξ ∈ I，使得 f ′(ξ) = 0，且不

妨设在 ξ的左右邻域内，f ′(x)是异号的，记左邻域为 (a, ξ)，右邻域为 (ξ, b)，则存

在 α ∈ (a, ξ), β ∈ (ξ, b)，使得 f(α) = f(beta)，可得

f ′(α) = g(f(α)) = g(f(β)) = f ′(β)

但是 f ′(α), f ′(β)异号，矛盾。

13. 由 f ′(x) > 0, f ′′(x) < 0可得 f ′(x) > f ′(0), ∀x < 0，故

f(x) = f(0) +

∫ x

0
f ′(t)dt < f(0) + xf ′(0)

可得 lim
x→−∞

f(x) = −∞，矛盾
14. 若存在一点 x ∈ R，使得 f(x), f ′(x), f ′′(x), f ′′′(x)中有一个为 0，则不等式成立。若

不存在这样的 x，则 f(x), f ′(x), f ′′(x), f ′′′(x)均不变号，不妨设 f ′′′(x) > 0，不然

考虑 −f(x)，即可。
f ′′′(x) > 0 ⇒ f ′(x)是下凸函数，则固定 x0 ∈ R，有

f ′(x) ⩾ f ′′ (x0) (x− x0) + f ′ (x0)

则 lim
x→−∞

f(x), lim
x→+∞

f(x)有一个为 +∞，故 f ′(x) > 0

类似可得，若 f ′′(x) > 0 ⇒ f(x) > 0，若 f ′′(x) < 0 ⇒ −f ′′(x) > 0⇒ −f(x) > 0 ⇒
f(x) < 0

故 f ′′′(x)与 f ′(x)同号，f ′′(x)与 f(x)同号。故此时任意x ∈ R，都有 f(x)f ′(x)f ′′(x)f ′′′(x) ⩾
0

15.（Step 1)先证明一个引理: 如果多项式 p使得 p± p′ ⩾ 0,那么必有 p ⩾ 0.因为 p± p′

仍是一个多项式,如果 p± p′ ⩾ 0恒成立,那么说明 p± p′一定为一个首项系数为正
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的偶次多项式,而这个最高次只能由 p提供,也就是说

lim
x→∞

p(x) = +∞

那么可知 p(x)在 R上必有最小值,设最小值点为 x0,那么就有 p′ (x0) = 0,于是

p(x) ⩾ p (x0)± p′ (x0) ⩾ 0

(Step 2)再考虑

p′′′ − p′′ − p′ + p =
(
p− p′′

)
−
(
p′ − p′′′

)
⩾ 0

由引理可知 p− p′′ ⩾ 0恒成立,也就是(
p− p′

)
+
(
p′ − p′′

)
⩾ 0

又可以得到 p− p′ ⩾ 0,再次使用引理可知 p ⩾ 0.

16. 令 p(x) = P (x), q(x) = Q(x),对 q(x)进行因式分解可以得到

q(x) = p(x)p′(x) + x2p(x)p′(x) + xp(x)2 + xp′(x)2

= p′(x)
(
p(x) + xp′(x)

)
+ xp(x)

(
p(x) + xp′(x)

)
=
(
p′(x) + xp(x)

) (
p(x) + xp′(x)

)
于是 q(x) = 0的根的集合为两个因式的根的集合的并. 故记 f(x) = ex

2/2p(x), g(x) =

xp(x),于是

f ′(x) = ex
2/2
(
p′(x) + xp(x)

)
, g′(x) = p(x) + xp′(x)

故分别分析 f ′和 g′的根的情况. 设 p(x) = 0大于 1的根为 1 < x1 < x2 < · · · < xn,

那么 f(x) = 0大于 1的根也为 x1, x2, . . . , xn,那么对

[x1, x2] , [x2, x3] , . . . , [xn−1, xn]

这 n− 1个区间使用 Rolle定理可知存在 ξi ∈ (xi, xi+1) ,其中 i = 1, 2, . . . , n− 1,使

得 f ′ (ξi) = 0,即 f ′(x) = 0至少有 n − 1个根. 再考虑 g(x),可知 g(x) = 0的根至

少为 0, x1, x2, . . . , xn,那么对

[0, x1] , [x1, x2] , [x2, x3] , . . . , [xn−1, xn]

这 n个闭区间使用 Rolle定理可知存在 ηi ∈ (xi, xi+1) ,其中 0 = 0, i = 0, 1, . . . , n,

使得 g′ (ηi) = 0 可知 g′(x) = 0 至少有 n 个根. 我们再来说明对任意的 i =

1, 2, . . . , n, ξi ̸= ηi.如果存在 1 ⩽ i ⩽ n可以使 ξi = ηi = r,那么由

rp(r) + p′(r) = 0

可知 p′(r) = −rp(r),把它代入 rp′(r) + p(r) = 0,可以知道

p(r)
(
1− r2

)
= 0

由于 1 − r2 ̸= 0,所以有 p(r) = 0,这与 xi 和 xi+1 为 p(x) = 0的相邻零点相矛盾.

故对任意的 1 ⩽ i ⩽ n都有 ξi ̸= ηi.这样就说明 q(x) = 0至少有 2n− 1个零点.

17. 考虑方程 ax − x = 0 ⇔ x ln a− lnx = 0 ⇔ ln a =
lnx

x
，令 f(x) =

lnx

x
⇒ f ′(x) =

1− lnx

x2
，当 f(x) > 0 ⇒ x < e , f(e) =

1

e
又 lim

x→0+
f(x) = 0, lim

x→+∞
f(x) = 0，可
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得若 ln a ∈
(
0,

1

e

)
，即 a ∈

(
1, e

1
e

)
时，方程有两个解；若 ln a =

1

e
，即 a = e

1
e，

方程有一个解；若 ln a ∈
(
1

e
,+∞

)
，即 a > e

1
e，方程无解。

18. (1)设G(x) = g(x)−x，G′(x) = (ln a)2aa
x+x−1，令 h(x) = ax+x，h′(x) = ax ln a+1

单调递增，存在唯一的 x0使得 h′(x0) = 0⇒ x0 =
− ln(− ln a)

ln a
= loga

(
− 1

ln a

)
，则

h(x) ⩾ h(x0),G′(x) ⩽ G′(x0)，可得 G′ (x0) ≤ 0 ⇔ 1 >a ⩾ e−e，故 G(x) 在

(−∞,+∞)单减，又 G(−∞) = +∞, G(+∞) = −∞,故 G(x)存在唯一的零点，即

g(x)存在唯一的不动点

(2)由于 g(0) = a1 > 0，g(1) = aa = ea ln a < e0 = 1，故 0,1均不是 g(x)的不动点

若 x0是 g(x)的不动点⇔ aa
x0

= x0⇔ ax0 ln a = lnx0⇔
ax0 ln a

lnx0
= 1

令 G(x) =
ax ln a

lnx
，x ∈ (0, 1) ∪ (1,+∞)，故

G′(x) =
ax(ln a)2

(
x lnx− 1

ln a

)
x ln2 x

, x ∈ (0, 1) ∪ (1,+∞)

当 x > 1时，x lnx− 1

ln a
> − 1

ln a
> 0，故 G′(x) > 0，从而 G(x)在 (1,+∞)上严

格递增，并且注意到，当 x > 1时，G(x) < 0 < 1，故 G(x) = 1在 x ∈ (1,+∞)上

无解。

当 0 < x < 1时，令φ(x) = x lnx，于是φ′(x) = 1+lnx，令φ′(x) = 0得 x = e−1，于

是φ(x)在
(
0, e−1

)
上递减，在

(
e−1,+∞

)
上递增，且取最小值φ

(
e−1
)
= −e−1由于

ln a < −e即 1

ln a
> −e−1从而 φ(x) =

1

ln a
有两个零点 x1, x2，满足 x1 < e−1 < x2,

从而可知 G(x)在 (0, x1)上单增，在 (x1, x2)单减，在 (x2, 1)单增，又

lim
x→0+

G(x) = −∞, lim
x→1−

G(x) = +∞

故只需证明 G (x1) > 1 > G (x2)即可。

注意到 x1, x2均满足 x1 lnx1 =
1

ln a
= x2 lnx2，故

G (x1) =
ax1 ln a

lnx1
=

ax1

x1 ln
2 x1

, G (x2) =
ax2

x2 ln
2 x2

只需证明 ax1 > x1 ln
2 x1与 ax2 < x2 ln

2 x2

即证明

x1 ln a > lnx1 + 2 ln |lnx1|与x2 ln a < lnx2 + 2 ln |lnx2|

又 x1 < e−1，故 |lnx1| = − lnx1 > 1，|lnx2| = − lnx2 ∈ (0, 1) 为此只要证明

−1

t
> −t+ 2 ln t对 t ∈ (1,+∞)成立，及 −1

t
< −t+ 2 ln t对 t ∈ (0, 1)成立即可。

令 η(t) = t− 1

t
− 2 ln t, t ∈ (0,+∞)，则 η′(t) =

(t− 1)2

t2
⩾ 0，故 η(x)在 (0,+∞)

严格递增，又 η(1) = 0，故当 t > 1时，有 η(t) > 0，当 0 < t < 1时，有 η(t) < 0，

因此结论成立。综上，g(x)有三个不动点。

19. 若 θ = 0或 π 为方程的根，则 b = 0；若 θ =
π

2
或

3π

2
为方程的根，则 a = 0，下

设 a ̸= 0, b ̸= 0，于是 0, π,
π

2
,
3π

2
均不是方程的根，且对应的 cos θ 与 sin θ 均不
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图 8.2

为 0，令 x =
1

cos θ
, y =

1

sin θ
，于是原方程等价于方程组 ax+ by = 1

1

x2
+

1

y2
= 1

设 L : ax+ by = 1, C :
1

x2
+

1

y2
= 1，即求两者的交点的个数，如图 8.2. 于是 L在两

轴的截距分别为
1

a
,
1

b
，根据对称性，不妨设 a > 0, b > 0，此时L与C在第二和第四

象限中恒有交点。考虑在第一象限，当 L与 C相切时，恰好有三个交点，若 L与 C

不相交，则有两个交点；若 L与 C相交但不相切，即在第一象限有两个交点，则总

共有四个交点。因此，相切便是临界情况，设 L与 C在 (x0, y0)处相切，对 C求导

可得− 2

x3
− 2

y3
y′，可得 y′ = −y

3

x3
，又C在 (x0, y0)处切线的斜率等于L的斜率−a

b
，

故 ax30 = by30⇒ a
2
3x20 = b

2
3 y20⇒ y20 =

(a
b

) 3
3
x20，故 y20 =

a
2
3 + b

2
3

b
2
3

⇒ x0 = a−
1
3

√
A，

y0 = b−
1
3

√
A，其中 A = a

2
3 + b

2
3，又

ax0 + by0 = a
3
3

√
A+ b

2
3

√
A =

(
a

2
3 + b

3
3

)√
A = (

√
A)3

故当 A = 1，即 a
2
3 + b

2
3 = 1时，在第一象限 L与 C 相切，此时有三个交点；当

a
2
3 + b

2
3 > 1时，在第一象限 L与 C 无交点，故总共只有两个交点；当 a

2
3 + b

2
3 < 1

时，在第一象限 L与 C 有两个交点，故总共有四个交点。

20. 设椭圆方程为
x2

a2
+
y2

b2
= 1，参数方程为 r(θ) = (a cos θ, b sin θ), θ ∈ [0, 2π)，切向

量方程为 r′(θ) = (−a sin θ, b cos θ)，定点设为 (x0, y0)，此点连接椭圆上一点为椭圆
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法向量等价于此连线与切向量所在直线垂直，即

y0 − b sin θ

x0 − a cos θ
· b cos θ

−a sin θ
= −1

化简得
x0a

a2 − b2
sin θ +

−y0b
a2 − b2

cos θ − sin θ cos θ = 0

由上题可得，解的个数与

A =

(
x0a

a2 − b2

) 2
3

+

(
y0b

a2 − b2

) 2
3

− 1

的符号有关。
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第 9章 不定积分

9.1 不定积分的计算方法

9.1.1 练习题

1. (1)原式 =

∫
dx2

1 + x4
= arctanx2 + c

(2)令 x = sin2 θ dx = 2 sin θ cos θdθ则原式 =

∫
2dθ = 2θ + c = 2arcsin

√
x+ c

(3)原式 = x ln
(
1 + x2

)
−
∫

x · 2x
1 + x2

dx = x ln
(
1 + x2

)
− 2x+ 2arctanx+ c

(4)原式 =

∫
2 arctan

√
x

1 + x
d
√
x = 2

∫
arctan

√
xd arctan

√
x = arctan2

√
x+ c

(5)原式
∫

1− ex + ex

ex − 1
dx = −x+

∫
dex

ex − 1
= −x+ ln |ex − 1|+ c

(6)原式 =

∫
ln(x+

√
1 + x2)

2 (1 + x2)2
dx2 = − ln(x+

√
1 + x2)

2 (1 + x2)
+

∫
1

(1 + x2)
3
2

dx，令 x =

tan θ则 ∫
dx

(1 + x2)
3
2

=

∫
cos θdθ = sin θ + c

故原式 = − ln(x+
√
1 + x2)

2 (1 + x2)
+ sin(arctanx) + C

(7) 原式 =

∫
xex + ex − ex

(1 + x)2
dx =

∫
−ex

(1 + x)2
dx +

∫
ex

1 + x
dx=

∫
−ex

(1 + x)2
dx +

ex

1 + x
+

∫
ex

(1 + x)2
dx =

ex

1 + x
+ C

(8)原式 =

∫
ex + xex

xex (1 + xex)
dx =

∫
dxex

xex (1 + xex)
= lnxex − ln (1 + xex) + c

(9)原式 = x ln2(x +
√
1 + x2) −

∫
2x ln(x+

√
1 + x2)√

1 + x2
dx= x ln2(x +

√
1 + x2) −

2
√

1 + x2 ln(x+
√
1 + x2)+

∫
2
√
1 + x2√
1 + x2

dx= x ln2(x+
√
1 + x2)−2

√
1 + x2 ln(x+√

1 + x2) + 2x+ c

(10)令 x = tan θ，则

原式 =

∫
eθ cos θdθ =

eθ(sin θ + cos θ)

2
+c =

earctanx(sin arctanx+ cos arctanx)

2
+c

2. (1)令M(x) =

∫
dx

1 + x2 + x4
N(x) =

∫
x2

1 + x2 + x4
dx则

M(x)−N(x) =

∫
1− x2

1 + x2 + x4
dx = −

∫
d
(
x+ 1

x

)(
x+ 1

x

)2 − 1
=

1

2
ln
x2 − x+ 1

x2 + x+ 1
+ c

M(x) +N(x) =

∫
1 + x2

1 + x2 + x4
dx =

∫
d
(
x− 1

x

)(
x− 1

x

)
+ 3

=
1√
3
arctan

x2 − 1√
3x

+ c

故

M(x) =
1

2
√
3
arctan

x2 − 1√
3x

− 1

4
ln
x2 − x+ 1

x2 + x+ 1
+ c
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(2)令M(x) =

∫
ex

ex + e−x
dx,N(x) =

∫
e−x

ex + e−x
dx则

M(x) +N(x) = x+ c

M(x)−N(x) = ln
(
ex + e−x

)
+ c

故

M(x) =
1

2
x+

1

2
ln
(
ex + e−x

)
+ c

(3)令M(x) =

∫
sinx

a sinx+ b cosx
dx N(x) =

∫
cosx

a sinx+ b cosx
dx则

aM(x) + bN(x) = x+ c

aN(x)− bM(x) = ln |a sinx+ b cosx|+ c

故原式=
b

a2 + b2
(ax−b ln |a sinx+b cosx|)+ a

a2 + b2
(bx+a ln |a sinx+b cosx|)+c=

2ab

a2 + b2
x− a2 − b2

a2 + b2
ln |a sinx+ b cosx|+ c

(4)原式=
1

3

∫
1

1 + x
− x− 2

1− x+ x2
dx =

1

3
ln(1+x)− 1

3

∫
x− 2

1− x+ x2
dx，令M(x) =∫

1

1− x+ x2
dx, N(x) =

∫
x

1− x+ x2
dx则

M(x)− 2N(x) =

∫
1− 2x

1− x+ x2
dx =

∫
d
(
x− x2

)
1− x+ x2

= − ln
(
1− x+ x2

)
+ c

M(x) =

√
3

2
arctan

x− 1
2√

3
2

+ c

故原式 =
1

3
ln(1 + x)−

√
3

4
arctan

2x− 1√
3

+
1

6
ln
(
1− x+ x2

)
+ c

3. ∫
cos4 x− sin4 xdx =

∫
cos2 x− sin2 xdx = sin 2x+ c∫

cos4 x+ sin4 xdx =

∫
1− 2 sin2 x cos2 xdx =

∫
−1

2
sin2 2xdx

=
3

4
x− 1

4
sin 4x+ C

4. (1)由于

In =

∫
sinn xdx = −

∫
sinn−1 xd cosx = − sinn−1 x cosx+ (n− 1)

∫
sinn−2 x cos2 xdx

= − sinn−1 x cosx+ (n− 1)(In−2 − In)

故

In = −sinn−1 x cosx

n
+
n− 1

n
In−2

(2)由于

In =

∫
tann xdx =

∫
tann−2 x sin2 xd tanx =

1

n− 1
tann−1 x sin2 x− 2

n− 1

∫
tann−2 x sin2 xdx

≜ 1

n− 1
tann−1 x sin2 x− 2

n− 1
Jn−2

故 Jn−2 = In−2 − Jn−4
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9.2 几类可积函数

(3)由于

In =

∫
secn xdx = tanx secn−2 x− (n− 2)

∫
secn−2 x tan2 xdx

= tanx secn−2 x− (n− 2) (In − In−2)

故

In =
1

n− 1
tanx secn−2 x+

n− 2

n− 1
In−2

(4)由于

In =

∫
1

xn
√
1 + x2

dx =

∫
d
√
1 + x2

xn+1
=

√
1 + x2

xn+1
+ (n+ 1)

∫ √
1 + x2

xn+2
dx

又记

Jn =

∫ √
1 + x2

xn
dx

则 Jn = In + In+2故

In =

√
1 + x2

xn+1
+ (n+ 1) (In+2 + In) ⇒ In =

−
√
1 + x2

(n− 1)xn−1
− n− 2

n− 1
In−2

5. (1)原式 =xf ′(x)− f(x) + c

(2)原式 =
1

2
f(2x) + c

6. (1)由于

I(m,n) = −
∫

cosm x sinn−1 xd cosx

= − 1

m+ 1
cosm+1 x sinn−1 x+

n− 1

m+ 1

∫
cosm+2 x sinn−2 xdx

= − 1

m+ 1
cosm+1 x sinn−1 x+

n− 1

m+ 1
(I(m,n− 2)− I(m,n))

故

I(m,n) = − 1

m+ n
cosm+1 x sinn−1 x+

n− 1

m+ n
I(m,n− 2)

(2)由于

I(n, n) =
1

2n

∫
sinn 2xdx =

−1

2n+1

∫
sinn−1 2xd cos 2x

= − 1

2n+1
sinn+1 2x cos 2x+

n− 1

2n

∫
sinn−2 2x cos2 2xdx

= − 1

2n+1
sinn−1 2x cos 2x+

n− 1

2n
(
2n−2I(n− 2, n− 2)− 2nI(n, n)

)
故

I(n, n) = − 1

n2n+1
sinn−1 2x cos 2x+

n− 1

4n
I(n− 2, n− 2)

9.2 几类可积函数

9.2.1 练习题

1. (1)原式 =

∫
2

x+ 2
− 1

x+ 1
dx = 2 ln |x+ 2| − ln |x+ 1|+ c
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9.2 几类可积函数

(2)原式 =

∫
1

x
+

1

1 + x2
dx = ln |x|+ arctanx+ c

(3)原式 =

∫
1

1 + x2
− 1

x2
+

1

x4
dx = arctanx+

1

x
− 1

3x3
+ C

(4)原式 =

∫
5

x2 + 2
− 1

x2 + 1
dx =

5√
2
arctan

x√
2
− arctanx+ c

2. (1)令 t = x2则

原式 = −1

2

∫
t2 − 1

t4 + 1
dt =

1

2

∫ t√
2
− 1

2

t2 −
√
2t+ 1

−
t√
2
+ 1

2

t2 +
√
2t+ 1

dt

=
1

4
√
2
ln

∣∣∣∣∣ t2 −
√
2t+ 1

t2 +
√
2t+ 1

∣∣∣∣∣+ C

(2)原式 =
1

a

∫
1

x
− xn−1

xn + a
dx =

1

a
ln |x| − 1

an
ln |xn + a|+ C

(3)原式= −1

4

∫
1

x+ 1
− x+ 3

x2 + 3
dx = −1

4
ln |x+1|+1

8
ln
∣∣x2 + 3

∣∣+√
3

4
arctan

x√
3
+

C

(4)原式 =

∫
x+ 1− 2

(x2 + 2x+ 3)2
dx = − 1

2 (x2 + 2x+ 3)
− 2

∫
dx

(x2 + 2x+ 3)2
令 I1 =∫

dx

(x2 + 2x+ 3)1
则

I1 =
x

x2 + 2x+ 3
+ 2

∫
x2 + x

(x2 + 2x+ 3)2
dx

=
x

x2 + 2x+ 3
+ 2I1 − 2

∫
x+ 3

(x2 + 2x+ 3)2
dx

又 ∫
1

(x2 + 2x+ 3)2
dx =

1

4 (x2 + 2x+ 3)
+

1√
2
arctan

x+ 1√
2

+ c

代入原式可得结果

(5)原式=

∫
(x− 2)2 + 5(x− 2) + 7

(x− 2)10
dx = − 1

7(x− 2)7
− 5

8(x− 2)8
− 7

9(x− 2)9
+C

(6) 原式 = x +

∫
5x2 − 6x+ 1

x (x2 − 5x+ 6)
dx = x +

∫
1

6x
− 9

2(x− 2)
+

28

3(x− 3)
dx= x +

1

6
ln |x| − 9

2
ln |x− 2|+ 28

3
ln |x− 3|+ c

(7)原式 =

∫
1

3 (x2 + 1)
+

1
2
√
3
x+ 1

3

x2 +
√
3x+ 1

+
− 1

2
√
3
x+ 1

3

x2 −
√
3x+ 1

dx

=
1

3
arctanx+

1

4
√
3
ln

∣∣∣∣∣x2 +
√
3x+ 1

x2 −
√
3x− 1

∣∣∣∣∣+ 1

6
arctan(2x+

√
3)+

1

6
arctan(2x−

√
3)+C

(8) 原式 =

∫
1

(x− 1)2
− 2

3(x− 1)
+

2x+ 4

3 (x2 + x+ 1)
dx= − 1

x− 1
− 2

3
ln |x − 1| +

1

3
ln
∣∣x2 + x+ 1

∣∣+ 2√
3
arctan

2x+ 1√
3

+ c

3. (1)原式 =

∫
1

2 cos2 x
2

dx = tan
x

2
+ c
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9.2 几类可积函数

(2)令 t = cosx则

原式 =

∫
dt

(1− t2) t4
=

∫
1

t2 − 1
− t2 + 1

t4
dt

=
1

2
ln

∣∣∣∣cosx− 1

cosx+ 1

∣∣∣∣+ 1

3 cos3 x
+

1

cosx
+ C

(3)令 t = tanx则

原式 =

∫
dt

(1 + t2) (2 + t2)
= arctan t+

1√
2
arctan

t√
2
+ C

= x+
1√
2
arctan

tanx√
2

+ C

(4)令 t = cosx则

原式 =

∫
−
(
t2 − 1

)2
t8

dt =
1

3t3
− 1

5t5
+

1

7t7
+ C

=
1

3 cos3 x
− 1

5 cos3 x
+

1

7 cos2 x
+ C

(5)令 t = tan
x

2
则

原式 =

∫
cosx

(1 + cosx)2
dx =

∫
1− t2

2
dt =

1

2
tan

x

2
− 1

6
tan3

x

2
+ c

(6)

原式 =

∫
sin2 x cos2 x− sin3 x cosx

cos2 x− sin2 x
dx

=

∫ 1
4 sin

2 2x− 1
4 sin 2x+ 1

4 sin 2x cos 2x

cos 2x
dx

= −1

4
sin 2x+

1

8
ln

∣∣∣∣1 + sin 2x

1− sin 2x

∣∣∣∣+ 1

4
ln | cos 2x| − 1

4
cos 2x+ c

(7)

原式 =
1

2

∫
d sin2 x

1 + sin4 x
=

1

2
arctan

(
sin2 x

)
+ c

(8)令 t = tanx则

原式 =

∫
dt(

1− 1
1+t2

)2 =

∫
t4 + 2t2 + 1

t4
dt = tanx− 2

tanx
− 1

3 tan3 x
+ C

4. 令 t = tan
x

2
则

原式 =
(
1− r2

) ∫ 2

(1 + r2) (1 + t2)− 2r (1− t2)
dt

=
1 + r

1− r

∫
2dt

1 +
(
1+r
1−r t

)2
= 2arctan

(
1 + r

1− r
tan

x

2

)
+ c

5. (1)用计算机算不出来，可能没有初等原函数。

(2)令 t =
√

2x2 + 3则

原式 =
1

2

∫
dt

t2−3
2

=

∫
dt

t2 − 3
=

1

2
√
3
ln

∣∣∣∣∣x−
√
3

x+
√
3

∣∣∣∣∣+ c
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9.3 对于教学的建议

(3)原式 =

∫ √
1 + cos2 x

cos2 x
dx，令 y = arcsin

sinx√
2
则原式 =

∫
2 cos2 y

1− 2 sin2 y
dy，令

t = tan y则原式 =

∫
2dt

(1− t2) (1 + t2)
=

1

2
ln

∣∣∣∣1 + t

1− t

∣∣∣∣+ arctan t+ c

(4) 原式 = 2x
√
1 + ex − 2

∫ √
1 + exdx，令 t =

√
1 + ex 则

∫ √
1 + exdx =∫

2t2

t2 − 1
dt故

原式 = 2x
√
1 + ex − 4

√
1 + ex − 2 ln

∣∣∣∣√1 + ex − 1√
1 + ex + 1

∣∣∣∣+ 1

(5)令 t =

√
x− 1

x− 2
即 x =

1− 2t2

1− t2
故

原式 =

∫
1

(x− 1)2

√
x− 1

x− 2
dx =

∫
t · (−2t)(

t2

1−t2

)2
(1− t2)2

dt

=

∫
−2

t2
dt =

2

t
+ C = 2

√
x− 2

x− 1
+ C

(6)令 t = x
1
6，原式 =

∫
t3 − 1

t2 + 1
· 6t5dt = 6

7
t7 − 6

5
t5 + 2t3 − 6t + 6arctan t−3

2
t4 +

3t2 − 3 ln
∣∣t2 + 1

∣∣故
原式 =

6

7
x

7
6 − 6

5
x

5
6 + 2x

1
2 − 6x

1
6 + 6arctanx

1
6 − 3

2
x

2
3 + 3x

1
3 − 3 ln

∣∣∣x 1
3 + 1

∣∣∣+ c

9.3 对于教学的建议

9.3.1 参考题

1. 令 t = sin2 x则

f ′(t) = 1− 2 sin2 2x+
sin2 x

1− sin2 x
= 1− 8t(1− t) +

t

1− t

故

f(x) = − ln |1− t| − 4t2 +
8

3
t3 + c = −2 ln cosx− 4 sin4 x+

8

3
sin6 x+ c

2. (1)

原式 =
1

2

((
1 + x2

)
ln
(
1 + x2

)
− x2

)
arctanx− 1

2

∫
ln
(
1 + x2

)
− x2

1 + x2
dx

=
1

2

((
1 + x2

)
ln
(
1 + x2

)
− x2

)
arctanx− 1

2
x ln

(
1 + x2

)
+ 3x− 3 arctanx+ c

(2)令 x = et则

原式 =

∫
1− t

(et − t)2
etdt =

∫
1− t

(et − t)2
d(et − t) +

∫
1− t

(et − t)2
dt

= − 1− t

et − t
+

∫
1

et − t
+

1− t

(et − t)2
dt = − 1− t

et − t
+

1

et − t
+ c

故

原式 =
lnx

x− lnx
+ C
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9.3 对于教学的建议

(3)考虑函数

F (t) = F (0) +

∫ t

0
[x]| sinπx|dx

= F (x) +

[t−1]∑
i=0

i · 2
π
+

∫ t

[t)
[x]| sinπx|dx

= F (0) +
[t− 1] · [t]

π
+

[t]

π
| cosπt− cosπ[t]|

则 F (x)即为所求

(4)

原式 = − cosx ln sinx+

∫
cos2 x

sinx
dx = − cosx ln sinx+ cosx− 1

2
ln

∣∣∣∣1 + cosx

1− cosx

∣∣∣∣+ c

(5)

原式 =
1

sin(a− b)

∫
sin(x+ a) cos(x+ b)− sin(x+ b) cos(x+ a)

sin(x+ a) sin(x+ b)
dx

=
1

sin(a− b)
ln

∣∣∣∣ sin(x+ b)

sin(x+ a)

∣∣∣∣+ C

(6)原式 =

∫
1

x
− 2xn−1

1 + xn
dx = ln |x| − 2

n
ln |1 + xn|+ c

3. 由于

In =
2

c
(ax+ b)n

√
cx+ b− 2na

c

∫
(ax+ b)n−1(cx+ b)√

cx+ b
dx

=
2

c
(ax+ b)n

√
cx+ b− 2n

(
In−1 +

ab− bc

c
In

)
故

In =
2

2n(ab− bc) + c
(ax+ b)n

√
cx+ b− 2nc

2n(ab− b) + c
In−1

4. 由于

t =
sin
(
x+a
2 − a

)
sin x+a

2

=
sin x+a

2 cos a− sin a cos x+a
2

sin x+a
2

= cos a− sin a

tan x+a
2

故

x = 2arctan
sin a

cos a− t
− a

可得

In =

∫
2tn sin a

1− 2t cos a+ t2
dt =

∫
2tn−2 sin a+

2 sin a
(
2tn−1 cos a− tn−2

)
1− 2t cos a+ t2

dt

=
2 sin a

n− 1
tn−1 − In−2 + 2In−1 cos a

5. 设
P (x)

Q(x)
=

A1

x− x1
+ · · ·+ An

x− xn

等式两边同乘 (x− xi) , i = 1, · · · , n并令 x→ xi可得 Ai =
P (xi)

Q (xi)
故∫

P (x)

Q(x)
dx =

n∑
i=1

P (xi)

Q (xi)
ln |x− xi|+ c
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9.3 对于教学的建议

6. 考虑函数

F (x) = F (0) +

∫ x

0
f(t)dt = F (v) +

f(x)−1∑
i=1

i+

∫ x

f(x)− 1
2

f(t)dt

= F (0) +
f(x)(f(x)− 1)

2
+ f(x)

(
x− f(x) +

1

2

)
7. 由定理不妨设

∫
e−x2

dx = h1(x)e
−x2

+C，其中 h1(x) =
P1(x)

Q1(x)
为有理函数，P,Q

互素。对等式两边求导可得

1 = −2xP1(x)

Q1(x)
+
P ′
1(x)

Q1(x)
− P1(x)Q

′
1(x)

Q2
1(x)

即

Q1(x)
(
Q1(x)− P ′

1(x) + 2xP1(x)
)
= P1(x)Q

′
1(x)

若 Q1(x)次数大于等于 1，取其一根 x0，重数设为 r，则 x0 为左端 r 重根，右端

r − 1重根；

若Q1(x)为常数 a，则有 a−P ′
1(x) + 2xP1(x) = 0，考虑两端多项式次数得出矛盾。

可得

∫
e−x2

dx为非初等函数。

假设

∫
1

x
exdx为初等函数，则设∫

1

x
exdx = h2(x)e

x + c, h2(x) =
P2(x)

Q2(x)

对两边求导可得
1

x
=
P2(x)

Q2(x)
+
P ′
2(x)

Q2(x)
− P2(x)Q

′
2(x)

Q2
2(x)

即

Q2(x)
(
Q2(x)− xP ′

2(x)− xP2(x)
)
= xP2(x)Q

′
2(x)

若 Q2(x)为常数或者有非零根，则与上述同理可导出矛盾；

不妨设 Q2(x) = bxr, r ⩾ 1, b ̸= 0，则有

rP2(x) = bxr − xP ′
2(x)− xP2(x)

考虑 P2(x)的次数m，若m ≥ r，则左端次数为m，右端次数为m+1,若m < r−1，

则左端次数为m,右端次数为 r

所以不妨设P2(x) = bar−1x
r−1+· · ·+basxs, s ⩽ r−1且 as ̸= 0, as+1 = · · · = a0 = 0

可得

h2(x) = ar−1x
−1 + · · ·+ asx

s−r

h2(x) + h′2(x) =
1

x

左端最低次数为 s− r− 1，最高次数为−1，可得 s− r− 1 = −1 ⇒ s = r矛盾，可

得

∫
1

x
exdx为非初等函数，

∫
1

lnx
dx中令 t = lnx可得

∫
1

lnx
dx =

∫
et

t
dt。
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第 10章 定积分

10.1 定积分概念与可积条件

1. 由于 f 的间断点都为有理数，而有理数集是可列集,故由 Lebesgue定理即证。

2. 解 g ◦ f 在 [a, b] 上不一定可积, g ◦ f 不可积的例子: g(x) = sgnx, f(x) = R(x)

(Riemann函数) , [a, b] = [0, 1],则 g ◦ f = D (Dirichlet函数)在 [0, 1]上不可积;而若

f, g都是连续函数,显然 g ◦ f ∈ R[a, b]; g ◦ f 在 [a, b]上不一定一定不可积. g ◦ f 可
积的例子: f = D (Dirichlet函数), [a, b] = [0, 1],而

g(x) =

 1, x为无理数

0, x为有理数

g ◦ f ≡ 0,显然在 [a, b]上可积.

3. 若 f ∈ R[a, b],则 |f |, f2 ∈ R[a, b]由于若 f 在 x0 ∈ [a, b]处连续,则 |f |, f2 也在 x0

处连续,故 |f |, f2的不连续点集含于 f 的不连续点集中，也为零测集,故由 Lebesgue

定理知可积.

若 |f | ∈ R[a, b],则 f 在 [a, b]上不一定可积,而 f2 ∈ R[a, b].f 不可积的例子:

f(x) =

 1, x为无理数

−1, x为有理数

而 [a, b] = [0, 1],则 |f | ≡ 1 ∈ R[a, b],但类似 Dirichlet函数, f 在 [0, 1]上不可积;由

f2的不连续点集等于 |f |的不连续点集及 Lebesgue定理可证。

若 f2 ∈ R[a, b],则 f 在 [a, b]上不一定可积,而 |f |在 [a, b]上可积. f 不可积的例子:

同上.

4. 由于 f ∈ R[a, b],故 f 的不连续点集为零测集. 由于 g与 f 在 [a, b]上仅在有限个点

上取不同值,而零测集并上有限点集仍为零测集,故由 Lebesgue定理知 g ∈ R[a, b]

5.
∫ b

a
f = 0.若

∫ b

a
f > 0,可知 ∃[c, d] ⊂ [a, b], µ > 0, s.t.|f(x)| ≥ µ, ∀x ∈ [c, d],只要取

(α, β) ⊆ [c, d] ⊆ [a, b]即得矛盾. 类似可得若
∫ b

a
f < 0时的矛盾 (或令 g = −f ).

6. 由于若 g 在 x0 ∈ [a, b]处连续,则 f ◦ g 也在 x0 处连续,故 f ◦ g 的不连续点集含于
g的不连续点集中,也为零测集,故由 Lebesgue定理知 f ◦ g ∈ R[a, b]

7. 由于若 f 在 x0 ∈ [a, b]处连续,则
1

f
也在 x0处连续,故

1

f
的不连续点集含于 f 的不

连续点集中,也为零测集,故由 Lebesgue定理知
1

f
∈ R[a, b]

8. 由于 f 所有的间断点构成一个收敛数列, 即 f 的间断点可列, 其构成的点集为零测

集,故由 Lebesgue定理知 f ∈ R[a, b]

9. 依题意知,对 ∀ε, η > 0, x0 ∈ [a, b], ∃δx0 > 0,∀x ∈ O (x0, δx0)∩[a, b],成立 |f(x)| < η

2
.

每个这样的开区间构成 [a, b] 的一个开覆盖, 由有限覆盖定理知存在有限个开区间

覆盖住 [a, b], 取 a, b 及这些开区间中落在区间 [a, b] 内的端点作为分划 P 的分点。



微
信
公
众
号
：
顺
数
人

10.2 定积分的性质

由于 ∣∣f (x′)− f
(
x′′
)∣∣ ≤ ∣∣f (x′)∣∣+ ∣∣f (x′′)∣∣ < η, ∀x′, x′′ ∈ [xi−1, xi]

则所有小区间 [xi−1, xi]的振幅都小于 η,显然振幅不小于 η的所有小区间长度之和

小于 ε,故 f ∈ R[a, b]. 下证
∫ b

a
fdx = 0

由于 f 在区间 [a, b]的每一点的极限都存在且为零,故对 ∀x ∈ [a, b],则 f(x) = 0等

价于 f 在 x 处连续, f(x) ̸= 0 等价于 f 不在 x 处连续. 由 Lebesgue 定理知 f 的

不连续点为零测集, 故 f 在 [a, b] 上几乎处处为 0. 故由本节练习题中第 4 题可知∫ b

a
fdx = 0

10. Riemann函数在区间 [a, b]的每一点的极限都存在且为 0,故由上题可知其可积性.

11. 可以, 但没必要. 对于每个连续函数，其都是 Riemann可积的，所以题目中的极限

和 I 必然存在,和 Riemann积分值相同. 而对于非连续函数，按照定义,将是不可积

的. 这样的定义没有实际意义。

12. 设

S =
n∑

k=1

f (xk) sin (g (xk)∆xk) , T =
n∑

k=1

f (xk) g (xk)∆xk

显然只需证,对于任意划分 P ,成立

lim
∥P∥→0

S = lim
∥P∥→0

T

设M > 0, |f(x)| < M, |g(x)| < M, ∀x ∈ [a, b].因此

0 ≤ |S − T | =

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

f (xk) [sin (g (xk)∆xk)− g (xk)∆xk]

∣∣∣∣∣
< M

n∑
k=1

|sin (g (xk)∆xk)− g (xk)∆xk|

=
M

6

n∑
k=1

∣∣g3 (xk) (∆x)3 + o
(
(∆x)3

)∣∣
<

(
M3 + 1

)
M

6

n∑
i=1

(∆x)3

≤
(
M3 + 1

)
M∥P∥2

6

n∑
i=1

∆x

=
(b− a)

(
M3 + 1

)
M∥P∥2

6
→ 0, ∥P∥ → 0

即证。

10.2 定积分的性质

1. 若 f(a) = f(b) = 0,令 g(x) = f(x),则

∫ b

a
f2(x)dx = 0,故 f 几乎处处为 0,又 f 连

续,故 f ≡ 0

2. 若 f(a) ̸= 0或 f(b) ̸= 0,不妨 f(a) ̸= 0, f(b) = 0(其他情况同理),则由f 连续性知
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存在充分小的 ε > 0使得 f(x) ̸= 0, ∀x ∈ [a, a+ ε].令

g(x) =

 点(a, 0)与点(a+ ε, f(a+ ε))线性连接, x ∈ [a, a+ ε]

f(x), x ∈ (a+ ε, b]

g(x) 满足题意, 且 f(x)g(x) ≥ 0, ∀x ∈ [a, b],

∫ b

a
f(x)g(x)dx = 0. 由 fg 连续性知

fg ≡ 0且 f(a+ ε)g(a+ ε) = f2(a+ ε) = 0, 矛盾.

综上所述, f ≡ 0

3. 由于
∫ b

a
P 2(x)f(x)dx = 0 且 P 2(x)f(x) 非负, 故 P 2(x)f(x) 在 [a, b] 上几乎处处

为 0.若 P ̸= 0,则 P 2(x)的零点至多为有限个,故 f(x)在 [a, b]上几乎处处为 0且∫ b

a
fdx = 0,矛盾.故 P ≡ 0

4. 令 g(x) = f(x) + f(−x),则
∫ 1

−1
f(x)[f(x) + f(−x)]dx = 0,换元,

∫ 1

−1
f(−x)[f(x) +

f(−x)]dx = 0,两式相加,
∫ 1

−1
[f(x) + f(−x)]2dx = 0,由连续性知 f(x) + f(−x) ≡

0,∀x ∈ [−1, 1],即 f 是 [−1, 1]上的奇函数。

5. 令 x = cos t,由原书中例题 10.2 .4即知极限为 0.

6. 推广：若 f ∈ C[a, b], |f(x)| ≤ 1,∀x ∈ [a, b],且只存在有限个x ∈ [a, b]使得 |f(x)| = 1

则 lim
n→∞

∫ b

a
fn(x)dx = 0

Proof : 对每个使得 |f (xk)| ≥ 1 的 xk ∈ [a, b] (k ∈ N+) , 不妨 xk ∈ (a, b), xk = a

或 xk = b 时同理, 对任意充分小的 ε > 0, 0 <

∣∣∣∣∫ xk+ε

xk−ε
fn(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ xk+ε

xk−ε
1dx =

2ε → 0, ε → 0+ 对于任意一个不含 xk 的区间 [c, d], 由 f 连续性知 ∃0 < M <

1, s.t.|f(x)| ≤M < 1,故

0 <

∣∣∣∣∫ d

c
fn(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ d

c
Mndx =Mn(d− c) → 0, n→ ∞

由于 xk 只有有限多个, 故区间 [xk − ε, xk + ε] 和 [c, d] 只有有限多个, 由积分和极

限的可加性即知结论成立。

7. 依题意得

sinxn =

(
2

π

) 1
n

(∫ π
2

0
sinn xdx

) 1
n

而由原书中例题 10.2 .5知

lim
n→∞

(∫ π
2

0
sinn xdx

) 1
n

= 1

故

lim
n→∞

sinxn = lim
n→∞

(
2

π

) 1
n

(∫ π
2

0
sinn xdx

) 1
n

= 1

又 xn ∈
[
0,
π

2

]
, n = 1, 2, · · · ,故由函数 sinx连续性知 lim

n→∞
xn =

π

2
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8. 将积分拆成两部分分析∫ 1

−1

h

h2 + x2
f(x)dx =

∫ 1

0

h

h2 + x2
f(x)dx+

∫ 0

−1

h

h2 + x2
f(x)dx

对于第一个部分及h > 0,

∫ 1

0

h

h2 + x2
f(x)dx =

∫ 1
h

0

h

h2 + x2
f(x)dx+

∫ 1

1
h

h

h2 + x2
f(x)dx

由积分第一中值定理及 f 连续性知∫ 1
h

0

h

h2 + x2
f(x)dx = f (ξh)

∫ 1
h

0

h

h2 + x2
dx = arctan

1

h2
f (ξh) →

π

2
f(0), h→ 0+, 0 < ξh <

1

h

由 f 连续性知 ∃M > 0, s.t.|f(x)| ≤M, ∀x ∈ [−1, 1],又 h > 0,则∫ 1

1
h

h

h2 + x2
f(x)dx ≤M

∫ 1

1
h

h

h2 + x2
dx =M

(
arctan

1

h
− arctan

1

h2

)
→ 0, h→ 0+

同理对第二部分分析,即得结论。

9. 由 f 连续性知 ∃M > 0, s.t.|f(x)| ≤M, ∀x ∈ [0, 1]

(1)0 <

∣∣∣∣∫ 1

0
xnf(x)dx

∣∣∣∣ ≤M

∫ 1

0
xndx =

M

n+ 1
→ 0, n→ ∞

(2)对于任意给定的 ε ∈ (0, 1),

∫ 1

0
nxnf(x)dx =

∫ 1−ε

0
nxnf(x)dx+

∫ 1

1−ε
nxnf(x)dx

对于第一个部分

0 <

∣∣∣∣∫ 1−ε

0
nxnf(x)dx

∣∣∣∣ ≤M

∫ 1−ε

0
nxndx ≤ Mn

n+ 1
(1− ε)n → 0, n→ ∞

对于第二个部分∫ 1

1−ε
nxnf(x)dx = f (ξε)

∫ 1

1−ε
nxndx =

n

n+ 1

[
1− (1− ε)n+1

]
f (ξε) → f (ξε) , 1−ε < ξε < 1

由 ε的任意性,令 ε→ 0+,由 f 连续性即得

lim
n→∞

∫ 1

0
nxnf(x)dx = f(1)

10. 依题意得

lim
n→∞

∫ an

0
xndx = lim

n→∞

an+1
n

n+ 1
= 2

则

lim
n→∞

(
an+1
n

n+ 1

) 1
n+1

= lim
n→∞

an

(n+ 1)
1

n+1

= 1

lim
n→∞

an = lim
n→∞

(n+ 1)
1

n+1 · an

(n+ 1)
1

n+1

= lim
n→∞

(n+ 1)
1

n+1 lim
n→∞

an

(n+ 1)
1

n+1

= 1

11. 由于

In+1 − In =

∫ π
2

0

1− cos(2n+ 2)t

2 sin t
dt−

∫ π
2

0

1− cos 2nt

2 sin t
dt

= −
∫ π

2

0

cos(2n+ 2)t− cos 2nt

2 sin t
dt

=

∫ π
2

0

sin(2n+ 1)t sin t

sin t
dt

=
1

2n+ 1
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10.3 变限积分与微积分基本定理

故由 Stolz定理知

lim
n→∞

In
lnn

= lim
n→∞

In+1 − In

ln
(
1 + 1

n

) =
n

2n+ 1
=

1

2

10.3 变限积分与微积分基本定理

1. (1)补充定义函数 t sin
1

t
在 t = 0处的函数值为 0,则该函数在 x = 0处附近连续(∫ x

0
t sin

1

t
dt

)′

x=0

= x sin
1

x

∣∣∣∣
x=0

= 0

(2)
d

dx

(∫ x3

x2

sin t

t
dt

)
= 3x2

sinx3

x3
− 2x

sinx2

x2

(3)由 L’Hospital法则

lim
x→0

∫ x
0 (arctan t)

2dt

x2
= lim

x→0

(arctanx)2

2x
= lim

x→0

arctanx

1 + x2
= 0

(4)由 L’Hospital法则

lim
x→+∞

(∫ x
0 e

t2dt
)2∫ x

0 e
2t2dt

= lim
x→+∞

2
∫ x
0 e

t2dt

ex2 = lim
x→+∞

2ex
2

2xex2 = 0

2. 依题意知,对每个 [α, β] ⊆ [a, b],恒有∣∣∣∣ 1

β − α

∫ β

α
f(x)dx

∣∣∣∣ ≤M(β − α)η

两边令 β → α,则 |f(α)| ≤ 0,即 f(α) = 0,由 α任意性知 f ≡ 0

3. 设 F (x) =

∫ x

a
f(t)dt,由连续性知 F ′(x) = f(x), x ∈ [a, b].由于 f(x) ≤

∫ x

a
f(t)dt

即
[
F (x)e−x

]′ ≤ 0,即函数 F (x)e−x 在 [a, b]上单调递减,则 F (x)e−x ≤ F (a)e−a =

0,∀x ∈ [a, b]即 f(x) ≤ F (x) ≤ 0,∀x ∈ [a, b]

4. 设 F (t) =

∫ t

0
f(x) sinxdx, x ∈ [0, π],则 F (0) = F (π) = 0.又 0 =

∫ π

0
f(t) cos tdt =∫ π

0
f(t) sin t cot tdt =

∫ π

0
cot td(F (t)) =

F (t)

tan t

∣∣∣∣π
0

−
∫ π

0
F (t)d(cot t) =

∫ π

0
F (t) csc2 tdt = 0, 由积

分第一中值定理 (或另设函数,由Rolle中值定理)知,存在 ξ ∈ (0, π), s.t. F (ξ) csc2 ξ =

0,即 F (ξ) = 0由 Rolle中值定理即得结论。

5. 设 F (x) =

∫ x

0
f(t)dt = g(x) + k (x− x0) + y0, 其中 g(x), k, x0, y0 待定, g 为

周期函数. 假设 f(x) = sinx, cosx, sin2 x, 求出 F (x) 后, 对照表达式, 可猜想

x0 = 0. 设 f 周期为 T 猜想 g 的周期也为 T, 则令 x = 0, T 得 0 = g(0) +

y0,

∫ T

0
f(t)dt = g(0) + kT + y0, 可解得 k =

1

T

∫ T

0
f(t)dt. 由于 f 的未知性且 g

依赖于 f, 故剩下的待定数和函数无法也无需明确求出, 直接把 F (x) 写成 F (x) =(∫ x

0
f(t)dt− x

T

∫ T

0
f(t)dt

)
+
x

T

∫ T

0
f(t)dt只需验证

∫ x

0
f(t)dt− x

T

∫ T

0
f(t)dt是

周期函数. 事实上,
∫ x+T

0
f(t)dt− x+ T

T

∫ T

0
f(t)dt =∫ x+T

T
f(t)dt− x

T

∫ T

0
f(t)dt =

∫ x

0
f(t+T )dt− x

T

∫ T

0
f(t)dt =

∫ x

0
f(t)dt− x

T

∫ T

0
f(t)dt

186



微
信
公
众
号
：
顺
数
人
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6. 将积分
∫ a+T

a
f(x)dx视为关于 a的函数,由于其值与 a无关,故

(∫ a+T

a
f(x)dx

)′

≡

0,∀a ∈ (−∞,+∞),即 f(a+ T ) ≡ f(a), ∀a ∈ (−∞,+∞),即证.

7. 固定 b,则

∫ ab

a
f(x)dx = k(常数)∀a > 0,对

∫ ab

a
f(x)dx = k求导 (关于a)可得

bf(ab) = f(a)

取 a = 1得

f(b) =
f(1)

b

8. 设 g(t) =

∫ b

t
f(x)dx−

∫ t

a
f(x)dx,则 g(a) =

∫ b

a
f(x)dx, g(b) = −

∫ b

a
f(x)dx, g(a)g(b) ≤

0由 g连续性及介值定理即证。

注意到若

∫ b

a
f(x)dx = 0,则 ξ 即有可能只能为 a或 b.故可尝试 f(x) = x, [a, b] =

[−1, 1],由于 ∫ b

ξ
f(x)dx =

∫ ξ

a
f(x)dx,

故可解得ξ = ±1

9. 由均值不等式
d

dx

(∫ x

a
f(t)dt−

∫ b

x

dt

f(t)

)
= f(x) +

1

f(x)
≥ 2

10. 设

f(x) =

∫ x

1
a(t)c(t)dt

∫ x

1
b(t)d(t)dt−

∫ x

1
a(t)d(t)

∫ x

1
b(t)c(t)dt

易知 f(1) = f ′(1) = f (2)(1) = f (3)(1) = 0,故 f(x)可被 (x− 1)4整除.

11. 由于 g(x) 单调减少且 g(0) = 0, 故 g(x) ≤ 0, ∀x ∈ [0,+∞),

∫ s

0
g(x)dx ≤ 0, ∀s ∈

[0,+∞)在 g(x) = f(x)

∫ x

0
f(t)dt两边分别积分∫ s

0
g(x)dx =

∫ s

0

(
f(t)

∫ x

0
f(t)dt

)
dx =

∫ s

0

(∫ x

0
f(t)dt

)
d

(∫ x

0
f(t)dt

)
=

1

2

(∫ s

0
f(t)dt

)2

≥ 0, ∀s ∈ [0,+∞)

故

∫ s

0
g(x)dx =

1

2

(∫ s

0
f(t)dt

)2

= 0,

∫ s

0
f(t)dt = 0, f(s) = 0,∀s ∈ [0,+∞).同理

易证 f(s) = 0,∀s ∈ (−∞, 0],故 f ≡ 0

12. 由于 ∫ x

0
tf(t)dt =

x

3

∫ x

0
f(t)dt, x ∈ [0,+∞)

两边对 x求导

2xf(x) =

∫ x

0
f(t)dt, x ∈ [0,+∞)(

1√
x

∫ x

0
f(t)dt

)′
= 0,∀x ∈ (0,+∞)∫ x

0
f(t)dt = C

√
x,∀x ∈ [0,+∞), C 为常数
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10.4 定积分的计算

两边对 x求导

f(x) =
C

2
√
x
, ∀x ∈ [0,+∞), C 为常数

又 f 在 [0,+∞)上可微,故 f ≡ 0

10.4 定积分的计算

1. 令

f(x) =


arctan(secx), x ∈

[
0,
π

2

)
π

2
, x =

π

2

, g(x) =


arctan(secx), x ∈

(
π

2
,
3π

4

]
−π
2
, x =

π

2

故
sinx

1 + cos2 x
在区间

[
0,
π

2

]
上的原函数为 f(x),在区间

[
π

2
,
3π

4

]
上的原函数为 g(x)

由 Newton-Leibniz公式∫ 3π
4

0

sinx

1 + cos2 x
dx =

∫ π
2

0

sinx

1 + cos2 x
dx+

∫ 3π
4

π
2

sinx

1 + cos2 x
dx

= f(x)|
π
2
0 + g(x)|

3π
4
π
2

=
3π

4
− arctan

√
2

2. (1)由定积分的几何意义知
∫ 2

0
|1− x|dx = 1

(2) ∫ 2

−2
min

{
1

|x|
, x2
}
dx = 2

∫ 2

0
min

{
1

|x|
, x2
}
dx

= 2

∫ 1

0
x2dx+ 2

∫ 2

1

dx

x

=
2

3
+ 2 ln 2

(3)

lim
x→+∞

√
x

∫ x+1

x

dt√
t+ cos t

= lim
x→+∞

√
x√

ξ + cos ξ
(x < ξ < x+ 1)

= lim
x→+∞

1√
ξ
x + cos ξ

x

= 1
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(4) ∫ π
4

−π
4

cos2 x

1 + e−x
dx =

∫ 0

−π
4

cos2 x

1 + e−x
dx+

∫ π
4

0

cos2 x

1 + e−x
dx

=

∫ π
4

0

cos2(−x)
1 + ex

dx+

∫ π
4

0

cos2 x

1 + e−x
dx

=

∫ π
4

0

e−x cos2 x

1 + e−x
dx+

∫ π
4

0

cos2 x

1 + e−x
dx

=

∫ π
4

0
cos2 xdx

=

∫ π
4

0

1 + cos 2x

2
dx

=
π

8
+

1

4

(5)交换积分次序
∫ π

0

(∫ x

0

sin t

π − t
dt

)
dx =

∫ π

0
sinxdx = 2

(6) ∫ π

0

dx

a2 sin2 x+ b2 cos2 x
= 2

∫ π
2

0

dx

a2 sin2 x+ b2 cos2 x
(命题10.4.6结论)

= 2

∫ π
2

0

dx

(b2 − a2) cos2 x+ a2

= 2

∫ π
2

0

sec2 xdx

(b2 − a2) + a2 (tan2+1)

=
2

a2

∫ π
2

0

d(tanx)

tan2 x+ b2

a2

=
2

ab
arctan

a tanx

b

∣∣∣∣π2
0

=
π

|ab|
3. (1) ∫ π

0

xdx

1 + cos2 x
=

∫ π

0

(π − x)dx

1 + cos2 x

=
π

2

∫ π

0

dx

1 + cos2 x

= π

∫ π
2

0

d(tanx)

tan2 x+ 2

=
π√
2
arctan

tanx√
2

∣∣∣∣π2
0

=
π2

2
√
2
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(2) ∫ 1

0

x

ex + e1−x
dx =

∫ 1

0

1− x

ex + e1−x
dx

=
1

2

∫ 1

0

d (ex)

e2x + e

=
1√
e
arctan

ex√
e

∣∣∣∣1
0

=
1

2
√
e
arctan

e− 1

2
√
e

(3) ∫ 2

−2
x ln (1 + ex) dx =

∫ 2

−2

[
−x ln

(
1 + e−x

)]
dx

=
1

2

∫ 2

−2

[
x ln (1 + ex)− x ln

(
1 + e−x

)]
dx

=
1

2

∫ 2

−2
x2dx

=
8

3

(4) ∫ π
4

0
ln(1 + tanx)dx =

∫ π
4

0
ln
[
1 + tan

(π
4
− x
)]

dx

=
1

2

∫ π
4

0

{
ln(1 + tanx) + ln

[
1 + tan

(π
4
− x
)]}

dx

=
1

2

∫ π
4

0
ln 2dx

=
π

8
ln 2

(5) ∫ π
2

0

sinn x

sinn x+ cosn x
dx =

∫ π
2

0

cosn x

sinn x+ cosn x
dx

=
1

2

∫ π
2

0
1dx

=
π

4

(6)a = 0, b ̸= 0时 ,

∫ π

0

an sin2 x+ bn cos2 x

a2n sin2 x+ b2n cos2 x
dx =

π

bn

a ̸= 0, b = 0时,
∫ π

0

an sin2 x+ bn cos2 x

a2n sin2 x+ b2n cos2 x
dx =

π

an
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b ̸= 0且 a ̸= 0时,设 k =
b

a
,则∫ π

0

an sin2 x+ bn cos2 x

a2n sin2 x+ b2n cos2 x
dx = 2

∫ π
2

0

an sin2 x+ bn cos2 x

a2n sin2 x+ b2n cos2 x
dx

=
2

an

∫ π
2

0

sin2 x+ kn cos2 x

sin2 x+ k2n cos2 x
dx

=
π

an
+

2kn (1− kn)

an

∫ π
2

0

cos2 x

sin2 x+ k2n cos2 x
dx

=
π

an
+
kn (1− kn)

an

∫ π
2

0

1 + cos 2x

sin2 x+ k2n cos2 x
dx

由对称性易知

∫ π
2

0

cos 2x

sin2 x+ k2n cos2 x
dx = 0,故由上题的 (6)知∫ π

0

an sin2 x+ bn cos2 x

a2n sin2 x+ b2n cos2 x
dx =

π

an
+
kn (1− kn)

an

∫ π
2

0

1

sin2 x+ k2n cos2 x
dx

=
π

an

[
1 +

(an − bn) |an| bn

2an |bn|

]
4. (1) I =

∫ a

0

f(a− x)

f(x) + f(a− x)
dx =

1

2

∫ a

0

f(x) + f(a− x)

f(x) + f(a− x)
dx =

a

2

(2)I =

∫ a

0

dx

1 + f(a− x)
=

1

2

∫ a

0

[
1

1 + f(x)
+

1

1 + f(a− x)

]
dx =

a

2

5. (1)
∫ π

0
xf(sinx)dx =

∫ π

0
(π−x)f(sin(π−x))dx =

1

2

∫ π

0
[xf(sinx)+(π−x)f(sin(π−

x))]dx =
π

2

∫ π

0
f(sinx)dx

(2)令 t = x2,则∫ a

1
f

(
x2 +

a2

x2

)
dx

x
=

∫ a2

1
f

(
t+

a2

t

)
dt

t
=

∫ a

1
f

(
t+

a2

t

)
dt

2t
+

∫ a2

a
f

(
t+

a2

t

)
dt

2t

令 s =
a2

t
,则 ∫ a2

a
f

(
t+

a2

t

)
dt

2t
=

∫ a

1
f

(
s+

a2

s

)
ds

2s

故∫ a

1
f

(
x2 +

a2

x2

)
dx

x
=

∫ a

1
f

(
t+

a2

t

)
dt

2t
+

∫ a

1
f

(
s+

a2

s

)
ds

2s
=

∫ a

1
f

(
x+

a2

x

)
dx

x

(3)设 φ = arctan
b

a
,则∫ 2π

0
f(a cosx+ b sinx)dx =

∫ 2π

0
f(
√
a2 + b2 cos(x− φ))dx

=

∫ 2π−φ

−φ
f(
√
a2 + b2 cosx)dx

=

∫ 2π

0
f(
√
a2 + b2 cosx)dx

=

∫ π

0
[f(
√
a2 + b2 cosx) + f(

√
a2 + b2 cos(2π − x))]dx

= 2

∫ π

0
f(
√
a2 + b2 cosx)dx
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6. ∫ π

0
sin2n−1 x cos(2n+ 1)xdx

=

∫ π
2

0

[
sin2n−1 x cos(2n+ 1)x+ sin2n−1(π − x) cos(2n+ 1)(π − x)

]
dx

= 0∫ π

0
cos2n−1 x sin(2n+ 1)xdx

=

∫ π
2

0

[
cos2n−1 x sin(2n+ 1)x+ cos2n−1(π − x) sin(2n+ 1)(π − x)

]
dx

= 0

7.
I(m,n) =

∫ 1

0
xm lnn xdx =

1

m+ 1

∫ 1

0
lnn xd

(
xm+1

)
= − 1

m+ 1

∫ 1

0
xm+1d (lnn x) = − n

m+ 1
I(m,n− 1)

= · · ·

=

(
− n

m+ 1

)(
− n− 1

m+ 1

)
· · ·
(
− 1

m+ 1

)
I(m, 0)

=
(−1)nn!

(m+ 1)n+1

8.

J(m,n) =

∫ π
2

0
sinm x cosn xdx =

1

2
B

(
m+ 1

2
,
n+ 1

2

)
=

Γ
(
m+1
2

)
Γ
(
n+1
2

)
2Γ
(
m+n
2 + 1

)
9. 由于

F (x) =

∫ x

0
cos

1

t
dt = −

∫ x

0
t2d

(
sin

1

t

)
= −x2 sin 1

x
+ 2

∫ x

0
t sin

1

t
dt

故由 L’Hospital法则

F ′(0) = lim
x→0

F (x)− F (0)

x
= lim

x→0

(
−x2 sin 1

x

)
+ lim

x→0

2
∫ x
0 t sin

1
tdt

x
= 0

10. 设 I(n) =

∫ π
2

0

(
sinnx

sinx

)2

dx,则

I(n+ 1)− I(n) =

∫ π
2

0

sin2(n+ 1)x− sin2 nx

sin2 x
dx

= 4

∫ π
2

0

sin
(
n+ 1

2

)
x cos x

2 cos
(
n+ 1

2

)
x sin x

2

sin2 x
dx

=

∫ π
2

0

sin(2n+ 1)x

sinx
dx =

π

2
( Dirichlet积分)

故 I(n) =
nπ

2

11. (1) f(x + π) =

∫ x+ 3π
2

x+π
| sin t|dt s=t+π

====== f(x), ∀x ∈ (−∞,+∞),故 f 是周期为 π 的

周期函数

(2)由于 f 是周期为 π 的周期函数,故对于 f 的最值,只需讨论 f 在区间 [0, π]上的
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最值.由于 f ′(x) =
∣∣∣sin(x+

π

2

)∣∣∣− | sinx| = − sin
(
x− π

4

)
,故 f 在

[
0,
π

4

]
上单调

递增, 在
[π
4
, π
]
上单调递减，又 f(0) = f(π) = 1, f

(π
4

)
=

√
2, 故 f 的最大值为

√
2,最小值为 1

12. 由积分第一中值定理知 ∃η ∈
(
7

8
, 1

)
, s.t.

1

8
f(η) =

∫ 1

7
8

f(x)dx =
1

8
f(0),由 Rolle中

值定理即证

10.5 对于教学的建议

10.5.1 第一组参考题

1. 取如下划分和介点集∫ b

a
xmdx = lim

n→∞

n∑
i=1

f (ηi)∆xi

= lim
n→∞

n∑
i=1

xmi−1 + xm−1
i−1 xi + · · ·+ xmi
m+ 1

(xi − xi−1)

= lim
n→∞

n∑
i=1

xm+1
i − xm+1

i−1

m+ 1

=
bm+1 − am+1

m+ 1
2. (1)

f(x) =

 1, x ∈ Q ∩ [a, b]

−1, x ∈ [a, b]−Q

(2) 反设 f 不可积, 则存在 ε0, η0 > 0, 对于 [a, b] 的任意划分 P, 振幅不小于 η0 的

子区间长度之和不小于 ε0(原书上提到的可积的第三充分必要条件). 由f 的介值性

(Darboux定理)知, f 在该子区间内至少存在符号相同的两点 x1, x2,其函数值之差

的绝对值大于
η0
2
.则对于 |f |,令 η1 =

η0
2
, ε1 = |x1 − x2| ,则对于任意划分 T,振幅

不小于 η1的子区间长度之和不小于 ε1.这与 |f |可积矛盾。
3. 因为 f, g ∈ R[a, b],所以 fg ∈ R[a, b].故对 ∀ε > 0, ∃δ1 > 0,对于任意分划

P : a = x0 < · · · < xn = b

和任意点 ξk ∈ [xk−1, xk] ,只要 ∥P∥ < δ1,即有∣∣∣∣∣
n∑

k=1

f (ξk) g (ξk)∆xk −
∫ b

a
f(x)g(x)dx

∣∣∣∣∣ < ε

设 f(x) < M, ∀x ∈ [a, b].由 g ∈ R[a, b]知, ∃δ2 > 0,当 ∥P∥ < δ2时,有
n∑

i=1

ωk(g)∆xk < ε
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故 ∣∣∣∣∣
n∑

k=1

f (ξk) g
(
ξ′k
)
∆xk −

n∑
k=1

f (ξk) g (ξk)∆xk

∣∣∣∣∣
= |

n∑
i=1

f (ξi)
[
g
(
ξ′k
)
− g (ξk)

)]
∆xk|

< M
n∑

i=1

ωi(g)∆xi

< Mε

故 ∥P∥ < min {δ1, δ2}时,有∣∣∣∣∣
n∑

k=1

f (ξk) g
(
ξ′k
)
∆xk −

∫ b

a
f(x)g(x)dx

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

f (ξk) g
(
ξ′k
)
∆xk −

n∑
k=1

f (ξk) g (ξk)∆xk

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣

n∑
k=1

f (ξk) g (ξk)∆xk −
∫ b

a
f(x)g(x)dx

∣∣∣∣∣
< (M + 1)ε

即

lim
∥P∥→0

n∑
k=1

f (ξk) g
(
ξ′k
)
∆xk =

∫ b

a
f(x)g(x)dx

4. 由原书中命题 8.4.3 知 f ′−(x) 和 f ′+(x) 在 (a, b) 上处处存在, 且均为单调递增函数.

由原书中命题 5.5.2知单调函数的间断点至多为可列个,故 f ′−(x), f
′
+(x) ∈ R[c, d]对

任意划分 P : x0 = c < x1 < · · · < xn = d,由于

f(d)− f(c) =

n∑
k=1

[f (xk)− f (xk−1)]

只证 f ′+(x)的 Leibniz公式,另一个类似. 只需证明
n∑

k=1

mk∆xk ≤
n∑

k=1

[f (xk)− f (xk−1)] ≤
n∑

k=1

Mk∆xk

其中 m = min
xk−1≤x≤xk

f ′+(x) = f ′+ (xk−1) ,Mk = max
xk−1≤x≤xk

f ′+(x) = f ′+ (xk) , k =

1, 2, · · · , n
然后两边取极限,由定积分定义及夹逼定理即得结论。只证左边不等号成立,右边类

似. 只需证

f ′+ (xk−1)∆xk ≤ f (xk)− f (xk−1) , xk−1 ≤ x ≤ xk

即

f (xk)− f ′+ (xk−1)xk ≥ f (xk−1)− f ′+ (xk−1)xk−1
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只需证 g(x) = f(x)− f ′+ (xk−1)x在 [xk−1, xk]单调递增. 对 ∀x0 ∈ [xk−1, xk)

g′+(x) = lim
x→x+

0

g(x)− g (x0)

x− x0

= lim
x→x+

0

f(x)− f (x0)

x− x0
− lim

x→x+
0

f ′+ (xk−1)

= f ′+ (x0)− f ′+ (xk−1)

≥ 0

5. (1)对于任意给定的 ε > 0,存在 [a, b]的一个划分 P : a = x0 < · · · < xn = b,使得
n∑

i=1

ωi(f)∆xi < ε.现作阶梯函数如下:

g(x) =

 f (xi−1) , x ∈ [xi−1, xi]

f (xn−1) , x ∈ [xn−1, xn]

其中, i = 1, 2, · · · , n
则 ∫ b

a
|f(x)− g(x)| =

n∑
i=1

∫ xi

xi−1

|f(x)− g(x)| ≤
n∑

i=1

ωi(f)∆xi < ε

(2)(3)构造折线函数 (连续函数)如下:

g(x) = f (xi−1) +
f (xi)− f (xi−1)

xi − xi−1
(x− xi−1) , x ∈ [xi−1, xi]

其中, i = 1, 2, · · · , n.其余同 (1)

(4)由 (3)知,存在连续函数 h,使得∫ b

a
|f(x)− h(x)|dx < ε

2

由Weierstrass第一逼近定理知,存在多项式 g,使得

|h(x)− g(x)| < ε

2(b− a)

则∫ b

a
|f(x)−g(x)|dx ≤

∫ b

a
|f(x)−h(x)|dx+

∫ b

a
|h(x)−g(x)|dx < ε

2
+

∫ b

a

ε

2(b− a)
dx = ε

6. 由 f ∈ R[a− δ, b+ δ]知,对 ∀ε > 0,存在 [a− δ, b+ δ]上的连续函数 g,使得∫ b+δ

a−δ
|f(x)− g(x)|dx < ε

对 |h| < δ,我们将
∫ b

a
|f(x+ h)− f(x)|dx分成三段进行研究∫ b

a
|f(x+ h)− g(x+ h)|dx,

∫ b

a
|g(x+ h)− g(x)|dx,

∫ b

a
|g(x)− f(x)|dx

第一段:∫ b

a
|f(x+ h)− g(x+ h)|dx =

∫ b+h

a+h
|f(x)− g(x)|dx ≤

∫ b+δ

a−δ
|f(x)− g(x)|dx < ε

第二段: 由 g ∈ C[a − δ, b + δ] 知, g 在 [a − δ, b + δ] 上一致连续. 故对上述 ε >
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0,∃δ1 > 0, |h| < δ1时,有

|g(x+ h)− g(x)| < ε

故 ∫ b

a
|g(x+ h)− g(x)|dx < (b− a)ε

第三段: ∫ b

a
|f(x)− g(x)|dx ≤

∫ b+δ

a−δ
|f(x)− g(x)|dx < ε

综上,| h| < min {δ, δ1}时,由绝对值不等式∫ b

a
|f(x+ h)− f(x)|dx < (2 + b− a)ε

即证。

7. 反设 ∃ε0 > 0, ∀[c, d] ⊆ [a, b],使 ωf [c,d] ≥ ε0.则对 f 的任意划分 P : x0 = a < · · · <
xn = b有

n∑
i=1

ωi(f)∆xi ≥ ε0(b− a)

这与 f ∈ R[a, b]矛盾.

8. 假设 ∃(c, d) ⊆ [a, b], 使得 f 在该区间内没有连续点, 则 f 的不连续点不为零测集,

这与 f ∈ R[a, b]矛盾.

9. 必要性：假设 f 在连续点 x0(不妨x ∈ (a, b))处不为 0,则 f (x0) > 0.于是 ∃δ > 0,

当 x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) ⊆ [a, b]时,有

|f(x)− f (x0)| <
1

2
f (x0)

即

f(x) >
1

2
f (x0) > 0

故

0 =

∫ b

a
f(x)dx ≥

∫ x0+δ

x0−δ
f(x)dx >

1

2

∫ x0+δ

x0−δ
f (x0) dx > 0

矛盾。

充分性因为 f ∈ R[a, b], 所以 f 几乎处处连续, 又 f 在所有的连续点处的值都等于

0,故 f, π乎处处为 0,即 ∀(c, d) ⊆ [a, b]中, f 必有零点. 设 P : x0 < · · · < xn = b为

[a, b]的一个划分,取 ξi ∈ [xi−1, xi] , 使f (ξi) = 0则∫ b

a
f(x)dx = lim

∥P∥→0

n∑
i=1

f (ξi)∆xi = 0

10. 令 h(x) = f(x)− g(x),则 h(x)在 [a, b]上几乎处处为 0.由上题知∫ b

a
h(x)dx = 0

则 ∫ b

a
f(x)dx =

∫ b

a
g(x)dx
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11. 由 f ∈ R[a, b]知, f 有界,设其下确界为 m,上确界为M.因为 g 在 [a, b]上不变号,

不妨 g非负,所以

mg(x) ≤ f(x)g(x) ≤Mg(x)

m

∫ b

a
g(x)dx ≤

∫ b

a
f(x)g(x)dx ≤M

∫ b

a
g(x)dx

当

∫ b

a
g(x)dx = 0时,

∫ b

a
f(x)g(x)dx = 0,结论显然成立.

当

∫ b

a
g(x)dx ̸= 0时

m ≤
∫ b
a f(x)g(x)dx∫ b

a g(x)dx
≤M

若存在 x1, x2 ∈ (a, b),使得 f (x1) = m, f (x2) =M,或不存在这样的 x1或 x2.由于

f 在 [a, b]上有原函数,故由 Darboux定理及确界定义知,存在 ξ ∈ (a, b),使∫ b

a
f(x)g(x)dx = f(ξ)

∫ b

a
g(x)dx

若 f 至多只在端点处取得上或下确界,不妨只考虑 f(a) = m, f(b) = M 时,其余情

况类似.

当m <

∫ b
a f(x)g(x)dx∫ b

a g(x)dx
< M 时. 由 Darboux定理即证.

当

∫ b
a f(x)g(x)dx∫ b

a g(x)dx
= m = f(a)时,

∫ b

a
[f(x)−f(a)]g(x)dx = 0,因为 [f(x)−f(a)]g(x)

非负,故由上题可知 [f(x)− f(a)]g(x)几乎处处为 0,又 f(x)− f(a)只在 x = a处为

0,故 g几乎处处为 0则
∫ b

a
g(x)dx = 0,这与假设矛盾综上,总能找到 ξ ∈ (a, b),使∫ b

a
f(x)g(x)dx = f(ξ)

∫ b

a
g(x)dx

12. ∫ 1

0

xn−1

1 + x
dx =

∫ 1

0

d (xn)

n(1 + x)

=
xn

n(1 + x)

∣∣∣∣1
0

+

∫ 1

0

xn

n(1 + x)2
dx

=
1

2n
+

∫ 1

0

d
(
xn+1

)
n(n+ 1)(1 + x)2

=
1

2n
+

1

4n(n+ 1)
+

2

n(n+ 1)

∫ 1

0

xn+1

(x+ 1)3
dx

至此,我们可以断定 a =
1

2
, b =

1

4
.下面证明确实是这样只需证明

lim
n→∞

∫ 1
0

xn−1

1+x dx− 1
2n − 1

4n2

1
n2

= 0

即证

lim
n→∞

1
4n(n+1) −

1
4n2 − 2

n(n+1)

∫ 1
0

xn+1

(x+1)3
dx

1
n2

= 0
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即证

lim
n→∞

[
− 1

4(n+ 1)
− 2n2

n2 + n

∫ 1

0

xn+1

(x+ 1)3
dx

]
= 0

即证

lim
n→∞

∫ 1

0

xn+1

(x+ 1)3
dx = 0

对任意给定的 ε > 0∫ 1

0

xn+1

(x+ 1)3
dx =

∫ 1−ε

0

xn+1

(x+ 1)3
dx+

∫ 1

1−ε

xn+1

(x+ 1)3
dx

≤ (1− ε)n+1 + [1− (1− ε)]

= (1− ε)n+1 + ε

故

0 ≤ lim
n→∞

∫ 1

0

xn+1

(x+ 1)3
dx ≤ lim

n→∞

∫ 1

0

xn+1

(x+ 1)3
dx ≤ ε

由 ε任意性知

lim
n→∞

∫ 1

0

xn+1

(x+ 1)3
dx = lim

n→∞

∫ 1

0

xn+1

(x+ 1)3
dx = 0

即

lim
n→∞

∫ 1

0

xn+1

(x+ 1)3
dx = 0

即证。

13. 对任给的 ε > 0 ∫ b

a
fp(t)dt >

∫ b

b−ε
fp(t)dt > fp(b− ε)ε (1)

由于 f(b− ε) > f(b− 2ε),故存在 A > 0,当 p > A时(
f(b− ε)

f(b− 2ε)

)p

>
b− a

ε

即 fp(b− ε)ε > (b− a)fp(b− 2ε),代人式 (1),得

1

b− a

∫ b

a
fp(t)dt > fp(b− 2ε)

即 fp (xp) > fp(b− 2ε).由此得 xp > b− 2ϵ,因而

b− 2ε < xp < b

所以 lim
p→+∞

xp = b

14. 设 lim
x→+∞

(
f(x) + a

∫ x

0
f(t)dt

)
= A. 由 f 连续知, F (x) =

∫ x

0
f(t)dt 可导. 观察

f(x)+ a

∫ x

0
f(t)dt = F ′(x) + aF (x), 我们发现这很像微分学中一种常见中值定理

证明题中的式子,故我们作此处理

f(x) + a

∫ x

0
f(t)dt = F ′(x) + aF (x) =

(eaxF (x))′

eax
=
a (eaxF (x))′

(eax)′

由 L’Hospital法则

lim
x→+∞

F (x) = lim
x→+∞

eaxF (x)

eax
= lim

x→+∞

(eaxF (x))′

(eax)′
=
A

a
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则

f(+∞) = lim
x→+∞

(f(x) + aF (x))− lim
x→+∞

aF (x) = A−A = 0

15. 利用含参变量积分求导。

F (x) =

∫ b+x

a+x
f(s) cos(s− x)ds

则

F ′(x) = f(b+ x) cos b− f(a+ x) cos a+

∫ b+x

a+x
f(s) sin(s− x)ds

16. 设 I(n) =

∫ π
2

0

sinnx

sinx
dx

I(n)− I(n− 2) =

∫ π
2

0

sinnx− sin(n− 2)x

sinx
dx

=

∫ π
2

0

2 cos(n− 1)x sinx

sinx
dx

= 2

∫ π
2

0
cos(n− 1)xdx

=
2

n− 1
sin

(n− 1)π

2

n = 2k − 1 (k ∈ N+)时

I(2k − 1)− I(2k − 3) =
1

k − 1
sin(k − 1)π = 0

I(2k − 3)− I(2k − 5) = 0

I(3)− I(1) = 0

I(n) = I(2k − 1) = I(1) =
π

2

n = 2k (k ∈ N+)时

I(2k)− I(2k − 2) =
2

2k − 1
sin

(2k − 1)π

2
=

2

2k − 1
(−1)k+1

. . .

I(4)− I(2) =
2

3
sin

3π

2
=

2

3
(−1)3

I(n) = I(2k) = I(2) +
k∑

i=2

2

2i− 1
(−1)i+1 = 2 +

k∑
i=2

2

2i− 1
(−1)i+1
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17. (1)

B(m,n) =

n∑
k=0

Ck
n

(−1)k

m+ k + 1

=

n∑
k=0

Ck
n(−1)k

∫ 1

0
xm+kdx

=

∫ 1

0
xm

n∑
k=0

(
Ck
n(−x)k

)
dx

=

∫ 1

0
xm(1− x)ndx

t=1−x
======

∫ 1

0
tn(1− t)mdt

= B(n,m)

(2)由原书上例题 10.4.10直接就能知道 B(m,n) =
m!n!

(m+ n+ 1)!
18.

lim
x→0+

1

xm

∫ x

0
sin

1

t
dt

= lim
x→0+

t2 cos 1
t

∣∣x
0
−
∫ x
0 cos 1

tdt
2

xm

= lim
x→0+

x2 cos 1
x − 2

∫ x
0 t cos

1
tdt

xm

= lim
x→0+

x2−m cos
1

x
− 2 lim

x→0+

∫ x
0 t cos

1
tdt

xm

= −2 lim
x→0+

x cos 1
x

mxm−1

= 0

19. 令 t = sin θ,则

0 < Rλ

∫ π
2

0
e−R sin θdθ < Rλ

∫ 1

0

e−Rt

√
1− t2

dt < Rλ

∫ 1

0
e−Rtdt = − 1

R1−λ

(
e−R − 1

)
令 R→ +∞,夹逼即得.

20. 角 ∫ π

0
f ′′(x) sinxdx

=

∫ π

0
sinxd

(
f ′(x)

)
=−

∫ π

0
f ′(x) cosxdx

=−
∫ π

0
cosxd(f(x))

=f(π) + f(0)−
∫ π

0
f(x) sinxdx

又

f(π) = 2,

∫ π

0

(
f(x) + f ′′(x)

)
sinxdx = 5
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故

f(0) = 3

21. 由 Cauchy-Schwarz不等式[∫ 1

0
xf(x)dx

]2
≤
[∫ 1

0
x2f(x)dx

] [∫ 1

0
f(x)dx

]
而由题目条件我们知道[∫ 1

0
xf(x)dx

]2
=

[∫ 1

0
x2f(x)dx

] [∫ 1

0
f(x)dx

]
此时 Cauchy-Schwarz不等式不等号取等，又 f 为连续函数，则

x
√
f(x) = C1

√
f(x)或

√
f(x) = C2x

√
f(x), ∀x ∈ [0, 1], C1, C2为固定常数.

因此只能
√
f(x) = 0,∀x ∈ [0, 1],故 f ≡ 0,∀x ∈ [0, 1],这与

∫ 1

0
f(x)dx = 1矛盾.故

不存在满足题意的函数 f

22. 设 F (x) = ex−1f(x).由积分第一中值定理

F (1) = f(1) = 3

∫ 1
3

0
ex−1f(x)dx = 3

∫ 1
3

0
F (x)dx = F (η), η ∈

(
0,

1

3

)
则由 Rolle中值定理,存在 ξ ∈ (η, 1) ⊂ (0, 1),使得

F (ξ) = 0

即

f(ξ) + f ′(ξ) = 0

23. 由于 f 于 [0, 1]上非负连续,且

f2(t) ≤ 1 + 2

∫ t

0
f(s)ds

故

f(t) ≤

√
1 + 2

∫ t

0
f(s)ds

f(t)√
1 + 2

∫ t
0 f(s)ds

≤ 1√
x

2

f(t)√
1 + 2

∫ t
0 f(s)ds

dx ≤
∫ x

0
1dt

d
(
1 + 2

∫ t
0 f(s)ds

)
√

1 + 2
∫ t
0 f(s)ds

≤ x

√
1 + 2

∫ t

0
f(s)ds

∣∣∣∣∣∣
t

0

≤ x

√
1 + 2

∫ x

0
f(s)ds ≤x+ 1
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则

f(t) ≤

√
1 + 2

∫ t

0
f(s)ds ≤ t+ 1

24. 由

f ′(x) =
1

x2 + f2(x)

知

f ′(x) ≥ 0

故 f(x)在 [1,+∞)上单调递增 , f(x) ≥ f(1) = 1.则

f ′(x) =
1

x2 + f2(x)
≤ 1

x2 + 1∫ x

1
f(t)dt ≤

∫ x

1

1

t2 + 1
dt

f(x)− f(1) ≤ arctanx− π

4
f(x) ≤ arctanx+ 1− π

4

由于 f 单调递增且有上界,故存在有限极限 f(+∞)令上式 x→ +∞,则

f(+∞) ≤ π

2
+ 1− π

4
= 1 +

π

4

25. ∫ 2π

0

(∫ 2π

x

sin t

t
dt

)
dx = x

∫ 2π

x

sin t

t
dt

∣∣∣∣2π
0

+

∫ 2π

0
x
sinx

x
dx = 0

10.5.2 第二组参考题

1. (1)不妨设 f 在 [0,+∞)单调递增. 令 t = sx,则

F (x) =

∫ 1

0
f(sx)ds

对 ∀0 ≤ x ≤ y

F (x) =

∫ 1

0
f(sx)ds ≤

∫ 1

0
f(sy)ds = F (y)

故 F 单调递增，即和 f 有相同的单调性.

因为 f 单调,所以 f 可积,则
∫ x

0
f(t)dt在 [0,+∞)上连续,又 y =

1

x
在 (0,+∞)上

连续,故 F (x)在 (0,+∞)上连续. 只需再证 F 在 x = 0处右连续. 由

f
(
0+
)
≤ f(sx) ≤ f(x),∀x > 0, 0 < s ≤ 1

知

F (0) = f
(
0+
)
=

∫ 1

0
f
(
0+
)
ds ≤

∫ 1

0
f(sx)ds = F (x) ≤

∫ 1

0
f(x)ds = f(x)

令 x→ 0+,则

F
(
0+
)
= F (0)

综上所述,F 在 [0,+∞)上为单调连续函数,且与 f 具有相同的单调性.

(2)当 f有上界时, f(+∞)存在且为有限数,设为A.则对 ∀x ∈ [0,+∞),有 f(x) ≤ A.
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对 ∀ε > 0,∃X > 0,∀x > X,成立

|f(x)−A| < ε

则对于充分大的 x,成立

|F (x)−A| =
∣∣∣∣∫ 1

0
(f(sx)−A)ds

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∫ ε

0
(f(sx)−A)ds

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫ 1

ε
(f(sx)−A)ds

∣∣∣∣
≤
∫ ε

0
|f(sx)−A|ds+

∫ 1

ε
|f(sx)−A|ds

< |A|ε+ ε(1− ε)

< (|A|+ 1)ε

即

F (+∞) = A

当 f 无上界时, f(+∞) = +∞.则

F (x) =

∫ 1

0
f(sx)ds ≥

∫ 1

1
2

f(sx)ds =
1

2
f(ξx),

1

2
< ξ < 1

令 x→ +∞,则

F (+∞) = +∞

2. 由于对 ∀ξk,i ∈ [xk,i−1, xk,i] ,成立

lim
k→∞

nk∑
i=1

f (ξk,i)∆xk,i = I

故

lim
k→∞

nk∑
i=1

sup
ξk,i

f (ξk,i)∆xk,i = I

lim
k→∞

nk∑
i=1

inf
ξk,i

f (ξk,i)∆xk,i = I

又

Darboux上和S(f) ≤
nk∑
i=1

sup
ξk,i

f (ξk,i)∆xk,i, Darboux下和s(f) ≥
nk∑
i=1

inf
ξk,i

f (ξk,i)∆xk,i

令 k → ∞,则

S(f) ≤ I ≤ s(f)

又 s(f) ≤ S(f),故 S(f) = s(f) = I,即证.

3. 引理: 设函数 f 在区间 [α, β]上有界,且 m和M 分别为其上确界与下确界,则任给

ε > 0,存在 [α, β]的一个划分 P̃ = {ξ0, ξ1, · · · , ξk} ,使得

f (ξi) (ξ − ξi−1)

 ≥
(
Mi −

ε

6

)
(ξi − ξi−1) , i为奇数,

> Mi (ξi − ξi−1)−
ε

6N
, i为偶数
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其中

Mi = sup {f(x)|ξi−1 ≤ x ≤ ξi} (i = 1, 2, · · · , k)

k ≤ 2N,N =

[
12(M −m)

ε

]
+ 1

这里 [x]为 x的最大整数部分.

引理的证明: 记 ξ0 = α, g(x) = sup{f(t)|x ≤ t ≤ β}(α ≤ β),则 g 在 [α, β]上不增,

而且 g(α) =M 我们按以下办法,考虑对 [α, β]的划分.

第一步：若 g(β) ≥M − ε

12
,由于 g(β) = f(β),此时取 ξ1 = β,便有

f (ξ1) ≥M − ε

12
> M1 −

ε

6

令 P̃ = {ξ0, ξ1} , 就是所要求的划分. 若 g(β) < M − ε

12
, 由于 g(α) = M, 必存在

ξ̄1 ∈ [α, β],使得

g(x) ≥M − ε

12
, 当α ≤ x ≤ ξ̄1

g(x) < M − ε

12
, 当ξ̄1 ≤ x ≤ β

在上面的式子中,只有当 ξ̄1 = α
(
或ξ̄1 = β

)
时,我们才考虑“x ≤ ξ̄1” (或“ξ̄1 ≤ x”

)中的等号. 由 g的定义可知,当 ξ̄1 ≤ x ≤ β 时 f(x) < M − ε

12
,而且考虑到

g
(
ξ̄1 − h

)
≥M − ε

12

(当 ξ̄1 − h ≤ α时,用α代替ξ̄1 − h
)
, 其中 h =

ε

12N(M −m+ 1)
, 所以存在 ξ̄1 ∈[

ξ̄1 − h, ξ̄1
]
,使得

f(ξ1) ≥ g(ξ1 − h)− ε

12
≥ g(ξ1)−

ε

12
≥M − ε

6

取

ξ2 =

 ξ̄1 + h, 当ξ̄1 + h < β

β, 当ξ̄1 + h ≥ β

则有

f (ξ1) (ξ1 − ξ0) ≥
(
M1 −

ε

6

)
(ξ1 − ξ0)

f (ξ2) (ξ2 − ξ1) =M2 (ξ2 − ξ1) + [f (ξ2)−M2] (ξ2 − ξ1)

≥M2 (ξ2 − ξ1)− 2h(M −m) > M2 (ξ2 − ξ1)−
ε

6N

如果 ξ2 = β,把 [α, β]划分成两个子区间即可.如果 ξ2 < β,再进行下一步.

第二步：对区间 [ξ2, β] ,重复第一步的做法,即若 g(β) ≥ g (ξ2) −
ε

12
,取 ξ3 = β,则

对 [ξ2, β]不需再细分;若 g(β) < g (ξ2)−
ε

12
,可得 ξ3, ξ4,使

f (ξ3) (ξ3 − ξ2) ≥
(
M3 −

ε

6

)
(ξ3 − ξ2)

f (ξ4) (ξ4 − ξ3) > M4 (ξ4 − ξ3)−
ε

6N

如果 ξ4 < β,再按上述方法继续下去. 由于每次细分后,有

M3 < M1 −
ε

12

M2j+1 < M2j−1 −
ε

12
< · · · < M1 −

jε

12
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而且M1 ≤M,M2j+1 ≥ m,所以

m < M − jε

12

即

j <
12(M −m)

ε
< N

这就是说, 经过有限步, 总存在 k, 使 ξk = β, 而且不管 k 是奇数还是偶数, 都有

k ≤ 2N.因此 P̃ = {ξ0, ξ1, · · · , ξk}就是所要求的一个划分. 由此,引理获证. 下面讨

论原题目的证明。设

m = inf{f(x)|a ≤ x ≤ b}
M = sup{f(x)|a ≤ x ≤ b}

依题意知对每个 ε > 0,存在 δ > 0,对 [a, b]的任意分划 P = {x0, x1, · · · , xn} ,只要
∥P∥ < δ,就有 ∣∣∣∣∣

n∑
i=1

f (xi)∆xi − I

∣∣∣∣∣ < ε

由此取定一个划分 P (即∥P∥ < δ ),记

mi = inf {f(x)|xi−1 ≤ x ≤ xi}
Mi = sup {f(x)|xi−1 ≤ x ≤ xi}

则 m ≤ mi ≤ Mi ≤ M(i = 1, 2, · · · , n). 根据引理可知, 对每个区间 [xi−1, xi] (i =

1, 2, · · · , n),都有一个划分 Pi = {ξi,0, ξi,1, · · · , ξi,ki} ,使得

f (ξi,j) (ξi,j − ξi,j−1) ≥
(
Mi,j −

ε

6(b− a)

)
(ξi,j − ξi,j−1) , j 为奇数

f (ξi,j) (ξi,j − ξi,j−1) > Mi,j (ξi,j − ξi,j−1)−
ε

6Nn
, j 为偶数,

其中

Mi,j = sup {f(x)|ξi,j−1 ≤ x ≤ ξi,j} (j = 1, 2, · · · , ki)

ki ≤ 2N, N =

[
12(b− a)(M −m)

ε

]
+ 1

然后,再取划分 Pi(i = 1, 2, · · · , n)的并,记作

P ∗ =
n⋃

i=1

Pi = {η0, η1, · · · , ηr}

显然 P ∗是 [a, b]的一个划分,而且 r ≤ 2Nn,于是
r∑

i=1

f (ηi) (ηi − ηi−1) ≥
r∑

i=1

sup {f(x)|ηi−1 ≤ x ≤ ηi} (ηi − ηi−1)

− ε

6(b− 1)

∑
i为奇数

(ηi − ηi−1)−
ε

6Nn

∑
i为偶数

1

r∑
i=1

sup {f(x)|ηi−1 ≤ x ≤ ηi} (ηi − ηi−1)−
ε

3

> S(f)− ε

2
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10.5 对于教学的建议

又因为 ∥P ∗∥ ≤ ∥P∥ < δ,所以∣∣∣∣∣
r∑

i=1

f (ηi) (ηi − ηi−1)− I

∣∣∣∣∣ < ε

2

从而有

S(f)− ε

2
<

r∑
i=1

f (ηi) (ηi − ηi−1) < I +
ε

2

又因 I ≤ S(f), 故 0 ≤ S(f) − I < ε. 由 ε 的任意性知 S(f) = I 对于确定的划分

P, 同理还可作出[a, b]的另一个新的划分,使其相应的和数
s∑

i=1

f (ζi − ζi−1) ≤
s∑

i=1

inf {f(x)|ζi−1 ≤ x ≤ ζi} (ζi − ζi−1) +
ε

3
< s(f) +

ε

2

因此又有 0 ≤ I − s(f) < ε,故 s(f) = I.综上所述, S(f) = s(f) = I,即证.

4. 不妨设
∫ T

0
g(x)dx = 0, 否则令 G(x) = g(x) − 1

T

∫ T

0
g(x)dx. 由 f ∈ R[a, b] 知

∀ε > 0, ∃ 阶梯函数 fε(x), s.t.
∫ b

a
|f(x)− fε(x)| dx < ε. 由于 g 以 T 为周期且在

[0, T ]上可积,所以 ∃M >0, |g(x)| < M, ∀x ∈ R,故∣∣∣∣∫ b

a
f(x)g(px)dx

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ b

a
[f(x)− fε(x)] g(px)dx

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫ b

a
fε(x)g(px)dx

∣∣∣∣
≤
∫ b

a
|f(x)− fε(x)| |g(px)|dx+

∣∣∣∣∫ b

a
fε(x)g(px)dx

∣∣∣∣
≤Mε+

∣∣∣∣∫ b

a
fε(x)g(px)dx

∣∣∣∣
只需证 lim

p→+∞

∫ b

a
fε(x)g(px)dx = 0,进一步地, 只需证 lim

p→+∞

∫ b

a
g(px)dx = 0即可

对 ∀p > 0, 设 pb = pa + n(p)T + l(p), n(p) ∈ N, 0 ≤ l(p) < T, 则

∫ b

a
g(px)dx =

1

p

∫ pb

pa
g(x)dx =

1

p

∫ pa+n(p)T+l(p)

pa
g(x)dx =

1

p

∫ n(p)T+l(p)

0
g(x)dx =

1

p

∫ l(p)

0
g(x)dx <

MT

p
→ 0, p→ +∞,即证.

5. 设 f(x) = a0+a1x+· · ·+anxn,要证 a0 = (n+1)2
∫ 1

0
f(x)dx.由假设

a0
k + 1

+
a1

k + 2

+ · · ·+ an
k + n+ 1

= 0(k = 1, 2, · · · , n),对上式的左边通分，得

Q(k)

(k + 1)(k + 2) · · · (k + n+ 1)
= 0 (k = 1, 2, · · · , n)

其中 Q 是 k 的 n 次多项式, 且以 k = 1, 2, · · · , n 为零点, 因此可把 Q(k) 写作

Q(k) = c(k − 1) · · · (k − n)在等式

c(k − 1) · · · (k − n)

(k + 1)(k + 2) · · · (k + n+ 1)
=

a0
k + 1

+
a1

k + 2
+ · · ·+ an

k + n+ 1

的两边乘 k + 1后. 再令 k = −1,即得 a0 = c(−1)n(n+ 1).再在等式∫ 1

0
f(x)xkdx =

Q(k)

(k + 1)(k + 2) · · · (k + n+ 1)
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中令 k = 0,得 ∫ 1

0
f(x)dx = c

(−1)n

n+ 1
=

a0
(n+ 1)2

于是 a0 = (n+ 1)2
∫ 1

0
f(x)dx

6. n = 0时,
∫ π

2

0
cosn x cosnxdx =

π

2
,

∫ π
2

0
cosn x sinnxdx = 0

n ≥ 1时,先求∫
cosn xeinxdx =

∫ (
eix − i sinx

)n
einxdx

=

∫ [(
eix − eix − e−ix

2

)
eix
]n

dx

=
1

2n

∫ (
eix + 1

)n
dx

=
1

2n

∫ 1 + n∑
k=1

 n

k

 e2ikx

dx

=
1

2n

x+

n∑
k=1

 n

k

 e2ikx

2ik


=

1

2n

x+

n∑
k=1

 n

k

 sin 2kx− i cos 2kx

2k


故 n ≥ 1时∫

cosn x cosnxdx = Re

(∫
cosn xeinxdx

)
=

1

2n

x+

n∑
k=1

 n

k

 sin 2kx

2k


∫

cosn x sinnxdx = Im

(∫
cosn xeinxdx

)
=

1

2n

x−
n∑

k=1

 n

k

 cos 2kx

2k


∫ π

2

0
cosn x cosnxdx =

π

2n+1∫ π
2

0
cosn x sinnxdx =

1

2n

π
2
+

[n−1
2 ]∑

k=0

 n

2k + 1

 1

2k + 1


7. 令 t =

1

x
,则∫ 1

0
cosn

1

x
dx =

∫ +∞

1

cosn t

t2
dt =

∫ A

1

cosn t

t2
dt+

∫ +∞

A

cosn t

t2
dt,∀A > 1

对于第一个部分，由积分第二中值定理

∫ A

1

cosn t

t2
dt =

∫ ξA

1
cosn tdt, 1 ≤ ξA ≤ A,故

对任意给定的 A > 1,由 10.2 .2练习题 5可知 lim
n→∞

∫ A

1

cosn t

t2
dt = 0,故对 ∀ε > 0, n

充分大时，成立

∣∣∣∣∫ A

1

cosn t

t2
dt

∣∣∣∣ < ε

对于第二个部分,由于
∣∣∣∣cosn tt2

∣∣∣∣ ≤ 1

t2
,且

∫ +∞

1

1

t2
dt收敛,故

∫ +∞

1

cosn t

t2
dt收敛,则
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对上述 ε > 0,∃A0 > 1,∀A > A0,

∣∣∣∣∫ +∞

A

cosn t

t2
dt

∣∣∣∣ < ε

综上所述, 取定一个 A > A0, 则 n 充分大时,
∣∣∣∣∫ 1

0
cosn

1

x
dx

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ A

1

cosn t

t2
dt

∣∣∣∣ +∣∣∣∣∫ +∞

A

cosn t

t2
dt

∣∣∣∣ < 2ε即证。

8. ∫ 1√
2

0

4
√
2− 8x3 − 4

√
2x4 − 8x5

1− x8
dx = 4

√
2

∫ 1√
2

0

√
2x3 + x2 − 1

(x4 + 1) (x2 − 1)
dx

y=
√
2x

====== 16

∫ 1

0

y3 + y2 − 2

(y4 + 4) (y2 − 2)
dy

= 16

∫ 1

0

(y − 1)
(
y2 + 2y + 2

)
(y2 + 2y + 2) (y2 − 2y + 2) (y2 − 2)

dy

= 16

∫ 1

0

y − 1

(y2 − 2) (y2 − 2y + 2)
dy

=

∫ 1

0

4y

y2 − 2
dy −

∫ 1

0

4y − 8

y2 − 2y + 2
dy

= π
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第 11章 积分学的应用

11.1 积分学在几何计算中的应用

11.1.1 练习题

1.
A

(
x2 +

2B

A
xy

)
+ Cy2 = 1

A

(
x+

B

A
y

)2

+

(
c− B2

A

)
y2 = 1

令
√
∆

(
x+

B

A
y

)
= cos t

√
∆√
A

· y = sin t

则 
x =

cos t√
A

− B√
A

sin t√
∆

y =

√
A√
∆

sin t

故

s =

∫ 2π

0
xdy =

∫ 2π

0

cos2 t√
∆
dtx =

π√
∆

2. 设夹角为 θ1, θ2的两条线段为 l1, l2，则面积为

S =
1

2

(∫
l1

(xdy − ydx) +

∫
l2

(xdy − ydx) +

∫ θ2

θ1

(xdy − ydx)

)
直接计算可得 ∫

l1

(xdy − ydx) =

∫
l2

(xdy − ydx) = 0

则

S =
1

2

∫ θ2

θ1

(xdy − ydx)

又 x = ρ(θ) cos θ, y = ρ(θ) sin θ代入上式可得

S =
1

2

∫ θ2

θ1

ρ2(θ)dθ

3. 将公共区域分成一个等边三角形和三个等大的小弓形，则

S∆ =
1

2
r

√
3

2
r =

√
3

4
r2

S弓 =
πr2

6
−

√
3

4
r2

S = S∆ + 3S弓 =
πr2

2
−

√
3

2
r2
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11.1 积分学在几何计算中的应用

4. 设腰长为 a，底边为 b，则 2a+ b = l为常数，则旋转体高 xc和底面积为 S，分别为

xc =
1

2

√
a2 − b2

4

S =
1

2

√
a2 − b2

4
· b

则由命题 11.1.3可得体积为

V = 2πxcS

= 2π
1

4

(
a2 − b2

4

)
· b

=
π

8

(
4a2 − b2

)
· b

=
π

8
l(l − 2b) · b

=
π

16
l · (l − 2b)2b

⩽ π

16
l ·
(
l

2

)2

=
πl3

64

当 b =
l

4
时等号成立

5. 设椭圆为
x2

a2
+
y2

b2
= 1，则椭圆周长为∫ 2π

0

√
(d (a cos θ))2 + (d(b sin θ))2

=

∫ 2π

0

√
(−a sin θdθ)2 + (b cos θdθ)2

=

∫ 2π

0

√
a2 sin2 θ + b2 cos2 θdθ

一周期曲线 y = c sin(x/a)的长度为∫ 2aπ

0

√
1 +

( c
a
cos

x

a

)2
dx

=

∫ 2aπ

0

√
a2 + c2 cos2

x

a
d
(x
a

)
=

∫ 2π

0

√
a2 + c2 cos2

x

a
d
x

a

=

∫ 2π

0

√
a2 + c2 cos2 θdθ

故当 c2 = b2 − a2时上述两者长度相等，即椭圆滚了一圈，恰好也在曲线上滚过了

一个周期。
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11.1 积分学在几何计算中的应用

6. 弧长为 s，即角度为 s设弧的起点对应的角度为 θ1，则

A+B =

∫ θ1+s

θ1

y · (−dx) +
∫ θ+s

θ1

xdy

=

∫ θ1+s

θ1

(xdy − ydx)

= 2 · 1
2

∫ θ1+s

θ1

(xdy − ydx)

2 · S扇形 = 2 · 1
2
s = s

其中 S扇形是弧长 s对映的扇形面积。

7. 焦点为 (
1

2
, 0，设过焦点的直线为 x− 1

2
= ky，设此直线与原抛物线的交点为 y1, y2，

则围成的面积为

S =

∫ y2

y1

[(
ky +

1

2

)
− y2

2

]
dy =

k

2
(y2 − y1)·(y2 + y1)+

1

2
(y2 − y1)−

1

6
(y2 − y1)

(
y22 + y1y2 + y21

)
由 y2 = 2x可得

y2 = 2

(
ky +

1

2

)
= 2ky + 1

则韦达定理可得

y1 + y2 = 2k

y1 · y2 = −1

则

S =
1

6
(y2 − y1) ·

[
3k (y2 + y1) + 3−

(
y22 + y1y2 + y21

)]
=

1

6
· 2 ·

√
k2 + 1 · [3k · 2k + 3− (4k2 + 1)]

=
1

3

√
k2 + 1 · (2k2 + 2)

=
2

3
·
(
k2 + 1

) 3
2

故 Smin =
2

3
8. 公共区域在第一象限，可将此区域分为一个扇形 (x2+ y2 ⩽ 4对应的扇形)，还余下

两个小弓形，则

S扇 =
1

2

π

6
· 2 · 2 =

π

3

S弓 =
1

2

π

3
· 2 · 2−

√
3 =

2

3
π −

√
3

故总面积为

S = S扇 + 2S弓 =
5

3
π − 2

√
3
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11.2 不等式

9. y =

√
100− 25

4
x2,S∆ =

1

2
y · 1

2
y =

1

4
y2 = 25− 25

16
x2,故体积为

V =

∫ 4

−4

(
25− 25

16
x2
)
dx

= 2

∫ 4

0

(
25− 25

16
x2
)
dx

= 2 ·

(
100− 25

16

x3

3

∣∣∣∣4
0

)

= 2

(
100− 100

3

)
=

400

3

10. x2 + y2 = a2，S = 4 · y2 = 4
(
a2 − x2

)
则体积为

V =

∫ a

−a
4
(
a2 − x2

)
dx

= 8

∫ a

0

(
a2 − x2

)
dx

= 8 ·
(
a3 − a3

3

)
=

16

3
a3

11.2 不等式

11.2.1 练习题

1. ∀0 ≤ x1 < x2 < x3 ∈ [0,+∞)有

F (x3)− F (x2)

x3 − x2
=

1

x3 − x2

∫ x3

x2

f(t)dt ⩾ f (x2)

F (x2)− F (x1)

x2 − x1
=

1

x2 − x1

∫ x2

x1

f(t)dt ⩽ f (x2)

⇒ F (x2)− F (x1)

x2 − x1
≤ F (x3)− F (x2)

x3 − x2

2. 由下凸函数的积分不等式可得

λF (x1) + (1− λ)F (x2)

=λ

∫ x1

0
f(t)

dt

x1
+ (1− λ) ·

∫ x2

0
f(t)

dt

x2

⩾f
(∫ x1

0

λ

x1
tdt+

∫ x2

0

1− λ

x2
tdt

)
= f

(
λx1
2

+
(1− λ)

2
x2

)
由

f

(
λx1 + (1− λ)x2

2

)
⩾ 1

λx1 + (1− λ)x2

∫ λx1+(1−λ)x2

0
f(t)dt

= F (λx1 + (1− λ)x2)
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11.2 不等式

图 11.1

可得

λF (x1) + (1− λ)F (x2) ⩾ F (λx1 + (1− λ)x2)

故 F 是下凸函数

3. 实际上我们有设 f(x)是[a, b]上的非负上凸函数,则
1

b− a

∫ b

a
f(x)dx ⩾ 1

2
max
[a,b]

{f(x)}

证明 不妨设 x0 ∈ (a, b)且 f (x0) = max
[a,b]

{f(x)},则由题设知

f(x) ⩾ f (x0)− f(b)

x0 − b
(x− b) + f(b) (x0 ⩽ x ⩽ b)∫ b

x0

f(x)dx ⩾ f (x0)− f(b)

x0 − b

(
−(x0 − b)2

2

)
+ f(b) (b− x0)

=
f (x0) + f(b)

2
(b− x0) ⩾

f (x0)

2
(b− x0)

类似地可得

∫ x0

a
f(x)dx ⩾ f (x0) (x0 − a) /2.两式相加即得所证.

4. 按题意, y = f(x)的图像如图 11.1所示,因此 0 ⩽
∫ b

a
f(x)dx ⩽ △ABC 的面积. 写

出切线 AC,BC 的方程,即可写出 C 点的坐标,从而可算出△ABC 的面积,即得所

要的不等式。

5. 当 0 ⩽ x ⩽ 1时有

f(x) =

∫ x

0
f ′(t)dt+ 1

⩾
∫ x

0
(−1)dt+ 1

= 1− x

当 1 ⩽ x ≤ 2时，有

f(x) = f(2)−
∫ 2

x
f ′(t)dt ≥ f(2)−

∫ 2

x
1dt = x− 1
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11.2 不等式∫ 2

0
f(x)dx =

∫ 1

0
f(x)dx+

∫ 2

1
f(x)dx

⩾
∫ 1

0
(1− x)dx+

∫ 2

1
(x− 1)dx

=
1

2
+

1

2
= 1

可得

∣∣∣∣∫ 2

0
f(x)dx

∣∣∣∣ ⩾ 1

6. 由柯西不等式可得

左边 ⩾
(∫ b

a

√
f(x) · 1√

f(x)
dx

)2

= (b− a)2 =右边

7. (∫ b

a
f(x) cos kxdx

)2

+

(∫ b

a
f(x) sin kxdx

)2

≤
(∫ b

a

√
f(x) ·

√
f(x)| cos kx|dx

)2

+

(∫ b

a

√
f(x) ·

√
f(x)| sin kx|dx

)2

≤
(∫ b

a
f(x)dx

)
·
∫ b

a
f(x) cos2 kxdx+

(∫ b

a
f(x)dx

)∫ b

a
f(x) sin2 kxdx

=

(∫ b

a
f(x)dx

)2

= 1

8.
f(x) =

∫ x

a
f ′(t)dt

f2(x) =

(∫ x

a
f ′(t)dt

)2

≤
∫ x

a
(f ′(t))2dt ·

∫ x

a
12dt

=

∫ x

a
(f ′(t))2dt · (x− a)

则

左边 ⩽
∫ b

a

∫ x

a
(f ′(t))2dt · (x− a)dx

=

∫ b

a

∫ x

a
(f ′(t))2dtd

(x− a)2

2

=
(b− a)2

2

∫ b

a

(
f ′(x)

)2
dx− 1

2

∫ b

a

(
f ′(x)

)2 · (x− a)2dx

= 右边

9. 令 F (x) =

(∫ x

0
f(t)dt

)2

−
∫ x

0
f3(t)dt则

F ′(t) = 2f(x)

∫ x

0
f(t)dt− f3(x) = f(x)

(
2

∫ x

0
f(t)dt− f2(x)

)
令 g(x) = 2

∫ x

0
f(t)dt− f2(x)则

g′(x) = 2f(x)
(
1− f ′(x)

)
> 0
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11.3 积分估计与近似计算

故 F ′(t) > F ′(0) = 0则 F (1) > F (0) = 0，即(∫ 1

0
f(x)dx

)2

>

∫ 1

0
f3(x)dx

10. (1)令 f(x) = ex, g(x) = lnx，则 g和 f 互为反函数，则由图像可得

(a− b) · b ⩽
∫ a−1

0
fdx+

∫ b

1
g(x)dx

化简得

ea−1 + b ln b ⩾ ab

(2)(法一)(反证)假设
∫ π

0
(f(x)− sinx)2dx ⩽ 3

4
与

∫ π

0
(f(x)− cosx)2dx ⩽ 3

4
同时成

立，则

3 < π =

(
x+

cos 2x

2

)∣∣∣∣π
0

=

∫ π

0
(1− sin 2x)dx

=

∫ π

0

(
sin2 x+ cos2 x− sin 2x

)
dx =

∫ π

0
(sinx− cosx)2dx

⩽
∫ π

0
(|f(x)− sinx|+ |f(x)− cosx|)2dx

=

∫ π

0
(f(x)− sinx)2dx+

∫ π

0
(f(x)− cosx)2dx+

∫ π

0
2|f(x)− sinx||f(x)− cosx|dx

⩽ 2

[∫ π

0
(f(x)− sinx)2 +

∫ π

0
(f(x)− cosx)2dx

]
⩽ 2

(
3

4
+

3

4

)
= 3

矛盾.故式中两个不等式不能同时成立。

(法二)
√
3 ⩾

√∫ π

0
|f(x)− sinx|2dx+

√∫ π

0
|f(x)− cosx|2dx

⩾
√∫ π

0
| cosx− sinx|2dx =

√∫ π

0
(1− sin 2x)dx

=
√
π

得
√
3 ⩾

√
π，矛盾，故式中两个不等式不能同时成立。

11.3 积分估计与近似计算

11.3.1 练习题

1. (1) ∫ √
2π

0
sinx2dx =

∫ √
2π

0

sinx2

2x
dx2

=

∫ 2π

0

sin t

2
√
t
dt =

∫ π

0

sin t

2

(
1√
t
− 1√

t+ π

)
dt > 0
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(2)

中间 >

∫ 1

0

x19

3
√
2
dx =

1

20 3
√
2
=左边

中间 <

∫ 1

0
x19dx =

1

20
=右边

(3) 根据第二版勘误应该证
∫ π/2

0
x

(
sinnx

sinx

)4

dx <
n2π2

4
。下证：

sinnx

sinx
≤ n, x ∈[

0,
π

2n

]
，即证 f(x) = n sinx− sinnx ⩾ 0, x ∈

[
0,
π

2n

]
f ′(x) = n cosx− n cosnx

= n · (−2) sin
(n+ 1)x

2
sin

(1− n)x

2

= 2n sin
(n+ 1)x

2
sin

(n− 1)x

2
(n+ 1)x

2
∈
[
0,
π

4
+

π

4n

]
⊂
[
0,
π

2

]
(n− 1)x

2
∈
[
0,
π

4
− π

4n

]
⊂
[
0,
π

2

]
故 f ′(x) ⩾ 0, x ∈

[
0,
π

2n

]
，f(x) ⩾ 0，故∫ π

2

0
x

(
sinnx

sinx

)4

dx

=

∫ π
2n

0
x

(
sinnx

sinx

)4

dx+

∫ π
2

π
2

x

(
sinnx

sinx

)4

dx

<

∫ π
2n

0
xn4dx+

∫ π
2

π
2n

x

(
2

πx

)4

dx

=
nπ2

4

(4)在 (0,
π

2
)上有

x > sinx >
x

1!
− x3

3!

故

1− x2

6
<

sinx

x
< 1

故

0 <
π

2
−
∫ π

2

0

sinx

x
dx <

π

2
−
∫ π

2

0

(
1− x2

6

)
dx =

π3

144

(5) ∫ 100

0

e−x

x+ 100
dx <

∫ 100

0

e−x

100
dx = 0.01 ·

(
1− e−100

)
< 0.01

∫ 100

0

e−x

x+ 100
dx >

∫ 99

0

e−x

x+ 100
dx

∫ 99

0

e−x

199
dx

=
1

199
· (1− e−99)

> 0.005
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(6)

中间 >

∫ π
2

π
6

2xdx =
2

9
π2 =左边

由 sinx >
2

π
x，

1

sinx
<

π

2x
可得

中间 <

∫ π
2

π
6

πdx =
π2

3
=右边

2. 设 f (ξ) =
1

a

∫ a

0
f(x)dx则

f(0) = f(ξ)−
∫ ξ

0
f ′(t)dt

故

|f(0)| ⩽ |f(ξ)|+
∫ ξ

0

∣∣f ′(t)∣∣ dt
⩽ 1

a

∫ a

0
|f(x)|dx+

∫ a

0

∣∣f ′(x)∣∣ dx
3. (i)若 f 不变号，则

∣∣∣∣∫ 1

0
f(x)dx

∣∣∣∣ = ∫ 1

0
|f(x)|dx，故

max

{∫ 1

0

∣∣f ′(x)∣∣ dx, ∣∣∣∣∫ 1

0
f(x)dx

∣∣∣∣} ⩾
∫ 1

0
|f(x)|dx

(ii)若 f 在 [0, 1]上变号，则 ∃x0 ∈ [0, 1], f (x0) = 0故∫ 1

0
|f ′(x)|dx ⩾

∣∣∣∣∫ x

x0

f(t)dt

∣∣∣∣ = |f (x)|∫ 1

0
|f(x)|dx ⩽

∫ 1

0

∫ 1

0
|f ′(y)|dydx

=

∫ 1

0

∣∣f ′(y)∣∣ dy
⩽ max

{∫ 1

0

∣∣f ′(x)∣∣ dx, ∣∣∣∣∫ 1

0
f(x)dx

∣∣∣∣}
4. (1) 

F (a) = F (x) + F ′(x)(a− x) +
F ′′(ξ)

2
(a− x)2 (i)

F (b) = F (x) + F ′(x)(b− x) +
F ′′(η)

2
(b− x)2 (ii)

(b− x) · (i)− (a− x) · (ii)可得

(a− b)F (x) =
F ′′(ξ)

2
(a− x)2(b− x) +

F ′′(η)

2
(b− x)2(a− x)

则

|b− a||F (x)| ≤ M

2

[
(x− a)2(b− x) + (b− x)2(x− a)

]
即

|F (x)| ≤ M

2
(x− a)(b− x) ⩽ M(b− a)2

8

(2)已知 F (a) = F ′(a) = F (b) = F ′(b) = 0，
∣∣F ′′(x)

∣∣ ⩽M，证 |F (x)| ⩽ M(b− a)2

16
，
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设 F (x)在 c ∈ [a, b]取得最大值，若 c = a或 b，则 F ′(c) = 0，若 c ∈ (a, b)，则

F ′(c) = 0。

若 c ∈
[
a,
a+ b

2

]
，则

|F (c)| =
∣∣∣∣∫ c

a
F ′(x)dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ c

a
F ′(x)d

(
x− a+ c

2

)∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ c

a
F ′′(x)

(
x− a+ c

2

)
dx

∣∣∣∣
⩽
∫ c

a

∣∣∣∣F ′′(x)

(
x− a+ c

2

)∣∣∣∣ dx
=M

∫ c

a

∣∣∣∣x− a+ c

2

∣∣∣∣ dx
=

(c− a)2M

4

⩽
(
a+b
2 − a

)2
M

4

=
(b− a)2M

16

若 c ∈
(
a+ b

2
, b

]
，同理可得。设 F (d) = min

x∈[a,b]
F (x)，同理可证

|F (d)| ⩽ (b− a)2M

16

故

|F (x)| ⩽ max{|F (c)|, |F (d)|}

≤ (b− a)2M

16

5.

中间 ⩾
∫ n

0

√
xdx =

2

3
n ·

√
n =左边

又
n∑

k=1

√
k −

∫ n

0

√
xdx

=

n∑
k=1

√
k −

n∑
k=1

∫ k

k−1

√
xdx

=
n∑

k=1

∫ k

k−1
(
√
k −

√
x)dx =

n∑
k=1

∫ k

k−1

k − x√
k +

√
x
dx

<

n∑
k=1

∫ k

k−1

k − x√
k +

√
k − 1

dx

=
n∑

k=1

∫ k

k−1
(k − x) · (

√
k −

√
k − 1)dx

=
n∑

k=1

1

2
(
√
k −

√
k − 1) =

√
n

2
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故
n∑

k=1

√
k <

2n

3

√
n+

√
n

2
=

4n+ 3

6

√
n

6. 由 ∣∣∣∣∫ b

a
f(x)dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
∫ a+b

2

a
f(x)dx+

∫ b

a+b
2

f(x)dx

∣∣∣∣∣
⩽
∣∣∣∣∣
∫ a+b

2

a
f(x)dx

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
∫ b

a+b
2

f(x)dx

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∫ a+b

a
f(x)dx

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∫ a+b

2

a
f ′(θx)(x− a)dx

∣∣∣∣∣
⩽
∫ a+b

2

a
M · (x− a)dx =

M

8
(b− a)2

类似可得 ∣∣∣∣∣
∫ b

a+b
2

f(x)dx

∣∣∣∣∣ ⩽ M

8
(b− a)2

故 ∣∣∣∣∫ b

a
f(x)dx

∣∣∣∣ ⩽ M

4
(b− a)2

7. 由例题 11.3.4可得∫ b

a
f(x)dx =

(b− a)

2
· [f(a) + f(b)]− 1

12
f ′′(ξ)(b− a)3

= − 1

12
f ′′(ξ) · (b− a)3

故 ∣∣∣∣∫ b

a
f(x)dx

∣∣∣∣ ⩽ M

12
(b− a)3

8. 由∫ a+b
2

a
f(x)dx =

∫ a+b
2

a
f(x)d(x− a)

= f

(
a+ b

2

)
· b− a

2
−
∫ a+b

2

a
f ′(x)d

(x− a)2

2

= f

(
a+ b

2

)
b− a

2
− f ′

(
a+ b

2

)
· (b− a)2

8
+

∫ a+b
2

a

(x− a)2

2
f ′′(x)dx

= f

(
a+ b

2

)
· b− a

2
− f ′

(
a+ b

2

)
· (b− a)2

8
+ f ′′ (ξ1) ·

∫ a+b
2

a

(x− a)2

2
dx (1)
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a+b
2

f(x)dx =

∫ b

a+b
2

f(x) · d(x− b)

= −f
(
a+ b

2

)
· a− b

2
−
∫ b

a+b
2

f ′(x) · (x− b)dx

= f

(
a+ b

2

)
· b− a

2
−
∫ b

a+b
2

f ′(x) · d(x− b)2

2

= f

(
a+ b

2

)
· b− a

2
+ f ′

(
a+ b

2

)
(b− a)2

8
+ f ′′ (ξ2) ·

∫ b

a+b
2

(x− b)2

2
dx (2)

(1)+(2)得∫ b

a
f(x)dx = f

(
a+ b

2

)
· (b− a) + f ′ (ξ1) ·

∫ a+b
2

a

(x− a)2

2
dx

+ f ′′ (ξ2) ·
∫ b

a+b
2

(x− b)2

2
dx

= f

(
a+ b

2

)
(b− a) +

(
f ′′ (ξ1) + f ′′ (ξ2)

)
· (b− a)3

48

= f

(
a+ b

2

)
· (b− a) + f ′′(ξ)

(b− a)3

24

则 ∫ b

a
f(x)dx− (b− a)f

(
a+ b

2

)
= −f

′′(ξ)(b− a)3

24

9. 由
∫ a

−a
f(x)dx = 0故 ∃x0 ∈ [−a, a]使得 f (x0) = 0做如下分解∫ 1

−1
f(x)dx =

∫ 1

a
f(x)dx+

∫ −a

−1
f(x)dx

则∫ 1

a
f(x)dx| = |

∫ 1

a
f (x0) + f ′(ξ) (x− x0) dx |≤M

∫ 1

a
(x− x0) dx =M · (1− x0)

2 − (a− x0)
2

2∣∣∣∣∫ −a

−1
f(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ −a

−1
f (x0) + f ′(η) (x− x0) dx

∣∣∣∣ ⩽M

∫ −a

−1
(x0 − x) dx = m · (1 + x0)

2 − (x0 + a)2

2∫ 1

−1
f(x)dx| ≤ |

∫ 1

a
f(x)dx|+ |

∫ −a

−1
f(x)dx |≤M · (1− x0)

2 − (a− x0)
2 + (1 + x0)

2 − (x0 + a)2

2

=M
(
1− a2

)
10.

∫ 1

0
f(x)dx =

n∑
k=1

∫ k
n

k−1
n

f(x)dx则

∫ 1

0
f(x)dx− 1

n

n∑
k=1

f

(
k

n

)
=

n∑
k=1

∫ k
n

k−1
n

(
f(x)− f

(
k

n

))
dx∣∣∣∣∣

∫ k
n

k−1
n

(
f(x)− f

(
k

n

))
dx

∣∣∣∣∣ ⩽
∫ k

n

k−1
n

∣∣∣∣f(x)− f

(
k

n

)∣∣∣∣ dx
⩽
∫ k

n

k−1
n

M ·
(
k

n
− x

)
dx

=
M

2n2
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故 ∣∣∣∣∣
∫ 1

0
fdx− 1

n

n∑
k=1

f

(
k

n

)∣∣∣∣∣ ⩽
n∑

k=1

∣∣∣∣∣
∫ k

n

k−1
n

(
f(x)− f

(
k

n

))
dx

∣∣∣∣∣
⩽

n∑
k=1

M

2n2
=
M

2n

11.

An =

∫ 1

0
f(x)dx− 1

n

n∑
k=1

f
(
k−1
n

)
+ f

(
k
n

)
2

+
1

2n
(f(0)− f(1))

=
n∑

k=1

(∫ k
n

k−1
n

f(x)dx−
f
(
k−1
n

)
+ f

(
k
n

)
2n

)
+

1

2n
(f(0)− f(1))

设 |f ′(x)| ⩽M 则∫ k
n

k−1
n

f(x)dx = −
∫ k

n

k−1
n

fd

(
2k − 1

2n
− x

)

= f

(
x− 2k − 1

2n

)∣∣∣∣ kn
k−1
n

−
∫ k

n

k−1
n

(
x− 2n− 1

2n

)
f ′(x)dx

=
f
(
k−1
n

)
+ f

(
k
n

)
2n

−
∫ k

n

k−1
n

(
x− 2k − 1

2n

)
f ′(x)dx∣∣∣∣∣

∫ k
n

k−1
n

(
x− 2k − 1

2n

)
f ′(x)dx

∣∣∣∣∣ ⩽
∫ k

n

k−1
n

M ·
∣∣∣∣x− 2k − 1

2n

∣∣∣∣ dx
=

M

4n2

又∫ k
n

k−1
n

(
x− 2k − 1

2n

)
f ′(x)dx =

∫ 2k−1
n

k−1
n

(
x− 2k − 1

2n

)
· f ′dx+

∫ k
n

2k−1
2n

(
x− 2k − 1

2n

)
f ′dx

= f ′ (ξk) ·
∫ 2k−1

n

k−1
n

(
x− 2k − 1

2n

)
dx+ f ′

(
ξ′k
) ∫ k

n

2k−1
2n

(
x− 2k − 1

2n

)
dx

= −f
′ (ξk)

8n2
+
f ′ (ξ′k)

8n2

故

nAn =
n∑

k=1

(
f ′ (ξk)

8n
−
f ′ (ξ′k)

8n

)
+
f(0)− f(1)

2

lim
n→+∞

nAn =
1

8

(∫ 1

0
f ′(x)dx−

∫ 1

0
f ′(x)dx

)
+
f(0)− f(1)

2
=
f(0)− f(1)

2

12.

Bn =
n∑

k=1

(∫ k
n

k−1
n

f(x)dx− 1

n
· f
(
2k − 1

2n

))
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又∫ k
n

k−1
n

f(x)dx =

∫ k
n

k−1
n

f(x)d

(
x− 2k − 1

2n

)

=

∫ 2k−1
n

k−1
n

f(x)d

(
x− k − 1

n

)
+

∫ k
n

2k−1
2n

f(x)d

(
x− k

n

)

= −

[∫ 2k−1
2n

k−1
n

f ′(x) ·
(
x− k − 1

n

)
dx+

∫ k
n

2k−1
2n

f ′(x) ·
(
x− k

n

)
dx

]
+ f

(
2k − 1

2n

)
· 1
n

=
1

n
f

(
2k − 1

2n

)
+

∫ 2k−1
n

k−1
n

f ′′(x) ·
(
x− k−1

n

)2
2

dx+

∫ k
n

2k−1
2n

f ′′(x) ·
(x− k

n)
2

2
dx

=
1

n
f

(
2k − 1

2n

)
+ f ′′ (ξk)

1

48n3
+ f ′′

(
ξ′k
)
· 1

48n3

故

n2Bn =
n∑

k=1

(
f ′′ (ξk)

1

48n
+ f ′′

(
ξ′k
) 1

48n

)
lim

n→+∞
n2Bn =

1

48

(
f ′(1)− f ′(0)

)
+

1

48
·
(
f ′(1)− f ′(0)

)
=

1

24

(
f ′(1)− f ′(0)

)

11.4 积分学在分析中的其他应用

11.4.1 练习题

1. (1)

原式 = lim
n→+∞

n∑
i=1

1

1 + i2

n2

· 1
n

=

∫ 1

0

1

1 + x2
dx

= arctanx|10 =
(π
4
− 0
)
=
π

4

(2)

原式 = lim
n→+∞

n∑
i=1

1√
n
· 1√

n+ (i− 1)

= lim
n→+∞

n∑
i=1

1√
1 + i−1

n

1

n

=

∫ 1

0

1√
1 + x

dx = 2
√
2− 2
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(3)

原式 = lim
n→+∞

[∑n
k=0 (2k + 1)a]b+1

[
∑n

k=1(2k)
b]
a+1

= lim
n→+∞

[
1
2

∑n
k=0

(
2k+1
n

)a · 2
n

]b+1

[
1
2

∑n
k=1

(
2k
n

)b · 2
n

]a+1

[
1
2 ·
∫ 2
0 x

adx
]b+1

[
1
2

∫ 2
0 x

bdx
]a+1

=

[
1

a+12
a
]b+1

[
1

b+1 · 2b
]a+1

= 2a−b · (b+ 1)a+1

(a+ 1)b+1

(4)
原式 = lim

n→+∞
e
∑n−1

k=0 ln(2+cos kπ
n )·πn

= elimn→+∞
∑n−1

k=0 ln(2+cos kπ
n )·πn

= e
∫ π
0 ln(2+x)dx

= eln(2+π)·π−
∫ π
0 x 1

x+2
dx

= e(π+2)·ln(π+2)−(π+2 ln 2)

(5)

原式 = lim
n→∞

1

n
n

√√√√ n∏
k=1

(n+ (k − 1))

= lim
n→∞

n

√√√√ n∏
k=1

(
1 +

k − 1

n

)
= lim

n→∞
e
∑n

k=1 ln(1+
k−1
n )· 1n

= e
∫ 1
0 ln(1+x)dx

= e
∫ 2
1 lnxdx

= e2 ln 2−
∫ 2
1 1dx

= e2 ln 2−1
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(6)

原式 = lim
n→+∞

n∑
k=1

√(
x+

k

n

)
·
(
x+

k − 1

n

)
· 1
n

=

∫ 1

0
(x+ t)dt =

(x+ t)2

2

∣∣∣∣1
0

=
(x+ 1)2

2
− x2

2

=
2x+ 1

2

2. 根据
√
x的图像得

左边 <

∫ n+1

1

√
xdx <

2

3
· (n+ 1) ·

√
n+ 1

=

(
1 +

1

n

) 3
2 2

3
n ·

√
n

令 An =

(
1 +

1

n

) 3
2

· 2
3

,∀A ∈
(
2

3
, 1

)
则存在 N，n > N 时有 < An < A，故

√
1 +

√
2 + · · ·+

√
n < An

3
2

3.

原式 = lim
n→+∞

exp

[
n∑

k=1

ln f

(
k

n

)
1

n

]

= exp

[∫ 1

0
ln f(x)dx

]
4.

ln 2−An =
n∑

k=1

ln

(
n+ k

n+ (k − 1)

)
−

n∑
k=1

1

n+ k

=

n∑
k=1

[
− ln

(
1− 1

n+ k

)
− 1

n+ k

]

=

n∑
k=1

{
−

[
− 1

n+ k
− 1

2

(
1

n+ k

)2

+
1

3!

6

(1− θk)
3

(
− 1

n+ k

)3
]
− 1

n+ k

}

=
n∑

k=1

[
1

2

(
1

n+ k

)2

+
1

3!

6

(1− θk)
3

(
1

n+ k

)3
]

=
1

2

n∑
k=1

(
1

n+ k

)2

+

n∑
k=1

1

(1− θk)3

(
1

n+ k

)3

=
1

2

n∑
k=1

(
1

n+ k

)2

+ o

(
1

n2

)

224



微
信
公
众
号
：
顺
数
人

11.4 积分学在分析中的其他应用

故

lim
n→+∞

n · (ln 2−An) = lim
n→+∞

(
1

2
·

n∑
k=1

(
n

n+ k

)2

+ o

(
1

n

))

= lim
n→+∞

1

2

n∑
k=1

(
1

1 + k
n

)2
1

n
+ o

(
1

n

)
=

1

2
·
∫ 1

0

1

(1 + x)2
dx =

1

2

(
− 1

1 + x

)∣∣∣∣1
0

=
1

2
· 1
2
=

1

4

5.
ln 2−Bn

=

n∑
k=1

[
ln

(
n+ k

n+ k − 1

)
− 2

2n+ (2k − 1)

]
=

n∑
k=1

{[
1

n+ (k − 1)
− 1

2

1

(n+ (k − 1))2
+

1

3

1

(n+ (k − 1))3

]
− 2

2n+ (2k − 1)

}
+ o

(
1

n2

)
=

n∑
k=1

[
−1

4
· 1

[n+ (k − 1)]2
[
n+

(
k − 1

2

)] + 1

3

1

(n+ (k − 1))3

]
+ o

(
1

n2

)
则

n2 (ln 2−Bn) =
n∑

k=1

−1

4

1[
1 + k−1

n

]2 · [1 + k− 1
2

n

] 1
n
+

1

3
· 1(

1 + k−1
n

)3 1n
+ o

(
1

n2

)
故

lim
n→+∞

n2 (ln 2−Bn) =− 1

4

∫ 1

0

1

(1 + x)3
dx+

1

3

∫ 1

0

1

(1 + x)3
dx

=
1

12

∫ 1

0

1

(1 + x)3
dx

=
1

12

(
−1

2

1

(x+ 1)2

)∣∣∣∣1
0

=
1

32

6.
∫ 1

−1

(
1− x2

)n
dx = 2

∫ 1

0

(
1− x2

)n
dx则

In =

∫ 1

0

(
1− x2

)n
dx = x

(
1− x2

)n∣∣1
0
+ 2n

∫ 1

0
x2
(
1− x2

)n−1
dx

= −2n

∫ 1

0

(
1− x2

)n
dx+ 2n

∫ 1

0

(
1− x2

)n−1
dx

可得

In = −2nIn + 2nIn−1 ⇒ In =
2n

2n+ 1
In−1

In =
(2n)!!

(2n+ 1)!!

由Wallis公式得

lim
n→+∞

1√
2n+ 1

(2n)!!

(2n− 1)!!
=

√
π

2
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故

√
n

∫ 1

−1

(
1− x2

)n
dx = 2

√
n· (2n)!!

(2n+ 1)!!
= 2

√
n√

2n+ 1
· 1√

2n+ 1
· (2n)!!

(2n− 1)!!
→

√
π(n→ +∞)

7. an =
n!en

nn+
1
2

，则
an
an+1

=
(n+ 1)n+

1
2

enn+
1
2

，ln
(n+ 1)n+

1
2

enn+
1
2

=

(
n+

1

2

)
· ln
(
1 +

1

n

)
− 1

由
1

n+ 1
2

⩽ ln

(
1 +

1

n

)
⩽ 1

2
·
(
1

n
+

1

n+ 1

)

0 ⩽
(
n+

1

2

)
· ln
(
1 +

1

n

)
− 1 ⩽ 1

4

(
1

n
− 1

n+ 1

)
可得

1 ⩽ an
an+1

⩽ e
1
4(

1
n
− 1

n+1)

an · e−
1
4n ⩽ an+1 · e−

1
4(n+1)

又 an > 0，且单调递减，故设 lim
n→+∞

an = α，则

lim
n→+∞

a2n
a2n

= lim
n→+∞

(n!)2

n2n+1
· (2n)

2n+ 1
2

(2n)!

= lim
n→+∞

22n+
1
2 (n!)2

(2n)! ·
√
n

=
√
2π = α

则 lim
n→+∞

ane
− 1

4n = α

√
2πe−

1
4n < ane

− 1
4n <

√
2π

√
2nπ

(n
e

)n
< n! <

√
2nπ ·

(n
e

)n
· e

1
4n

故

n! =
√
2πn

(
nn

en

)
e

θn
4n

其中 0 < θn < 1

8.
(2n)!! = 2n · n! ∼ 2n ·

√
2πn

(n
e

)n
(2n)!!

(2n− 1)!
∼

√
nπ

(2n− 1)! ∼ (2n)!√
nπ

∼ 2n ·
√
2 ·
(n
e

)n
Cn
2n =

(2n)!

n! · n!
=

(2n)!

(2n)!!(2n)!!
· 22n

∼ 22n√
nπ

9. (1) (
1 +

1

n

)n2

n!

nn
√
n
∼ (n+ 1)n

2

nn2 ·
√
2π

en
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ln
(n+ 1)n

2

nn2 · 1

en
= n2 · ln

(
1 +

1

n

)
− n

= n2 ·
(
1

n
− 1

2

1

n2
+ o

(
1

n2

))
− n

= −1

2
+ o(1)

故

lim
n→+∞

(n+ 1)n
2

nn2 · 1

en
= e−

1
2

可得

lim
n→+∞

(
1 +

1

n

)n2

n!

nn
√
n
= lim

n→+∞

(n+ 1)n
2

nn2

√
2π

en
=

1√
e
·
√
2π

(2)由 −1

2
n

 =

(
−1

2

) (
−1

2 − 1
)
· · ·
(
−1

2 − n+ 1
)

n!
= (−1)n·(2n− 1)!!

n! · 2n
= (−1)n

(2n− 1)!!

(2n)!!

得

(−1)n

 −1

2
n

√
n =

√
n
(2n− 1)!!

(2n)!!
=

√
n√

2n+ 1
·
√
2n+ 1(2n− 1)!!

(2n)!!
→ 1√

π
(n→ +∞)

10.
√
n

n∏
k=1

e1−
1
k(

1 + k
k

)k =
√
n · n!

(n+ 1)n
en−1− 1

2
−··· 1

n ∼
√
2πne−1− 1

2
−···− 1

n(
1 + 1

n

)n
=

√
π(

1 + 1
n

)n
e1+

1
2
+···− 1

n
−lnn

→
√
2π

e1+γ

11.5 对于教学的建议

11.5.1 第一组参考题

1. 令 g(x) = f(x)e−x,则有

∫ 1

0
g′(x) =

1

e
⇒
∫ 1

0

∣∣f(x)− f ′(x)
∣∣ dx ≥

∫ 1

0

∣∣f(x)− f ′(x)
∣∣ e−xdx =∫ 1

0

∣∣g′(x)∣∣ dx ≥
∫ 1

0
g′(x)dx =

1

e

2. 由
∫ π

0
xasinxdx =

∫ π
2

0
πasinxdx = π

∫ π
2

0
asinxdx,

∫ π
2

0
a− cosxdx =

∫ π
2

0
a− sinxdx.再

由柯西不等式可得∫ π

0
xasinxdx

∫ π/2

0
a− cosxdx = π

∫ π
2

0
asinxdx

∫ π
2

0
a− sinxdx ⩾ π3

4

3. (1)F (x)F (y)(F (x)−F (y))(x−y) ≤ 0 ⇒ xF 2(x)

∫ b

a
F (y)dy+F (x)

∫ b

a
yF 2(y)dy ≤

F 2(x)

∫ b

a
yF (y)dy+xF (x)

∫ b

a
F 2(y)dy ⇒

∫ b

a
F (y)dy

∫ b

a
xF 2(x)dx+

∫ b

a
yF 2(y)dy

∫ b

a
F (x)dx ≤∫ b

a
yF (y)dy

∫ b

a
F 2(x)dx+

∫ b

a
F 2(y)dy

∫ b

a
xF (x)dx⇒

∫ b

a
F (x)dx

∫ b

a
xF 2(x)dx ⩽
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a
F 2(x)dx

∫ b

a
xF (x)dx

(2)由 p(x)p(y)(f(x)− f(y))(g(x)− g(y)) ≥ 0类似于 (1),先对 x积分,再对 y积分,

即可得到不等式。

4.
x

1− x
在 [0, 1)上是凸函数，由 Jensen不等式可得,

∫ 1

0

f(x)

1− f(x)
dx ⩾

∫ 1
0 f(x)dx

1−
∫ 1
0 f(x)dx

5.
∫ 1

0

cosx√
1− x2

dx =

∫ π
2

0
cos sinxdx,

∫ 1

0

sinx√
1− x2

dx =

∫ π
2

0
sin cosxdx由于 cos sinx ≥

cosx ≥ sin cosx,故

∫ 1

0

cosx√
1− x2

dx ⩾
∫ 1

0

sinx√
1− x2

dx

6. 令 g(x) = (x−a)n(b−x)n,则
∫ b

a
f(x)dx =

(−1)n

(2n)!

∫ b

a
fg(2n)dx =

(−1)n

(2n)!

[
f(x)g(2n−1)(x)

∣∣∣b
a
−∫ b

a
f ′g(2n−1)dx

]
=

(−1)n

(2n)!

[
− f ′(x)g(2n−2)(x)

∣∣∣b
a
+

∫ b

a
f (2)g(2n−2)dx

]
=

(−1)n

(2n)!

∫ b

a
f (2)g(2n−2) =

· · · = (−1)n
∫ b

a
f (2n)gdx ≤ (−1)n

(2n)!
max
a≤x≤b

{∣∣∣f (2n)(x)∣∣∣} 用归纳法可得 ∫ b

a
g(x)dx =

(b− a)2n+1(n!)2

(2n+ 1)!
.从而得到∣∣∣∣∫ b

a
f(x)dx

∣∣∣∣ ⩽ (n!)2(b− a)2n+1

(2n)!(2n+ 1)!
max

{∣∣∣f (2n)(x)∣∣∣ |x ∈ [a, b]
}

7. 由柯西不等式得
dn+1

dn
单调递增.易知

dn+1

dn
有界故设 lim

n→+∞

dn+1

dn
= l,则 lim

n→+∞
n
√
dn =

l. g > 0 ⇒ 0 < m = min g(x) < max g(x) = M, 因此 m

∫ b

a
|f(x)|ndx ≤ dn ≤

M

∫ b

a
|f(x)|n ⇒ lim

n→+∞
n
√
dn = lim

n→+∞

∫ b

a
|f(x)|n = max |f(x)|

8. 由
sin(π/n)

n+ 1
+

sin(2π/n)

n+ 1/2
+ · · ·+ sinπ

n+ 1/n
− 1

n

(
n∑

k=1

sin(kπ/n)

)
= O

(
1

n

)
可得

lim
n→∞

(
sinπ/n

n+ 1
+

sin 2π/n

n+ 1
2

+ · · ·+ sinπ

n+ 1
n

)
= lim

n→∞

1

n

(
n∑

k=1

sin(kπ/n)

)
可得

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

sin(kπ/n) =

∫ 1

0
sin(πx)dx =

2

π

9. 由

ln

(
cos

√
2k − 1

n
a2
)

= ln

(
1− 2 sin

√
2k − 1

2n
a2
)

= −2k − 1

2n2
a4 +O

(
n−

3
2

)
可得

n+1∑
k=1

ln cos

√
2k − 1

n
a2 = −a4

n+1∑
k=1

2k − 1

2n2
+ o(1) = −a

4

2
+ o(1)

10. 由

an =

n−1∑
k=1

(
f(k)−

∫ k+1

k
f(x)dx

)
+ f(n) ⩾ 0
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an+1 − an = f(n+ 1)−
∫ n+1

n
f(x)dx ⩽ 0

可知 {an}单调递减且有下界，故极限存在。
11. 由

x ∈ [0, 1], x− 1

3!
x3 ≤ sinx ≤ x− 1

3!
x3 +

1

5!
x5

可得 ∫ 1

0
x2 − 1

3!
x6dx ≤

∫ 1

0
sinx2dx ≤

∫ 1

0
x2 − 1

3!
x6 +

1

5!
x10dx

12. 令 an =

∣∣∣∣∣
∫ 1

(n−1)π

1
nπ

sin
1

t
dt

∣∣∣∣∣则 {an}单调递减趋于 0.而

∫ 1
nπ

0
sin

1

t
dt =

+∞∑
k=n

(−1)k−1ak

由 Leibniz 判别法可知上述级数收敛，有知道 sgn

(∫ 1
nπ

0
sin

1

t
dt

)
= (−1)n 可得

F (x)有无穷多个零点

13. 由积分第二中值定理可得

原式 =

∣∣∣∣∫ b

a

f ′(x) cos f(x)

f ′(x)
dx

∣∣∣∣ =
∣∣∣∫ ξ

a f
′(x) cos f(x)dx

∣∣∣
f ′(a)

=
|sin f (ξ)− sin f(a)|

f ′(a)
⩽ 2

m

14. f ′(x) > 0，可得 f(x) 至多有一个零点，设为 c，则 f(x) < 0, x ∈ (a, c)，f(x) >

0, x ∈ (c, b)则 ∫ b

a
sin f(x)dx =

∫ c

a
sin f(x)dx+

∫ b

c
sin f(x)dx

若

∣∣∣∣∫ b

c
sin f(x)dx

∣∣∣∣ > ∣∣∣∣∫ c

a
sin f(x)dx

∣∣∣∣则∣∣∣∣∫ b

a
sin f(x)dx

∣∣∣∣ ⩽ ∫ b

c
sin f(x)dx =

∫ b

c

f ′(x) sin f(x)

f ′(x)
dx

⩽
∫ b
c f

′(x) sin f(x)dx

m
=

1− cos f(b)

m

≤ 2

m

类似可得当

∣∣∣∣∫ b

c
sin f(x)dx

∣∣∣∣ ⩽ ∣∣∣∣∫ c

a
sin f(x)dx

∣∣∣∣时也有∣∣∣∣∫ b

a
sin f(x)dx

∣∣∣∣ ⩽ 2

m

当 f(x)无零点，不妨设 f(x) > 0，则∣∣∣∣∫ b

a
sin f(x)dx

∣∣∣∣ = ∫ b

a
sin f(x)dx =

∫ b

a

f ′(x) sin f(x)

f ′(x)
dx

⩽
∫ b
a f

′(x) sin f(x)dx

m

=
cos f(a)− cos f(b)

m
≤ 2

m
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综上可得 ∣∣∣∣∫ b

a
sin f(x)dx

∣∣∣∣ ≤ 2

m

15. Sn可写为

Sn = 1 +

n−1∑
k=1

(n− 1) · · · (n− k)

(n+ 2) · · · (n+ k + 1)

= 1 +
1 2n

n− 1


n−1∑
k=1

 2n

n+ k + 1



= 1 +
1 2n

n− 1


 2n

n+ 2

+

 2n

n+ 3

+ · · ·+

 2n

2n



= 1 +
1 2n

n− 1


 2n∑

k=0

 2n

k

− 2

 2n

n− 1

−

 2n

n

 1

2

=
1

2

1 2n

n− 1

22n − 1

2

(
1 +

1

n

)

由此可知

lim
n→∞

Sn√
n
=

1

2
lim
n→∞

22n

√
n

 2n

n− 1

 =
1

2
lim
n→∞

(n− 1)!(n+ 1)!22n

(2n)!
√
n

最后用 Stirling公式，可得

lim
n→∞

Sn√
n
=

√
π

2

11.5.2 第二组参考题

1. 由 ρ2(θ) + ρ2
(
θ +

π

2

)
≤ 1可得

S =
1

2

∫ π

0
ρ2(θ)dθ =

1

2

∫ π
2

0

(
ρ2(θ) + ρ2

(π
2
+ θ
))

dθ ≤ π

4

2. 等式等价于

lim
n→+∞

b− a

n

n∑
1

ln f (a+ khn) =

∫ b

a
ln f(x)dx

成立，而由积分的定义可得上式成立

取 f(x) = r2 − 2r cosx+ 1, x ∈ [0, 2π]则( n∏
k=1

(
r2 − 2r cos

2kπ

n
+ 1

)) 1
n

=

(
2n∏
k=1

(
r − e

2kπ
n

)) 1
n

=
(
r2n − 2rn + 1

) 1
n
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由于 r > 1，令 n→ +∞可得。

3. 设M = sup
0≤x≤1

|f(x)|, g(x) = x2 −
√
2

2
x, x ∈ [0, 1]

(1)1 =

∫ 1

0
x2f(x)dx ≤

∫ 1

0
Mx2 =

M

3
⇒M ≥ 3

(2)由于
∫ 1

0
|g(x)| = 2−

√
2

6
<

1

10.2
又

1 =

∫ 1

0
fgdx ≤

∫ 1

0
|fg|dx ≤M

∫ 1

0
|g|dx < M

10.2

可得M > 10.2

4.（反证）假设对 ∀x ∈ (0, 1), |f(x)| < 2n(n+ 1).则

1 =

∫ 1

0
xnf(x)dx =

∫ 1

0

(
x− 1

2

)n

f(x)dx

⩽
∫ 1

0

∣∣∣∣x− 1

2

∣∣∣∣n |f(x)|dx < 2n(n+ 1)

∫ 1

0

∣∣∣∣x− 1

2

∣∣∣∣n dx
= 2n(n+ 1)

[∫ 1
2

0

(
1

2
− x

)n

dx+

∫ 1

1
2

(
x− 1

2

)n

dx

]

= 2n(n+ 1) · 2
∫ 1

1
2

(
x− 1

2

)n

dx

= 2n+1

(
x− 1

2

)n+1
∣∣∣∣∣
1

1
2

= 1

矛盾. 故必 ∃ξ ∈ (0, 1), s. t.|f(ξ)| ⩾ 2n(n+ 1)

5. (1)设 (n− 1)π ⩽ a < nπ, mπ ≤ b < (m+ 1)π,m ⩾ n

(i)若 n = m，当 n为偶数则

−
∫ π

0

sin t

π + t
dt ≤

∫ nπ

(n−1)π

sin t

t
dt ≤

∫ b

a

sinx

x
dx

=

∫ nπ

a

sinx

x
dx+

∫ b

nπ

sinx

x
dx ⩽

∫ (n+1)π

nπ

sinx

x
dx =

∫ π

0

sin t

nπ + t
dt ≤

∫ π

0

sin t

t
dt

若 n为奇数，类似可得

−
∫ π

0

sin t

π + t
dt ≤

∫ b

a

sinx

x
dx ⩽

∫ π

0

sinx

x
dx

(ii)若m > n，则∫ b

a

sinx

x
dx =

∫ nπ

a

sinx

x
dx+

m−1∑
k=n

∫ (k+1)π

kπ

sinx

x
dx+

∫ b

mπ

sinx

x
dx

若 n为偶数，m为偶数，则 ∫ nπ

a

sinx

x
dx ⩽ 0
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m−1∑
k=n

∫ (k+1)π

kπ

sinx

x
dx+

∫ b

mπ

sinx

x
dx

=

∫ π

0

sinx

nπ + x
dx−

(∫ π

0

sinx

(n+ 1)π + x
dx−

∫ π

0

sinx

(n+ 2)π + x
dx

+ · · ·+
∫ π

0

sinx

(m− 1)π + x
dx−

∫ b

mπ

sinx

x
dx

)
≤
∫ π

0

sinx

nπ + x
dx ⩽

∫ π

0

sinx

x
dx

−
∫ π

0

sin t

π + t
dt ≤

∫ nπ

a

sinx

x
dx

m−1∑
k=n

∫ (k+1)π

kπ

sinx

x
dx+

∫ b

mπ

sinx

x
dx

=

(∫ π

0

sinx

nπ + x
dx−

∫ π

0

sinx

(n+ 1)π + x
dx

)
+ · · ·

+

(∫ π

0

sinx

(m− 2)π + x
dx−

∫ π

0

sinx

(m− 1)π + x
dx

)
+

∫ b

mπ

sinx

x
dx

⩾ 0

故

−
∫ π

0

sinx

π + x
dx ≤

∫ b

a

sinx

x
dx ≤

∫ π

0

sinx

x
dx

其它情况类似，故取 c1 = −
∫ π

0

sinx

π + x
dx, c2 =

∫ π

0

sinx

x
dx

(2)若 a, b同号，0 ≤ a < b则利用 (1)可得，若 a < b ≤ 0，令 x = −t，则∫ b

a

sinx

x
dx =

∫ −a

−b

sin t

t
dt

由 (1)可得，若异号 a < 0 < b，考虑∫ b

a

sinx

x
dx =

∫ 0

a

sinx

x
dx+

∫ b

0

sinx

x
dx

再次利用 (1)可得。即得

6. 如图 11.2，可得

S1 =

∫ b

0
g(y)dy, S2 =

∫ a

0
f(x)dx

根据几何意义可得

bf(b) + af(a)− f(a)g(b) ⩾ S1 + S2 ⩾ ab

即

ab ⩽
∫ a

0
f(x)dx+

∫ b

0
g(y)dy ⩽ bg(b) + af(a)− f(a)g(b)

根据图像可知等号成立当且仅当 b = f(a)

7. 证明 (1) 下证满足题目条件的 f 在 (a, b) 内任何闭区间必于端点取到最大值. 否

则存在闭区间 [c, d] ⊂ (a, b), 使得 max
x∈[c,d]

f(x) = f(x0), x0 ∈ (c, d), 不妨设 x0 ∈
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图 11.2

(
c,
c+ d

2

]
.依题意可知

f

(
c+ 2x0 − c

2

)
≤ 1

2x0 − c− c

∫ 2x0−c

c
f(x)dx,

即 ∫ 2x0−c

c
[f(x)− f(x0)] dx ≥ 0,

而由 f(x0)定义知 ∫ 2x0−c

c
[f(x)− f(x0)] dx ≤ 0,

所以 ∫ 2x0−c

c
[f(x)− f(x0)] dx = 0, f(x) = f(x0),∀x ∈ [c, 2x0 − c],

则 f 在 [c, d]端点取到最大值,矛盾.

对 ∀[x1, x2] ⊂ (a, b),令 h(x) = f(x)− f(x1)−
f(x2)− f(x1)

x2 − x1
(x− x1), x ∈ [x1, x2],

显然

h满足题目条件,因此h(x) ≤ max{h(x1), h(x2)} = 0,此即
f(x)− f(x1)

x− x1
≤ f(x2)− f(x1)

x2 − x1
,

∀x ∈ [x1, x2],即证 f 为下凸函数.

(2)反设 f 不为下凸函数,则存在 λ0 ∈ (0, 1), x0, y0 ∈ (a, b), x0 ̸= y0,使得

f (λ0x0 + (1− λ0)y0) > λ0f(x0) + (1− λ0)f(y0).

不妨设 x0 < y0.令 g(λ) = f (λx0 + (1− λ)y0) − λf(x0) − (1 − λ)f(y0), λ ∈ [0, 1],

则 g(λ0) > 0, g(0) = g(1) = 0,故由 g 连续性可知,存在 {λ0} ⊂ [c, d] ⊂ [0, 1],使得

g(λ) > 0,

∀λ ∈ (c, d),且 g(c) = g(d) = 0.因此在区间 (c, d)内函数 y = f (λx0 + (1− λ)y0)的

图象恒在直线 y = λf(x0) + (1− λ)f(y0)的上方,且在 λ = c, d时二者相交,由几何

意义易知对 ∀t ∈ (0, 1),成立 f (tc+ (1− t)d) > tf(c) + (1− t)f(d),类似 Hadamard

不等式的证明方法,两边积分即得矛盾.

(3)分别将 (1)和 (2)中的 ≤ 和 ≥ 改为 ≥ 和 ≤ ,易知都能得到 f 为下凸函数的

233



微
信
公
众
号
：
顺
数
人

11.5 对于教学的建议

结论.因此若 (1)或 (2)中不等式的任何一个始终成立等号,则 f 既是上凸函数,又是

下凸函数,显然 f 只能是线性函数.�
笔记 (1)的不等式条件可以等价为∫ x2

x1

[
f(x)− f

(
x1 + x2

2

)]
dx ≥ 0,

这就是 (1)的证明思路来源.另外,其证明过程中用到了如下常见性质:

f 在区间 I 中为下凸函数⇐⇒ ∀x1, x2, x3 ∈ I, x1 < x2 < x3,下列不等式

f(x2)− f(x1)

x2 − x1
≤ f(x3)− f(x1)

x3 − x1
≤ f(x3)− f(x2)

x3 − x2
中任何两个组成的不等式成立. 同理对于上凸函数.

(2)的证明关键在于理解 g 的几何意义,然后构造可计算的非下凸区间,可辅以作图

来理解.

(3)从 f 既是上凸函数又是下凸函数得到 f 是线性函数,可利用上述常见性质,辅以

一个取极限得到导数的过程即容易得到结论.

8. (1)令 g(x) =

∫ x

0

∣∣f ′(t)∣∣ dt, f(x) =

∫ x

0
f ′(t)dt则∫ a

0

∣∣f(x)f ′(x)∣∣ dx ≤
∫ a

0
g(x)g′(x)dx =

1

2
g2(a)

=
1

2

(∫ a

0

∣∣f ′(t)∣∣ dt)2

≤ a

2

∫ a

0

∣∣f ′(t)∣∣2 dt
(2) ∫ a

0

∣∣f(x)f ′(x)∣∣ dx =

∫ a
2

0

∣∣f(x)f ′(x)∣∣ dx+

∫ a

a
2

∣∣f(x)f ′(x)∣∣ dx
其中 ∫ a

2

0

∣∣f(x)f ′(x)∣∣ dx ⩽ a

4

∫ a
2

0

∣∣f ′(x)2∣∣ dx
∫ a

a
2

|f(x)f ′(x)|dx =

∫ a
2

0

∣∣f ′(a− t)f(a− t)
∣∣ dt ≤ a

4

∫ a
2

0

∣∣f ′(a− t)
∣∣2 dt

=
a

4

∫ a

a
2

|f ′(x)|2dx

故 ∫ a

0

∣∣f(x)f ′(x)∣∣ dx ≤ a

4

∫ a

0
|f ′(x)|2dx

9.
f(x)g(x)

A+
∫ x
0 f(t)g(t)dt

⩽ g(x)

⇒
∫ y

0

f(x)g(x)

A+
∫ x
0 f(t)g(t)dt

dx ⩽
∫ y

0
g(x)dx

而 ∫ y

0

f(x)g(x)

A+
∫ x
0 f(t)g(t)dt

dx = ln

(
A+

∫ x

0
f(t)g(t)dt

)∣∣∣∣y
0

= ln
A+

∫ x
0 f(t)g(t)dt

A
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可得

A+

∫ x

0
f(t)g(t)dt ≤ A exp

(∫ x

0
g(t)dt

)

若 ∃x1使得 f (x1) > A exp

(∫ x1

0
g(t)dt

)
，则存在 (a, b)使得 x1 ∈ (a, b)且

f(x) > A exp

(∫ x

0
g(t)dt

)
, ∀x ∈ (a, b)

则 ∫ b

0
g(x)dx =

∫ b

a

Aexp
(∫ x

0 g(t)dt
)
g(x)

Aexp
(∫ x

0 g(t)dt
) dx

⩽
∫ b

a

Aexp
(∫ x

0 g(t)dt
)
g(x)

A+
∫ x
0 f(t)g(t)dt

dx

<

∫ b

a

f(x)g(x)

A+
∫ x
0 f(t)g(t)dt

dx ⩽
∫ b

a
g(x)dx

矛盾。

10. 由于 f(x) ̸= 0,不妨设 f(x) > 0.记

M = max
0⩽x⩽1

f(x) = f(c) (0 < c < 1)

因 f(0) = f(1) = 0,由微分中值定理，得

f(c)− f(0) = f ′(ξ)c (0 < ξ < c)

f(1)− f(c) = f ′(η)(1− c) (c < η < 1)

由此得

f ′(ξ) =
f(c)

c
, f ′(η) =

f(c)

c− 1

因此 ∫ 1

0

∣∣∣∣f ′′(x)f(x)

∣∣∣∣ dx > 1

f(c)

∫ 1

0

∣∣f ′′(x)∣∣dx ⩾ 1

f(c)

∫ η

ξ

∣∣f ′′(x)∣∣ dx
⩾ 1

f(c)

∣∣∣∣∫ η

ξ
f ′′(x)dx

∣∣∣∣ = 1

f(c)

∣∣f ′(η)− f ′(ξ)
∣∣

=
1

f(c)

∣∣∣∣ f(c)c− 1
− f(c)

c

∣∣∣∣ = 1

|c(c− 1)|

=
1

c(1− c)
⩾ 4

11. 由题意即得
(f(x)−m)(f(x)−M)

f(x)
⩽ 0, x ∈ [0, 1]

变形为

f(x)− (m+M) +
mM

f(x)
⩽ 0

积分就有 ∫ 1

0
f(x)dx+mM

∫ 1

0

dx

f(x)
⩽ m+M
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令 u = mM

∫ 1

0

dx

f(x)
,则

∫ 1

0
f(x)dx+ u ⩽ m+M,或

u

∫ 1

0
f(x)dx ⩽ (m+M)u− u2 =

(
m+M

2

)2

−
(
u+

m+M

2

)2

⩽ (m+M)2

4

所以

mM

∫ 1

0

dx

f(x)

∫ 1

0
f(x)dx = u

∫ 1

0
f(x)dx ⩽ (m+M)2

4

即证得

1 ⩽
∫ 1

0
f(x)dx

∫ 1

0

dx

f(x)
⩽ (m+M)2

4mM

12. 令 M = sup
x∈[a,b]

{∣∣f ′(x)∣∣}，若 M = +∞ 则必存在 ξ ∈ [a, b], s. t. f ′(ξ) >

4

(b− a)2

∫ b

a
|f(x)|dx，若M+∞为有限数，由Lagrange中值定理及 f(a) = f(b) = 0,

得 
|f(x)| =

∣∣f ′ (ξ1)∣∣ (x− a) ⩽M(x− a), a < ξ1 < x ⩽ a+ b

2

|f(x)| =
∣∣f ′ (ξ2)∣∣ (b− x) ⩽M(b− x),

a+ b

2
⩽ x < ξ2 < b

令

g(x) =


M(x− a), a ⩽ x ⩽ a+ b

2

M(b− x),
a+ b

2
< x ⩽ b

则 g(x)在 [a, b]上连续非负,但在
a+ b

2
处不可导而 f(x)可导,故 |f(x)| ⩽ g(x),且

|f(x)| ̸≡ g(x).必 ∃x0 ∈ (a, b), s. t. |f (x0)| < g (x0) ,可得∫ b

a
|f(x)|dx <

∫ b

a
g(x)dx

注意,这里是不等号成立！计算
∫ b

a
g(x)dx得∫ b

a
|f(x)|dx <

∫ b

a
g(x)dx =M

[∫ a+b
2

a
(x− a)dx+

∫ b

a+b
2

(b− x)dx

]
=

(b− a)2

4
M

即有

M >
4

(b− a)2

∫ b

a
|f(x)|dx ⩾ 4

(b− a)2

∣∣∣∣∫ b

a
f(x)dx

∣∣∣∣
由M 为上确界, ∃x1 ∈ [a, b], s. t.

∣∣f ′ (x1)∣∣ > 4

(b− a)2

∫ b

a
|f(x)|dx.再由 Darboux定

理 ∃ξ ∈ (a, b), s. t.∣∣f ′(ξ)∣∣ > 4

(b− a)2

∫ b

a
|f(x)|dx ⩾ 4

(b− a)2

∣∣∣∣∫ b

a
f(x)dx

∣∣∣∣
13. 令 p(x) = x3−x2，则 p(0) = p(1) = p′(0) = 0, p′(1) = 1，p′′(x) = 6x−2, p(4)(x) = 0

则 ∫ 1

0

[
p′′(x)

]2
dx =

∫ 1

0

(
36x2 − 24x+ 4

)
dx = 12− 12 + 4 = 4
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当 f(x) = p(x) = x3 − x2时,等号成立. 考虑积分
∫ 1

0

([
f ′′(x)

]2 − [p′′(x)]2)dx,有∫ 1

0

([
f ′′(x)

]2 − [p′′(x)]2) dx
=

∫ 1

0

(
f ′′(x)− p′′(x)

)2
dx+

∫ 1

0
2f ′′(x)p′′(x)dx− 2

∫ 1

0

[
p′′(x)

]2
dx

=

∫ 1

0

[
f ′′(x)− p′′(x)

]2
dx+ 2f ′(x)p′′(x)

∣∣1
0
− 2

∫ 1

0
f ′(x)p′′′(x)dx− 8

=

∫ 1

0

[
f ′′(x)− p′′(x)

]2
dx+ 2f ′(1)p′′(1)− 2f ′(0)p′′(0)− 2f(x)p′′′(x)

∣∣1
0

+ 2

∫ 1

0
f(x)p(4)(x)dx− 8

=

∫ 1

0

[
f ′′(x)− p′′(x)

]2
dx+ 2× 1× 4− 0− 0 + 0− 8 ⩾ 0

所以，

∫ 1

0

[
f ′′(x)

]2
dx ⩾

∫ 1

0

[
p′′(x)

]2
dx = 4,且等号仅当 f ′′(x) = p′′(x)时成立. 再

由 f 与 p满足的条件知,仅当 f(x) = p(x) = x3 − x2时,等号成立.

14. 由 Lipschitz条件知 f 在 [a, b]上连续,故可设 min
x∈[a,b]

f(x) = f (x0) = m > 0,则

0 < m ≤ f(x) ≤ m+ L |x− x0| , x ∈ [a, b]

0 <
1

m+ L |x− x0|
≤ 1

f(x)
≤ 1

m
,x ∈ [a, b]

两边积分,则

m(b− a) ≤
∫ b

a
f(x)dx ≤ m(b− a) +

L

2

[
(x0 − a)2 + (x0 − b)2

]
1

L
ln

(
x0 +

m
L − a

) (
−x0 + m

L + b
)(

m
L

)2 ≤ β ≤ b− a

m

故 ∫ b

a
f(x)dx ≤ sup

x0∈[a,b]

{
m(b− a) +

L

2

[
(x0 − a)2 + (x0 − b)2

]}
inf

x0∈[a,b]

{
1

L
ln

(
x0 +

m
L − a

) (
−x0 + m

L + b
)(

m
L

)2
}

≤ β

即 ∫ b

a
f(x)dx ≤ m(b− a) +

L

2
(b− a)2

b− a ≤
(
eLβ − 1

)
m

L

则 ∫ b

a
f(x)dx ≤

(
eLβ − 1

)
m2

L
+
L

2

[(
eLβ − 1

)
m

L

]2
=

(
e2Lβ − 1

)
m2

2L

欲证 ∫ b

a
f(x)dx ≤ e2Lβ − 1

2Lα

∫ d

c
f(x)dx
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只需证 (
e2Lβ − 1

)
m2

2L
≤ e2Lβ − 1

2Lα

∫ d

c
f(x)dx

即证

m2 ≤
∫ d
c f(x)dx∫ d
c

1
f(x)dx

而

f(x) ≥ m,
1

f(x)
≤ 1

m

�
笔记本题关键在于Lipschitz条件的使用,然后敢于不断计算下去. 为什么取

∫ b

a
f(x)dx

和

∫ b

a

dx

f(x)
计算积分值而不取

∫ d

c
f(x)dx 和

∫ d

c

dx

f(x)
计算积分值呢? 因为我们

只能确定 x0 ∈ [a, b], 而不能确定 x0 ∈ [c, d], 这样一来, 只能计算
∫ b

a
f(x)dx 和∫ b

a

dx

f(x)
,而不能计算

∫ d

c
f(x)dx和

∫ d

c

dx

f(x)
.然后因为欲证之式中没有 x0, a和 b,

故将 x0和 b− a放缩掉,接着的一切则是水到渠成的事。

15. 用微分法可证

0 <
1

2
ln

1 + x

1− x
− x <

x3

3 (1− x2)

将 x =
1

2n+ 1
代入上式可得

0 < ln

(
1 +

1

n

)
− 1(

n+ 1
2

) < 1

3(2n+ 1)(2n+ 2)n

令 an =
enn!

nn+
1
2

则 ln
an
an+1

= −1 +

(
n+

1

2

)
ln

(
1 +

1

n

)
可得

0 < ln
an
an+1

<

(
n+ 1

2

)
3(2n+ 1)(2n+ 2)n

=
1

12(n+ 1)n

1 <
an
an+1

< ė
1

12(n+1)n

可知
{
ane

− 1
12n

}
单增，又 lim

n→+∞
an =

√
2π，故 n! =

√
2πn

(n
e

)n
e

θn
12n，其中 0 <

θn < 1。
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第 12章 广义积分的定义

12.1 广义积分的定义

12.1.1 练习题

1. ∀A > 0，有

0 ≤
∫ A

0
f(x)dx ≤

∫ +∞

0
f(x)dx = 0

⇒
∫ A

0
f(x)dx = 0

⇒ f(x)在 [0, A]上恒为 0，由 A的任意性可知 f(x) = 0,∀x ∈ [0,+∞)

2. 无穷限积分：取 f(x) =
1

x
有

∫ +∞

1
f(x)dx发散，但是

∫ +∞

1
f2(x)dx收敛

取

f(x) =

 n x ∈
[
n, n+

1

n3

]
, n = 1, 2, · · ·

0 其余

则

∫ +∞

1
f(x)dx =

+∞∑
n=1

1

n2
收敛，但是

∫ +∞

1
f2(x)dx =

+∞∑
n=1

1

n
发散

无界积分：若

∫ b

a
f2(x)dx则(∫ b

a
|f(x)|dx

)2

≤
∫ b

a
12dx ·

∫ b

a
f2(x)dx < +∞

可得

∫ b

a
|f(x)|dx收敛

取 f(x) =
1√
x
，则

∫ 1

0
f(x)dx收敛，但是

∫ 1

0
f2(x)dx发散

3. ⇒：只要注意到 fN (x)对 N 递增,且 fN (x) ⩽ f(x)，立刻可用单调有界原理,证得

lim
N→+∞

∫ 1

0
fN (x)dx存在.

⇐：因 lim
x→0+

f(x) = +∞,故 ∃δ > 0,当 x ∈ (0, δ)时 f(x) > 0.故对

∫ 1

0
f(x)dx的敛

散性,可用非负函数的判别法进行判定.下面我们来证明当 0 < α < δ时

∫ 1

α
f(x)dx

保持有上界. 事实上，因为 f(x)在 [ α, 1]上连续,所以 ∃M > 0,使得 f(x) ⩽M,当

x ∈ [α, 1]时.因而 N > M 时 , [α, 1]上恒有

fN (x) = min{f(x), N} = f(x)

从而 ∫ 1

α
f(x)dx =

∫ 1

α
fN (x)dx

⩽
∫ 1

0
fN (x)dx
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12.2 广义积分的敛散性判别法

令 N → +∞取极限 ,得∫ 1

α
f(x)dx ⩽ lim

N→+∞

∫ 1

0
fN (x)dx < +∞

故

∫ 1

0
f(x)dx收敛.

4. 由 (∫ +∞

−∞
|f(x)f(x+ a)|dx

)2

≤
∫ +∞

−∞
|f(x)|2dx ·

∫ +∞

−∞
|f(x+ a)|2dx < +∞

可知

∫ +∞

−∞
|f(x)f(x+ a)|dx收敛

5. 由 ∫ N

M
(f(x+ a)− f(x))dx =

∫ N+a

N
f(x)dx−

∫ M+a

M
f(x)dx

可知

lim
M→−∞
N→+∞

∫ N

M
(f(x+ a)− f(x))dx = (A−B)a

6. 因为广义积分不收敛

主值为：

lim
δ→0+

(∫ −δ

− 1
2

dx

x
√
1− x2

+

∫ 1
2

δ

dx

x
√
1− x2

)
= 0

12.2 广义积分的敛散性判别法

12.2.1 练习题

1. (1) ∫ nπ+ 5π
6

nπ+π
6

x sin4 xdx ≥ 1

16

∫ nπ+ 5π
6

ππ+π
6

xdx ≥ 1

16
· 2π

2

18
=

π2

144

可知

∫ +∞

0
x sin4 xdx发散。

(2)设 F (x) =
ln lnx

lnx
, F ′(x) =

1− ln lnx

x(lnx)2
, lim
x→+∞

F (x) = 0，当 x > ee时有 F (x)单

调递减，又

∫ A

0
sinxdx为有界量，从而

∫ +∞

3

ln lnx

lnx
sinxdx收敛

又 ∣∣∣∣ ln lnxlnx
sinx

∣∣∣∣ ≥ ∣∣∣∣ ln lnxlnx

∣∣∣∣ sin2 x =

∣∣∣∣ ln lnxlnx

∣∣∣∣ (1− cos 2x

2

)

已知

∫ +∞

3

∣∣∣∣ ln lnxlnx

∣∣∣∣ dx发散，∫ +∞

3

∣∣∣∣ ln lnxlnx

∣∣∣∣ cos 2xdx收敛，从而∫ +∞

3

∣∣∣∣ ln lnxlnx
sinx

∣∣∣∣ dx
发散。

综上，

∫ +∞

3

ln lnx

lnx
sinxdx条件收敛。

(3) lim
x→0

1

x
ecosx sin(sinx) = e可知 x = 0不是瑕点，令 F (x) = ecosx sin(sinx)则有

F (x) = F (x+2π)即 F (x)为周期函数，且 |F (x)| ≤ e，由于 F (x)是奇函数，故在
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12.2 广义积分的敛散性判别法

一个周期上的积分为 0，从而 ∀A > 0，有

∫ A

0
F (x)dx有界，又

1

x
，当 x→ +∞时

单调趋于 0，由 Dirichlet判别法可得
∫ +∞

0
ecosx sin(sinx)dx收敛。

又考虑 ∣∣∣∣1xecosx sin(sinx)
∣∣∣∣ ≥ 1

x
ecosx sin2(sinx) =

1

x
ecosx

[
1− cos(2 sinx)

2

]
又

∫ +∞

a

1

x
ecosxdx发散，

∫ +∞

a

1

x
ecosx cos(2 sinx)dx收敛，从而知

∫ +∞

0

1

x
ecosx sin(sinx)dx

条件收敛

(4)ln
x2

x2 − 1
= ln

x2

(x− 1)(x+ 1)
又 lim

x→1+

ln x2

(x+1)(x−1)

ln(x− 1)
= −1且

∫ a

1
| ln(x− 1)|dx收

敛，又

ln
x2

x2 − 1
= ln

(
1 +

1

x2 − 1

)

从而，当 x → +∞, ln

(
1 +

1

x2 − 1

)
∼ 1

x2 − 1
，由

∫ +∞

a

∣∣∣∣ 1

x2 − 1

∣∣∣∣ dx 收敛，可知∫ +∞

a

∣∣∣∣ln( x2

x2 − 1

)∣∣∣∣ dx收敛 (a > 1)，

综上，

∫ +∞

1
ln

x2

x2 − 1
dx绝对收敛

(5)做代换 t =
1

x
，有∫ +∞

1
ln

(
cos

1

x
+ sin

1

x

)
dx =

∫ 1

0

ln(cos t+ sin t)

t2
dt

而

lim
t→0

ln(cos t+ sin t)

t
= 1

即
ln(cos t+ sin t)

t2
∼ 1

t
，又

∫ 1

0

1

t
dt发散，可知

∫ +∞

1
ln

(
cos

1

x
+ sin

1

x

)
dx发散

(6) lim
x→0

1

x
ln

1 + x

1− x
= 2，可知 x = 0并非瑕点，又当 x→ 1−时，有

1

x
ln

(
1 + x

1− x

)
∼

(− ln 2) · ln(1− x)且

∫ 1

a
| ln(1− x)|dx收敛 (0 < a < 1)，从而

∫ 1

0

1

x
ln

1 + x

1− x
dx绝

对收敛。

(7)
√

1

x
−

√
ln

(
1 +

1

x

)
=

1
x − ln

(
1 + 1

x

)
√
x+

√
ln(1 + 1

x)
> 0，又

1
x − ln

(
1 + 1

x

)√
1
x +

√
ln(1 + 1

x)
和

(
1

x

) 3
2

是同阶无穷小 (x → +∞)，从而

∫ +∞

a

√
1

x
−

√
ln

(
1 +

1

x

)
dx 收敛 (a > 0)，又

∫ a

0

√
1

x
dx收敛，且 lim

x→0+

√
ln
(
1 + 1

x

)√
1
x

= 0从而

∫ a

0

√
ln

(
1 +

1

x

)
dx收敛

综上，

∫ +∞

a

√
1

x
−

√
ln

(
1 +

1

x

)
dx绝对收敛
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12.2 广义积分的敛散性判别法

(8)
∫ A

0
sinxdx有界，又

F (x) =
1√

x+ cosx
, F ′(x) =

sinx− 1

2(x+ cosx)
3
2

< 0, lim
x→+∞

F (x) = 0

从而 F (x)当 x→ +∞时，单调递减趋于 0

由 Dirichlet判别法知，
∫ +∞

0

sinx√
x+ cosx

dx收敛，又∣∣∣∣ sinx√
x+ cosx

∣∣∣∣ ≥ sin2 x√
x+ cosx

=
1− cos 2x

2
√
x+ cosx

且

∫ +∞

0

1√
x+ cosx

dx发散，

∫ +∞

0

cos 2x√
x+ cosx

dx收敛，从而知

∫ +∞

0

sinx√
x+ cosx

dx

条件收敛

2. (1)当 x→ 0时，sinp x ∼ xp，x→ π

2
时，cosq x ∼

(π
2
− x
)q

从而可知，当 p < 1且 q < 1时，有

∫ π
2

0

1

sinp x cosq x
dx绝对收敛

当 p > 1或者 q > 1时，积分发散

(2)当 p > 1时 ∣∣∣∣ cosx1 + xp

∣∣∣∣ ≤ 1

1 + xp

从而积分绝对收敛

当 0 < p ⩽ 1时，积分条件收敛，当 p ⩽ 0时，积分发散。

(3) ∫ +∞

0

sinx

x
| lnx|pdx = −

∫ e

0

sinx

x
lnp xdx+

∫ +∞

e

sinx

x
lnp xdx

易知

∫ e

0

sinx

x
lnp xdx收敛，

∫ M

e
sinxdx有界，

lnp x

x
单调递减趋于 0，故

∫ +∞

e

sinx

x
lnp xdx

条件收敛。

当 p < −1时，

∣∣∣∣sinxx lnp x

∣∣∣∣ ≤ lnp x

x
，此时

∫ +∞

e

lnp x

x
dx收敛

综上，当 p < −1时，积分绝对收敛，当 p ≥ −1时，积分条件收敛

(4)当 x→ 0时，
ln(1 + x)

xp
∼ 1

xp−1
，又∫ +∞

0

ln(1 + x)

xp
dx =

∫ a

0

ln(x+ 1)

xp
dx+

∫ +∞

a

ln(1 + x)

xp
dx

当 p < 2 时，

∫ a

0

ln(x+ 1)

xp
dx 收敛，当 p > 1 时，

∫ +∞

a

ln(x+ 1)

xp
dx 收敛，从而

1 < p < 2时，

∫ +∞

0

ln(1 + x)

xp
dx收敛

(5)做变换 t = x2
1

2
√
t
dt = dx则∫ +∞

0

sinx2

1 + xp
dx =

∫ +∞

0

sin t

2
√
t
(
1 + tp/2

)dt
当 x→ +∞时， 1

2
√
t
(
1 + tp/2

) ∼ 1

2t
p+1
2

从而当 p ≤ −1时，积分发散

当 −1 < p ≤ 1时。积分条件收敛
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12.2 广义积分的敛散性判别法

当 p > 1时，积分绝对收敛

(6)当 x→ +∞时， xp

1 + xq
∼ xp−q

从而当 p− q < −1时，积分绝对收敛

当 −1 ≤ p− q < 0时，积分条件收敛

当 p− q ≥ 0时，积分发散

(7)esinx sin 2x = 2esinx sinx cosx从而有∫ A

a
esinx sin 2xdx = 2

[
esinA(sinA− 1)− esin a(sin a− 1)

]
易知

∫ +∞

a
esinx sin 2xdx为有界量，又当 x→ 0时，

esinx · sin 2x
xp

∼ 2

xp−1

从而当 p < 2时，

∫ a

0

esinx sin 2x

xp
dx收敛

由此可见，当 0 < p ≤ 1时积分条件收敛

当 1 < p < 2时，

∣∣∣∣esinx sin 2x

xp

∣∣∣∣ ⩽ e

xp
，积分绝对收敛

当 p ≤ 0时积分发散

(8)当 x→ e时，(x− e)p(ln lnx)q ∼ (x− e)p+q

eq

从而当 p+ q < 1时，

∫ a

e

dx

(x− e)p(ln lnx)q
收敛

当 x→ +∞时， 1

(x− e)p(ln lnx)q
∼ 1

xp(ln lnx)q

当 p ≤ 1时，

∫ +∞

a

1

xp(ln lnx)q
dx发散

当 p > 1时，

∫ +∞

a

1

xp(ln lnx)q
dx收敛

综上可得，当 p+ q < 1且 p > 1，积分收敛；当 p+ q ⩾ 1或者 p ≤ 1时，积分发散

3. 当 x→ ∞时有
1

|x− a1|p1 · · · |x− an|pn
∼ 1

|x|p1+p2+···+pn

若要保证积分收敛必须有 p1 + p2 + · · ·+ pn > 1，又 x = ak为奇点，从而 0 < pk <

1 (k = 1, 2, · · · , n)
综上，当 p1 + p2 + · · ·+ pn > 1且 0 < p1, · · · , pn < 1时积分收敛，其它情况发散

4. 设 F (x) = ln

(
1 +

1

x

)
− 1

x+ 1
，则

F ′(x) =
1

(x+ 1)2
− x

x2(x+ 1)
=

−x
x2(x+ 1)2

< 0

即 F (x)在 (0,+∞)上单调递减，又 lim
x→+∞

F (x) = 0，F (x)在 (0,+∞)上恒大于 0，

即 ln

(
1 +

1

x

)
− 1

x+ 1
> 0，又 ln

(
1 +

1

x

)
≤ 1

x
，从而有

0 < ln

(
1 +

1

x

)
− 1

x+ 1
≤ 1

x(x+ 1)

积分

∫ +∞

a
ln

(
1 +

1

x

)
− 1

x+ 1
dx收敛，又 x = 0为奇点，

∫ a

0
ln

(
1 +

1

x

)
dx收敛，

从而可得

∫ +∞

0
ln

(
1 +

1

x

)
− 1

x+ 1
dx收敛
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12.2 广义积分的敛散性判别法

5.
∫ +∞

0

x

1 + x4 sin2 x
dx 的敛散性和级数

∞∑
n=0

∫ nπ+π

nπ

x

1 + x4 sin2 x
dx 相同，从而只需

考虑该无穷级数的敛散性

我们有∫ nπ+π

nπ

x

1 + x4 sinx
dx

x−nπ=t
=======

∫ π

0

t+ nπ

1 + (t+ nπ)4 sin2 t
dt ⩾

∫ π

0

nπ

1 + (π + nπ)4t2
dt∫ π

0

nπ

1 + (nπ + π)4t2
dt =

nπ

(nπ + π)2

∫ π

0

d(π + nπ)2t

1 + (π + nπ)4t2
=

nπ

(π + nπ)2
·arctan

[
π3(1 + n)2

]
从而可知

∫ π

0

nπ

1 + (π + nπ)4t2
dt ∼ 1

n
，而

∞∑
n=1

1

n
发散，故

∫ +∞

0

x

1 + x4 sin2 x
dx发

散

6.

F (a) =

∫ +∞

0

∣∣∣∣t2 − 1

t2

∣∣∣∣a dt = ∫ +∞

0

∣∣t4 − 1
∣∣a

t2a
dt

当 t→ 0时，

∣∣t4 − 1
∣∣a

t2a
∼ 1

t2a
故当 a <

1

2
时，

∫ A

0

∣∣t4 − 1
∣∣a

t2a
dt收敛

当 t→ +∞时， |t4 − 1|a

t2a
∼ t2a，故当 a < −1

2
时，

∫ +∞

4

∣∣t4 − 1
∣∣a

t2a
dt收敛

当 t→ 1时，

∣∣∣∣t2 − 1

t2

∣∣∣∣a ∼ |t− 1|a，当 a > −1积分收敛

综上，定义域为

(
−1,−1

2

)
7. 由 f ′ ∈ C[0, 1]且 f ′ > 0可知 ∀x ∈ [0, 1]有 0 < m ≤ f ′(x) ≤M，故

f(x)− f(0)

xp
=
f ′(ξ)

xp−1
ξ ∈ [0, x]

即
m

xp−1
⩽ f(x)− f(0)

xp
⩽ M

xp−1

从而可得当 p < 2时积分收敛，当 p > 2积分发散

8. (1)由
∫ +∞

a
f(x)dx条件收敛可知

∫ +∞

a
f(x)dx收敛，

∫ +∞

a
|f |dx发散，所以容易

得到

∫ +∞

a
f ± |f |dx发散

(2) ∫ x

a
fdx =

1

2

∫ x

a
f + |f |dx+

1

2

∫ x

a
f − |f |dx

由

∫ +∞

a
f ± |f |dx 发散可知 lim

x→+∞

∫ x

0
|f | − fdx = +∞，又 lim

x→+∞

∫ x

a
f(x)dx =∫ +∞

a
f(x)dx，可得

lim
x→+∞

(∫ x
a |f |+ fdx∫ x
a |f | − fdx

− 1

)
= lim

x→+∞

∫ x
a fdx∫ x

a |f | − fdx
= 0

即

lim
x→+∞

∫ x
a |f |+ fdx∫ x
a |f | − fdx

= 1
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12.3 广义积分的计算

9. ∫ x

a
f ′(x) sin2 xdx = f(x) sin2 x

∣∣x
a
− 2

∫ x

a
sinx cosxf(x)dx

= f(x) sin2 x− f(a) sin2 a−
∫ x

a
sin 2xf(x)dx

由题意可得 f(x)当 x → +∞时，f(x)单调递减趋于 0，又
∫ x

a
sin 2xdx有界，从

而可知

∫ +∞

a
f(x) sin 2xdx收敛，即 lim

x→+∞

∫ x

0
f(x) sin 2xdx存在

又 lim
x→+∞

f(x) = 0，可得 lim
x→+∞

f(x) sin2 x = 0，得

lim
x→+∞

∫ x

0
f ′(x) sin2 xdx = −f(a) sin2 a−

∫ +∞

0
sin 2x · f(x)dx

即

∫ +∞

a
f ′(x) sin2 xdx收敛

10. ∫ x

a
f(x)g′(x)dx = f(x)g(x)− f(a)g(a)−

∫ x

a
g(x)f ′(x)dx

又 g(x)在 [a,+∞)上有界，即 |g(x)| ⩽M 在 [a,+∞)上恒成立

已知 f ′(x)非负，故∫ x

a

∣∣g(x)f ′(x)∣∣ dx ≤M

∫ x

a
f ′(x)dx =M(f(x)− f(a))

又 lim
x→+∞

f(x) = 0，可知

∫ +∞

a
g(x)f ′(x)dx 收敛，因为 g(x) 在 [a,+∞) 上有界，

lim
x→+∞

f(x) = 0，则 lim
x→+∞

f(x)g(x) = 0所以

lim
x→+∞

∫ x

0
f(x)g′(x)dx = −f(a)g(a)−

∫ +∞

a
g(x)f ′(x)dx

即

∫ +∞

a
f(x)g′(x)dx收敛

12.3 广义积分的计算

12.3.1 练习题

1. (1)由 ∫ +∞

0
f(x)dx

x=tan t
======

∫ π
2

0

f(tan t)

cos2 t
dt

可得若
f(tan t)

cos2 t
关于

π

4
为奇函数则原积分为 0

(2)由命题 10.4.5即证

2. (1)由∫ +∞

0
e−x| sinx|dx =

+∞∑
k=0

e−kπ

∫ π

0
e−x| sinx|dx =

eπ

eπ − 1

∫ π

0
e−x sinxdx∫ π

0
e−x sinxdx = − e−x cosx

∣∣π
0
−
∫ π

0
e−x cosxdx = 1 + e−π −

∫ π

0
e−x sinxdx
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可得

∫ +∞

0
ex| sinx|dx =

eπ + 1

2 (eπ − 1)
(2)∫ +∞

1

dx

ex+1 + e3−x
=

∫ +∞

1

d (ex)

e2x+1 + e3
=

1

e

∫ +∞

e

dt

t2 + e2
=

1

e2

∫ +∞

1

dt

t2 + 1
=

π

4e2

(3)令 x = a+ (b− a) sin2 t, t ∈
[
0,
π

2

]
可得∫ b

a

dx√
(x− a)(b− x)

=

∫ π
2

0
2dt = π

(4)令 x = tan θ则

In−1 =

∫ +∞

0

dx

(1 + x2)n
=

∫ π
2

0
cos2n−2 θdθ

分部积分可得 I0 =
π

2
, In =

2n− 1

2n
In−1，故 In−1 =

(2n− 2)!!π

2(2n− 1)!!
(5)∫ 1

0
xn lnm

1

x
dx =

∫ +∞

0
e−nttmd

(
e−t
)
=

(
1

n+ 1

)m ∫ +∞

0
e−yymdy =

m!

(n+ 1)m+1

(6)令 x = tan t则 ∫ +∞

0

sin
(
x− 1

x

)
x

dx = −
∫ π

2

0

2 sin
(
2 cos 2t
sin 2t

)
sin 2t

dt

令 g(t) =
2 sin

(
2 cos 2t
sin 2t

)
sin 2t

则在
(
0,
π

2

)
上有

g
(π
2
− θ
)
= −g(θ)

由本练习题的第一题可得

∫ +∞

0

sin
(
x− 1

x

)
x

dx = 0

(7) ∫ +∞

0

lnx

(x2 + 1) (x2 + 4)
dx =

1

3

∫ +∞

0

lnx

x2 + 1
dx− 1

3

∫ +∞

0

lnx

x2 + 4
dx

=
1

6

∫ +∞

0

lnx

x2 + 1
dx− 1

3

ln 2

2

∫ +∞

0

1

t2 + 1
dt

= −π ln 2
12

+
1

6

∫ +∞

−∞

tetdt

e2t + 1
= −π ln 2

12

(8) ∫ 1

−1

d

dx

(
1

1 + 2
1
x

)
dx =

∫ 0

−1

d

dx

(
1

1 + 2
1
x

)
dx+

∫ 1

0

d

dx

(
1

1 + 2
1
x

)
dx

=

(
1

1 + 2
1
x

)∣∣∣∣0−
−1

+

(
1

1 + 2
1
x

)∣∣∣∣1
0+

=
2

3

3. (1)由于 ∫ π
2

0
ln tanxdx =

∫ π
2

0
ln sinxdx−

∫ π
2

0
ln cosxdx

又 ∫ π
2

0
ln cosx

x=π
2
−t

======

∫ π
2

0
ln sin tdt
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故

∫ π
2

0
ln tanxdx = 0

(2) ∫ 1

0

lnx√
1− x2

dx
x=sin t
======

∫ π
2

0
ln sin tdt = −π

2
ln 2

(3) ∫ 1

0

arcsinx

x
dx = lnx · arcsinx|10 −

∫ 1

0

lnx√
1− x2

dx =
π

2
ln 2

(4) ∫ π
2

0
x cotxdx = x ln sinx|

π
2
0 −

∫ π

0
ln sinxdx =

π

2
ln 2

(5)由于 ∫ π

0
x ln sinxdx =

∫ π
2

0
x ln sinxdx+

∫ π

π
2

x ln sinxdx

又 ∫ π

π
2

x ln sinxdx
x=π−t
======

∫ π
2

0
(π − t) ln sin tdt

故 ∫ π

0
x ln sinxdx = π

∫ π
2

0
ln sinxdx = −π

2

2
ln 2

(6)cosx = 1− 2 sin2
x

2
则∫ π

0

x sinx

1− cosx
dx =

∫ π

0

x sin x
2 cos

x
2

sin2 x
2

dx =

∫ π

0
x
cos x

2

sin x
2

dx

令 x = 2t则

原式 = 4

∫ π
2

0
t cot tdt = 2π ln 2

(7)令 ex = t则 ∫ +∞

0

x√
e2x − 1

dx =

∫ +∞

1

ln t

t
√
t2 − 1

dt

令 t =
1

θ
则

原式 =

∫ 1

0

ln θ√
1− θ2

dθ =
π

2
ln 2

(8)若 a ̸= 0则∫ π
2

0
ln
∣∣sin2 x− a2

∣∣ dx =

∫ π
2

0
ln | sinx− |a||dx+

∫ π
2

0
ln | sinx+ |a||dx

=
1

2

∫ π
2

0
ln(sinx− |a|)2dx+

1

2

∫ π
2

0
ln (sinx+ |a|)2 dx

= 2

∫ π
2

0
ln sinxdx+ π ln |a|

= π ln |a| − π ln 2 = π ln
|a|
2

若 a = 0则原式 = 2

∫ π
2

0
ln sinxdx = −π ln 2
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4. (1)取 f(x) = arctanx则原式 = (f(0)− f(+∞)) ln
b

a
= −π

2
ln
b

a

(2)取 f(x) = e−x则原式 = (f(0)− f(+∞)) ln
b

a
= ln

b

a

(3)取 f(x) = cosx则原式 = f(0) ln
b

a
= ln

b

a

(4)由于 sinα sinβ =
1

2
(cos(α+ β)− cos(α− β))则∫ +∞

0

sin ax sin bx

x
dx =

1

2

∫ +∞

0

cos(a+ b)x− cos(a− b)x

x
dx

=
1

2
ln

|a− b|
a+ b

(5)取 x = e−t则∫ 1

0

xa−1 − xb−1

lnx
dx = −

∫ +∞

0

e−at − e−bt

t
dt = − ln

b

a

(6)∫ +∞

0

b sin ax− a sin bx

x2
dx = − b sin ax− a sin bx

x

∣∣∣∣+∞

0

+ ab

∫ +∞

0

cos ax− cos bx

x
dx

= ln
b

a

5. (1)对 I =

∫ +∞

0
sin2 xd(−1/x)作分部积分 ,可知

I = − sin2 x

x

∣∣∣∣+∞

0

+ 2

∫ +∞

0

sinx cosx

x
dx

=

∫ +∞

0

sin 2x

x
dx

t=2x
=====

∫ +∞

0

sin t

t
dt =

π

2

(2)应用公式 sin4 x = sin2 x
(
1− cos2 x

)
.我们有

I =

∫ +∞

0

sin2 x

x2
dx− 1

2

∫ +∞

0

sin2(2x)

(2x)2
d(2x) =

π

2
− π

4
=
π

4

(3)由 sin4 x =
1

4
(1− cos 2x)2 =

1

8
(3− 4 cos 2x+ cos 4x)则∫ +∞

0

3− 4 cos 2x+ cos 4x

x4
dx = − 3− 4 cos 2x+ cos 4x

3x3

∣∣∣∣+∞

0

+
4

3

∫ +∞

0

2 sin 2x− sin 4x

x3
dx

=
4

3

∫ +∞

0

2 sin 2x− sin 4x

x3
dx

= · · · ·

=
16

3

∫ +∞

0

sinx

x
dx =

8π

3

故

∫ +∞

0

sin4 x

x4
dx =

π

3
(4) ∫ +∞

0

x− sinx

x3
dx = − x− sinx

2x2

∣∣∣∣+∞

0

+

∫ +∞

0

sin2 x
2

x2
dx =

π

4
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(5) ∫ +∞

−∞

sinx

x(x− π)
dx =

1

π

∫ +∞

−∞

sinx

x− π
dx− 1

π

∫ +∞

−∞

sinx

x
dx

令 x = π + t则 ∫ +∞

−∞

sinx

x− π
dx = −

∫ +∞

−∞

sin t

t
dt

故原式 = 0

(6)令 x =
√
t则 ∫ +∞

0

sinx2

x
dx =

1

2

∫ +∞

0

sin t

t
dt =

π

4

6. (1)∫ +∞

0

e−x2(
x2 + 1

2

)2dx =

∫ +∞

0

4e−x2

(2x2 + 1)2
dx

x= 1
t==== 4

∫ 0

+∞

e−
1
t2 t4

(2 + t2)2

(
− 1

t2

)
dt = 2

∫ +∞

0
te−

1
t2
d
(
2 + t2

)
(2 + t2)2

= −2

[
t

t2 + 2
e−

1
t2

∣∣∣∣+∞

0

−
∫ +∞

0

1

t2 + 2

(
1 +

2

t2

)
e−

1
t2 dt

]

= 2

∫ +∞

0

e−
1
t2

t2
dt

1
t2

=s
=====

∫ +∞

0
e−ss−

1
2ds = Γ

(
1

2

)
=

√
π

(2)由下面一题可知∫ +∞

0
e−a2x2− b2

x2 dx = e2ab
∫ +∞

0
e−(ax+

b
x)

2

dx =

√
π

2a
e−2ab

7. 令 ax− b/x = t,则 (x > 0)ax+ b/x =
√
t2 + 4ab.从而知

x = (t+
√
t2 + 4ab)/2a, dx = (t+

√
t2 + 4ab)/2a

√
t2 + 4abdt

代人原式可得∫ +∞

0
f

(
ax+

b

x

)
dx =

1

2a

∫ +∞

−∞
f(
√
t2 + 4ab) · t+

√
t2 + 4ab√

t2 + 4ab
dt

=
1

2a

(∫ 0

−∞
+

∫ +∞

0

)
f(
√
t2 + 4ab)

t+
√
t2 + 4ab√

t2 + 4ab
dt

=
1

2a

∫ +∞

0
f(
√
t2 + 4ab)

√
t2 + 4ab− t√
t2 + 4ab

dt+
1

2a

∫ +∞

0
f(
√
t2 + 4ab)

√
t2 + 4ab+ t√
t2 + 4ab

dt

=
1

2a

∫ +∞

0
f(
√
t2 + 4ab)

2
√
t2 + 4ab√
t2 + 4ba

dt

=
1

a

∫ +∞

0
f(
√
t2 + 4ab)dt
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12.4 广义积分的特殊性质

12.4.1 练习题

1. 由题设知，存在极限 lim
A→+∞

∫ A

a
f ′(x)dx = lim

A→+∞
[f(A)− f(a)],即存在 lim

x→+∞
f(x).

设 lim
x→+∞

f(x) = l.

若 l ̸= 0, 不妨假定 l > 0, 则存在 X : X > a, 使得 f(x) > l/2(x > X ). 此时有

lim
A→+∞

∫ A

X
f(x)dx ⩾ lim

A→+∞

l

2
(A−X) = +∞,矛盾. 证毕.

2. 导函数有界说明一致连续

存在 δ > 0,使得∣∣f (x′)− f
(
x′′
)∣∣ < 1

(
x′, x′′ ∈ [a,∞);

∣∣x′ − x′′
∣∣ < δ

)
若 f(x)无界,则存在 {xn} : xn → +∞(n → ∞),且有 xn+1 > xn + δ, |f (xn)| ⩾ n

(n = 1, 2, · · · ).从而得∣∣∣∣∫ xn

a
f(t)dt

∣∣∣∣ ⩾
∣∣∣∣∣
∫ xn

xn−δ/2
f(t)dt

∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣
∫ xn−δ/2

a
f(t)dt

∣∣∣∣∣
⩾
∣∣∣∣∣
∫ xn

xn−δ/2
f(t)dt

∣∣∣∣∣−M ⩾ (|f (xn)| − 1)
δ

2
−M ⩾ (n− 1)

δ

2
−M

这与题设矛盾. 证毕。

3. 考虑 f(x) =
1

x lnx
4. lim

x→+∞
xf(x) = 0，如果不等于 0，不妨设 lim

x→+∞
xf(x) = m > 0,则对于充分大的 x

可知 f(x) >
m

2x
可得

∫ +∞

a
f(x)dx发散矛盾，故 lim

x→+∞
xf(x) = 0

不妨设 f(x) ≥ 0，则∫ x

√
x
f(t)dt =

∫ x

√
x
tf(t)

dt

t
⩾ xf(x)

∫ x

√
x

dt

t

= xf(x)[lnx− ln
√
x] =

1

2
xf(x) lnx

所以令 x→ +∞即可得 lim
x→+∞

xf(x) lnx = 0

5. 考虑

f(ξn) =

∫ n+1

n
f(x)dx→ 0, n→ +∞

则

f ′(xn) =
f(ξn+2)− f(ξn)

ξn+2 − ξn

6. 考虑 f(x) =
sinx

x
在 [0,+∞)上，可知条件收敛结论是不成立的，考虑∫ 2k+1

2k
|f(x)|dx = 2k|f(ξn)| → 0, k → +∞

可知

ξn|f(ξn)| ≤ 2k+1|f(ξn)| = 2 · 2k|f(ξn)| → 0, k → +∞
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12.5 对于教学的建议

12.5.1 第一组参考题

1. ∫ +∞

0

dx

(1 + x2) (1 + xα)
=

∫ 1

0

dx

(1 + x2) (1 + xα)
+

∫ +∞

1

dx

(1 + x2) (1 + xα)

=

∫ +∞

1

xαdx

(1 + x2) (1 + xα)
+

∫ +∞

1

dx

(1 + x2) (1 + xα)
=
π

4

(1)
∫ +∞

0

dx

(1 + x2) (1 + x6)
=
π

4

(2)
∫ π

2

0

dx

1 + tan100 x
=

∫ +∞

0

dx

(1 + x2) (1 + x100)
=
π

4
2. 记 I 为相应的积分值可得

(1)
1

29
=

∫ +∞

1

x30

x60
dx < I <

∫ +∞

1

(
1

x60
+
x30

x60

)
dx =

1

29
+

1

59

(2)A =

∫ 2

0

dx√
4− x2

=
π

2
,
π

10
=
A

5
< I <

A

4
=
π

4

(3)
1

30
<

1

24
=

∫ +∞

2

1

x4
dx

∫
< I <

∫ +∞

2
x−

7
2dx =

√
2

20

(4)− 1

10000
= −

∫ +∞

0

xe−x

10000
dx < −

∫ +∞

0

xe−x

100(x+ 100)
dx = I −

∫ +∞

0

e−x

100
dx < 0

3. 对于任意 ϵ > 0,由于 |f |p在 (−∞,+∞)上可积，可得存在 R > 0, s.t.∫ +∞

R
|f |p +

∫ −R

−∞
|f |p < ϵ

记 lim
h→0

∫ R

−R
|f(x)− f(x+ h)|pdx = 0,存在 h1 > 0, s.t.∫ R

−R
|f(x)− f(x+ h)|pdx < ϵ, ∀h, 0 < h < h1

由于 ∫ +∞

R
|f(x+ h)− f(x)|pdx < C

∫ +∞

R
|f(x+ h)− f(x)|dx < Cϵ

由Minkowski不等式知 C 是一个只依赖 p的常数，因此∫ +∞

−∞
|f(x+ h)− f(x)|pdx < (1 + 2C)ϵ,∀0 < h < h1

故

lim
h→+∞

∫ +∞

−∞
|f(x+ h)− f(x)|pdx = 0

4. 由于∣∣∣∣∫ +∞

−∞
f(x)g(x+ t)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ +∞

−∞
|f(x)g(x+ t)|dx

≤
(∫ +∞

−∞
|f(x)|pdx

)1/p(∫ +∞

−∞
|g(x+ t)|p/(p−1)

)1−1/p

故原广义积分收敛
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由于

lim
h→0

|I(t+ h)− I(h)| = lim
h→0

∣∣∣∣∫ +∞

−∞
(f(x+ t+ h)− f(x+ t))g(x)dx

∣∣∣∣
≤ lim

h→0

(∫ +∞

−∞
|f(x+ t)− f(x+ t+ h)|pdx

)1/p(∫ +∞

−∞
gp/(p−1)dx

)(p−1)/p

= 0

最后一个极限等于零由上一题可知。

5. ⇒:

∫ +∞

a
f(x)dx收敛, f > 0, f 单调递减⇒ lim

x→+∞
xf(x) = 0,因此

lim
R→+∞

∫ R

a
xf ′(x)dx = lim

R→+∞

(
Rf(R)− af(a)−

∫ R

a
f(x)dx

)
收敛.

⇐:

∫ +∞

a
xf ′(x)dx收敛⇒ ∀ϵ > 0, ∃R > 0, s.t∣∣∣∣∫ R2

R1

xf ′(x)dx

∣∣∣∣ < ϵ, ∀R < R1 < R2

由

|f (R1)− f (R2)| =
∣∣∣∣∫ R2

R1

f ′(x)dx

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣1ζ
∫ R2

R1

xf ′(x)dx

∣∣∣∣ < 1

ζ
ϵ <

ϵ

R1

其中 ζ ∈ [R1, R2]

可得

f (R1)− f (R2) <
ϵ

R1

又 lim
R2→+∞

f (R2) = 0可得

R1f (R1) < ϵ

又因为

lim
R→+∞

∫ R

a
xf ′(x)dx = lim

R→+∞

(
Rf(R)− af(a)−

∫ R

a
f(x)dx

)
可得

∫ +∞

a
f(x)dx收敛

6. 对于充分大的 x，当 p < −1时有

f(x) < x−
p+1
2

所以原广义积分收敛

当 p > −1时有

f(x) > x−
p+1
2

故原广义积分发散

7. ∫ +∞

1

(
1

[x]
− 1

x

)
dx =

+∞∑
n=1

(
1

n
− ln

n+ 1

n

)
= lim

n→+∞

(
n∑

k=1

1

k
− ln(n+ 1)

)
= γ

8. 由 (
1− sinx

x

)− 1
3

− 1 = −sinx

3x
+O

(
x−2

)
, (x→ 0)
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故原级数条件收敛但不绝对收敛

9. (1)当 p ≥ q − 1，原级数发散；

当 p < q − 1有∫ +∞

0

xp

1 + xq| sinx|r
dx =

+∞∑
k=0

∫ π

0

(kπ + t)

1 + (kπ + t)q| sin t|r
dt

可得∫ π

0

(kπ + t)p

1 + (kπ + t)q| sin t|r
dt ≤ (k+1)π

∫ π

0

dx

1 + (kπ)q
(
2
πx
)r =

c(k + 1)

k
q
r

∫ 2k
q
r π

q
r

0

dx

1 + xr

可知

C1
kp

k
q
r

∫ k
q
r

0

dx

1 + xr
≤
∫ π

0

(kπ + t)p

1 + (kπ + t)q| sin t|r
dt ≤ C2

kp

k
q
r

∫ k
q
r

0

dx

1 + xr

若 r > 1,
∫ A

0

dx

1 + xr
有界若 r ≤ 1，则∫ A

0

dx

1 + xr
∼ A1−r(r < 1)或 lnA(r = 1)

由于 q > p+ 1故原广义积分收敛当且仅当 q > (p+ 1)r

(2)原广义积分收敛可得 p > 0又因为∫ 1

0

sinx cos 1
x

xp
dx =

∫ +∞

1

sin 1
y cos y

y2−p
dy

且

sin
1

y
∼ 1

y
, cos

1

x
→ 1, x→ +∞

可得 p < 3，再由 Dirichlet判别法可得当 0 < p < 3时条件收敛，当 1 < p < 2时绝

对收敛

10. 不妨设 f 是单调递减的。对于充分大的 k，和任意的 ϵ可得∫ (12k+5)π
6p

(12k+1)π
6p

f(x) sin pxdx < ϵ

故 lim
x→+∞

f(x) = 0

任意给定 ϵ > 0.由 Riemann引理可知

lim
p→+∞

∫ A

0
f(x) sin pxdx = 0,∀A > 0

对于充分大的 R, 0 < f(x) < ϵ可得∣∣∣∣∫ R+t

R
f(x) sin pxdx

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣f(R) ∫ ξ

R
sin pxdx

∣∣∣∣ < 2ϵ⇒
∣∣∣∣∫ +∞

R
f(x) sin pxdx

∣∣∣∣ < 2ϵ.

故

lim
p→+∞

∫ +∞

0
f(x) sin pxdx = 0

11. ∀ϵ > 0,对于充分大的 n,有
∣∣∣f (x

n

)
− f(0)

∣∣∣ < ϵ可得∣∣∣∣∣
∫ √

n

0
f
(x
n

)
ϕ(x)dx−

∫ √
n

0
f(0)ϕ(x)dx

∣∣∣∣∣ < ϵ

∫ +∞

0
|ϕ(x)|dx

253



微
信
公
众
号
：
顺
数
人

12.5 对于教学的建议

可得 ∣∣∣∣∣ lim
n→+∞

∫ √
n

0
f
(x
n

)
ϕ(x)dx− lim

n→+∞

∫ √
n

0
f(0)ϕ(x)dx

∣∣∣∣∣ < ϵ

∫ +∞

0
|ϕ(x)|dx

由 ϵ的任意性可得

lim
n→∞

∫ √
n

0
f
(x
n

)
ϕ(x)dx = f(0)

∫ +∞

0
ϕ(x)dx

12. 我们将证明对于在 (−∞,+∞)上绝对可积的 f 和周期为 T > 0的连续函数 g有

lim
p→+∞

∫ +∞

−∞
f(x)g(px)dx =

1

T

∫ +∞

−∞
f(x)dx

∫ T

0
g(x)dx

由此由此可推出 (1), (2).由例题 10.2.7 (Riemann定理)可知

lim
p→+∞

∫ b

a
f(x)g(px)dx =

1

T

∫ T

0
g(x)dx

∫ b

a
f(x)dx

因为 f 绝对可积且 g有界，可得∣∣∣∣∫ +∞

−∞
f(x)g(px)dx−

∫ +A

−A
f(x)g(px)dx

∣∣∣∣ < M

∫ −A

−∞
|f(x)|dx+M

∫ +∞

A
|f(x)|dx < 2Mϵ,

对于充分大的 A有

lim
p→+∞

∣∣∣∣∫ +∞

−∞
f(x)g(px)dx−

∫ A

−A
f(x)g(px)dx

∣∣∣∣ < 2Mϵ

故 ∣∣∣∣ lim
p→+∞

∫ +∞

−∞
f(x)g(px)dx− 1

T

∫ +A

−A
f(x)dx

∫ T

0
g(x)dx

∣∣∣∣ < 2Mϵ

可得∣∣∣∣ lim
p→+∞

∫ +∞

−∞
f(x)g(px)dx− 1

T

∫ T

0
g(x)dx

∫ +∞

−∞
f(x)dx

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣ lim
p→+∞

∫ +∞

−∞
f(x)g(px)dx− 1

T

∫ +A

−A
f(x)dx

∫ T

0
g(x)dx

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣ 1T
∫ +∞

−∞
f(x)dx

∫ T

0
g(x)dx− 1

T

∫ +A

−A
f(x)dx

∫ T

0
g(x)dx

∣∣∣∣ < 2Mϵ+Mϵ = 3Mϵ.

可得

lim
p→+∞

∫ +∞

−∞
f(x)g(px)dx =

1

T

∫ +∞

−∞
f(x)dx

∫ T

0
g(x)dx

13. 不妨设 f(x)单调递减且 f ≥ 0,我们证明∫ b

a
f(x)g(x)dx = f

(
a+
) ∫ ξ

a
g(x)dx

设 m = inf
A∈[a,b]

∫ A

a
g(x)dx,M = sup

A∈[a,b]

∫ A

0
g(x)dx. 积分是收敛的，故 ∃A1, A2 ∈

[a, b],m =

∫ A1

a
g(x)dx,M =

∫ A2

a
g(x)dx,我们需要证明

mf
(
a+
)
≤
∫ b

a
fgdx ≤Mf

(
a+
)
.

因为

mf
(
a+
)
≤
∫ b+δ

a−δ
f(x)g(x)dx ≤Mf

(
a+
)
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由积分的收敛性可知

mf
(
a+
)
≤
∫ b

a
f(x)g(x)dx ≤Mf

(
a+
)

A1, A2的存在性可以保证 ξ的存在性

14. 取 f(x) =
1

x
, g(x) = f(x)代入上题中

15. 任意的 ϵ > 0,存在 A > 0, s.t.
1

A

∫ +∞

a
f(x)2dx < ϵ2.任意 A2 > A1 > 0有(∫ A2

A1

f(x)

x
dx

)2

≤
∫ A2

A1

f2(x)dx

∫ A2

A1

1

x2
dx ≤ 1

A1

∫ +∞

A1

f2(x)dx < ϵ2

可知

∫ +∞

a

f(x)

x
dx收敛

16. (1)由 tx−1e−t = O
(
e−

t
2

)
和 x > 0, tx−1e−t = O

(
tx−1

)
可得原积分收敛

(2)
∫ +∞

0
tx−1e−tdt =

1

x

∫ +∞

0
e−tdtx =

1

x
e−ttx

∣∣∣∣+∞

0

+
1

x

∫ +∞

0
txe−tdt =

1

x
Γ(x+ 1)

(3)由 (2)可得

(4)Γ
(
1

2

)
=

∫ +∞

0
t−

1
2 e−tdt = 2

∫ +∞

0
e−td

(
1√
t

)
= 2

∫ +∞

0
e−t2dt =

√
π

12.5.2 第二组参考题

1. 不等式易证由

1− x2 ≤ e−x2 ≤ 1

1 + x2

可得 ∫ 1

0

(
1− x2

)n
dx ≤

∫ +∞

0
e−nx2

dx ≤
∫ +∞

0

dx

(1 + x2)n
=

∫ π
2

0
cos2n−2 xdx

而∫ 1

0

(
1− x2

)n
dx =

∫ π
2

0
cos2n+1 xdx =

(2n)!!

(2n+ 1)!!
,

∫ 1

0
cos2n−2 xdx =

(2n− 3)!!

(2n− 2)!!

π

2

故由Wallis公式可得 ∫ +∞

0
e−x2

dx =

√
π

2

2. 由

g(x) =

∫ +∞

x
e−

t2

2 dt− e−
x2

2 · 1
x
, g′(x) = e−

x2

2

(
−1 +

1

x2
+ 1

)
> 0

可知 g(x)单调递增且 g(x) < g(+∞) = 0

由

h(x) =

∫ +∞

x
e−

t2

2 dt− e−
x2

2 · x

x2 + 1
, h′(x) = e−

x2

2

(
− 2

(x2 + 1)2

)
< 0

可知 h(x)单调递减且 h(x) > h(+∞) = 0

3. 由 L’Hospital法则

lim
x→0+

g2(x)

x
= lim

x→0+
2g(x)f(x) = 0
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故对于 A > 0,由分部积分∫ A

0

g2(x)

x2
dx =

∫ A

0
g2(x)d

(
−1

x

)
= −g

2(A)

A
+ 2

∫ A

0

f(x)g(x)

x
dx

而由 Schwarz不等式[∫ A

0

f(x)g(x)

x
dx

]2
≤
[∫ A

0

g2(x)

x2
dx

] [∫ A

0
f2(x)dx

]
故 [∫ A

0

g2(x)

x2
dx+

g2(A)

A

]2
≤ 4

[∫ A

0

g2(x)

x2
dx

] [∫ A

0
f2(x)dx

]
又 f 在 [0,+∞)上平方可积,故两边取上极限[

lim
A→+∞

sup

∫ A

0

g2(x)

x2
dx

]2
≤ 4

∫ +∞

0
f2(x)dx

[
lim

A→+∞
sup

∫ A

0

g2(x)

x2
dx

]
lim

A→∞
sup

∫ A

0

g2(x)

x2
dx = 0,则

∫ +∞

0

g2(x)

x2
dx = 0,显然结论成立

若 lim
A→∞

sup

∫ A

0

g2(x)

x2
dx ̸= 0,则

lim
A→∞

sup

∫ A

0

g2(x)

x2
dx ≤ 4

∫ +∞

0
f2(x)dx

即 lim
A→+∞

sup

∫ A

0

g2(x)

x2
dx有界,由单调有界定理知

g(x)

x
在 [0,+∞)上平方可积,且∫ +∞

0

g2(x)

x2
dx ≤ 4

∫ +∞

0
f2(x)dx

4. 由 f2(x)+
(
f ′′(x)

)2 ⩾ 2
∣∣f(x)f ′′(x)∣∣可知 ,

∫ +∞

a
f(x)f ′′(x)dx收敛. 由

∫ +∞

a
f2(x)dx

收敛以及 f2(x) − f2(a) = 2

∫ x

a
f(t)f ′(t)dt 可知, 不可能有 f(x)f ′(x) → +∞ (

x→ +∞ ). 从而根据∫ x

a
f(t)f ′′(t)dt = f(x)f ′(x)− f(a)f ′(a)−

∫ x

a

[
f ′(t)

]2
dt

可选取一个趋于正无穷的数列 {xn}使得 f(xn)f
′(xn)有界,可得

∫ xn

a

[
f ′(t)

]2
dt有

界，可知 lim
x→+∞

∫ x

a

[
f ′(t)

]2
dt存在。

5. (1)由 ∫ A

0
f2dx = xf2(x)

∣∣A
0
− 2

∫ A

0
xf(x)f ′(x)dx

由柯西不等式知 ∫ A

0
xf(x)f ′(x)dx

收敛，由于

∫ A

0
f2dx是关于A的递增函数，只需找到一个趋于正无穷的数列 {xn}，

使得 xnf
2(xn)有界此时

∫ xn

0
f2dx有界故

∫ +∞

0
f2dx存在

如果存在m > 0使得 xf2(x) > m则 x2f2(x) > mx与 xf(x)平方收敛矛盾。故存

在这样的 {xn}，使得 xnf
2(xn)有界
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所以 f 平方可积

(2)由 (1)的过程可知存在趋于正无穷的 {xn}使得 xnf
2(xn)趋于 0，故∫ +∞

0
f2dx = −2

∫ +∞

0
xf(x)f ′(x)dx

所以由柯西不等式知∫ +∞

0
f2(x)dx = −2

∫ A

0
xf(x)f ′(x)dx ⩽ 2

(∫ +∞

0
x2f2(x)dx

∫ +∞

0

(
f ′(x)

)2
dx

)1/2

(3)等号当且仅当 xf(x) = cf ′即 f(x) = ae−bx2
，b > 0

6. 积分下限是 0，而 b是正实数，导致
√
x− b在 (0, b)上无意义，这题我们跳过。

7. 利用复变函数里的柯西积分公式即得。

8. (1)由于 (2)包含 (1)的结论，我们只证 (2)

(2)令 ξ = e
iπ
2n 由上题可知∫ +∞

−∞

x2m

1 + x2n
= 2πi

n∑
k=1

ξ2m(2k−1)

2nξ(2n−1)(2k−1)
=

iπ

n

n∑
k=1

ξ(2m+1)(2k−1) =
iπ

n
ξ2m+1 1− ξ2n(2m+1)

1− ξ2(2m+1)
=
π

n
csc

π

n

(3)令 ξ = e
iπ
2n ,n为偶数，则∫ +∞

−∞

xn

x2n + 1
= 2πi

n∑
k=1

ξn(2k−1)

2nξ(2k−1)(2n−1)
=

iπ

n

n∑
k=1

ξ(n+1)(2k−1) =
iπ

n
ξn+1 1− ξ2n(n+1)

1− ξ2(n+1)
=
π

n
sec

π

2n

取 n = 50, 30可得我们想要的答案

9. 设

A =

∫ +∞

x
f(x)dx,B =

∫ +∞

x
xf(x)dx,C =

∫ +∞

x
x2f(x)dx

则由 Cauchy-Schwarz不等式可得

AC ≥ B2, (1−A)(1− C) ≥ B2, B ≥ xA

如果 A >
1

x2 + 1
,则

B >
x

1 + x2
, C >

x2

x2 + 1
⇒ (1−A)(1− C) <

x2

(1 + x2)2
< B2

矛盾，故 A ≤ 1

1 + x2
(1)和 (2)都是 A ≤ 1

1 + x2
的推论

10. 设 x > 0, k = [x/p]则

[x/p]∑
n=−[x/p]

sin
(
n+ 1

2

)
pt

sin 1
2pt

sinxt

t
=

k∑
n=−k

cosnpt
sinxt

t
=

1

2

k∑
n=−k

sin npt+xt
2 − sin npt−xt

2

t
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由于 ∫ +∞

−∞

sin st

t
dt = sgn(s)π

则 ∫ +∞

−∞

[x/p]∑
n=−[x/p]

sin
(
n+ 1

2

)
pt

sin 1
2pt

dt =

1

2

k∑
n=−k

[sgn(np+ x)− sgn(np− x)]π = (2k + 1)π

可知等式对 x > 0成立，对 x < 0类似可得。
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