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一、15% 

解：记重物质量为𝑚，重力加速度为𝑔。 

（1）动能 

𝑇 =
1

2
(𝑀 +𝑚)𝑥̇2 −𝑚𝑥̇𝑢̇ cos𝜃 +𝑚𝑢̇2 

势能 
𝑉 = −𝑚𝑔𝑢 sin 𝜃 

 

拉氏函数 

𝐿 = 𝑇 − 𝑉 =
1

2
(𝑀 +𝑚)𝑥̇2 −𝑚𝑥̇𝑢̇ cos𝜃 +𝑚𝑢̇2 +𝑚𝑔𝑢 sin 𝜃 

动能 3分，势能 2分，拉氏函数 1分；共 6分 

（2）运动方程 

{
(𝑀 +𝑚)𝑥̈ −𝑚 cos𝜃 𝑢̈ = 0
2𝑚𝑢̈ − 𝑚 cos𝜃 𝑥̈ = 𝑚𝑔 sin 𝜃

 

每个方程 2分；共 4分 

（3）广义能量积分 

𝐻 = 𝑇 + 𝑉 =
1

2
(𝑀 +𝑚)𝑥̇2 −𝑚𝑥̇𝑢̇ cos𝜃 +𝑚𝑢̇2 −𝑚𝑔𝑢 sin 𝜃 

广义动量 
𝑝𝑥 = (𝑀 +𝑚)𝑥̇ − 𝑚𝑢̇ cos𝜃 

广义能量 3分，广义动量 2分；共 5分 

 

二、15% 

解：拉格朗日函数 

𝐿(𝑡, 𝑥⃗, 𝑥̇⃗) = 𝑚√𝑥̇⃗2 − 1− 𝑞(𝜙 − 𝐴 ⋅ 𝑥̇⃗) 

5分 

运动方程 

𝑑

𝑑𝑡
{𝑚

𝑥̇⃗

√𝑥̇⃗2 − 1
+ 𝑞𝐴} = 𝑞{−∇𝜙 + ∇(𝐴 ⋅ 𝑥̇⃗)} 

⟹𝑚{
𝑥̈⃗

√𝑥̇⃗2 − 1
−

𝑥̇⃗

(𝑥̇⃗2 − 1)
3 2⁄

𝑥̇⃗ ⋅ 𝑥̈⃗} = 𝑞(𝐸⃗⃗ + 𝑥̇⃗ ⋅ 𝐵⃗⃗), 

 𝐸⃗⃗ ≝ −∇𝜙 − 𝜕𝐴, 𝐵⃗⃗ ≝ ∇ × 𝐴 
10分 

 

三、20% 

解：（1） 

Δ(𝐿𝑑𝑡) = 𝐿 (𝑡′, 𝑟′, 𝜃′,
𝑑𝑟′

𝑑𝑡′
,
𝑑𝜃′

𝑑𝑡′
)𝑑𝑡′ − 𝐿𝑑𝑡 = 𝜖(−𝜇𝑘 + 2)𝑒𝜇𝑡 {𝑟̇2 + 𝑟2𝜃̇

2
− 𝜔2𝑟2}𝑑𝑡 

6分 

⟹ 𝑘 =
2

𝜇
 

4分 

 

（2）广义动量 

𝑝𝑟 = 2𝑒
𝜇𝑡𝑟̇, 𝑝

𝜃
= 2𝑒𝜇𝑡𝑟2𝜃̇ 

广义能量 

𝐻 = 𝑒𝜇𝑡 {𝑟̇2 + 𝑟2𝜃̇
2
+ 𝜔2𝑟2} 

所以诺特守恒量是 
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2

𝜇
𝑒𝜇𝑡 {𝑟̇2 + 𝑟2𝜃̇

2
+ 𝜔2𝑟2} + 2𝑒𝜇𝑡𝑟̇𝑟 

𝑝𝑟 , 𝑝𝜃 , 𝐻各 2分，守恒量 4分；共 10分 

 

四、20% 

解：（1）势能 

𝑉[𝑥, 𝑦] = ∫ {−𝜌𝐴𝑑𝜏 𝑔 𝑦(𝜏) +
1

2

𝐸𝐴

𝑑𝜏
(√𝑥̇2 + 𝑦̇2𝑑𝜏 − 𝑑𝜏)

2
}

𝑙

0

= ∫ {−𝜌𝐴𝑔𝑦 +
1

2
𝐸𝐴 (√𝑥̇2 + 𝑦̇2 − 1)

2
} 𝑑𝜏

𝑙

0

 

重力势能 3分，弹性势能 5分；共 8分 

（2）拉格朗日函数是 

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑥̇, 𝑦̇) = −𝜌𝐴𝑔𝑦 +
1

2
𝐸𝐴(√𝑥̇2 + 𝑦̇2 − 1)

2
 

由虚功原理 

δ𝑉 = 0 ⟹

{
 
 

 
 
𝑑

𝑑𝜏
[(1 −

1

√𝑥̇2 + 𝑦̇2
) 𝑥̇] = 0

𝑑

𝑑𝜏
[(1 −

1

√𝑥̇2 + 𝑦̇2
) 𝑦̇] =

𝜌𝑔

𝐸

 

会写方程 2分，表达式正确 4分；共 6分 

（3）首次积分 
𝜕𝐹

𝜕𝑥
= 0 ⟹

𝜕𝐹

𝜕𝑥̇
= 𝐸𝐴(1 −

1

√𝑥̇2 + 𝑦̇2
) 𝑥̇ = constant ⟹ (1 −

1

√𝑥̇2 + 𝑦̇2
) 𝑥̇ = 𝑐1 

𝜕𝐹

𝜕𝜏
= 0 ⟹

𝜕𝐹

𝜕𝑥̇
𝑥̇ +

𝜕𝐹

𝜕𝑦̇
𝑦̇ − 𝐹 = constant ⟹ (𝑥̇2 + 𝑦̇2) +

2𝜌𝑔

𝐸
𝑦 = 𝑐2 

广义动量 1分，广义动量表达式 1分；广义能量 2分，广义能量表达式 2分；共 6分 

 

五、30% 

解：（1）坐标、速度和加速度 

 

𝑥𝑖 = 𝑎∑sin𝜃𝑗

𝑖

𝑗=1

, 𝑦𝑖 = 𝑎∑cos𝜃𝑗

𝑖

𝑗=1

, 𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑛 

𝑥̇𝑖 = 𝑎∑𝜃̇𝑗 cos𝜃𝑗

𝑖

𝑗=1

, 𝑦̇𝑖 = −𝑎∑𝜃̇𝑗 sin 𝜃𝑗

𝑖

𝑗=1

 

𝑥̈𝑖 = 𝑎∑( 𝜃̈𝑗 cos 𝜃𝑗 − 𝜃̇𝑗
2 sin 𝜃𝑗)

𝑖

𝑗=1

, 𝑦̈𝑖 = −𝑎∑( 𝜃̈𝑗 sin 𝜃𝑗 + 𝜃̇𝑗
2 cos 𝜃𝑗)

𝑖

𝑗=1

 

每错一个扣 1分，扣完为止；共 4分 

（2）动能是 

𝑇 =
1

2
𝑚∑(𝑥̇𝑖

2 + 𝑦̇𝑖
2)

𝑛

𝑖=1

=
1

2
𝑚𝑎2∑∑∑𝜃̇𝑗𝜃̇𝑘 cos(𝜃𝑗 − 𝜃𝑘)

𝑖

𝑘=1

𝑖

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

 

势能 

𝑉 = −𝑚𝑔∑𝑦𝑖

𝑛

𝑖=1

= −𝑚𝑔𝑎∑∑cos𝜃𝑗

𝑖

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

= −𝑚𝑔𝑎∑(𝑛 + 1 − 𝑖) cos𝜃𝑖

𝑛

𝑖=1

 

动能 3分，势能 3分；共 6分 

（3）广义动量 

𝑡 = 0 ⟹ 𝜃𝑖(0) = 0 ⟹ cos(𝜃𝑗 − 𝜃𝑘) = 1 
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𝑝𝑙(𝑡 = 0) =
∂𝑇

𝜕𝜃̇𝑙
(𝑡 = 0) =

1

2
𝑚𝑎2∑∑∑(𝛿𝑗𝑙𝜃̇𝑘 + 𝜃̇𝑗𝛿𝑘𝑙)

𝑖

𝑘=1

𝑖

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

=
1

2
𝑚𝑎2∑(∑ℎ𝑙𝑖𝜃̇𝑘

𝑖

𝑘=1

+∑𝜃̇𝑗ℎ𝑙𝑖

𝑖

𝑗=1

)

𝑛

𝑖=1

= 𝑚𝑎2∑∑𝜃̇𝑗ℎ𝑙𝑖

𝑖

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

= 𝑚𝑎2∑∑𝜃̇𝑗

𝑖

𝑗=1

𝑛

𝑖=𝑙

 

其中ℎ𝑙𝑖定义为 

ℎ𝑙𝑖 ≝ {
1, 𝑙 ≤ 𝑖;
0, 𝑙 > 𝑖.

 

把组合系数写成矩阵，那么 

𝑝𝑖(𝑡 = 0) = 𝑚𝑎
2𝐴𝑖𝑗𝜃̇𝑗 

𝐴𝑖,𝑗 = (𝑛 + 1) −
1

2
(𝑖 + 𝑗) −

1

2
|𝑖 − 𝑗| 

4分 

（4）冲量 

𝐼1 = (𝐾, 0) (
𝜕𝑥1 𝜕𝜃1⁄

𝜕𝑦1 𝜕𝜃1⁄
) = (𝐾, 0) (

𝑎
0
) = 𝐾𝑎 

𝐼2 = (𝐾, 0) (
𝜕𝑥1 𝜕𝜃2⁄

𝜕𝑦1 𝜕𝜃2⁄
) = 0, 𝐼3 = 0,⋯ , 𝐼𝑛 = 0 

𝑛 = 3 → 𝐼1 = 𝐾𝑎, 𝐼2 = 0, 𝐼3 = 0 
每个冲量 1分，共 3分 

𝑡 = 0时有冲击力的拉格朗日方程给出 

𝑚𝑎2𝐴𝜃⃗
̇(0 +) = (𝐾𝑎, 0,⋯ ,0)𝑇 

𝑛 = 3 → 𝐴 = (
3 2 1
2 2 1
1 1 1

) 

方程的形式和表达式各 1分，共 2分 

解出 

𝜃⃗
̇ (0 +) =

1

𝑚𝑎2
𝐴−1(𝐾𝑎, 0,⋯ ,0)𝑇 

⟺ 𝜃̇1(0 +) =
𝐾

𝑚𝑎
, 𝜃̇2(0 +) = −

𝐾

𝑚𝑎
, 𝜃̇3(0 +) = 0, ⋯ , 𝜃̇𝑛(0 +) = 0 

这里的逆矩阵𝐴−1的矩阵元是 
(𝐴−1)𝑖𝑗 = 2𝛿𝑖,𝑗 − 𝛿𝑖,1𝛿𝑗,1 − 𝛿𝑖+1,𝑗 − 𝛿𝑖,𝑗+1 

𝑛 = 3 → 𝐴−1 = (
1 −1 0
−1 2 −1
0 −1 2

)⟹ 𝜃̇1(0 +) =
𝐾

𝑚𝑎
, 𝜃̇2(0 +) = −

𝐾

𝑚𝑎
, 𝜃̇3(0 +) = 0 

每个角速度 1分，共 3分 

（5）在打击后的瞬间，各小球受到作用力的水平分量是零， 

𝑥̈𝑖(0 +) = 0 ⟹ 𝑎∑( 𝜃̈𝑗 ⋅ 1 − 𝜃̇𝑗
2 ⋅ 0)

𝑖

𝑗=1

= 0 ⟹ 𝜃̈𝑖(0 +) = 0 

𝑛 = 3 → 𝜃̈𝑖(0 +) = 0, 𝑖 = 1,2,3. 
共 2分 

（6）当𝑡 = 0 +时， 

𝑦̈𝑖(0 +) = −𝑎∑( 𝜃̈𝑗 sin 𝜃𝑗 + 𝜃̇𝑗
2 cos𝜃𝑗)

𝑖

𝑗=1

= −𝑎∑𝜃̇𝑗
2

𝑖

𝑗=1

 

垂直方向的牛顿方程： 

−𝑇1 + 𝑇2 +𝑚𝑔 = 𝑚𝑦̈1(0 +) = −𝑚𝑎𝜃̇1
2(0 +) = −𝑚𝑎 (

𝐾

𝑚𝑎
)
2

= −
𝐾2

𝑚𝑎
 

−𝑇2 + 𝑇3 +𝑚𝑔 = 𝑚𝑦̈2(0 +) = −𝑚𝑎{𝜃̇1
2(0 +) + 𝜃̇2

2(0 +)} = −2
𝐾2

𝑚𝑎
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−𝑇3 +𝑚𝑔 = 𝑚𝑦̈3(0 +) = −𝑚𝑎{𝜃̇1
2(0 +) + 𝜃̇2

2(0 +) + 𝜃̇3
2(0 +)} = −2

𝐾2

𝑚𝑎
 

每个方程 1分，共 3分 

解出 

𝑇3 = 𝑚𝑔 +
2𝐾2

𝑚𝑎
 

𝑇2 = 𝑇3 +𝑚𝑔 +
2𝐾2

𝑚𝑎
= 2𝑚𝑔 +

4𝐾2

𝑚𝑎
 

𝑇1 = 𝑇2 +𝑚𝑔 +
𝐾2

𝑚𝑎
= 3𝑚𝑔 +

5𝐾2

𝑚𝑎
 

每个张力 1分，共 3分 


