
线性代数(B1)期末试卷 参考答案

一、 【每小题 5分】填空题:

1.
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2
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 ,

1
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 ,
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−2

1

中任取两个向量,或 Im(A)中其它两个线性无关的生成元.

2.

 1 0 0

−1 2 −1

0 0 3


3. 5

4. (k − 1)(k − 2)(k − 3)

5.
√
5.

6.
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√
105

4
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√
105

4
.
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二、 【每小题 5分(判断正误 2分，理由 3分)】判断题

1. 设 A是 n阶实对称矩阵, 则 A与它的伴随矩阵 A∗必相合.

错. 反例: 考虑 A =

1

1

−1

. 此时 A∗ =

−1

−1

1

. 正惯性指数不一样，不相合.

2. 设 V 是 n维线性空间, A是 V 上的线性变换. 若 A在 V 的任意基下的矩阵都

相等, 则 A是 V 上的数乘变换.

对. 设A在基 α1, · · · , αn下的矩阵为 A. 由条件可知, 对任意的可逆矩阵 P , 都有AP = PA,

所以 A只能为数量矩阵.

3. 设 A, B为 n阶正交矩阵, 满足 |A|+ |B| = 0. 则 |A+B| = 0.

对. 由 |A+B| = |BBT · A+B · ATA| = |B||BT + AT||A| = −|A|2|(B + A)T| = −|A+B|,

得 |A+B| = 0.

4. 设M =

(
A B

BT D

)
为实对称正定矩阵，其中 A, D皆为 n阶方阵. 则有

|M | ≤ |A||D|, 且等号成立当且仅当 B = O.

对. 首先, 由M 正定, 可知 A, D正定, ∴存在可逆矩阵 P, Q, s.t. PTAP = In, Q
TDQ = In.

考虑 M̃ =

(
PT

QT

)(
A B

BT D

)(
P

Q

)
=

(
In PTBQ

QTBTP In

)
.

M̃ 与M 相合,所以也正定. 由习题八可知 |M̃ | 6 1, 且等号成立当且仅当 M̃ 是对角阵.

∴ |M ||P |2|Q|2 = |M ||A|−1|D|−1 6 1, 即 |M | 6 |A||D|.

等号成立当且仅当 PTBQ = O, 当且仅当 B = O.
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三、 【5+10=15分】

设 R3中的线性变换 A将

α1 = (0, 0, 1)T, α2 = (0, 1, 1)T, α3 = (1, 1, 1)T

变换到

β1 = (−3, 1, 0)T, β2 = (−3, −1, 0)T, β3 = (5, 1, 4)T.

(1) 求 A在基 α1, α2, α3下的矩阵 A.

(2) 求 R3中的另一组基 ξ1, ξ2, ξ3, 使得 A在 ξ1, ξ2, ξ3下的矩阵为对角阵 C, 并写出 C.

解: (1) A
(
α1 α2 α3

)
=
(
β1 β2 β3

)
=
(
α1 α2 α3

)
A

∴ A =
(
α1 α2 α3

)−1 (
β1 β2 β3

)
=

 0 −1 1

−1 1 0

1 0 0


−3 −3 5

1 −1 1

0 0 4

 =

−1 1 3

4 2 −4

−3 −3 5



(2) pA(λ) = |λI3 − A| = (λ− 6)(λ− 2)(λ+ 2)

解方程组 (6I3 − A)X = 0, 得基础解系 X1 =

 1

−2

3

, ∴ ξ1 =
(
α1 α2 α3

)
X1 =

3

1

2

.

解方程组 (2I3 − A)X = 0, 得基础解系 X2 =

1

0

1

, ∴ ξ1 =
(
α1 α2 α3

)
X1 =

1

1

2

.

解方程组 (−2I3 − A)X = 0, 得基础解系 X1 =

−1

1

0

, ∴ ξ1 =
(
α1 α2 α3

)
X1 =

0

1

0

.

C =

6

2

−2

.

注: 也可以先算出 A在 e1, e1, e3下的矩阵
(
β1 β2 β3

)(
α1 α2 α3

)−1

=

8 0 −3

2 −2 1

4 0 0

,

再求 ξ1, ξ2, ξ3.
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四、 【2+8=10分】

记 V 为所有的 2阶实对称方阵构成的实线性空间. 对于 V 中任意两个矩阵, 定义

(A, B ) = tr(AB)

易知 (V, (·, ·))构成一个欧式空间.

(1) 考虑 V 中向量 A1 =

(
1 1

1 0

)
, A2 =

(
0 1

1 1

)
. 将 A1, A2扩充成 V 的一组基 Γ1.

(2) 利用 Schmidt正交化, 从 Γ1构造 V 的一组标准正交基 Γ2.

解: (1)可取 A3 =

(
1 0

0 0

)
, 则 Γ1 : A1, A2, A3. (答案不唯一)

(2) 取 C1 =
A1

|A1|
=

1√
3

(
1 1

1 0

)
.

取 B2 = A2 − (A2, C1)C1 =
1

3

(
−2 1

1 3

)
,

则 C2 =
B2

|B2|
=

√
3

5
· 1
3

(
−2 1

1 3

)
=

1√
15

(
−2 1

1 3

)
.

取 B3 = A3 − (A3, C1)C1 − (A3, C2)C2 =
1

5

(
2 −1

−1 2

)
,

则 C3 =
B3

|B3|
=

√
5

2
· 1
5

(
2 −1

−1 2

)
=

1√
10

(
2 −1

−1 2

)
.

∴ Γ2 :
1√
3

(
1 1

1 0

)
,

1√
15

(
−2 1

1 3

)
,

1√
10

(
2 −1

−1 2

)
. (答案唯一, 最多相差正负号)
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五、 【12+5=17分】考虑二次曲面

x2 − y2 − 4xz − 4yz + 2y + z = 0 (⋆)

(1) 通过旋转和平移变换将 (⋆)化为标准形式. 写清楚变换过程和最后的标准方程,

并指出该曲面的类型.

(2) 求(1)中所用旋转变换的旋转轴的方向及旋转角度.

解:

(1) A =

 1 0 −2

0 −1 −2

−2 −2 0

. pA(λ) = λ3 − 9λ = λ(λ+ 3)(λ− 3), A的特征值为 3, −3, 0.

解方程组 (3I3 − A)X = 0, 得基础解系

 2

1

−2

. 单位化, 得 η1 =

 2
3
1
3

−2
3

.

解方程组 (−3I3 − A)X = 0, 得基础解系

1

2

2

. 单位化, 得 η2 =

1
3
2
3
2
3

.

解方程组 AX = 0, 得基础解系

 2

−2

1

. 单位化, 得 η3 =

 2
3

−2
3

1
3

.

令 P =
(
η1 η2 η3

)
, 作

x

y

z

 = P

x̄

ȳ

z̄

, (⋆)式化为

3x̄2 − 3ȳ2 + 2ȳ − z̄ = 0.

配方, 得

3x̄2 − 3(ȳ − 1

3
)2 − (z̄ − 1

3
) = 0 (⋆⋆)

作平移

x̃ = x̄, ỹ = ȳ − 1

3
, z̃ = z̄ − 1

3
,

方程 (⋆⋆)化为

3x̃2 − 3ỹ2 = z̃.

所求二次曲面为双曲抛物面.
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(2) 旋转变换对应矩阵为 P−1 = PT =
1

3

2 1 −2

1 2 2

2 −2 1

.

旋转轴方向为特征值 1对应的特征向量的方向, 可取

1

1

0

. 旋转角度为 arccos
1

3
.

注:

若在(1)中所做的旋转变换对应为
(
η2 η3 η1

)T
=

1

3

1 2 2

2 −2 1

2 1 −2

,

则旋转轴方向为

2

1

1

, 旋转角度为 π.

若在(1)中所做的旋转变换对应为
(
η3 η1 η2

)T
=

1

3

2 −2 1

2 1 −2

1 2 2

,

则旋转轴方向为

1

0

1

, 旋转角度为 arccos
1

3
.
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六、 【8分】考虑实对角阵 A =


a1

a2
. . .

an

, 其中 a1 > a2 > · · · > an > 0.

设 P , Q为 n阶正交矩阵, 且 PA = AQ. 证明: P = Q.

证明:

设 P =


α1

α2

...

αn

 =
(
ξ1 ξ2 · · · ξn

)
= (pij)n×n, Q =


β1

β2

...

βn

 =
(
η1 η2 · · · ηn

)
.

则由 PA = AQ, 知 Q = A−1PA = (a−1
i pijaj)n×n. 用数学归纳法证明 P 为对角阵.

(1) 由 P,Q正交, 且
a1
ai

> 1 (∀ 2 6 i 6 n), 可得

1 = |η1|2 =
n∑

i=1

(a−1
i pi1a1)

2 >
n∑

i=1

p2i1 = |ξ1|2 = 1.

比较不等式两端, 可得 pi1 = 0 (∀ 2 6 i 6 n).

类似地, 由 1 = |β1|2 > |α1|2 = 1, 可得 p1j = 0 (∀ 2 6 j 6 n).

(2) 假设对 s > 1, 满足 pij = 0, (∀ 1 6 i 6 s, i+ 1 6 j 6 n以及 1 6 j 6 s, j + 1 6 i 6 n).

由 P,Q正交, 且
as+1

ai
> 1 (∀ s+ 2 6 i 6 n), 可得

1 = |ηs+1|2 =
n∑

i=s+1

(a−1
i pi,s+1as+1)

2 >
n∑

i=s+1

p2i,s+1 = |ξs+1|2 = 1.

比较不等式两端, 可得 pi,s+1 = 0 (∀ s+ 2 6 i 6 n).

类似地, 由 1 = |βs+1|2 > |αs+1|2 = 1, 可得 ps+1,j = 0 (∀ s+ 2 6 j 6 n).

由(1)(2)知 P =


p11

p22

. . .

pnn

, 因此 Q = A−1PA = P .


