
运筹学Ⅱ习题 
 

第一次作业：2，3，5，6，7，9，10 

 

2、该系统为最简单的 𝑀/𝑀/1/∞/∞ 模型，𝜆 = 4，𝜇 = 10 
(1) 𝑃0 (2) 𝑃3 (3) 1 − 𝑃0 (4) 𝐿𝑠 (5) 𝑊𝑠 (6) 𝐿𝑞 (7) 𝑊𝑞 

(8) 必须在店内消耗 15 分钟以上的概率即𝑊 > 15 min 的概率。用公式(12 −

20)，有 

𝑃(𝑊 > 15 𝑚𝑖𝑛) = 1 − 𝐹 (
15

60
) = 𝑒−

𝜇−𝜆
4 = 𝑒−

3
2 = 0.2231 

 

3、该系统为最简单的 𝑀/𝑀/1/∞/∞ 模型，𝜆 = 3，𝜇 = 4 

(1) 𝑃0 (2) 𝐿𝑠 (3) 𝑊𝑠 (4)  𝑊𝑠 =
1

𝜇−𝜆
> 1.25 

 

5、(1) 等待所费时间为 𝑊𝑞，服务时间为 
1

𝜇
 

根据定义 𝑅 = 𝑊𝑞𝜇 =
𝜌𝜇

𝜇−𝜆
=

𝜆

𝜇−𝜆
 

 

6、在单服务台系统中，每次接受服务的只有一个人。系统中的顾客数=队列中

等候的顾客数+正在服务的顾客数：𝑛𝑠 = 𝑛𝑞 + 1 

𝐸(𝑛𝑠) = 𝐿𝑠 =∑𝑛𝑃𝑛

∞

𝑛=0

 

𝐸(𝑛𝑞) = 𝐿𝑞 =∑(𝑛 − 1)𝑃𝑛

∞

𝑛=1

=∑𝑛𝑃𝑛

∞

𝑛=1

−∑𝑃𝑛

∞

𝑛=1

= 𝐿𝑠 − (1 − 𝑃0) = 𝐿𝑠 − 𝜌 

 

7、单服务台模型 

(1) 每天损失的期望值=每个工人平均在系统中时间 X 每天平均工人到达数 X 每个工人每小

时给工厂造成的损失=𝑊𝑠 ∗ 𝜆 ∗ 24 ∗ 30 = 2880 元 

(2) 工厂每天损失减少一半需要 𝑊𝑠 减少一半。 

 

9、虽然 λ = μ ，但是系统的状态转移过程没变，因此 

{

𝜆𝑃0 = 𝜇𝑃1
𝜇𝑃𝑛+1 + 𝜆𝑃𝑛−1 = (𝜆 + 𝜇)𝑃𝑛, 𝑛 ≤ 𝑁 − 1

𝜇𝑃𝑁 = 𝜆𝑃𝑁−1

 

可以得出 𝑃0 = 𝑃1 = ⋯ = 𝑃𝑁，所以 ∑ 𝑃𝑛
𝑁
𝑛=0 = 1⟹ 𝑃0 = 𝑃1 = ⋯ = 𝑃𝑁 =

1

𝑁+1
 

𝐿𝑠 =∑𝑛𝑃𝑛

𝑁

𝑛=0

=
𝑁

2
 



10、根据 (13 − 24) 和第 9 题，有 

𝑃𝑛 =

{
 

 
1 − 𝜌

1 − 𝜌𝑁+1
𝜌𝑛      𝜆 ≠ 𝜇

        
1

𝑁 + 1
             𝜆 = 𝜇    

 

当 𝜆 = 𝜇 时： 

𝜆(1 − 𝑃𝑁) = 𝜇(1 − 𝑃0) 

 

当 𝜆 ≠ 𝜇 时： 

𝜆(1 − 𝑃𝑁) = λ (1 −
1 − 𝜌

1 − 𝜌𝑁+1
𝜌𝑁) = λ

1 − 𝜌𝑁+1 − 𝜌𝑁 + 𝜌𝑁+1

1 − 𝜌𝑁+1
 

= λ
1 − 𝜌𝑁

1 − 𝜌𝑁+1
= 𝜇

𝜌 − 𝜌𝑁+1

1 − 𝜌𝑁+1
= 𝜇(1 − 𝑃0) 

 

 

第二次作业：11，12，13，15，16 

 

11、题目改为：完成每个工作满足平均 0.25 小时的指数分布。λ = 3，μ = 4。 

在 90% 的时间里容下全部达到的工作，即 1 − 𝑃𝑁 = 0.9。每次只能执行一个工作说明是

单服务台模型。 

1 −
1 − 𝜌

1 − 𝜌𝑁+1
𝜌𝑁 = 0.9 ⟹ 𝑁 = log3

4

4

13
≈ 4 

 

12、本题为 𝑀/𝑀/1/𝑁/∞ 模型，用 (13 − 24) 和 (13 − 25) 进行求解。 

 

13、本题为 𝑀/𝑀/2 排队模型 

(1) 
𝜆

𝜇
> 1，系统的流入量大于流出量，无法及时处理到来的顾客，队伍会无限制增长。 

(2) 求 𝑃0 和 𝑃(𝑛 ≥ 2) = 1 − 𝑃0 − 𝑃1 

(3) 用 (13 − 29) 和 (13 − 30) 求解 

 

15、根据 (13 − 27) 用定义证明： 

𝐿𝑠 =∑𝑛𝑃𝑛

𝑚

𝑛=0

=∑𝑛
𝑚!

(𝑚 − 𝑛)!
(
𝜆

𝜇
)
𝑛

𝑃0

𝑚

𝑛=0

 

原证明问题可以变换为： 

∑𝑛
𝑚!

(𝑚 − 𝑛)!
(
𝜆

𝜇
)
𝑛

𝑃0

𝑚

𝑛=0

−
𝜇

𝜆
𝑃0 = 𝑚−

𝜇

𝜆
 

⟹∑𝑛
𝑚!

(𝑚 − 𝑛)!
(
𝜆

𝜇
)
𝑛𝑚

𝑛=0

−
𝜇

𝜆
= (𝑚 −

𝜇

𝜆
)∑

𝑚!

(𝑚 − 𝑖)!

𝑚

𝑖=0

(
𝜆

𝜇
)
𝑖

 

⟹∑
(𝑚− 𝑛)𝑚!

(𝑚 − 𝑛)!
(
𝜆

𝜇
)
𝑛𝑚

𝑛=0

= (∑
𝑚!

(𝑚 − 𝑖)!

𝑚

𝑖=0

(
𝜆

𝜇
)
𝑖

− 1)
𝜇

𝜆
  



⟹∑
𝑚!

(𝑚 − 𝑛)!
(
𝜆

𝜇
)
𝑛𝑚

𝑛=1

=∑
𝑚!

(𝑚 − 𝑖)!

𝑚

𝑖=0

(
𝜆

𝜇
)
𝑖

− 1 

等式成立，即可得 𝐿𝑠 = 𝑚 −
𝜇(1−𝑃0)

𝜆
 

 

16、(1) 根据 (13 − 29) 用定义证明： 

𝐿𝑠 − 𝐿𝑞 =∑𝑛𝑃𝑛

∞

𝑛=0

− ∑ (𝑛 − 𝑐)𝑃𝑛

∞

𝑛=𝑐+1

=∑𝑛𝑃𝑛

𝑐

𝑛=0

+ 𝑐 ∑ 𝑃𝑛

∞

𝑛=𝑐+1

= 𝑐 −∑(𝑐 − 𝑛)𝑃𝑛

𝑐

𝑛=0

 

= c −∑(𝑐 − 𝑛)
1

𝑛!
(
𝜆

𝜇
)

𝑐

𝑛=0

n

𝑃0 = c −
∑ (𝑐 − 𝑛)

1
𝑛! (

𝜆
𝜇)

𝑐
𝑛=0

n

∑
1
𝑘!

𝑐
𝑘=0 (

𝜆
𝜇)

𝑘

+
1
𝑐! ∗

𝜌
1 − 𝜌 ∗ (

𝜆
𝜇)

𝑐  

=
∑ 𝑛

1
𝑛! (

𝜆
𝜇)

𝑐
𝑛=0

n

+ 𝑐 ∗
1
𝑐!
∗

𝜌
1 − 𝜌

∗ (
𝜆
𝜇)

𝑐

∑
1
𝑘!

𝑐
𝑘=0 (

𝜆
𝜇)

𝑘

+
1
𝑐!
∗

𝜌
1 − 𝜌

∗ (
𝜆
𝜇)

𝑐 =
∑

1
𝑛! (

𝜆
𝜇)

𝑐−1
𝑛=0

n

∗
𝜆
𝜇
+
1
𝑐!
∗

1
1 − 𝜌

∗ (
𝜆
𝜇)

𝑐

∗
𝜆
𝜇

∑
1
𝑘!

𝑐−1
𝑘=0 (

𝜆
𝜇)

𝑘

+
1
𝑐!
∗

1
1 − 𝜌

∗ (
𝜆
𝜇)

𝑐 =
𝜆

𝜇
 

证明完毕 

 

 

第三次作业：17，18，19，20，21，22 

 

17、(1) 起飞和降落跑道为两个独立的 𝑀/𝑀/1 模型，𝜆 = 25，𝜇 = 30。即求等待

时间 𝑊𝑞 =
1

6
ℎ = 10 𝑚𝑖𝑛 

(2) 两个跑道公用之后为 𝑀/𝑀/2 模型，𝜆 = 50，𝜇 =
60

2.16
。套用公式求 𝑊𝑞 =

0.153ℎ 

(3) 通过计算可得第二种办法的等待时间比第一种少，所以第二种好。 

 

18、使用公式 (13 − 36)： 

𝑊𝑠
1
𝜆
+𝑊𝑠

=

𝐿𝑠
𝜆(𝑚 − 𝐿𝑠)

1
𝜆
+

𝐿𝑠
𝜆(𝑚 − 𝐿𝑠)

=
𝐿𝑠
𝑚

 

 

19、该系统为 𝑀/𝐺/1 模型，𝜆 = 0.4，μ = 0.625。根据题意，使用自动售票机服务时

间将减少 20%。根据此时服务时间分布的概率密度函数，可以求出 𝑉𝑎𝑟(𝑧) = 0.64。使用 

𝑃 − 𝐾 公式： 

𝐿𝑠 = 𝜌 +
𝜌2 + 𝜆2𝑉𝑎𝑟[𝑧]

2(1 − 𝜌)
= 1.35 

𝐿𝑞 = 𝐿𝑠 − 𝜌, 𝑊𝑠 =
𝐿𝑠

𝜆
, 𝑊𝑞 =

𝐿𝑞

𝜆
 



20、使用 𝑃 − 𝐾 公式求 𝐿𝑠 

 

21、题目改为核对每份申请书的每张表格需要 1 分钟。该系统为 Erlang 服务时间 

𝑀/𝐸𝑘/1 模型。使用公式 (13 − 40) 求 𝑃0, 𝐿𝑠, 𝐿𝑞 ,𝑊𝑠, 𝑊𝑞 

 

22、对单服务台模型，有 

𝐿𝑞 =
(𝑘 + 1)𝜌2

2𝑘(1 − 𝜌)
 

𝑊𝑞 =
(𝑘 + 1)𝜌2

2𝑘𝜆(1 − 𝜌)
 

令 k = 1 即为负指数服务队列，即 𝑀/𝑀/1 模型 

𝐿𝑞
(2)
=

𝜌2

1 − 𝜌
 

𝑊𝑞
(2)
=

𝜌

𝜇(1 − 𝜌)
 

令 k ⟶ ∞ 即为定长服务队列，即 𝑀/𝐷/1 模型 

𝐿𝑞
(1)
=

𝜌2

2(1 − 𝜌)
= 𝐿𝑞

(2)
/2 

𝑊𝑞
(1)
=

𝜌

2𝜇(1 − 𝜌)
= 𝑊𝑞

(2)
/2 

 


