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1. 会复习到《微积分》和《线性代数》的知识，
巩固所学，增长数学修养，

为什么学习复变函数？

• 可应用于计算一些复杂的广义积分.
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3. 在科学研究和各行各业中有广泛的实际应用，如

2. 为后续课程(如《数理方程》)打基础.

•空气动力学 •流体力学 •电磁场理论

•热学 •地球物理学 ……



复变函数的主要内容
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1 复数和平面点集 2 复变数函数及其解析性质☆

3 复变函数的积分表示☆☆

5 解析函数的级数展开☆☆ 6 留数及应用☆☆

7 解析开拓☆

4 调和函数☆

8 保形变换及其应用☆☆

9 Laplace变换☆



1.1 复数

第一章复数和平面点集

引进虚单位
2

i 1. 

2

1 2
1 0  i i .x x x    有两个解: ，

: .实数域

，i  1 

   定义: ( , ) ix y z x y  任意由 确定有序称 的实数 数对 为复数.

,,x y

x:  z的实部
记作：x = Re z

y: z的虚部
记作：y = Im z

  Re 0, Im 0 , i    z x z yy z     称为当 时 纯虚数.

  Im 0 ,    .  z xz  当 时 是实数

 i 和任意实数进行运算 服从原实数的基本运规定：能 ， 算法则.
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1 1 1 2 2 2
i ,  i ,  i ,z x y z x y z x y     今后记

1 2

1 2

1 2

,  ( )
        

.  ( )

x x
z z

y y


  



复数相等

实部与实部相等

 ：

虚部与虚部相等
同时成立.

与 相互共轭.i   i  zz x y x y  

共轭复数: 实部相同, 虚部绝对值相等符号相反.

1 1 2 2
, , , ,   , .x y x y x y 

  共轭：

0Imz z z z    ；



复数的四则运算

• 和：

差： 1 2 1 2 1 2
( ) i( .)z z x x y y    

• 积： 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
( ) i( )z z x x y y x y y x   

1 2 21 12
( i )( i )x y x yz z   故

1 2 1 2 1 2 1 2

2
i i ix x x y y x y y   

1 2 1 2 1 2 1 2
( ) i( ).  #x x y y x y y x 

建议记住

1 1 1 2 2 2
i ,  i ,z x y z x y     1 1 2 2

,   .x y x y ， ，

注意:一般情形下 如 时，
1 2 1 2 1 2 1 2

( 0 ) i .y y z z x x y y 

，
1 2 1 2 1 2

( ) i( )z z x x y y    

与 相互共轭.i   i  zz x y x y  

因 和任意实数运算,服从基本运算推导 法 ，: 且 能 则2
i 1 i 



• 积： 1 2 1 2 1 2 2 1 1 2
( ) i( )z z x x y y x y x y   

2 2
.x y 

2 2 2
 .zz z x y  

由 知2 2 2 2
,    x x y y x y   

2
i 1 

( i )( i ) x y x yzz   

记: 模.称为 的2 2
 ,  z x zy 

,    Re Imz z z z 

2 2 2
ix y 

背熟



1 2

2 2

z z

z z
时，

2
0z  1

2

z

z


1 2 1 2 2 1

2 2 2 2

2 2 2

1 2

2

i .   #
x y

x x y y x y x

x y

y 


 



2 2

2 2

                                           
=

x y

     21 2 2 2 11 1
ix x x y yy xy     

积：
1 2 1 2 1 2 2 1 1 2

( ) i( )z z x x y y x y x y   

 1 1 1 2 2 2 1 1 2 2
i i  ,   .z x y z x y x y x y    设 ， ， ， ，2

i 1 

商：根据分子分母同时乘以分母的共轭使分母实数化.

   21 2

2

2

1
i ix x yy

z


记住



1 2

2 2

z z

z z
时，

2
0z  1

2

z

z


   

2

1 1 2 2

2

ii xx yy

z




1 2 1 2 1 2 1 2 2 1
( ) i( )z z x x y y x y x y   积：

复数的运算性质P2

1 2 2 1
(1) z z z z  交换律 ， 1 2 2 1

;z z z z

结合律：
1 2 3 1 2 3

(2)   ( ) ( ) ,z z z z z z    

乘法分配律
1 2 3 1 2 1 3

(3) ( ) .z z z z z z z  

  复数不能比较大小.

1 2 3 1 2 3
( ) ( ) ;z z z z z z

或
1 2 1 2

 0 . 0 0z z z z    ( 1(P3), 3 .PPT 4 )例 参见此 第 页



10

或
1 2 1 2

 0 . 0 0z z z z   

证明： 不妨设
1

1) 0,z     1 2 2 2
0 i 0 i 0.z z x y   则

1 1

2 21 2
)0 0 (z zzz

   

2
 . #0z 则

例参见P 3( 1.)

1 2 1
0 0z z z 同理，若 ， ，

1 2 2
2). . 0, 0,  1)z z z  若 且 由 知

1 2 2
1( )z z z   1

1z  1
.z



Rex z 

运算性质P3:

；    1) z z

2x

2
,

z z Imy z 
2i

z z
；

共轭复数1.1.2 

， ；
1 2 1 2 1 2 1 2

    3)  z z z z z z z z     

；1 1

2 2

z z

z z

 
 

 
1 2 1 2

4)  ,z z z z

;z z，
2 2 2 2 2

(Re ) (I) )5  mzz z x y z z    

与 相互共轭.i   i  zz x y x y  

2) z z  z z  2 iy2Re ,z 2i Im z ，

( ) ;
nn

z z
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 1 2 1 2 1 2

2 2 2
5(P5) 2Re .z z z z z z   例

2

1 2
 z z证明：    1 2 1 2

z z z z  

 1 1 2 2 1 2 2 1
z z z z z z z z     

2 2

1 2 1 2
2Re .z z z z  



2
1 2 1

1
( ) ,

n

n
n

n n
P z a a z a az z z


     证明：设 

,  1,2, .
j

ja n

故 1 2

0 0 1 0 2 0 1 0
( )

n n n

n n
P z z a z a z a z a

 


     

0
= ( )P z 0.  #

0
( )z P z设 是 的一个根，

4(P 5)例 . 的多项式的根共实系数 轭存在.

则 0( ) 0,P z 

下面只需证明 0( ) 0.P z 

1 2

0 1 0 2 0 1 0

n n n

n n
z a z a z a z a

 


     

因 ，，故   1,2, .
j j j

ja a a n  

1 2

0 1 0 2 0 1 0

n n n

n n
z a z a z a z a
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1.1.3 复数的几何表示

( , ) Oxy x y平面上在直角坐标系 下坐标为 的点与之对应，

对应是一对一的.

 任一复数 ，可用i  ,z x y x y  

iz x y 

用来表示复数的平面叫复平面，

,  . x y称横轴叫实轴或 轴 纵轴叫虚轴或 轴

y

• ( , )x y

x
x

y

o



复数的向量表示：

 i ( , )z x y x y  复数

2 2
.r x yOP z   

iz x y y

x
x

y

o

• ( , )P x y
r

• A

( , ) .x y OP可以用由原点指向点 的向量 表示

    z z和 关于实轴对称.x

y

o

iz x y  

 iz x y  

共轭几何含义
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arg Argz z用 表示辐角 的某个特定值，则

Arg arg 2 ,z z k 

    , 0  时当 z z辐角无意义.注意

复数辐角的定义

iz x y y

x
x

y

o

• ( , )P x y
r

• A


2 2
,r x y z  

  z 任一复数 的辐角无穷多.

也可用极坐标 表示：( , )r 

i ( ,0 , )z x y xz y 当 时， 在直角坐标下对应的点

tan .
y
x  x OP是正向 轴到向量 的夹角，

  i  z x y  称 是 的辐角，

A .rg z 记作

， ， ，0 1 2 .k   



辐角主值

Arg arg 2 ,z z k  ， ， ，0 1 2 .k   

当 时，若把满足 的辐角值 ，0   z      
称为 的辐角主值，z 也记作arg .z

当 时，有时也把满足 的辐角值 ， 0  0 2z    

称为 的辐角主值.z



arg z







 






0,x 

2 2
arctan

y
x

   

的辐角主值i 0z x y  

 ，0, 0x y 

0, 0,x y 

，0,  0x y 

arctan ,
y
x

,π
2

π arctan ,
y
x

,

0, 0,x y 

π
2

, 0, 0.x y 

iz x y y

x
x

y

o

• ( , )P x y
r

• A


一、四象限( )

上半虚轴( )

下半虚轴( )

二象限( )

三象限( )

( )负实轴

arctan
y
x  ，

arg( )z   

tan( ) tan .  

P 6



19

利用直角坐标与极坐标的关系

cos

sin

x r

y r













，

，

(cos isin ) 0.r r  ，

复数的三角表示法

Arg .z 
iz x y y

x
x

y

o

• ( , )P x y
r

• A


复数的三角表示法

得 ixz y  

2 2
,r x y z  

( , )r 极坐标 表示：

当 时， 在直角坐标下对应的点0 i ( , ),z z x y x y  



称为Euler公式

复数的指数表示法

定义复指数： i
 cos i sin ,e   

i
,  .0, er r  

三角表示法 ，i (cos isi ) .(n ) 0z x y r r     

则 (cos i sin )z r    

复数的指数表示法

P 6 背熟

注意： i
 er


  i( )

0,  .e rr 



 ，



例 将下列复数化为三角表示式与指数表示式:

(1) 3 3 i; (2) cos isin .z z        ，

解 zr )1( 9 3 2 3.     ,   z因 在第三象限 故

 3
3

arg π arctgz 


  
6
   .5

6
  故

   cos i sin5 5
6 6

2 3z     
  

5
6

i
.2 3e




( )三角式 ( )指数式

：公式 i
cos i sEule  nr i .e    

i
(cos isin ) ,  0, .ez r r r
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(2) cos i sin 

i
e . #



( )不是三角式

( )三角式

( )指数式

cos( ) i sin( )   

i i
.e e 

，故ie

设 则1 2i i

1 1 1 2 2 2
 e ,  0,  e ,  0,   z r r z r r

 
    

1 2
z z  且

1 2 1 2
, 2 ,  0, 1, 2, .r r k k       

：公式 i
cos i sEule  nr i .e    

因cos i sin cos i sin      

i
(cos isin ) ,  0, .ez r r r

     



2

1

2

1

2

i

i
1

2
0

e

e
z

r

r

z
z




  除法： 时， 

指数式乘法：设 则1 2i i

1 1 2 2
e , e ,  z r z r
 

 

1 2
1 2 1 2

i i
e e( ) ( )z z r r
 

 证明：

21i( )1

2
e .

r
r

 

1

2

1 2
1 1

2 2
,  Arg Arg Arg .2k

z

z
z z

z z
z z 

 
    

 

，
1 2 1 2

z z z z    1 2
Arg z z 

1 2
Arg + Arg 2 .z z k

 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2cos cos sin sin i cos sin sin cos( ) ( )r r           

 1 2 1 21 2 cos i sin( ) ( )r r        

1 2 1 1 2 2(cos i sin )(cos i sin )r r     

 1 2+

1 2

i

1 2
e .z r rz

 


1 2
1 2

( )i
.  #er r

 

背熟

：公式 i
cos i sEule  nr i .e    

1 2

22

i

i

i

1

i

2

e e

ee

r

r













n 个复数相乘的情况

nzzz  21

设
i

, 1, 2, , , e k
k k

k nz r



1 2i(

1 2

)
e .n

n
r r r

    
   

1 2 1 2
,

n n
z z z z z z       

  ，1 2 1 2Arg Arg 2Arg Argn n kz z z z z z      

1 2i i

1 1 2 2
e , e ,  z r z r
 

 乘法：设 则
 1 2i +

1 2 2 1
e .z z r r

 


， ， ，0 1 2 .k   

背熟

( ) :n




2 2 2

1 2 1 2 2 1
2Re ( )  )(z z z z z z      证明：首先,

1) i , , ,z x y x y  设   则

,x z

2 2

1 2 2 1
2 ( )z z z z    

2 2
;  z x y x y   

(P 7)关于复数模的不等式

( )两边平方,即可证明

1 2 1 2
2) z z z z 

,y z

1 2
.z z 

5(P5)见例

1 2 1 2

2 2
2z z z z    1 2

2
.z z 

1 2 1 2
.z z z z  开方得 

 1 1 2 221 2
 zz z z zz z   其次, ，

1 2 1 2
.z z z z  故

2 1 1 2
.z z z z  同理

2 1 21
 .  #zz zz  故



1 2 1 2 2

i

1 1

2

22 2

2i i

P17-20

1(1),(2) (3)  

5( cos i sin ,

   )

6( )

7( )( 1 , )( P4 2)

12( )( , )

e e e
n

k k

n
n

k k

z zz

z zz z a az

z z z z z

    
 

    



   

  

 

， ，

选做,提示:由欧拉公式得

用等比数列求和公式计算左端并化简，再比较左右实部虚部.

利用公式

选做 利用 计算 再因式分解 仿照 例

选做 在 两边乘以 并利用另一条件，再因式分解

作业



1 2

2 2

z z

z z
时，

2
0z  1

2

z

z


   

2

1 2 2

2

1
ii xx yy

z




1 2 1 2 1 2 1 2 2 1
( ) i( )z z x x y y x y x y   积：

例 1 2
 5 5i, 3 4i,z z    设

1

2

5 5i
 

3 4 i

z

z



 

解
(5 5i)

(

( 3 4i)

3 ( 3 4i)4i)




 

 

 

2 2

( 15 ) i( 20+15)

( 3) 4

20  


 

 7 1
i .

5 5
  

35 5i

25

 


2
i = 1利用



证

证明：当且仅当 ， 时2 2
1x y 

2
.

1

z

z




   2 2
1 1z z z z   

故当且仅当 即
2

1 0 z 

因 ，Im 0z y 

2
.  #

1

z

z




2
i   1 0.z z    

2 i , 0, .izz x y y   例 . 设   

2 2 2
1 1 1

z z z

z z z

 
    

   
2

1

z

z




2 2
0z zz z z z     解左端因式分( )

   1 0z z zz   

时，2 2
1x y 

 2
(2i Im ) 1 0.z z  



   1 1 2 2
=z z z z

2 2

1 2
.z z

时， ；11

2 2

2
7) 0

zz
z

z z


1 2 1 2
6) z z z z  ， 特别是, ；, a az a z   

两边开方得结论.#

2

1 2 1 2 1 2
z z z z z z  证明

2 2 2 2 2
5 (Re ) (Im )) zz z x y z z     ， ;z z

1 2 12

22

1 1
.z z z

zz
 证明： 1 1 2

2

2 2

 
z z z

z z




1 2 1 2
2) z z z z  

1 2
.z z 

1 2 1 2
3) + + + .

n n
z z z z z z   

1 2 1 2
4) .

n n
z z z z z z      

 证明
1 1 2 2

  
n n

z z z z z z      

1 2 2
.   #

n n
z z z z z      

2)  #证明：利用 和归纳法证明.

1) i , , ,z x y x y  设   则

,x z
2 2

;  z x y x y   ,y z
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(2) sin icosz   

2
i

e .




 
 

 

( )不是三角式

( )三角式

( )指数式

cos i sin
2 2

 
 

   
      

   

cos i sinz     此外， cos( ) i sin( )      
)i(

e ;
 

cos isinz      cos( ) i sin( )      
)i(

e
  ；

sin icosz    cos i sin
2 2

 
 
   

      
   

2
i

e



 

 
  ；

例 1  将下列复数化为三角表示式与指数表示式:



由与点 和与点 的距离之和是  的所有点集合1 2 i 6 , 

故它表示一个椭圆，焦点是1和 -2+i. 

 
2

2 2 i 16 26
,

2 2 2
b

    
         

2 6,a 

设短半轴b, 长半轴为a, 则

y

o x2 i


 

1
3.a 

7(P9- P10).   1 2 i 6z z    例 表示

6

2 b

1 2 1 2
      z z z z 表示 和 之间的距离.



1
z

y

0 x

2
z

正方形

3
z

4
z  2 1

i ,z z

可看成由 逆时针旋转 所得：
1 3 1 2 2

P P P P 
3

P

4
P

1
P

2
P

其余边类似.

 故
i

2
3 1 2 1

ez z z z



   

i
2e i





1 3 3 1
,P P z z 

1 2 2 1
,P P z z 

可参考此页习题第 题P18 13



第 题提示：

由 和 夹角各种情况,利用复数乘积几何意义推导：共线 ；

利用“ 是实数 ”推导： ；

设 中实数为 和 是实数, 推导：

2 1 3 2

P17-18

9

(1)

 (1) (2)

(1) , 0  (1) (3).

z z z z

z z z

b
a b b

a



  

 



  表示以 为半径的圆的为中 、 内 .心 部
1 0 0

  D z z z z   

  表示以 为半径的圆的为中 、 外 .心 部
2 0 0

  D z z z z   

表示 为半径的圆周.以 为中心、
0 0

  z z z  

特殊图形的复数表示

y

o
x0

z

C

1
D2

D


 1 0 0
 D z z z z   称 为 的 邻域，

 称 为 的去心 邻域.
0 0

0  z z z z   

表示 和 之间的距离.
1 2 21    z z zz


