
物理量的显示协变性

我们已经学习了 Lorentz 变换：

x� ⇝ x 0� = Λ��x
� ; ���Λ

�
�Λ

�
� = ���

特别是惯性参考系之间的 Lorentz 推动变换：

t 0 =  (t� β � r=c)
r 0 = r+

2

 + 1
(r � β)β � βct

现在我们有条件贯彻狭义相对论的第二条假设了，即考察候选的
“物理学规律”是否具有惯性参考系选择的无关性.

1 当务之急的事情是了解各个具体的物理量在 Lorentz 变换下
如何变换.

2 Lorentz 变换表现为四维闵氏空间中的赝转动：

X ⇝ X 0 = Λ X; eΛ = η�1ΛTηeΛ是 Lorentz 变换矩阵 Λ的逆矩阵，eΛ 6= ΛT:



三维欧氏空间中的转动

鉴于 Lorentz 变换非常类似于欧氏空间中的转动，我们首先对三维
欧氏空间中的转动做一简单复习、并讨论一下物理量按照其在转
动变换下的性质所进行的分类.

先看二维平面上的转动, 设坐标系
S 0 相对于 S转了一个角 �，平面上的
点 P 在新旧坐标系中的坐标分别为
(x 0; y 0) 与 (x; y). 转动前后 P 点位
置坐标之间的关系是：

x 0 = x cos � + y sin �
y 0 = �x cos � + y cos �

O

P

θ X

X ′

Y
Y ′

1 显见，转动变换的特点是保持 OP矢量的长度不变：OP2
= x2 + y2 = (x 0)2 + (y 0)2



现在考虑三维欧氏空间的转动.

设 P为三维欧氏空间 E3 中的一点, 其在笛卡尔直角坐标系 S中
的坐标为 (x1; x2; x3). P点相对于原点 O(0; 0; 0)的位置矢量为：

r = xiei

若在 E3 中建立另一笛卡尔直角坐标系 S 0，使得 P点在其中
的位置坐标为 (x 01; x 02; x 03)且 r = x 0ie 0i ，则这两组坐标之间
一般是通过线性变换相联系：

xi ⇝ x 0i = ai j x
j + bi

倘若此变换保持新旧坐标系具有同一坐标原点 ( ⇝ bi = 0)
且保持 P点相对于原点的位置矢量的长度不变：

(x01)2 + (x02)2 + (x03)2 = (x1)2 + (x2)2 + (x3)2

则称此线性变换为转动 (Rotation).



采取笛卡尔坐标后，
1 欧氏空间 E3 中两点之间的距离 (平方) 表达为：

rP � rQ
2

=
�
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P � x1

Q

�2
+
�
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�2
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�
x3
P � x3

Q

�2

换言之， rP � rQ
2

= �ij
�
xiP � xiQ

� �
xjP � xjQ

�

2 E3 的度规矩阵为单位矩阵，g =
�
�ij
�
. E3 的逆度规矩阵实际

上也是单位矩阵

g �1 =
�
�ij
�
⇝ g g �1 = g �1g = I ↫ I =

�
�ij

�
或者写成矩阵元形式：

�ij �
jk = �kj �ji = �ki



按照保持位置矢量长度不变的要求，转动变换 x 0i = ai j xj 的系数
ai j 须满足如下条件：

�kl xkxl = �ij x 0ix 0j = �ij ai k a
j
l x

kxl ⇝ �ij ai k a
j
l = �kl

或者等价地，

ea l
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i � �ij a
j
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kl

若将线性变换 x 0i = ai j xj 写成矩阵方程 X 0 = A X， 这里，

X 0 =

0B@ x 01

x 02

x 03
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我们看到：

ai j = (A)i j ⇝ ea l
i = (g)ij (A)
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换言之， eal i = � eA �l
i

↫ eA = g�1ATg

我们可以把转动变换条件 ea l
i ai k = �lk 表为矩阵方程 eA A = I.

1 满足这个条件的矩阵 A称为正交矩阵，相应的变换称为正交
变换. 显见，detA = �1.

2 对于真实的空间转动而言，detA = 1.
3 因为欧氏空间度规矩阵和逆度规矩阵皆为单位矩阵，转动矩
阵 A的逆 eA 本质上就是 AT. 鉴于我们对转动矩阵行列指标
的约定， eA = AT 的写法是错误的，必须避免.

4 可以定义下指标的空间坐标 xi � �ij xj，它们是列矩阵 gX的
矩阵元. 空间转动 X ⇝ X 0 = A X可以等价地重新表达为

gX ⇝ gX 0 = gA X = gAg�1 gX

亦即： �
gX 0 �T = (gX )T g�1ATg = (gX )T eA



注意到：
(gX )T =

�
x1 x2 x3

�
上式所示的转动变换可以显示地写为：�

x1 x2 x3

�
⇝

�
x 01 x 02 x 03

�
=
�
x1 x2 x3

� eA
其矩阵元形式是：

xi ⇝ x 0i = xl
� eA �l

i
= xl ea l

i

值得强调的是：

虽然 xi = �ij xj 在取值上等同于 xi，但二者在空间转动下的变
换性质完全不同. 但鉴于 ea l

i 的定义，

ea l
i = �ij a

j
k �

kl

变换式 xi ⇝ x 0i = xl ea l
i 和 xi ⇝ x 0i = ai j xj在几何内涵上

完全一致.



物理量按空间转动性质的分类

物理量常常分类为标量、矢量和高阶张量等. 这种分类本质上是
根据物理量在三维欧氏空间转动

xi ⇝ x 0i = ai j x
j ; ea l

i a
i
k = �lk; det

�
ai j
�
= det

�ea i
j

�
= 1

下的变换性质规定的 (ea l
i = �ij a

j
k �

kl)：
若某物理量，例如 u，它仅有 1 个分量，在坐标系转动时此分
量保持不变，

u⇝ u 0 = u

则称其为标量.
若某物理量，例如 V, 它具有 3 个独立分量 (v1; v2; v3)，在坐标
系转动时其分量 vi 与位置矢径的分量 xi 具有相同的变换法
则：

vi ⇝ v 0i = ai j v
j

则称 V为 E3 中的矢量、vi 为矢量 V的逆变分量.



考虑矢量 V, 倘若它的 3 个独立分量 (v1; v2; v3)，在坐标系转
动时的变换法则为：

vi ⇝ v 0i = vj ea j
i

则称 vi 为矢量 V的协变分量.
1 矢量 V的协变分量与逆变分量之间的关系是：

vi = �ij vj; vi = �ij vj

根据 v 0i = ai j vj 并注意到 �ij 是转动变换下的不变张量，我们
有：

vi ⇝ v 0

i = � 0

ij v
0j = �ij a

j
k v

k =
�
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j
k �

kl
�
vl = vl ea l

i

2 xi 与 xi 分别称为位置矢量 r的逆变分量和协变分量. 二者的
关系是 xi = �ij xj 或者 xi = �ij xj.

3 两个矢量 a与 b的点乘运算定义为：

a � b � aibi = aibi = �ij aibj

点乘服从交换律，a � b = b � a， 其结果是标量.



在欧氏空间 E3 中建立笛卡尔直角坐标系，引入坐标轴方向
的单位基矢 ei 使得

V = viei ⇝
�
ej
�i
= �ij ↫ ej = �ij ei =

�
ej
�i ei

我们看到两个单位基矢之间的标量积恰好给出了 E3 度规矩
阵的矩阵元：

ei � ej = �kl (ei)
k �ej�l = �kl �

k
i �

l
j = �ij

由此推论：

V � ei = vm em � ei = vm �im = vi ⇝ vi = V � ei

也可以在 E3 中定义两个矢量的矢量积、特别是笛卡尔坐标
系中基矢之间的矢量积：

ei � ej � �ijk ek ⇝ a� b = �ijk ekaibj

式中 ei 是与基矢 ei 相关联的所谓余基矢：

ei � �imem ⇝ V = viei = viei



�ijk 称为 LeviCivita 全反对称符号，

�ijk =

8><>:
1; (ijk)形成 (123)的偶排列；
�1; (ijk)形成 (123)的奇排列；
0; 其他情形.

或者等价地，
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所以 �ijk = �jki = �kij = ��jik， 但 �ijk �

ij = 0.

若某物理量 T，它具有 3n+m 个独立分量 Ti1i2���im
j1j2���jn . 在坐标系转

动时其分量的每一个上指标都与位置矢径逆变分量 xi 有相
同的变换法则，每一个下指标都与位置矢径协变分量 xi 有相
同的变换法则：

Ti1i2���im
j1j2���jn ⇝ T 0i1i2���im

j1j2���jn = ai1k1
� � � aimkm Tk1k2���km

l1l2���ln ea l1
j1 � � � ea ln

jn

则称 T为 E3 中的一个 (m; n)型张量，m+ n称为此张量的阶.



以 (0; 2)型张量 T为例8，它具有 9 个独立分量 Tij. 在坐标系转动
时 Tij 中的变换法则是：

Tij ⇝ T 0
ij = Tkl ea k

i ea l
j

Tij 可以进一步分解为：

Tij = Sij + Aij +
1
3
T k

k �ij

其中，
1 Sij = 1

2(Tij + Tji)� 1
3T

k
k �ij 是对称无迹的二阶张量，Sij = Sji，

Sij�ji = 0.
2 Aij =

1
2(Tij � Tji)是反对称二阶张量，Aij = �Aji. 反对称张

量天然无迹，Aij�
ji = 0.

3 T k
k � Tij �

ji 称为张量 Tij 的迹，它本身是一个标量.
4 �ij 是 E3 的度规张量，它在空间转动变换下保持不变.

8也可以称它为 2 阶协变张量.



疑难解析:

1 张量的对称性质不因空间转动而改变. 设 Sij 在转动前的坐
标系中是对称张量，Sij = Sji. 空间转动后，

Sij ⇝ S 0ij = Skl ea k
i ea l

j = Slk ea l
j ea k

i = S 0ji

2 张量之迹确为标量：

T k
k ⇝ T 0k

k = ak i T
i
j ea j

k = T i
j

�ea j
k a

k
i

�
= �

j
i T

i
j = T i

i

3 度规 �ij 是欧氏空间 E3 中的不变张量：

�ij ⇝ �0ij = �kl ea k
i ea l

j = �kl
�
�im amn �

nk
� ea l

j = �im aml ea l
j

所以，
�0ij = �im �

m
j = �ij



Q： 欧氏空间 E3 中独立的不变张量共有两个. 除二阶对称
的度规张量 �ij 之外，另一个不变张量是三阶 LeviCivita 全反对称
张量 �ijk.

现在检验 �ijk 在空间转动下的不变性. 首先约定 �ijk 是 E3 中的三
阶协变张量，则在进行了空间转动变换 xi ⇝ x 0i = ai j xj 之后，�ijk
变为：

�ijk ⇝ � 0ijk = �mnl ea m
i ea n

j ea l
k = � �ijk

上式最后一步基于对称性的分析. 为了确定比例系数 �，注意到
真实空间转动矩阵的行列式是 +1，

1 = det eA = �mnl ea m
1 ea n

2 ea l
3

所以：

� = � �123 = � 0123 = �mnl ea m
1 ea n

2 ea l
3 = 1 ⇝ � 0ijk = �ijk



点评：

虽然 E3 中独立的不变张量只有 �ij 与 �ijk，但与它们相关的 �ij，�ij
与 �ijk 也都是空间转动下的不变张量. 例如在空间转动变换下，

�ij ⇝
�
� 0
�i
j = ai k �

k
l ea l

j = ai k ea k
j = �ij ; �ii = 3

全反对称的逆变 LeviCivita 张量 �ijk 定义为：

�ijk � �im �jn �kl �mnl = �im �jn �kl
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不难证明（Optional）：

�ijk �mnl =

�������
�im �in �il
�
j
m �

j
n �

j
l

�km �kn �kl

�������
从而，

�ijk �mnk = �im �
j
n � �in �jm ⇝ �ijk �mjk = 2�im; �ijk �ijk = 6



作为 E3 中张量的物理量举例

标量：质量 m，电荷 Q，静电标势 '，电荷分布的体密度 �(r)
等. 特别是处在空间点 r0 处的点电荷 Q的电荷体密度：

�(r) = Q �(3)(r� r0)

显然， ˆ
V
�(r) d3x = Q

ˆ
V
�(3)(r� r0) d3x = Q

Q： 为什么说狄拉克戴尔塔函数 �(3)(r� r0)是标量？

戴尔塔函数的定义是：

�(3)(r� r0) =

(
1; 倘若 r = r0；
0; 倘若 r 6= r0.

ˆ
V
�(3)(r� r0) d3x = 1



E3 的体积元在笛卡尔坐标系中定义为：

d3x � dx1 ^ dx2 ^ dx3

式中 ^表示坐标微分 dxi 之间的外积9，具有性质：

dxi ^ dxj = �dxj ^ dxi ⇝ dx1^dx1 = dx2^dx2 = dx3^dx3 = 0

所以，
dxi ^ dxj ^ dxk = �ijk dx1 ^ dx2 ^ dx3 = �ijk d3x

在空间转动变换下，xi ⇝ x 0i = ai j xj， 我们看到：

dxi ⇝ dx 0i = ai j dxj

d3x ⇝ d3x 0 = dx 01 ^ dx 02 ^ dx 03 = a1
i a

2
j a

3
k dxi ^ dxj ^ dxk

9外积就是反对称化的直积. 例如：

dxi ^ dxj = 1
2
�
dxi 
 dxj � dxj 
 dxi

�
:



亦即：

d3x 0 = a1
i a

2
j a

3
k �

ijk dx1 ^ dx2 ^ dx3 = detA d3x = d3x

换言之，体积元 d3x在空间转动变换下保持不变，它是 E3 中的标
量.

鉴于此以及戴尔塔函数的积分定义式，ˆ
V
�(3)(r� r0) d3x = 1

我们确信 �(3)(r� r0)也是 E3 中的标量， 其量纲为：h
�(3)(r� r0)

i
= L�3

矢量：带电粒子的速度 u，静电力 F，电场强度 E，磁感应强度
B等. 特别地，点电荷 Q以速度 u运动时它的电流密度矢量：

j(r) � �(r)u = Qu �(3)(r� r0)



梯度算符∇也具有矢量性质. 在笛卡尔直角坐标系中，

∇ = ei
@

@xi

其分量算符在空间转动下的变换法则是：

@

@xi
⇝ @

@x 0i
=

@xj

@x 0i
@

@xj

在空间转动下，

xi ⇝ x 0i = ai j x
j ⇝ xj = ea j

i x
0i

由此我们知：

@xj

@x 0i
= ea j

i ⇝ @

@x 0i
=

@

@xj
ea j

i

即 @
@xi 形成了矢量算符∇的协变分量.



4张量

1 物理量可以按照其在空间转动变换下的变换性质分类为欧氏
空间 E3 中的标量、矢量和高阶张量等.

2 为了方便地表达狭义相对论的相对性原理，我们需要把物理
量按照其在洛伦兹变换下的变换性质重新进行分类.

洛伦兹变换

x� ⇝ x 0� = Λ�� x� ; ��� Λ�� Λ
�
� = ���

可以重新诠释为四维闵氏空间（Minkowski）中的赝转动：

XT η X = X 0T η X 0; X 0 = Λ X; Λ fΛ = fΛ Λ = I

式中，

fΛ = η�1 ΛT η;
�
ΛT
� �

�
= (Λ)�� = Λ�� ; ⇝

�fΛ ��
�
= ��� Λ

�
� �

��

且：
detΛ = det eΛ = �1

物理量新分类的结果常常称之为 4张量或者四维协变量.



假设在闵氏空间M4 中建立起了笛卡尔直角坐标系，沿各坐标轴
延伸方向的单位基矢为 e� （� = 0; 1; 2; 3）使得

e� � e� = ���

仅有一个分量且其在洛伦兹变换下保持不变的物理量 A

A ⇝ A 0 = A

称为 4标量.

具有四个分量的物理量 V, 设其在笛卡尔坐标系中表达为：

V = V �e�

倘若 V � 在洛伦兹变换下与位置坐标 x� 有相同的变换法则，

V � ⇝ V 0� = Λ��V
�

则称 V形成了一个 4矢量. V � 称为 4矢 V的逆变分量.



Q： 怎么定义时间轴方向的单位基矢 e0 ?

通过度规矩阵 ��� 与 V � 的缩并，我们也可以定义 4矢量 V
的协变分量：

V� � ���V � ⇝ V � = ���V�

在洛伦兹变换下，

V� ⇝ V 0
� = � 0

��V
0� = ��� Λ��V

� = ���Λ
�
��

�� V�

亦即：

V� ⇝ V 0
� = V� eΛ��



具有 4m+n 个笛卡尔分量的物理量 T，倘若在洛伦茨变换下它
的分量

T �1�2����m
�1�2����n

中每一个上指标 �i (1 � i � m) 都与逆变位置坐标 x � 有相同
的变换法则、每一个下指标 �j (1 � j � n) 都与协变位置坐标
x� 有相同的变换法则：

T �1����m
�1����n ⇝ T 0�1����m

�1����n = Λ�1
�1 � � �Λ�m

�m T �1����m
�1����n

eΛ�1
�1 � � � eΛ�n�n

则称 T为 (m; n)型 4张量，m+ n为此张量的阶.

1 通常把 (m; 0)型的 4张量称为逆变的 m阶 4张量，把 (0; n)
型的 4张量称为协变的 n阶 4张量.

2 m与 n皆取非零值时的 (m; n)型 4张量称为混合张量.

3 4张量的逆变、协变分量可以通过度规矩阵 ��� 或者其逆 ���

相互转换. 例如：

T�� ⇝ T �� = ������T��



4标量举例：

事件的间隔
ds2 = dx�dx�

不受洛伦兹变换的影响，因此是一个 4标量.

物理过程持续的固有时 d� = �ds=c.

电磁波的相位因子 �. 相位只是计数问题，不应随参考系的
改变而发生变化.

粒子的质量 m.

闵氏空间M4 的体积元 d4x = dx0 ^ dx1 ^ dx2 ^ dx3.

带电粒子的电荷 Q及其在M4 中的电荷体密度：

�(x) = Q �(4)(x� x0) � Q
c
�(t� t0) �(3)(r� r0)



4矢量举例：

粒子的时空坐标本身形成了一个四维矢量，

X = (x�) = (x0; r)

常称之为 4位置矢量，此处 x0 � ct.

对 x� 的微商算符形成了一个 4矢量微商，

@� =
@

@x�
=

�1
c
@

@t
; ∇

�
常称之为 4梯度算符. 洛伦兹变换x 0� = Λ

�
� x�的逆变换可

写为：
x� = eΛ�� x 0�

因此在洛伦兹变换下，

@� ⇝ @ 0
� :=

@

@x 0�
=

@x�

@x 0�
@

@x�
= eΛ�� @�

即 @� 形成了 4梯度矢量的协变分量.



对 X = (x�)的微分形成了一个四维矢量：

dX = (dx�) =
�
dx0; dr

�
常称之为 4位移矢量.

将 4位移 dX与固有时 d� 相除，可以构造出一个 4矢量 U，
其逆变分量为：

U� =
dx�
d�

常称 U为粒子的 4速度. 按此构造，U� 与 x� 显然具有完全
相同的在洛伦兹变换规律：

U� ⇝ U 0� = Λ��U
�

注意到粒子的物理速度为 u = dr=dt， 而运动时钟延缓效应
又暗示着：

dt = ud�; u =
1p

1� (u=c)2
⇝ U = (U�) = u (c; u)

这就是粒子的 4速度 U与其物理速度 u之间的联系.
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