
粒子的 4速度 U

粒子 4速度 U� 与其自身求缩并，可以构造出一个四维标量：

U�U� = �c2

此式是 U = (U�)最重要的性质.
可以把闵氏空间M4 时间轴方向的单位基矢选择为：

e0 =
U
c

⇝ e0 � e0 = �1 = �00

利用 4速度可以高效地推导出相对论的速度合成法则.

回忆洛伦兹推动矩阵的矩阵元
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1� �2, 而 β = v=c是无量纲化的牵连速度. 惯性系
Σ和 Σ0 中粒子 4速度的逆变分量分别是：
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整理此二式，我们看到：
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把第二式代入到第一式，即得：
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或等价地，

u0 =
u+ 2

+1(u � β)β � βc
 (1� u � β=c)

这正是相对论的速度合成法则.

通过求粒子 4速度 U对固有时 � 的时间导数，可以构造出一
个新的四维矢量 A ：
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常称 A = (A �)为粒子的 4加速度.



现在研究粒子 4加速度 A 与其物理加速度 w之间的联系. 注意
到：
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u); ;βu = u=c; u =
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亦即：
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粒子 4加速度 A 的空间分矢量 a :=
�
A i�与其物理加速度 w之

间的联系是：

a = 4
u [w+ βu � (βu � w)]

不难看出：(βu � a) = 4
u(βu � w). 所以 a与 w的关系也可等价地

表达为：

w =
1
2
u
[a� βu(βu � a)]

倘若 βu k w， 即粒子做加速直线运动，a = 4
uw:

倘若 βu ? w， 即粒子做匀速曲线运动，a = 2
uw:

倘若粒子的运动速率远小于光速，jβuj � 1，精确到无量纲
速度参数 �u 的一次幂，我们看到：a � w.
在粒子瞬时自身系 Σ0 中（βu0 = 0; u0 = 1），

a0 = w0

但必须注意的是：绝不能把普通惯性系中的 a误解为粒子
在 Σ0 中、即其瞬时自身系 (MCRF) 中的物理加速度 w0.



Q： 粒子 4加速度 A � 的空间分矢量 a与其瞬时自身系 Σ0

中的物理加速度 w0 之间有何关系？

前面我们已经求出了一般惯性系 Σ中粒子 O的物理加速度 w与
其瞬时自身系 Σ0 中物理加速度 w0 之间的联系：
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式中 u = 1=
q
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u，而 βu = u=c是 O相对于 Σ系的无量纲运

动速度. 上式可以重新表为：
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利用以上二式，我们有：
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所以一般情形下 a 6= w0，除非 βu ? w0. 倘若粒子 O做加速直线
运动，βu k w0，我们看到：

a = uw0 =
w0q
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关联于粒子的 4加速度 A ，存在着如下两个 4标量：

A �U�; A �A�

由于 U�U� = �c2, 我们确定粒子的 4速度 U为类时 4矢
量. 求此式对于固有时 � 的导数，我们有：

0 = 2U�
dU�

d� ; ⇝ A �U� = 0

所以，粒子的 4加速度 A 是类空 4矢量. 总可以找到一个
惯性系，使得在其中 A 0 = 0. 因为

A 0 = 4
u βu � w

这个惯性系实际上是粒子的瞬时自身系 Σ0.



另一个 4标量常常记为：

A �A� = a2

在相对论力学中，粒子加速度的量值定义为：

a =
q

A �A�

1 切记：a 6= ja j = p
A iAi.

2 鉴于 A � 的类空性，A �A� > 0. 所以 a > 0.
3 不难证明：

a = 3
u

p
[1� (u=c)2]w � w+ (u � w)2=c2

4 a是 4标量，它的量值不依赖于惯性系的选择. 可以把 a用粒
子瞬时自身系 Σ0 中的加速度 w0 表达为：

a =
p
w0 � w0 = jw0 j

所以，a就是瞬时自身系 Σ0 中粒子物理加速度的量值. 换言
之，瞬时自身系中粒子物理加速度的量值 jw0 j是一个 4标量.



电磁波的相位因子 ei� 是一个 4标量，

� = k � r� !t

这是因为某个波峰通过某一时空点是一个物理事件，而相位
�只是计数问题，不应随参考系而变.

引入数组 k � = (!=c; k)和 x � = (ct; r)，可以把 4标量 �重
新写为：

� = ���k �x � = k �x�

然而 (x�) = X是一个 4矢量，即粒子在闵氏空间M4 中的位
置矢量. 所以，

k � = (!=c; k)

必须也是一个 4矢量， 常称之为 4波矢. k� 的洛伦兹变换
法则为：

k � ⇝ k 0� = Λ��k
�



倘若考虑洛伦兹推动变换，则有：

k 0 = k+
2

 + 1
(k � β)β � β!=c

! 0 = (! � cβ � k)

1 相对论的多普勒效应. 考虑在真空中传播的平面电磁波. 假
设 Σ系中的物理波矢 k与牵连速度 βc之间的夹角为 �，

β � k = k� cos � =
!

c
� cos � ↫ k =

!

c
我们有：

! 0 = (! � cβ � k) = !(1� � cos �)

若 Σ0 系为光源静止参考系，!0 = !0. 这里用 !0 标记静止光
源的辐射角频率. 于是，相对论的多普勒效应由下式描写：
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在垂直于光源运动方向观测辐射时，经典力学多普勒效应的
结论是 ! = !0.

与经典力学结论不同，狭义相对论预言存在横向的多普勒效
应 (� = �=2)：

! = !0

q
1� �2 < !0

横向多普勒效应为 IvesStilwell 实验 (1938) 所证实.

答疑：

现在解释一下如何理解“可以选择粒子的无量纲 4速度 U=c作为
某惯性系中时间轴方向的单位基矢”.

设 Σ为实验室参考系，有质量粒子 O以速度 u在其中作匀
速直线运动. 倘若在 Σ中建立笛卡尔直角坐标系，可以把坐
标系的基矢取为：

e0 = (1; 0; 0; 0); e1 = (0; 1; 0; 0); e2 = (0; 0; 1; 0);
e3 = (0; 0; 0; 1)



粒子 O相对于 Σ系的 4速度为：

U = U�e� = uce0 + uuiei ⇝ U
c
= u

 
1;

ui

c

!

设 Σ0 为粒子 O的自身参考系. 倘若也在 Σ0 系中建立笛卡尔
直角坐标系，则 O会朴素地认为坐标系的基矢是：

e 00 = (1; 0; 0; 0); e 01 = (0; 1; 0; 0); e 02 = (0; 0; 1; 0);
e 03 = (0; 0; 0; 1)

换言之，

e 0� = ��� e 0� ⇝
�
e 0�
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= ���

特别地，e 00 作为一个 4矢量，其在粒子自身系 Σ 0 中的笛卡尔
分量为： �

e 00
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借助于 Σ0 ! Σ的逆洛伦兹推动变换 eΛ��(u)，我们推知类时
4矢量 e 00 在实验室参考系 Σ中的笛卡尔分量为：�
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亦即：
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同理知类空 4矢量 e 0j (j = 1; 2; 3) 在实验室参考系 Σ中的笛
卡尔分量为：
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