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6 第一章 作业答案及解析

1.1 0322

例 1.1.1. 设粒子在惯性系 S 中以速度 u⃗ = cβ⃗u 运动，其 4-速度表为 Uµ = γuc(1, β⃗u)，
请证明：UµUµ = −c2

解. Uµ = γc(1, β⃗u)，其中 β⃗u = u⃗

c
是一个 3-矢量，所以我们可以直接去计算内积：

UµUµ = ηµνU
µUν

= γ2c2(−1 × 1 + β⃗u · β⃗u)

= 1
1 − u2/c2 (−c2 + u2)

= c2

c2 − u2 (u2 − c2)

= −c2

即证明。

例 1.1.2. 利用粒子的 4-加速度 A µ = dUµ

dτ
可以定义一个 4-标量 a =

√
A µAµ. 请证明

a 恰为粒子瞬时自身系中物理加速度 ω̂ 的大小

解. 我们已经知道 4-速度 Uµ = γuc(1, β⃗u)，现在我们求导，可以给出：

dUµ

dτ
= dUµ

dt
dt
dτ

⇒ A 0 = dU0

dτ
= dU0

dt
γu

= γ4
uβ⃗u · ω⃗

A i = dU i

dτ
= dU i

dt
γu

= γu(γuω
i + γ3

u(β⃗u · ω⃗)βi
u)

= γ2
uω

i + γ4
u(β⃗u · ω⃗)βi

u

这样我们就可以计算标量：

a =
√

A µAµ

=
√

−A 0A 0 + A iA i

=
√

−γ8
u(β⃗u · ω⃗)2 + γ4

uω⃗
2 + γ8

u(β⃗u · ω⃗)2β⃗2
u + 2γ6

u(β⃗u · ω⃗)2

=
√
γ4

uω⃗
2 − γ6

u(β⃗u · ω⃗) + 2γ6
u(β⃗u · ω⃗)2 (with − 1 + β⃗2

u = −γ−2
u )

=
√
γ4

uω⃗
2 + γ6

u(β⃗u · ω⃗)2
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在粒子的瞬时自身系中，其速度自然是 β⃗u = 0，从而 Lorentz 因子 γu = 1，加速度即为
ω⃗ = ω̂。于是：

a =
√
γ4

uω⃗
2 + γ6

u(β⃗u · ω⃗)2 = ∥ω̂∥

这就证明了，4-加速度的 Minkowski 模长就是粒子在瞬时自身系下的加速度的大小。

例 1.1.3. 确定下面三个 4-矢量（其分量用直角坐标分量写出）是类时、类空还是类光的。

Aµ = (1, 0, 1√
2
,

1√
2

)

Bµ = (1, 0, 1
2
,
1
2

)

Cµ = (3, 12λ, 0, 0)

其中 λ 是参数。

解. 直接计算内积：

1. AµA
µ = −1 + 0 + 1

2
+ 1

2
= 0，从而 Aµ 是类光矢量；

2. BµB
µ = −1 + 0 + 1

4
+ 1

4
= −1

2
< 0，从而 Bµ 是类时矢量；

3. CµC
µ = −9 + 144λ2 + 0 + 0 = 144λ2 − 9，当 |λ| < 1

4
时，CµC

µ < 0，为类时；当 |λ| = 1
4

时，CµC
µ = 0，为类光；当 |λ| > 1

4
时，CµC

µ > 0，为类空。

例 1.1.4. 如果一个 4-矢量 vµ 是类时的，而另一个 4-矢量 sµ 是类空的，他们的标量积
vµs

µ = 0 成立吗？

解. 不一定。比如我们可以给出如下例子：

vµ = (3, 1, 1, 1), vµv
µ = −9 + 1 + 1 + 1 = −6 < 0

这 vµ 就是类时的，现在我们来讨论 Sµ 的取值。

1. 取 sµ = (0, 2, 2, 2), sµs
µ = 0 + 4 + 4 + 4 = 12 > 0，可知 vµs

µ = 0 + 2 + 2 + 2 = 6 > 0

2. 取 sµ = (1, 1, 1, 1), sµs
µ = −1 + 1 + 1 + 1 = 3 > 0，可知 vµs

µ = −3 + 1 + 1 + 1 = 0

3. 取 sµ = (0,−1,−1,−1), sµs
µ = 0+1+1+1 = 3 > 0，可知 vµs

µ = 0−1−1−1 = −3 < 0

所以我们完全无法确定标量积的符号，只能说他们的标量积可能为 0。
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1.2 0329

例 1.2.1. 设 A、B 和 C 是 3 个 4-矢量。

1. 倘若在惯性系 Σ 中，这些 4-矢量表达为：

A = 4e0 + 3e1 + 2e2 + e3, B = 5e0 + 4e1 + 3e2, C = e0 + 2e1 + 3e2 + 4e3

式中 eµ(µ = 0, 1, 2, 3) 是 Σ 系的基矢。请证明 A 是类时矢量、B 是类光矢量和 C 是类
空矢量。

2. 倘若进行惯性系的变换使得新的惯性系 Σ′ 中的基矢定义为：

e′
0 = cosh θe0 + sinh θe1, e

′
1 = sinh θe0 + cosh θe1, e

′
2 = e2, e

′
3 = e3

请求出 Σ′ 相对于 Σ 的物理 3-速度 v⃗，并把 A、B 和 C 这三个 4-矢量在 Σ′ 系中重新
表达出来。

解. 在以下计算中，我们都默认 {ei} 是 Minkowski 空间中的一组正交基矢。

1. Minkowski 空间中的正交基矢总是可以定义相同的内积结构，这可以从保度规变换的形
式看出。于是，我们知道：

AµAµ = −42 + 32 + 22 + 12 = −2 > 0

BµBµ = −52 + 42 + 32 + 02 = 0

CµCµ = −12 + 22 + 32 + 42 = 28 < 0

根据定义可知，A 是类时矢量，B 是类光矢量，C 是类空矢量。

2. 对于一个矢量而言，其坐标分量是所谓逆变分量，而基矢是协变的。我们先给出矩阵形
式的变换：

(
e′

0 e′
1 e′

2 e′
3

)
=

(
e0 e1 e2 e3

)


cosh θ sinh θ 0 0
sinh θ cosh θ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1


我们考虑到：

(
e′

0 e′
1 e′

2 e′
3

)


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




x′0

x′1

x′2

x′3

 =
(
e0 e1 e2 e3

)


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




x0

x1

x2

x3


⇒ {x′} = g−1Mg{x} ⇔ {x} = g−1M−1g{x′}
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这便是我们求出的两组基下的矢量分量变换法则。

经过计算，我们可以显式地写出：
x0

x1

x2

x3

 =


cosh θ sinh θ 0 0
sinh θ cosh θ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1




x′0

x′1

x′2

x′3



⇔


x′0

x′1

x′2

x′3

 =


cosh θ − sinh θ 0 0

− sinh θ cosh θ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




x0

x1

x2

x3


这就对应了一个沿 e1 方向 Boost 的 Lorentz 变换。我们可以利用定义，直接写出：v⃗ =
c tanh θe1，就是 Σ′ 相对于 Σ 的相对运动速度。利用上面的坐标变换公式，我们也可以
给出：

A = (4 cosh θ − 3 sinh θ)e′
0 + (−4 sinh θ + 3 cosh θ)e′

1 + 2e′
2 + e′

3

B = (5 cosh θ − 4 sinh θ)e′
0 + (−5 sinh θ + 4 cosh θ)e′

1 + 3e′
2

C = (cosh θ − 2 sinh θ)e′
0 + (− sinh θ + 2 cosh θ)e′

1 + 3e′
2 + 4e′

3

例 1.2.2. 设 A 与 B 是两个非零的、彼此正交的 4-矢量，A ·B = AµBµ = 0。请判断以
下几种观点的正确性：

1. 若 A 是类光 4-矢，则 B 或者是类光 4-矢，或者是类空 4-矢。

2. 若 A 与 B 均为类光 4-矢，则他们必然成正比。

3. 若 A 是类空 4-矢，则 B 可以是类光 4-矢，可以是类时 4-矢，也可以是类空 4-矢。

4. 若 A 是类时 4-矢，则 B 只能是类空 4-矢。

解. 1. 这是正确的。下面我们证明：

证明. 首先证明一个类光矢量确实与自己正交：这是显然的，因为类光矢量 l 的定义即
为 l · l = 0，所以有 l · kl = 0, ∀k = constant；

其次来证明一个类空矢量能与类光矢量正交。考虑类光矢量 l = (l0, l⃗) 和类空矢量 s =
(s0, s⃗)，我们只要让 l · s = −s0l0 + s⃗ · l⃗ = 0 即可。而最简单的取法是让 s0 = 0，同时在
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3 维欧氏空间中把 s⃗ 取为与 l⃗ 垂直，容易证明 s 确实是一个类空矢量；这就证明了类空
矢量确乎是

下面来证明类时矢量不能与之正交。我们不妨记类光矢量：l = (l0, l⃗)，类时矢量 t = (t0, t⃗)。
根据定义，应该有：

l · l = −l20 + l⃗ · l⃗ = 0

t · t = −t20 + t⃗ · t⃗ < 0

倘如假定确实有类时矢量 t 与类光矢量 l 与之正交，则必然有：

l · t = −l0t0 + l⃗ · t⃗ = 0

移项平方处理，联立上面三个式子，应该得到：

l20t
2
0 = (⃗l · t⃗)(⃗l · t⃗) > (⃗l · l⃗)(⃗t · t⃗)

但这是不可能的，因为：

(⃗l · t⃗)2 = ∥⃗l∥2∥t⃗∥2 cos2⟨⃗l, t⃗⟩ ≤ (⃗l · l⃗)(⃗t · t⃗)

所以假设不成立。即：不可能有类时矢量与类光矢量正交。

特别地，在以上式中，如果 t 是类光矢量，则上面所有的大于号和小于号均可以带等于；
但若要允许这个正交矢量的存在，必须让各个不等式同时取等号，此时就有 l = kt，于
是我们可以证明与一个类光矢量垂直的类光矢量必然是它自身的倍数。

2. 这是正确的，可以由上一问最后的讨论证明。

3. 这是正确的，可以通过构造方法来证明：

对于类空矢量 A = (A0, A⃗)，构造 B = (∥A⃗∥2

A0
, A⃗)。由 −A2

0+∥A⃗∥2 > 0可以证明 B ·B < 0，

从而构造出了正交的类空矢量。

类似地，我们不妨给类光矢量取为 B = (1, B⃗)，容易知道 ∥B⃗∥ = 1。此时我们只要让
B⃗ · A⃗ = ∥A⃗∥ cos⟨A⃗, B⃗⟩ = A0 即可。由于类空矢量满足 ∥A⃗|2 > A2

0，可以知道这个类光矢
量 B 存在。

最后我们需要找一个类空矢量。这里我们可以用更加抽象的手法。我们知道一定存在一
个 Lorentz变换 Λ，使得 ΛA的时间分量为 0。这时我们可以轻松地找出一个时间分量同
样为 0的类空矢量 B’与之正交。由于 Lorentz变换保内积不变，我们现在取 B = Λ−1B′，
自然有 A 与 B 垂直（同时，也保证 B 的内积不变，从而 Lorentz 变换后类空矢量仍然
是类空矢量）。



1.2 0329 11

4. 这是正确的。不妨设两个类时矢量为：p = (p0, p⃗), q = (q0, q⃗)。我们计算点积：

p · q = −p0q0 + p⃗ · q⃗ < −p0q0 + ∥p⃗∥∥q⃗∥ < −p0q0 + p0q0 = 0

其中最后一个等号利用了类空矢量 4-模方小于 0 的性质。这就证明了 B 不可能是类时
矢量。同时，第一问中证明了 B 也不能是类光矢量，从而 B 只能是类空矢量。

给分规则：要写原因，不能只写对错判断！

例 1.2.3. 一个粒子的 4-速度 Uµ 与 4-矢 Aµ = (3, 0, 0, 1) 平行，请求出 Uµ 在此惯性系
中的笛卡尔分量。

解. 我们知道 4-速度的模方为 −c2。由平行的定义，可以知道 Uµ = (3k, 0, 0, k)，k 是一
个待定常数。
然后，我们来计算模方：

−c2 = UµUµ

= −9k2 + k2

= −8k2

⇒ k = ±
√

2
4
c

又 x0 = 3λ = γc > 0，故 λ 只能取大于 0 的值，另一解为增根

所以 Uµ 的笛卡尔分量只能是 U i = (0, 0,
√

2
4
c)。

PS. 助教们在改一部分作业的时候改错了，不应该加上 ± 的，大家请以习题课给的答案
为准

例 1.2.4. 设粒子的 4-速度在某惯性系 S 中可表为 Uµ = (2c, U1, U2, U3)，此处 U i(i =
1, 2, 3) 是 3 个待定常数. 倘若存在另外两个 4-矢 Aµ = (0, 1, 1, 1) 和 Bµ = (0, 0, 0, 3) 使得
UµAµ = 0 和 UµBµ = 3c，请设法确定粒子 4-速度在 S 系中的表达式并求出其物理 3-速度 u⃗.

解. 根据 4-速度模方的约束、内积条件，给出等式：
UµUµ = −4c2 + U12 + U22 + U32 = −c2

UµAµ = 0 ⇒ U1 + U2 + U3 = 0

UµBµ = 3c ⇒ 3U3 = 3c

从以上 3 个式子可以解出： 
U1 = ±

√
3 − 1
2

c

U2 = ∓
√

3 − 1
2

c

U3 = c
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另一方面，4-速度的时间分量为：2c = U0 = γc，则 γ = 2，又 U⃗ = γ(c, u⃗)，则：
4-速度 (2c, ±

√
3−1
2 c, ∓

√
3−1
2 c, c) 对应的 3-速度为 (±

√
3−1
4 c, ∓

√
3−1
4 c, c

2)
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1.3 0403

例 1.3.1. 在笛卡尔坐标系中，粒子在矢量 Aµ = (3, 0, 0, 1) 方向上的 4-速度为 Uµ。它是
有质量粒子还是无质量粒子？在该坐标系中写出 Uµ 的各分量。

解. 由题意得 Uµ = αAµ, α ̸= 0，则：

UµUµ = −c2 ⇒ α =
√

2
4
c

⇒ Uµ = (3
√

2
4
c, 0, 0,

√
2

4
c)

γ = 3
√

2
4 ̸= 0，故为有质量粒子

给分规则：要判定粒子是否有质量，不然扣分

事实上无质量粒子一般写 4-动量不写 4-速度。

例 1.3.2. 一个有质量粒子在单位制 c = 1 下有 4-速度 Uµ = (2, A,B,C)，其中 A,B,C

是未知常数。通过条件（1）Uµ 与 4-向量 Aµ = (0, 1, 1, 1) 正交和（2）UµBµ = 3，其中 4-矢
量 Bµ = (0, 0, 0, 3)，确定其空间分量的可能值。

解. 由题目两条件和 4-速度性质可以写出（需注意单位制）：
UµAµ = A+B + C = 0

UµBµ = 3C = 3

UµUµ = −4 +A2 +B2 + C2 = −1

解得： 
A = ±

√
3 − 1
2

B = ∓
√

3 − 1
2
C = 1

即 4-速度 Uµ = (2, ±
√

3−1
2 , ∓

√
3−1
2 , 1)

例 1.3.3. 一个有质量粒子的 3-速度为：

u⃗ = u0

1 + (t/t0)
e⃗1

在惯性参考系 Σ 中，u0 和 t0 是两个正的常数，e⃗1 是笛卡尔坐标沿 x 轴的基向量。这个粒子
的本征时间 τ 是多少（写成 t 的函数形式）？它的 4-速度是多少？
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解. 由 dt
dτ

= γ（本质为间隔不变），积分可得本征时间:

τ =
∫ τ

0
dτ =

∫ t

0

√
1 − u2

c2 dt =
∫ t

0

√
1 − u2

0/c
2

(1 + t/t0)2 dt

= − t0u0

c

∫ √
1 − a2

a2 da

= t0u0

c

∫
[(− 1√

1 − a2
+

√
1 − a2

a2 ) + 1√
1 − a2

]da

= t0u0

c
(
√

1 − a2

a
+ arcsin a) + C0

= (t+ t0)

√
1 − t20u

2
0

c2(t+ t0)2 +
t0u0 arcsin t0u0

c(t+t0)

c
+ C0

(C0 = −t0

√
1 − u2

0
c2 +

t0u0 arcsin u0
c

c
)

由 Uµ = γ(c, u⃗)，可计算得 4-速度：

Uµ = 1 + t/t0√
(1 + t/t0)2 − u2

0/c
2
(c, u0

1 + (t/t0)
, 0, 0)

给分规则：太难积了，所以写对积分关系式，4-速度即可
“动钟变慢”例子中 τ = t

γ
是在匀速 lorentz boost 下积分的结果，此时速度与时间无关，

γ 可作常数提出；而速度与时间有关时 γ 表达式含 t, 则应老老实实使用 dτ = dt
γ
积分计算。

故此题不能简单的套用“动钟变慢”关系式 τ = t
γ
，大家在使用结论时要注意其先决条件或使

用场景！
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1.4 0412

例 1.4.1. 证明数学恒等式：

∇2 1
|r⃗ − r⃗′|

= −4πδ(3)(r⃗ − r⃗′)

解. 我们首先利用散度对其展开，在 r⃗ − r⃗′ ̸= 0 时：

∇2 1
|r⃗ − r⃗′|

= −∇ r⃗ − r⃗′

|r⃗ − r⃗′|3

= −3 1
|r⃗ − r⃗′|3

+ 3 1
|r⃗ − r⃗′|3

= 0

而在 r⃗ − r⃗′ = 0 处，我们在一个球 |r⃗ − r⃗′| ≤ R 上面积分：(使用奥高散度定理)∫
|r⃗−r⃗′|≤R

−∇ · r⃗ − r⃗′

|r⃗ − r⃗′|3
dV =

∮
|r⃗−r⃗′|=R

− r⃗ − r⃗′

|r⃗ − r⃗′|3
dS

= − 1
r2 r

2
∫ π

0
sin θdθ

∫ 2π

0
dφ

= −4π

因为对 R 没有限制，所以取 R → 0 可在局部上有 ∇2 1
|r⃗ − r⃗′|

= −4πδ(3)(r⃗ − r⃗′)

又，其他部分均为 0（已经证明），所以可以在全局上证明命题成立。

例 1.4.2. 某标量场 ϕ(x) 满足的场方程是 σ∂µ∂µϕ(x) = −λJ(x)，式中 σ 和 λ 是两个实
参数，4-标量 J(x) 是场 ϕ(x) 的源. 请验证体系的一个合格的拉氏密度是：

L = −σ

2
∂µϕ∂µϕ+ λJ(x)ϕ(x)

解. 首先，我们从形式上可以看出这个拉氏量是 Lorentz 协变的。现在，我们只需要检验
他能够给出正确的运动方程：

∂L
∂ϕ

= λJ(x)

∂L
∂(∂µϕ)

= −σ∂µϕ(x)

∂L
∂ϕ

− ∂µ
∂L

∂(∂µϕ)
= 0 ⇒ λJ(x) + σ∂µ∂

µϕ(x) = 0

⇒ σ∂µ∂µϕ(x) = −λJ(x)

这就可以证明这是一个合理的拉氏密度。

例 1.4.3. 设 ϕ 和 ψ 是 E 中的两个标量场，请验证如下矢量分析恒等式：
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1.
∇ · (ϕ∇ψ) = ∇ϕ · ∇ψ + ϕ∇2ψ

2.
∇ × (ϕ∇ψ) = ∇ϕ× ∇ψ

解. 这里我们全部都用指标来计算，默认爱因斯坦求和定理，并记直角坐标下的矢量基为
{ei}(i = 1, 2, 3)：

1.

∇ · (ϕ · ψ) = ∂i(ϕ∇ψ)i

= ∂i(ϕ∂iψ)

= ∂iϕ∂iψ + ϕ∂i∂iψ

= (∇ϕ) · (∇ψ) + ϕ∇2ψ

2.

∇ × (ϕ∇ψ) = εijkei∂j(ϕ∇ψ)k

= εijkei∂j(ϕ∂kψ)

= εijkei(∂jϕ)(∂kψ) + εijkeiϕ∂j∂kψ

= εijkei(∂jϕ)(∂kψ)

= ∇ϕ× ∇ψ

其中红色部分的消失是因为 j, k 两个指标在 εijk 中反对称，在 ∂j∂k 中对称，求和为 0.

这就证明了上面的恒等式。

常见：爱因斯坦求和里出现对称和反对称求和则 =0

例 1.4.4. 在惯性系 S 中，一个粒子具有 4-动量 pµ = (E/c, p⃗)。观察者 B 以速度 v⃗ = ve1

沿着 x1 方向运动。计算观察者 B 计算出的粒子总能量，和在 B 的静止参考系中粒子沿着 x1′

方向的速度

解. 我们考虑量纲统一的 4-动量：pµ = (E/c, γmvx, γmvy, γmvz)。其中，质量 m 可以通

过 4-矢量的模方给出：m = 1
c2

√
E2 − |p⃗|2c2。对观察者 B 而言，4-矢量 pµ 经一个 Lorentz 变

换，其能量分量为：

E′/c = 1√
1 − v2/c2

(E/c− vpx/c)

⇒ E′ = 1√
1 − v2/c2

(E − vpx)
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这给出了观察者 B 计算出的粒子总能量。

又，我们计算出粒子的动能：应当有 E = γmc2 = mc2√
1 − v2/c2

，所以可以给出 γ =

E/mc2 = E√
E2 − |p⃗|2c2

。这就允许我们给出：

vx = px

γm
= pxc

2

E

这就允许我们用速度变换法则：

v′
x = vx − v

1 − vvx

c2

=

pxc
2

E
− v

1 − vpx

E

= pxc
2 − vE

E − vpx

这就是在 B 的静止参考系中观测到的粒子沿 x1（同样也是 x1′）方向的速度。

例 1.4.5. 电磁场张量 Fαβ 的物理内涵规定为:F 0i = Ei/c, F ij = εijkBk. 这里的 Ei 与
Bk 分别是电磁场电场强度与磁感应强度的笛卡尔分量. 请证明：

Ei = cF 0i, Bi = 1
2
εijkF

jk

解. 对于电场 Ei，由于光速 c 是常数，成立是显然的；

对于磁场 Bi，有：

1
2
εijkF

jk = 1
2
εijkε

jklBl

= 1
2
εjkiε

jklBl

= 1
2

(δk
kδ

l
i − δl

kδ
k
i )Bl

= 1
2

(3Bi − δk
i Bk)

= Bi

这就证明了磁场的式子也成立。

例 1.4.6. 请证明对偶电磁场张量 F µν = 1
2
εµνρσFρσ 的物理内涵是：

F 0i = Bi, F ij = −1
c
εijkEk
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解. 如果取 µ, ν = 0, i，4 阶反对称张量因 0 恰好处在恰当位置，会退化为 3 阶反对称张
量（后两个指标也不能取 0）：

F 0i = 1
2
ε0ijkFjk

= 1
2
εijkFjk

= 1
2
gilεljkF

jk

= Bi

如果取 µ, ν = i, j，容易知道后面两个指标必有一为 0。我们可以将其合并：

F ij = 1
2
εij0kF0k − 1

2
εijk0Fk0

= 1
2
ε0kijF0k + 1

2
ε0ijkFk0

= ε0ijkF0k

= εijkF0k

= −1
c
εijkEk

这就证明了我们想要的对偶电磁张量。
事实上，如果我们取场强 A = Aµdxµ（联络 1-形式），把 F = Fµνdxµ ∧ dxµ 看作四维空

间中的一个 2-形式（曲率 2-形式），那么其 Hodge 对偶 G = ∗F 也是一个 2-形式。并且我们
可以通过 Hodge 对偶的运算规则给出 G = ∗F ⇒ Gµν = 1

2
εµνρσF

ρσ，这就解释了上面这个公
式的来源。
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1.5 0419

例 1.5.1. 对于一个孤立的电荷体系，电荷的宗量是一个 4-标量. 由于沿着速度方向存在
洛伦兹收缩，试根据电流密度 4-矢量的洛伦兹变换，证明实验室参考系中测量到的电荷体密
度 ρ 与电荷分布自身系中的电荷体密度 ρ0 之间存在联系 ρ = γρ0

解. 在电荷自身系中，我们以某一部分电荷整体运动的速度方向为 x 轴方向。在自身系
中，电荷的 4-电流密度写为：

j0 = (cρ0, 0, 0, 0)

在这个参考系中，我们可以用 Lorentz 变换回到地面系：

j = (cρ, jx, jy, jz)

cρ = γ(cρ0 + βj0x) = γcρ0

jx = γ(j0x + βcρ0) = γvρ0

jy = j0y = 0

jz = j0z = 0

所以我们可以给出 ρ = γρ0。

例 1.5.2. 设在惯性系 Σ 内电场与磁场相互垂直，E⃗⊥B⃗ . 另一惯性系 Σ′ 沿 E⃗ × B⃗ 方向
相对于 Σ 运动. 试问 Σ′ 系以什么速度运动才能使其中的观测者只观测到纯电场或者纯磁场？

解. 我们首先写出电磁场的 Lorentz 变换规律：

E⃗′ = γE⃗ − γ2

γ + 1
(β⃗ · E⃗)β⃗ + γcβ⃗ × B⃗

B⃗′ = γB⃗ − γ2

γ + 1
(β⃗ · B⃗)β⃗ − γ

c
β⃗ × E⃗

我们注意到 β⃗, E⃗, B⃗ 两两垂直，所以中间项消去，给出：

E⃗′ = γE⃗ + γcβ⃗ × B⃗

B⃗′ = γB⃗ − γ

c
β⃗ × E⃗

⇒ E′ = γE + γcβB

B′ = γB − γ

c
βE

令 E′ = 0，可得 β = − E

cB
，此时在 Σ′ 系中没有电场；令 B′ = 0，可得 β = cB

E
，此时

在 Σ′ 系中没有磁场。需要注意的是，这两个 β 中有且只有一个绝对值小于 1，所以一旦 E,B

大小给定，则电场消失和磁场消失只有一个可以达成。
综上：E

B
< c 时，v = E

B
时为纯磁场，无纯电场情况；
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E
B
> c 时，v = c2B

E
时为纯电场，无纯磁场情况；

E
B

= c 时，无纯电场、纯磁场情况；

写成矢量形式也应该是对的，如果助教改错了记得来找助教加分

例 1.5.3. 点电偶极子 p⃗ 以速度 v⃗ 相对于实验室系 Σ 运动. 设 t = 0 时刻 p⃗ 刚好经过 Σ
系的原点. 试根据电磁势 Aµ 和电磁场张量 Fµν 的洛伦兹变换，求出此点电偶极子在 Σ 系中
产生的电磁势和场强分布。

解. 我们已经知道，静止的电偶极子在本征系中产生的电势分布为：

φ′(x, y, z) = 1
4πε0

p⃗ · r⃗
r3

= 1
4πε0

pxx+ pyy + pzz√
x2 + y2 + z23

考虑到静止的电偶极子不产生电场，我们可以给出：我们可以写出：A′
µ = (−φ, 0, 0, 0)

计及 F ′
µν = ∂µA

′
ν − ∂νA

′
µ，我们可以给出：

F ′
10 = −F ′

01 = −∂φ

∂x

= 1
4πε0

[ px√
x2 + y2 + z23 − 3

2
2x2px√

x2 + y2 + z25 ]

= 1
4πε0

px(−2x2 + y2 + z2)
√
x2 + y2 + z25

类似地，我们可以写出另外两个分量：

F ′
20 = −F ′

02 = 1
4πε0

py(x2 − 2y2 + z2)
√
x2 + y2 + z25

F ′
30 = −F ′

03 = 1
4πε0

pz(x2 + y2 − 2z2)
√
x2 + y2 + z25

这就在电偶极子本征系中算出了物理量。更紧凑地，我们写成：

φ′ = 1
4πε0

p⃗ · r⃗
r3

E⃗′ = 1
4πε0

r2p⃗− 3r⃗(p⃗ · r⃗)
r5

B⃗′ = 0

现在我们 Lorentz 变换回 Σ 系：

φ = γφ′ = 1
4πε

√
1 − v2/c2

p⃗ · r⃗
r3
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但是 r⃗ 是本征系中的量，在 Σ 系中，我们要使用下面的这个式子：

r⃗ = R⃗+ γ2

γ + 1
β⃗(R⃗ · β⃗)

将所有的 r⃗ 代换为 R⃗，就变成了 Σ 系中观测到的电势 φ 的表达式。如果需要的话，对 R⃗ 求
散度，即可得到 E⃗。不再赘述。
而电磁张量的 Lorentz 变换实际上就给出了下面两式：

E⃗′ = γE⃗ − γ2

γ + 1
(β⃗ · E⃗)β⃗ + γcβ⃗ × B⃗

B⃗′ = γB⃗ − γ2

γ + 1
(β⃗ · B⃗)β⃗ − γ

c
β⃗ × E⃗

⇒ E⃗ = γE⃗′ − γ2

γ + 1
(β⃗ · E⃗′)β⃗ − γcβ⃗ × B⃗′

B⃗ = γB⃗′ − γ2

γ + 1
(β⃗ · B⃗′)β⃗ + γ

c
β⃗ × E⃗′

注意到 B⃗′ = 0，给出：

E⃗ = γE⃗′ − γ2

γ + 1
(β⃗ · E⃗′)β⃗

B⃗ = γ

c
β⃗ × E⃗′, E⃗′ = 1

4πε0

r2p⃗− 3r⃗(p⃗ · r⃗)
r5

然后利用 R⃗ 和 r⃗ 的变换规律带入即可。

给分规则：电偶极子系中 ϕ、E、B 都写对，R 与 r 换算关系写对，场 lorentz 变换关系
写对即可
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2.1 optional

例 2.1.1. 在以下练习题中，a⃗, b⃗, c⃗ 是矢量场：

1. 化简：

∇ × a⃗(∇ · a⃗) + a⃗× [∇ × (∇ × a⃗)] + a⃗× ∇2a⃗

2. 通过明确地写出笛卡尔坐标系中的分量，证明：

[⃗c · (⃗b · ∇) − b⃗ · (c⃗ · ∇)]⃗a = (∇ × a⃗) · (⃗b× c⃗)

3. 证明：

a⃗× (∇ × a⃗) = ∇(1
2
a2) − (⃗a · ∇)⃗a

解. 1. 为方便起见，先研究 i 分量，再推广。

∇ × a⃗(∇ · a⃗) + a⃗× [∇ × (∇ × a⃗)] + a⃗× ∇2a⃗i

= ϵijk∂j [ak∂mam] + ϵijkajϵkmn∂m[ϵnst∂sat] + ϵijkaj∂m∂mak

= ϵijk∂j [ak∂mam] + ϵijkaj(δksδmt − δktδms)∂m∂sat + ϵijkaj∂m∂mak

= ϵijk∂j [ak∂mam] + ϵijkaj∂k∂mam − ϵijkaj∂m∂mak + ϵijkaj∂m∂mak

= ϵijk∂j [ak∂mam] + ϵijkaj∂k∂mam

= ϵijk(∂jak)∂mam + ϵijk(ak∂j + aj∂k)∂mam

= ϵijk(∂jak)∂mam

倒数第二行由 ϵijk(ak∂j + aj∂k) = 0 可化简得结果。

⇒ ∇ × a⃗(∇ · a⃗) + a⃗× [∇ × (∇ × a⃗)] + a⃗× ∇2a⃗ = (∇ × a⃗)(∇ · a⃗)

2. 研究 i 分量：

[⃗c · (⃗b · ∇) − b⃗ · (c⃗ · ∇)]⃗a]i
= cibj∂jai − bicj∂jai

= (δikδjm − δimδjk)bmck∂jai

= ϵnijϵnkmbmck∂jai

= (ϵnkmbmck)(ϵnij∂jai)

= (∇ × a⃗) · (⃗b× c⃗)
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3. 研究 i 分量：

[⃗a× (∇ × a⃗)]i = ϵijkajϵkmn∂man

= (δimδjn − δinδjm)aj∂man

= aj∂iaj − aj∂jai

= ∂i(
1
2
ajaj) − aj∂jai

故有：

a⃗× (∇ × a⃗) = ∇(1
2
a2) − (⃗a · ∇)⃗a

例 2.1.2. 在静止参考系 S 中的观测者 K 观测两个事件 A 和 B。事件 A 发生在原点，2
年后事件 B 发生在沿 x1 轴正向 10 光年处。另一个参考系 S′ 以速度 v 沿着的 S 的 x1 轴移
动，其中的静止的观测者 K ′ 在原点处经过 K。而此时观察者 K ′ 观测到事件 B 发生的时间
比事件 A 晚一年。

1. 观察着 K ′ 观测到事件 B 在多远处？

2. K 和 K ′ 之间的相对速度是多少？

解. 方法 1：由 Lorentz Boost：

t′B − t′A =
(tB − tA) − v

c2 (xB − xA)√
1 − v2/c2

x′
B − x′

A = (xB − xA) − v(tB − tA)√
1 − v2/c2

tB − tA = 2y

t′B − t′A = 1y

xB − xA = 10ly

⇒ β = 20±
√

97
101 ，其中 β = 20+

√
97

101 对应 t′B − t′A = −1y，违反因果律，为增根；
故：v = 20+

√
97

101 c,x′
B − x′

A =
√

97ly
方法 2：由间隔不变性：

(−c2∆t2) + L2 = (−c2∆t′2) + L′2 ⇒ L′ =
√

97ly

由 ∆t′ = γ(∆t− v
c2L)，计算得 v = 20−

√
97

101 c(去掉增根)
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例 2.1.3. 一个已经经过加速的飞船上的宇航员使用一个坐标系 (T,X, Y, Z)。相对于惯性
系 (t, x, y, z)，有如下关系（取 c = 1）：

t = X sinh(aT ), x = X cosh(aT ), y = Y, z = Z

1. 计算宇航员坐标系中的度规。度规可以通过线元给出，而惯性系的度规自然来自Minkowski
线元：ds2 = −dt2 + dx2 + dy2 + dz2

2. 宇宙飞船在宇航员参考系中，作如下轨迹的运动：

X(T ) = X0 = constant, Y (T ) = vT, for v > 0, Z(T ) = 0, and 0 ≤ T ≤ T0

求在宇航员的钟看来，这段旅程经历了多久。

解. 1. 我们直接作换元：

dt = ∂t

∂X
dX + ∂t

∂T
dT

= sinh(aT )dX + aX cosh(aT )dT

dx = ∂x

∂X
dX + ∂x

∂T
dT

= cosh(aT )dX + aX sinh(aT )dT

dy = dY

dz = dZ

于是，我们就可以计算出新的线元：

ds2 = −dt2 + dx2 + dy2 + dz2

= [− sinh2(aT ) + cosh2(aT )]dX2

+ 2aX[cosh(aT ) sinh(aT ) − sinh(aT ) cosh(aT )]dXdT

+ a2X2(sinh2(aT ) − cosh2(aT ))dT 2 + dY 2 + dZ2

= −a2X2 dT 2 + dX2 + dY 2 + dZ2

所以，我们可以直接读出度规：

ηµν =


−a2X2 0 0 0

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


这被称为 Rindler 度规。
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2. 本题需要计算的是本征时。所谓（无穷小）本征时，就是世界线微元投在任意时刻的瞬时
Minkowski惯性系的时间分量中。而世界线长在不同的度规、不同的参考系下都是不变的，
所以，我们可以直接对世界线长度积分：注意到在运动中，dX = 0, dY = vdT, dZ = 0

−c2dτ2 = −a2X2dT 2 + dX2 + dY 2 + dZ2

⇒ dτ =

√
a2X2

c2 dT 2 − 1
c2 (dX2 + dY 2 + dZ2)

⇒ τ =
∫ T0

0
dτ

=
∫ T0

0

√
a2X2

0
c2 dT 2 − v2

c2 dT 2

=
∫ T0

0

√
a2X2

0
c2 − v2

c2 dT

=
√
a2X2

0 − v2

c
T0

这就是我们要求的本征时。

例 2.1.4. 已知点电荷 Q 在自身参考系 Σ′ 中激发的静电场强度分布为：

E⃗′(r⃗′) = 1
4πε0

Q

r′3 r⃗
′

现设 Q 以速度 v⃗ 相对于实验室系 Σ 做匀速直线运动. 试求 Q 在 Σ 系中激发的磁感应强
度分布 B⃗(r⃗) 并检验磁高斯定律 ∇ · B⃗ = 0 .

解. 我们已经计算出，地面系的磁场应该表为：

B⃗ = γ

c
β⃗ × E⃗′ = γQ

4πε0

β⃗ × r⃗′

r′3

考虑到 r⃗′ = r⃗ + γ2

γ + 1
β⃗(r⃗ · β⃗)，其模方为：r′2 = r2 + γ2(β⃗ · r⃗)2 我们带入可得：

B⃗(r⃗) = γQ

4πε0

β⃗ × r⃗√
r2 + γ2(β⃗ · r⃗)2

3

这就是我们所要的 Σ 系磁场分布。现在我们来验证高斯定律：

β⃗ × r⃗ = εijkeiβjrk

⇒∇ · (β⃗) = ∂i(εijkβjrk) = εijkβjδik = 0

(r2 + γ2(β⃗ · r⃗)2)−3/2 = (riri + γ2βiriβjrj)−3/2(2r + γ2)

⇒∇(r2 + γ2(β⃗ · r⃗)2)−3/2 = −3
2

(2r⃗ + 2γ2(β⃗ · r⃗)β⃗)(r2 + γ2(β⃗ · r⃗)2)−5/2
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特别地，我们注意到：

(r⃗ + γ2(β⃗ · r⃗)β⃗) · (β⃗ × r⃗) = 0

这可以用三重积的几何意义轻松看出。所以，考虑到 ∇ · (ψϕ⃗) = ψ∇ · ϕ⃗+ ∇ψ · ϕ⃗，我们用
这个形式来处理 B⃗(r⃗) 就知道对应的两项都是 0，所以我们给出 ∇ · B⃗ = 0，即高斯定律在 Σ
系成立。

例 2.1.5. 设 ϕ(x) 是一个 4-标量场，请求出其在无穷小 Lorentz 变换 δxµ = ηµαωαβx
β

(式中 ωµν = −ωνµ) 下的改变量 δϕ(x) 和 δ0ϕ(x)

解. 4-标量场性质有：ϕ′(x′) = ϕ(x)，则：

δϕ(x) = ϕ′(x′) − ϕ(x) = 0

δ0ϕ(x) = ϕ′(x) − ϕ(x) = ϕ′(x′ − δx) − ϕ(x)

= −δxµ∂µϕ(x) = −∂µϕ(x)ηµαωαβx
β

= −∂αϕ(x)ωαβx
β = xβωβα∂

αϕ(x)

例 2.1.6. 设 r⃗ 是场点 P 在 E 中的 3-位置矢量，r 是其大小，定义域为 r ≥ 0。已知：

∇ · ( r⃗
r3 ) = 4πδ(3)(r⃗)

请证明如下数学恒等式：

∇ · ( 1
r3 ) = 4πr⃗

r2 δ(3)(r⃗) − 3r⃗
r5

解. 由导数乘法法则：

∇ · ( r⃗
r3 ) = r⃗∇ · ( 1

r3 ) + 1
r3 ∇ · r⃗ = 4πδ(3)(r⃗)

⇒ ∇ · ( 1
r3 ) = r⃗

r2 [4πδ(3)(r⃗) − 3 1
r3 ] = 4πr⃗

r2 δ(3)(r⃗) − 3r⃗
r5

例 2.1.7. 承上题。若引入笛卡尔直角坐标系使得 r⃗ = xie⃗i = xie⃗
i，式中 xi = δijx

j 或者
xi = δijxj，请证明：

∂2

∂xi∂xj
(1
r

) = 3xixj − r2δij

r5 − 4πxixj

r2 δ(3)(r⃗)
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解. 由： ∂
∂xi ( 1

r
) = − xi

r3 (利用
√
x2 + y2 + z2 带入计算可得)

∂2

∂xi∂xj
(1
r

) = ∂

∂xj
(−xi

r3 ) = −∂xi

∂xj

1
r3 − xi

∂

∂xj
( 1
r3 )

= −δij

r3 + xi[
3xj

r5 − 4πxj

r2 δ(3)(r⃗)]

= 3xixj − r2δij

r5 − 4πxixj

r2 δ(3)(r⃗)
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