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提示：  

闵氏空间 中洛伦兹推动变换 的非零矩阵元是：

式中 为无量纲的牵连速度， . 

中的洛伦兹变换 也包括空间反射变换：

球谐函数 ​定义为：

几个低阶的球谐函数的显示形式是：

​-函数的积分表达式：

倘若 为正整数，则 . 
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简答(40分):             

1. 假设 是 ​中的二阶张量场. 据此可以构造出如下两个新的二阶4-张量场：

式中 是 的度规矩阵， 是4-张量场 的迹. 

请问 、 和 各自有多少独立分量（3分）？ 

请分别明确写出 和 在洛伦兹变换下的变换法则（5分）. 

请计算 并明确说明计算结果适合于哪些惯性参考系(2分).  

解：

、 和 各自具有的独立分量的数目为 、 和 . 

线性变换矩阵 服从赝正交条件

的线性变换 就是洛伦兹变换. 是一个4-标量，它在洛伦兹推动变换下不

变：

而 ​在洛伦兹推动变换下变换法则是：

式中 是逆洛伦兹变换矩阵， .  

2. 某电场的电场强度分布在球坐标系中表达为 ，式中 为一有量纲参数. 请问该电场是否是

静电场（10分）？ 

解：

​因为

所以此题考虑的电场不是静电场.  

3. 设4-矢量场 是电磁场的规范势，电磁场张量可表为 . 请问两个4-标量 和

在规范变换 下的变换法则(10分). 

解：

4-标量 是规范不变量，但另一4-标量 ​在规范变换下的变换法则是：

4. Proca矢量场 的拉氏密度可表为：

式中 . 倘若以此拉氏密度出发构建体系的哈密顿表述，体系中存在约束吗？若存在，

请写出约束方程(10分).

解：

以 为矢量场的广义坐标，则场的动力学方程是如下拉氏方程：
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也就是 . 接着以 为矢量场朴素的正则坐标建立体系的哈密顿表述. 与 其共轭的正

则动量是：

基本的非零等时泊松括号为：

显然，体系中存在约束. 初级约束为：

它与基本泊松括号不相容. 为了写出体系中存在的其它约束，我们写出体系的哈密顿密度

式中 而 .  体系的哈密顿量是：

要求初级约束不随时间变化，

我们看到体系中存在着如下次级约束：

重复上述步骤，

体系中存在着新的次级约束：



注意到：

故体系中不再有新的次级约束. 综合起来，自由Proca场论的哈密顿表述中共包含着如下三个约束：

 

计算(60分):  

5. 倘若反对称的4-张量 和

分别是电磁场张量与对偶电磁场张量. 

请证明 并求出比例系数的精确表达式(5分).

请证明4-标量 是空间反射变换下的不变量、但 则不然(10分).

明确写出电场强度 和磁感应强度 在空间反射变换下的变换法则(5分). 

解：

使用恒等式 ​​知：

倘若以 表示空间反射变换(属于一种离散的洛伦兹变换)， ​，则

而 作为洛伦兹变换下的不变张量， ，其在空间反射变换下的变换法则

是：

注意到

我们看到 ​在空间反射变换下的变换性质是：
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类似地，

所以， 在空间反射变换下保持不变，而 在空间反射变换下将会改变符号（赝标量）：

注意到电磁场张量 的物理内涵是:

式中 是空间转动变换(包括空间反射)下的不变张量， ，电场强度 在空间反射

变换下的变换法则是：

而磁感应强度 ​在空间反射变换下的变换法则是：

所以，电场强度是 中的极矢量，而磁感应强度是轴矢量.

 

6. 电磁场的能量动量张量 ​定义为：

请证明 具有对称、无迹和规范不变的性质(10分). 

从麦克斯韦方程组可知 ，式中 为4-电流密度矢量.  若定义电磁场的角动量张

量

请建立 满足的守恒定律(10分).

解：

注意到电磁场张量 是反对称的4-张量， ​，我们有：



因为 是规范变换下的不变量， 在规范变换下也是不变的.

电磁场角动量张量满足的守恒定律是：

 

7. 当不考虑原子核的运动以及原子核的电荷分布时，氢原子的电荷分布在球坐标系中可表为：

是电子电荷量的绝对值. 请计算氢原子所有的非零电多极矩（精确到电四极矩，10分），计算其在远处的静

电势分布（10分）. 

解：

精确到电四极矩，体系的电多极矩可表为：

因为题设 在球坐标系中的表达式与方位角 无关，故非零的电多极矩只有 ：

计及“提示”中枚举的球谐函数表达式以及

体系的电荷体密度可表为：

所以，

换言之，此氢原子非零的电多极矩为：



它们激发的静电势分布是：

若不使用球多极展开，则计算过程略繁. 计算结果应是：体系的总电荷量为 ，电偶极矩为零

，电四极矩张量非零的笛卡尔分量是 . 静电势的表达式同上.
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