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电荷分布与外电场相互作用能的多级展开
电荷分布与外电场的相互作用力

3 电介质
电介质的宏观描写
电介质分界面上的静电边界条件

静电基本方程

我们已经在相对性原理与规范原理的基础上建立起描写电磁现象
的基本方程组，即麦克斯韦方程组：

1
�0
@�F �� = �J � ; @�F�� = 0

和洛伦兹力公式：
dp�
d� = qF��U �

这些方程可以用 E3 中的矢量场等价地表为：

∇ � E = �=�0; ∇� E+
@B
@t

= 0;

∇ � B = 0; ∇� B� �0�0
@E
@t

= �0 j:

与
dp
dt = qE+ qv� B;

dW
dt = qE � v

接下来是事情自然是在各种典型情形下求解这组方程，用这
些解描写各种电磁现象，深化我们对于电磁相互作用的理解.

最简单的情形是所有场量均不随时间改变的静态：1

@B
@t

= 0;
@E
@t

= 0

此时麦克斯韦方程组中的电场与磁场解耦，分别形成静电学：

∇ � E =
�

�0
; ∇� E = 0

与静磁学：
∇ � B = 0; ∇� B = �0j

本章讨论静电学.
1静态情形下所有场量均不随时间变化. 除了场强的时间导数为零之外，还

有：
@�

@t
=

@j
@t

= 0;
@�

@t
=

@A
@t

= 0:

E i

c
= F 0i = @0Ai � @iA0

在静电场情形下2：

E i = �c @iA0 = �@i� ↫ A0(r) � �(r)
c
; A(r) = A

E(r) = �∇�(r)

E(r) = �∇�(r)与毕安琪恒等式∇� E = 0 相容. 事实上，
我们常常使用前者取代后者.
规范变换 A�(x)⇝ A0�(x) = A�(x) + @��(x)退化为：

�(x) ⇝ �0(x) = �(x) + C

即 �(t; x) = C t+ �ixi (�i 为任意常数). 常数 C的不确定性称
为静电势零点选择的任意性.

2此处默认 A为 E3 中的常矢量.

把 E(r) = �∇�(r)与电高斯定律相结合，我们有：

�(r)
�0

= ∇ � E(r) = �∇ �∇�(r)

即

∇2�(r) = ��(r)
�0

这个泊松方程就是静电学的基本方程.

Q： 哪些因素可以完全确定静电场的分布？

静电唯一性定理：

对于给定的电荷分布 �(r) 2 V，静电势的分布 �(r)唯一地取决于
�在区域边界面 @V = S上所满足的 Dirichlet 边界条件 (�jS 给定)
或者 Neumann 边界条件（@�@n jS 给定）.



使用反证法证明. 假设在给定边界 S上电势 �jS 或者电势的法向
导数 @�=@njS 的前提下，区域 V内的电势仍不唯一. 即假设静电
泊松方程存在着 �1(r)和 �2(r)两个解，使得：

∇2�1 = � �

�0
; ∇2�2 = � �

�0

以及 �1
��
S = �2

��
S，或者

@�1

@n

����
S
=
@�2

@n

����
S

构造新函数：
u(r) = �1(r)� �2(r)

显然，u(r)服从拉普拉斯方程：

∇2u = 0

且满足的边界条件 u jS = 0，或者 @u
@n

���
S
= 0.

使用第一格林公式，
ˆ
V

d3x
�
Φ∇2Ψ+∇Φ �∇Ψ

�
=

˛
S

ds Φ@Ψ
@n

且取 Φ = Ψ = u， 我们有：
ˆ
V

d3x
�
u∇2u+∇u �∇u

�
=

˛
S
ds u@u

@n
= 0

亦即：
ˆ
V

d3x (∇u)2 = 0 ⇝ ∇u = 0 ⇝ u = C (常数)

所以，
�1(r) = �2(r) + C

但静电势的附加常数对于静电场场强的分布没有影响. 这就证明
了静电唯一性定理.

导体表面的特殊性：

若区域 V的界面 S是导体表面，则因为静电平衡状态下导体表面
的等势面特点，�1jS 和 �2jS 均为常数，ujS = �1jS � �2jS 自然亦为
常数. 所以，u满足的第一格林公式可进一步写为：ˆ

V
d3x
�
∇u

�2
=

˛
S
ds u@u

@n
= ujS

�˛
S
ds @�1

@n
�
˛
S
ds @�2

@n

�

= �ujS
�˛

S
ds � E1 �

˛
S
ds � E2

�

显然，为了保证∇u = 0，除了指定界面 S上的电势之外，也可以
指定导体表面 S上携带的电荷总量 Q

Q
�0

=

˛
S
ds � E1 =

˛
S
ds � E2

这一特点是普通几何分界面不具备的. 施加静电边界条件时，无
须指定导体表面上的电荷面密度 � = ��0@�=@njS，只需指定 S上
携带的总电荷量或者 S的静电势.

第二格林公式

虽然唯一性定理指明了静电泊松方程∇2� = ��=�0 的定解条件，
但它本身并未给出求解泊松方程边值问题的具体思路. 不过，唯
一性定理的数学基础（第一格林公式）ˆ

V
d3x

�
Φ∇2Ψ+∇Φ �∇Ψ

�
=

˛
S

ds Φ@Ψ
@n

的一个衍生公式 (第二格林公式)，提供了求解泊松方程的一种最
重要的方法：格林函数法.
在第一格林公式中交换两个标量场的地位，可得：vvˆ

V
d3x

�
Ψ∇2Φ+∇Ψ �∇Φ

�
=

˛
S

ds Ψ@Φ
@n

二式相减，有：
ˆ
V

d3x Φ∇2Ψ =

ˆ
V

d3x Ψ∇2Φ+

˛
S

ds
�
Φ
@Ψ

@n
�Ψ

@Φ

@n

�

此式就是第二格林公式.

格林函数法

格林函数：

位置矢量为 x0 处的单位点电荷所激发的静电势分布 G (x; x0)
称为静电场的格林函数.
静电格林函数服从泊松方程：

∇2G (x; x0) = � 1
�0
�(3)(x� x0)

考虑包含源点 x0 在内的空间区域 V，其边界面为 S. 倘若

G (x; x0)
���
S
= 0

称 G (x; x0)为第一类边值问题的格林函数.倘若

@G (x; x0)
@n

����
S
= � 1

�0S

称 G (x; x0)为第二类边值问题的格林函数.

根据第二格林公式，
ˆ
V

d3x Φ∇2Ψ =

ˆ
V

d3x Ψ∇2Φ+

˛
S

ds
�
Φ
@Ψ

@n
�Ψ

@Φ

@n

�

区域 V中静电势的第一类边值问题

∇2�(r) = ��(r)=�0; �(r)
���
S
= '(r)

的解是：

�(r) =

ˆ
V

d3x0 �(r0) �(3)(r� r0)

= ��0
ˆ
V

d3x0 �(r0)∇02G (r0; r)

= ��0
ˆ
V

d3x0 G (r0; r)∇02�(r0)� �0
˛
S

ds0
�
�
@G

@n0
� G

@�

@n0

�

=

ˆ
V

d3x0 G (r0; r)�(r0)� �0
˛
S

ds0 '@G
@n0



静电势的第二类边值问题

∇2�(r) = ��(r)=�0; @�(r)
@n

����
S
= �(r)

的解是：

�(r) =

ˆ
V

d3x0 �(r0) �(3)(r� r0)

= ��0
ˆ
V

d3x0 �(r0)∇02G (r0; r)

= ��0
ˆ
V

d3x0 G (r0; r)∇02�(r0)� �0
˛
S

ds0
�
�
@G

@n0
� G

@�

@n0

�

=

ˆ
V

d3x0 G (r0; r)�(r0) +
1
S

˛
S

ds0�(r0) + �0

˛
S

ds0 G (r0; r)�(r0)

= h�iS +
ˆ
V

d3x0 G (r0; r)�(r0) + �0

˛
S

ds0 G (r0; r)�(r0)

典型区域的格林函数

1 很显然，格林函数法的核心在于使用格林函数. 格林函数从
何而来呢？

无界空间的静电格林函数：

位于地点 r 0 的单位点电荷在无界空间激发的静电势为

G (r; r 0) =
1

4��0jr� r 0j

按照数学恒等式∇2jr� r 0j�1 = �4��(3)(r� r0)， 我们有：

∇2G (r; r 0) = ��(3)(r� r 0)=�0

且：

G (r; r0)
����
r!1

= 0

故此 G (r; r 0)正是无界空间第一类静电边值问题的格林函数.

球坐标系中∇2 的表达式：

∇2�在笛卡尔直角坐标系中的表达式非常简单，

∇2� =
d2�

dx2 +
d2�

dy2 +
d2�

dz2

但是在静电学中，倘若考虑到静电场分布区域的几何形状，上式
给出的∇2�使用起来往往很笨拙. 我们常需要在其他曲线坐标
系中写出∇2�的表达式.

以球坐标系为例. �的梯度表达
为：

∇� = er
@�

@r
+

e�
r
@�

@�
+

e'
r sin �

@�

@'

现在的问题是：

∇2� = ∇ �∇� = ?

现在介绍球坐标系里矢量分析的独孤剑法3. 三个球坐标的梯度
分别是：

∇r = er; ∇� = e�
r
; ∇' =

e'
r sin �

因为梯度场无旋，我们有恒等式：

∇� er = 0; ∇�
�
e�
r

�
= 0; ∇�

�
e'

r sin �

�
= 0

使用矢量分析恒等式

∇� (f g) = ∇f� g+ f ∇� g

我们有
e'
r

= er � e�
r
= ∇r�∇� = ∇� (r∇�)� r∇�∇�

即： e'
r

= ∇� (r∇�)

3It is only a joke.

同理有：

er
r2 sin �

= ∇× (�∇') ; e�
r sin �

= ∇× ('∇r)

因为旋度场无散，我们有恒等式：

∇ ·
�

er
r2 sin �

�
= 0; ∇ ·

�
e�

r sin �

�
= 0; ∇ ·

�
e'
r

�
= 0

再辅之以

∇ · (f g) = ∇f � g+ f∇ · g

∇(� ) = �∇ +  ∇�

这五个恒等式就构成了球坐标系中进行矢量分析的绝杀技.

现在我们使用这些恒等式在球坐标系中计算∇2�：

∇2� = ∇ �
�
er
@�

@r
+

e�
r
@�

@�
+

e'
r sin �

@�

@'

�

= ∇ �
�

er
r2 sin �

�
r2 sin �

@�

@r

�
+

e�
r sin �

�
sin �

@�

@�

�

+
e'
r

� 1
sin �

@�

@'

��

=

�
er

r2 sin �

�
�∇

�
r2 sin �

@�

@r

�
+

�
e�

r sin �

�
�∇

�
sin �

@�

@�

�

+

�
e'
r

�
�∇

� 1
sin �

@�

@'

�

=

� 1
r2 sin �

�
@

@r

�
r2 sin �

@�

@r

�
+

� 1
r2 sin �

�
@

@�

�
sin �

@�

@�

�

+

� 1
r2 sin �

�
@

@'

� 1
sin �

@�

@'

�

=
1
r2
@

@r

�
r2
@�

@r

�
+

1
r2 sin �

@

@�

�
sin �

@�

@�

�
+

1
r2 sin2 �

@2�

@'2



亦即：

∇2� =
1
r2
@

@r

�
r2
@�

@r

�
+

1
r2

D̂2�

式中出现的

D̂2 � 1
sin �

@

@�

�
sin �

@

@�

�
+

1
sin2 �

@2

@'2

是定义域在单位球面上的复平方可积函数构成的函数空间H中
的线性自伴算符，其本征值方程是：

D̂2Ylm(�; ') = �l(l+ 1) Ylm(�; ')

算符 D̂2 的本征值为 �l(l+ 1)， l称为角量子数，其可能的取
值为非负整数 l = 0; 1; 2; � � � .
D̂2 属于本征值�l(l+ 1)的本征函数 Ylm(�; ')称为球谐函数：

Ylm(�; ') =

s
(2l+ 1)

4�
(l� m)!
(l+ m)!

P m
l (cos �)eim'; � l � m � l

P m
l (cos �)称为缔合勒让德多项式：

P m
l (x) � (�1)m

2ll!
(1� x2)m=2

dl+m(x2 � 1)l

dxl+m

m = 0 情形下的 P 0
l (x)简记作 Pl(x)并称为勒让德多项式：

Pl(x) � 1
2ll!

dl(x2 � 1)l

dxl

几个低阶的勒让德多项式的显示表达式为：

P0(x) = 1; P1(x) = x; P2(x) =
1
2
(3x2 � 1)

球谐函数具有对称性 Yl;�m(�; ') = (�1)mY �
lm(�; '). 几个低阶

球谐函数 Ylm(�; ')的显示表达式是：

Y00 =
1p
4�
; Y10 =

s
3
4�

cos �; Y11 = �
s

3
8�

sin �ei'

球谐函数满足正交归一条件：ˆ 2�

0
d'
ˆ �

0
d� sin � Y �

lm(�; ')Yl0m0(�; ') = �ll0�mm0

和完备性公式：

1X
l=0

lX
m=�l

Y �
lm(�; ')Ylm(�

0; '0) =
1

sin �
�(� � �0)�('� '0)

其全体形成了复函数空间H的一组完备基. 单位球上的任意
函数可以表达为球谐函数的线性组合：

A(�; ') =
1X
l=0

lX
m=�l

almYlm(�; ')

叠加系数为：

alm =

ˆ 2�

0
d'
ˆ �

0
d� sin � Y �

lm(�; ')A(�; ')

球壳空间的静电格林函数：

首先须把格林函数满足的微分方程∇2G (r; r0) = ��(3)(r� r0)=�0
在球坐标系中表出. 由于

1 =

ˆ
V

d3x �(3)(r� r0)

=

ˆ 1

0
r2dr
ˆ �

0
sin �d�

ˆ 2�

0
d' �(3)(r� r0)

�(3)(r� r0)在球坐标系中应表为：

�(3)(r� r0) =
1
r2
�(r� r0)

� 1
sin �

�(� � �0)�('� '0)
�

=
1
r2
�(r� r0)

X
lm

Y �
lm(�

0; '0)Ylm(�; ')

所以，可以把格林函数 G (r; r0)的表达式在球坐标系中试设为：

G (r; r0) =
X
lm

glm(r; r0)Y �
lm(�

0; '0)Ylm(�; ')

注意到

∇2(glmYlm) = 2∇glm �∇Ylm + Ylm∇2glm + glm∇2Ylm

其中：

∇glm �∇Ylm = ∇glm(r; r0) �∇Ylm(�; ') = 0

∇2glm =
1
r2

d
dr

�
r2

dglm(r; r0)
dr

�

∇2Ylm =
1
r2

D̂2Ylm(�; ') = � l(l+ 1)
r2

Ylm(�; ')

可知 glm(r; r0)服从微分方程：

d
dr

�
r2

dglm(r; r0)
dr

�
� l(l+ 1)glm(r; r0) = � 1

�0
�(r� r0)

这个方程表明 glm(r; r0)实际上与参数 m无关. 此后我们将其记为
gl(r; r0).

倘若 r 6= r0，gl(r; r0)满足的方程退化为：

d
dr

�
r2

dgl(r; r0)
dr

�
� l(l+ 1)gl(r; r0) = 0

设

gl(r; r0) =
hl(r; r0)

r
上式化为：

d2hl
dr2 �

l(l+ 1)
r2

hl = 0

取试探解 hl = rs，知 s(s� 1)� l(l+ 1) = 0. 参数 s有两个可
能取值，即 s = �l和 s = l+ 1. hl(r; r0)的通解为：

hl(r; r0) =
al(r0)
rl

+ bl(r0)rl+1 (r0 6= r)

换言之，r0 6= r情形下 gl(r; r0)的一般结构是：

gl(r; r0) =
al(r0)
rl+1 + bl(r0)rl



求 gl(r; r0)所满足的微分方法在区间

r0 � 0+ � r � r0 + 0+

的积分，并假设 gl(r; r0)在 r = r0 处取值有限，不难看出 dgl
dr 在

r = r0 处发生了跃变：�dgl
dr

�
r!r0+0+

�
�dgl

dr

�
r!r0�0+

= � 1
�0r02

假设静电场存在于半径分别为 r = a和 r = b的两个同心球
面界定的球壳之间 (a < b). 对于第一类静电边值问题而言，
格林函数在区域的边界面上为零：

G (r; r0)jr=a = G (r; r0)jr=b = 0

因为当 r 6= r0 时 gl(r; r0)的通解是

gl(r; r0) =
al(r0)
rl+1 + bl(r0)rl

倘若 r < r0，

gl(r; r0) = bl(r0)

 
rl � a2l+1

rl+1

!

倘若 r > r0，

gl(r; r0) = al(r0)

 
1

rl+1 �
rl

b2l+1

!

综合以上两种情形，我们有：

gl(r; r0) = cl(a; b)

 
rl< �

a2l+1

rl+1
<

! 
1

rl+1
>

� rl>
b2l+1

!

式中 r<(r>)是 r与 r0 中的较小者（较大者），常系数 cl(a; b)待定.

现在使用 dgl
dr 的跃变条件确定 cl(a; b). 倘若 r = r0 + 0+，

gl(r; r0) = cl(a; b)

 
r0l � a2l+1

r0l+1

! 
1

rl+1 �
rl

b2l+1

!

由此知：

dgl(r; r0)
dr

����
r!r0+0+

= � cl(a; b)
r02

"
1�

�
a
r0

�2l+1
# "

(l+ 1) + l
�
r0

b

�2l+1#

倘若 r = r0 � 0+，

gl(r; r0) = cl(a; b)

 
rl � a2l+1

rl+1

! 
1

r0l+1 �
r0l

b2l+1

!

由此知：

dgl(r; r0)
dr

����
r!r0�0+

=
cl(a; b)
r02

"
l+ (l+ 1)

�
a
r0

�2l+1
# "

1�
�
r0

b

�2l+1#

带入到 dgl
dr 的跃变方程中，可得：

� 1
�0r02

=

�dgl
dr

�
r!r0+0+

�
�dgl

dr

�
r!r0�0+

= � cl(a; b)
r02

"
1�

�
a
r0

�2l+1
# "

(l+ 1) + l
�
r0

b

�2l+1#

� cl(a; b)
r02

"
l+ (l+ 1)

�
a
r0

�2l+1
# "

1�
�
r0

b

�2l+1#

化简知：

cl(a; b) =
1

(2l+ 1)�0
h
1� (a=b)2l+1

i
所以，球壳空间中第一类静电边值问题的格林函数是：

G (r; r0) =
X
lm

Y �
lm(�

0; '0)Ylm(�; ')

(2l+ 1)�0
h
1� (a=b)2l+1

i
 
rl< �

a2l+1

rl+1
<

! 
1

rl+1
>

� rl>
b2l+1

!

球内空间 (a = 0)第一类静电格林函数：

G (r; r0) =
X
lm

Y �
lm(�

0; '0)Ylm(�; ')
(2l+ 1)�0

 
rl<
rl+1
>

� rl>rl<
b2l+1

!

球外空间 (b!1)第一类静电格林函数：

G (r; r0) =
X
lm

Y �
lm(�

0; '0)Ylm(�; ')
(2l+ 1)�0

 
rl<
rl+1
>

� a2l+1

rl+1
> rl+1

<

!

无界空间 (a = 0; b!1)第一类静电边值问题的格林函数：

G (r; r0) =
1
�0

X
lm

Y �
lm(�

0; '0)Ylm(�; ')
(2l+ 1)

rl<
rl+1
>

如前所述，

G (r; r0) =
1

4��0jr� r0j
所以：

1
jr� r0j = 4�

X
lm

Y �
lm(�

0; '0)Ylm(�; ')
(2l+ 1)

rl<
rl+1
>

此式是数学物理中最著名的级数展开之一.

静电势分布的多极展开

电荷分布 �(r)在无界空间激发的静电势分布是：

�(r) =
ˆ

d3x0 �(r0)G (r; r0) =
1

4��0

ˆ
d3x0

�(r0)
jr� r0j

上式中的积分是全空间.
倘若电荷分布仅仅存在于空间中一个小区域 Ω中4，则上面的静
电势分布可以等价地表为：

�(r) =
1

4��0

ˆ
Ω

d3x0
�(r0)
jr� r0j

进一步假设我们只关心远场区（r � jrj � R）的电势分布，

1
jr� r0j =

h
r2 + r02 � 2r � r0

i� 1
2 =

1
r

"
1 +

r02 � 2r � r0
r2

#� 1
2

� 1
r
+

er � r0
r2

+
3(er � r0)2 � r02

2r3
↫ er � r

r

4即假设仅仅当 r0 � jr0j ≲ R时才有 �(r0) 6= 0.



如此，远场区的静电势分布可以近似表达为：

�(r) � 1
4��0

�1
r

ˆ
Ω

d3x0�(r0) +
er
r2
�
ˆ
Ω

d3x0r0�(r0)

+
1

2r3

ˆ
Ω

d3x0
h
3(er � r0)2 � r02

i
�(r0)

�

在笛卡尔直角坐标系中，

3(er �r0)2�r02 =
3
r2
(r�r0)2�r02 =

3
r2
xixjx0ix

0
j�r02 =

xixj

r2
�
3x0ix

0
j � �ijr02

�
所以：

�(r) � 1
4��0

2
4Q
r
+

p � r
r3

+
1

2r5
X
ij

Qijxixj
3
5

式中，

Q =

ˆ
Ω

d3x0�(r0); p =

ˆ
Ω

d3x0r0�(r0); Qij =

ˆ
Ω

d3x0(3x0ix
0
j��ijr02)�(r0)

分别称为电荷分布的总电荷、电偶极矩矢量与电四极矩张量.

使用无界空间静电第一类边值问题格林函数的另一表达式

G (r; r0) =
1
�0

X
lm

Y �
lm(�

0; '0)Ylm(�; ')
(2l+ 1)

rl<
rl+1
>

我们可以把无界空间中静电势的分布重新表达为：

�(r) =

ˆ
d3x0 �(r0)G (r; r0)

=
1
�0

X
lm

Ylm(�; ')
(2l+ 1)

ˆ
d3x0 �(r0)

rl<
rl+1
>

Y �
lm(�

0; '0)

倘若电荷仅分布于线度为 R的小区域 Ω5，则在 Ω内 r< = r0，
r> = r. 所以，

�(r) =
1
�0

X
lm

Ylm(�; ')
(2l+ 1)

� 1
rl+1

ˆ
Ω

d3x0 �(r0)r0lY �
lm(�

0; '0)

�

=
1
�0

X
lm

1
2l+ 1

qlm
rl+1Ylm(�; ')

5我们暂把 Ω看做是一个半径为 R的球体.

式中

qlm �
ˆ
Ω

d3x0 �(r0)r0lY �
lm(�

0; '0)

称为电荷分布的球多极矩. 容易看到：

q00 =
Qp
4�
; q10 =

s
3
4�

p3; q1;�1 = �
s

3
8�

(p1 � ip2):

q2m 本质上就是电四极矩张量诸分量的线性组合. 静电势球多极
展开的优点在于它简洁地给出了高阶项的贡献.

例：

1 接地导体内部存在着一个半径为 R的球形空腔，空腔中心放
置了一个偶极矩为 p的电偶极子. 求空腔内部的静电势分布.

解：

本问题显然属于第一类静电边值问题. 我们打算使用格林函数法
解之：

�(r) =
ˆ
V

d3x0 G (r0; r)�(r0)� �0
˛
S

ds0 '@G
@n0

式中，

G (r; r0)是球内空间的格林函数，

G (r; r0) =
X
lm

Y �
lm(�

0; '0)Ylm(�; ')
(2l+ 1)�0

 
rl<
rl+1
>

� rl>rl<
R2l+1

!

因为导体接地，'jS = 0. 所以，

�0

˛
S

ds0 ' @G

@n0
= 0

�(r0)是电偶极子的电荷体密度.

电偶极矩 p可在笛卡尔直角坐标系中写为 p = piei = �ijeipj. 因为
电偶极子置于球心（坐标原点），我们有：

p = p
ˆ

d3x0�(3)(r0) = eipj
ˆ

d3x0 �ij �
(3)(r0)

= eipj
ˆ

d3x0
@x0i

@x0j
�(3)(r0)

= eipj
ˆ

d3x0
@

@x0j
h
x0i�(3)(r0)

i
� eipj

ˆ
d3x0 x0i

@�(3)(r0)
@x0j

= �
ˆ

d3x0 r0
h
p �∇0�(3)(r0)

i
比较此式与电偶极矩的定义式

p =

ˆ
Ω

d3x0r0�(r0)

可知电偶极子的电荷体密度是：

�(r0) = �p �∇0�(3)(r0)

现在求空腔内部的静电势分布：

�(r) =
ˆ
Ω

d3x0 G (r0; r)�(r0)

= �
ˆ
Ω

d3x0 G (r0; r)p �∇0�(3)(r0)

= �
ˆ
Ω

d3x0 ∇0 �
h
G (r0; r)p�(3)(r0)

i
+

ˆ
Ω

d3x0 ∇0 �
h
G (r0; r)p

i
�(3)(r0)

= ∇0 �
h
G (r0; r)p

i����
r0=0

= p �∇0G (r0; r)
����
r0=0

上式涉及的梯度运算完成后须取 r0 = 0. 因此，可在格林函数中
取 r< = r06：

G (r; r0) =
X
lm

Y �
lm(�

0; '0)Ylm(�; ')
(2l+ 1)�0

r0l
 

1
rl+1 �

rl

R2l+1

!

6亦即取 r> = r.



回忆

∇0 = er0
@

@r0
+

e0�
r0
@

@�0
+

e'0

r0 sin �0
@

@'0

以及低阶球谐函数的表达式

Y00(�
0; '0) =

s
1
4�
; Y10(�

0; '0) =

s
3
4�

cos �0

Y1;�1(�
0; '0) = �

s
3
8�

sin �0e�i'

我们看到格林函数中 l = 0 与 l � 2 的项都不会对空腔内的静电
势产生影响：

�(r) =
1

3�0

� 1
r2
� r

R3

�
p �∇0

h
r0

1X
m=�1

Y �
1m(�

0; '0)Y1m(�; ')
i����

r0=0

=
1

4��0

� 1
r2
� r

R3

�
p �
�
er0 + e0�

@

@�0
+

e'0

sin �0
@

@'0

�

[cos � cos �0 + sin � sin �0 cos
�
'� '0�]����

�0='0=0

化简得：

�(r) =
1

4��0

� 1
r2
� r

R3

�
p �
�
er0 cos � + e�0 sin � cos'

+ e'0 sin � sin'
�����
�0='0=0

笛卡尔直角坐标系与球坐标系基矢的变换关系是：

er0 = e3 cos �0 + e1 sin �0 cos'0 + e2 sin �0 sin'0

e�0 = �e3 sin �0 + e1 cos �0 cos'0 + e2 cos �0 sin'0

e'0 = �e1 sin'0 + e2 cos'0

因此有：

er0
��
�0='0=0 = e3; e�0

��
�0='0=0 = e1; e'0

��
�0='0=0 = e2

导体空腔内的静电势分布最终表达为：

�(r) =
1

4��0

� 1
r2
� r

R3

�
p � er = 1

4��0

� 1
r3
� 1

R3

�
p � r

静电场的能量

电磁场的能量体密度为：

u =
1
2

 
�0E 2 +

B 2

�0

!

对于静电场，B = 0，其能量体密度退化为：

u =
1
2
�0E 2

1 静电场不能脱离电荷分布独立存在，∇ � E = �=�0. 此外，它
是无旋的矢量场

∇� E = 0 ⇝ E = �∇� ⇝ ∇2� = ��=�0

静电场的总能量可表为：

W =

ˆ
d3x u =

1
2
�0

"ˆ
r�R

d3x E 2

# �����
R!1

因为

E 2 = ∇� �∇� = ∇ � (�∇�)� �∇2� = ∇ � (�∇�) + �

�0
�

且 "ˆ
r�R

d3x∇ � (�∇�)
# �����

R!1

=

�˛
r=R

ds � (�∇�)
� ����

R!1
= 0

我们可以把静电场的总能量重新表达为：

W =
1
2

ˆ
d3x ��

或者等价地，

W =
1
2

ˆ
Ω

d3x ��

式中 Ω是电荷分布 �(r)占据的空间区域.

现在假设空间中的电荷分布为：

�(r) = �1(r) + �2(r)

其中 �i(r)仅在区域 Ωi 中不为零. 鉴于电动力学是一个线性理论，
静电势服从的泊松方程是线性微分方程，空间中的静电势分布可
表为：

�(r) = �1(r) + �2(r)

这里 �i(r)是电荷分布 �i(r)激发的静电势，∇2�i = ��i=�0. 空间
中的总静电能是：

W =
1
2

ˆ
d3x (�1 + �2)(�1 + �2)

=
1
2

ˆ
d3x �1�1 +

1
2

ˆ
d3x �2�2 +

1
2

ˆ
d3x (�1�2 + �2�1)

最后一项显然在物理上应诠释为两个电荷分布之间的静电相互作
用能：

Wint =
1
2

ˆ
d3x (�1�2 + �2�1)

静电相互作用能

静电相互作用能表达式中的两项实际上完全相等. 这是因为ˆ
d3x �1�2 = �0

ˆ
d3x (∇ � E1)�2

= �0

ˆ
d3x∇ � (�2E1)� �0

ˆ
d3x∇�2 � E1

=

�
�0

˛
r=R

ds � �2E1

� ����
R!1

+ �0

ˆ
d3x E2 � E1

= �0

ˆ
d3x E2 � E1

最后一步的结果关于指标 1 与 2 的交换对称，

⇝
ˆ

d3x �2�1 = �0

ˆ
d3x E2 � E1

所以，两个电荷分布之间的静电相互作用能可以重新表达为：

Wint = �0

ˆ
d3x E1 � E2



或者，

Wint =

ˆ
d3x �1�2 =

ˆ
d3x �2�1

最后这个表达式还可以等价地写为：

Wint =

ˆ
Ω1

d3x �1�2 =

ˆ
Ω2

d3x �2�1

电荷分布与外电场的相互作用能：

假设把占据了空间区域 Ω的电荷分布 �(r)置于外静电场 Eext 中，

Eext = �∇�ext; ∇2�ext(r) = 0; 8 r 2 Ω

外电场的静电势在 Ω内变化缓慢，

�ext(r) � �ext(0)+r� [∇�ext(r)]
����
r!0

+
1
2
X
ij

xixj
"
@2�ext(r)
@xi@xj

# �����
r!0

+� � �

或者，

�ext(r) � �ext(0) + r � [∇�ext(r)]
����
r!0

+
1
6
X
ij

�
3xixj � �ijr2

� "@2�ext(r)
@xi@xj

# �����
r!0

+ � � �

将此式代回到相互作用静电能的表达式，知：

Wint =

ˆ
Ω

d3x �(r)�ext(r)

=

ˆ
Ω

d3x �(r)
�
�ext(0) + r � [∇�ext(r)]

����
r!0

+
1
6
X
ij

�
3xixj � �ijr2

� �@2�ext(r)
@xi@xj

������
r!0

+ � � �
�

� Q�ext(0) + p � [∇�ext(r)]
����
r!0

+
1
6
X
ij

Qij
�
@2�ext(r)
@xi@xj

������
r!0

或者：

Wint � Q�ext(0)� p � Eext(0)� 1
6
X
ij

Qij
�
@E ext

i
@xj

� ����
r!0

电荷分布与外电场的相互作用力：

电荷分布 �在外静电场 Eext = �∇�ext 中受到的静电力为：

F =

ˆ
d3x f =

ˆ
Ω

d3x �(r)E(r)

式中的 E(r)是位矢为 r的地点 P处的总电场强度：

E(r) = Eself(r) + Eext(r)

Eself(r)是电荷分布 �自身在 P点激发的静电场强度：

Eself(r) = �∇�self(r) = �∇
� 1
4��0

ˆ
Ω

d3x0
�(r0)
jr� r0j

�

因为

∇ 1
jr� r0j = � r� r0

jr� r0j3
我们有：

Eself(r) =
1

4��0

ˆ
Ω

d3x0�(r0)
(r� r0)
jr� r0j3

电荷分布 �(r)作用于自身的总静电力为7：

Fself =

ˆ
Ω

d3x �(r)Eself(r)

=
1

4��0

¨
Ω

d3x d3x0 �(r)�(r0)
(r� r0)
jr� r0j3 = 0

Eext(r)是外电场在 P点激发的静电场强度：

Eext(r) � Eext(0)+
X
i
xi
�
@Eext(r)
@xi

� ����
r!0

+
1
2
X
ij

xixj
"
@2Eext(r)
@xi@xj

# �����
r!0

7我们约定这里的电荷分布不包括点电荷组.

外电场的电势满足拉普拉斯方程，

∇2�ext = 0 ⇝ ∇2Eext = 0 ↫ Eext = �∇�ext

所以，外电场施加给电荷分布 �(r)的总静电力为：

Fext =

ˆ
Ω

d3x �(r)Eext(r)

� QEext(0) + p �∇ Eext(r)
����
r!0

+
1
6
X
ij

Qij

"
@2Eext(r)
@xi@xj

# �����
r!0

很显然，静电力属于保守力：

Fext = �∇Wint

多极矩存在时，外电场对电荷分布也会施加力矩的作用：

τ =

ˆ
d3x r� f =

ˆ
Ω

d3x r� [�(r)Eext(r)] � p� Eext(0)

点电荷激发的静电场总能量是发散的：

W =

ˆ
d3x

�1
2
�0E 2

�
=

1
32�2�0

ˆ
d3x

q2

r4
⇝1

或者，设点电荷 q处于位矢为 r0 的地点，�(r) = q�(3)(r� r0)，
其在空间激发如下静电势分布

�(r) =
q

4��0jr� r0j

q的静电场总能量为：

W =
1
2

ˆ
d3x �(r)�(r)

=
q2

8��0

ˆ
d3x

�(3)(r� r0)
jr� r0j =

q2

8��0jr0 � r0j /
1
0

这个计算表明，经典电磁理论中的点电荷、点电荷组模型并
不总能提供数学上有意义的对电荷分布的描写.



不过，点电荷的概念在研究相互作用方面很胜任. 设空间中
存在着两个点电荷 q1 与 q2，它们占据地点的位置矢量分别
为 r1 和 r2. 如此，

�i(r) = qi�(3)(r� ri) (i = 1; 2)

q1 在空间激发的静电势分布为：

�1(r) =
ˆ

d3x0
�1(r0)

4��0jr� r0j =
q1

4��0jr� r1j
q2 与 q1 之间的静电相互作用能与力分别为：

W12 =

ˆ
d3x �2(r)�1(r) =

q1q2

4��0jr1 � r2j
与

F2!1 = �∇r1W12 =
q1q2(r1 � r2)
4��0jr1 � r2j3

最后一式正是预期的库仑定律，但这里它没有以电动力学课
程出发点的面目出现.

电介质及其宏观描写

电介质是由原子、分子等微观组分8构成的导电性极差的绝缘材
料：

电介质分子具有、或者有能力具有非零的分子电偶极矩 pi.
电介质内部的静电势决定于泊松方程：

∇2�(r) = � 1
�0

X
i
�i(r)

其中 pi 对 �i(r)的贡献是 �i(r) = �p �∇�(3)(r� ri).
通常我们仅关心电介质的宏观性质，需要对上述“微观”描写
在一个微观大、宏观小的区域内求平均. 请留意 3 种不同的
尺度： d �分子尺度，L �求平均值的尺度，R �电介质尺
度. 微观大、宏观小的确切涵义是：

d� L� R

不过，此平均值强烈地依赖于物理量 Ψ(r)在 BL(r)球界面上的取
值 Ψ(r)

��
jrj=L，从而强烈地依赖于参数 L的选择. 这是明显的缺点.

8以下统称“分子”.

借鉴统计力学中定义宏观量的方法，我们可以在电介质内部引入
类配分函数 fL(r)：

fL(r)是一个光滑的、正定的、球对称函数.
fL(r)无量纲.
倘若 0 � jrj � L， fL(r) = C > 0.
倘若 jrj � 2L， fL(r) = 0.
倘若 L < jrj < 2L， fL(r)单调地插入在 0 和 C之间.´

d3x fL(r) = 1.

使用类配分函数 fL(r)，我们把电介质中的与微观物理量 Ψ(r)对
应的宏观物理量定义为：

hΨi (r) �
ˆ

d3x0 Ψ(r0) fL(r� r0)

如此定义宏观量的一个优点是求平均运算与对空间坐标微商运算
对易：

@ hΨi
@xi

(r) =
@

@xi

ˆ
d3x0 Ψ(r0) fL(r� r0)

=

ˆ
d3x0 Ψ(r0)

@

@xi
fL(r� r0)

= �
ˆ

d3x0 Ψ(r0)
@

@x 0i
fL(r� r0)

= �
ˆ

d3x0
@

@x 0i
�
Ψ(r0) fL(r� r0)

�
+

ˆ
d3x0

@Ψ(r0)
@x 0i

fL(r� r0)

=

ˆ
d3x0

@Ψ(r0)
@x 0i

fL(r� r0)

=

�
@Ψ

@xi

�
(r)

求宏观平均值 h i与求微商 @
@xi 这两种运算的次序无关性（即所谓

对易性）为我们研究电介质的宏观性质提供了极大的便利.

电介质中的宏观电荷分布 h�i (r)：

从微观角度讲，电介质中的电荷体密度可表为：

�(r) =
X
i
�i(r)

其中 �i(r)是身处地点 ri 的第 i个“分子”的电荷体密度，它的非
零值集中在位矢 ri 处尺度为 d的小区域内 (d� L). �i(r)对电介
质中宏观电荷体密度的贡献是：

h�ii (x) =
ˆ

d3x0 �i(r0) fL(r� r0)

将类配分函数 fL(r� r0)在 r0 = ri 处做泰勒展开，

fL(r� r0) = fL[(r� ri)� (r0 � ri)]

= fL(r� ri)� (r0 � ri) �∇r fL(r� r0)
����
r0=ri

+ O[(r0 � ri)2]

� fL(r� ri)� (r0 � ri) �∇rfL(r� ri)



我们有：

h�ii (x) =

ˆ
d3x0 �i(r0) fL(r� r0)

�
�ˆ

d3x0 �i(r0)
�
fL(r� ri)

�
�ˆ

d3x0 �i(r0)(r0 � ri)
�
�∇rfL(r� ri)

� qi fL(r� ri)� pi �∇rfL(r� ri)

此处 qi 与 pi 分别是电介质中第 i个分子的总电荷量和电偶极矩
矢量，

qi =
ˆ

d3x0 �i(r0); pi =
ˆ

d3x0 �i(r0) (r0 � ri)

所以，电介质中的宏观电荷体密度是：

h�i (r) =
X
i
h�ii (x) �

X
i
[qi fL(r� ri)� pi �∇rfL(r� ri)]

使用数学恒等式

fL(r� ri) =
ˆ

d3x0 �(3)(r0 � ri) fL(r� r0)

又可把上式改写为：

h�i (r) =

ˆ
d3x0

"X
i
qi�(3)(r0 � ri)

�
X
i
pi�(3)(r0 � ri) �∇r

#
fL(r� r0)

=

ˆ
d3x0

�
�f(r0)� P(r0) �∇r

�
fL(r� r0)

式中

�f(r) =
X
i
qi�(3)(r� ri); P(r) =

X
i
pi�(3)(r� ri)

分别诠释为电介质内部自由电荷9体密度与总电偶极矩的体密度.
9“自由电荷”这个术语有误导嫌疑，因为这些电荷并不能在电介质内部自由

移动.

宏观电荷体密度 h�i (r)表达式中的第一项是：
ˆ

d3x0 �f(r0) fL(r� r0) =


�f
�
(r)

它诠释为电介质内部宏观的自由电荷体密度. 第二项是：

�
ˆ

d3x0 P(r0) �∇r fL(r� r0) = �∇ �
�ˆ

d3x0 P(r0) fL(r� r0)
�

= �∇ � hPi (r)

它诠释为电介质内部宏观的极化电荷体密度：

h�Pi (r) � �∇ � hPi (r)

此处出现的的宏观物理量

hPi (r) �
ˆ

d3x0 P(r0) fL(r� r0)

称为电介质的极化强度矢量.

综合起来，我们有：

h�i = 

�f
�
+ h�Pi =



�f
��∇ � hPi

电介质内部宏观的静电学方程：

在电介质内部定义宏观的静电势分布：

h�i (r) �
ˆ

d3x0 �(r0) fL(r� r0)

则 h�i服从如下泊松方程：

∇2 h�i = �h�i
�0

= �


�f
�

�0
+

1
�0
∇ � hPi

这就是宏观的静电学基本方程. 很明显，上式使用起来并不方便.

根据 hE i = �∇ h�i定义电介质内部的宏观电场强度，我们有：

∇� hE i = 0; ∇ � hE i =


�f
�

�0
� 1
�0
∇ � hP i

通常定义电介质的电位移矢量hD i：

hD i = �0 hE i+ hP i

如此，描写电介质宏观电磁性质的静电学基本方程可以重新表达
为：

∇ � hD i = 

�f
�
; ∇� hE i = 0

求解宏观静电学方程需要事先指定介质中的


�f
�
和 hP i. 这

对于


�f
�
的确是可能的. 我们通常认为电介质在整体上是电

中性的，除非通过外部因素把“自由电荷”安插进电介质从而
使得



�f
� 6= 0.

遗憾的是，介质的极化强度 hP i并不能事先确定， hP i强烈
地依赖于介质中的总电场强度 hE i.

倘若 hE i的量值不是特别的大，介质的极化强度 hP i会线性
地依赖于介质中的总电场强度 hE i：

hPii (r) = �0
X
k

� k
i (r) hEki (r)

以系数 � k
i (r)作为矩阵元构成的矩阵称为电介质的极化率张

量.
倘若电介质是均匀的线性介质，则 � k

i (r) = � k
i 不依赖于求

极化率的地点.
倘若电介质不但是均匀的，而且是各向同性的，则极化率张
量仅有一个独立分量 � k

i (r) = �� k
i ，

hP i = �0� hE i

�称为电介质的极化率. 此情形下，

hD i = � hE i ↫ � = �0(1 + �)

寻常电介质均有 � > 0. 所以通常有 � > �0.



对于均匀且各向同性的线性电介质而言，

�f
�
= ∇ � hD i = �∇ � hE i = ��∇2 h�i

换言之，电介质内部的宏观静电学方程可表为：

∇2 h�i = � 
�f� =�

电介质分界面上的静电边界条件：

设空间中存在着两种电介质，介电常数分别为 �1 和 �2. P为介质
分界面上的一点，在 P点附近局部范围内介质的分界面可视为
z = 0 的 xy平面，e3 为其单位法矢量，从介质 1 指向介质 2. 我们
可以把 P点处的宏观电场强度分布表达为：

hE i = hE1i �(�z) + hE2i �(z)
式中 �(s)是 Heaviside 阶梯函数.

同理，P点处的宏观电位移分布与自由电荷体密度可分别表达为：

hD i = hD1i �(�z)+hD2i �(z);


�f
�
=


�f1
�
�(�z)+
�f2� �(z)+�f�(z)

这里 �f 表示分界面上的自由电荷面密度.

根据宏观的电高斯定律，



�f
�

= ∇ � hD i
=
�
∇ � hD1i

�
�(�z) + �∇ � hD2i

�
�(z) +∇�(�z) � hD1i

+∇�(z) � hD2i
=


�f1
�
�(�z) + 
�f2� �(z) + �(z)e3 �

� hD2i � hD1i
�

比较此式与之前列出的


�f
�
表达式，我们看到：

n12 � (hD2i � hD1i)
����
S
= �f

这是静电边值条件之一，式中 n12 = e3 表示介质分界面上的单位
法矢量.

根据电介质中宏观的毕安琪恒等式，

0 = ∇� hE i
=
�
∇� hE1i

�
�(�z) + �∇� hE2i

�
�(z) +∇�(�z)� hE1i

+∇�(z)� hE2i
= �(z)e3 �

� hE2i � hE1i
�

我们看到：

n12 � (hE2i � hE1i)
����
S
= 0

这是另一个基本的静电边值条件，它表明电场强度的切分量在介
质分界面上是连续的.

1 也可以把电介质分界面上 P点处的宏观静电势分布表达为：

h�i = h�1i �(�z) + h�2i �(z)
由此可推论：

hE i = hE1i �(�z) + hE2i �(z) + e3�(z)(h�1i � h�2i)
理论的自洽性要求静电势在分界面上连续：h�1i

��
S = h�2i

��
S.


