
场量的连续变换

为了讨论电磁相互作用服从的守恒定律，我们需要研究电磁规范
势 A�(x)的变换性质.

A�(x)的变换可以仅仅是场空间内部的变化，例如局域规范
变换

A�(x) ⇝ A 0
�(x) = A�(x) + @��(x)

A�(x)的变换也可以是时空点位置坐标的改变在场空间诱导
的变换. 例如洛伦兹变换

x� ⇝ x 0� = Λ�� x� ���Λ
�
�Λ

�
� = ���

可以诱导出电磁势的如下变换：

A�(x) ⇝ A 0
�(x

0) = A�(x)eΛ�� eΛ�� = ���Λ
�
��

��



倘若场量 A�(x)以及时空点位置坐标的改变存在无穷小形
式，这类改变就称为连续变换.

电磁势在场空间的无穷小变换记为：

�0A�(x) = A 0
�(x)� A�(x)

我们把时空点位置坐标的无穷小变换记为

x� ⇝ x 0� = x� + �x�

它在场空间诱导的电磁势无穷小变换是：

�A�(x) = A 0
�(x

0)� A�(x)

显然，

�A�(x) = A 0
�(x+ �x)� A�(x) �

h
A 0
�(x) + �x�@�A 0

�(x)
i
� A�(x)

� �0A�(x) + �x�@�A�(x) + O
�
(�x)2

�



所以，精确到无穷小变换变换参数的一次幂，我们有：

�A�(x) = �0A�(x) + �x�@�A�(x)

无穷小的局域规范变换：

�x� = 0; �A�(x) = �0A�(x) = @��(x)

通常认为电磁势等场量在时空点位置坐标的平移变换下
保持不变

x� ⇝ x 0� = x� + b�; A�(x) ⇝ A 0
�(x

0) = A�(x)

所以，无穷小的时空平移变换表达为：

�x� = ��; �A�(x) = 0; �0A�(x) = ���@�A�(x)



洛伦兹变换矩阵 Λ
�
� 服从条件 ���Λ

�
�Λ�� = ���. 设 Λ

�
� 的

无穷小形式为：
Λ�� = ��� + ���!��

!�� 是无穷小的洛伦兹变换实参数19， 我们看到：

��� = ���Λ
�
�Λ

�
� = ���

�
��� + !��

�
(��� + !��)

= ��� + !�� + !�� + O(!2) ⇝ !�� = �!��

因此，逆洛伦兹矩阵的无穷小形式是：

eΛ�� = ���Λ
�
��

�� = ��� � ���!��
电磁势 A�(x)相关的无穷小洛伦兹变换最终表达为：

�x� = ���!��x� ; �A�(x) = !��A �(x);
�0A�(x) = !��A �(x) + !��x�@�A�(x)

19我们约定：!�� = ���!�� .



解释：

电磁势作为一个协变的 4­矢量，它遵循的洛伦兹变换为：

A�(x) ⇝ A 0
�(x

0) = A�(x) eΛ��
对于无穷小洛伦兹变换，

A 0
�(x

0) = A�(x)
�
��� � ���!��

�
= A�(x) + !��A�(x)

所以，

�A�(x) = !��A�(x)

=
1
2
(!�� � !��)A�(x) = 1

2
!��

�
����

�
� � ��� ���

�
A�(x)

=
1
2
!��

�
Σ���

��
A�(x)

式中 �
Σ���

��
= ����

�
� � ��� ���

是洛伦兹群 O(1; 3)在其矢量表示中生成元的矩阵元.



时空点位置坐标 x� 的无穷小洛伦兹变换为：

�x� = ���!��x�

因此，电磁势的无穷小洛伦兹变换可以表达为如下纯粹的场空间
中 A�(x)的改变：

�0A�(x) = �A�(x)� �x�@�A�(x)
= !��A�(x) + !��x�@�A�(x)

=
1
2
!��

�
Σ���

��
A�(x) +

1
2
!�� (x�@� � x�@�)A�(x)

亦即，

�0A�(x) =
1
2
!��

h
��� (x�@� � x�@�) +

�
Σ���

��

i
A�(x)

下面考虑电磁相互作用的诺特定理.



诺特定理

诺特定理断言：相应于体系作用量泛函在任意一种连续变换下的
不变性，体系存在着一个守恒定律. 现在以电磁相互作用为例讨
论诺特定理. 电磁场的作用量泛函是：

S [A�] =
ˆ

d4x L (x) =
ˆ

d4x L (A�(x); @�A�(x))

式中，

L (x) = � 1
4�0

F��F �� + J �A� + Lm(x)

电磁势的规范变换 �0A�(x) = @��(x)是纯粹的场空间中场量的改
变，

�0L = J ��0A� = J �@��(x) = @�
h
J ��(x)

i
� �(x)@�J �

所以，作用量泛函在局域规范变换下的不变性意味着存在电荷守
恒定律：

0 = �0S [A�] = �
ˆ

d4x �(x) @�J � ⇝ @�J � = 0



现在考虑作用量泛函在时空点位置坐标的连续变换

x� ⇝ x 0� = x� + �x�

下的不变性所导致的守恒定律. 注意到：

�S =
ˆ

d4x (�L ) +

ˆ
(�d4x) L

因为场空间电磁势的无穷小变换 �0A�(x)引起的拉氏密度改
变为：

�0L =
@L

@A�(x)
�0A�(x) +

@L

@(@�A�(x))
�0(@�A�(x))

=

"
@L

@A�(x)
� @� @L

@(@�A�(x))

#
�0A�(x)

+ @�

 
@L

@(@�A�(x))
�0A�(x)

!

= @�

 
@L

@(@�A�(x))
�0A�(x)

!



直接因为 x� 的无穷小变换引起的拉氏密度改变为：

�1L =
@L (x)
@x�

�x� = �x� @�L

所以，

�L = �0L + �1L = @�

 
@L

@(@�A�(x))
�0A�(x)

!
+ �x� @�L

接下来再考虑 �(d4x). 因为

x 0� = x� + �x� ⇝ @x 0�

@x�
= ��� + @�(�x�)

其行列式为：

det

�
@x 0�

@x�

�
=

3Y
a=0

[1 + @a(�xa)] = 1 + @�(�x�)

由此知：

�
�
d4x
�
= d4x 0 � d4x =

�
det

�
@x 0�

@x�

�
� 1

�
d4x = d4x @�(�x�)



所以，时空坐标的无穷小变化

x� ⇝ x 0� = x� + �x�

可能引起的电磁相互作用体系作用量泛函的改变为：

�S =

ˆ h
�(d4x)L + d4x �L

i
=

ˆ
d4x

"
L @�(�x�) + �x�@�L + @�

 
@L

@(@�A�(x))
�0A�(x)

!#

=

ˆ
d4x @�

"
L �x� +

@L

@(@�A�(x))
�0A�(x)

#

=

ˆ
d4x @�J �

式中，

J � = L �x� +
@L

@(@�A�(x))
�0A�(x)



倘若时空坐标变换 �x� 是电磁相互作用体系的一种对称性：

�S = 0 ⇝ @�J � = 0

如此，

J � = L �x� +
@L

@(@�A�(x))
�0A�(x)

就称为与此对称性相联系的守恒流 4­矢量.
回忆矢量场 A�(x)的能量动量张量 T �� 的定义：

T �� =
@L

@(@�A�)
@�A� � ���L

可以把守恒流 4­矢量改写为：

J � =
@L

@(@�A�)
�0A� + �x�

 
@L

@(@�A�)
@�A� � T ��

!

=
@L

@(@�A�(x))
�A�(x)� T ��(x) �x�



时空平移对称性

在无穷小的时空平移变换下，

�x� = �� ; �A�(x) = 0

倘若电磁相互作用体系具有时空平移对称性，�S = 0， 相应的守
恒流 4­矢量为：

@�J �(x) = 0 ↫ J �(x) = �T ��(x) ��

所以，
与时空平移对称性相联系的守恒定律本质上是电磁相互作用
体系的能量动量守恒定律：

@�T ��(x) = 0 ⇝ @T 0�

@t
= �c @iT i�

定义 4­矢量 M �：

M � � �
ˆ

d3x T 0�(x)



它实际上就是体系能量动量守恒定律中出现的守恒量：

dM �

dt = c
ˆ

d3x @iT i�(x)

= c
˛
1

dsiT i�(x)

= 0

电磁相互作用体系的能量与动量分别定义为：

E = �
ˆ

d3x T 00(x)

P i = �1
c

ˆ
d3x T 0i(x)

换言之，
M � = (E; cP)



电磁场的能量动量 4­张量

自由电磁场的拉氏密度为

Lem = � 1
4�0

F��F ��

所以，电磁场对于电磁相互作用体系能量动量张量的贡献为：

T ��
em = � 1

�0
F ��@�A� +

1
4�0

���F��F ��

Q: 能否把 T ��
em 诠释为电磁场的能量动量 4­张量？

1 很明显，T ��
em 不是规范变换下的不变量.

2 倘若电磁相互作用的理论可以作为一个可靠的物理理论，那
么 T ��

em 不具有规范变换下的不变性就是一条不可接受的缺
点. 我们的结论是：T ��

em 没有获得能被解读为电磁场能量动
量 4­张量的资格.



因为

@�A� = ���@�A� = ��� (F�� + @�A�) = ����F�� + ���@�A�

我们可以把 T ��
em 改写为：

T ��
em =

1
�0

�
���F ��F�� +

1
4
���F��F ��

�
� 1
�0
���F ��@�A�

= Θ �� + T ��
D

式中，

Θ �� =
1
�0

�
���F ��F�� +

1
4
���F��F ��

�

而

T ��
D = � 1

�0
���F ��@�A�

使用自由电磁场的 Maxwell 方程 @�F �� = 0，我们可以把
T ��

D 表达为一个全导数：



T ��
D = � 1

�0
@� (�

��F ��A�)

1 T ��
D 自动满足守恒定律：

@�T
��

D = � 1
�0
@�@� (�

��F ��A�) = 0 ⇝ @�Θ
�� = @�T ��

em

2 T 0�
D 在 E3 上的体积分为零：ˆ

d3x T 0�
D = � 1

�0

ˆ
d3x @i

�
���F 0iA�

�
= � 1

�0

˛
1

dsi
�
���F 0iA�

�
= 0

所以，

M �
em � �

ˆ
d3x T 0�

em (x) = �
ˆ

d3x Θ 0�(x)



综合以上因素，通常把电磁场本身的能量动量张量定义为：

Θ �� =
1
�0

�
���F ��F�� +

1
4
���F��F ��

�
Θ �� 具有如下特点：

它是规范不变的二阶 4­张量.
它是对称张量，Θ �� = Θ ��.
它是无迹张量，

Θ�
� = ���Θ

�� = 0

它服从守恒定律：

@� (Θ
�� + T ��

m ) = 0

分量 Θ0� 在 E3 上的体积分诠释为电磁场本身的能量与动量：

(E; cP) = M � = �
ˆ

d3x Θ 0�(x)



现在讨论 Θ �� 诸分量的物理内涵：

Θ00 =
1
�0

�
�0�F 0�F�� +

1
4
�00F��F ��

�
=

1
�0

F 0iF0i � 1
4�0

F��F ��

= � 1
�0c2

E2 � 1
2�0

 
B2 � E2

c2

!

= �1
2

 
�0E2 +

B2

�0

!

显然，

u = �Θ00 =
1
2

 
�0E2 +

B2

�0

!

正是我们期望的电磁场在 E3 中的能量体密度.



Θ0i =
1
�0
�i�F 0�F�� =

1
�0
�ikF 0jFjk

= � 1
�0c

�ijkEjBk

= � 1
�0c

(E� B)i

换言之，

S = �c Θ0iei =
1
�0

E� B

正是通常描写电磁能量传输性质的能流密度矢量.

1 电磁场在 E3 中的动量密度矢量定义为：

g = �1
c
Θ0iei = �0E� B

显然，S = c2g.



Θij =
1
�0

�
�j�F i�F�� +

1
4
�ijF��F ��

�
=

1
�0
���F i�F �j +

1
4�0

�ijF��F ��

=
1
�0

F 0iF 0j � 1
�0
�klF ikF jl +

1
4�0

�ijF��F ��

=
1
�0c2

E iE j � 1
�0
�jl�imk�lnkBmBn +

1
2�0

�ij
 
B2 � E2

c2

!

= �0E iE j � 1
�0

�
�ijB2 � B iB j

�
+

1
2�0

�ij
 
B2 � E2

c2

!

= �0E iE j +
1
�0

B iB j � 1
2
�ij
 
�0E2 +

B2

�0

!
通常把

T ij = �Θij = ��0E iE j � 1
�0

B iB j +
1
2
�ij
 
�0E2 +

B2

�0

!

称为电磁场在 E3 中的动量流密度张量.



能量动量守恒定律

1 倘若所考虑的体系是纯粹的电磁场

Lem = � 1
4�0

F��F ��

没有电荷电流体系与其发生相互作用， 则体系的能量动量
守恒定律为：

@�Θ
��(x) = 0

2 能够对电磁相互作用体系提供完整描写的拉氏密度是：

L Full = � 1
4�0

F��F �� + J �A� + Lm

电磁场充当电荷电流分布 (J �; Lm)发生电磁相互作用的媒
介. 体系的能量动量守恒定律为：

@�
h
Θ��(x) + T ��

m (x)
i
= 0



式中

T ��
m =

@Lm

@(@�A�)
@�A� � ���Lm

是电荷电流分布本身的能量动量 4­张量.

我们暂时不关心电荷电流分布的动力学20，仅仅把 J � 看作是电磁
场的源：

L = � 1
4�0

F��F �� + J �A�

在此情形下，如何表述体系的能量动量守恒定律呢？

虽然不完整的拉氏密度 L 舍弃了对作为电磁场源的电荷电
流分布的动力学描写，但它仍提供了对于电磁场本身动力学
的完整描写. 根据 L 可以推导出 Maxwell 方程组

@�F �� = ��0J �

并定义电磁场规范不变的能量动量 4­张量 Θ��(x).

20即暂时不讨论 Lm 与 T ��

m .



电磁场的能量动量 4 张量 Θ��(x)

Θ �� =
1
�0

�
���F ��F�� +

1
4
���F��F ��

�

具有对称、无迹和规范变换不变性等性质，但在电磁场源存在的
情形下 @�Θ

��(x) 6= 0 . 这是因为电磁场与其源之间不可避免的
存在着能量与动量的交换：

@�Θ
�� =

1
�0
@�

�
���F ��F�� +

1
4
���F��F ��

�
= ����J�F�� +

1
�0
���F ��@�F�� +

1
2�0

���F ��@�F��

= ����J�F�� +
1

2�0
���F ��

�
@�F�� + @�F�� + @�F��

�
= ����J�F��

亦即：
@�Θ

�� = �J�F ��



或者：
@�Θ

�� + J�F �� = 0

这就是计入了电磁场源（但未考虑其动力学）时电磁相互作用体
系的能量动量守恒定律. 回忆

J� =
�
c�; j

�
; Θ00 = �u; Θ0i = �Si

c
; F 0i =

Ei

c
; F ij = �ijkBk

� = 0 时上式的物理内涵为：

0 = @�Θ
�0 + J�F �0 =

1
c
@Θ00

@t
+ @iΘ

i0 + jiF i0

= �1
c
@u
@t
� 1

c
@iS i � ji

E i

c
= �1

c

�
@u
@t

+r � S+ j � E
�

亦即,

�r � S =
@u
@t

+ j � E



求其在 E3 上某个区域 V上的的体积分，

�
˛
@V

ds � S =
d
dt

ˆ
V
u d3x+

ˆ
V
j � E d3x

由于上式右端第二项恰为洛伦兹力做功的功率，上式正是我们期
望的电磁场源存在情形下的能量守恒定律.

倘若 � = i，我们有：

Θ0i = �cgi; Θij = �T ij

因此，

0 = @�Θ
�i + J�F �i =

1
c
@Θ0i

@t
+ @kΘ

ki � c�F 0i + jkF ki

= �@g
i

@t
� @kT ki � �E i + �kiljkBl

= �
�
@g
@t

+r �T + �E+ j� B
�i



亦即：

�r �T =
@g
@t

+ �E+ j� B

求其在 E3 上某个区域 V上的的体积分，

�
˛
@V

ds �T =
d
dt

ˆ
V
g d3x+

ˆ
V

�
�E+ j� B

�
d3x

这恰可解读为电磁场源存在情形下的动量守恒定律.

T 可解读为单位时间内垂直通过界面 @V上单位面元从区域
V流出（到外部环境中）的动量.

单位时间内通过界面 @V流出区域 V的总电磁动量为：

F =

˛
@V

ds �T

按照牛顿第二定律，这就是区域 V中的电磁场通过界面 @V
施加给外部环境的合力.



洛伦兹力情形下的牛顿第二定律表为：

d℘
dt = �E+ j� B

式中 ℘是电荷电流分布机械动量体密度，

P =

ˆ
V
℘ d3x =

X
i
pi

因此，积分形式的动量守恒定律可重新表为：

�
˛
@V

ds �T =
d
dt

� ˆ
V
g d3x+

X
i
pi
�

所以，即使区域 V内外没有电磁动量交换，T ij = 0，作为电
磁场源的电荷电流分布本身的总机械动量也是不守恒的21：

dP
dt =

d
dt
X
i
pi 6= 0

21换言之，牛顿第三定律在电磁相互作用过程中不成立.



空间转动对称性

为简单起见，本小节的研究对象仅限于自由电磁场：

L = � 1
4�0

F��F ��

在无穷小的洛伦兹变换下，

�x� = !��x�; �A�(x) =
1
2
!��

�
Σ���

��
A�(x)

自由电磁场天然地具有洛伦兹变换下的不变性，�S = 0. 相应的
守恒流 4­矢量为：

J �(x) =
@L

@(@�A�(x))
�A�(x)� T ��(x) �x�

=
@L

@(@�A�(x))

�1
2
!��

�
Σ���

��
A�(x)

�
� !��T ��(x) x�

= � 1
�0

F ��
�1
2
!��

�
Σ���

��
A�(x)

�
� !��T ��(x) x�



亦即：

J � = �1
2
!�� fM ���

式中，

fM ��� =
1
�0

F �� �Σ���
��
A�(x) +

�
T ��(x) x� � T ��(x) x�

�
因为 J � 是自由电磁场与洛伦兹不变性相联系的守恒流 4­矢量，
@�J � = 0， fM ��� 自然也就是电磁场与洛伦兹不变性相联系的
守恒 3 阶 4­张量：

@� fM ��� = 0

1 在洛伦兹变换中，参数 !ij 描写无穷小空间转动.自由电磁场
与空间转动对称性相联系的守恒定律即为：

@� fM �ij = 0

现在的问题是：应该在物理上如何诠释上式中出现的 9 个守
恒 4­矢量 fM �ij ？



暂且回避守恒 4­矢量 fM �ij 的诠释问题，我们先设法克服守恒
4­张量 fM ��� 表达式的缺点 ⇝ fM ��� 中出现了 T ��(x). 由于
T ��(x)不能诠释为电磁场的能量动量 4­张量，它的出现阻碍了
我们合理理解 fM ��� 的物理内涵.

Q： 那么，能否使用

M ��� =
1
�0

F �� �Σ���
��
A�(x) +

�
Θ��(x) x� �Θ��(x) x�

�
替代 fM ��� 作为自由电磁场联系于洛伦兹不变性的守恒 4­张量？

如前述，T ��(x)与自由电磁场能量动量张量 Θ��(x)之间的关系
是：

T �� = Θ�� + T ��
D

T ��
D 自动满足守恒定律 @�T

��
D = 0 且具有表达式

T ��
D = � 1

�0
@�(F ��A�) = � 1

�0
F ��@�A�



我们看到：

fM ��� �M ��� = T ��
D (x) x� � T ��

D (x) x�

进而，

@�M ��� = @� fM ��� � @�
�
T ��

D (x) x� � T ��
D (x) x�

�
= �T ��

D (x) @�x� + T ��
D (x) @�x�

= �T ��
D (x) ��� + T ��

D (x) ���
= T ��

D (x)� T ��
D (x)

回忆

T��
D =

1
�0
@�
�
F ��A�

�
前面的表达式实际上是如下连续性方程：

@�

�
M ��� � 1

�0

�
F ��A� � F ��A�

��
= 0



所以，能替代 fM ��� 作为自由电磁场联系于洛伦兹不变性的守恒
4­张量并不是 M ���，而是：22

M ��� � M ��� � 1
�0

�
F ��A� � F ��A�

�
进一步注意到：

F ��A� � F ��A� = F ��������� � ��� ����A� = F ���Σ���
��

A�

我们有：
M ��� = Θ�� x� �Θ�� x�

3 阶 4­张量M ��� 表达式中不出现裸露的规范势因子，因此
它明显地具有规范变换下的不变性.

M ��� 具有后二指标交换的反对称性：

M ��� = �M ���

22K. Bhattacharya 等人的新著 Introduction to advanced electrodynamics 上的
(9.101) 式看起来完全错了.



M ��� 就是自由电磁场联系于洛伦兹不变性的守恒 4­张量：

@�M ��� = 0

其中分量M �ij 形成了自由电磁场联系于空间转动对称性的
守恒角动量 4­矢量.

求连续性方程 @�M ��� = 0 在 E3 某个区域 V中的体积分，

0 =

ˆ
V
@�M ��� d3x

=
1
c

d
dt

ˆ
V
M 0�� d3x+

ˆ
V
@iM i�� d3x

=
1
c

d
dt

ˆ
V
M 0�� d3x+

˛
@V

dsi M i�� =
1
c

d
dt

ˆ
V
M 0�� d3x

最后一步使用了场量 (法分量) 在边界面 @V上为零的假设.



所以，自由电磁场联系于洛伦兹不变性的守恒定律改写为：

d
dtM

�� = 0 ↫ M �� =

ˆ
V
M 0�� d3x

守恒量M �� 的被积函数可表为：

M 0�� = Θ0� x� �Θ0� x�

回忆

Θ00 = �u; u =
�0
2
E2 +

B2

2�0

Θ0i = �cgi = �Si

c
; g =

S
c2

= �0E� B

我们有：

M 00i = Θ00 xi �Θ0i x0 = �u xi + c2 git = ��ur� c2gt
�i

M 0jk = Θ0j xk �Θ0k xj = �c gj xk + c gk xj = c �jkl(r� g)l



我们看到：
M 0jk 的物理本质是 r� g， 其在区域 V中的体积分

M �
ˆ
V
r� g d3x

正是自由电磁场联系于空间转动对称性的守恒量. 我们把它
诠释为区域 V中电磁场的角动量.

M 00i 的物理内涵是 ur� c2tg. 其在区域 V中的体积分是自由
电磁场联系于洛伦兹推动不变性的守恒量：23

d
dt

ˆ
V

�
ur� c2tg

�
d3x = 0

自由电磁场联系于洛伦兹推动不变性的守恒定律可改写为：

0 =
d
dt

ˆ
V

�
ur
�

d3x� c2
ˆ
V
g d3x� c2t

d
dt

ˆ
V
g d3x

23进一步的讨论请参阅：H. Muller­Kirsten, Electrodynamics, an introduction
including quantum effects, World Scientific, 2004, Page 434.



假设区域 V中没有电荷电流分布，V内外也无电磁能量、动量的
交换：

d
dt

ˆ
V
u d3x =

d
dt

ˆ
V
g d3x = 0

在此情形下，
d
dt

ˆ
V

�
ur
�

d3x = c2
ˆ
V
g d3x

倘若定义区域 V中自由电磁场的“能量中心”：

rc �
´
V
�
ur
�

d3x´
V u d3x

此能量中心的运动速度为：

vc =
drc
dt =

d
dt
´
V
�
ur
�

d3x´
V u d3x

= c2
´
V g d3x´
V u d3x

=
G c2

U

式中 U与 G分别是区域 V中电磁场的总能量和总动量：



U =

ˆ
V
u d3x; G =

ˆ
V
g d3x

所以，电磁场作用量泛函具有洛伦兹推动变换下的不变性意味着
其能量中心的运动类似于一个能量为 U动量为 G的相对论性质
点的运动.

接下来讨论电磁场角动量的物理内涵. 我们对 F �� 所赋予的物理
内涵意味着

�ijkBk = Fij = @iAj � @jAi = �ijk(r� A)k ⇝ B = r� A

进而，

g = �0 E� B = �0E� (r� A) = �0ei�ijk�mnkEj@mAn

= �0eiEj(@iAj � @jAi) = �0EjrAj � �0(E � r)A

以及：
1
�0
r� g = Ej(r�r)Aj � E j(r� @jA)

= Ej(r�r)Aj � @j[E j(r� A)] + (r � E)(r� A) + E j[(@jr)� A]
= Ej(r�r)Aj � @j[E j(r� A)] + E� A



求其在 E3 某个区域 V中的体积分，

M =

ˆ
V
r� g d3x

= �0

ˆ
V
Ej(r�r)Aj d3x+ �0

ˆ
V
E� A d3x

� �0
ˆ
V
@j[E j(r� A)] d3x

= �0

ˆ
V
Ej(r�r)Aj d3x+ �0

ˆ
V
E� A d3x� �0

˛
@V

dsj E j(r� A)

假设电磁场仅分布于区域 V之内、无场强法分量通过边界面 @V
溢出： ˛

@V
dsj E j(r� A) = 0

如此，

M = �0

ˆ
V
Ej(r�r)A j d3x+ �0

ˆ
V
E� A d3x



换言之，
M = l+ s

其中，

1 l称为电磁场的轨道角动量：

l = �0

ˆ
V

d3x Ej(r�r)A j

之所以如此命名是因为其被积函数中含有复合算符 (r�r)，
而量子力学体系的轨道角动量算符是 �iℏ(r�r).

2 s称为电磁场的自旋角动量：

s = �0

ˆ
V

d3x E� A

自旋角动量的特点是其被积函数不显含场点的位置矢径 r.



为了对量子物理中光子的自旋有一点感觉，现在考虑真空中一列
具有确定频率的时谐电磁波且具有圆极化. 假设该电磁波的频率
为 !，传播方向为直角坐标系的 X 3 轴正向24，则此时谐电磁波可
用矢量势

A = A(r)
�
e1 cos(!t) + e2 sin(!t)

�
; k = !=c

描写. 把磁感应强度的定义式 B = r� A与法拉第定律结合起来，

0 = r� E+
@B
@t

= r�
�
E+

@A
@t

�
因此，在物理上可以有：

E = �@A
@t

= !A(r)
�
e1 sin(!t)� e2 cos(!t)

�
⇝ [A(r)]2 =

E2

!2

进一步地，

E� A = ![A(r)]2e3 =
E2

!
e3

24直角坐标系三个独立方向的基矢分别记为 ei (i = 1; 2; 3).



所以，

s = �0

ˆ
V

d3x E� A =
e3
!
�0

ˆ
V

d3x E2

回忆电磁场总能量的表达式：

U =
�0
2

ˆ
V

d3x E2 +
1

2�0

ˆ
V

d3x B2

且对于真空中的平面电磁波而言25，

1
�0

B2 = �0E2 ⇝ U = �0

ˆ
V

d3x E2

我们又可以把圆极化的平面电磁波自旋角动量表达为：

s =
U
!
e3

25证明请参见本课程后续课件，或者郭硕鸿先生的著作《电动力学》第三版第
116 页之 (1.30) 式.



1 倘若频率为 !的一列平面电磁波恰好对应于量子物理中的
一个光子，它的能量须表为：

U = ℏ!

式中的 ℏ称为 Planck 常数，它具有角动量的量纲、其实验值
是：

ℏ � 1:054� 10�34 Joul � s

于是，光子的自旋角动量写为：

s = ℏe3

鉴于 s的量值只是 ℏ的一倍，所以称光子的自旋为 1.26

26s3 = �1, 对应于平面电磁波有两个独立的极化方向.
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