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规范势的演化方程

电磁场是规范场，其动力学由电磁势 4­矢 A�(x) = (��=c; A)描
写. A�(x)的选择具有不唯一性1，

A�(x) ⇝ A 0
�(x) = A�(x) + @��(x)

但涉及电磁场的可观测物理量则是具有上述规范变换下不变性的
4­张量，例如：

F�� = @�A� � @�A�; F�� =
1
2
�����F ��;

˛
C

dx�A�

电磁场的基本规律，即麦克斯韦方程组，可以通过规范不变的电
磁场张量 F�� 表达为：

F�� = @�A� � @�A�; @�F �� = ��0J �

式中 J � = (c�; j)为电荷电流分布的电流密度 4­矢.
1这正是“规范场”一词的物理内涵.

讨论：

电磁场张量 F�� 的定义式等价于毕安琪恒等式，

@�F�� = 0

所以，倘若强调电磁场的规范场属性，可以使用 F�� 的定义
取代毕安琪恒等式在麦克斯韦方程组中的地位2.
麦克斯韦方程组 @�F �� = ��0J � 的成立要求存在自洽性条
件：

@� J � = 0

它正是电荷守恒定律.
规范不变量 ˛

C
dx�A�

虽然在经典电动力学中地位不显，但它对带电粒子的量子力
学描写举足轻重.

2R. Wald, Advanced Classical Electromagnetism, 2022, PUP, Page 70.

电磁场张量 F�� 具有指标交换下的反对称性，F�� = �F��，因此
它的独立分量数目为 6. 我们规定这 6个独立分量的物理内涵为
电磁场的电场强度与磁感应强度：

F 0i =
E i

c
; F ij = �ijkBk

换言之，

Ei = �c F0i = �@Ai

@t
+ c

@A0

@xi
= �@�

@xi
� @Ai

@t

Bi =
1
2
�ijkF jk = �ijk

@Ak

@xj

亦即：

E = �∇�� @A
@t

; B = ∇× A

鉴于梯度场无旋、旋度场无散，此二式自动地保证了磁高斯定律
∇ · B = 0与法拉第电磁感应定律∇× E+ @tB = 0.

因此，混合使用规范势与场强 E与 B，我们可以把麦克斯韦方程
组表达为：

E = �∇�� @A
@t

; B = ∇× A; ∇ · E =
�

�0

∇× B� �0�0
@E
@t

= �0j

或者，我们可以使用前两个方程消除场强，把麦克斯韦方程组表
达为规范势服从的演化方程：

�

�0
= ∇ · E = �r2�� @

@t
∇ · A

与

�0j = ∇× B� �0�0
@E
@t

= ∇× (∇× A) + �0�0
@

@t
∇�+ �0�0

@2A
@t2

= ∇(∇ · A)�r2A+ �0�0
@

@t
∇�+ �0�0

@2A
@t2



使用常识 �0�0 = 1=c2，以上二方程可重新表达为：

�r2�� @

@t
∇ · A =

�

�0
1
c2
@2A
@t2

�r2A+∇(∇ · A) + 1
c2

@

@t
∇� = �0j

借助于规范势选择的不唯一性，我们可以人为地规定∇ · A的取
值、从而简化上述方程组. 例如可以取库仑规范：

∇ · A = 0

在库仑规范中麦克斯韦方程组通过规范势表达为：

r2� = � �

�0
1
c2
@2A
@t2

�r2A+
1
c2

@

@t
∇� = �0j

库仑规范是物理学家喜欢选择的规范之一. 物理学家喜欢选择的
另一个规范是Lorenz规范：

∇ · A+
1
c2
@�

@t
= 0 ⇝ @A�

@x�
= 0

在 Lorenz规范中麦克斯韦方程组通过规范势表达为：

� 1
c2

@2

@t2
�+r2� = � �

�0
; � 1

c2
@2A
@t2

+r2A = ��0j

上式中，

� 1
c2

@2

@t2
+r2 = ���

@2

@x�@x�
= @�@

�

称为达朗贝尔算符，简记为 □：

□ = � 1
c2

@2

@t2
+r2

它实际上是一个 4­标量算符. 所以，麦克斯韦方程组在 Lorenz规
范中表现为规范势服从的线性波动方程：

□ � = � �

�0
; □ A = ��0j

或者：
□ A� = ��0 J�

这个波动方程明显符合相对性原理的要求，它是狭义相对论承认
的一条物理学规律.

例：

1 在库仑规范中，电磁场矢势所满足的运动方程可以写为如下
非齐次的波动方程

□ A = ��0 jT

式中 jT 为电流密度矢量的横分量 (无散分量). 试证明之.

解：

借助于数学恒等式

�4� �(3)(x� x0) = r2 1
jx� x0j

我们有：

j(t; x) =

ˆ
d3x0�(3)(x� x0) j(t; x0)

=

ˆ
d3x0

�
� 1
4�
r2 1
jx� x0j

�
j(t; x0)

= r2
�
� 1
4�

ˆ
d3x0

j(t; x0)
jx� x0j

�
灵活使用矢量分析恒等式：

∇× (∇× u) = ∇(∇ · u)�r2u

可以把上式改写为：

j(t; x) = � 1
4�

∇
�
∇ ·
ˆ

d3x0
j(t; x0)
jx� x0j

�
+

1
4�

∇×
�
∇×

ˆ
d3x0

j(t; x0)
jx� x0j

�
上式右端第一项是梯度场 (无旋)，第二项是旋度场 (无散). 所以
它们分别是电流密度矢量的纵分量和横分量：

j = jL + jT

式中，

jL = � 1
4�

∇
�
∇ ·
ˆ

d3x0
j(t; x0)
jx� x0j

�
jT =

1
4�

∇×
�
∇×

ˆ
d3x0

j(t; x0)
jx� x0j

�
它们分别具有性质：

∇× jL = 0; ∇ · jT = 0

这个结论在矢量分析理论中称为亥姆赫兹定理. 上面的推导相当
于给亥姆赫兹定理提供了一个构造性的证明.

下面对 jL 的表达式作进一步的简化：

jL(t; x) = � 1
4�

∇
�
∇ ·
ˆ

d3x0
j(t; x0)
jx� x0j

�
= � 1

4�
∇
� ˆ

d3x0∇ 1
jx� x0j � j(t; x

0)
�

= +
1
4�

∇
� ˆ

d3x0r0 1
jx� x0j � j(t; x

0)
�

=
1
4�

∇
� ˆ

d3x0r0 � j(t; x0)
jx� x0j �

ˆ
d3x0

r0 � j(t; x0)
jx� x0j

�
右端第一项体积分可以通过奥高定理化为无穷远边界上的面积
分，结果为零：

ˆ
d3x0r0 � j(t; x0)

jx� x0j =
˛
1

ds � j(t; x0)
jx� x0j⇝ 0



所以，

jL(t; x) = � 1
4�

∇
� ˆ

d3x0
r0 � j(t; x0)
jx� x0j

�

另一方面，我们注意到在库仑规范中，规范势满足的运动方程组
如下：

r2A� 1
c2
@2A
@t2

� 1
c2

@

@t
∇� = ��0j

r2� = � �

�0

利用标势运动方程的解

�(t; x) =
1

4��0

ˆ
d3x0

�(t; x0)
jx� x0j

以及电荷守恒定律，即∇ · j+ @t� = 0，我们有：

� 1
c2

@

@t
∇� = � 1

4��0c2
@

@t
∇
� ˆ

d3x0
�(t; x0)
jx� x0j

�
= ��0

4�
∇
� ˆ

d3x0
@t�(t; x0)
jx� x0j

�
=

�0

4�
∇
� ˆ

d3x0
r0 � j(t; x0)
jx� x0j

�
= ��0jL(t; x)

代回到矢势的运动方程中，并注意到 j(t; x) = jL(t; x) + jT(t; x)，即
得：

r2A� 1
c2
@2A
@t2

= ��0jT

或者，
□ A = ��0jT

此式表明库仑规范中矢势的波动完全是由横向电流密度矢量激发
的. 事实上，考虑到库仑规范条件∇ · A = 0，矢势 A在库仑规范
中只有横分量.

推迟势

现在求无界空间中规范势 (�;A)的一般解. 在 Lorenz规范中，标
势、矢势满足的场方程形式相同，故以下我们专注于求解标势的
达朗贝尔方程

r2�� 1
c2
@2�

@t2
= ��=�0

定义无界空间中的含时格林函数 G (t; x; t0; x0)：

r2G (t; x; t0; x0)� 1
c2
@2G (t; x; t0; x0)

@t2
= � 1

�0
�(t� t0)�(3)(x� x0)

G (t; x; t0; x0)
����jx�x0j!1

= 0

此格林函数在物理上可诠释为处于时空点 (t0; x0)处的单位点电
荷在另一时空点 (t; x)处激发的电磁标势.上述方程具有空间坐标
平移变换下的不变性. 所以，

G (t; x; t0; x0) = G (t; t0; x� x0)

设 r = x� x0，其量值为 r = jx� x0j. 以 x0 点为坐标原点建立球坐
标系.注意到无界空间中点电荷的规范势分布具有球对称性，我
们有：

G (t; t0; x� x0) = G (t; t0; r)

所以，格林函数满足的方程可简化为：

1
r2

@

@r

�
r2
@G

@r

�
� 1

c2
@2G

@t2
= � 1

�0
�(t� t0)�(3)(r)

在除却坐标原点之外的任何场点处，r 6= 0，G (t; t0; r)满足齐
次波动方程：

1
r2

@

@r

�
r2
@G

@r

�
� 1

c2
@2G

@t2
= 0

考虑到标势随源点、场点之间距离的增加而减弱，令：

G (t; t0; r) =
u(t; t0; r)

r

不难证明，在 r 6= 0的场点，u(t; t0; r)满足的方程在形式上可看做
一维空间的波动方程：

@2u
@r2

� 1
c2
@2u
@t2

= 0

其通解为3：

u(t; t0; r) = f
�
t� r

c

�
+ g

�
t+

r
c

�
这里的解函数 f, g (暂时)是完全任意的.因此，当 r 6= 0时，

G (t; t0; r) =
f(t� r=c)

r
+

g(t+ r=c)
r

通解的第一项描写向外发散的球面波，第二项描写向内汇聚的球
面波. 研究辐射问题时，电磁场是由原点处的电荷产生并向外发
散的. 所以应取 g = 0,

G (t; t0; r) =
f (t� r=c)

r

3若电磁场由运动电荷激发，则解可以通过距离 r = jx� x0(t0)j依赖于 t0. 切
记！

我们假设：若 f采取某个特殊的函数形式，上述齐次波动方
程的解

G (t; t0; r) =
f(t� r=c)

r
也是非齐次方程

1
r2

@

@r

�
r2
@G

@r

�
� 1

c2
@2G

@t2
= � 1

�0
�(t� t0)�(3)(r)

的解.为了验证满足上述要求的函数 f的存在性和确定它的
具体形式，现计算上述非齐次方程在以原点为球心、半径为
R! 0+ 的球面所包围的区域 V中的体积分. 显然，

��(t� t0)=�0 =

ˆ
V

d3x
�
� 1

�0
�(t� t0)�(3)(r)

�
= 4�

ˆ R

0
r2dr

� 1
r2

@

@r

�
r2
@G

@r

�
� 1

c2
@2G

@t2

�
= 4�

ˆ R

0
r2dr

�
r2 � 1

c2
@2

@t2

�
f(t� r=c)

r



= 4�
ˆ R

0
r2dr

�
f(t� r=c)r2 1

r
� 2∇f(t� r=c) � r

r3

+
1
r
r2f(t� r=c)� 1

c2r
@2f(t� r=c)

@t2

#

显然，除第一项外，其余各项的积分在 R! 0+ 极限下均趋于
零.而第一项在 R! 0+ 下的积分计算如下：

4�
ˆ R

0
r2dr f(t� r=c)r2 1

r

����
R!0

=

ˆ
V

d3x f(t)r2 1
r

= f(t)
ˆ
V

d3x
�� 4��(3)(r)

�
= �4�f(t)

所以，

f(t) =
�(t� t0)
4��0

; ⇝ f(t� r=c) =
1

4��0
�
�
t� t0 � r=c

�

于是，无界空间中的含时格林函数求得为：

G (t; t0; r) =
1

4��0r
�
�
t� t0 � r=c

�

1 除过 �(t� t0 � r=c)因子之外，此格林函数在形式上恰为单位
点电荷的静电标势.

2 对于 r 6= 0的场点而言，�(t� t0 � r=c)因子取非零值的条件不
是 t0 = t， 而是：

t0 = t� r=c < t

这表明 t时刻场点 x处的规范标势是由较早时刻 t0 位于 x0 的
单位点电荷激发的.

3 上述含时格林函数称为无界空间中的推迟 (Retarded)格林函
数，可改记为 GR(t; t0; r).

4 推迟格林函数的发现表明电磁相互作用的传递需要一定的时
间，不是超距作用.

有了推迟格林函数 GR(t; t0; r)之后，任意电荷分布 �(t; x)在空间中
所激发的规范标势可由下式计算：

�(t; x) =

ˆ
d3x0dt0GR(t; t0; r)�(t0; x0)

=
1

4��0

ˆ
d3x0dt0�(t

0; x0)
r

�(t� t0 � r=c)

亦即，

�(t; x) =
1

4��0

ˆ
V

d3x0
�(t� r=c; x0)

r

Lorenz规范中矢势与标势满足相同形式的波动方程. 所以，

A(t; x) =
�0

4�

ˆ
V

d3x0
j(t� r=c; x0)

r

规范势的上述表达式称为 Lorenz规范中的“推迟势”公式.

例：

验证上述推迟势公式满足 Lorenz规范条件.

解：

设 t0 = t� r=c，这里 r = jx� x0j. 如此可以将上述 Lorenz规范中的
推迟势公式写作：

�(t; x) =
1

4��0

ˆ
V

d3x0
�(t0; x0)

r
; A(t; x) =

�0

4�

ˆ
V

d3x0
j(t0; x0)

r

切记此二式所涉及的被积函数的两个自变量，即 t0 和 x0，并不是
相互独立的.

检验 Lorenz规范条件需要求矢势的散度∇ · A，为方便起见我们
先求

∇ ·
�
j(t0; x0)

r

�
r = jx� x0j的任意函数均有等价关系r = �r0. 所以：

∇ ·
�
j(t0; x0)

r

�
= ∇1

r
� j(t0; x0) + 1

r
∇ · j(t0; x0)

= ∇1
r
� j(t0; x0) + 1

r
rt0 � @j(t

0; x0)
@t0

= �r0 1
r
� j(t0; x0)� 1

r
r0t0 � @j(t

0; x0)
@t0

另一方面，我们有：

r0 �
�
j(t0; x0)

r

�
= r0 1

r
� j(t0; x0) + 1

r
r0 � j(t0; x0)

= r0 1
r
� j(t0; x0) + 1

r
r0t0 � @j(t

0; x0)
@t0

+
1
r
r0 � j(t0; x0)

����
t0不变

比较知：

∇ ·
�
j(t0; x0)

r

�
= �r0 �

�
j(t0; x0)

r

�
+

1
r
r0 � j(t0; x0)

����
t0不变

于是，无界空间中推迟矢势的散度计算如下：

∇ · A(t; x) =
�0

4�

ˆ
V

d3x0∇ ·
�
j(t0; x0)

r

�
= ��0

4�

ˆ
V

d3x0r0 �
�
j(t0; x0)

r

�
+

�0

4�

ˆ
V

d3x0
1
r
r0 � j(t0; x0)

����
t0不变

= ��0

4�

˛
1

ds0 �
�
j(t0; x0)

r

�
+

�0

4�

ˆ
V

d3x0
1
r
r0 � j(t0; x0)

����
t0不变

=
�0

4�

ˆ
V

d3x0
1
r
r0 � j(t0; x0)

����
t0不变



利用电荷守恒定律，

r0 � j(t0; x0)
����
t0不变

+
@

@t0
�(t0; x0) = 0

并回忆 t0 的定义式 t0 = t� r=c， 可以进一步把上式改写为：

∇ · A(t; x) = ��0

4�

ˆ
V

d3x0
1
r
@�(t0; x0)

@t0

= ��0

4�

ˆ
V

d3x0
1
r
@�(t0; x0)

@t

= ��0�0
@

@t

� 1
4��0

ˆ
V

d3x0
�(t0; x0)

r

�
= � 1

c2
@�(t; x)

@t

亦即：

∇ · A(t; x) + 1
c2

@

@t
�(t; x) = 0

这正是 Lorenz规范条件.

Q：库仑规范中有无推迟势？

库仑规范中规范势满足的运动方程组为：

r2� = ��=�0 ; r2A� 1
c2
@2A
@t2

= ��0jT

在无界空间，其解可表为：

�(t; x) =
1

4��0

ˆ
V
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这里 r = jx� x0j. 所以，尽管库仑规范中的标势具有超距传播的
特点，矢势仍是推迟势.

电磁波的产生机制

电磁波是电磁场存在的基本形式. 麦克斯韦方程组告诉我们：

时变的电场、磁场相互激发，在空间中就形成了电磁波.

于是，产生电磁波的关键是产生随时间变化的电场和磁场.
1 从微观角度讲，产生电磁波的前提条件是荷电粒子做加速运
动.做加速运动的荷电粒子所产生的电场与磁场均是随时间
变化的.

2 从宏观角度讲，产生电磁波的前提条件是存在随时间变化的
电流分布， 例如频率为 !的交变电流密度矢量：

j(x; t) = j(x) cos(!t)

电磁波由载有交变电流的天线发射出来.

以下讨论宏观电荷体系在其线度远小于电磁波波长情
形下的辐射电磁场的性质.

计算辐射场的一般公式

当交变电流分布给定时，通常采用 Lorenz规范中矢势的推迟势公
式作为计算辐射电磁场的物理基础：
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此处 r = jx� x0j.

1 如果你愿意，你也可以选择库仑规范中矢势的推迟势公式
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作为计算辐射电磁场的出发点.

2 从库仑规范中电磁势表达式可知，辐射电磁场独立的动力学
自由度仅有两个 (可以选择为 A的两个横分量).

设交变电流分布随时间的周期性变化具有确定的频率 !,
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则：
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即电磁波的频率也将是 !， 这里，
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式中，
k = !=c

eikr 是“推迟作用因子”，表示电磁波从交变电流所在地点传播至
场点的过程中有位相滞后 kr.

对于频率确定的交变电流而言，由矢势 A的上述表达式出发可以
完全确定电磁场：

1 电磁场的磁感应强度 B可通过直接计算矢势的旋度求得：

B = ∇× A

2 求出 B后，电场强度 E可由麦克斯韦方程求得. 在电流分布
区域之外，j = 0，麦克斯韦方程写为：

∇× B = �0�0
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所以，
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式中 k = !=c.



矢势的展开式

Lorenz规范中，具有确定频率 !的交变电流所激发的电磁场由推
迟矢势
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描写. 这里有三个线度值得注意：
1 电流分布区域 V的线度：l � 3

p
V.

2 电磁波的波长 � = 2�=k = 2�c=!.
3 场点到电流分布区域的距离 r = jx� x0j.

为简单起见，我们仅研究分布于一个“小区域”内的交变电流所产
生的辐射电磁场.

所谓“小区域”，指的就是其线度远小于电磁波的波长以及观测距
离 r :

l� � ; l� r :

至于 r与 �的关系，又可以区别三种情况：
1 近场区：r� �

2 感应区：r � �

3 辐射区：r� �

三个区域中电磁场的特点是不同的：

在近场区，r� � ⇝ kr� 1，从而推迟因子 eikr � 1,
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这是静磁场的矢势. 即电磁场近似表现为静磁场.

在远场区，r� � ⇝ kr� 1，从而推迟因子 eikr 的贡献不可忽
略. 通常是在远场区接收电磁波，需要计算远场才能确定辐
射功率和角分布. 这是我们的主要研究对象.

感应区是一个过渡区，是数值计算的用武之地.

建立坐标系，把坐标原点选择在电流的分布
区域 V内. 如此，jx0j的数量级为 l � 3

p
V. 设

远处场点 P相对于原点的位置矢量为：

x = R eR ; R� l ;

则 P点与电流元 j(x0)d3x0 之间的距离可表为：
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即：
r � R� eR � x0

从而，
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或者，
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式中出现了两个小参数，即 x0=�和 x0=R. 可以把推迟势对于这两
个小参数做 Taylor展开. 在计算远场区的矢势时，只需保留 1=R
的最低次项，但需保留对位相因子中小参数 x0=�展开的各级项.
所以，
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最后一式中的各项对应于各级电磁多极辐射.

电磁学恒等式

为了看清推迟矢势多极展开各项的物理意义，类似于静磁学情形，
现在构造一个电磁学恒等式. 我们已经约定电流分布于小区域 V
中，没有电流溢出 V的边界面 S. 所以，若以 f; g表示源点坐标的
两个任意的标量函数，则有：˛
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可以利用奥高定理将此式左端改写为区域 V上的体积分：ˆ
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注意到
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以及交变电流情形下的电荷守恒定律：r0 � j(x0) = i!�(x0)，我们
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取 f = 1; g = x0i. 在直角坐标系中，

r0f = 0; r0g = ej
@x0i

@x0j
= ej�ij = ei

上述恒等式退化为：
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鉴于直角坐标系基矢是常矢量，上式的成立意味着：
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式中的 p代表电流分布的电偶极矩：p =
´
V d3x0 �(x0)x0 :

所以，推迟矢势多极展开的首项描写电偶极辐射：
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取 f = x0i; g = x0k. 在直角坐标系中，
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电磁学恒等式退化为：
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回忆电荷体系的电四极矩定义，
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上述电磁学恒等式又可以写为：
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采用直角坐标系，可以把推迟矢势展开式的第二项表为：
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上式中的积分还可进一步简化. 由上页求得的电磁学恒等式知：
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式中出现的
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恰为电流分布的磁偶极矩矢量.

所以，推迟矢势展开式的第二项描写“磁偶极矩”与“电四极矩”
所产生的辐射：

A(1)(x) = �i�0k eikR
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它们各自对应的推迟矢势如下：
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m (x) = �i�0k eikR
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请注意这些矢势对于场点与源点之间的距离的依赖均是 1=R.

电偶极辐射场

如前所述，频率为 ! 的振荡电偶极矩产生的
辐射电磁场具有如下推迟矢势：

A(x) =
�0eikR

4�R
ṗ

在计算电磁场强时，需要对 A 作用梯度算符
∇. 我们只需将计算精度保持在 1=R 即可，
所以只需把 ∇ 仅需作用到推迟因子 eikR 上，
而无需将其作用于矢势的分母. 因为

∇eikR = eR@R eikR = ik eR eikR

以及 @te�i!t = �i! e�i!t， 对辐射场的矢势或
者场强求时间导数或旋度、散度相当于作代
换：

∇ ⇝ ik eR ;
@

@t
⇝ �i!
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所以，电偶极辐射场的磁感应强度可按如下方式计算：

B = ∇× A = ik eR �
�
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ṗ
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eR � ṗ

= � eikR
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同理 (记住 k = !
p
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E =
ic2

!
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选择振荡电偶极矩的方向沿极轴，则：

p̈ = jp̈j e3

于是，

p̈� eR = jp̈j e3 �
�
e3 cos � + e1 sin � cos�+ e2 sin � sin�

�
= jp̈j sin � �e2 cos�� e1 sin�

�
= jp̈j sin �

� 1
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@�eR
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进而， �
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于是，电偶极辐射场的场强矢量具有如下
分布形式：

B =
jp̈j eikR
4��0c3 R

sin � e�

E =
jp̈j eikR
4��0c2 R

sin � e� R

z

~p

θ ~eR

~B

~E

显见：
1 电偶极辐射场的 E和 B均是横场 (TEM波).
2 磁力线是围绕极轴的闭合圆周，电力线是经面上的闭合曲线,

r � B = ik eR � B = 0 ; r � E = ik eR � E = 0 :

辐射场的实际应用涉及计算其“辐射功率”和“角分布”. 这两个
量均可通过计算辐射场的平均能流密度矢量求得.
电偶极辐射场的平均能流密度计算如下：

hSi = !

2�

ˆ 2�=!

0
dt 1

�0
E� B

=
1

2�0
Re (E � � B) =

jp̈j2 sin2 �
32�2�0c3 R2

eR

正如所料，eR 是能流密度矢量的方向，
亦即电偶极辐射场的波矢 k的方向.

hSi的表式中，因子 sin2 �描写电偶极
辐射场能流分布的方向性，称为电偶
极辐射的角分布. 显然，在 � = �=2
的赤道面上辐射最强，但沿电偶极轴
线方向 (� = 0; �)没有辐射.

R

z

~p

θ ~eR

~B

~E

电偶极辐射场的角分布的
全貌如右图示：
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求 hSi在半径为 R的球面上的面积分，就得到了电偶极辐射场的
总辐射功率：

P =

˛
hSi � eRR2dΩ

=
jp̈j2

32�2�0c3

ˆ 2�

0
d�
ˆ �

0
d� sin � sin2 �

=
1

4��0
jp̈j2
3c3

电偶极辐射场的总辐射功率：

P =
1

4��0
jp̈j2
3c3

1 注意到对于频率为 !的交变电流分布，@t � �i!. 所以，若振
荡电偶极矩随时间的演化由下式描写：p = p0e�i!t，且电偶极
矩振幅 p0 不随时间变化，则电偶极辐射总功率正比于偶极子
振荡频率的四次幂 P / !4.

2 实际应用中，振荡电偶极子总是通过交变的电流分布实现的，

ṗ =

ˆ
V
d3x0 J(x) e�i!t / I0 e�i!t

所以，
p̈ / �i!I0 e�i!t

技术上只能保证交变电流的振幅 I0 不随时间变化.电偶极辐
射场的总发射功率实际上正比于偶极子振荡频率的二次幂：

P / !2

短天线的辐射场

作为振荡电偶极子的一个具体实
例，现在考虑一个长度为 l的直线
型天线，如右图.

此天线为中心馈电型.
天线上下两半段上电流方向
相同，均沿 e3 方向.
馈电点处电流强度有最大值
I0，但在天线两端电流强度
为零.

z

I (z)os c i l l at o r

z = l/2

z =−l/2

若为短天线，l� � = cT = 2�c=!， 则天线上的电流分布近似为
线性形式：

I(z) = I0
�
1� 2

jzj
l

�
; jzj � l=2

当然，
I(t; z) = I(z)e�i!t

短天线的电偶极矩时间变换率计算如下：

ṗ =

ˆ
V

d3x0 j(t; x0) = e3
ˆ +l=2

�l=2
dz I(t; z) =

1
2
e3 I0l e�i!t

从而，

p̈ = �i! ṗ = � i
2
e3 I0l! e�i!t = �i�cI0 (l=�) e3 e�i!t

短天线的电偶极辐射总功率为：

P =
1

4��0
jp̈j2
3c3

=
�

12�0 c
I20 (l=�)2 =

�

12

r
�0

�0
I20 (l=�)2

若保持天线上电流的峰值 I0 不随时间变化，则短天线的电偶极辐
射功率正比于 (l=�)2.



短天线的辐射电阻

短天线的电偶极辐射功率正比于 I20,

P =
�

12

r
�0

�0
I20
�
l=�

�2 / I20

因此，短天线在向外发射电磁波的过程中相当于一个电阻器，其
电偶极辐射功率相当于一个等效电阻上的损耗功率.这个等效电
阻称为短天线的“辐射电阻”，记为 Rr,

P =
1
2
Rr I20

显然：

Rr =
�

6

r
�0

�0

�
l=�

�2
查表知：�0 = 4� � 10�7H �m�1, �0 = 8:85� 10�12 F �m�1. 由此
算得： r

�0

�0
�
s

4�
8:85

� 105 � 376:8 Ω

所以，
Rr � 197

�
l=�

�2
Ω

辐射电阻是表征天线辐射电磁波能力的一个参数. 天线的辐
射电阻愈大，表示在输入电流强度给定的前提下，辐射功率
愈大.

短天线的辐射电阻正比于 (l=�)2. 对于短天线而言，l� �，因
此，短天线的辐射能力是弱的.

要提高天线的辐射能力，需要增大天线的长度以致 l � �，此
时天线的辐射已不能用电偶极辐射来近似描写.

磁偶极辐射场

磁偶极辐射场的推迟矢势为：

A(x) = �i �0k eikR

4�R
m� eR

相应的电磁场强度计算如下4：

B = ∇× A = ik eR � A

=
�0k2 eikR

4�R
eR � (m� eR)

= ��0 eikR

4�c2R
eR � (m̈� eR) =

�0 eikR

4�c2R
(m̈� eR)� eR

E = i
c2

!
∇× B = i

c2

!
ik eR � B

= �c eR � B

= ��0 eikR

4�cR
eR �

�
(m̈� eR)� eR

�
= ��0 eikR

4�cR
(m̈� eR)

4注意：k = !=c.

磁偶极辐射场的平均能流密度矢量计算如下.注意到 eR � B = 0，
我们有5：

hSi =
1

2�0
Re
�
E� � B

�
=

1
2�0

Re
�
(cB� � eR)� B

�
=

c
2�0

jBj2 eR

=
�0

32�2c3R2
j(m̈� eR)� eRj2

=
�0

32�2c3R2
�
m̈ � m̈� � (eR � m̈) (eR � m̈�)

�
eR

建立球坐标系，把磁偶极子置于坐标原点且以 m的方向为极轴.
如此，eR �m = jmj cos �，�为场点对应的极角. 可以把磁偶极辐
射场的平均能流密度矢量改写为：

hSi = �0!
4jmj2

32�2c3R2
sin2 � eR

5事实上，磁偶极辐射场是 TEM波：eR � E = eR � B = 0.

磁偶极辐射场的总辐射功率为：

P =
�0!

4 jmj2
12�c3

例： 一载流线圈半径为 a，激发的交变电流的振幅为 I0，角频率
为 !. 求辐射功率.

解： 载流线圈的磁偶极矩的大小为，

m = �a2 I = �a2 I0 e�i!t

其峰值是：
jmj = �a2 I0

所以，载流线圈的辐射功率为：

P =
�0!

4 I20 (�a2)2

12�c3
=

4�5

3

r
�0

�0

� a
�

�4
I20

当电流峰值 I0 不随时间变化时，磁偶极辐射的功率/ (a=�)4，因
此磁偶极辐射比电偶极辐射小 (a=�)2 数量级.小线圈的辐射能力
比短天线更低.

电四极辐射场

电四极辐射场的推迟矢势是：

A(x) = �i �0k eikR

24�R2
xiek ėD ik

=
eikR xi ëD ik

24��0c3R2
ek

式中， eDij = 3
ˆ
V

d3x0 x0ix
0
j�(x

0)

由于 A表达式中存在因子 xi，这是场点直角坐标的 i­分量，电四极
辐射场的推迟矢势对场点的依赖仍是 1=R.

下面求电四极辐射场的场强. 磁感应强度计算如下：

B = ∇× A

= ik eR � A =
eikR xi

...eD ik

24��0c4R2
�
ek � eR

�
注意到数学恒等式,

xi �ik
�
ek � eR

�
= xiei � eR = x� eR = R

�
eR � eR

�
= 0



我们可以在 B的表达式中把有迹的电四极矩 eDik 更换为无迹的电
四极矩 Dik：

Dij =

ˆ
V
d3x0

�
3x0ix

0
j � �ijr02

�
�(x0)

显然， eDij = Dij + �ij

� ˆ
V
d3x0 r02�(x0)

�
所以，电四极辐射场的磁感应强度分布为：

B =
eikR xi

...
D

ik

24��0c4R2
(ek � eR)

其电场强度分布为：

E = cB� eR =
eikR xi

...
D

ik

24��0c3R2
�
(ek � eR)� eR

�
不难看出，电四极辐射场仍是 TEM波： eR � B = eR � E = 0.

电四极辐射场的平均能流密度矢量计算如下：

hS i =
1

2�0
Re (E � � B)

=
�0c2

2
Re
h
(cB � � eR)� B

i
=

�0c2

2
jBj2 eR =

1
4��0

xixj
...
D

�ik ...
D

jl

288�c5 R4
�
�kl � (ek � eR) (el � eR)

�
eR

1 电四极辐射场的平均能流密度分布对于场点距离的依赖仍是
所期望的 1=R2 衰减律.

2 电四极辐射场的角分布由因子
�
�kl � (ek � eR) (el � eR)

�
确定.

3 设电荷分布区域线度为 l，则 Dij � O(l2)，于是电四极辐射场
的辐射功率正比于 (l=�)4，它与磁偶极辐射同数量级，但比电
偶极辐射小 (l=�)2 数量级.

例: 求右图所示的电四极子以频
率 ! 振荡时的辐射功率和角分
布.

z
R

~eR

θ

Q
−2Q

Q

l
l

解：此电四极子的电荷体密度为：

�(x0) = Q �(x0) �(y0)
�
�(z0 � l)� 2�(z0) + �(z0 + l)

�
所以，电四极矩张量 eDij 只有 33分量非零：

eD33 = 3
ˆ
V

d3x0z02 �(x0) = 6Q l2 ⇝
...eD33 = 6Q l2 (�i!)3 = i 6Q l2 !3

振荡电四极子也是通过交变电流实现的，相应的电流强度为：

I =
dQ
dt = �i!Q e�i!t

技术上所能控制的是保证电流强度的峰值 I0 = !Q不随时间变
化.利用 I0，我们有：

...eD33 = i 6I0 (! l)2 = i 24�2 c2 I0
�
l=�

�2
所以，

xixj
...
D

�ik ...
D

jl �
�kl � (ek � eR) (el � eR)

�
= z2

����...eD33

����2 �1� (e3 � eR)2
�

= (R cos �)2 576�4 c4 I20
�
l=�

�4 �1� cos2 �
�

= 576�4 c4 I20 R
2 sin2 � cos2 �

�
l=�

�4
此电四极辐射场的平均能流密度因此写为：

hS i = �2 I20
2�0 c R2

sin2 � cos2 �
�
l=�

�4 eR
电四极辐射的角分布由因
子 sin2 � cos2 � 确定，全貌
如右图所示.

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
Θ

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

Angular Distribution

电四极辐射总功率为：

P =

˛
hS i � eR R2dΩ

=
�2 I20
2�0 c

�
l=�

�4 ˆ 2�

0
d�
ˆ �

0
d� sin3 � cos2 � =

4�3

15

r
�0

�0

� l
�

�4
I20

即电四极辐射场的辐射功率与磁偶极辐射具有相同的数量级.

任意运动带电粒子的电磁势

按照经典力学原理，若质点受到了外力的作用，则其将沿某个确
定的轨道作加速运动.

现在把某带电粒子看成质点，设其沿某
特定轨道运动、其位置矢量为 xq(t0).
这个运动电荷将在周围空间激发电磁
场.
由于电磁相互作用传播速度的有限性，
位于场点 x处的观测者在时刻 t的电磁
势应该是带电粒子在较早时刻 t0 激发
的，该时刻粒子处于 xq(t0)点、其速度为
v(t0).

~v(t ′)

O
~xq(t

′)

~x, t

~r

t0 时刻带电粒子与给定场点之间的距离为：

r = jx� xq(t0)j = c(t� t0)

当下的任务是计算带电粒子在场点处所激发的电磁场的推迟势.



采取 Lorenz规范. 惯性参考系中任意电荷电流分布在无界空间激
发的电磁势是如下推迟势：

�(x; t) =
1

4��0

ˆ
d3yds �(t� s� r=c)

r
�(y; s)

A(x; t) =
�0

4�

ˆ
d3yds �(t� s� r=c)

r
j(y; s)

式中的 r = jrj表示场点与源点之间的距离，r = x� y是相应的位
矢.

对于电荷量为 q的运动电荷而言，其电
荷密度和电流密度分别为：

�(y; s) = q�(3)(y� xq(s))

j(y; s) = �(y; s)v(s) = qv(s)�(3)(y� xq(s))

~v(t ′)

O
~xq(t

′)

~x, t

~r

将其代入到推迟势公式中，完成对空间坐标 d3y的积分，即得：

�(x; t) =
1

4��0

ˆ
d3yds �(t� s� r=c)

r
q�(3)(y� xq(s))

=
q

4��0

ˆ
ds �[t� s� r(s)=c]

r(s)

式中 r(s) = jx� xq(s)j. 同理有：

A(x; t) =
�0q
4�

ˆ
ds v(s) �[t� s� r(s)=c ]

r(s)

接下来需要完成对时间变量 s的积分，然而这是有难度的. 我们
知道 ˆ

ds G(s) �(s� s�) = G(s�)

但现在遭遇的不是这样的积分，而是ˆ
ds G(s) �[F(s)]

此处 F(s)不是自变量 s的线性函数.

F(s) = t� s� r(s)
c

= t� s� jx� xq(s)j
c

幸好数学上对计算这类积分早有准备. 若函数 F(x)有一系列零点
xi，即 F(x)

��
x=xi = 0，则：

�[F(x)] =
X
i

�(x� xi)
jF 0(xi)j

注意到：

r(s) = jx�xq(s)j =
q
(x� xq(s)) � (x� xq(s)) =

q
(xi � xqi(s))(xi � xiq(s))

dr(s)
ds = �(xi � xqi(s))

r(s)
dxiq(s)

ds = �(xi � xqi(s))
r(s)

vi(s) = �r(s) � v(s)
r(s)

对于本问题而言，F(s) = t� s� r(s)=c，

F 0(s) = �1� 1
c

dr(s)
ds = �1+ r(s) � v(s)

cr(s)
= �1+ n(s) � β(s)

这里 n(s) = r(s)=r(s)且 β(s) = v(s)=c.

F(s)的零点满足代数方程：

F(s) = t� s� r(s)=c = 0 ⇝ t = s+
��x� xq(s)

��=c
从物理角度看，这个方程的解是唯一的：

s = t0

t0 是带电粒子发射电磁波的时刻. 所以，

�[F(s)] =
�(s� t0)

1� n(t0) � β(t0)

因此，以速度 v(t0)运动的带电粒子所激发的电磁场在 Lorenz规范
中具有推迟标势：

�(x; t) =
q

4��0

ˆ
ds �[F(s)]

r(s)

=
q

4��0

ˆ
ds �(s� t0)
r(s)[1� n(t0) � β(t0)]

亦即：

�(x; t) =
q

4��0 [r(t0)� r(t0) � v(t0)=c]

式中 r(t0) = x� xq(t0)，r(t0)是其大小，而
t0 由 t0 = t� r(t0)=c的解确定.

同理有：

A(x; t) =
�0

4�
qv(t0)

[r(t0)� r(t0) � v(t0)=c]

推迟势的上述结果称为李纳­维谢尔
(Lienard­Wiechert)势.

~v(t ′)

O
~xq(t

′)

~x, t

~r

惯性参考系中，李纳­维谢尔势只依赖于带电粒子的速度矢
量，而不依赖于其加速度.

李纳­维谢尔势的四维形式

所以，

李纳­维谢尔势可以从带电粒子瞬时自身参考系中的静电库
仑势出发、通过惯性系之间的洛伦兹推动变换求得.
构造一族惯性参考系 feΣg，其成员的数目原则上可以是无穷
大. 在每一时刻，总有一个 eΣ与带电粒子保持相对静止. 称eΣ为粒子的瞬时自身系.
加速运动粒子的瞬时自身系与自身系是不同的概念. 自身系
唯一但非惯性系，而瞬时自身系是惯性系却不唯一.

在瞬时自身系 eΣ中，带电粒子激发的电
磁势是静电库仑势：

eA = 0; e� =
q

4��0 er
er为在 eΣ上测量到的粒子与场点之间的
距离.

~v(t ′)

O
~xq(t

′)

~x, t

~r



Q : 那么，实验室参考系中测得的李纳­维谢尔势如何由上面的
静电库仑势导出呢 ？

一种选择是直接使用电磁势的洛伦兹推动变换，

A� = eA � Λ��

此处 A� = (��=c; A)与 eA � = (�e�=c; eA )分别是实验室系和粒子
瞬时自身系中的四维电磁势. 洛伦兹推动变换的非零矩阵元分别
为：

Λ0
0 = 
v; Λ0

j = �
v�j; Λi
0 = �
v�i; Λi

j = �ij +

2v


v + 1
�i�j

式中 β = v(t0)=c，
v = 1=
p
1� β2.

1 这个做法详见教材或者参考书，例如郭硕鸿等教授的著作
《电动力学》（第三版）第七章第一节. 此处略.

我们以下的方案是通过一些物理考虑，直接将李纳­维谢尔电磁场
的四维势矢量构造出来.

李纳­维谢尔势的特点是势只依赖于带电粒子的速度、而不依
赖于它的加速度. 与粒子速度相关的基础 4­矢量是其 4­速度
U�,

U� = 
v
��c; v(t0)�

所以：
A� / U�

上式右端的系数显然应该是一个 4­标量，且正比于粒子的电
荷 q.

李纳­维谢尔势在粒子的瞬时自身系中应退化为静电库仑势.
因此，此系数 4­标量还应反比于距离 er的一次幂.

从物理直观上看，存在着一个与 er相关四维矢量，它是观测者所在
的时空点 (t; x)相对于带电粒子激发电磁波时所占据的时空点
(t0; xq(t0); )的位置 4­矢量：

R� =
�
c(t� t0); x� xq(t0)

�
由于这两个时空点是通过电磁波讯号相
联系的，故 R� 是一个类光 4­矢. 无法通
过 R� 与其自身的缩并构造出一个非零的
4­标量：

R�R� = �c2(t� t0)2 + (x� xq(t0))2 = 0

所以，
R� = (r; r)

式中 r = x� xq(t0)而

r = jx� xq(t0)j = c(t� t0)

~v(t ′)

O
~xq(t

′)

~x, t

~r

幸运的是，可以通过 R� 与粒子 4­速度 U� 的缩并构造出一个非零
的 4­标量：

R�U� 6= 0

这样，李纳­维谢尔势显示的四维形式就可以写为：

A� = �
qU�

R�U�

因子 � 的引入是为了平衡量纲. 为了确定 �，我们按上式计算一
下粒子瞬时自身系中的标势 eA 0:

eA 0 = �
qfU 0eR0fU 0

= �
qcerc = �

qer
因为 eA 0 本质上是静电库仑势，

eA 0 = �e�=c = � 1
4��0c

qer
比较知：

� = � 1
4��0c

带电粒子李纳­维谢尔势的四维形式最终写为：

A� =

�
��

c
; A
�
= � 1

4��0c
qU�

R�U�

Q : 它正确吗？

在实验室参考系中，

U� = 
v(�c; v(t0))
R�U� = RiUi + R0U0 = �c
v

h
r(t0)� r(t0) � v(t0)=c

i
代回到 A� 的四维表述，即得：

A(x; t) =
�0qv(t0)

4� [r(t0)� r(t0) � v(t0)=c] ; �(x; t) =
q

4��0 [r(t0)� v(t0) � v(t0)=c]

这个结论正是李纳­维谢尔势的标准表达式.

Q : 可否从静电库仑定律出发通过洛伦兹推动变换求得加速
带电粒子的电磁场场强？

1 结论是不行.

2 这是因为对于加速运动带电粒子而言，其瞬时自身系中的电
磁场并不是静电库仑定律描写的静电场.

3 有了李纳­维谢尔势后，计算运动带电粒子所激发电磁场场强
的最经济方法是使用场强的定义式：

B = ∇× A; E = �∇�� @A
@t



两个辅助公式

t0 是场点时空坐标 (t; x)的隐函数，

t0 = t� r(t0)
c

; r(t0) = jx� xq(t0)j:

欲求场强，须先求 @t0=@t和∇t0. 首先注意到：

@r(t0)
@t0

= �r(t0) � v(t0)
r(t0)

式中 r(t0) = x� xq(t0)，v(t0) =
dxq(t0)

dt0 是粒子在 t0 时刻的速度. 所
以，

@t0

@t
= 1� 1

c
@r(t0)
@t0

@t0

@t
= 1+

v(t0) � r(t0)
cr(t0)

@t0

@t

由此得：
@t0

@t
=

�
1� v(t0) � r(t0)

cr(t0)

��1

为简化表达式，我们引入 r(t0)方向的单位矢量 er = r(t0)=r(t0)和粒
子的无量纲速度 β = v(t0)=c. 因此，

@r(t0)
@t0

= �cβ � er
且：

@t0

@t
=

1
1� β � er

接着计算 t0 对场点空间坐标的梯度：

∇t0 = �1
c
∇r(t0)

= �1
c
∇r(t0)

����
t0=常数

� 1
c
@r(t0)
@t0

∇t0 = �er
c
+ (β � er)∇t0

从而，

∇t0 = � er=c
1� β � er

低速带电粒子的电磁场

现在计算运动带电粒子所激发的电磁场场强. 先考虑低速情形，
v(t0)� c. 此情形下前述辅助公式退化为：

@t0

@t
� 1; ∇t0 � �er=c

而李纳­维谢尔势近似表为：

�(x; t) � q
4��0 r(t0)

�
1+ β(t0) � er

�
; A(x; t) � qβ(t0)

4��0 c r(t0)

式中忽略了 �2 以及 � 的更高幂次项的贡献. 下同. 场点 (x; t)
处电磁场的电场强度计算如下：

E = �∇�� @tA

= �∇�

����
t0=常数

� @�

@t0
∇t0 � @tA

不难证明 (本周作业题)：

∇(β � er)
����
t0=常数

=
[β � (β � er)er]

r
; ėr = � c[β � (β � er)er]

r

式中的 ėr 代表 er 对 t0 的微商.

于是，

∇�

����
t0=常数

=
q

4��0
∇
�1+ β(t0) � er

r(t0)

�����
t0=常数

=
q

4��0 r2
�� er + β � 2(β � er)er

�
@�

@t0
∇t0 = (�er=c) q

4��0
@t0

�1+ β � er
r(t0)

�
= � qer

4��0 c

"
(1+ β � er)

r2
c(β � er) + (β̇ � er) + (β � ėr)

r

#

= �qer(β � er)
4��0 r2

�qer(β̇ � er)
4��0 c r

@A
@t

=
q

4��0 c
@t0 [β=r(t0)]@tt0 =

q
4��0 c

"
β̇

r
� β

r2
(�cβ � er)

#
=

q β̇
4��0 c r

把这几个式子代回到电场强度的计算公式，即得：

E =
q er

4��0 r2
� q[β � 3(β � er)er]

4��0 r2
+

q er � (er � β̇)

4��0 c r

接下来计算场点处的磁感应强度：

B = ∇× A = ∇× A
����
t0=常数

+∇t0 � @A
@t0

其中第一项简化为：

∇× A
����
t0=常数

=
q

4��0 c
∇×

�
β(t0)=r(t0)

�����
t0=常数

= � q
4��0 c

β(t0)�∇
�
1=r(t0)

�����
t0=常数

=
q(β � er)
4��0 c r2

这正是运动电荷激发的静磁感应强度. 第二项简化为：

∇t0 � @A
@t0

= �(er=c)� qβ̇
4��0 c r

=
q(β̇ � er)
4��0 c2 r

综合起来，即有：

B =
q(β � er)
4��0 c r2

+
q(β̇ � er)
4��0 c2 r



顿悟：

运动带电粒子激发的电磁场的场强矢量均可以分类为两部分：
1 一部分不依赖粒子的加速度，场强的大小与场点到源点的距
离的平方成反比. 这样的电磁场称为似稳场，它还可以进一
步区分为与粒子速度无关的静电库仑场和粒子速度引起的修
正. 似稳场衰减的很快，它总是与粒子不可分割地联系在一
起且仅存在于带电粒子附近，故亦称为粒子的自场.

2 另一部分场强依赖于粒子的加速度，场强的大小仅与场点、
源点距离的一次方成反比. 这样的场称为辐射场.

略去似稳场后，得低速运动带电粒子当其有加速度 cβ̇ 时激发的
辐射场场强如下：

E =
q

4��0 c r
er � (er � β̇); B =

q
4��0 c2 r

(β̇ � er)

使用数学恒等式

er � [er � (er � A)] = A� er

又可把辐射场的磁感应强度表为：

B =
er
c
� E

若将 p = qxq 看作带电粒子的电偶极矩，则 p̈ = qc β̇. 如此，
低速带电粒子的辐射场场强公式与电偶极辐射公式重合.
低速带电粒子做加速运动时将激发电偶极辐射场.
辐射能流密度矢量是：

S =
1
�0

E� B =
q2β̇2

16�2�0c r2
sin2Θ er

此处 Θ为 r与 β̇ 之间的夹角、它描写了辐射能流的方向
性. 显然，在与粒子加速度垂直的方向上辐射场能流最强.
总辐射功率为：

P =

˛
S � er r2dΩ =

q2β̇2

6��0 c

电磁波波动方程

现在考虑在没有电荷、电流分布的自由空间中电磁波的传播特性.

首先考虑真空情形. 此情形下 D = �0E且 B = �0H，电磁波的传
播遵循齐次麦克斯韦方程组：

∇× E = �@B
@t

∇× B = �0�0
@E
@t

∇ · E = 0
∇ · B = 0

取第一个方程的旋度、并利用第二个方程化简， 得：

∇× (∇× E) = ∇×
�� @tB

�
= �@t(∇× B) = ��0�0

@2E
@t2

上式左端进一步化简如下：

∇× (∇× E) = ei �ijk@j
�
�kmn@

mEn
�
= ei

�
�im�

j
n � �in�

j
m
�
@j@

mEn

= ei@i(@jEj)� ei@j@jEi

= ∇(∇ · E)�r2E
= �r2E

中间计算使用了直角坐标系. 最后一步使用了自由空间中电场的
高斯定律∇ · E = 0. 结合以上两式即得：

r2E� �0�0
@2E
@t2

= 0

同理有：

r2B� �0�0
@2B
@t2

= 0

引入具有“速度”量纲的参数：

c =
1p
�0�0

可以把 E和 B的波动方程进一步写为：

r2E� 1
c2
@2E
@t2

= 0

r2B� 1
c2
@2B
@t2

= 0

亦即：
□ E = □ B = 0

参数 c诠释为电磁波在真空中的传播速度.

电磁学实验测定的 �0 和 �0 分别是：�0 � 4� � 10�7H � m�1 和
�0 � 8:85� 10�12 F � m�1. 简单的计算表明：

c � 3� 108米/秒

1 麦克斯韦曾据此大胆预言“（可见）光是一定波长范围内的电
磁波”. 这一预言经受住了无数实验事实的检验.

电磁波在介质中的传播

现在讨论“针对介质中传播的电磁波”建立其波动方程的可能性.
1 研究介质中的电磁波传播时，须首先通过实验建立 E与 D、B
与 H之间的本构关系.

2 电磁波的电场强度一般可以看做许多不同频率的模式电磁波
场强的叠加：

E(x; t) �
ˆ

d!E(x; !) cos(!t) ; B(x; t) �
ˆ

d!B(x; !) cos(!t) :

当角频率为 !的余弦模式振荡的电磁波进入到介质内部后，
介质内的束缚电荷受到电磁场洛伦兹力的作用，

mi
d2xi
dt2 = qi

�
E(x; !) + vi � B(x; !)

�
cos(!t)

亦将以相同的角频率 !做余弦振动.从而介质的极化率、磁化
率都将与模式电磁波的角频率 !有关. 进而：

D(x; !) = �(!)E(x; !) ; B(x; !) = �(!)H(x; !) :



介质的色散：
对于不同频率的电磁波，即使是同一种介质，它的电容率和磁导
率也是不同的. 换言之，介质的 �和 �将随入射电磁波的频率改
变而变化，

� = �(!) ; � = �(!) :

这个现象称为“介质的色散”.

由于色散，对于一般的电磁波而言：

D(x; t) �
ˆ

d!D(x; !) cos(!t)

=

ˆ
d!�(!)E(x; !) cos(!t)

6= �

ˆ
d!E(x; !) cos(!t) � �E(x; t)

时谐电磁波

同理，
B(x; t) 6= �H(x; t)

鉴于此，对于介质中传播的一般电磁波，不能够写出简单形式的
E、B的波动方程.

以下我们只讨论具有确定频率 !的“时谐电磁波”在介质中的传
播.时谐电磁波的场强对时间的依赖关系是cos(!t):

E(x; t) = E(x) cos(!t) ; B(x; t) = B(x) cos(!t) :

为方便计，我们常常将上式改写为复数形式：

E(x; t) = E(x)e�i!t ; B(x; t) = B(x)e�i!t :

对于线性均匀介质，D = �E, B = �H，这里的电容率和磁导率都
是频率 !依赖的.

现在推导“传播于没有自由的电荷电流分布的绝缘介质中的时谐
电磁波”所需要满足的波动方程. 对于时谐电磁波而言，法拉第
电磁感应定律写为：

r� E(x)e�i!t = r� E(x; t)
= �@tB(x; t)
= �@t

�
B(x)e�i!t� = i!�H(x)e�i!t

两端抽出时间因子 e�i!t 后，我们得：

r� E(x) = i!�H(x)

同理，无自由电流分布时的Maxwell方程

r�H =
@D
@t

在时谐电磁波情形下可写为：

r�H(x) = �i!�E(x)

计入高斯定律，时谐电磁波所满足的完整的Maxwell方程组是：

r� E = i!�H
r�H = �i!�E
r � E = 0
r �H = 0

1 在 ! 6= 0情形下，只有前两个方程是独立的.注意到旋度场无
散，后两个方程可以通过求前两个方程的散度得到.

现在开始推导时谐电磁波的波动方程. 取上述Maxwell方程组中
第一个方程的旋度、并使用第二个方程，可得：

r� (r� E) = i!�r�H
= i!�

�� i!�E
�

= !2��E

计及电场的高斯定律，r � E = 0，我们把上式左端化简为：

r� (r� E) = ei�ijk@j(�klm@ lEm)

= ei�ijk�lmk@j@ lEm

= ei
�
�il �

j
m � �im �

j
l
�
(@j@

lEm)
= ei@i(@jEj)� ei@j@jEi

= r(r � E)�r2E
= �r2E

于是，时谐波电场强度满足的波动方程是：

r2E+ k2E = 0 ; k = !
p
�� ; r � E = 0 :

通过求解上述波动方程解出 E后，磁场 B可通过法拉第定律求得：

B = � i
!
r� E

时谐电磁波情形下，
Maxwell方程组简化为：

r2E+ k2E = 0 ;�
k = !

p
��
�

r � E = 0 ;

B = � i
!
r� E :

1 方程
r2E+ k2E = 0

在数学上被称为 Helmholtz方程.
它只有在高斯约束

r � E = 0

成立的条件下才等价于Maxwell方
程. 所以，

Helmholtz方程的解必须进一步满
足高斯约束条件r � E = 0才能描
写真实的电磁波模式.



平面电磁波

从现在起我们讨论“角频率为 ! 的时谐电
磁波的波动方程”的求解.

采用笛卡尔直角坐标系，可以把场强和
Laplace 算符分别写为 E(x) = eiEi(x) 和
r2 = @i@

i，或者写为显式，

E(x) = Ex(x; y; z)e1 + Ey(x; y; z)e2
+Ez(x; y; z)e3 ;

r2 =
@2

@x2
+

@2

@y2
+

@2

@z2
:

X
Y

Z

o

P

~x ~E

注意到直角坐标系基矢是常矢量，Helmholtz方程r2E+ k2E = 0
可以等价地改写为："

@2

@x2
+

@2

@y2
+

@2

@z2

#
Ei(x; y; z) + k2Ei(x; y; z) = 0 ; (i = x ; y ; z :)

这个方程可以用分离变量法求解.

严格的分离变量法将延迟到后续章节. 今天我们考虑如下试探
解：

E(x) = E0eik�x

这里约定 E0 和 k是两个与场点位置坐标无关的常矢量.

下面验证此试探解满足 Helmholtz方程的条件.试探解在直角坐标
系中的分量是：

Ei = E(0)i eikjx
j

所以，
rEi = E(0)i reikjx

j
= iE(0)i eikjx

jr(klxl) = ikEi

进一步，

r2Ei = r � rEi = ir � (kEi) = irEi � k = �Ei
�
k � k�

代入到 Helmholtz方程中知，要使 Helmholtz方程成立，必须有：

k � k = k2 = !2��

这一试探解描写的电磁波称为“平面电磁波”.

计及时间因子，角频率为 !的平面电磁波电场强度的完整表达式
写为：

E(x; t) = E0ei(k�x�!t)

或者更物理地，

E(x; t) = E0 cos
�
k � x� !t

�
E0 称为平面电磁波的波幅矢量. 根据高斯约束施加的条件，

0 = r � E = @iEi = E(0)i @ieik
jxj = ikiEi = ik � E

我们看到：
k � E0 = 0

平面电磁波的磁感应强度计算如下：

B = � i
!
r� E = � i

!
rei(k�x�!t) � E0 =

1
!
k� E

所以，

B = B0ei(k�x�!t) ; B0 =
1
!
k� E0 :

此式表明：平面电磁波的电场强度 E和磁感应强度 B同位相. 注
意到 k � E0 = 0和三个矢量的混合积恒等式， 我们有：

k � B0 = 0

进而平面电磁波电场强度、磁感应强度也是相互正交的：

E0 � B0 =
1
!
E0 � (k� E0) =

1
!
k � (E0 � E0) = 0

其波幅的比值求得为：

E0
B0

= !=k =
1p
��

两个问题：

1 k的物理意义是什么？
2 1p

�� 的物理意义又是什

么？

首先分析矢量 k的物理意义. 为此我们计算一下平面电磁波的
能流密度矢量：

S =
1
�
E� B =

1
�!

�
E0 � (k� E0)

�
cos2(k � x� !t)

所以，
S / k

即 k的方向就是平面电磁波能流密度矢量的方向. 我们称k为平
面电磁波的波矢.

平面电磁波的特性概括如下：
1 平面电磁波为横波，其 E和 B都与波的传播方向垂直；
2 E和 B相互垂直，(E� B)沿波矢 k的方向；
3 E和 B同位相，波幅比为 1=p��.

为了看清
1=
p
��

的物理意义，我们考察一下平面电磁波场强表达式中的位相因子
cos(k � x� !t)或者 ei(k�x�!t). 显见，在任一给定时刻 t，在平面波
传播的路径上，所有的位相都等于 �的场点均处于一个平面上，
平面方程是：

k � x� !t = �

注意到对于由 �所标志的等位相面而言，�不随时间的演化而改
变. 所以，

k � dx
dt � ! = 0

1 此式中，dx
dt := vp 描写平面电磁波等位相面的传播速度，称为

“相速度”.
2 在线性均匀介质中的传播的平面电磁波而言，其相速度的大
小为：

vp =
!

k
= 1=

p
��



回忆真空中电磁波的传播速度的表达式，

c =
1p
�0�0

以及线性均匀介质的本构关系 � = �r�0 和 � = �r�0， 我们有：

vp =
cp
�r�r

=
c
n

式中的 n =
p
�r�r 称为介质的“折射率”. 由于介质的相对介电

常数和相对磁导率均是频率 !的函数，在介质中不同频率的平面
电磁波传播时有不同的相速度和折射率，这就是介质的色散现象.

最后研究平面电磁波的能量和能流.线性均匀介质中电磁场的能
量密度为：

w =
1
2

�
�E2 +

B2

�

�

平面电磁波的能量和能流：

对于平面电磁波而言，

B =
1
!
k� E =

p
�� ek � E

这里用 ek 表示波矢方向的单位基矢，

k = kek = !
p
�� ek

所以：

B2 = B � B
=
p
�� (ek � E) � B

=
p
�� (B� ek) � E

= ��
�
(ek � E)� ek

� � E
= ��

�
(ek � ek)E� (ek � E)ek

� � E = ��E � E
即，

B2

�
= �E2

于是，平面电磁波中电场能量与磁场能量相等：

w = �E2

=
B2

�

= �E20 cos2(k � x� !t) =
1
2
�E20

�
1+ cos 2(k � x� !t)

�
由于能量密度 w是场强的二次式，计算 w的瞬时值时不能使用
场强的复数形式.一个周期中能量密度的平均值是：

hwi =
!

2�

ˆ 2�=!

0
dt w

=
1
2
�E20

!

2�

ˆ 2�=!

0
dt
�
1+ cos 2(k � x� !t)

�
=

1
2
�E20

二次式求平均值的普遍公式：

设周期函数 F(t)和 G(t)有复数表示：

F(t) = F0e�i!t ; G(t) = G0e�i!t+i� :

�是二者的位相差.乘积函数 FG在一个周期 T = 2�=!中的平均
值计算如下：

hFGi =
1
T

ˆ T

0
dt F0 cos(!t) � G0 cos(!t+ �)

=
1
2
F0G0

!

2�

ˆ 2�=!

0
dt
h
cos�+ cos(2!t+ �)

i
=

1
2
F0G0 cos�

显然，最后的结果可以利用复数表示写成：

hFGi = 1
2
Re
h
F�(t)G(t)

i

平面电磁波的能流密度计算如下：

S =
1
�
E� B

=

s
�

�
E� (ek � E)

=

s
�

�
E2ek

注意到 w = �E2，上式又可写为：

S =
1p
��

wek = vpwek

一个周期内的平均能流密度矢量为：

hSi = 1
2�

Re
h
E� � B

i
=

1
2

s
�

�
E20ek

电磁波在介质分界面上的反射和折射

电磁波入射于两种介质的分界面上时将发生反射、折射现象. 对
于电磁波反射和折射现象的描写包括两个方面：

1 入射角、反射角和折射角之间的关系；
2 入射波、反射波和折射波的波幅比及相对位相.

电磁波在两种介质分界面上的反射、折射现象属于电磁波传播的
边值问题，是由电磁场量的边值关系确定的. 前面已经看到，对
于传播于线性均匀绝缘介质中的频率为 !的时谐电磁波而言，
Maxwell方程组中独立的方程只有如下两个：

r� E+ @tB = 0
r�H� @tD = 0

将它们应用于两者绝缘介质的分界面上，即得如下边值关系：

n12 � (E2 � E1) = 0
n12 � (H2 �H1) = 0

边值关系就是讨论电磁波在介质分界面上反射、折射现象的出发
点.



反射、折射定律

下面研究频率为 ! 的单色平面电磁波入射
到两种绝缘介质分界面上时，入射角、反射
角和折射角的关系.

我们做如下假设：
1 介质 1和介质 2的分界面是无穷大平
面 z = 0.

2 入射波的波矢 k位于 y = 0平面.
3 反射波和折射波也是频率与入射波频
率相同的平面电磁波.

1

2

Z

X

~k ~k ′
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按照这些假设，入射波、反射波和折射波的电场强度矢量可以分
别表示为：

E(x; t) = E0 ei(k�x�!t) ;
E0(x; t) = E00e

i(k0�x�!t) ;
E00(x; t) = E000e

i(k00�x�!t) :

介质 1中同时存在入射波和反射波，而介质 2中仅存在折射
波. 在介质分界面 z = 0上，边界条件

n12 � (E2 � E1) = 0

具体化为：

e3 �
h
E0ei(k�x�!t) + E00e

i(k0�x�!t)
i
= e3 � E000e

i(k00�x�!t)

抽出公因子 e�i!t 后，得：

e3 �
h
E0ei

~k�x + E00e
i~k0�x

i
= e3 � E000e

i~k00�x

此式对分界面上所有的场点 x = x~ex + yey 成立 (这里 x和 y完全任
意). 注意到坐标 x和 y取值的不确定性，上述边界条件的成立意
味着：

k � x = k0 � x = k00 � x ; (z = 0)

现将入射波、反射波和折射波的波矢都在直角坐标系中写出. 例
如对入射波，k = kxe1 + kye2 + kze3， 上列条件可表为：

kxx+ kyy = k0xx+ k0yy = k00x x+ k00y y

此式应该对任意的 x和 y都成立.

所以：
kx = k0x = k00x ; ky = k0y = k00y :

我们事先约定入射面为 y = 0的 xz平面，即 ky = 0. 此外由示意
图知 kx = k sin �, k0x = k0 sin �0 以及 k00x = k00 sin �00. 综合这些因素，
我们有：

k0y = k00y = 0 ; k sin � = k0 sin �0 = k00 sin �00

注意到入射波与反射波均位于介质 1、但折射波位于介质 2，我们
有：

k = k0 = !
p
�1�1 ; k00 = !

p
�2�2 :

把这个结果代入到上一式，则得：

� = �0;
sin �

sin �00
=

p
�2�2p
�1�1

= n21

这个结果称为电磁波在两种介质分界面上的反射、折射定律.

n21 � n2
n1

称为介质 2相对于介质 1的折射率.

菲涅耳公式

接着研究介质分界面上入射波、反射波和折射波波幅之间的关系.

计入反射和折射定律的贡献，电磁场
量在“绝缘介质”分界面上的边值关
系可通过其波幅矢量重新表达为：

e3 � (E0 + E 0
0 ) = e3 � E 00

0 ;

e3 � (H0 +H 0
0 ) = e3 �H 00

0 : 1
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由示意图知：

k = !
p
�1�1

�
sin �e1 � cos �e3

�
k0 = !

p
�1�1

�
sin �e1 + cos �e3

�
k00 = !

p
�2�2

�
sin �00e1 � cos �00e3

�

所以，“平面电磁波中 k, E和 B两两正交”的事实允许我们将电场
强度和磁场强度的波幅在直角坐标系中展开. 分两种情况讨论：

E在入射面内.
对于这样的极化入射波，入射波、反射波和折射波中的电场强度
波幅矢量可表为：

E0 = E0(cos �e1 + sin �e3)
E 0
0 = E00(cos �e1 � sin �e3)

E 00
0 = E000(cos �

00e1 + sin � 00e3)

相应的磁场强度波幅表达式是：

H0 = �H0e2 ; H 0
0 = H 0

0 e2 ; H 00
0 = �H 00

0 ey :

这里的正负号选择需要保证E0 �H0 / k, E 0
0 �H 0

0 / k0等正交性
关系. 此式相当于事先约定 H 00 与 H同位相、但 H 0 与 H的位相
相反.



利用场强矢量的上述表达式，介质分界面 z = 0上的边值关系简
化为：

E0 cos � + E 0
0 cos � = E 00

0 cos �00

H0 �H 0
0 = H 00

0

我们已事先假设入射波、反射波和折射波均为同频率平面电磁
波. 所以：

H =

s
�1
�1

ek � E ; H 0 =

s
�1
�1

ek 0 � E 0 ; H 00 =

s
�2
�2

ek 00 � E 00 :

波幅之间的关系式是：

H0 =

s
�1
�1

E0 ; H 0
0 =

s
�1
�1

E 0
0 ; H 00

0 =

s
�2
�2

E 00
0 :

于是，边值关系中的第二个方程可以改写为：s
�1
�1

(E0 � E 0
0 ) =

s
�2
�2

E 00
0

进一步假设所涉及的介质均为非铁磁性的线性介质，满足条件
�1 � �2 � �0. 上式又可写为：

E0 � E 0
0 �

p
�2p
�1
E 00
0

�
p
�2�2p
�1�1

E 00
0 =

sin �

sin �00
E 00
0

这里的最后一步使用了折射定律. 边值关系最终写为：

(E0 + E 0
0 ) cos � = E 00

0 cos �00 ; (E0 � E 0
0 ) sin �

00 = E 00
0 sin � :

解之，得：

E 0
0=E0 = �

�
cos � sin � � cos �00 sin �00

cos � sin � + cos �00 sin �00

�
= �sin 2� � sin 2�00

sin 2� + sin 2�00

= �sin(� � �00) cos(� + �00)
sin(� + �00) cos(� � �00)

= � tan(� � �00)
tan(� + �00)

进而，

E 00
0 =E0 =

2 cos � sin �00

sin(� + �00) cos(� � �00)

若 E垂直于入射面.
此情形下，入射波、反射波和折射波的电场强度波幅矢量可写为：

E0 = E0e2 ; E 0
0 = E00e2 ; E 00

0 = E 00
0 e2 :

这里我们暂且假设 E, E 0 和 E 00 三者位相相同. 根据

k �H = 0 ; E �H = 0 ; E�H / k

以及反射波、折射波中的相应关系， 可以写出磁场强度波幅矢量
的如下表达式：

H = H0(cos �e1 + sin �e3)
H 0 = H 0

0 (� cos �e1 + sin �e3)
H 00 = H 00

0 (cos �
00e1 + sin �00e3)

于是，介质分界面 z = 0上电场强度、磁场强度切向分量的连续性
表达为：

E0 + E 0
0 = E 00

0

H0 cos � �H 0
0 cos � = H 00

0 cos �00

回忆：
1 对于平面电磁波，

H0 =

s
�1
�1

E0 ; H 0
0 =

s
�1
�1

E 0
0 ; H 00

0 =

s
�2
�2

E 00
0 :

2 对于非铁磁性的线性介质，�1 � �2 � �0.
3 折射定律：

sin �

sin �00
�
r
�2
�1

可以把上述边值关系用电场强度的波幅重新表达为：

E0 + E 0
0 = E 00

0 ; (E0 � E 0
0 ) cos � sin �

00 = E 00
0 sin � cos �00 :

解之，得：

E 0
0=E0 = �sin(� � �00)

sin(� + �00)
; E 00

0 =E0 =
2 cos � sin �00

sin(� + �00)
:

上述结果称为 Fresnel公式. 从这些公式可见：

垂直于入射面偏振的波与平行于入射面偏振的波入射到两种
绝缘介质分界面上，其反射、折射的行为不同. 倘若入射波为
自然光，则反射波和折射波都是部分偏振光.
若 � + �00 = �=2，则 E平行于入射面的入射波分量没有反射
波：

E 0
0=E0 = � tan(� � �00)

tan(� + �00)

����
�+�00=�=2

! 0 :

自然光入射时，反射光变为垂直于入射面偏振的完全偏振
光. 此情形中的入射角 �称为Brewster角.

在 E垂直于入射面情形下，

E 0
0=E0 = �sin(� � �00)

sin(� + �00)
;

若 �2 > �1，即自然光从光疏介质入射到光密介质，由折射定
律可知：

sin �

sin � 00 �
q
�2=�1 > 1 ; ⇝ � > �00

因此, E00=E0 为负值，表明反射波电场强度与入射波电场强度
位相相反. 这个现象称为反射过程中的“半波损失”.



全反射

若平面电磁波从光密介质射向光疏介质，
�1 > �2, 则由折射定律知：

sin �

sin �00
�
q
�2=�1 < 1

从而折射角 �00 大于入射角 �.

持续增大入射角使得
sin � � p

�2=�1，则 �00 = �=2，折射波
将沿界面掠过. 这一现象称为全反
射.
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若进一步增大入射角使得 sin � >
p
�2=�1，则：

sin �00 > 1 ;

此时不能定义实数意义下的“折射角”(所以仍属于全反射)，
将出现不同于一般反射、折射的物理现象.

全反射现象发生于电磁波从光密介质向光疏介质入射、且入射角
�满足条件，

sin � � n21 ; n21 �
q
�2=�1 < 1

之时. 此情形中介质 1中的入射波和反射波显然仍可以表示为同
频率的平面电磁波：

E = E0 ei(k�x�!t) ; E0 = E00 e
i(k0�x�!t)

此处，
k = k 0 = !

p
�0�1

介质 2中虽然没有可观测的折射波，但“物理上”仍可假设其存
在. 倘若假设介质 2中的折射波也是与入射波频率相同的平面
电磁波：

E 00 = E000 e
i(k00�x�!t) ; k00 = !

p
�0�2 = kn21

则两种介质分界面 (z = 0)上电场强度切向分量的连续性

e3 � (E+ E 0) = e3 � E 00

要求：
k � x

���
z=0

= k0 � x
���
z=0

= k00 � x
���
z=0

成立. 取入射面为 y = 0的 xz平面，则上式的成立意味着入射波
矢 k、反射波矢 k0 和折射波矢 k00 均在此 xz平面内，

k = k(sin �e1 + cos �e3) ; k0 = k(sin �e1 � cos �e3) ;
k00 = k00x e1 + k00z e3 ;

且：
k00x = k sin � :

介质 2中折射波矢 k00 的 z分量计算如下：

k00z =
q
k002 � k002x = k

q
n221 � sin2 �

注意到在全反射情形 sin � � n21，我们有：

k00z = i� ; � = k
q
sin2 � � n221 � 0 :

于是，折射波电场强度表达为：

E 00(x; t) = E 00
0 e

�� z ei(k sin �x�!t) ; (z � 0)

全反射情形下，折射波是沿 x方向传播
的电磁波，其场强沿 z轴方向按 e��z 的
方式衰减. 因此，折射波仅存在于界面
附近薄层内，其厚度可以用 ��1 估计：

��1 =
1

k
q
sin2 � � n221
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折射波磁场强度计算公式是：

H 00 =

s
�2
�2

k00

k00
� E 00 =

s
�2
�2

1
kn21

�
k sin �e1 + i�e3

�
� E 00

倘若假设折射波电场强度在垂直于入射面的方向上偏振，
E 00 = E 00 e2，我们有：

H 00
x = �i

s
�2
�2

s
sin2 �

n221
� 1E 00

H 00
z =

s
�2
�2

sin �

n21
E 00

上式表明：H 00
z 与 E 00 同位相，但 H 00

x 与 E 00 有 �=2的位相差.

在电场强度偏振方向垂直于入射面情形下，若发生了全反射
现象，则折射波平均能流密度矢量的直角分量求得为：

hSi 00x =
1
2
Re
�
E 00
y H

00
z
�
=

1
2

s
�2
�2
jE 00

0 j2 e�2�z sin �

n21

hSi 00z = �1
2
Re
�
E 00
y H

00
x
�
= 0

因此，折射波平均能流密度只有 x分量，但是，沿 z轴方向进
入到第二种介质的平均能流密度为零. 需要注意的是：S00z 的
瞬时值并不恒为零.

1 全反射现象中第二介质的作用：在第一个半周期内，
电磁能量透入第二介质，在界面附近薄层内储存起
来，在第二个半周期内，该能量释放出来转变为反射
波的能量.



根据边界条件不难证明，反射波与入射波具有相同振幅、但
有一定的位相差：

E 0=E = e�2i� ; tan� =

q
sin2 � � n221
cos �

反射波平均能流密度数值上与入射波平均能流密度相等，因
此电磁能量被全部反射回第一介质.这就是全反射.

有导体存在时电磁波的传播

电磁波在真空或者理想绝缘介质内部传播时，没有能量损耗，电
磁波的波幅可以无衰减地传播.

然而，当电磁波在有导体存在的空间中传播时，
1 导体的特点是其体内存在有“自由电子”. 在电磁波电场作
用下，自由电子定向运动在导体体内形成传导电流.

2 电流产生的焦耳热将使得电磁波能量不断损耗.

因此，在导体内部传播的电磁波是一种衰减波. 电磁波在传播过
程中，部分电磁能量会转化为热量.

导体内部的自由电荷分布

在静电平衡状态下，导体内部不带电、自由电荷只能分布于导体
表面上.

Q： 在时变电磁场情形下，导体上的电荷分布
是否仍然具有上述特性呢？

设导体内部某区域内有自由电荷分布，其密度为 �，则由电高斯定
律知导体体内电场强度矢量 E的散度为：

∇ · E = �=�0

电场的存在将在导体中产生传导电流 j. 设导体的电导率为 �，
则由欧姆定律知:

j = �E

结合以上二式知：
∇ · j = �

�0
�

所以，
1 当导体内部有净余的自由电荷积聚时，同种电荷之间的相互
排斥会导致向外发散的电流.

2 电流向外发散将使得导体内部每一体元 d3x中的电荷密度随
时间减小.按照电荷守恒定律知：

@�

@t
= �∇ · j = ���

�0

解此方程，得：
�(t) = �0 e

� �

�0
t

式中 �0 是 t = 0时刻的电荷体密度. 所以，导体内部的电荷密度
随时间指数衰减，衰减的特征时间是：

� =
�0
�

良导体条件

当频率为 !的电磁波在导体中传播时，只要电磁波的周期 2�=!
远大于电荷密度的特征衰减时间 �， 即：

�

�0!
� 1

或者等价地，
!� � 1

就可以认为导体内部无净余自由电荷分布，�(t) � 0. 这个不等式
常称为良导体条件.

一般的金属导体的 � � 10�17 秒. 所以，只要入射电磁波的
频率不太高，良导体条件都可以满足.
良导体内部没有净余的自由电荷分布，电荷只能分布于导体
表面上.

导体内的电磁波

导体内部 � � 0, j = �E. Maxwell方程组简化为：

∇× E = �@tB
∇×H = @tD+ �E
∇ ·D = 0
∇ · B = 0

对于一定频率 !的时谐电磁波，电磁场量 / e�i!t. 这时常常令
D = �E，B = �H，Maxwell方程组进一步简化为：

∇× E = i!�H
∇×H = �i!�E+ �E
∇ · E = 0
∇ ·H = 0

导体的“复电容率”：

定义：
�0 = �+ i�=!

则：
∇×H = �i!�0E

此式与介质中的Maxwell方程在
“形式上”完全一致.



导体内的时谐电磁波动方程

在一定频率 !情形下，导体内电磁场的电场强度矢量满足方程：

!2��0E = i!�
�� i!�0E

�
= i!�

�r�H
�

= r� �i!�H�
= r� �r� E

�
= r�r � E��r2E
= �r2E

最后一步使用了导体中的高斯定律：r � E = 0. 令：

k = !
p
��0

则：
r2E+ k2E = 0

解出 E后，导体内部的磁场强度矢量由法拉第定律给出：

H = � i
!�
r� E

导体内的平面电磁波

导体内部传播的电磁波也有平面波解：

E(x) = E0ei
~k�x

注意到 k = !
p
��0 是复数，波矢 k应该是一个复矢量

k = β + iα

以保证：

!2�

�
�+ i

�

!

�
= !2��0 = k2

= k � k
= (β + iα) � (β + iα)

= �2 � �2 + i2~� � β
所以，实矢量 α和 β 应满足如下约束条件：

�2 � �2 = !2��

α � β =
1
2
!��

于是，导体内部传播的平面电磁波可以重新表达为：

E(x; t) = E0 e�α�x exp
h
i(β � x� !t)

i

波矢 k的实部 β 描写平面波传播的位相关系，其大小称为
“位相常数”.
波矢 k的虚部 α描写平面波传播过程中波幅的衰减，其大小
称为“衰减常数”.
由于衰减因子的存在，电磁波只能透入到导体表面薄层内，
通过传导电流把这部分能量耗散为焦耳热.

因此，有导体存在时，电磁波主要是在导体以外的的空间或介质
中传播.

平面电磁波在导体表面的反射和透射

考虑一束平面电磁波从真空 (介质 1) 入射
到导体 (介质 2) 的表面 (z = 0) 上. 真空中
存在有入射波和反射波，导体中存在有透射
波，波矢分别为 k，k0 和

k00 = β + iα :

真空与导体分界面上电磁场量需要满足的
边界条件，例如电场强度切分量的连续性，
要求对于任意的 (x; y)坐标，均有：

k � x
���
z=0

= k0 � x
���
z=0

= (β + iα) � x
���
z=0
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设入射面为 y = 0的 xz平面，

k = !
p
��
h
sin �e1 + cos �e3

i
则 β = !

p
�� sin �e1 + �ze3，且 α = �ze3.

为简单计，以下我们只研究垂直入射情形，
� = 0. 于是：β = �ze3, α = �ze3. 确定 �z、�z
的方程组退化为：

�2
z � �2

z = !2��

�z�z =
1
2
!��

2
1

Z

X

~k ~k ′

~k ′′

θ

θ′′

其解为：

�z = !
p
��

vuuut1
2

24s1+
�2

�2!2 � 1
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�z = !
p
��

vuuut1
2

24s1+
�2

�2!2 + 1

35

趋肤效应与穿透深度

对于良导体，�=�! � 1，上式可进一步简化为：

�z � �z �
r
!��

2

1 场强波幅降至导体表面原值 1=e倍的传播距离称为电磁波的
“穿透深度”�:

� =
1
�z
�
s

2
!��

2 穿透深度与导体电导率及电磁波频率乘积的平方根成反比.
所以，对高频电磁波而言，电磁场以及和它相互作用的高频
电流仅集中于导体表面穿透深度很小的薄层内. 这种现象称
为“趋肤效应”.



导体中电磁波的磁场强度
现在讨论，当平面电磁波从真空中垂直入射到导体表面上时，导
体内部电磁波的磁场强度：

H 00 = � i
!�

∇× E 00

=
1
!�

k 00 � E 00 =
1
!�

(�z + i�z)e3 � E 00

在良导体情形下，

�z � �z �
r
!��

2
于是：

H 00 �
s

�

!�
ei
�

4 e3 � E 00

磁场强度的位相比电场强度滞后 �=4.
在良导体中，电磁波的能量主要是磁场能量：r

�

�

H 00

E 00 =
r

�

!�
� 1

电磁波在导体表面上的反射
应用电磁场量的边值关系可以揭示导体表
面上电磁波的反射、透射的波幅关系. 设频
率为 ! 的单色平面电磁波从真空入射到某
良导体表面. 为简单计，仅考虑垂直入射的
情形. 这时，

k = !
p
�0�0 e3 ; k0 = �!p�0�0 e3 ;

k00 =
r
!�0�

2
(1+ i) e3 :

2
1

Z

X

~k ~k ′

~k ′′

θ

θ′′

若进一步假设电场强度的偏振方向垂直于入射面，

E = E e2 ; E 0 = E 0 e2 ; E 00 = E 00 e2

则相应的磁场强度表达为：

H = �
s

�0
�0

Ee1 ; H 0 =

s
�0
�0

E 0e1 ; H 00 � �
s

�

2!�0
(1+ i)E 00e1

在真空与导体的分界面 z = 0上，电场强度、磁场强度的切分量均
连续. 所以，

E+ E 0 = E 00 ; E� E 0 �
r

�

2!�0
(1+ i)E 00

联立此二式消去 E00，可得：

E 0

E
� �

1+ i�
q

2!�0
�

1+ i+
q

2!�0
�

导体对电磁波的“反射系数”R定义为反射能流与入射能流之比.
利用上式求得：

R =
���E 0

E

���2 � 1� 2
r

2!�0
�

所以，导体的电导率愈高，其反射系数愈接近于其饱和值 (1).

有界空间的电磁波

电磁波在真空中、或者绝缘介质中传播时，其最基本的存在形式
是平面电磁波：

这种波的电场强度和磁场强度都做横向振荡. 常称之为横电
磁波 (TEM).

当空间中存在导体时，电磁波主要是在导体以外的空间或者绝缘
介质中传播的，只有很小一部分电磁波透入到导体表层内：

1 对于理想导体模型，� !1，电磁波将全部被导体反射、进入
导体的穿透深度趋于零.

2 导体表面自然构成了电磁波存在的边界.

所以，有导体存在时电磁波的传播属于边值问题. 这类问题中导
体表面上电磁波所满足的边界条件起重要作用.

理想导体边界条件
如前述，若时谐电磁波入射到两种介质的分
界面 S上，则电磁场量须满足如下边值关系：

n� (E2 � E1)

����
S
= 0; n� (H2 �H1)

����
S
= �

现在考虑理想导体边界条件. 设第一种介质
代表理想导体，第二种介质代表真空或者普
通绝缘体.

2

1

~n

理想导体的特点是体内无电磁场. 因此 E1 = H1 = 0. 略去角标 2，
以 E和 H表示介质一侧处的场强，则理想导体边界条件为：

n� E
����
S
= 0; n�H

����
S
= �

此外，高斯定律∇ · E = 0在边界面上化为：

@En
@n

����
S
= 0

电磁波谱

微波 (Microwaves):
波长范围约为 1毫米 � 1米，对应频率 300MHz� 300GHz.

雷达，航空、航天及手机通讯

微波宇宙背景辐射

微波炉



谐振腔

实践上，电磁波使用具有特定谐振频率的元
器件产生的：

低频无线电波通常采用 LC回路产生电
磁振荡， � = 1=

p
LC :

在微波范围，通常采用具有金属壁面的
“谐振腔”产生高频电磁振荡.

o

L2

L1

L3

X

Y

Z

下面讨论矩形谐振腔内可能产生的电磁振荡模式. 取金属内壁分
别为 x = 0; L1, y = 0; L2 和 z = 0; L3 的平面. 腔内电磁波的电场
强度和磁场强度都满足 Helmholtz方程. 设 u(x; y; z)e�i!t 为 E或
H的任一直角分量，则：

r2u+ k2u = 0

式中，
k2 = !2��

而 !表示腔内电磁波的角频率.

现使用分离变量法求解此Helmholtz方程，即取 u(x; y; z)的试探解
具有如下因子化形式：

u(x; y; z) = X(x)Y(y)Z(z)

把此试探解代入到 Helmholtz方程，并注意到在直角坐标系中，

r2 =
@2

@x2
+

@2

@y2
+

@2

@z2

我们得：

YZ
d2X
dx2

+ ZX
d2Y
dy2

+ XY
d2Z
dz2

+ k2 XYZ = 0

两端同除以 XYZ后，再适当移项，方程变为：

�1
X
d2X
dx2

=
1
Y
d2Y
dy2

+
1
Z
d2Z
dz2

+ k2

此方程左端是 x的函数，右端是 (y; z)的函数. 由于 (x; y; z)是相
互独立的坐标，所以两端只能等于同一个常数，标记其为 k2x :

�1
X
d2X
dx2

= k2x

1
Y
d2Y
dy2

+
1
Z
d2Z
dz2

+ k2 = k2x

第一个方程是常微分方程，可等价地写为：

d2X
dx2

+ k2xX = 0

通过适当移项，第二个方程可以重新表为：

�1
Y
d2Y
dy2

=
1
Z
d2Z
dz2

+ k2 � k2x

其左端只依赖于坐标 y，而右端只依赖于坐标 z. 注意到 y, z坐标
的相互独立性，上式两端必须等于同一个常数 k2y :

�1
Y
d2Y
dy2

= k2y ;
1
Z
d2Z
dz2

+ k2 � k2x = k2y

所以，

d2Y
dy2

+ k2yY = 0

d2Z
dz2

+ k2zZ = 0

式中，
k2x + k2y + k2z = k2= !2��

显见，X(x), Y(y)和 Z(z)的方程都是简谐振子满足的常微分方程.
因此，u(x; y; z) = X(x)Y(y)Z(z)有如下驻波试探解：

u(x; y; z) =
h
C1 cos(kxx) + D1 sin(kxx)

i
�
h
C2 cos

�
kyy
�
+ D2 sin

�
kyy
�i

�
h
C3 cos(kzz) + D3 sin(kzz)

i
当把 u(x; y; z)具体取为电场强度的各个直角分量时，理想导体边
界条件将会对积分常数 Ci, Di 做出限制.

例如取 Ex = u(x; y; z). 对于谐振腔内部空间
而言，其边界面分别是 x = 0; L1; y = 0; L2 和
z = 0; L3 这六个内壁.

o

L2

L1

L3

X

Y

Z

1 Ex 对于边界面 x = 0和 x = L1 来说是电场强度的法向分
量.所以，

@xEx
��
x=0 = @xEx

��
x=L1

= 0 ⇝ D1 = 0; kx =
m�
L1

; m = 0; 1; 2; � � �

2 Ex 对于其余四个边界面来说均是电场强度的切向分量.所以，

Ex
��
y=0 = Ex

��
z=0 = Ex

��
y=L2

= Ex
��
z=L3

= 0

这些约束方程的解是：

C2 = C3 = 0; ky =
n�
L2

; kz =
p�
L3

; n; p = 0; 1; 2; � � �

由此可得：

Ex = A1 cos(kxx) sin
�
kyy
�
sin(kzz)

同理有：

Ey = A2 sin(kxx) cos
�
kyy
�
sin(kzz)

和

Ez = A3 sin(kxx) sin
�
kyy
�
cos(kzz)

式中，

kx =
m�
L1

;

ky =
n�
L2

;

kz =
p�
L3

模式参数 m; n; p 的可能取值
是：

m; n; p = 0; 1; 2; � � �

m, n和 p分别代表沿内壁三条
边所含的半波数目. 三个积分
常数 Ai (i = 1; 2; 3) 中只有两
个是独立的.由高斯约束条件
∇ · E = 0可知：

kxA1 + kyA2 + kzA3 = 0

显见：m; n; p 三参数中不能有
两个同时取零. 否则场强 E =
0，腔内无电磁波.



Helmholtz方程的上述试探解称为谐振腔内电磁场的“本征振荡”：

Ex = A1 cos

�
m�x
L1

�
sin

�
n�y
L2

�
sin

�
p�z
L3

�
Ey = A2 sin

�
m�x
L1

�
cos

�
n�y
L2

�
sin

�
p�z
L3

�
Ez = A3 sin

�
m�x
L1

�
sin

�
n�y
L2

�
cos

�
p�z
L3

�
式中 m; n; p = 0; 1; 2; � � � .

1 鉴于 Gauss约束条件：kxA1 + kyA2 + kzA3 = 0，对于每一组
(m; n; p)值，有两个独立的偏振模式.

2 本征振荡的角频率称为谐振腔的本征角频率：

!mnp =
�p
��

vuut� m
L1

�2
+

�
n
L2

�2
+

�
p
L3

�2

若 L1 � L2 � L3，则谐振腔内具有最低频率的本征振荡模式是
(m; n; p) = (1; 1; 0). 最低本征频率为：

f110 =
1

2p��

s
1
L21

+
1
L22

相应的电磁波波长为：

�110 =
2q

1
L21

+ 1
L22

此波长与谐振腔的线度属同一数量级. 于是，在微波技术中通常
使用谐振腔的最低模式产生特定频率的电磁振荡.

波导

近代无线电技术，例如雷达、电视和定向通信等，都广泛地利用到
了高频电磁波的传输.

低频电力系统常使用双导线传输电磁波.在低频情况下，电磁
场在电路中的作用常常可以通过电压、电流、电阻、电容和电
感等参数有效地表示.因此不必直接研究场的分布和传播，可
以通过解电路方程解决实际问题.
电磁波频率变高时，为了避免电磁波向外辐射的损耗和避免
周围环境的干扰，常改用“同轴传输线”传递电磁波能量.
电磁波频率进一步升高后 (微波范围)，需要用“波导管”传递
其能量.

波导管：

波导管是一根空心金属管，横截面通常为矩形或圆形. 波导管适
合于传输微波波段 (波长为厘米量级)的电磁波.

矩形波导中的电磁波

现在求矩形波导内的电磁波解. 取
波导内壁面为 x = 0和 x = a, y = 0
和 y = b. 电磁波沿 z轴传播. z

x

y

b
a

o
频率为 !的平面电磁波在此波导管内传播时，其电场强度矢量须
满足 Helmholtz方程和高斯定律：

r2E+ k2E = 0
∇ · E = 0

式中，
k = !

p
��

此外在波导内壁面上还需满足理想导体边界条件，即电场强度在
管壁上的切分量必须为零.

z
x

y

b
a

o

由于电磁波沿 z轴传播，电场强度的试
探解应含传播因子 ei(kzz�!t):

E = E(x; y) ei(kzz�!t)

所以，�
@2

@x2
+

@2

@y2

�
E(x; y) +

�
k2 � k2z

�
E(x; y) = 0

场强矢量 E(x; y)的任一直角坐标系分量均服从上述 Helmholtz方
程. 现用 u(x; y)表示之. 按分离变量法令：

u(x; y) = X(x)Y(y)

则 u(x; y)的 Helmholtz方程可以分解为如下两个常微分方程：

z
x

y

b
a

o

d2X
dx2

+ k2x X = 0

d2Y
dy2

+ k2y Y = 0

式中：
k2x + k2y + k2z = k2 = !2��

所以，u(x; y)的试探解表为：

u(x; y) =
�
C1 cos kxx+ D1 sin kxx

� � �C2 cos kyy+ D2 sin kyy
�

理想导体边界条件如下. 在 x = 0和 x = a的内壁面上：

Ey = Ez = 0; @xEx = 0

而在 y = 0和 y = b的内壁面上：

Ex = Ez = 0; @yEy = 0



计入 x = 0与 y = 0内壁面上的理想导体边界条件，则由上述
Helmholtz方程的试探解可得：

Ex(x; y) = A1 cos(kxx) sin
�
kyy
�

Ey(x; y) = A2 sin(kxx) cos
�
kyy
�

Ez(x; y) = A3 sin(kxx) sin
�
kyy
�

再考虑 x = a与 y = b内壁面上的边界条件，知：

kx =
m�
a

; ky =
n�
b

; m; n = 0; 1; 2; � � �

参数 m和 n分别表示沿波导管横截面两条边的半波数目.
m和 n不能同时取零. 否则 E = 0，波导管内无电磁波传播.
根据高斯定律∇ · E = 0知：

kxA1 + kyA2 � ikzA3 = 0

因此，在 A1, A2 和 A3 这三个波幅中只有两个是独立的. 换言
之，对于每一组 (m; n)值，波导管中只能传播两种独立模式
的电磁波.

对于一定的 (m; n)值，波导管内电磁波的两种独立模式不能
都是横电波. 理由如下. 若一种模式是横电波，Ez = 0;
⇝ A3 = 0，则对该模式而言，高斯约束变为：

bmA1 + an A2 = 0

这是关于波幅 A1 或者 A2 的一元一次代数方程，其解是唯一
的：A1 = �(an=bm)A2. 所以，另一独立模式必然有 A3 6= 0;
⇝ Ez 6= 0，它不做横向偏振.

波导管中电磁波的磁场强度由下式计算：

H = � i
!�

∇× E = � i
!�

ea�abc@bEc

若将其写为：
H = H(x; y) ei(kzz�!t)

则其各个直角分量可表为：

Hx(x; y) = � i
!�

(kyA3 � ikzA2) sin(kxx) cos
�
kyy
�

Hy(x; y) = � i
!�

(ikzA1 � kxA3) cos(kxx) sin
�
kyy
�

Hz(x; y) = � i
!�

(kxA2 � kyA1) cos(kxx) cos
�
kyy
�

显然，在 (m; n)给定的前提下6，对于 Ez = 0的横电波 (TE)，
A1 = �(an=bm)A2，我们有：

Hz(x; y) = �A2
ia�
!�m

�
m2

a2
+

n2

b2

�
cos

�
m�x
a

�
cos

�
n�y
b

�
6= 0

因此，在波导管中传播的电磁波有如下特点：电场 E和磁场 H不
能同时为横波.

6且设 m 6= 0.

矩形波导中电磁波的独立模式：

通常把矩形波导管中电磁波的两种独立模式分别取为，
1 横电波 TEmn；
2 横磁波 TMmn.

一般情形下，波导管中可以传播横电波与横磁波的叠加波.

波导管中电磁波的波矢为 kze3，在 (m; n)给定的情形下：

kz =
q
k2 � (k2x + k2y ) =

vuut!2���
�
m�
a

�2

�
�
n�
b

�2

显见，若电磁波的振荡频率 !降低至

! <
�p
��

vuut�m�
a

�2
+

�
n�
b

�2

则 kz 变为纯虚数，传播因子 eikzz 变为衰减因子.

截止频率

这种情形下电磁波的波幅将随着传播距离 z的增加很快衰减至
零，从而无法有效的传输电磁波能量.

能够在波导管中无衰减地传播的电磁
波的最低频率 !c 称为该模式的截止频
率. 若 a > b，则 TE10 波有最低截止频
率：

!c;10 =
�

a
p
��

或者，

fc;10 =
1

2ap��

z
x

y

b
a

o

若管内为真空，此最低截止频率为 fc;10 = c=2a，相应的截止波长
为：�c;10 = 2a :这是波导管内能够传输的电磁波的最大波长.波导
管的几何尺寸不能做的过大，用波导传输无线电波不合适.在厘
米波段，波导管应用较普遍.


