
普适的 Lorentz 推动变换

现在讨论与坐标系5选择无关的 Lorentz 变换.

如图示，事件 (t; x1; x2; x3)的位置矢量可
以在 Cartesian 直角坐标系里表达为：

r = x1i+ x2j+ x3k

以二参考系相对运动速度 v 为参考，可
以将 r改写为：r = rk + r?, 这里 rk = x1i
而 r? = x2j+ x3k. 前面求得的 Lorentz推
动可重新表为：

ct0 = 
(ct� β � r)
r0k = 
(rk � βct)
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因为，
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我们有：
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从而，普适的、与坐标系选择无关的 Lorentz 推动变换是：

ct0 = 
(ct� β � r); r0 = r+

2


 + 1
(r � β)β � 
βct



逆 Lorentz 推动变换的普适形式为：

ct = 
(ct0 + β � r0); r = r0 +

2


 + 1
(r0 � β)β + 
βct0

有了上述与坐标系选择无关的 Lorentz 推动变换及其逆变换，我们
可以随意选择两个坐标系将其分量化. 例如在二惯性系 Σ、Σ0 上
均选择 Cartesian 直角坐标系， 则可把正反 Lorentz 推动分别表达
为：
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� ; x� = eΛ��x 0� ⇝ eΛ�� = ���Λ
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Lorentz 推动中的变换系数为：
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逆 Lorentz 推动中的变换系数则为：
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Q： 检验赝正交条件 Λ
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以上验算中我们使用了数学恒等式：

�i�i = �2; 
2�2 = 
2 � 1 = (
 + 1)(
 � 1)

情形 � = i; � = j：
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至此，Lorentz 满足一般 Lorentz 变换赝正交条件的论断完全证实.
换言之，Lorentz 推动的确属于洛伦兹变换（群）.



Q: 怎样正确解读与洛伦兹变换矩阵相关的矩阵元？

鉴于我们把闵氏空间时空点的位置坐标写成了 x� 且约定 x�

构成了列矩阵

X =

0BBB@
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1CCCA
第 �行的矩阵元，洛伦兹变换 x� ⇝ x 0� = Λ

�
� x� 可以理解

为矩阵方程：
X ⇝ X 0 = Λ X

式中 Λ是洛伦兹变换矩阵：

Λ = (Λ��) ⇝ Λ�� = (Λ)��

换言之，应该把 Λ
�
� 解读为洛伦兹变换矩阵 Λ第 �行、第 �

列的矩阵元.



注意到列矩阵的转置是行矩阵，
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洛伦兹变换可以等价地表为 XT ⇝ X 0T = XT ΛT. 写成矩
阵元形式，即为：
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所以，转置洛伦兹变换矩阵 ΛT 的矩阵元结构是：
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换言之，也可以把 Λ
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解读为 ΛT 第 �

行、第 �列的矩阵元.



或许你有机会遭遇到“矩阵元”

Λ �
�

如何解读它呢？ 它的确可以诠释为某个矩阵第 �行、第 � 列
的矩阵元，但这个矩阵不是洛伦兹变换矩阵 Λ. 如前述，Λ
第 �行、第 � 列的矩阵元是 Λ

�
� . 为了找到这个矩阵，我们使

用闵氏空间的度规矩阵和逆矩阵对 Λ �
� 的指标进行升降：
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即把 Λ �
� 定义成为复合矩阵 η Λ η�1 第 �行、第 � 列的矩阵

元.
注意到逆洛伦兹矩阵eΛ = η�1 ΛT η ⇝ eΛT = η Λ η�1

换言之，
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即应该把 Λ �
� 解读为逆洛伦兹变换矩阵之转置矩阵 eΛT 第 �

行、第 � 列的矩阵元.



Λ �
� 本来并没有定义，它也并没有出现在洛伦兹变换中. 这个
事实值得特别强调. 前页我们通过

Λ �
� � ��� Λ�� �

��

给它补充了一个定义. 但实际上是不必要的. 以下我们选择
不定义符号 Λ �

� 以避免出现歧义. 因此，eΛT 的矩阵元应准
确地表达为： �eΛT
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根据逆洛伦兹变换矩阵 eΛ的表达式

eΛ = η�1 ΛT η

我们很容易弄明白 eΛ的矩阵元结构. 很显然，eΛ第 �行、第 �
列的矩阵元是：
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相对论的时空结构

设时空中存在着两个事件. 以第一事件 O为时空原点 (0; 0; 0; 0)
建立直角坐标系，使得第二事件 P的时空坐标为 (t; x1; x2; x3)，则
此 O; P二事件的间隔是：

s2 = �c2t2 + r2

这里 r =
p
(x1)2 + (x2)2 + (x3)2 为二事件的空间距离.

事件的间隔可以有如下三种类型：
1 类光间隔：若二事件可以用光波联系，则 r = ct; ⇝ s2 = 0:
2 类时间隔：若二事件可用速度为 u （u < c）的作用联系，则

r = ut < ct; ⇝ s2 < 0:
3 类空间隔：若二事件的空间距离超过了光波在时间 t内所能
传播的距离，则 r > ct; ⇝ s2 > 0:

事件的间隔不因参考系的变换而改变. 因此，上述三种间隔的分
类是绝对的，与参考系的选择无关.



光锥 (Lightcone):

若事件 P与事件 O的间隔类光，s2 = 0，则 r = ct, 即 P点位于一个
以 O点为顶点的锥面上, 这个锥面称为光锥.



因果律与相互作用的最大传播速度

二事件之间存在因果联系的前提条件是二者的间隔类时或类
光.

若事件 O; P的间隔类时 (类光)、且在某惯性系中事件 P处于 O的
上半光锥内 (包括锥面)，则对任意选择的其他惯性系而言，P也保
持在 O的上半光锥内：

事件 P是事件 O的绝对未来.
事件 O; P之间可用光波或者其传播速度低于光速的作用相
联系. 所以，事件 O是因，事件 P为果.

因此，如果不存在超光速的相互作用，则两事件 O; P发生因果联
系的必要条件是 P处于 O的光锥内. 这样，二事件发生的先后次
序在各个参考系中相同，因而因果关系是绝对的.

1 相互作用的最大传播速度是真空中的光速.



现在从 Lorentz 变换出发定量地研究二事件之间的因果律.

在惯性系 Σ上，以 (t1; x1
1)表示作为原因的第一事件，(t2; x1

2)表示
作为结果的第二事件. ⇝ t2 > t1.

若这两个事件在另一惯性系 Σ0 上用 (t01; x 011 )和 (t02; x 012 )表示，则
由 Lorentz 变换知：

t02 � t01 =
(t2 � t1)� v(x1

2 � x1
1)=c2p

1� (v=c)2

若二事件之间的因果联系是绝对的、不因参考系的选择而改变，
应有: t02 > t01. 从而应有条件：

x1
2 � x1

1
t2 � t1

< c2=v

用 u表示 Σ系中测得的作用传播速度， u = (x1
2 � x1

1)=(t2 � t1)，
则上述条件可改写为：uv < c2.



固定于参考系 Σ0 上的观测者也可以用来传递作用，即牵连速度 v
也可以看做一种作用传递速度，从而在不等式 uv < c2 中 u; v的角
色是平权的.

所以，uv < c2 的解是：

u � c; v < c:

结论：
若相互作用的传播速度不大于光速 (u � c) 且二事件的间隔类时
或类光，则此二事件之间可以存在因果联系.



同时性的相对性

考虑具有类空间隔的二事件.

1 若二事件的间隔类空，则 r > ct. 因为相互作用的传播速度
不超过光速，间隔类空的二事件之间不可能用任何方式相互
联系，它们之间没有因果联系，其发生的先后次序也就失去
了绝对性.

现在从 Lorentz 推动出发研究类空间隔. 设参考系 Σ上二事件的
时空坐标为 (t1; x1

1)和 (t2; x1
2). 若二事件间隔类空且 Σ系上的观

测者测得第一事件先于第二事件发生， 则：
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变换到另一惯性系 Σ0 上，由 Lorentz 推动变换知：

t02 � t01 =
(t2 � t1)� (x1

2 � x1
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若 Σ0 相对于 Σ的速度 v足够大，则我们的约定 t2 > t1 和类空间
隔不等式 cjt2 � t1j < jx1

2 � x1
1j仍允许存在如下不等式：

0 < t2 � t1 � v
c
� jx

1
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1j
c

<
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c

回忆所涉及的 Lorentz 推动，

t02 � t01 =
(t2 � t1)� (x1

2 � x1
1)v=c2p

1� (v=c)2

我们看到，若上列不等式成立则必有：

t02 � t01

即对于 Σ0 系中的观测者而言，第二事件是先于 (或同时于) 第一
事件发生的.

这样的两个事件自然不会有因果联系. 其时间次序的先后或同
时，都没有绝对的意义，因参考系的选择而不同.
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