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6 第一章 作业答案及解析

1.1 0524

例 1.1.1. 考虑一半径为 a 的圆形薄片，其电荷面密度为 σ = kr ，这里 r 为薄片上点到
圆心的距离，k 为一有量纲的常参数. 利用多级展开，求该带电圆形薄片在远场区的静电势分
布（精确到电四极矩的贡献）。

解. 我们默认在平面中考虑电势。远场条件下，我们记场点为 (r′, θ)，则 r′ ≫ r，并且电
荷密度为 σ(r) = kr，所以可以表达为 ρ(r, z) = krδ(z)。
根据公式计算多级展开：

Q =
∫

d2xσ(r)

=
∫ 2π

0
dθ

∫ a

0
rdrkr

= 2
3
πka3

p⃗ =
∫

d2xr⃗σ(r)

=
∫ 2π

0

∫ a

0
dθrdrkr(̇r cos θx̂+ r sin θŷ)

= 0

Dij =
∫

d2x(3xixj − δijr
2)ρ(r)

⇒ D =
∫ 2π

0

∫ a

0
dθrdrkr

∫ ∞

−∞
δ(z)dz·

3r2 cos2 θ − r2 3r2 sin θ cos θ 3r cos θz
3r2 sin θ cos θ 3r2 sin2 θ − r2 3r sin θz

3r cos θ 3r sin θz 3z2 − r2


= diag(πka

5

5
,
πka5

5
,−2πka5

5
)

于是我们利用多级展开就可给出电势的表达式：

ϕ(r′) ≈ 1
4πε0

[Q
r′ + p⃗ · r⃗′

r′3 + 1
2r′5 r⃗

′TQr⃗′]

= 1
4πε0

[ 2πka
3

3r′ + kπa5

10r′3 (3 sin2 θ − 2)]

即为多级展开给出的表达式，注意这里的 θ 已经换成了球坐标，所以势函数不含 φ 就表
明柱对称性仍然存在。

例 1.1.2. 一带电球体半径为 a，其电荷体密度具有球对称性，ρ = ρ(r) . 求该带电球体
在远场区的各阶电极矩（考虑到二阶极矩1项）和静电势的分布。

1查阅资料知道，二阶极矩指的是电四极矩
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解. 和上一题非常相似，我们可以求出各极矩项的值：

Q =
∫

d3xρ(r)

= 4π
∫ a

0
drr2ρ(r)

p⃗ =
∫

d3xr⃗ρ(r)

= 0

Dij =
∫

d3x(3xixj − δijr
2)ρ(r)

=
∫ a

0
r2dr

∫ π

0
sin θdθ

∫ 2π

0
dφρ(r)·

3r2 sin2 θ cos2 φ− r2 3r2 sin2 θ sinφ cosφ 3r2 sin θ cos θ cosφ
3r2 sin2 θ sinφ cosφ 3r2 sin2 θ sin2 φ− r2 3r2 sin θ cos θ sinφ
3r2 sin θ cos θ cosφ 3r2 sin θ cos θ sinφ 3r2 cos2 θ − r2


= 0

上面利用了直角坐标在球坐标下的分量表达：
x = r sin θ cosφ

y = r sin θ sinφ

z = r cos θ

我们惊人地发现这个体系既没有偶极矩，也没有四极矩。然后按照多极展开，得到：

ϕ(r′) ≈ 1
4πε0

[Q
r′ + p⃗ · r⃗′

r′3 + 1
2r′5 r⃗

′TQr⃗′]

= 1
4πε0

[ 4π
r′

∫ a

0
drr2ρ(r) + 2π

3r′3

∫ a

0
drr4ρ(r)]

= 1
ε0

[ 1
r′

∫ a

0
drr2ρ(r)]

这就是我们需要的的电势表达式。倘若我们令 ρ(r) = ρ 为常数，就得到：

ϕ(r′) ≈ ρ

ε0

1
r′

1
3
a3

= ρa3

3ε0r′

正是我们想要的精确表达式，这符合我们的期待。

例 1.1.3. 倘若把一个半径为 R0、介电常数为 ϵ 的介质球置于均匀外静电场 E⃗0 中，介质
球将发生极化. 请计算介质球的极化强度 P⃗ 以及介质球内部及表面上的束缚电荷分布。
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解. 沿着静电场方向作为主轴 ẑ 方向，我们来考虑这个静电场的宏观问题。
首先，由于介质球均匀，外电场均匀，故我们知道，介质内部应该有均匀的极化强度 ⟨P ⟩，

外部的极化强度自然是 0。

⟨E0⟩

θ

⟨P ⟩

n̂

图 1.1.1: 几何关系

由于这个问题中，空间本身处处不存在自由电荷 ⟨ρf ⟩，所以我们知道这个空间中处处满
足同样的 Laplace 方程：

∇2ϕ = 0

这个体系具有柱对称性，所以我们的解可以用 Legendre 多项式写为：

ϕin =
∞∑

k=1
Akr

kPk(cos θ)

ϕout =
∞∑

k=0
(Bkr

k + Ck
1

rk+1 )Pk(cos θ)

分别是球内部和球外部的解（这样分解是因为，球面上必然带有束缚电荷，这些束缚电荷会对
电势有贡献，分开讨论之）。
对无穷远处进行分析，此时可以忽略掉球面上电荷的贡献（因为球面上电荷密度自然是有

限的）。于是 ϕout 中的 Bk 除了 k = 0 的平凡项（对电势加减常数没有影响）和 k = 1 的线性
项之外，其余系数都为 0. 在无穷远处，电势标记为：

ϕout(z) = −E0z = −E0r cos θ

考虑到 P1(cos θ) = cos θ，所以自然有 B1 = −E0, Bi ̸= 0。
由于 Legendre 多项式具有正交性，并且我们考虑的线性均匀计极化具有线性性，由于外

场只有 l = 1 的 Legendre 函数，那么其激发出的极化场也只能有 l = 1，否则对应的电场会违
反线性性。这就表明：

ϕin = Ar cos θ

ϕout = −E0r cos θ + C

r2 cos θ
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这给出了形式解。我们借助两个边界条件：一方面，内外电势在边界处应该连续：

AR0 cos θ = −E0R0 cos θ + C

R2
0

cos θ

另外，我们写出各个分区的电场强度：

Ein = −∇ϕin

= −∂ϕin

∂r
r̂ − 1

r

∂ϕin

∂θ
θ̂

= −A cos θr̂ +A sin θθ̂

Eout = −∇ϕout

= −∂ϕout

∂r
r̂ − 1

r

∂ϕout

∂θ
θ̂

= (E0 cos θ + 2C
r3 cos θ)r̂ + (−E0 sin θ + C

r3 sin θ)θ̂

考虑到电位移矢量应该在法向上连续，我们有：

ϵA = −ϵ0(E0 + 2C
R3

0
)

联立上面两个边界条件式子，得到：

A = − 3ϵ0

ϵ+ 2ϵ0
E0, C = ϵ− ϵ0

ϵ+ 2ϵ0
E0R

3
0

所以我们完整地写出电场的形式：

⟨Ein⟩ = 3ϵ0

ϵ+ 2ϵ0
E0ẑ

⟨Eout⟩ = E0ẑ + 2 ϵ− ϵ0

ϵ+ 2ϵ0
E0
R3

0
r3 cos θr̂ + ϵ− ϵ0

ϵ+ 2ϵ0
E0
R3

0
r3 sin θθ̂

可以看出，内部电场呈现匀强，而外部电场呈现出原本的匀强外场和一个电偶极子场的叠
加。我们可以求出极化强度矢量：

⟨P ⟩ = (ϵ− ϵ0) ⟨Ein⟩ = 3ϵ0(ϵ− ϵ0)
ϵ+ 2ϵ0

E0ẑ

借此就可以求出束缚电荷的密度：

⟨σp⟩ = − ⟨P ⟩ · r̂ = −3ϵ0(ϵ− ϵ0)
ϵ+ 2ϵ0

E0 cos θ

⟨ρp⟩ = −∇ ⟨P ⟩ = 0

即 θ 相同的一圈环带上具有相同的束缚电荷面密度，而没有体电荷密度。

例 1.1.4. 假设把一个磁偶极矩为 m⃗ 的磁偶极子放在坐标原点，证明空间中的电流密度
分布为 j⃗ = −m⃗× ∇δ(3)(x⃗).
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解. 我们知道静磁场满足 Maxwell 方程：

∇ × B⃗ = µ0j⃗

也等价于关于磁矢势的方程：

µ0j⃗ = ∇ × (∇ × A⃗)

而偶极矩为 m⃗ 的磁偶极子产生的磁矢势可以写为：

A⃗ = µ0

4π
m⃗× r⃗

r3

我们可以计算出：

j⃗ = 1
µ0

∇ × (∇A⃗)

= 1
4π

∇ × (∇ × m⃗× r⃗

r3 )

⇒ 4πji = εijk∂j(εklm∂l
εmabmarb

r3 )

= (δilδjm − δimδjl)∂j∂l(
εmabmarb

r3 )

= εjab∂i∂j(marb/r
3) − εiab∂j∂j(marb/r

3)

我们可以计算出：

∂i∂j(marb

r3 ) = ma∂i[δjb
1
r3 − 3rbrj

r5 ]

注意到这个式子的 j, b 两个指标总是对称的，所以上面 ji 式中第一项的全反对称张量使
得这项为 0. 另外，我们算出：

∂j∂j(marb

r3 ) = ma[∇∇ · ( r⃗
r3 )]b

= −ma[∇∇ · (∇1
r

)]b

= 4πma[∇δ(3)(r⃗)]b

带回原来的式子就给出了：

j⃗ = −4π
4π

[ma × ∇δ(3)(r⃗)]

= −m⃗× ∇δ(3)(r⃗)

这就是我们想要的结果。

例 1.1.5. 请证明磁偶极子 m⃗ 所激发的磁感应强度分布：

B⃗ = µ0

4π
[ 3(m⃗ · r⃗)r⃗

r5 − m⃗

r3 ] + 2µ0

3
m⃗δ(3)(r⃗)

满足静磁学基本方程：∇ · B⃗ = 0,∇ × B⃗ = µ0j⃗
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解. 注意到上一题的结论，我们认为这个磁偶极的电流密度正是：j⃗ = −m⃗ × ∇δ(3)(r⃗) 我
们对各项求旋度：

{∇ × [µ0

4π
3(m⃗ · r⃗)r⃗

r5 ]}i = 3µ0

4π
εijk∂j(marark

r5 )

= 3µ0

4π
εijkma[δjark

r5 + δjkra

r5 − 5rarjrk

r7 ]

= 3µ0

4π
εijk

mjrk

r5

⇒ ∇ × [µ0

4π
3(m⃗ · r⃗)r⃗

r5 ] = 3µ0

4π
m⃗× r⃗

r5

[∇ × (µ0

4π
m⃗

r3 )]i = εijk∂j(mk

r3 )

= µ0

4π
εijkmk∂j

1
r3

⇒ ∇ × (3µ0

4π
m⃗

r3 ) = 3µ0

4π
m⃗× r⃗

r5

这里我们就能看到，B⃗ 的前两项求旋度后为 0.考虑到 δ 函数的性质，在 r ̸= 0时，B⃗ = 0，
同时 j⃗ = 0，所以候选等式显然成立；
对于在原点的情况，我们考虑：

lim
ϵ→0+

∫
B3(ϵ)

dV − ∇(µ0

4π
m⃗ · r⃗
r3 ) = lim

ϵ→0+
−µ0

4π

∮
∂B3(ϵ)

dS⃗(m⃗ · r⃗
r3 )

= −
∫ π

0
ϵ2 sin θdθ

∫ 2π

0
dφ(mx sin θ cosφ+my sin θ sinφ+mz cos θ)ϵ

× (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ)/ϵ3

= −µ0

3
m⃗

这个积分过程表明，在 r = ϵ → 0 时，原先写出的 b⃗ = −∇(µ0

4π
m⃗ · r⃗
r3 ) 并不是良定义的。

为了保证通量守恒，应该通过修正源项，改为：

b⃗ = −∇(µ0

4π
m⃗ · r⃗
r3 ) + µ0

3
m⃗δ(3)(r⃗)

这样一来，我们就可以改写磁场分布为：

B⃗ = −∇(µ0

4π
m⃗ · r⃗
r3 ) + µ0m⃗δ

(3)(r⃗)

这个式子更加物理；他表明一个偶极子的磁场可以被看作远场处的标量势梯度和源附近
的 δ 函数的叠加。求旋度，很容易得到：

∇ × B⃗ = −∇ × ∇(µ0

4π
m⃗ · r⃗
r3 ) + µ0∇ × (m⃗δ(3)(r⃗))

= µ0∇ × m⃗δ(3)(r⃗) − µ0m⃗× ∇δ(3)(r⃗)

= −µ0m⃗× ∇δ(3) = µ0j⃗

即证明。
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例 1.1.6. 置于坐标原点处的电偶极子 p⃗ 在空间激发的静电场强度分布为：

E⃗ = 1
4πε0

[ 3(p⃗ · r⃗)r⃗
r5 − p⃗

r3 ] − p⃗

3ε0
δ(3)(x)

请证明它满足静电学方程组 ∇ · E⃗ = ρ/ε0 与 ∇ × E⃗ = 0.

解. 利用上一问的恒等式：

[ 3(m⃗ · r⃗)r⃗
r5 − m⃗

r3 ] = −∇(m⃗ · r⃗
r3 ) + 4π

3
m⃗δ(3)(r⃗)

我们可以更明确地看出一些结果。我们先改写电场强度为：

E⃗ = −∇[ 1
4πε0

p⃗ · r⃗
r3 ]

注意到这个式子里面 δ 函数项消掉了。这里，电场强度正是电偶极子标量势的梯度。这个式子
很容易看出 ∇ × E⃗ = 0
另一方面，如果求散度就有：

∇ · E⃗ = − 1
4πε0

∇2( p⃗ · r⃗
r3 )

= − 1
4πε0

4πp⃗ · [∇δ(3)(r⃗)]

我们之前已经知道，电偶极子的电荷密度正是 ρ(r⃗) = −p⃗ · ∇δ(3)(r⃗)，于是立刻就得到
∇ · E⃗ = ρ

ε0
.

例 1.1.7. 半径为 a 的无限长圆柱导体上有恒定电流 j⃗ 均匀分布在其截面上。设导体的磁
导率为 µ0 ，导体外介质的磁导率为 µ。请通过在库仑规范中求解矢势微分方程确定导体圆柱
内外空间中矢势的分布。

解. 我们取圆柱体的中心轴为 z 轴，则根据静磁学的基本方程，矢势 A⃗ 应该满足：∇2A⃗i = −µ0jẑ (r < a)

∇2A⃗o = 0 (r > a)

物理上的边值条件是界面上的矢势边值条件，外加上 r = 0 处 A⃗ 收敛的条件：

|A|r→0 < +∞

A⃗i(r = a) = A⃗o(r = a), r̂ × ( 1
µ

∇ × A⃗o − 1
µ0

∇ × A⃗i) = 0

分析对称性。我们知道内部的电流密度 j⃗ = jẑ，因而内部的矢势一定可以写作 A⃗i = Aiẑ；
另一方面，因为这电流分布关于 θ 是对称的，我们可以认为 Ai 只能是 r 的函数：

1
r

d
dr

(rdAi

dr
) = −µ0j
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而边界上的连续性条件告诉我们，外部的矢势也只能是 A⃗o = Ao(r)ẑ：

1
r

d
dr

(rdAo

dr
) = 0

这就是矢势遵守的微分方程。事实上，这些微分方程都是关于 r 的常微分方程，我们可以
直接解出通解：

Ai = −µ0

4
jr2 + c1 ln r + c2

Ao = c3 ln r + c4

而此时边值条件自然变成了：

1
µ

dAo(r)
dr

∣∣∣∣
r=a

= 1
µ0

dAi(r)
dr

∣∣∣∣
r=a

⇒ 1
µ

c3

a
= 1
µ0

(−µ0

2
ja+ c1

a
)

另外，有限条件要求 c1 = 0. 由上可以解出：

c3 = −µ

2
ja2

另外，连续性条件会给出 c2 和 c4 的一组关系，这导致他们不能完全确定，这正是经典电
动力学中矢势 A⃗ 规范冗余的表现。我们不妨做 Ai(a) = Ao(a) = 0 的规范固定，立刻可以得
到：

c2 = µ0

4
ja2

c4 = µ

2
ja2 ln a

综上，矢势的解即为2：

A⃗i = µ0

4
(a2 − r2)⃗j + C

A⃗o = µ

2
a2 ln a

r
j⃗ + C

例 1.1.8. 把一磁导率为 µ 、半径为 a 的介质球置于均匀外磁场 B⃗0 中，求介质球内外空
间中磁感应强度 B⃗ 的分布

解. 这题目最简单的解法是，考虑到这空间中处处都没有自由电流密度 j⃗f，于是我们可以
引入磁标势 ϕm 来解这个问题：

∇2ϕm = 0

2这里我们保留到一个全局的有限常数 C，以表示规范冗余
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这个方程的正确性可以由线性介质保证。因为对于线性介质，B⃗ = µH⃗ = −µ∇ϕm，由静
磁学基本方程 ∇ · B⃗ = 0 即可证明。
现在我们考察边界条件。我们知道对于一个线性介质的静电极化问题，我们的边界条件是

D⃗ = εE⃗ 在法向上连续，电势 φ 在边界上连续，并且有 E⃗ = −∇φ，综合一下就是：

n̂ · (D⃗out − D⃗in) = n̂ · (εoutE⃗out − εinE⃗in) = 0

φin = φout

E⃗ = −∇φ

而现在，静磁边界条件是：磁感应强度 B⃗ = µH⃗ 法向分量连续，磁标势 ϕm 在边界上连续3，
以及 H⃗ = −∇ϕm，综合一下就是：

n̂ · (B⃗out − B⃗in) = n̂ · (µoutH⃗out − µinH⃗in) = 0

ϕm,in = ϕm,out

H⃗ = −∇ϕm

我们立刻意识到，这样一个关于 H⃗, B⃗, µ, ϕm 的静磁体系在数学结构上完全等价于一个关
于 E⃗, D⃗, ε, φ 的静电体系。所以本题完全等价于我们曾经做过的线性介质球体电极化结果，我
们可以直接写出答案：

⟨Hin⟩ = 3µ0

µ+ 2µ0
H0ẑ

⟨Hout⟩ = H0ẑ + 2 µ− µ0

µ+ 2µ0
H0

a3

r3 cos θr̂ + µ− µ0

µ+ 2µ0
H0

a3

r3 sin θθ̂

当然，我们考虑到 H0 = 1
µ0
B0，就可以给出：

⟨Bin⟩ = 3µ
µ+ 2µ0

B0ẑ

⟨Bout⟩ = B0ẑ + 2 µ− µ0

µ+ 2µ0
B0
a3

r3 cos θr̂ + µ− µ0

µ+ 2µ0
B0
a3

r3 sin θθ̂

这就是所要求的内外磁场分布。

3仿照静电学，我们可以证明这个式子等价于电场切向行为的边界条件
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例 1.2.1. 若将真空中的 Maxwell 方程组涉及的电场强度拆分为无散和无旋两部分，即：

E⃗ = E⃗T + E⃗L, ∇ · E⃗T = 0, ∇ × E⃗L = 0

1. 请证明 E⃗L 对应于库仑场。

2. 在库仑规范下把 E⃗T 和 E⃗L 分别用电磁势表达出来。

解. 1. 我们对 E⃗ 求散度和旋度：

∇ · E⃗ = ∇ · E⃗T + ∇ · E⃗L

= ∇ · E⃗L = ρ

ε0

∇ × E⃗ = ∇ × E⃗T + ∇ × E⃗L

= ∇ × E⃗T = −∂B⃗

∂t

我们注意到 E⃗L 满足的等式正是：∇ · E⃗L = ρ

ε0
,∇ × E⃗L = 0，这正是库仑场。亥姆霍兹

分解定理保证这样的分解方法是唯一的，因此分出的库仑场不会有其他的候选形式，E⃗L

正是唯一可能的库仑场形式。

2. 我们注意到：

∇ × E⃗ = ∇ × E⃗T = −∂B⃗

∂t
= − ∂

∂t
(∇ × A⃗) = ∇ × (−∂A⃗

∂t
)

到这里，我们将 E⃗T 确定到相差一个无旋场 k⃗,∇ × k⃗ = 0，即：E⃗T = −∂A⃗

∂t
+ k⃗ 。检验

他的散度，我们同时将得到 ∇ · k⃗ = 0，这来自 E⃗L 完全消除了电荷项。

而考察 E⃗L 时，我们的散度条件为：

∇ · E⃗L = ∇ · E⃗ = ∇ · (−∇ϕ)

另一方面，我们知道标准的 Maxwell 方程是：

E⃗ = −∇ϕ− ∂A⃗

∂t

所以我们确定出：

E⃗ = E⃗T + E⃗L

= (−∂A⃗

∂t
+ k⃗) + (−∇ϕ− k⃗)
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k⃗ 是一个满足 ∇× k⃗ = 0, ∇· k⃗ = 0的任意矢量场。实际上，我们很快就能发现这个 k⃗ 是
冗余的。由于在整个 E3上4都有∇·k⃗ = 0，自然就可以选择另一个矢量场 X⃗ → ∇×X⃗ = 0.
此时我们会知道 A⃗ ∼ A⃗+ X⃗ 是一个自然认同；同理，∇ × k⃗ = 0 允许我们选择一个标量
场 ψ → ∇ψ = 0，此时 ϕ ∼ ϕ+ψ 也是一个自然认同。所以，我们完全可以把 A⃗ 和 ϕ 看
作是吸收了这些冗余的场，即直接令 k⃗ = 0，从而：

E⃗ = E⃗T + E⃗L

= −∂A⃗

∂t
−∇ϕ

这就是我们想要的分解。

例 1.2.2. 请验证球面波 ϕ±(r⃗, t) = ϕ0
e±i(kr−ωt)

r
, k = ω

c
是波动方程 □ϕ = 0 的特解，式中

ϕ0 是一个常数。

解. 将特解回带方程即可验证：

(− 1
c2
∂2

∂t2
+ ∇2)ϕ±(r⃗, t) = (− 1

c2
∂2

∂t2
+ ∇2)(ϕ0

e±i(kr−ωt)

r
)

= ω2

c2 ϕ0
e±i(kr−ωt)

r

+ ( 1
r2

∂

∂r
(r2 ∂

∂r
) + 1

r2sinθ

∂

∂θ
(sinθ ∂

∂θ
) + 1

r2sinθ2
∂2

∂ψ2 )(ϕ0
e±i(kr−ωt)

r
)

= ω2

c2 ϕ0
e±i(kr−ωt)

r
− k2ϕ0

e±i(kr−ωt)

r
= 0

得证。

4这一点是为了保证电磁场诱导出的闭形式一定是恰当的，否则可能会找不出我们需要的辅助场。详细的讨论需要参看 de Rham
上同调理论
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例 1.3.1. 一束平面电磁波 E⃗(x, t) = E0 exp [i(kx− ωt)]e⃗3 射向一球形介质颗粒，颗粒介
电常数为 ε、半径为 R0 (其线度远小于电磁场的波长，即满足不等式 ωR0 ≪ c ). 由于介质在
外电场中发生极化且极化强度随时间做简谐振荡，颗粒会产生次级辐射。试求：

1. 球形介质颗粒因极化产生的时谐电偶极矩.

2. 电偶极近似下介质颗粒产生的辐射电磁场及其平均能流密度分布.

解. 1. 我们知道，对于一个极小的（ωR0 ≪ c）介质球，其上各处感受到的场强近似是
均匀的；所以这个介质颗粒感受到的极化场可以近似视作时变的匀强场：

E = E0 exp (−iωt)

这里我们完全没有考虑小球是否在原点，这是因为对于不同的位置 x，总能通过取合适
的时间原点 t 来使得其初始相位为 0. 根据我们曾经在静电场中求过的结果，这个匀强场
导致的球极化可以被视为一个电偶极子，其偶极矩为：

P = 4πε0
ε− ε0

ε+ 2ε0
a3E0 exp(−iωt)

这便是我们想要的结果。

2. 现在我们考虑这个极化的偶极子，我们直接使用辐射偶极子产生的电磁场公式：

B⃗ = Bφφ̂ = |p̈|eikx

4πε0c3r
sin θφ̂

= − ε− ε0

ε+ 2ε0

ω2a3ei(kx−ωt)

c3r
sin θφ̂

E⃗ = Eθθ̂ = |p̈|eikx

4πε0c2r
sin θθ̂

= − ε− ε0

ε+ 2ε0

ω2a3ei(kx−ωt)

c2r
sin θθ̂

这便是我们想要的辐射电磁场，特别注意我们这个坐标中的 θ̂ 或者 φ̂ 是相对于 x̂ 而言
的。而电偶极子的平均能流密度分布是：

⟨S⟩ = ω

2π

∫ 2π/ω

0
dt 1
µ0
E⃗ × B⃗

= 1
µ0

( ε− ε0

ε+ 2ε0
)2ω

4a6

c5r2 sin2 θr̂

r̂ 是矢径的单位矢量。
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例 1.3.2. 检验振荡偶极子的推迟势：

Φ(r, θ, t) = p0 cos θ
4πε0r

{
− ω

c
sin[ω(t− r

c
)] + 1

r
cos[ω(t− r

c
)]

}
A⃗(r, θ, t) = −µ0p0ω

4πr
sin[ω(t− r

c
)]ẑ

满足 Lorenz 规范（注意矢势表达式是在球坐标下写出来的）。

解. Lorenz 规范是：
∇ · A⃗+ 1

c2
∂ϕ

∂t
= 0

我们逐项计算：

∂ϕ

∂t
= −ωp0 cos θ

4πε0r

{
ω

c
cos[ω(t− r

c
)] + 1

r
sin[ω(t− r

c
)]

}
⇒ 1

c2
∂ϕ

∂t
= −µ0ωp0 cos θ

4πr

{
ω

c
cos[ω(t− r

c
)] + 1

r
sin[ω(t− r

c
)]

}
∇ · A⃗ = ∂Az

∂z
= ∂Az

∂r

∂r

∂z

= −µ0p0ω

4π

{
− 1
r2 sin[ω(t− r

c
)] − ω

rc
cos[ω(t− r

c
)]

}
z

r

注意到 z/r = cos θ，于是：

∇ · A⃗ = µ0ωp0 cos θ
4πr

{
ω

c
cos[ω(t− r

c
)] − 1

r
sin[ω(t− r

c
)]

}
立刻就能看出来：

∇ · A⃗+ 1
c2
∂ϕ

∂t
= 0

也便是我们要证明的 Lorenz 规范。
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例 1.4.1. 无限长的矩形波导管（横截面尺寸为 a× b ），在 z = 0 处被一块垂直插入的理
想导体版完全封闭。求 −∞ < z ≤ 0 这一段管内可能存在的电磁波模式。

解. 因为这不是一个无限长的波导管，所以我们不能将 Helmholtz 方程约化到二维，而应
该取：

∇2u(x, y, z) + k2u(x, y, z) = 0

作为波动模式满足的方程。分离变量法告诉我们，我们可以获得如下的模式解：

u(x, y, z) = [C1 cos(kxx) +D1 sin(kxx)][C2 cos(kyy) +D2 sin(kyy)][C3 cos(kzz) +D3 sin(kzz)]

首先取 Ex = u(x, y, z)，法向边界条件为：

∂xEx

∣∣
x=0 = 0, ∂xEx

∣∣
x=a

= 0

⇒D1 = 0, kx = mπ

a
,m = 0, 1, 2 . . .

而切向边界条件为：

Ex

∣∣
y=0 = Ex

∣∣
y=b

= Ex

∣∣
z=0 = 0

⇒C2 = 0, C3 = 0 ky = nπ

b
, n = 0, 1, 2 . . .

从而可以给出：Ex(x, y, z) = E1 cos(mπ
a
x) sin(nπ

b
y) sin(kzz)

同理给出：Ey(x, y, z) = E2 sin(mπ
a
x) cos(nπ

b
y) sin(kzz)

而 z 方向对应的边界条件有所不同；法向边界条件为：

∂zEz

∣∣
z=0 = 0 ⇒ D3 = 0

而切向边界条件是：

Ez

∣∣
x=0 = Ez

∣∣
x=a

= Ez

∣∣
y=0 = Ez

∣∣
y=0 = 0

⇒C1 = C2 = 0, kx = mπ

a
,m = 0, 1, 2 . . . ; ky = nπ

b
, n = 0, 1, 2 . . .

因而 Ez(x, y, z) = E3 sin(mπ
a
x) sin(nπ

b
y) cos(kzz)，我们发现这给出的解实际上是一样的。

另外，我们还有一个分离变量法带来的模式的约束：k2
x + k2

y + k2
z = k2。取正频率解，可

以给出 kz =
√
k2 − m2π2

a2 − n2π2

b2 。这样我们就知道，在这种半无限长的波导管中，一样可以
有 (m,n) 两参数决定的波模，其三个方向电场的频率为：

(ωx, ωy, ωz) = 1
√
µε

(mπ
a
,
nπ

b
,

√
k2 − (mπ

a
)2 − (nπ

b
)2)
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这就意味着这种波导管内的电磁波模式也是两个自由度的，散度条件同样告诉我们 E1, E2, E3

也只有两个是独立的；这种波导管和无限长波导管的区别是，无限长波导管在任意 z 处，其
Ex, Ey, Ez 都是有平移不变性的，但是对这种半无限长的波导管，Ex, Ey, Ez 沿着 z 方向的平
移不变性破缺成为以 (k2 − (mπ

a
)2 − (nπ

b
)2)−1/2 为周期的周期平移对称性。

例 1.4.2. 证明整个谐振腔内的电场能量与磁场能量对时间的平均值相等。

解. 对于一个任意的谐振腔，其电场应该满足：

E⃗(r⃗, t) = F⃗ (k⃗, r⃗) exp(−iωt)

其中 k⃗ 是谐振腔的特征波矢，满足 k2 = ω2/c2，且 k⃗ · F⃗ = 0.
另一方面，利用 Maxwell 方程：ωB⃗ = k⃗ × E⃗，可以得到：

B⃗ = 1
ω
k⃗ × E⃗ = 1

ω
∇ × F⃗ exp(−iωt)

因为此时电磁场具有相同的频率（周期），我们只需要考虑两场的空间能量密度在一个周
期内的平均：

WE = 1
2
εE2

0 = 1
2
εF 2

WB = 1
2µ
B2

0 = 1
2ω2µ

(k⃗ × F⃗ )2

= 1
2ω2µ

[k2F 2 − (k⃗ · F⃗ )2]

= 1
2ω2µ

k2F 2 = 1
2
εF 2

最后一步使用了波矢关系 k2 = ω2/c2，并计及光速 c = 1
√
µε

. 这样我们就证明了，对于任意

形状的谐振腔（只要他满足类似于方形谐振腔的单频双模谐振条件），就一定有谐振腔内处处
满足电场能量与磁场能量对时间平均相等。

例 1.4.3. 证明矩形波导管内不存在 TM0n 或者 TMm0 波.

解. 通过解波动方程，我们已经得到：

Hx(x, y) = − i
ωµ

(kyA3 − ikzA2) sin (kxx) cos (kyy)

Hy(x, y) = − i
ωµ

(ikzA1 − kxA3) cos (kxx) sin (kyy)

Hz(x, y) = − i
ωµ

(kxA2 − kyA1) cos (kxx) cos (kyy)

我们假设横磁波条件，故有 kxA2 − kyA1 = 0

• 倘若 m = 0，则根据 kx = mπ

a
，可知 kx = 0，同时因为 ky = nπ

b
̸= 0，故横波条件要求

A1 = 0；代入上面的磁场表达式立刻得到 Hx = Hy = 0，于是这个磁场不存在。
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• 倘若 n = 0，则根据 ky = nπ

b
，可知 ky = 0，同时因为 kx = mπ

a
̸= 0，故横波条件要求

A2 = 0；代入上面的磁场表达式立刻得到 Hx = Hy = 0，于是这个磁场不存在。

由上面的讨论，我们假定的横波条件是不成立的，即 TM0n 和 TMm0 都是不合法的。

例 1.4.4. 频率为 3 × 1010 赫兹的微波，在 0.8cm × 0.5cm 的矩形波导管内能以什么波模
传播？

解. 对于用 (m,n) 标记的模式，我们知道其传播的频率最大不能超过：

fmax = ωmax

2π
= c0

2

√
(m
a

)2 + (n
b

)2

现在我们取 c0 = 3.0 × 108m/s，a = 8 × 10−3m, b = 5 × 10−3m，枚举 m,n 得到如下结果：

f10 = 1.875 × 1010Hz

f01 = 3.000 × 1010Hz

f11 = 3.538 × 1010Hz

传播条件是 f ≥ fmn 这表明，这个波只能按照 (1, 0) 模式传播。而根据之前的论断，这
个模式只能是 TE10.

另外，(0, 1) 模式比较特殊，通常考虑到 ω = 0 会导致无法随时间波动，所以这并不是一
个正常的传播模式。

例 1.4.5. 一对无限大的平行理想导体板，相距为 b ，电磁波沿平行于板面的 z 方向传
播。设电磁波在 x 方向是均匀的，求可能传播的波模和每种波模的截止频率。

解. 因为在 x 方向上电磁波是均匀的，我们可以把电磁波写为：

E⃗ = E⃗(y) exp i(kzz − ωt)

其中每一个直角分量都应该满足 Helmholtz 方程。注意到边界条件为：

Ex

∣∣
y=0 = Ex

∣∣
y=b

= Ez

∣∣
y=0 = Ez

∣∣
y=b

= 0

∂yEy

∣∣
y=0 = ∂yEy

∣∣
y=b

= 0

对通解应用边界条件，可以给出：

Ex = Ax sin(kyy), Ey = Ay cos(kyy), Ez = Az sin(kyy)

并且波矢应该满足：

ky = nπ

b
, n = 0, 1, 2 . . .

kz =
√
k2 − (nπ

b
)2

另外，散度条件 ∇ · E⃗ = 0 要求 A1 自由，A2ky = iA3kz，所以对于每一个 m，有两个独立的
模式。他们有共同的截止频率 ωm = mπc

b
.
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李雨桥、刘元彻
2024 年 6 月 16 日
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