
概率论与数理统计B 第三次习题课 
主要内容: 区间估计, 假设检验, 13, 14周作业

2020.06.03    朱心远    PB17000015    xyzhu2001@gmail.com

统计推断: 

1. 估计  1.1. 点估计 1.1.1. 矩估计 1.1.2. MLE 1.1.3. 点估计的优良准则   

1.2 区间估计 

2. 假设检验

1. 区间估计  

1.1 基本概念  

定义 . 设总体分布   含有一个或多个未知的参数   对给定的值   若由样本  
 确定的两个统计量  和 , 满足

称 为置信系数或置信水平, 而称  为  的置信水平为1  的置信区间.

值得指出的是, 这里的 虽然未知但是是常数, 而 则是样本的函数, 是随机变量, 因此 是一个随机区
间, 置信区间的更准确的讲法是随机区间 将以概率 覆盖参数 .

枢轴变量法. 设待估参数为 ,

找一个与待估参数  有关的统计量 ，一般是其一个良好的点估计(多数是通过极大似然估计构造);
设法找出 与  的某一函数  的分布，其分布 要与参数  无关  即为枢轴变量);
对任何常数  不等式  要能表示成等价的形式  其中  只与  
有关而与参数无关;
取分布F的上 分位数 和上  )分位数  有  因此

区间长度与置信度.

估计精度: 置信区间的区间长度  是区间估计的估计精度, 区间长度越短, 精度越高.
置信度: 置信度的大小反映了这个区间估计的可靠程度, 即随机区间包含待估参数的概率的大小.
精度与置信度的关系: 在样本容量  一定的前提下, 精度与置信度是彼此矛盾的. 当置信度增大时, 区间
长度也增大, 精度减小. 当置信度减小时, 区间长度缩短, 精度增高. 只有增大样本容量 , 才能同时提高
区间估计的置信度与精度.
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1.2 正态总体的区间估计  

1.2.1 单总体  

1.2.2 两总体  

 

其中 .

* 1.3 非正态总体的区间估计(大样本)  

1.3.1 正态逼近法  
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1.3.2 比例数 的估计  

1.3.3 样本量的确定  

阅读 Slides "参数估计(下)" 67-85 页

2.区间估计作业  
7-63. 随机从一批钉子中抽取 枚, 测得其长度(cm)为：

假设钉子长度服从正态分布, 分别在下面两种情况下, 求出总体均值的 置信区间：

(1)     (2)  未知

解:

首先, 

(1) 在 已知的情况下, 的区间估计是

 代入对应参数即可得到置信区间为

(2) 在 未知的情况下,  的区间估计是

 代入对应参数即可得到置信区间为

7-72. 假设用机器包装精盐的重量服从正态分布, 现从生产线上随机地抽取 袋, 测得其重量为(单位: 克): 

试在下列条件下分别求总体方差的 和  置信区间.

(1)     (2)  未知

 解:

(1) 

已知时, 的置信区间是
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令 , 可以得到置信区间为:

令 , 可以得到置信区间为:

(2)

未知时, 的置信区间是

而

令 , 可以得到置信区间为:

令 , 可以得到置信区间为:

7-73. 随机抽取 发子弹做试验, 测得子弹速度的样本标准差为  , 假设子弹速度服从正态分布
, 分别求  和  的 置信区间.

解:

未知时, 的置信区间是

而

代入即得

而 的置信区间就是

7-86. 为了了解一批灯泡的使用寿命, 共测试了 个灯泡的寿命, 得到寿命的平均为 h, 样本标准差为
h. 假设寿命服从正态分布 .



(1) 求 的 置信下限

(2) 求 的 置信上限

解:

这里我们计算单侧置信下限

(1) 未知 时, 的 单侧置信下限是

代入

得到单侧置信下限为 .

(2) 未知 时, 的单侧置信上限是

代入

得到单侧置信上限为 .

3. 假设检验  

3.1 基本概念和问题提法  

3.1.1 零假设, 对立假设, 两类错误, 拒绝域, 显著性水平, 检验统计量  

原假设和备择假设: 当总体类型已知时, 对分布的一个或几个未知参数的值作出假设, 或者对总体分布
的类型或某些特征提出某种假设, 这种假设称为原假设或零假设, 通常用 表示, 在抛弃原假设后可供
选择的假设称为备择假设, 记为  与  是互不相容的. 

在总体类型已知, 仅有某个或某几个参数未知的情况下, 对未知参数作出假设称为参数假设. 如对总体
的某些特征提出假设, 则称为非参数假设.

拒绝域, 接受域和临界值: 检验统计量把样本空间分成两个区域, 使原假设 被拒绝的样本观察值 
 所组成的区域称为拒绝域. 而保留原假设  的样本观察值所组成的区域称为接受域. 拒

绝域与接受域都是样本空间的子集, 并且是互不相容的, 而其区域之和为样本空间. 拒绝域与接受域的
分界线处于一个特殊的地位, 当样本越过这个分界线时, 结论就发生了根本性的改变, 因此把分界线的
值称为临界值.

第I类错误: 弃真; 第II类错误: 取伪

接 受

拒 绝

成 立

不 犯 错

第 类 错 误

成 立

第 类 错 误

不 犯 错

解决两类错误之间的矛盾: 在控制第I类错误的基础上, 尽量少犯第II类错误. 这样的选取对原假设有保
护作用.
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显著性水平 : 犯第I类错误的概率小于 . 如果 是显著性水平, 那么任意大于 的数都是显著性水平, 通
常指最小的那一个.

3.1.2 如何提出假设检验问题 ?  

原则一: 将受保护的对象置为零假设. 如我国按照以前的司法制度, 公安机关抓到嫌疑犯后, 很多情况下要
犯人自己证明无罪(有罪推断)，这对嫌疑犯很不利, 从而容易导致冤案. 现在的司法制度则总假定嫌疑犯
是无罪的, 要司法部门证明其有罪(无罪推断), 这样做大大地有利于保护公民的利益, 如果要将真正的嫌疑
犯绳之以法, 则司法部门必须有充分的证据, 这样做可以有效保护公民的权益, 对司法部门要求也变高
了。又比如药厂生产出一种新药, 在上市前要通过食品与药品监管局的检验. 显然使用药品的病人是应该
受保护的对象, 这时应该设定一个有利于病人的命题作为零假设, 这个命题就是“新药不比安慰剂效果好”, 
以尽量避免病人用无效甚至有副作用的新药. 当然, 对立假设就是“新药比安慰剂效果好，将检验的显著
性水平  设定得较小, 以证零假设不被轻易推翻. 在实际问题中, 如果根据某个合理的检验方法发现零假
设被推翻, 则有充分的理由认为零假设不成立而对立假设成立, 这是因为万一零假设成立而被误据的概率
不会超过  另一方面, 如果发现零假设未被拒绝, 并不表明有充分理由接受零假设, 而是因为零假设被保
护得较严密以至于未被拒绝.

原则二: 如果你希望“证明”某个命题, 就取相反结论或者其中一部分作为零假设(类似于反证法). 这种提法
往往是在两个假设命题中不太清楚哪个应受保护, 此时可以借用司法制度里的“谁主张, 谁举证”, 即若想
用统计方法向人“证明”一个命题, 则将那个命题置为对立假设. 注意这里的证明不是数学上的严格证明, 
而是允许犯错的一种统计推断方法. 用统计方法证明一个命题不是一件容易的事情, 所以如果没有足够把
握, 人们应该避免用统计方法去证明一个命题.

上述两原则是统一的: 一般不应该让受保护对象去证明一个命题。

3.2 常见的参数检验问题:  
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备择假设中一般不含有等号.

3.3 拟合优度检验  

设某总体X服从一个离散分布, 且根据经验得知总体落在类别  的理论频率分别为  现从
该总体抽得一个样本量为n的样本, 其落在类别  的观测数分别为  感兴趣的问题是检验
理论频率是否正确, 即下面假设是否正确:

这类问题只提零假设而不提对立假设, 相应的检验方法称为拟合优度检验. 显然, 在零假设下, 各类别的理
论频数分别为 , 将理论频数和观测频数列于下表:

类 别

理 论 频 数

观 测 频 数
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由大数定律知, 在零假设成立时,   依概率收敛于  故理论频数 与观测频数 接近. 而检验统计量
取为

当理论总体总含有未知的参数时，理论频数 一般也与这些参数有关, 此时应该用适当的估计如极大似
然估计代替这些参数以得到  的估计  得到的统计量记为

拟合优度检验的提出者Karl Pearson最初认为在零假设下, 检验统计量的  的极限分布仍等于自由度为 
 的  分布, R.A. Fisher 发现自由度应该等于  减去估计的独立参数的个数r, 即 .

3.4 列联表的独立性检验, 齐一性检验  

列联表是一种按两个属性作双向分类的表. 例如肝癌病人可以按所在医院(属性A) 和是否最终死亡(属性
B) 分类. 目的是看不同医院的疗效是否不同. 又如婴儿可按喂养方式(属性A, 分两个水平: 母乳喂养与人
工喂养) 和小儿牙齿发育状况(属性B, 分两个水平: 正常与异常) 来分类. 这两个例子中两个属性都只有两
个水平, 相应的列联表称为“四格表”, 一般地, 如果第一个属性有 个水平, 第二个属性有 个水平, 称为 

 表. 实际应用中, 常见的一个问题是考察两个属性是否独立。即零假设是  属性A 与属性B 独立. 
这是列联表的独立性检验问题。

合 计

合 计

假设样本量为n, 第  格的频数为  记 属性A,B分别处于水平  属性A 有水平
 属性B 有水平   . 则零假设就是   将   和   看成参数 , 则总的独立参数有  

 个. 它们的极大似然估计为

正好是它们的频率(证明参看教材) . 其中  在  下, 第  格的理论频数为 
 因此在  下  应该较小。故取检验统计量为

在零假设下  的极限分布是有自由度为 的  分布. 对于
四格表, 自由度为1.

合 计

合 计
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跟列联表有关的另一类重要的检验是齐一性检验，即检验某一个属性A 的各个水平对应的另一个属性B 
的分布全部相同，这种检验跟独立性检验有着本质的区别. 独立性问题中两属性都是随机的; 而齐一性问
题中属性A是非随机的，这样涉及到的分布实际上是条件分布. 虽然如此, 所采用的检验方法跟独立性检
验完全一样。

4. 假设检验作业  
8-1. 假设 服从正态分布 , 检验问题

显著水平为

(1) 检验的拒绝域是什么?

(2) 时犯第二类错误的概率是多少?

解:

(1) 拒绝域是

而 , 即 , 则拒绝域对应 .

(2) 

犯第二类错误, 则要接受 , 即满足 .

8-24. 用传统工艺加工的某种水果罐头中每瓶维生素C的含量平均为 毫克, 现采用一种新的加工工艺, 试
图减少在加工过程中对维生素C的破坏, 抽查了 瓶罐头, 测得维生素C的含量(单位: 毫克)为:

已知水果罐头中维生素C的含量服从正态分布. 在方差未知的情况下, 问新工艺下维生素的含量是否比旧
工艺有所提高( )?

解:

检验统计量

计算和查表可以得到

注意到

因此拒绝 , 接受 , 即认为新工艺下维生素的含量有所提高.
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8-29. 某车间生产铜丝, 生产一向比较稳定. 今从产品中随机抽取 根检查其折断力, 得数据如下(单位: kg):

假设铜丝的折断力服从正态分布, 问是否可以相信该车间生产的铜丝的折断力的方差是 ?

解:

计算和查表可以得到:

注意到

因此接受 , 相信该车间生产的铜丝的折断力的方差是 .

8-35. 一个以减肥为主要目的的健美俱乐部声称, 参加其训练班至少可以使肥胖者平均减少体重 kg以上. 
为检验该宣传是否可信, 调查人员随机调查了 名参加者, 得到他们训练前后的体重数据如下(单位:kg):

训 练 前

训 练 后

现假设训练前后人的体重均服从正态分布. 问在 的显著水平下, 是否可以认为该俱乐部的宣传是可信
的?

解:

计算可得样本差值为

检验

计算和查表可以得到

注意到

因此接受 , 不能认为宣传是可信的.

8-40. 为了解甲、乙两企业职工工资水平, 分别从两企业各随机抽取若干名职工调 查, 得如下数据(单位: 
元)： 



甲 公 司

乙 公 司

设两企业职工工资分别服从正态分布, 而总体独立且均值方差均未知. 试根据以上数据判断: 两企业职工
工资的方差是否相等? 甲企业职工平均工资是否低于乙企业职工平均工资( )?

解:

(1) 

计算和查表得到

注意到

因此接受 , 即认为两企业职工工资方差相等.

(2) 

计算和查表得到

注意到

因此拒绝 , 接受 , 即可以认为甲企业职工平均工资低于乙企业职工平均工资.

8-62.  某工厂为了了解白班和夜班的产品合格率是否有差异, 进行调查得到如下数据

白 班

夜 班

合 格 不 合 格

试据此判断, 产品合格率是否与班次有关?( )

解:

产 品 合 格 率 与 班 次 无 关 产 品 合 格 率 与 班 次 有 关

拒绝 , 可以认为产品合格率与班次有关.



8-63.  为了解男性和女性对三种类型的啤酒: 淡啤酒、普通啤酒和黑啤酒的偏好有没 

有差异, 分别调查了 位男士和 位女士的喜好, 得如下数据 

男 性

女 性

淡 啤 酒 普 通 啤 酒 黑 啤 酒

请问男性和女性对这三种类型的啤酒的偏好有显著差异吗?( )

解:

男 性 和 女 性 对 这 三 种 类 型 的 啤 酒 的 偏 好 没 有 显 著 差 异 男 性 和 女 性 对 这 三 种 类 型 的 啤 酒 的 偏 好 有 显 著 差 异

拒绝 , 可以认为男性和女性对这三种类型的啤酒的偏好有显著差异.

8-64. 检查一本书的  页, 记录各页中印刷错误的个数, 其结果为 

错 误 的 个 数

含 个 错 误 的 页 数

试在显著性水平 下检验假设 : 每页上的印刷错误个数服从泊松分布.

解:

首先估计 成立时, 泊松分布 的参数 , 我们知道, 的极大似然估计是

如果进行如下分组

那么有

为了保证分组满足 , 我们将 合并为 , 并计算对应的 .



进而

所以可以认为每页上的印刷错误个数服从泊松分布.

8-68.  设某两家工厂生产同一种产品, 产品分 1, 2, 3三个等级(分别表示高, 中, 低三个等级),  现从两家工厂
生产的产品中各随机抽取  和  个产品, 检查产品等级后结果如下

试分别在水平 和 下判断两家工厂的产品质量等级是否相同? 并解释你的结论.

解:

： 两 家 工 厂 的 产 品 质 量 等 级 相 同 ： 两 家 工 厂 的 产 品 质 量 等 级 不 同

而

结论: 

在显著性水平 下, 不可以认为两家工厂的产品质量等级相同;

在显著性水平 下, 可以认为两家工厂的产品质量等级相同.

解释:

显著性水平 越小, 那么检验的结果越倾向于扩大接受域, 也就是更倾向于接受原假设, 
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