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实验目的
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• 了解空间曲线

• 了解空间曲面

• 了解空间实体

• 学习MATLAB GUI编程

2D 2.5D 3D 4D



8.1 空间曲线
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• 一般表示方法

• 空间曲线的一些研究工作



8.1 空间曲线
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• 空间曲线可以看作两个曲面的交线C，设：

𝐹 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 0

𝐺 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 0

曲线上任何点的坐标应同时满足这两个曲面方程。

空间曲线的一般方程



8.1 空间曲线
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空间曲线的参数方程

• 空间曲线𝐶，若𝐶上的动点坐标(𝑥, 𝑦, 𝑧)可表示成为参数𝑡的函数

𝑥 = 𝑥(𝑡)

𝑦 = 𝑦(𝑡)

𝑧 = 𝑧(𝑡)

随着t的变动可得到曲线C上的全部点。常写成向径式：

𝑡 ∈ [𝛼, 𝛽]

Ԧ𝑟 𝑡 = 𝑥 𝑡 , 𝑦 𝑡 , 𝑧 𝑡 𝑡 ∈ [𝛼, 𝛽]



8.1 空间曲线
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空间曲线的参数方程

• 空间曲线𝐶，若𝐶自身不相交，即 Ԧ𝑟 𝑡1 ≠ Ԧ𝑟 𝑡2 , ∀𝑡1 ≠ 𝑡2, 𝑡1 , 𝑡2 ∈

[𝛼, 𝛽]则L为简单曲线或者Jordan曲线。

• 若曲线C首尾相连，即 Ԧ𝑟 𝛼 = Ԧ𝑟 𝛽 ,则称C为闭曲线。



8.1 空间曲线
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空间曲线的切线

• 设𝑀0 = Ԧ𝑟(𝑡0)处的切线，可表示为

将其记为𝑟′(𝑡0)，则



8.1 空间曲线
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空间曲线的切线方程

空间曲线C在𝑀0 处的切线方程为：



8.1 空间曲线
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空间曲线的法平面方程

一般来说

• 空间曲线总可以用参数形式给出它的方程

• 随着参数选取的不同，方程的形式也会发生变化



8.1 空间曲线
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一个简单算例：

如果空间一点M在圆柱面𝑥2 + 𝑦2 = 𝑎2上以角速度𝜔绕z轴旋转，同时又以线

速度𝑣沿平行于z轴的正方向上升（其中𝜔, 𝑣都是常数），那么点M的轨迹叫

做螺旋线。试着建立其参数方程。

螺旋线性质：

当𝜃从𝜃0变到𝜃0 + 𝛼时，𝑧从𝑏𝜃0变到𝑏𝜃0 + 𝑏𝛼；这表明当𝑂𝑀′转过角𝛼时，M

点沿螺旋线上升了高度ℎ = 𝑏𝛼; 特别地，当𝛼 = 2𝜋时，ℎ = 2𝑏𝜋; 螺距



8.1 空间曲线
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• 空间曲线C的一般方程为：                 ， 消去z之后为: 𝐻 𝑥, 𝑦 = 0，曲线C上

所有点都在由𝐻 𝑥, 𝑦 = 0表示的曲面上。

• 方程𝐻 𝑥, 𝑦 = 0表示一个母线平行于z轴的柱面，此柱面必包含曲线C。以曲线C

为准线，母线平行于z轴的柱面叫做曲线C关于XOY坐标平面的投影柱面。

空间曲线在坐标平面上的投影

𝐹 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 0

𝐺 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 0



8.1 空间曲线
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投影柱面与XOY面的交线叫做空间曲线C在XOY面上的投影曲线。该曲

线方程可写成：

空间曲线在坐标平面上的投影

𝐻 𝑥, 𝑦 = 0
𝑧 = 0



8.1 空间曲线

• 编织？

• 绳结？

• 弹性线？
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8.1 空间曲线
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关于空间曲线的一些研究工作：编织艺术



8.1 空间曲线
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关于空间曲线的一些研究工作：编织艺术

ACM Trans. Graph, 2021



8.1 空间曲线
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关于空间曲线的一些研究工作：编织艺术
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关于空间曲线的一些研究工作：编织艺术



8.1 空间曲线
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关于空间曲线的一些研究工作：编织艺术



8.1 空间曲线
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关于空间曲线的一些研究工作：编织艺术



8.1 空间曲线
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关于空间曲线的一些研究工作

ACM Trans. Graph, 2023



8.1 空间曲线
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关于空间曲线的一些研究工作

The Design Space of Plane Elastic Curves， ACM Trans. Graph, 2021



8.1 空间曲线
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关于空间曲线的一些研究工作

Design and construction of kinetic structures based on elastic strips， AC， 2023



8.1 空间曲线
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关于空间曲线的一些研究工作

Design and construction of kinetic structures based on elastic strips， AC， 2023



8.1 空间曲线
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关于空间曲线的一些研究工作



8.1 空间曲线
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关于空间曲线的一些研究工作：绳结艺术



8.1 空间曲线

26

关于空间曲线的一些研究工作：弹性结

Siggraph, 2023

基于弹性结研究多稳态的机械系统

https://www.youtube.com/watch?v=5_Qlc3ChxC8&ab_channel=JunggooLee

https://www.youtube.com/watch?v=5_Qlc3ChxC8&ab_channel=JunggooLee


8.1 空间曲线
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关于空间曲线的一些研究工作



8.1 空间曲线
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关于空间曲线的一些研究工作



8.1 空间曲线-总结
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8.2空间曲面
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（1）显式表示如𝑧 = 𝑓 𝑥, 𝑦 等

（2）向径式方程→参数方程

（3）隐式表示如 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 0

• 空间曲面的表示：

• 空间曲面的相关研究



8.2空间曲面
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显式方程 𝑍 = 𝑓 𝑥, 𝑦 , 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷

显式曲面可以写成参数方程

则

可以得到切平面的法向量

Ԧ𝑟 = Ԧ𝑟 𝑥, 𝑦 = 𝑥, 𝑦, 𝑓 𝑥, 𝑦 , 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷

𝑟𝑥 = 1,0, 𝑓𝑥
′ 𝑟𝑦 = 0,1, 𝑓𝑦

′

Ԧ𝑖 Ԧ𝑗 𝑘

1 0 𝑓𝑥
′

0 1 𝑓𝑦
′

= (−𝑓𝑥
′, −𝑓𝑦

′, 1)



8.2空间曲面
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D为ℝ2中的区域，定义在D上的一个二元向量值函数：

𝑟 𝑢, 𝑣 = 𝑥 𝑢, 𝑣 , 𝑦 𝑢, 𝑣 , 𝑧 𝑢, 𝑣 , 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐷

确定了空间中的一个曲面，称为曲面的向径式方程。

称为曲面的参数方程。

参数方程



8.2空间曲面
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固定一个𝑣值，让𝑢变化，则𝑟(𝑢, 𝑣)在曲面上
画出一条线，称为𝑢曲线，同样有𝑣曲线。

如下球面方程：

当𝜃固定时，得到纬线，
当𝜙固定时，得到经线。



8.2空间曲面
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𝒖曲线的切线方向：

𝑟 𝑢, 𝑣 = 𝑥 𝑢, 𝑣 , 𝑦 𝑢, 𝑣 , 𝑧 𝑢, 𝑣 , 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐷

𝒗曲线的切线方向：

若𝑥(𝑢, 𝑣), 𝑦(𝑢, 𝑣), 𝑧(𝑢, 𝑣)均为𝐶1函数，若D中处处有𝑟𝑢
′ × 𝑟𝑣

′ ≠ 0,则曲面

为光滑曲面。

参数方程



8.2空间曲面
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切平面：

曲面过𝑀0,由𝑟𝑢
′ 𝑢0, 𝑣0 与rv

′ u0, v0 张成的平面，称为曲面在𝑀0 处的切

平面，它的法向量是：



8.2空间曲面
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参数方程中一个代表性的表示方法：样条曲面

在当今的CAD软件中，样条曲面 (Spline Surfaces) 是最常用的表示方法之一，尤其是在
机械、工业设计等领域，对曲面质量要求较高的行业中应用广泛。

样条曲面表达一般指非均匀有理B样条 (NURBS)，它是由分段多项式或有理B样条基函
数来描述的。

URBS建模可以使用户设计出质量极高的曲面，但是对于一些较复杂的几何形体，
它需要通过多张曲面拼接来实现。



8.2空间曲面

各式各样的参数方程的空间曲面

37

𝑥 = asin 𝑢
𝑦 = 𝑎 sin 𝑣

𝑧 = asin(𝑢 + 𝑣)

Sine Surface

NURBS 曲面



8.2空间曲面
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隐式方程

设𝐹 𝑥, 𝑦, 𝑧 为区域𝐷 ∈ ℝ3上的𝐶1函数，点𝑀0 𝑥0, 𝑦0, 𝑧0 ∈ 𝐷满足𝐹 𝑥0, 𝑦0, 𝑧0 = 0

且 𝐹𝑥
′, 𝐹𝑦

′, 𝐹𝑧
′ ȁ𝑀0

≠ 0，根据隐函数存在定理，F在𝑀0附近给出了一张曲面。

隐式曲面：𝐹 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 0

空间中的曲线可以表示为两个空间中的曲面的交线:



8.2空间曲面

• 隐式曲面𝐹 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 0在点𝑀0处的法向量为：

𝑛 = 𝐹𝑥
′ 𝑀0 , 𝐹𝑦

′ 𝑀0 , 𝐹𝑧
′ 𝑀0

• 同样，显式曲面𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦)可以写成隐式

𝐹 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 𝑧 − 𝑓 𝑥, 𝑦 = 0

则它的法向量为 −𝑓𝑥
′, −𝑓𝑦

′, 1 ,与前面得到的一致。

39



8.2空间曲面
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各式各样的隐式方程的空间曲面

Gyroid曲面 Costa曲面悬链面



8.2空间曲面
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离散曲面表示：点云

常在描述一个三维模型时，最基本的描述方式是使用点去
描述，但是要想表达出一个三维模型，需要大量且密集的
点，这些点称之为点云 (Point Cloud)。

三维空间中一个点由三个方向的坐标构成，通常记作 (x,y,z)，
因此，点云可以被视作是一堆点的集合，存储时即可用一
系列 (x,y,z) 坐标来表示.

[1] - 描述三维模型的点云数据是无序排布的，这意味着点云在三维空间中，
仅表示一系列点，点与点之间没有任何联系.
[2] - 点云是表示三维几何模型中最简单的方法，它可以表示任意类型的几
何物体，代价是必须拥有足够密集的点云信息才能避免物体失真.



8.2空间曲面
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离散曲面表示：多边形网格

由于网格在图形学领域被广泛研究，各种处理算法层出不穷，因此它已经变成了当前图形学最普遍的图形
表示方法. 无论是游戏场景建模、概念设计建模还是分析与模拟，都是通过编辑和处理网格单元来实现的.



8.2空间曲面
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离散曲面表示：多边形网格

最基础的网格数据结构将网格所描述的信息分成了两个部分：几何信息 (Geometry 
Information) 和拓扑信息 (Topology Information) . 

⚫ 几何信息描述了网格上的顶点的坐标；

⚫ 拓扑信息描述了网格上的顶点的连接关系；

点云通常是由三维扫描得到的，三维扫描仪通过记录空间中被扫描物体的点云信息，再使用表面
重建算法来得到一个完整的三维扫描模型的. 因此，点云通常会被转化成网格来做后续处理.



8.2空间曲面-相关研究

• 不同曲面的交线情况？
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• 特殊类型的曲面？比如极小曲面？可展曲面？有何应用？

• 不同曲面的自交情况？

• 如何对曲面进行参数化？（曲面的参数化表示？）

• 功能性曲面，赋有材料属性的曲面的结构特性？



8.2空间曲面-相关研究

• 不同曲面的交线情况？
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• 特殊类型的曲面？比如极小曲面？可展曲面？有何应用？

• 不同曲面的自交情况？

• 如何对曲面进行参数化？（曲面的参数化表示？）

• 功能性曲面，赋有材料属性的曲面的结构特性？



8.2空间曲面-截痕
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关于空间曲面的一些研究工作：椭球面交线的确定

Complete Classification and Efficient Determination of Arrangements Formed by Two Ellipsoids, TOG,  2020

共有42中位置关系构成
不同的交线情况！



8.2空间曲面-截痕
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Topological Classification and Determination of Non-
Degenerate Intersections of Two Dupin Cyclides, CAD, 2022

关于空间曲面的一些研究工作：圆环面交线的确定



8.2空间曲面-截痕

48Singularity Computation for Rational Parametric Surfaces Using Moving Planes, Siggraph, 2023

关于空间曲线的一些研究工作：单曲面交线的确定



8.2空间曲面-相关研究

• 不同曲面的交线情况？
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• 特殊类型的曲面？比如极小曲面？可展曲面？有何应用？

• 不同曲面的自交情况？

• 如何对曲面进行参数化？（曲面的参数化表示？）

• 功能性曲面，赋有材料属性的曲面的结构特性？

曲面参数化专题课程：http://staff.ustc.edu.cn/~renjiec/GAMES301/



8.2空间曲面-参数化
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Advanced Hierarchical Spherical Parameterizations, TVCG, 2017



8.2空间曲面-参数化
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Sphere-based cut construction for planar parameterizations, Computers & Graphics, 2018



8.2空间曲面-参数化
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Computing Sparse Cones with Bounded Distortion for Conformal Parameterizations, TOG, 2021



8.2空间曲面-参数化
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Computational Peeling Art Design, ACM Trans. Graph. 2019



8.2空间曲面-参数化
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8.2空间曲面-相关研究

• 不同曲面的交线情况？
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• 特殊类型的曲面？比如极小曲面？可展曲面？有何应用？

• 不同曲面的自交情况？

• 如何对曲面进行参数化？（曲面的参数化表示？）

• 功能性曲面，赋有材料属性的曲面的结构特性？



8.2空间曲面-特殊曲面

56Developability-Driven Piecewise Approximations for Triangular Meshes, TOG, 2022

曲面的分片可展性质的探讨



8.2空间曲面-特殊曲面
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Developability-Driven Piecewise Approximations for Triangular Meshes, TOG, 2022

曲面的分片可展性质的探讨



8.2空间曲面-特殊曲面

58Developability-Driven Piecewise Approximations for Triangular Meshes, TOG, 2022



8.2空间曲面-特殊曲面

极小曲面的探讨与应用

59



8.2空间曲面-特殊曲面
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极小曲面可用作热交换器



8.2空间曲面-相关研究

• 不同曲面的交线情况？
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• 特殊类型的曲面？比如极小曲面？可展曲面？有何应用？

• 不同曲面的自交情况？

• 如何对曲面进行参数化？（曲面的参数化表示？）

• 功能性曲面，赋有材料属性的曲面的结构特性？



8.2空间曲面
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https://news.mit.edu/2023/new-method-
simplifies-construction-complex-materials-0802



8.2空间曲面-功能性曲面

63Beyond Developable: Computational Design and Fabrication with Auxetic Materials, TOG, 2016



8.2空间曲面-功能性曲面
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Design and Structural Optimization of Topological Interlocking Assemblies, TOG, 2019



8.2空间曲面-功能性曲面

65Computational Design of Weingarten Surfaces , TOG, 2021



8.2空间曲面
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Project 1：天幕的形状优化
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Project 1：天幕的形状优化
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8.2空间曲面
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开源网格框架：

http://gcl.ustc.edu.cn/code.html

http://gcl.ustc.edu.cn/code.html
http://gcl.ustc.edu.cn/code.html


8.2 空间曲面-总结

70



作业8.1

• 函数𝑧 = ȁ𝑥𝑦ȁ的图形宛如坐落在水平面上的四座山，两山相交形成骨线，其

脊线为抛物线，它在水平面上的投影为𝑦 = ±𝑥，将该曲面称为谷脊面。

(1) 绘制谷脊面图形，谷线及脊线位置；

(2) 用平行于坐标平面的平面（XOY,YOZ,XOZ）截取谷脊面，绘制截线情况；

总结截线特征（是否为抛物线？双曲线？等）

(3) 观察谷脊面是否为直纹面？



8.3 空间实体
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隐式表示实体结构：𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 ≤ 0

其中𝑝1, 𝑝2, ⋯ , 𝑝𝑁是一系列种子点𝑝𝑖 = 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 , 𝑧𝑖

𝑎𝑖 , 𝑏𝑖 , 𝑐𝑖为放缩因子



8.3 空间实体
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CSG(Constructive Solid Geometry)体素构造表示法：

把复杂的实体，看成由若干较简单的最基本实体经过一些有序的布尔运算而构造出来

空间基本实体 空间形体的正则集合运算

并 交

差



8.3 空间实体
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CSG表示

• 数据结构：二叉树结构，记录了实体所有基本体素的组成、正则集合运算和相关的几何变换。

• 特点：方法简洁，生成速度快，处理方便，无冗余信息，而且能够详细地记录构成实体的原
始特征参数，甚至在必要时可修改体素参数或附加体素进行重新拼合。数据结构比较简单，
数据量较小，修改比较容易

• 缺点：没有详细几何信息，必须转化为其它形式才能对点、边、面等信息进行查询和编辑。
由于信息简单，这种数据结构无法存贮物体最终的详细信息，例如边界、顶点的信息等。由
于CSG表示受体素的种类和对体素操作的种类的限制，使得它表示形体的覆盖域有较大的局
限性，而且对形体的局部操作（例如，倒角等等）不易实现，显示CSG表示的结果形体时需
要的间也比较长。



8.3 空间实体

75

B-rep 表示

BREP的基本方法是在20世纪70年代早期由剑桥大学的Ian C. Braid(用于CAD)和斯坦福大学的
Bruce G. Baumgart(用于计算机视觉)独立开发的。

边界表示本质上是连接面、边和顶点的局部表示。它的一个扩展是将形状的子元素分组成
称为几何特征的逻辑单元，或简称为特征。
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离散表示的实体结构：四面体/ 六面体

76



8.3 空间实体
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开源网格框架：

http://gcl.ustc.edu.cn/code.html

http://gcl.ustc.edu.cn/code.html
http://gcl.ustc.edu.cn/code.html
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• 实体参数化? • 实体四面体化？六面体化？

• 组合问题

• 基于实体的拓扑优化？
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• 实体参数化? • 实体四面体化？六面体化？

• 基于实体的拓扑优化？

• 组装问题
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80G1 -smooth planar parameterization of complex domains for isogeometric analysis, CMAME, 2023
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81Penalty function-based volumetric parameterization method for isogeometric analysis, CAGD, 2022
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• 实体参数化? • 实体四面体化？六面体化？

• 基于实体的拓扑优化？

• 组装问题
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83Computational Design of Wind-up Toys, TOG, 2017
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Computational Design of Steady 3D Dissection Puzzles, TOG, 2019
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85Computational Design of High-level Interlocking Puzzles, TOG, 2022
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• 实体参数化? • 实体四面体化？六面体化？

• 基于实体的拓扑优化？

• 组装问题
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Bulk modulus Shear modulus Poisson’s ratio

B = 0.1094 S=0.0684 R = -0.6644
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8.3 空间实体-总结
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作业8.1

• 函数𝑧 = ȁ𝑥𝑦ȁ的图形宛如坐落在水平面上的四座山，两山相交形成骨线，其

脊线为抛物线，它在水平面上的投影为𝑦 = ±𝑥，将该曲面称为谷脊面。

(1) 绘制谷脊面图形，谷线及脊线位置；

(2) 用平行于坐标平面的平面（XOY,YOZ,XOZ）截取谷脊面，绘制截线情况；

总结截线特征（是否为抛物线？双曲线？等）

(3) 观察谷脊面是否为直纹面？



Q&A?

下节课内容

实验九：分形与混沌

翟晓雅
Email: xiaoyazhai@ustc.edu.cn

Homepage: https://xiaoyazhai.github.io/

Lab: http://gcl.ustc.edu.cn/
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mailto:xiaoyazhai@ustc.edu.cn
https://xiaoyazhai.github.io/
http://gcl.ustc.edu.cn/
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