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实验目的

• 素数表的构造

• 素数的判别

• 最大的素数

• 构造生成素数的公式

• 素数的分布
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5.1 素数的判别与求解

• 素数：如果一个大于1的自然数只能被1及它本身整除

• 合数：如果一个大于1的自然数可以被除1及其它本身整除
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在古希腊时期，欧几里得就证明了每一个合数都可以分解若干个素
数的乘积，并且在不计较素数的排列时这个分解是唯一的。

算数基本定理



5.1 素数的判别与求解

• 素数到底有多少个？
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• 会不会在某一充分大的自然数以后就没有素数了？

欧几里得证明

假设素数只有有限个，按从小到大的顺序排列为𝒑𝟏, 𝒑𝟐, ⋯ , 𝒑𝒏，令𝑵 = (𝒑𝟏𝒑𝟐 ⋯𝒑𝒏)+1 

则N不被𝒑𝒊 (𝒊 = 𝟏, 𝟐,⋯ , 𝒏)中任何一个整除。因而，N要么是素数，要么有比𝒑𝒏大的素

因子，这与𝒑𝒏 为最大素数相矛盾。



5.1 素数的判别与求解

• 如何求出小于某一给定整数的所有素数？
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Eratosthenes证明

将自然数列从2开始按顺序排列至某一整数N，从上述数列中划去所有2的倍数（不包

括2）。在剩下的数中，除2外最小的是3，从数列中划去所有3的倍数（不包括3）.然

后在剩下的数中，再划去5的倍数……一直进行……

Eratosthenes筛法（用乘法寻找素数）

得到了不超过N的所有素数



5.1 素数的判别与求解

• 如何求出小于某一给定整数的所有素数？
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试除方法

假设已经找到了前n个素数𝒑𝟏 = 𝟐, 𝒑𝟐 = 𝟑,⋯ , 𝒑𝒏， 为了寻找下一个素数我们从𝒑𝒏 +

𝟐开始一次检验每一个整数N，看N是否能被某个𝒑𝒊(𝒊 = 𝟏, 𝟐,⋯ , 𝒏)整除。如果N能被前面

的某个素数整除，则N为合数，否则N即为下一个素数𝒑𝒏+𝟏。（统计不超过√𝑵的素数）

试除方法



5.1 素数的判别与求解

• Eratosthenes筛法和试除法可以求出所有的素数，但是构造大的
素数是不合实际的。

• 1050以内的素数表，计算机也要一百亿年。

• 二十年前，11…1（23个1）以及2127 − 1的素性判别问题难倒了
很多数学家。
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2003年11月17日为止，找到的最大素数是𝟐𝟐𝟎𝟗𝟗𝟔𝟎𝟏𝟏 − 𝟏其十进制形式有6320430位。



5.1 素数的判别与求解

• 对n=2,3,…,100。观察2𝑛−1被n整除所得的余数。观察结果得出什

么结论？再取其他的整数m(如3，4，5)，观察𝑚𝑛−1被n整除的情

况。特别观察当n为素数时的结果。所得出的结论的逆命题是否

成立？用你的结论能否给出判别一个数是否时素数的判别方法。
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b = zeros(2,99);
for n = 2:1:100

a = mod(2^(n-1),n);
b(:,n-1) = [n,a];

end

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
0 1 0 1 2 1 0 4 2 1

2，4，8，16，32…



5.1 素数的判别与求解

当n为素数且m不被n整除时，𝒎𝒏−𝟏被𝐧整除的余数都是1.
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𝑚𝑛−1 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 𝑛 (𝑎 ≡ 𝑏 𝑚𝑜𝑑 𝑛表示 a与b被𝑛整除的余数相同)

法国数学家Fermat发现，费尔马小定理

逆定理并不成立



5.1 素数的判别与求解

• 费尔马小定理的逆定理并不成立：

𝒎𝒏−𝟏 ≡ 𝟏𝒎𝒐𝒅 𝒏并不能推出n为素数

• 称满足费尔马小定理结论的合数为伪素数。

• 伪素数比素数稀少的多。
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5.1 素数的判别与求解

• 对互质的整数n=2及m=1,2,…,1000,求得使𝑛𝑑除m的余数为1的最

小整数d。当m为素数时，观察d与m之间的关系，能得出什么结

论？类似地，对n=3,4,5做进一步的观察，你能否确信你的结论？

所得结论的逆命题是否成立？
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给出一个简明的素数判别定理并不容易



5.1 素数的判别与求解
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n-1 检验法

假设n-1=FR, 其中F>R且gcd(F,R)=1. 如果对F的每一个素因子q都存

在一个整数a>1满足

𝑎𝑛−1 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 𝑛 , 𝑔𝑐𝑑 𝑎 ൗ𝑛−1
𝑞 − 1, 𝑛 = 2

则n是素数

GCD 函数用于计算两个或多个整数的最大公约数。



5.1 素数的判别与求解

基于广义黎曼猜想的判别法

1976年，数学家缪内发现了素性判别与黎曼猜想之间的一个深刻
联系即

在广义黎曼假设下，存在常数C，对任何整数n，若n为合数，则存
在𝑎 < 𝐶 log 𝑛 2,使得

𝑎
𝑛−1
2 ≠

𝑎
𝑛

(𝑚𝑜𝑑 𝑛)
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5.1 素数的判别与求解

基于广义黎曼猜想的判别法（维路）

1978年，数学家维路指出上述常数C可取70，由此设计如下素数判别法：
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对任意n，依次对𝒂 = 𝟏, 𝟐,… , 𝟕𝟎 𝐥𝐨𝐠𝒏 𝟐检验上式是否成立，若对每一个a

都不成立，则n为素数，否则n为合数。

𝑎
𝑛−1
2 ≠

𝑎
𝑛

(𝑚𝑜𝑑 𝑛)



5.1 素数的判别与求解
概率判别法

Lehmann等给出了以概率为标准的素数判别方法，给定整数p，判别它是否为
素数：

(1) 选择一个小于p的随机数a;

(2) 如果a与p不互素，则p为合数；

(3) 计算𝐽 ≡ 𝑎𝑝−1 𝑚𝑜𝑑 𝑝;

(4) 如果𝐽 ≠ 1或者-1，那么p为合数；

(5) 如果J = 1或者-1，那么p不是素数的可能性最多是50%;

重复k次实验，那么p不是素数的可能性不超过1/2𝑘。
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5.1 素数的判别与求解
概率判别法

利用Lehmann给出的素数判别法可以产生大的随机素数：

(1) 产生随机数p；

(2) 确定p不被较小的素数整除；

(3) 产生随机数a，利用上述算法检测p的素性，直到经过多次测试为止。
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作业5.1 

通过编程求500以内的所有素数

• 利用Eratosthenes筛法计算；

• 利用试除方法计算；

• 利用维路判别法计算；

• 利用概率判别法计算；

（统计上述四种方法的计算时间，判断哪一个更有效？）



作业5.2 素数的分布

• 将素数在数轴上标出来，观察素数的分布，试图通过以下实验进
行进一步的观察：

用𝜋(𝑛)表示不超过n的素数的个数，𝜋(𝑚, 𝑛)表示区间[m,n]内素数的
个数，试计算𝜋 100 , 𝜋 1000 , 𝜋 10000 ,以及𝜋 100，200 ,
𝜋 1000，1100 , 𝜋 10000，10100 .从计算结果上看，随着整数范
围的扩大，素数是越来越稀还是越来越密?
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5.2 生成素数公式

若干问题：

（1）能否找到一个正好生成全部素数的公式？

（2）否是存在单变量整系数的多项式，只生成素数并可以得到全部的素数？

（3）是否存在一个生成素数的多变量函数公式？

（4）能否找到一个虽不能给出全部但是能给出无穷多个素数（且只给出素数）
的公式？
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费尔马，欧拉，高斯……

√



5.2 生成素数公式

1640年费尔马在给Mersenne的信中指出，对所有的整数n，𝐹𝑛 = 22
𝑛
+ 1永远是素数

验证：

𝐹0 = 3, 𝐹1 = 5, 𝐹2 = 17, 𝐹3 = 257, 𝐹4 = 65537都是素数；

1732年，欧拉指出𝐹5 = 4294967297不是素数，并找出其因式分解。此后人们陆续发
现𝐹6, 𝐹7, 𝐹8都是合数。

德国数学家Gauss在他19岁时发现：𝐹𝑛与正多边形作图有紧密联系：一个正n边形可
用直尺与圆规作图的充要条件是𝑛 = 2𝑘或者𝑛 = 2𝑘𝑝1𝑝2…𝑝𝑟，其中𝑝1𝑝2…𝑝𝑟为不同的
费尔马数。
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5.2 生成素数公式

是否存在一个生成素数的多变量函数公式？

作为Hilbert第十个问题的一个推论，马蒂亚舍维奇证明了：

存在一个多元多项式𝑃(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)，其正值构成的集合恰好是
素数的全体。

后来经过众多数学家的努力，在1977年构造了一个具有26个变
量的25次的素数生成多项式。
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5.3 更多问题

Goldbach猜想（1742年）

每个不少于6的偶数都可以表示为两个奇素数的和；

每个不少于9的奇数都可以表示为三个奇素数的和；

两百多年来，无数科学家花费了无数心血都未能解决这一问题。
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5.3 更多问题

Goldbach猜想（1742年）

我国数学家陈景润的工作是迄今为止最好的结果：

他证明了：

任何一个充分大的偶数可以表示为一个素数与另两个素数的乘积和。

感兴趣的可以对10000以内的偶数进行验证。
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5.3 更多问题

大整数的素因子分解

将一个大整数分解为素因子的乘积是一件非常困难的事情。目前最

有效的素因子分解算法的运算量大约为𝑂(exp(𝑐𝐿
1

3 log 𝐿
2

3))其中L为
要分解的整数N的位数。

计算过于庞大，至今无人能分解费尔马数𝐹9.
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5.4 更多问题

完全数: 它的所有因子（除去它本身）之和等于该数，则该数称为完
全数。

完全数都有一些奇妙的特性：

• 每个完全数(除6外)可以表为几个连续的奇数立方之和，如28 = 13 + 33。

• 所有的完全数的倒数都是调和数。

• 所有的完全数都是三角形数。一定数目的点或圆在等距离的排列下可以形成一
个等边三角形，这样的数被称为三角形数。6=1+2+3；28=1+2+3+4+5+6+7；
496=1+2+3+...+30+31；8128=1+2+3…+126+127。
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5.4 更多问题

孪生素数：差为2的两个相邻的素数

一个问题：孪生素数是否有无穷多个？
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5.4 更多问题

Bertrand猜测

当n>3时，n与2n-2之间至少存在一个素数

清一色数的素性

由n个1组成的数11…1叫做清一色数。

当n为何值时，清一色数时素数？如果清一色数是合数，如何将其
做素因子分解？
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课堂总结
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作业5.1 

通过编程求500以内的所有素数

• 利用Eratosthenes筛法计算；

• 利用试除方法计算；

• 利用维路判别法计算；

• 利用概率判别法计算；

（统计上述四种方法的计算时间，判断哪一个更有效？）



作业5.2 素数的分布

• 将素数在数轴上标出来，观察素数的分布，试图通过以下实验进
行进一步的观察：

用𝜋(𝑛)表示不超过n的素数的个数，𝜋(𝑚, 𝑛)表示区间[m,n]内素数的
个数，试计算𝜋 100 , 𝜋 1000 , 𝜋 10000 ,以及𝜋 100，200 ,
𝜋 1000，1100 , 𝜋 10000，10100 .从计算结果上看，随着整数范
围的扩大，素数是越来越稀还是越来越密?
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Q&A?

下节课内容

实验六：概率

翟晓雅
Email: xiaoyazhai@ustc.edu.cn

Homepage: https://xiaoyazhai.github.io/

Lab: http://gcl.ustc.edu.cn/
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