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实验目的

• 通过图形加强对函数的认识与理解

• 掌握运用函数的图形来观察和分析函数的有关特性与变化趋势

• 建立数形结合的思想

• 了解函数图形的绘制方法和原理
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1. 函数及图像

• 泰勒级数

• 函数的升降，零点与极值

• 正弦函数的叠加

• 无极限的函数列
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1.1. 泰勒（Taylor）级数

（1）在同一个坐标系中画出同一个区间x∈[−𝜋, π]上的函数y=sin(x), y=0.8x, 
y=x与y=1.2x的图像

4

MATLAB: plot



1.1. 泰勒（Taylor）级数

试验不同的k的值，在同一个坐标系内画出原点附近某一区间上的之间𝑦 = 𝑘𝑥
与正弦曲线𝑦 = sin(𝑥)

5

观察具有哪一个斜率k的直线 𝑦 = 𝑘𝑥 与 𝑦 = sin(𝑥) 在原点的附近最接近？

这个𝑘值就是𝑦 = sin(𝑥)在𝑥 = 0时的导数。



1.1. 泰勒（Taylor）级数

• 能不能用二次函数的图像去跟着正弦曲线转弯，比直线能更好的
逼近正弦曲线？
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• 能不能用3次？5次？7次？函数的图像去跟着正弦曲线转弯，比
直线能更好的逼近正弦曲线？



1.1. 泰勒（Taylor）级数
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（2）在区间x∈[−𝜋, π]上的函数

多项式函数：

𝑦 = 𝑥 −
𝑥3

6

𝑦 = 𝑥 −
𝑥3

6
+

𝑥5

120

𝑦 = 𝑥 −
𝑥3

3!
+

𝑥5

5!
−

𝑥7

7!

正弦函数： 𝑦 = sin(𝑥)

MATLAB: factorial(n)

𝑦 = 𝑥 −
𝑥3

3!
+

𝑥5

5!
−

𝑥7

7!
 + ⋯ + −1 𝑘 𝑥2𝑘+1

2𝑘+1 !
+ … MATLAB: for循环使用



1.2.函数的升降、零点与极值

(1) 绘制𝑦 = 𝑥 −
𝑥3

6
及其导数 𝑦’ = 1 −

𝑥2

2
 的图像

• y’>0 ,y’ < 0时的图像升降情况？

• 当y’上升或者下降时y的图像的

  凹凸情况
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A

𝑦 = 𝑥 −
𝑥3

6 𝑦 ’ = 1 −
𝑥2

2
 

B 



1.2.函数的升降、零点与极值

（2）计算𝑦 = 𝑥 −
𝑥3

6
的根，极小值点，极大值点

9

𝑦 = 𝑥 −
𝑥3

6 𝑦 ’ = 1 −
𝑥2

2
 

MATLAB: roots(n) ->多项式求根

迭代原理：牛顿切线法

𝑎1 = 𝑎 −
𝑓(𝑎)

𝑓′(𝑎)

MATLAB: roots(n) -> fminbnd, fminsearch

语法：
[x,y]=fminbnd(h_fun,x1,x2,options)
[x,y]=fminbnd(‘funname’,x1,x2,options)



作业1.1：

• 设𝑓𝑘 𝑥 = 𝑥 −
𝑥3

3!
+

𝑥5

5!
+ ...+ −1 𝑘 𝑥2𝑘+1

2𝑘+1 !
.对n = 3,4,5,6,7,依次实

现牛顿切线法求出𝑓𝑘 𝑥  在𝑥 = 3附近的零点。并观察随着n的增

加，所求出的零点有何变化趋势？有何道理？
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1.3.正弦函数的叠加

（1）分别绘制区间x∈[−𝜋, π] 上的函数：

11

𝑦=sinx +
1

3
sin 3𝑥 , … , 𝑦 = σ

𝑚
𝑘 = 1

1

2𝑘−1
sin 2𝑘 − 1 𝑥, …

𝑦 = sin 𝑥 +
sin 3𝑥

3
+

sin 5𝑥

5
+

sin 7𝑥

7
+

sin 9𝑥

9
+ ⋯

不断增加m的上限，观察所得的函数的图像随着这个m值得增加得变化情

况和变化趋势。



1.3.正弦函数的叠加
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由于每一项
sin 𝑘𝑥

𝑘
 都以2π周期，经过求和之后得函数还是以2π为周期。

k=1 k=2 k=5



1.3.正弦函数的叠加
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由于每一项
sin 𝑘𝑥

𝑘
 都以2π周期，经过求和之后得函数还是以2π为周期。

当n值很大时，图像越来越接近于“方形”波。



1.3.正弦函数的叠加

14

𝑦 = sin 𝑥 +
sin 2𝑥

2
+

sin 3𝑥

3
+

sin 4𝑥

4
+

sin 5𝑥

5
+ ⋯

k=1 k=5 k=100



1.3.正弦函数的叠加
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由于函数1，sin(𝑘𝑥), cos(𝑘𝑥) (𝑘 = 1,2,3, … )都以2π为周期，他们的实系数的线性组合也是以2π

为周期的，其函数表示形式为： 

𝑓 𝑥 = 𝑏0 + 𝑎1 sin 𝑥 + 𝑏1 cos 𝑥 + ⋯

改变各个系数就得到各种不同形状的图像，那能不能得到所有的以2𝝅为周期的图像？

结论：只要f(x)不要不连续，都可以！



1.3.正弦函数的叠加

16

将以2𝜋为周期的函数𝑓(𝑥)展开如下形式：

𝑓 𝑥 = 𝑏0 + ෍

k=1

∞

(𝑎𝑘 sin 𝑘𝑥 + 𝑏𝑘 𝑐𝑜𝑠 𝑘𝑥 )

的无穷级数形式，成为Fourier级数。

一个简单的例子：声音由震动产生。乐音也可以用周期函数来描述，并且也可以作Fourier分解。



1.4.无极限的函数列

（1）在区间[-1,1]上作出函数𝑦 = sin(
1

𝑥
)的图像，观察当x→0时的图像

17

[-1,1] [-0.1,0.1]

y = NaN!



1.4.无极限的函数列

（2）从以上曲线选取3000个点，并将其绘制在同一个坐标系中。

18[0,1] [0,0.004]



1.4.无极限的函数列

一些问题：

• 该图呈现出来的是什么曲线？

• 能写出函数关系式吗？

• 即使不能写出关系式，能否把某一条

先单独列出来？

• 哪些点组成了一条线？
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1.4.无极限的函数列

判断一点𝐴𝑘(
1

𝑘
, sin 𝑘)距离最近的是哪一点？

20

• 距离𝐴𝑘(
1

𝑘
, sin 𝑘)最近的是不是𝐴𝑘+1

1

𝑘+1
, sin 𝑘 + 1 ?

• 计算𝐴𝑘(
1

𝑘
, sin 𝑘)与𝐴𝑚

1

𝑚
, sin 𝑚 的距离

𝑑 𝑘, 𝑚 = (
1

𝑘
−

1

𝑚
)2+(sin 𝑘 − sin 𝑚)2

𝐴𝑘±44与𝐴𝑘接近！



作业1.2：

• 判断一点𝐴𝑘(
1

𝑘
, sin 𝑘)距离最近的是哪一点？

• 根据最近点绘制一系列的曲线
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1.5.无穷乘积

若知道一个多项式𝑓 𝑥 = 𝑎𝑛𝑥𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥𝑛−1 + ⋯ + 𝑎1𝑥 + 𝑎0的全部

n个根𝑥1, … , 𝑥𝑛, 则𝑓 𝑥 可以分解为一次因式的乘积形式：

𝑓 𝑥 = 𝑎𝑛 𝑥 − 𝑥1 𝑥 − 𝑥2 … (𝑥 − 𝑥𝑛)

Sin(x) 全部跟𝑘𝜋 𝑘 ∈ 𝜋 都知道，能不能将sin(x)写成

sin 𝑥 = 𝑎𝑥 𝑥 − 𝜋 (𝑥 + 𝜋) 𝑥 − 2𝜋 (𝑥 + 2𝜋) … (𝑥 − 𝑘𝑥)(𝑥 + 𝑘𝜋)
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1.5.无穷乘积

假如从sin 𝑥 的所有根中取出有限个：0, ±𝜋, ±2𝜋, ±3𝜋, … , ±𝑛𝜋

以这些数为根构建一个多项式𝑓𝑛 𝑥 使它的一次项系数为1：

𝑓𝑛 𝑥 = 𝑥 1 −
𝑥2

𝜋2 1 −
𝑥2

22𝜋2 … 1 −
𝑥2

𝑛2𝜋2

𝑓𝑛 𝑥 = 𝑥 1 −
𝑥2

𝜋2 1 −
𝑥2

22𝜋2 … 1 −
𝑥2

𝑛2𝜋2 …

令𝑛 → ∞，变成一个无穷乘积



1.5.无穷乘积
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𝑓 𝑥 =  sin(𝑥)

𝑓𝑛 𝑥 = 𝑥 1 −
𝑥2

𝜋2 1 −
𝑥2

22𝜋2 … 1 −
𝑥2

𝑛2𝜋2

绘制下述函数，观察n逐渐增大时的

n = 5 n = 50 n = 1000



2.数e

• 常数对数 （lg N）& 自然对数 （ln N  e=2.71828…）

   指数函数，对数函数，双曲函数都离不开e

• 早在15，16世纪，随着天文和航海等技术研究的广泛开展，解决
天文计算的困难成了当时最紧迫的任务。

如何把大数的乘、除、乘方、开方运算转化为加减运算？



2.数e

• 1544年，德国数学家斯菲尔德《整数算数》中列出了等差数列和
等比数列的关系：

𝑥 = … , −3, −2, −1, 0 , 1, 2, 3 …

𝑦 = … ,
1

8
,

1

4
, 

1

2
,1,2,4,8,16,32,64, …

上行的加，减，乘，除，分别对应着下行的乘，除，乘方和开方

但是该列表只能做偶数及
𝟏

𝟐
的整数幂有关的计算



2.数e

• 对数→ 公元17世纪苏格兰数学家纳皮尔(J. Napier)为了简化天文

数据的计算，历史上第一个给对数命名并公布对数表

• 假如以10为底，则对数表为（𝑎𝑥 = 𝑦, a= 10）

幂（真数）y 1 10 100 1000 …

指数（对数/假数）x 0 1 2 3 …

真数之间的差距太大！导致过多数无法查表！



2.数e

• 为了克服上述缺点，使表中相邻的两个真数尽量接近，取对数的
底尽量接近1. 

• 𝑎𝑥 = 𝑦, a = 1.001

28

MATLAB
以e为底：log(N)
以10为底：log10(N)
以2为底：log2(N)

幂（真数）y 1 1.001 1.002 1.003 …

指数（对数/假数）x 0 1 2 3 …

如何计算以10为底2的对数，lg(2)? 

瑞士钟表制造商比尔吉于1620年《算数与几何级数表》公布了对数表



2.数e
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比尔吉取 𝑎 = 1.0001, 对应于两个相邻指数y和y+1的真数的值为：

算出对应于y的x值后，要计算对应于y+1的值，只要加上
𝑥

104，也就是 𝑦 = 104 ෤𝑦

𝑎𝑥 = 𝑦

𝑥 = (1.0001)𝑦 和𝑥 + ∆𝑥 = (1.0001)𝑦+1

∆𝑥 = (1.0001)𝑦+1 - (1.0001)𝑦=
𝑥

104

𝑥 = (1.0001)𝑦= [(1.0001)104
] ෤𝑦

此时，对数的底数取 (1.0001)104



2.数e
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𝑎𝑥= 𝑦 , 𝑎 = 1.0001

𝑥 = (1.0001)𝑦= [(1.0001)104
] ෤𝑦

在比尔吉的对数底数中，以n代替104，并令n趋于无穷大，得到微积分中一个重

要的极限：

𝑒 = lim
𝑛→∞

(1 +
1

𝑛
)𝑛

1683年，瑞士数学家雅各·伯努利考察了连续复利问题考察了上式的极限，

利用二项式定理，指出这个极限值介于2与3之间。

这是对e的近似值的首次估计。

一个有理数列的极限可以是一个无理数



2.数e
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1683年，瑞士数学家雅各·伯努利是数学史上第一次用极限定义一个数。

1731年，欧拉给哥德巴赫的一封信中首次公开了常数e。

常数e被广泛用在复利问题，人口增长问题，放射性物质衰变问题等

欧拉还发现数学上一个重要的公式：𝒆𝝅𝒊 = −𝟏



3. 积分与自然对数

𝑦 = 𝑓(𝑥) = 1/𝑥 图像与𝑥轴，𝑥 = 1, 𝑥 = 𝑎 所围的面积𝑆(𝑎)， 即定积分 න
1

𝑎 1

𝑥
𝑑𝑥

当𝑎 = 2时，将自变量区间分成𝑛等分，每份长度为
1

𝑛
 ， 插入的分点是 𝑥𝑘 = 1 +

𝑘

𝑛
(1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 1)。

1/𝑥

面积积分上限 面积积分下限



3. 积分与自然对数

33面积积分上限 面积积分下限

𝑆𝑘的上边界曲线𝑦 =
1

𝑥
在区间 𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘 . 最大高度为

1

𝑥𝑘−1
=

n

𝑛+k−1
， 最小高度为

1

𝑥𝑘
=

𝑛

𝑛+𝑘
 , 因此：

෍
n

= ෍

𝑘=1

𝑛
1

𝑛 + 𝑘 − 1
> 𝑆 2 > 𝜎𝑛 = ෍

𝑘=1

𝑛
1

𝑛 + 𝑘
෍

𝑛
−𝜎𝑛 =

1

2𝑛

σ𝑛 称为 大和

𝜎𝑛 成为小和



作业1.3：

（1）对𝑛 = 10𝑚 (𝑚 = 3,4,5,6) 用MATLAB中的sum语句计算“大和” σ𝑛

与小和𝜎𝑛 以及他们的平均值，观察他们的变化趋势，得出S(2)的近似值。

再用求积分语句计算S(2), 将两者的结果进行比较。

（2）画出函数𝑆(𝑥) = 1׬

𝑥 1

𝑡
𝑑𝑡 在区间 0.1, 10 上的图像，并利用牛顿切线

法求解该函数的根，观察与自然对数有何关系？

34



4.调和数列

自然数的倒数组成的数列：1,
1

2
,
1

3
, … ,

1

𝑛
, … 𝐻(𝑛) = ෍

𝑘=1

𝑛
1

𝑘

假如将它们依次连接成光滑曲线，像

是什么函数图像？



4.调和数列

观察发现点集𝑡 = 𝑛, 𝐻 𝑛 1 ≤ 𝑛 ≤ 100 连成的曲线与 𝑦 = ln(𝑥) 的曲线

并不重合，但是趋于平行？
𝐶 n = 𝐻 𝑛 − ln 𝑛 

C1 = (𝑛, 𝐻 𝑛 − ln 𝑛) C2 = (𝑛, 𝐻 𝑛 − ln(𝑛 + 1))

C1

C2

ln 𝑛



4.调和数列 𝐶 = lim
𝑛→∞

(1 +
1

2
+

1

3
+ ⋯ +

1

𝑛
− ln 𝑛)

C2 = 𝐻 𝑛 − ln 𝑛 + 1

C1 = 𝐻 𝑛 − ln 𝑛

C1

C2

由于当𝑛 → ∞时，𝐶1 − 𝐶2 = ln 1 +
1

𝑛
趋于0，因此𝐶1, 𝐶2趋于同一个极限。

=0.5772156649

欧拉常数



总结
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作业1.1：

• 设𝑓𝑘 𝑥 = 𝑥 −
𝑥3

3!
+

𝑥5

5!
+ ...+ −1 𝑘 𝑥2𝑘+1

2𝑘+1 !
.对n = 3,4,5,6,7,依次实

现牛顿切线法求出𝑓𝑘 𝑥  在𝑥 = 3附近的零点。并观察随着n的增

加，所求出的零点有何变化趋势？有何道理？
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作业1.2：

• 判断一点𝐴𝑘(
1

𝑘
, sin 𝑘)距离最近的是哪一点？

• 根据最近点绘制一系列的曲线

40



作业1.3：

（1）对𝑛 = 10𝑚 (𝑚 = 3,4,5,6) 用MATLAB中的sum语句计算“大和” σ𝑛

与小和𝜎𝑛 以及他们的平均值，观察他们的变化趋势，得出S(2)的近似值。

再用求积分语句计算S(2), 将两者的结果进行比较。

（2）画出函数𝑆(𝑥) = 1׬

𝑥 1

𝑡
𝑑𝑡 在区间 0.1, 10 上的图像，并利用牛顿切线

法求解该函数的根，观察与自然对数有何关系？

41



Q&A?

下节课内容

实验二: 圆周率𝜋的计算

翟晓雅
Email: xiaoyazhai@ustc.edu.cn

Homepage: https://xiaoyazhai.github.io/

Lab: http://gcl.ustc.edu.cn/

42
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