
2023-2024学年 线性代数 B1 期中 
一、填空 

1. (1,1,1), (1,2,3), (2,4, 𝑎) 线性相关，则 𝑎 = 6 

2. ቀ
2 3
4 5

ቁ 𝑋 = ቀ
1 2
3 4

ቁ 解为 ቀ 2 1
−1 0

ቁ 

3. 𝑎ଵ = (1,3,5), 𝑎ଶ = (2,4,6), 𝑎ଷ = (3,2,0) 则 (13,32,52) = 2𝑎ଵ + 7𝑎ଶ + (−1)𝑎ଷ 

4. ൭
1 0 1 −4

−1 −3 −4 −2
2 −1 4 4

൱ 相抵标准型为 ൭
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

൱ 

5. {(1 − 𝑥)ଶ, 2𝑥(1 − 𝑥), 𝑥ଶ} 到标准基 {1, 𝑥, 𝑥ଶ} 的矩阵为 ቌ
1 0 0

1
ଵ

ଶ
0

1 1 1

ቍ 

6. 𝐴 = ൭
0 −1 0
1 0 0
0 0 −1

൱ , 𝑃 = ൭
2 0 2
3 1 1
2 5 7

൱ , 𝐵 = 𝑃ିଵ𝐴𝑃 则 𝑃𝐵ଶ଴ଶଷ𝑃ିଵ − 𝐴ଶ = ൭
1 1 0

−1 1 0
0 0 −2

൱ 

二、判断 

1. 𝑛 ≥ 2,𝑎ଵ − 𝑎ଶ, 𝑎ଶ − 𝑎ଷ, … , 𝑎௡ିଵ − 𝑎௡ , 2(𝑎௡ − 𝑎ଵ) 总是相关 (True) 

2. ൭
1 2 3
5 5 5
6 7 8

൱ , ൭
4 9 2
3 5 7
8 1 6

൱ 不相抵 (True) 

3. 3阶非零方阵 𝐴, 𝐴∗ = −𝐴்,则 det 𝐴 < 0 (True) 
4. 6x4 矩阵 𝐴 = (𝑎ଵ, 𝑎ଶ, 𝑎ଷ, 𝑎ସ), 𝐴𝑥 = 0 基础解系 (6,5,8,3)(2,0,2,3) 则 𝑎ସ 不能被 𝑎ଶ, 𝑎ଷ 线性表
示 (False) 

三、方程组 ൝
𝑥ଵ + 3𝑥ଶ − 𝑥ଷ = 1

2𝑥ଵ + 2𝜆𝑥ଶ − 10𝑥ଷ = 0

3𝑥ଵ + 8𝑥ଶ + (𝜆 − 3) = 4
. 

(1) 𝜆 是多少，无解？(-1) 
(2) 𝜆 是多少，无穷组解？并写出通解 (4) (4, −1,0)் + 𝑡(−11,4,1)் 
(3) 𝜆 是多少，唯一解？(不是-1,4) 

四、𝐴 = ൮

4 + 𝑥 4 4 4
3 3 + 𝑥 3 3
2 2 2 + 𝑥 2
1 1 1 1 + 𝑥

൲ . 𝑥 > 0. 求 det 𝐴 , 𝐴ିଵ 

𝐴ିଵ =
1

𝑥(𝑥 + 10)
൮

𝑥 + 6 −4 −4 −4
−3 𝑥 + 7 −3 −3
−2 −2 𝑥 + 8 −2
−1 −1 −1 𝑥 + 9

൲ , det 𝐴 = 𝑥ସ + 10𝑥ଷ 

五、给定 𝑛 个不同的实数 𝑥௜,已知存在不超过 2𝑛 − 1 次的多项式 𝑓ଵ, … , 𝑓௡, 𝑔ଵ, … , 𝑔௡, 

𝑓௞(𝑥௜) = 𝑔௞
ᇱ (𝑥௜) = ൜

1, 𝑘 = 𝑖
0, 𝑘 ≠ 𝑖

, 𝑓௞
ᇱ(𝑥௜) = 𝑔௞(𝑥௜) = 0 



(1) 证明 𝑆 = {𝑓ଵ, … , 𝑓௡ , 𝑔ଵ, … , 𝑔௡} 是一组基 
（简证：考虑 ∑(𝑎௜𝑓௜ + 𝑏௜𝑔௜) = 0,代入 𝑥௜ 或求导后代入，得到 𝑎௜ = 𝑏௜ = 0 ） 

(2) 求 𝑞(𝑥) = 𝑥௡ + 23 在 𝑆 的坐标 (𝑥ଵ
௡ + 23, … , 𝑥௡

௡ + 23, 𝑛𝑥ଵ
௡ିଵ, … , 𝑛𝑥௡

௡ିଵ) 
(3) 𝑛 = 2. 求 𝑆 

𝑓ଵ(𝑥) = −
2

(𝑥ଵ − 𝑥ଶ)ଷ
(𝑥 − 𝑥ଶ)ଶ ൬𝑥 −

3𝑥ଵ − 𝑥ଶ

2
൰ 

𝑓ଶ(𝑥) = −
2

(𝑥ଶ − 𝑥ଵ)ଷ
(𝑥 − 𝑥ଵ)ଶ ൬𝑥 −

3𝑥ଶ − 𝑥ଵ

2
൰  

𝑔ଵ(𝑥) =
1

(𝑥ଵ − 𝑥ଶ)ଶ
(𝑥 − 𝑥ଶ)ଶ(𝑥 − 𝑥ଵ) 

𝑔ଶ(𝑥) =
1

(𝑥ଵ − 𝑥ଶ)ଶ
(𝑥 − 𝑥ଵ)ଶ(𝑥 − 𝑥ଶ) 

六、𝐴, 𝐵, 𝐶 为 𝑛 阶方阵，证明  

∃𝑋, 𝑌, 𝑋𝐴 − 3𝐵𝑌 = 𝐶 ⇔ ቀ
𝐴 0
𝐶 𝐵

ቁ ~ ቀ
𝐴 0
0 𝐵

ቁ 

左边推右边，用初等变换就可以了 

ቀ
𝐴 0
𝐶 𝐵

ቁ ~ ቀ
𝐴 0

𝐶 − 𝑋𝐴 + 3𝐵𝑌 𝐵
ቁ = ቀ

𝐴 0
0 𝐵

ቁ 

现在看看右边推左边，设 

𝑃ଵ𝐴𝑃ଶ = ቀ
𝐼ଵ 0
0 0

ቁ , 𝑄ଵ𝐵𝑄ଶ = ቀ
𝐼ଶ 0
0 0

ቁ , 𝑄ଵ𝐶𝑃ଶ = ቀ
𝑈 𝑉
𝑊 𝑆

ቁ. 

则 

൬
𝑃ଵ 0
0 𝑄ଵ

൰ ቀ
𝐴 0
𝐶 𝐵

ቁ ൬
𝑃ଶ 0
0 𝑄ଶ

൰ = ൮

𝐼ଵ 0 0 0
0 0 0 0
𝑈 𝑉 𝐼ଶ 0
𝑊 𝑆 0 0

൲ ~ ൮

𝐼ଵ 0 0 0
0 0 0 0
0 0 𝐼ଶ 0
0 𝑆 0 0

൲ 

故由 ቀ𝐴 0
𝐶 𝐵

ቁ ~ ቀ
𝐴 0
0 𝐵

ቁ 得到 𝑆 = 0. 现在令 

𝑋 = 𝑄ଵ
ିଵ ቀ

𝑈 0
𝑊 0

ቁ 𝑃ଵ, 𝑌 =
1

3
𝑄ଶ ቀ

0 −𝑉
0 0

ቁ 𝑃ଶ
ିଵ 

𝑋𝐴 − 3𝐵𝑌 = 𝑄ଵ
ିଵ ቀ

𝑈 0
𝑊 0

ቁ 𝑃ଵ𝐴𝑃ଶ𝑃ଶ
ିଵ − 𝑄ଵ

ିଵ𝑄ଵ𝐵𝑄ଶ ቀ
0 −𝑉
0 0

ቁ 𝑃ଶ
ିଵ 

= 𝑄ଵ
ିଵ ቀ

𝑈 0
𝑊 0

ቁ ቀ
𝐼ଵ 0
0 0

ቁ 𝑃ଶ
ିଵ − 𝑄ଵ

ିଵ ቀ
𝐼ଶ 0
0 0

ቁ ቀ
0 −𝑉
0 0

ቁ 𝑃ଶ
ିଵ 

= 𝑄ଵ
ିଵ𝑄ଵ𝐶𝑃ଶ𝑃ଶ

ିଵ = 𝐶 


