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一、15% 

解：以角度为广义坐标。平衡时，小球到圆心连线之间的夹角为120°。 

设微振动坐标为𝜃1, 𝜃2, 𝜃3。 

系统的动能 

𝑇 =
1

2
𝑚𝑎2(𝜃̇1

2 + 𝜃̇2
2 + 𝜃̇3

2) 

势能 

𝑉 =
1

2
𝑘𝑎2{(𝜃1 − 𝜃2)

2 + (𝜃2 − 𝜃3)
2 + (𝜃3 − 𝜃1)

2} 

=
1

2
𝑘𝑎2{2𝜃1

2 + 2𝜃2
2 + 2𝜃3

2 − 2𝜃1𝜃2 − 2𝜃1𝜃3 − 2𝜃2𝜃3} 

惯性矩阵 

𝑀 = 𝑚𝑎2 (
1 0 0
0 1 0
0 0 1

) 

3分；只写 T，未能写出 M的 2分 

刚度矩阵 

𝐾 = 𝑘𝑎2 (
2 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 2

) 

3分；只写 V，未能写出 K的 2分 

广义特征方程 

𝐾𝑥⃗ = 𝜔2𝑀𝑥⃗ 
3分 

广义特征值 

det(𝐾 − 𝜔2𝑀) = 0 ⟹ ω2 = 0,
3𝑘

𝑚
 

3分 

广义特征矢 
(1,1,1)𝑇 , (1, −1,0)𝑇, (1,0, −1)𝑇 

施密特正角化，（𝑥⃗2和𝑥⃗3不唯一） 

𝑥⃗1 =
1

√3𝑚𝑎
(1,1,1)𝑇, 𝑥⃗2 =

1

√2𝑚𝑎
(1,−1,0)𝑇 , 𝑥⃗3 =

1

√6𝑚𝑎
(1,1,−2)𝑇 

模态矩阵 

𝐴 = (𝑥⃗1, 𝑥⃗2, 𝑥⃗3) =
1

√6𝑚𝑎
(
√2 √3 1

√2 −√3 1

√2 0 −2

) 

逆矩阵 

𝐴−1 = 𝐴𝑇𝑀 =
√𝑚𝑎

√6
(
√2 √2 √2

√3 −√3 0
1 1 −2

) 

简正坐标 

𝜉 = 𝐴−1𝜂 =
√𝑚𝑎

√6
(
√2 √2 √2

√3 −√3 0
1 1 −2

)(

𝜃1
𝜃2
𝜃3

) =

(

 
 
 
 
 

√𝑚𝑎

√3
(𝜃1 + 𝜃2 + 𝜃3)

√𝑚𝑎

√2
(𝜃1 − 𝜃2)

√𝑚𝑎

√6
(𝜃1 + 𝜃2 − 𝜃3))

 
 
 
 
 

 

简正坐标归一化常数可自由约定；第二、第三个简正坐标的表达式不唯一。 

简正模式 3分；为正角化得 1分  
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二、20% 

解：（1）费马原理的拉氏函数是 

𝐿 = 𝑛
𝑑𝑠

𝑑𝑧
= 𝑛0√(1 − 𝛼

2𝑟2)(𝑟′2 + 𝑟2𝜃′2 + 1) 

4分 

（2）广义动量𝑝𝜃守恒， 

𝑝𝜃 =
𝜕𝐿

𝜕𝜃′
= 𝑛0√

1 − 𝛼2𝑟2

𝑟′2 + 𝑟2𝜃′2 + 1
𝑟2𝜃′ 

2分 

广义能量守恒， 

𝑝𝑟 = 𝑛0√
1 − 𝛼2𝑟2

𝑟′2 + 𝑟2𝜃′2 + 1
𝑟′ 

⟹ 𝐸 = 𝑝𝑟𝑟
′ + 𝑝𝜃𝜃

′ − 𝐿 = −𝑛0√
1 − 𝛼2𝑟2

𝑟′2 + 𝑟2𝜃′2 + 1
 

2分 

本小题共 4分 

（3）等效拉氏函数是 

𝐿eff = 𝐿 − 𝑝𝜃𝜃
′ = 𝑛0√1 − 𝛼

2𝑟2
𝑟′2 + 1

√𝑟′2 + 𝑟2𝜃′2 + 1
 

2分 

消去𝑟2𝜃′2， 

𝑝𝜃 = 𝑛0√
1 − 𝛼2𝑟2

𝑟′2 + 𝑟2𝜃′2 + 1
𝑟2𝜃′ ⟹

𝑟2𝜃′2

𝑟′2 + 𝑟2𝜃′2 + 1
=

𝑝𝜃
2

𝑛0
2(1 − 𝛼2𝑟2)𝑟2

 

⟹√
𝑟′2 + 1

𝑟′2 + 𝑟2𝜃′2 + 1
= √

𝑛0
2(1 − 𝛼2𝑟2)𝑟2 − 𝑝𝜃

2

𝑛0
2(1 − 𝛼2𝑟2)𝑟2

 

⟹ 𝐿eff = √𝑛0
2(1 − 𝛼2𝑟2) −

𝑝𝜃
2

𝑟2
√𝑟′2 + 1 

2分 

本小题共 4分 

（4）前面已得 

𝐻 = 𝑝𝑟𝑟
′ + 𝑝𝜃𝜃

′ − 𝐿 = −𝑛0√
1 − 𝛼2𝑟2

𝑟′2 + 𝑟2𝜃′2 + 1
 

2分 

利用前面的结论作变量替换， 

{
 
 

 
 𝑟2𝜃′2

𝑟′2 + 𝑟2𝜃′2 + 1
=

𝑝𝜃
2

𝑛0
2(1 − 𝛼2𝑟2)𝑟2

𝑟′2

𝑟′2 + 𝑟2𝜃′2 + 1
=

𝑝𝑟
2

𝑛0
2(1 − 𝛼2𝑟2)

⟹
𝑟′2 + 𝑟2𝜃′2

𝑟′2 + 𝑟2𝜃′2 + 1
=

1

𝑛0
2(1 − 𝛼2𝑟2)

(𝑝𝑟
2 +

𝑝𝜃
2

𝑟2
) 

⟹
1

𝑟′2 + 𝑟2𝜃′2 + 1
=

1

𝑛0
2(1 − 𝛼2𝑟2)

(𝑛0
2(1 − 𝛼2𝑟2) − 𝑝𝑟

2 −
𝑝𝜃
2

𝑟2
) 

𝐻 = −√𝑛0
2(1 − 𝛼2𝑟2) − 𝑝𝑟

2 −
𝑝𝜃
2

𝑟2
 

2分 

正则方程 
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𝑟′ =
𝑝𝑟

√𝑛0
2(1 − 𝛼2𝑟2) − 𝑝𝑟

2 −
𝑝𝜃
2

𝑟2

, 𝑝𝑟
′ =

1

√𝑛0
2(1 − 𝛼2𝑟2) − 𝑝𝑟

2 −
𝑝𝜃
2

𝑟2

(
𝑝𝜃
2

𝑟3
− 𝑛0

2𝛼2𝑟) 

𝜃′ =
1

√𝑛0
2(1 − 𝛼2𝑟2) − 𝑝𝑟

2 −
𝑝𝜃
2

𝑟2

𝑝𝜃
𝑟
, 𝑝𝜃

′ = 0 

4分,每个方程 1分 

 

三、20% 

解：（1）触地点的坐标是 

𝑟𝐴 = (𝑥, 𝑦, −𝑎)
𝑇 , 𝑟𝐶𝐴 = (0,0,−𝑎)

𝑇 

𝑣⃗𝐴 = 𝜔⃗⃗⃗ × 𝑟𝐶𝐴 + 𝑣⃗𝐶 = |

𝑒𝑥 𝑒𝑦 𝑒𝑧

cos𝜙 𝜃̇ + sin𝜙 sin 𝜃 𝜓̇ sin𝜙 𝜃̇ − cos𝜙 sin 𝜃 𝜓̇ 𝜙̇ + cos 𝜃 𝜓̇
0 0 −𝑎

| + (
𝑥̇
𝑦̇
0
) 

= (

𝑥̇ − 𝑎(sin𝜙 𝜃̇ − cos𝜙 sin 𝜃 𝜓̇)

𝑦̇ + 𝑎(cos𝜙 𝜃̇ + sin𝜙 sin 𝜃 𝜓̇)

0

) 

2分 

约束方程是 

{
𝑥̇ − 𝑎(sin𝜙 𝜃̇ − cos𝜙 sin 𝜃 𝜓̇) = 0

𝑦̇ + 𝑎(cos𝜙 𝜃̇ + sin𝜙 sin 𝜃 𝜓̇) = 0
 

虚位移满足的约束方程 

{
𝛿𝑥 − 𝑎(sin𝜙 𝛿𝜃 − cos𝜙 sin 𝜃 𝛿𝜓) = 0

𝛿𝑦 + 𝑎(cos𝜙 𝛿𝜃 + sin𝜙 sin 𝜃 𝛿𝜓) = 0
 

4分；每个约束 2分 

（2）拉格朗日函数是 

𝐿 = 𝑇 =
1

2
⋅
2

5
𝑚𝑎2 ⋅ 𝜔⃗⃗⃗2 +

1

2
𝑚𝑣⃗𝐶

2 

=
1

5
𝑚𝑎2 {(cos𝜙 𝜃̇ + sin𝜙 sin 𝜃 𝜓̇)

2
+ (sin𝜙 𝜃̇ − cos𝜙 sin 𝜃 𝜓̇)

2
+ (𝜙̇ + cos 𝜃 𝜓̇)

2
}

+
1

2
𝑚(𝑥̇2 + 𝑦̇2) 

=
1

5
𝑚𝑎2{𝜙̇2 + 𝜃̇2 + 𝜓̇2 + 2 cos 𝜃 𝜙̇𝜓̇} +

1

2
𝑚(𝑥̇2 + 𝑦̇2) 

6分 

平动项 2分，转动项 4分 

（3）由达朗贝尔原理，并利用约束方程消去𝛿𝑥, 𝛿𝑦， 
𝑚𝑎𝑥̈(sin𝜙 𝛿𝜃 − cos𝜙 sin 𝜃 𝛿𝜓) − 𝑚𝑎𝑦̈(cos𝜙 𝛿𝜃 + sin𝜙 sin 𝜃 𝛿𝜓)

+
2

5
𝑚𝑎2𝛿𝜙

𝑑

𝑑𝑡
(𝜙̇ + cos 𝜃 𝜓̇) +

2

5
𝑚𝑎2(𝜃̈ + sin 𝜃 𝜙̇𝜓̇)𝛿𝜃

+
2

5
𝑚𝑎2𝛿𝜓

𝑑

𝑑𝑡
(𝜓̇ + cos 𝜃 𝜙̇) = 0 

2分 

{
 
 

 
 
2

5
𝑚𝑎2

𝑑

𝑑𝑡
(𝜙̇ + cos 𝜃 𝜓̇) = 0

2

5
𝑚𝑎2(𝜃̈ + sin 𝜃 𝜙̇𝜓̇) + 𝑚𝑎𝑥̈ sin𝜙 −𝑚𝑎𝑦̈ cos𝜙 = 0

2

5
𝑚𝑎2

𝑑

𝑑𝑡
(𝜓̇ + cos 𝜃 𝜙̇) − 𝑚𝑎𝑥̈ cos𝜙 sin 𝜃 −𝑚𝑎𝑦̈ sin𝜙 sin 𝜃 = 0

 

6分；每个式子 2分 

 

四、15% 

解：（1）有多种解法。利用可积条件， 
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𝑑𝑝 ∧ 𝑑𝑞 = 𝑑 (
𝑄

𝑃
) ∧ 𝛼𝑑(𝑃2) = 2𝛼𝑑𝑄 ∧ 𝑑𝑃 

当α = 1 2⁄ 是正则变换。 

3分 

（2） 

𝑑𝐹 = 𝑝𝑑𝑞 − 𝑃𝑑𝑄 =
1

2
𝑃2𝑑 (

𝑄

𝑃
) − 𝑃𝑑𝑄 = −

1

2
𝑃𝑑𝑄 −

1

2
𝑄𝑑𝑃 ⟹ 𝐹 = −

1

2
𝑃𝑄 

2分 

𝐹2(𝑡, 𝑞, 𝑃) = 𝐹 + 𝑃𝑄 =
1

2
𝑃𝑄 =

1

2
𝑃 ⋅ 𝑃𝑞 =

1

2
𝑃2𝑞 

2分 

（3） 

𝐾 = 𝐻 +
𝜕𝐹2
𝜕𝑡

= 𝑝(𝑞2+ 1) =
1
2
𝑃2 (

𝑄2

𝑃2
+1) =

1
2
(𝑃2 +𝑄2) 

⟹ 𝑄̇ = 𝑃, 𝑃̇ = −𝑄̇ 
5分；哈密顿量 1分，方程各 2分 

（4） 

𝑄 = ±√2𝑝𝑞, 𝑃 = ±√2𝑝 

𝐹1(𝑞, 𝑄, 𝑡)：
𝜕𝑄

𝜕𝑝
≠ 0，存在; 

𝐹3(𝑝, 𝑄, 𝑡)：
𝜕𝑄

𝜕𝑞
≠ 0，存在; 

𝐹4(𝑝, 𝑃, 𝑡)：
𝜕𝑃

𝜕𝑞
= 0，不存在。 

3分；每个判断 1分 

 

五、15% 

解：（1） 
𝑝𝑟 = 𝑚𝑟̇ 

𝑝𝜃 = 𝑚𝑟2𝜃̇ 

𝑝𝜙 = 𝑚𝑟
2 sin2 𝜃 𝜙̇ 

𝐻 = 𝑝𝑟𝑟̇ + 𝑝𝜃𝜃̇ + 𝑝𝜙𝜙̇ − 𝐿 =
1

2𝑚
(𝑝𝑟

2 +
𝑝𝜃
2

𝑟2
+

𝑝𝜙
2

𝑟2 sin2 𝜃
) +

1

2
𝑘𝑟2 

4分 

（2） 

𝑑

𝑑𝑡
𝐽2 = [𝐽2, 𝐻] = [𝑝𝜃

2 + 𝑝𝜙
2𝐴(𝜃),

1

2𝑚
(𝑝𝑟

2 +
𝑝𝜃
2

𝑟2
+

𝑝𝜙
2

𝑟2 sin2 𝜃
) +

1

2
𝑘𝑟2] 

= [𝑝𝜃
2 + 𝑝𝜙

2𝐴(𝜃),
1

2𝑚
(
𝑝𝜃
2

𝑟2
+

𝑝𝜙
2

𝑟2 sin2 𝜃
)] 

= [𝑝𝜃
2,

1

sin2 𝜃
]
𝑝𝜙
2

2𝑚𝑟2
+ [𝐴(𝜃),𝑝𝜃

2]
𝑝𝜙
2

2𝑚𝑟2
= 0 

3分 

⟹ [𝑝𝜃
2, 𝐴(𝜃)−

1

sin2 𝜃
] = 0⟹

𝜕

𝜕𝜃
{𝐴(𝜃)−

1

sin2 𝜃
} = 0 

⟹ 𝐴(𝜃) =
1

sin2 𝜃
+ 𝑐, 𝑐 ∈ ℝ 

2分 

（3） 

𝛿𝑟 = 𝜖[𝑟, 𝐽2] = 𝜖[𝑟, 𝑝𝜃
2 + 𝑝𝜙

2𝐴(𝜃)] = 0 

𝛿𝜃 = 𝜖[𝜃, 𝑝𝜃
2 + 𝑝𝜙

2𝐴(𝜃)] = 𝜖[𝜃, 𝑝𝜃
2] = 2𝜖𝑝𝜃 

𝛿𝜙 = 𝜖[𝜙, 𝑝𝜃
2 + 𝑝𝜙

2𝐴(𝜃)] = 𝜖[𝜙, 𝑝𝜙
2𝐴(𝜃)] = 2𝑝𝜙𝐴(𝜃) 

𝛿𝑝𝑟 = 𝜖[𝑝𝑟 , 𝑝𝜃
2 + 𝑝𝜙

2𝐴(𝜃)] = 0 
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𝛿𝑝𝜃 = 𝜖[𝑝𝜃 , 𝑝𝜃
2 + 𝑝𝜙

2𝐴(𝜃)] = 𝜖𝑝𝜙
2 [𝑝𝜃 , 𝐴(𝜃)] = −𝜖𝑝𝜙

2 𝜕𝐴(𝜃)

𝜕𝜃
= 2𝜖𝑝𝜙

2 cos 𝜃

sin3 𝜃
 

𝛿𝑝𝜙 = 𝜖[𝑝𝜙 , 𝑝𝜃
2 + 𝑝𝜙

2𝐴(𝜃)] = 0 

6分；每个式子 1 分 

 

六、15% 

解：设单摆的悬挂点距离平板的边缘距离为𝑙，则拉氏函数是 

𝐿 =
1

2
𝑚𝑎2𝜃̇2 +𝑚𝑔{𝑎 sin 𝛼 cos 𝜃 + 𝑙 sin 𝛼} 

微振动时， 

𝐿 ≈
1

2
𝑚𝑎2𝜃̇2 +𝑚𝑔 sin𝛼 {𝑎 (1 −

1

2
𝜃2) + 𝑙} 

⟺ 𝐿 =
1

2
𝑚𝑎2𝜃̇2 −

1

2
𝑚𝑔𝑎 sin 𝛼 𝜃2 

6分 

利用量纲分析，绝热不变量是 

1

2
𝑚𝑔𝑎 sin 𝛼 𝜃𝑀

2 ⋅ 2𝜋√
𝑚𝑎2

𝑚𝑔𝑎 sin 𝛼
∝ 𝜃𝑀

2√sin α 

6分 

𝜃𝑀
2 √sin 90° = 𝜃0

2√sin 30° =
𝜃0
2

√2
 

𝜃𝑀 = 2
−1 4⁄ 𝜃0 ≈ 0.841𝜃0 

3分 


