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2.5.4. 对数函数(指数函数的反函数)
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z w f zz  定义：满足 的函数 ，

i , 0w u v z  令 ，

i i
.e e eu v u v z  

因此,

ln i(arg 2 ),z z k   .k

n , Lw z记为 z 对称为 的 数函数，
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#其余证明类似.
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cos3cos2i sin3sin2i

. cos(3 2 i).例  求

cos3 sin3cosh2 i sinh  #2. 

实双曲函数恒等式在复变数情形仍然成立：
2 2

sinh( ) sinh , cosh( ) cosh   cosh sinh 1z z z z z z     ， ，

1 2 1 2 1 2
sinh( ) sinh cosh cosh sinh .z z z z z z  

   #证明 根据定义.
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解 cos(3 2 i) 

 cosh i cos ,  cos i cosh ,  sinh i i sin ,  sin i i sinh .z z z z z z z z   

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

sin( ) sin cos cos sin ,

cos( ) cos cos sin sin .

z z z z z z

z z z z z z
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解析,
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(cos ) sin cos (sin )
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z z z z
z

z
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且
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2

sin cos
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z z
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2
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z
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2

1
. #
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cos
sin

cot z
z

z 余切函数 ,

当 时，z n n ,
cos
sin

cot z
z

z 故 解析.

证明 首先 在全平面解析.  sin ,cosz z

  , cot .n n z 注： 是 的全部奇点

余切函数

sin 0,  z  定义



sin
costan z

zz 正切函数 ,解析,

2
  z n n  当 ， 时，

2

1
(tan ) .

cos
z

z
' 

2

cos 1
 ,    cot  (cot ) .

sin sin

z
z n n z z

z z
'    当 时， ,解析,

cosh
sinh

coth z
z

z 解析,当 时，z n n  i,  2

1
(coth ) .

sinh
z

z
'  

sinh
cosh

tanh z
z

z 解析, 2
 i  z n n  当 ， 时， 2

1
(tanh ) .

cosh
z

z
' 

 , cot .n n z  是 的全部奇点

 2
tan .n n z  ， 是 的全部奇点

正切函数
cos 0,  z  定义



  tan   cot   z z , 为周期都是以 的函数,即

tan( ) tan ,     cot( ) cot .z z z z    

  tanh   coth  i  z z , 为都是以 的函期 数,周 即

tanh( i) tanh ,     coth( i) coth .z z z z    



解：设 则z x y x y   i ,  , ,  

sin i )sin (x yz  

sin z 

1. sin z例  求 的实部，虚部和模.

由三角函数公式得

sin cos(i ) cos sin(i )x y x y

cosh isin co si hs .nx xy y 

故 z  Re(sin ) sin coshx y， z Im(sin ) cos sinh .x y

2 2 2 2
sin cosh sinh cosx y y x

2 2 2 2
1 cos cosh sinh cos( )x y y x  

2 2 2 2
cosh cos cosh sinh( )y x y y  

2 2
cosh cos .  #y x 

cos  z同理可以求 的实部，虚部和模.



 i ,z y证：当

,  sin 1,  cos 1,    x x x    有界，但是

 sin ,  cosz z复变中 无界 无界.

 cos  z故 无界.  sin   #z同理, 无界.

y 时,

cosh y cosi y  .
e e

2

y y 

cos cos i cosh ,z y y 

sinh ,  cosh   x x在 中无界， sinh ,  cosh  z z在复平面故 无界.



1
sin 3

  
z

例 求 的解析区域,并求出微商.

sin 3 0  Arcsin 3. z z  的全部解解 先求

i i
3 0 1

2i
e e )( z z   的解.

sin  z由 的定义知,须求

i
.e z先求 i

,  e z
w 记 则

2
6 i 1 0. w w   解得1 6i 0,w w  

ie z  1
2

3i 32   故 得

 Ln 3 2 2 i( )( )i z   i 2 .
2

k 

 1
2

 2 i ln 3 2 2 ,   ( )( )z k k    故当 时， 1
sin 3z

解析.

3 2 2 .i( )( ) 

 1
sin 3z

'


 2

(sin 3)

(sin 3)

z

z

'
 


2

cos
. #

(sin 3)

z

z




ln 3 2 2( )( )   ( i) .z两边乘以 得

26i 36i 4
2

w  



反三角函数

 Arccos .w z记作
i i

  cos ,
2

e ew w

z w


 由

2i i
 e 2 e 1 0.

w w
z  

用二次方程求根公式得

2
Arccos i L .n 1( )z zw z   

 cos ,     ,  z w w z设 那么称 为 的反余弦函数

i
2 ,  e w两边乘以 整理得

2i
1.e w

z z   
2

 i Ln 1 ,( )w z z  故  因此

*
2.5.8

2
1

" ".

z 



是双值函数,

前面不须加

ie w 记 ， 2
2 1 0.z   则



2
Arcsin i L ,n i 1 ( )z z z   反正弦函数

1 i
1 i

i
2

Arcta  n Ln .z
z

z 


 反正切函数

2
   Arsinh Ln 1 ,( )z z z  反双曲正弦

2
   Arcosh Ln 1 ,( )z z z  反双曲余弦

11
2 1

  Artanh Ln ,z
z

z 


反双曲正切

类似地可求得，(P46)

1
1

1
2

  Arcoth Ln .z
z

z 


反双曲余切

ii
2 i

Arccot L n .z
z

z 


反余切函数

2
Arccos i L 1 .n( )z z z   



1
cos 2

  
z

例 求 的解析区域，并求出微商.

解 先 求 使 分 母 等 于 零 的 点 ， 即 求 c o s 2 0  .z   的 全 部 根

i i
2 0.e e

2

z z
 

cos  z由 的定义知,也就是要求解

ie z
w 记 ,则 1

4 0,w w
  

i 4 16 4
2

e z w   解得 2 3 0.    3  3 3 0.),  ( ( ) 是双值函数:

 i Ln 2 3( )z  故

32 i(0 2 ).ln ( )( ) k   

3 2 i ln 2   0, 1, 2, .( )( )k kz      ，i,  两边乘以 得

2
4 1 0.ww   

 ln 2 3 i arg 2 3 2 ,( ) k    

1
cos 2z

解析，3 2 i ln 2 ,    ( )( )k kz    故当 时，cos 2 0,z  



由分式求导公式得

 1
cos 2z

'



2

(cos 2)

(cos 2)

z

z

'



2

sin
. #

(cos 2)

z

z




1
cos 2

  
z

例 求 的解析区域，并求出微商.

i i
 cos 2 0 cos e e

2

z z
z z


   解 由 及 解得

3 2 i ln 2   0, 1, 2, .( )( )k kz      ，

1
cos 2z

解析，cos 2 0,z  3 2 i ln 2 ,    ( )( )k kz    故当 时，
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16 (1)(  )z x z x     提示：可以分别考虑 和

19 (1)

21( PPT P26)参考此 的

23 1 2 4第 ，，行
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  e  .
z

z z  

第 题提示：

当 沿通过原点的所有方向射线趋于 时, 都趋于

 (1) i,  z x kx x   证明： 当 时，
2i

1 .ie e e e ( )z z x kx
k

xz x kxz x       

2
1lim e( ( ) ) .x

x
k x


   

(2) i,  z x kx x   当 时，

2i
i 1 .e ee e( )z x kxz x

x kx kz z x        

2
1lim e(( ) ) .x

x
k x


   

(3) i,  z y y  当 时，
i

i 1.e e e yz z y yz z      

1lim ( ) .
y

y


  

   . #e( )z
z z  故当 沿通过原点的所有方向射线趋于 时, 都趋于



2i
(1) e z 

2 22i i i
 , (1) ; (2) Re ;  (3) .i e e e( ) ( )z z zz x y '  例 设 求

2i
 e z解

2i ( i )e x y 


2 2 i(2 1)ex y xy  


2 2

e
x y ；

 
2 2

cos(2 1) i sin(2 1)ex y
xy xy


    ，故

2i
(2) Re e( )z 2 2

cos(2 1).ex y
xy


 

2i

(3)

    e( )z ' 

有复合函数求导法则得

22i ie ( )z z ' 
2i

2 .  #e zz 



z z z ln ln i arg ,

v

u

2 i

y

x
00

lnw z

沿正半实轴割开的 平面z

z   0 arg 2
条形域： 0 Im 2 .w  

lnw z

 0 arg 2z  除去原点和正在 的复平面,可以取 内,实轴 则得连续函数

，z   0 arg 2 连续，解析.



z z z ln ln i arg ,

v

u

5
2

i

y

x

0
0

zln

沿上半虚轴割开的 平面z

z   5
2 2

 arg
条形域： 。w   5

2 2
 Im

zln

在除去原点和上半虚轴的复平面取 内，z   5
2 2

arg

5
2 2

arg .z  


2

i

则得连续函数


