


 

 

 
 
 

“十二五”普通高等教育本科国家级规划教材配套教辅 
 

 
 

《电磁学与电动力学（第二版）》 
习题解答 

 
 

胡友秋  程福臻  叶邦角  刘之景  胡岳东  编著 

编  著  杨维纮 秦  敢  

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

北  京 



 

 

  

内  容  简  介 

    本书是与中国科学技术大学的《电磁学与电动力学（第二版）》

（分上、下两册）完全配套的习题解答，是学习电磁学与电动力学

课程的配套辅导书.旨在帮助学生理解课本的知识，加深对基本概

念的理解，加强对基本解题方法与技巧的掌握，为学生提供完整而

详细的课后习题答案，进而提高学习能力和应试水平，帮助学生巩

固所学知识，也可以用来帮助学生完成考研备考学习. 
    本书分电磁学和电动力学两个部分，其中电磁学部分（上册）

包含 10 章，电动力学部分（下册）包含 8 章，章节的划分与教材

一致，分别解答《电磁学与电动力学（第二版）》（分上、下两册）

中所布置的全部习题.在解题过程中，我们尽力做到概念清晰、方

法简洁、规范，与课堂内容密切配合. 除极个别习题之外，每题只

给了一种解法，供教师和同学参考. 
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第 1 章  真空中的静电场 

1.1  把总电量为 Q 的同一种电荷分成两部分，一部分均匀分布在地球上，另一

部分均匀分布在月球上，使它们之间的库仑力正好抵消万有引力. 已知 01 / (4 )επ =  
9 2 29.00 10 N m C−× ⋅ ⋅ ，引力常数 11 2 26.67 10 N m kgG − −= × ⋅ ⋅ ，地球质量为 245.98 10 kg× ，

月球质量为 227.34 10 kg× .  

（1）求 Q 的 小值； 
（2）如果电荷分配与质量成正比，求 Q. 
解  （1）设地球上带电 EQ ，月球上带电 MQ ，由题意 

 E M E M
E M 2 2

0 0

, ,
4 4
Q Q Q QGMmQ Q Q GMm

r rε ε
+ = = =

π π
 

由不等式 E M E M2Q Q Q Q+ ≥ ，可求得 Q 的 小值 

 
min E M 0

11 24 22
14

9

2 2 4

6.67 10 5.98 10 7.34 102 1.14 10 (C)
9.00 10

Q Q Q GMmε
−

= = π

× × × × ×
= = ×

×

 

（2）记 E MQ aM Q am= =， ，则 

 ( )Q a M m= + ，
2

2 2
04

GMm a Mm
r rε

=
π

 

于是有 04a Gε= π ，即 

 
11

24 22 14
0 9

6.67 104 ( ) (5.98 10 7.34 10 ) 5.21 10 (C)
9.00 10

Q G M mε
−×

= π + = × + × = ×
×

 

1.2  真空中有一点电荷 Q 固定不动，另一质量为 m、电荷为−q 的质点，在它

们之间的库仑力的作用下，绕 Q 做匀速圆周运动，半径为 r，周期为 T. 证明： 

 
3

2 3
016

r qQ
T mε

=
π

 

证  设质点速度为 v ，则 2 /r T= πv . 根据牛顿第二定律，由库仑力提供质点圆

周运动的向心力，即
2

2
0

(2 / )
4

Qq m r T
r rε

π
=

π
，于是有

3

2 3
016

r qQ
T mε

=
π

，证毕.  

1.3  有三个点电荷，电量都是 191.6 10 Cq −= × ，分别固定在边长为 103.0 10 ma −= ×

的正三角形三个顶点，在这三角形中心 O，有一个质量为 262.3 10 kgm −= × ，电量为
194.8 10 CQ −= − × 的粒子.  
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（1）证明：这个粒子处在平衡位置（即作用在它上面的库仑力为零）； 
（2）求这粒子以 O 为中心沿一轴线（该轴线过 O 并与三角形的平面互相垂直）

作微小振动的频率ν . 
解  （1）处在正三角形中心 O 点的负电荷 Q，受三个顶点正电荷 q 的引力大

小相等，均为 2
0| | / (4 )Q q rεπ ， 3 / 3r a= 为 O 点至顶点间的距离. 三个力均指向顶

点，两两夹角均为 120°，合力为零.  
（2）过 O 点作 x 轴，与三角形所在平面垂直. 当粒子在 x 处时，三个点电荷对

粒子的引力沿 x 轴方向的分量为 

 2 2 2 2
0

3
4 ( )

Qq xF
r x r xε

= ⋅ ⋅
π + +

 

沿垂直于 x 轴方向的分量为 0.于是粒子沿 x 轴的作微振动的运动方程如下： 

 
2

2 2 2 3/2 3
0 0

d 3 3
d 4 ( ) 4π

x Qqx Qqxm
t r x rε ε

= ≈
π +

 

上式表明，粒子作简谐振动，角频率 3 1/2
0[ 3 / (4 )]Qq mrω ε= − π . 于是 

 

1/2

3
0

1/219 19 9
13

26 10 3

1 3
2 2 4

1 3 4.8 10 1.6 10 8.99 10 2.1 10  (Hz)
2 2.3 10 ( 3 3 10 / 3)

Qq
mr

ων
ε

− −

− −

⎛ ⎞−
= = ⎜ ⎟π π π⎝ ⎠

⎡ ⎤× × × × × ×
= = ×⎢ ⎥π × × × ×⎣ ⎦

 

1.4  电量为 Q 的两个点电荷，相距 2l，在其连线的中垂面上放一点电荷 q0，

求证该点电荷在中垂面上受力的极大值的轨迹是一个圆，并给出该圆的半径.  
解  设位于中垂面上的点电荷 q0 离连线的距离为 r，则由题义，q0 所受合力 F

与中垂面平行，且与连线垂直，其大小为 2 2 3/2
0 02 / [4 ( ) ]F Qq r l rε= π + . 当 d / d 0F r =

时，F 取极值，即 

 
2

2 2 3/2 2 2 3/2 2 2 5/2

d 1 30        0
d ( ) ( ) ( )

r r
r l r l r l r
⎛ ⎞

= ⇒ − =⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠
 

由上式可解得 / 2r l= . 容易验证，该极值为极大值. 这说明，点电荷 q0 在中垂面

上受力极大所在位置的轨迹为一个半径为 / 2l 的圆. 
1.5  习题 1.5 图中的 q 和 l 都已知，这样的四个点电荷称作平面电四极子. 图

中 A 点与电四极子在同一平面内，它到电四极子中心 O 的距离为 x，AO 与正方形

的两边平行. 
（1）求 A 点的电场强度 E； 
（2）当 x l 时，E=？ 
解  （1）建立坐标系如图 1.5a 所示，图中用 a、b、c、d 标记四个点电荷的位

置. 点 a、c 两处点电荷在 A 点合电场的方向沿 y 轴负向，表达式为 
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 2 2 3/2
0

/ 22
4 [( / 2) ( / 2) ]ac y

ql
l x lε

= − ×
π + +

E e  

 

                       习题 1.5 图                   图 1.5a 

b、d 两处点电荷在 A 点合电场的方向沿 y 轴正向，表达式为 

 2 2 3/2
0

/ 22
4 [( / 2) ( / 2) ]bd y

ql
x l lε

= ×
π − +

E e  

于是，A 点的总电场为 

 2 2 3/2 2 2 3/2
0

1 1
4 [( / 2) ( / 2) ] [( / 2) ( / 2) ]ac bd y

ql
x l l x l lε

⎧ ⎫
= + = −⎨ ⎬

π − + + +⎩ ⎭
E E E e  

（2）当 x l 时 

 
2 2 3/2 2 2 3/2 2 3/2 2 3/2

3 3/2 3/2 3 4

1 1 1 1
[( / 2) ( / 2) ] [( / 2) ( / 2) ] ( ) ( )

1 1 1 1 3 3 31 1
(1 / ) ( / ) 2 2

x l l x l l x xl x xl

l l l
x x l x x l x x x x

− ≈ −
− + + + − +

⎡ ⎤ ⎛ ⎞= − ≈ + − + =⎜ ⎟⎢ ⎥− + ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

 
2

4
0

3
4 y

ql
xε

≈
π

E e  

1.6  如习题 1.6 图所示，电荷分布在半径为 R 的半圆环上，线电荷密度为 0 sinλ θ ，

0λ 为常数，θ 为半径 OB 和直径 AC 间的夹角. 证明 AC 上任一点的电场强度都与

AC 垂直.  

 

                          习题 1.6 图                图 1.6a 
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证  设 D 为直径 AC 上任一点，D 到环心 O 的距离为 r，如图 1.6a 所示. 要证

明 D 点的 E 垂直于 AC，只需证明 E 沿 AC 方向的分量为零即可.  
设环的半径为 R，则 B 处弧元 dR θ 上的电荷量为  0d sin dq Rλ θ θ= ，它在 D 点

产生的电场强度 dE 的大小为 

 0
2 2

0 0

sin ddd
4 4

RqE
x x

λ θ θ
ε ε

= =
π π

 

式中，x 是 B 到 D 的距离，其值为 2 2 2 cosx R r Rr θ= + − . dE 沿 AC 方向的分量为 

 0 0
/ / 2 2 2 3/2

0 0

sin d cos sin cos sind d cos d
4 4 ( 2 cos )
R RR r R rE E

x x R r Rr
λ θ θ λθ θ θ θα θ

ε ε θ
− −

= = ⋅ =
π π + −

 

 0 0
/ / 1 22 2 3/20

0 0

sin cos sin d ( )
4 ( 2 cos ) 4

R RR rE I I
R r Rr

λ λθ θ θ θ
ε θ ε

π −
= = +

π + − π∫  

式中 

 

1

1 2 2 3/2 2 2 3/20 1

12 2
2 2

2 2 22 2
1

sin cos d d
( 2 cos ) ( 2 )

2 22
( 2 ) ( )2

u uI R R
R r Rr R r Rru

R r rR R r Rru
Rr R R rR r Rru

θ θ θ
θ

π

−

−

= =
+ − + −

⎡ ⎤+
= + − + =⎢ ⎥− −+ −⎣ ⎦

∫ ∫
 

其中用到不定积分公式 

 2 2
3/2 2

d 2 , ( , 2 )
( )

u u aa bu a R r b Rr
a bu b a bu

⎛ ⎞
= + + = + = −⎜ ⎟+ +⎝ ⎠∫  

 

1

2 2 2 3/2 2 2 3/20 1

1

2 22 2
1

sin d d
( 2 cos ) ( 2 )

1 1 2
( )2

uI r r
R r Rr R r Rru

r
R R R rR r Rru

θ θ
θ

π −

−

= − =
+ − + −

⎡ ⎤
= = −⎢ ⎥ −+ −⎣ ⎦

∫ ∫
 

1I 和 2I 互抵，电场切向分量 / / 0E = ，亦即 E 垂直于 AC，证毕.  

1.7  一无限长均匀带电导线，线电荷密度为 λ，一部分弯成半圆形，其余部分

为两条无穷长平行直导线，两直线都与半圆的直径 AB 垂直，如习题 1.7 图所示，求

圆心 O 处的电场强度. 

 

习题 1.7 图 
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解  根据对称性可以判断，O 点的电场与两直线平行，只需计算平行分量. 用
电场强度叠加原理求解，先计算半圆上的电荷对 O 点电场的贡献. 设圆的半径为 R，
圆上任意一点的位置由通过该点的矢径与直径 AB 之间的夹角θ 表示，0 θ π≤ ≤ . 考
察位于θ 处的线电荷元 d dq Rλ θ= ，它在 O 点产生的电场强度的平行分量为（背离

圆弧、指向右侧为正） 

 1/ / 2
0 0

d sin dd sin
4 4

RE
R R

λ θ λ θ θθ
ε ε

= =
π π

 

将上式过 (0, )π 积分，求得整个半圆弧电荷对 O 点电场的贡献： 

 1 0
0 0

sin d
4 2

E
R R

λ θ θ λ
ε ε

π
= =

π π∫  

再求两条半无穷直线电荷对 O 点电场平行分量的贡献，它正好等于单根半无穷直线

电荷贡献的 2 倍. 考虑其中一条半无穷长直线电荷，以其与半圆弧连接处为起点，

沿直线取坐标 x，则位于该处的线电荷元 d dq xλ= 在 O 点产生的电场强度的平行分

量（向右为正）为 

 2/ / 2 2 2 2 1/2 2 2 3/2
0 0

d dd
4 ( ) ( ) 4 ( )

x x x xE
R x R x R x
λ λ

ε ε
= − ⋅ = −

π + + π +
 

过 (0, )∞ 积分后加倍，求得两条半无穷长直线电荷对 O 点电场的总贡献为 

 2 2 2 3/20 2 2
0 0 00

d 12
4 ( ) 2 2

x xE
R x RR x

λ λ λ
ε ε ε

∞
∞ ⎡ ⎤

= − ⋅ = − − = −⎢ ⎥π + π π+⎣ ⎦
∫  

将两部分贡献求和得 1 2 0E E E= + = ，O 点电场为零.  
1.8  把电偶极矩为 q=p l 的电偶极子放在点电荷 Q 的电场内，p 的中心 O 到 Q

的距离为 D，如习题 1.8 图所示. 若 p 分别（1）平行于 OQ，（2）垂直于 OQ，求偶

极子所受的力和力矩.  

 

习题 1.8 图 

解  （1） // OQp 时，偶极子受力 

 2 2 2 2 2
0 0

1
4 ( / 2) ( / 2) 2 [ ( / 2) ]x

qQ qQ QD
D l D l D lε ε

⎡ ⎤−
= + = −⎢ ⎥π − + π −⎣ ⎦

pF e  

以偶极子中心为参考点计算它受的力矩 

 2 2
0 0

0
4 ( / 2) 2 4 ( / 2) 2

x x
x x

qQ qQl l
D l D lε ε
− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= × + × =⎜ ⎟ ⎜ ⎟π − π +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

e e
L e e  
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（2） OQ⊥p 时，偶极子受力只有 y 方向分量，x 方向分量为零，结果为 

 2 2 2 2 1/2 2 2 3/2
0 0

/ 22
4 [ ( / 2) ] [ ( / 2) ] 4 [ ( / 2) ]y

Qq l Q
D l D l D lε ε

= × ⋅ =
π + + π +

pF e  

仍以偶极子中心为参考点，仅力的 x 分量对力矩有贡献，所受力矩为 

 
2 2 3/2 2 3/2

0 0

2 2 3/2 2 2 3/2
0 0

2 4 [ ( / 2) ] 2 4 [ ( / 2) ]

4π [ ( / 2) ] 4π [ ( / 2) ]

x x
y y

xz

qQD qQDl l
D l D l

QDqQDl
D l D l

ε ε

ε ε

−−⎛ ⎞ ⎛ ⎞= × + ×⎜ ⎟ ⎜ ⎟π + π +⎝ ⎠ ⎝ ⎠
×

= − =
+ +

e e
L e e

p ee
 

1.9  有两个同心的均匀带电球面，内、外半径分别为 R1 和 R2，外球面的电荷

面密度为 σ+ ，球外各处的电场强度都是零，试求： 
（1）内球面上的电荷面密度； 
（2）两球面间离球心为 r 处的电场强度 E； 
（3）小球面内的电场强度 E. 
解  （1）如习题 1.9 图所示，由题意，半径为 R2 的外球带电 2

2 24Q Rσ= π ，球

外电场等于零，即 2( ) 0E r R> = . 于是由高斯定理 

 
2

1 2( )
0 0

1 1d ( ) 0
S r R

Q Q Q
ε ε>

⋅ = = + =∫∫ E S  

可推得内球带电量和面电荷密度如下： 
 2 2 2 2

1 2 2 1 1 1 2 14 , / (4 ) /Q Q R Q R R Rσ σ σ= − = − π = π = −  

 

习题 1.9 图 

（2）以 O 为球心作半径为 1 2( )r R r R< < 的球高斯面 Sr，由对称性可知面上 E 沿

径向方向，大小均匀，由高斯定理推得 

 d
rS

E⋅ =∫∫ E S 2
1 2

0 0

1 1d 4
rS

S E r Q Q
ε ε

= ⋅ π = = −∫∫  

从而求得两球面间离球心为 r 处的电场强度为 

 
2 2

2 2 2
1 22 2 3

0 0 0

, , ( )
4

Q R RE R r R
r r r

σ σ
ε ε ε
−

= = − = − < <
π

rE  

（3）以 O 为球心作半径为 1( )r r R< 的球高斯面 Sr，运用高斯定理，经过类似推

导得 
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 d
rS

E⋅ =∫∫ E S 1d 0, 0, 0 ( )
rS

S E r R= = = <∫∫ E  

1.10  如习题 1.10 图所示，一厚度为 b 的无限大均匀带电板置于真空中，电荷

体密度为 (0 )kx x bρ = ≤ ≤ ，其中 k 是一正的常数，试求空间各点的电场强度. 

 

                           习题 1.10 图             图 1.10a 

解  （1）如图 1.10a 所示. 平板外侧任意点 1( 0)P x < 和 2 ( )P x b> 的电场可视为

带电板各薄层产生的电场的叠加. 在 x 处厚度为 dx 的薄板在 1P 点产生的电场大   

小为 

 
0 0 0

d dd
2 2 2

x xE kxσ ρ
ε ε ε

= = =  

式中，σ 是厚度为 dx 的薄板上的电荷面密度. 叠加所有薄板，可得电场强度的大小为 

 
2

0 0
0 0

1d d
2 4

b b kbE E kx x
ε ε

= = =∫ ∫  

显然， 1P 点的电场沿 x 轴负向， 2P 点的电场沿 x 轴正向，即 

 
2 2

1 2
0 0

( 0), ( )
4 4x x
kb kbx x b
ε ε

= − < = >E e E e  

式中， xe 为沿 x 轴正向的单位矢量.  
（2）平板内部某点 (0 )P x b< < 的电场是该点左右两部分产生电场的叠加，左边

部分（ 0, x ）产生的电场沿 x 轴正向；右边部分（ ,x b ）产生的电场沿 x 轴负向；两

部分产生的合成电场等于 

 
2 2 2 2 2

0
0 0 0 0 0

d d ( ) (2 ) (0 )
2 2 4 4 4

x b

x x x x xx

kx x kx x kx k b x k x b x b
ε ε ε ε ε

− −
= − = − = < <∫ ∫E e e e e e  

1.11  根据量子力学，氢原子在正常状态下核外电荷的分布如下：离核心 r 处，

电荷的体密度 2 / 3( ) e / ( )r ar q aρ −= − π ，式中 191.60 10 Cq −= × 是核外电荷总量的绝对值，
115.29 10 ma −= × 是玻尔半径. 试求： 

（1）核外电荷的总电量； 
（2）核外电荷在 r 处的电场强度 E. 
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解  （1）因 2 /
3 e r aq

a
ρ −= −

π
是球对称分布，故核外总电量为 

 2 / 2 2 2 /
3 30 0

4d e 4 d e dr a r a

V

q qQ V r r r r
a a

ρ
∞ ∞− −= = − ⋅ π = −

π∫∫∫ ∫ ∫  

由不定积分公式 

 10

!e dn bx
n

nx x
b

∞ −
+=∫  

得 

 19
3 3

4 2 1.60 10  (C)
(2 / )

qQ q
a a

−= − = − = − ×  

可见核外电荷的总电荷量等于电子的电荷量.  
（2）由对称性和高斯定理得 

 
2

2 / 2 2 / 2 /
3 30 0

0 0

4d e 4 d e e d
2

r rr a r a r a

S

q q arr r a r r
a aε ε

− − −⎛ ⎞
⋅ = − ⋅ π = − − +⎜ ⎟π ⎝ ⎠

∫∫ ∫ ∫E S  

               

2 2 / 2 2 / 2 2 /
3 0

0

2 2 3 3
2 / 2 / 2 /

3
0

2
2 / 2

2
0 0

4 1 1 1e e e d
2 2 2

4 e e e
2 2 4 4

2 2 1 e 4π

rr a r a r a

r a r a r a

r a

q ar a r a r
a

q ar a r a a
a

q r r q r E
a a

ε

ε

ε ε

− − −

− − −

−

⎛ ⎞= − − − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
= − − − − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞

= + + − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫

 

于是得核外电荷在 r 处产生的电场强度为 

 2 /
2 2 2

0

2 2 1 1e
4

r a
r

q
a ar r rε

−⎡ ⎤⎛ ⎞= + + −⎜ ⎟⎢ ⎥π ⎝ ⎠⎣ ⎦
E e  

1.12  如习题 1.12 图所示，空间有两个球，球心间距离小于半径之和，因此有

一部分重叠（见图）. 今使一球充满密度为ρ 的均匀正电荷，另一球充满密度为−ρ 的
均匀负电荷，以至于重叠区域无电荷. 求这重叠区域内的电场强度 E，说明 E 是匀

强电场.  

 

习题 1.12 图 



第 1 章  真空中的静电场 

 

·11·

解  利用 1.5.1 节例 1.7 的结果，均匀带电球内的场 0/ (3 )ρ ε=E r ，ρ 为电荷体

密度，r 为球心到场点的位矢. 在重叠区内部，带正电荷的球产生的场为 0/ (3 )ρ εr ，

r 为正电荷球心到场点的位矢；带负电荷的球产生的场为 0/ (3 ),ρ ε′ ′− r r 为负电荷球

心到场点的位矢，成立 ′ = −r r a ，式中 a 为从正电荷球心到负电荷球心的常矢量. 重
叠区内部的电场为上述两部分场的叠加，结果为 

 
0 0 0

( )
3 3 3
ρ ρ ρ
ε ε ε

= − − =
aE r r a  

E 为均匀场，a 为由正电荷球心指向负电荷球心的常矢量.  
1.13  在半导体 pn 结附近总是堆积着正、负电荷，在 n 区内有正电荷，p 区内

有负电荷，两区电荷的代数和为零. 我们把 pn 结看成一对带正、负电荷的无限大平

板，它们相互接触（习题 1.13 图）. 取 x 轴的原点在 p、n 区的交界面上，n 区的范

围是 n 0x x− ≤ ≤ ，p 区的范围是 p0 x x≤ ≤ . 设两区内电荷体分布均匀，n 区电荷密度

为 DN e ，p 区电荷密度为 AN e− ，称为突变结模型 . 设 DN 、 AN 是常数，且

A p D nN x N x= ，证明电场的分布为 

（1）n 区： D n 0( ) ( ) /E x N e x x ε= + ； 
（2）p 区： A p 0( ) ( ) /E x N e x x ε= − .  

 

习题 1.13 图 

证 （1）由对称性，可知电场只有 x 分量. 显然在 nx x< − 和 px x> 区有 0E = . 

为求得 n 区电场，作高斯面，它是底面积为 S 的柱面，左侧底面位于左侧零磁

场区，右侧底面位于 n 区（ n 0x x− ≤ ≤ ），运用高斯定理得 

 D n D n n
0 0

1 1( ) ( )        ( ) ( ) ( 0)E x S N e S x x E x N e x x x x
ε ε

⋅ = ⋅ + ⇒ = + − ≤ ≤  

证毕. 
（2）为求得 p 区电场，作柱形高斯面，底面积为 S，左侧底面位于 p 区（ p0 x x≤ ≤ ），

右侧底面位于右侧零磁场区，运用高斯定理得 

 A p A p p
0 0

1 1( ) ( )        ( ) ( ) (0 )E x S N e S x x E x N e x x x x
ε ε

− ⋅ = − ⋅ − ⇒ = − ≤ ≤  

证毕.  
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1.14  设气体放电形成的等离子体圆柱内的体电荷分布可表为 e 0( ) [1rρ ρ= +  
2 2( / ) ]r a − ，r 是到其对称轴的距离， 0ρ 是轴线上的电荷密度，a 是常数，求电场分布.  

解  设所考察的场点离圆柱轴线的距离 r 远小于柱长，从而可将圆柱体作为无

限长柱体处理. 由对称性，电场指向 r 方向，大小仅与 r 有关. 取高为 h、半径为 r
的柱形高斯面，则由高斯定理得 

 
4

0
e 2 2 20 0

0 0

22 dd 4 d
( )r

r r

S

h ah r rrhE r r
a r

ρ
ρ

ε ε
ππ

⋅ = π = =
+∫∫ ∫ ∫E S  

                     
4 2 2

0 0
2 2 2 2 2

0 0

1 1
( )

h a h a r
a a r a r

ρ ρ
ε ε

π π⎛ ⎞= − =⎜ ⎟+ +⎝ ⎠
 

 
2 2

0 0
2 2 2 2

0 0

,
2 ( ) 2 ( )

a r a
E

a r a r
ρ ρ

ε ε
= =

+ +
r

E  

1.15  如习题 1.15 图所示，AB = 2l，弧 OCD 是以 B 为中心，l 为半径的半圆. A 点

有正电荷+q，B 点有负电荷−q. 求： 
（1）把正电荷 Q 从 O 点沿弧 OCD 移到 D 点，电场力对它做了多少功？ 
（2）把负电荷−Q 从 D 点沿 AB 延长线移到无穷远处，电场力对它做了多少功？ 

 

习题 1.15 图 

解  （1）由电场叠加原理，电场由 q+ 和 q− 的电场叠加而成. 当正电荷 Q 沿

OCD 圆弧移动时， q− 电场提供的电场力不做功，仅 q+ 电场提供的电场力做功. 又
q+ 的电场力做功与路径无关，故电场力对电荷 Q 所做的总功等于（取+所在位置为

坐标原点） 

 
3

2
0 0

dd d
4 6

l

OCD OD l

qQ r qQQ Q
r lε ε

⋅ = ⋅ = =
π π∫ ∫ ∫E l E l  

（2）将负电荷 Q− 从 D 移到无限远，电场力做功等于 q± 提供的电场力做功之和

（分别取 q+ 和 q− 所在位置为坐标原点） 

 2 23
0 0 0 0 0

d d, ,
4π 12 4 4 6l l

qQ qQ qQ qQ qQW W W W W
r l r l lε ε ε ε ε

∞ ∞

+ − + −

− −
= = = = = + =

π π π π∫ ∫
r r  

1.16  证明：在无电荷分布的空间中，凡是电场线都是平行直线的地方，电场

强度的大小必定处处相等. 换句话说，凡是电场强度的方向处处相同的地方，电场

强度的大小必定处处相等.（提示：利用高斯定理和环路定理，分别证明沿同一电场

线和不同电场线上任意两点的场强相等） 
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证  如习题 1.16 图所示，取柱形高斯面，柱轴与电场方向平行，底面积 SΔ 足

够小，通过其侧面的电通量为零，由高斯定理得 
 0/ 0        a b a bE S E S Q E Eε− Δ + Δ = = ⇒ =  

即同一电场线上任意两点的场强相等. 作矩形环路 bacd，其 ab 和 cd 两边与电场方

向平行，由环路定理得 

 d d d d d 0
bacd ba ac cd db

⋅ = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =∫ ∫ ∫ ∫ ∫E l E l E l E l E l  

由于 ac 和 db 两边与电场方向垂直，故上式右边第 2 项和第 4 项等于零；又因前面

已经证明电场沿电场线均匀，故可将上式写为 

 d 0        a c a cbacd
E ab E cd E E⋅ = − + = ⇒ =∫ E l  

即不同电场线上任意两点的场强相等. 于是，在无电荷分布的空间，凡是电场线都

是平行直线的地方，电场强度必定处处相等，证毕. 

 

习题 1.16 图 

1.17  线电四极子如习题 1.17 图所示，求它在 r l 处的点 A（ ,r θ ）处所产生

的电势 U 和电场强度 E. 

 

习题 1.17 图 

解  取无限远点为电势零点，则 

 
2 2 2 2

0 0 0

2 2
0

2
4π 4π 2 cos 4π 2 cos

1 12
4π 1 ( / ) 2( / )cos 1 ( / ) 2( / )cos

q q qU
r r l lr r l lr

q
r l r l r l r l r

ε ε θ ε θ

ε θ θ

−
= + +

+ − + +

⎡ ⎤
⎢ ⎥= − + +
⎢ ⎥+ − + +⎣ ⎦

 

对远处（ r l ），利用泰勒展开式 

 2 21 1 1 3 1 31 1
2 2 4 2 81

x x x x
x

⋅
= − + + = − + +

⋅+
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仅保留至二级小量，则上述电势表达式化为 

 

22 2

2 2
0

22 2

2 2

2 2 2
2 2

2 2 3
0 0

1 2 3 22 1 cos cos
4 2 8

1 2 3 21 cos cos
2 8

3 cos (3cos 1)
4π 4π

q l l l lU
r r r r r

l l l l
r r r r

q l l ql
r r r r

θ θ
ε

θ θ

θ θ
ε ε

⎡ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − + − − + −⎢ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟π ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣

⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎥+ − + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎦

⎛ ⎞
= − + + ≈ −⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

下面从所得电势表达式出发计算电场： 

 
2 2 2

4 4
0 0

2
2

4
0

1

3 (3cos 1) 3 sin cos
4 2π

3 [(3cos 1) 2sin cos ]
4π

r

r

r

U UU
r r

ql ql
r r

ql
r

θ

θ

θ

θ
θ θ θ

ε ε

θ θ θ
ε

∂ ∂
= −∇ = − −

∂ ∂
−

= +
π

= − +

E e e

e e

e e

 

*1.18  面电四极子如习题 1.18 图所示，点 ( , )A r θ 与四极子共面，极轴（ 0θ = ）通

过正方形中心并与两边平行. 设 r l ，求面电四极子在点 A 处产生的电势和电场强度.  

 

习题 1.18 图 

解  取无限远处为电势零点，电荷到 O 点的距离为 / 2a l= ，则 

 

2 2 2 2
0

2 2 2 2

1/2 12 2

0

1 1
4 2 cos(0.25 ) 2 cos(0.25 )

1 1
2 cos(0.75 ) 2 cos(0.75 )

2 21 cos 1 cos
4 4 4

qU
r a ra r a ra

r a ra r a ra

q a a a a
r r r r r

ε θ θ

θ θ

θ θ
ε

− −

⎡ −
⎢= +

π ⎢ + − π − + − π +⎣
⎤−
⎥+ +
⎥+ − π − + − π + ⎦

⎧ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤π π⎪ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + − − + + − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎨ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟π ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩

/2

1/2 1/22 22 π 2 π1 cos 1 cos
4 4

a a a a
r r r r

θ θ
− − ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + + − + + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎭
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推导中用到如下恒等式： 

 3cos cos
4 4

θ θπ π⎛ ⎞ ⎛ ⎞± = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∓  

对远处（ r l ），利用泰勒展开式 

 2 21 1 1 3 1 31 1
2 2 4 2 81

x x x x
x

⋅
= − + + = − + +

⋅+
 

仅保留至二级小量，则上述电势表达式化为 

 
2 2

2
2 2

0

31 cos cos
4 2 4 2 4

q a a aU
r r r r

θ θ
ε

⎡ π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + − − − −⎢ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟π ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣
 

                  
2 2

2
2 2

31 cos cos
2 4 2 4
a a a
r r r

θ θπ π⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

                  
2 2

2
2 2

31 cos cos
2 4 2 4
a a a
r r r

θ θπ π⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − − + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

                  
2 2

2
2 2

31 cos cos
2 4 2 4
a a a
r r r

θ θ
⎤π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + + − − − ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎦
 

               
2 2

2 2
3 3

0 0

3 3cos cos sin cos
4 4 4 4

qa ql
r r

θ θ θ θ
ε ε

⎡ π π ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥π π⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
 

下面从所得电势表达式出发计算电场（限于面电四极子所在平面） 

 2 2

4 4
0 0

1

9 sin cos 3 cos 2
4π 4

r

r

U UU
r r

ql ql
r r

θ

θ

θ
θ θ θ
ε ε

∂ ∂
= −∇ = − −

∂ ∂

= − +
π

E e e

e e
 

1.19  两均匀带电的无限长直轴圆筒，内筒半径为 a，沿轴线单位长度的电量为

eλ ，外筒半径为 b，沿轴线单位长度的电量为 eλ− . 试求： 

（1）离轴线为 r 处的电势 U； 
（2）两筒的电势差.  
解  先算电场，再由电场算电势. 由对称性可知，电场只有 r 分量，仅与 r 有关. 

取与圆筒共轴、高为 h、半径为 r 的圆柱面 rS 为高斯面，利用高斯定理可依次求得

各区的电场分布如下： 

 e 0 e 0

d 2 0 0 ( )

d 2 / / (2 ) ( )

d 2 0 0 ( )

r

r

r

S

S

S

rhE E r a

rhE h E r a r b

rhE E r b

λ ε λ ε

⋅ = π = ⇒ = <

⋅ = π = ⇒ = π

⋅ = π = ⇒ = >

∫∫
∫∫
∫∫

E S             

E S             

E S             

≤ ≤  

从所得电场分布出发，取外筒为电势零点位置，求得电势分布如下： 
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0

0

1 ln ,
2

1d ln ,
2
0,

r

b

b r a
a
bU E r a r b
r

r b

ε

ε

⎧
⎪ π⎪⎪
⎨= − = ⎪ π
⎪
⎪⎩

∫

≤

≤ ≤

≥

 

内、外筒之间的电势差为 e 0( ) ( ) ln( / ) / (2π )U a U b b aλ ε− = . 
1.20  设氢原子处于基态时的核外电荷呈球对称分布，其电荷密度为 ( )rρ =  
2 / 3e / ( )r aq a−− π ，r 为离核的距离，q 为电子电荷的大小，a 是玻尔半径. 求在 r 处， 

（1）核外电荷产生的电势； 
（2）所有电荷产生的电势. 
解  （1）如习题 1.20 图所示，以氢核 O 为球心、R 和 R+dR 为半径作一球壳，

P 点到 O 点的距离为 r. 考察球壳上的体积元 2d 2 sin d dV R Rθ θ= π ，所带电荷量为 

 2d ( )d 2 ( ) sin d dq R V R R Rρ ρ θ θ= = π  

 

习题 1.20 图 

它在 P 点产生的电势为 

 
2

2 2 2 2
00

d 1 ( ) sin d dd
24 2 cos 2 cos

q R R RU
R r Rr R r Rr

ρ θ θ
εε θ θ

= = ⋅
π + − + −

 

对 R 和θ 积分得 P 点电势 

 2

0 0 2 2
0

1 sin d( ) d
2 2 cos

r
U R R R

R r Rr
θ θρ

ε θ

π
=

+ −
∫ ∫  

式中积分 

 2 2

0 2 2 0

1 2(2 ) ,sin d 1 2 cos
1 22 cos (2 ) ,

R R r
Rr rR r Rr

RrR r Rr r R r
Rr R

θ θ θ
θ

ππ

⎧ = <⎪⎪= + − == ⎨
+ − ⎪ = >

⎪⎩

∫  

代回电势积分表达式得 
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2

0
0 0

2 / 2 2 /
3 30

0 0

3 2 3 2
2 / 2 /

3 2 3
0 0

2 /

0

1 1( ) d ( ) d

e d e d

2 2 21 e 1 e
4 4 π 4

1 1 1e
4π

r

r

r R a R a

r

r a r a

r a

U R R R R R R
r

q qR R R R
a r a

q a r r a q a r
a r a a a a

q
a r r

ρ ρ
ε ε

ε ε

ε ε

ε

∞

∞− −

− −

−

= +

= − −
π π

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎡ ⎤⎛ ⎞= − − + + + − +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎜ ⎟π ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎣ ⎦⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞= + −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

∫ ∫

∫ ∫
 

（2）所有电荷在 r 处产生的电势为 

 2 / 2 /
T

0 0 0 0

1 1 1 1 1e e
4 4 4 4

r a r aq q q qU U
r a r r r a rε ε ε ε

− −⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = + − + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥π π π π⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
 

本题也可以先求电场再算电势. 由习题 1.11 的结果 

 2 /
2 2 2

0

2 2 1 1e
4

r a
r

q
a ar r rε

−⎡ ⎤⎛ ⎞= + + −⎜ ⎟⎢ ⎥π ⎝ ⎠⎣ ⎦
E e  

式中， re 是从 O 指向场点的单位矢量，由此得 

 2 / 2 /
2 2 2

0 0

2 2 1 1 1 1 1d e d e
4 4π

r a r a

r r

q qU r
a ar r r a r rε ε

∞ ∞ − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ = + + − = + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥π ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∫ ∫E r  

所有电荷在 r 处产生的电场强度为 

 2 /
T 2 2

0

2 2 1 e
4

r a
r

q
a ar rε

−⎛ ⎞= + +⎜ ⎟π ⎝ ⎠
E e  

 2 / 2 /
T T 2 2

0 0

2 2 1 1 1d e d e
4 4

r a r a

r r

q qU r
a ar r a rε ε

∞ ∞ − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ = + + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟π π⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ ∫E r  

*1.21  两个均匀带电的圆面共轴线，半径都为 R，相距为 l，电荷面密度分别

为 σ+ 和 σ− ，它们间轴线的中点为原点 O，沿轴线取为 x 轴，如习题 1.21 图所示. 已
知 l R ，试求轴线上 x 处的电势和电场强度.  

 

习题 1.21 图 

解  （1）先求单个带电圆面产生的电势. 考虑圆面上以圆心为心、r 为半径、
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宽度为 dr 的环带，该环带上的电荷量为 d 2 dq r rσ= π ，它在轴线上离圆心为 x 处产

生的电势为 

 
2 2 2 2

0 0

d 1 dd
4 2

q r rU
x r x r

σ
ε ε

= =
π + +

 

积分便得总电势 

 2 2

0 2 2
0 0

d ( | |)
2 2

R r rU x R x
x r

σ σ
ε ε

= = + −
+

∫  

现在回到习题 1.21 图所示的两个圆面电荷的情况. 坐标原点位于两圆面之间的

中心位置，以至两圆面分别位于 / 2x l= ± . 由前述单个带电圆面电势公式，不难求

得带正、负电荷圆面各自的电势表达式如下： 

 
2 2

2 2

0 0

,     
2 2 2 2 2 2

l l l lU x R x U x R xσ σ
ε ε+ −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − + − − = − + + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 

二者之和等于 

 
2 2

2 2

02 2 2 2 2
l l l lU x x x R x Rσ

ε

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥= + − − + − + − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
 

因 l R ，上式中两根号项可以化简如下： 

 

2 2
2 2 2 2 2 2

1/2 1/2
2 2

2 2 2 2

2 2
2 2 2 2 2 2

2 2

1 1

1 11 1
2 2

l lx R x R x xl R x xl R

xl xlx R
x R x R

xl xl xlx R
x R x R x R

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + − + + ≈ − + − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − − +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤≈ + − − − = −⎢ ⎥+ +⎣ ⎦ +

 

此外，显然有 

 
/ 2 ( / 2) , ( / 2)            
/ 2 ( / 2 ) 2 , ( / 2 / 2)

2 2
/ 2 ( / 2) , ( / 2)         

x l x l l x l
l lx x x l l x x l x l

x l x l l x l

+ − − = >⎧
⎪+ − − = + − − = −⎨
⎪− − − − + = − < −⎩

≤ ≤  

代回上述电势表达式，求得各区电势如下： 

 

2 2
0

2 2
0 0

2 2
0

1
2 2

2
2 2 2

1
2 2

l l xU x
x R

l l x l xU x
x R

l l xU x
x R

σ
ε

σ σ
ε ε

σ
ε

⎛ ⎞⎛ ⎞> = −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ +⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞− = − ≈⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ +⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞< = − +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ +⎝ ⎠

≤ ≤  
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（2）求电场强度 E  

 
2

2 2 3/22 2
0 0

d d 1
2 d 2 d 2 ( )x x x
l U l x lRx

x x x Rx R
σ σ
ε ε

⎛ ⎞⎛ ⎞> = − = − − =⎜ ⎟⎜ ⎟ +⎝ ⎠ +⎝ ⎠
E e e e  

 
0 0

d d
2 2 d dx x x
l l U xx

x x
σ σ
ε ε

⎛ ⎞⎛ ⎞− = − = − = −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

≤ ≤E e e e  

 
2

2 2 3/22 2
0 0

d d 1
2 d 2 d 2 ( )x x x
l U l x lRx

x x x Rx R
σ σ
ε ε

⎛ ⎞⎛ ⎞< − = − = + =⎜ ⎟⎜ ⎟ +⎝ ⎠ +⎝ ⎠
E e e e  
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第 2 章  静电场中的导体和电介质 

2.1  如习题 2.1 图所示的两块大小相同的平行金属板，所带的电量 Q1 和 Q2 不

相等，若 1 2Q Q> ，略去边缘效应.  

（1）证明：相向的两面上电荷的面密度的大小相等而符号相反，相背的两面上

电荷的面密度大小相等而符号相同. 
（2）计算金属板各面的电量.  

 

习题 2.1 图 

解  （1）如习题 2.1 图所示，设金属平行板的 4 个端面的面电荷密度分别为 1σ 、 

2σ 、 3σ 、 4σ . 由对称性，可知电场只有垂直于金属平板的分量. 此外，金属板内部

电场为零. 取柱面为高斯面，其两底分别位于两个金属平板之中，并与板面平行. 由
高斯定理，过高斯面的侧面和两底面的电通量均等于零，故高斯面内的总电量为零，

2 3 0σ σ+ = ，即相向的两面上电荷的面密度的大小相等，符号相反. 此外，由场叠加

原理知，左侧金属板中某考察点的电场为 4 个面电荷电场叠加而成，其中 1σ 位于考

察点左侧，贡献的电场为 1 0/σ ε ； 2σ 、 3σ 和 4σ 位于考察点右侧，贡献的电场为

1 2 3 0( ) /σ σ σ ε− + + ，以至有 1 2 3 4 0σ σ σ σ− − − = . 考虑到 2 3 0σ σ+ = ，得 1 4σ σ= ，即

相背的两面上电荷的面密度大小相等而符号相同，证毕.  
（2）由 1 2 1( ) S Qσ σ+ ⋅ = 和 3 4 2( ) S Qσ σ+ ⋅ = ，利用 1 4σ σ= 和 3 2σ σ= − ，得 

 1 2 11 12 1 1 2 11 12 2,     S S Q Q Q S S Q Q Qσ σ σ σ+ = + = − = − =  

解得金属板各面的电量分别为 

 11 24 1 2 12 23 1 2( ) / 2,     ( ) / 2Q Q Q Q Q Q Q Q= = + = − = −  

2.2  如习题 2.2 图所示，半径为 R1 的导体球外有同心的导体球壳，壳的内外半

径分别为 R2 和 R3，已知球壳带的电量为 Q，内球的电势为零. 求内球的电荷量和球

壳的电势. 
解  内球的电势为零，即内球的电势等于无穷远处的电势. 由此得知，内球上

必定带有电荷，否则它的电势不可能为零. 设内球上的电荷量为 q，由对称性可知，
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电场只有径向分量，只与径向距离 r 有关. 从高斯定理出发，取高斯面为与内球同

心的球面，容易求得各区电场强度如下： 

 
1 1 2 2

0

2 3 3 2
0

( ) 0,     ( )
4π

( ) 0,     ( )
4π

qE r R E R r R
r

q QE R r R E r R
r

ε

ε

< = < < =

+
< < = > =

 

内球的电势为  

 2

1 1 3 0 1 2 0 3

1 1d d d
4π 4π

R

R R R

q q QU E r E r E r
R R Rε ε

∞ ∞ ⎛ ⎞ +
= = + = − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫ ∫  

该电势为零，得 

 1 2

1 2 3 1 3 1 2 2 3

1 1         R R Qq Qq q
R R R R R R R R R

⎛ ⎞ +
− = − ⇒ =⎜ ⎟ − −⎝ ⎠

 

将上式代入球壳的电势表达式， 终求得球壳电势为 

 1 2

0 3 0 1 3 1 2 2 3

( )
4 4π ( )

R R Qq QU
R R R R R R Rε ε

−+
= =

π − −
 

 

习题 2.2 图 

2.3  一肥皂泡的半径为 r，肥皂水的表面张力系数为α，外部空气的压强为 p. 使
这肥皂泡带上电荷 Q 后，半径增大为 R，证明 

 
2

3 3 2 2
2

0

( ) 4 ( )
32π

QR r p R r
R

α
ε

− + − =  

证  先回顾一下表面张力及其作用效果. 表面张力为液体表面相邻两部分之间

的相互牵引力，方向垂直于分界线并与液面相切；单位长度分界线上的表面张力称

为表面张力系数，其国际制单位为牛顿/米. 对于肥皂泡来说，表面张力的作用效果

相当于作用在肥皂泡外表面的压强 4 / rα ，式中α 为表面张力系数，r 为肥皂泡半径. 
下面证明这一结论. 为此，考察肥皂泡上一个圆状面元，其半径相对肥皂泡中心的

张角为θ ，其面积等于 2( )rθπ ，周长等于 2 rθπ . 作用在它周边的表面张力，其合力

与面元垂直，指向球心. 容易算得该合力的大小等于面元周长乘以表面张力系数α ，
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再乘以投影因子 sinθ θ≈ ，然后加倍（考虑肥皂泡薄膜两面均有张力，故此加倍），

终求得单位面积薄膜外侧所受的压力为 

 2

2 2 4
( )

F r
S r r

θ α θ α
θ

Δ π × × ×
= =

Δ π
 

证毕. 下面设带电前肥皂泡内的气体压强为 0p ，则由压力平衡条件得 0 4 /p p rα= + . 

在肥皂泡带电之后，肥皂泡半径增大至 R . 设肥皂泡内气体作等温膨胀，则肥皂泡

内的气压减小为 3 3
1 0 /p r p R= . 与此同时，有电场力作用于肥皂泡表面，单位面积所

受的电场力大小为 eEσ ′，式中 2
e / (4 )Q Rσ = π 为面电荷密度， E′为总电场减去受力

面元的贡献，其值等于总电场的一半，即 e 0/ 2E σ ε′ = . 该电场力自内朝外，等效于

作用在肥皂泡内侧的压强： 

 
2 2
e

e 2 4
0 02 32

F QE
S R

σ
σ

ε ε
Δ ′= ⋅ = =
Δ π

 

于是，带电后的肥皂泡的内外压力平衡条件化为 

 
3 2

3 2 4
0

4 4
32

r a Q ap p
R r R Rε

⎛ ⎞+ + = +⎜ ⎟ π⎝ ⎠
 

 

2 3
3

2 3
0

2 3 3 2 3 3 2 2

4 4
32

4 4 ( ) 4 ( )

Q a r aR p p
R R R r

aR R p r p r a R r p a R r

ε
⎡ ⎤⎛ ⎞= + − +⎢ ⎥⎜ ⎟π ⎝ ⎠⎣ ⎦

= + − − = − + −

 

证毕. 
2.4  有若干个互相绝缘的不带电的导体 A，B，C，…，它们的电势都是零，如

果使其中任一个导体例如 A 带上正电，证明： 
（1）所有这些导体的电势都高于零； 
（2）其他导体的电势都低于 A 的电势.  
证  设 A 导体带正电，无穷远电势为零. 先来证明 A 的电势高于零，即 0AU > . 

既然 A 带正电，则肯定有电场线自 A 发出. 这些电场线不能返回 A，因为同一根电

场线不允许和某个等势面（A 导体表面）相交两次或多次. 因此，这些电场线只能

趋向无穷远，或终止于某个导体 B. 若属于前者，则显然有 0AU > ；若为后者，则

有 B AU U< ，且由于 B 不带电，既有电场线为 B 接收，则必有电场线自 B 发出. 这
样一直追踪下去，总会碰到某个导体，设为 C（ C B AU U U< < ），其发出的电场线不

会有任何导体接收，只能趋向无穷远，即 0CU > ，从而成立 0AU > ，证毕.  

下面证明导体 A 不会自外部接收电场线. 换句话说，A 导体表面的电荷密度非

负，不会有任何电场线终止于它. 用反证法，设有电场线终止于 A 的表面. 这些电

场线不可能来自 A 本身，因为同一根电场线不可能与同一个等势面相交两次或多次；

它们也不可能来自无穷远，因为我们已经证明 0AU > . 因此，这些电场线只能来自
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某个不带电导体，设为 B（ B AU U> ）. 因 B 不带电，它既已经发出电场线，就必然

会从其他不带电导体接收电场线. 这样一直追踪下去，总会碰到某个导体，设为 C 
（ C B AU U U> > ），其接收的电场线无处可来. 这说明原假定不成立，即不可能有任

何电场线终止于导体 A 的表面.  
有了以上准备，可接着证明所有不带电导体的电势高于零，但低于 AU . 任何不

带电导体将同时发出电场线和接收电场线，两部分电场线根数相同. 由于电场线不

可能终止于带电导体 A，则某个不带电导体所发出的电场线只能直接或间接（经由

其他不带电导体）趋向无穷远，故其电势高于零. 此外，被不带电导体接收的电场

线，不会来自无穷远，因为这些导体的电势高于零. 因此，这些电场线只能直接或

间接（经由其他不带电导体）来自带电导体 A，成立 B AU U< ，证毕.  

2.5  如习题 2.5 图所示，在金属球 A 内有两个球形空腔，此金属球整体上不带

电，在两空腔中心各放置一点电荷 ql 和 q2，在金属球 A 之外远处放置一点电荷 q（q
至 A 中心距离 r 球 A 的半径 R）. 计算作用在 A、q1、q2、q 四物体上的静电力. 

 

习题 2.5 图 

解  先分析导体 A 和电荷 q 之间的相互作用. 当 r R时，导体 A 及其空腔内

的电荷 q1 和 q2 所构成的带电系统，可近似视为点电荷，它与导体 A 之间的电场力

大小相等，方向相反，结果如下：  

 1 2
3

0

( )
4q A

q q q
rε

+
= − =

π
F F r  

式中， r 为球心到 q 的位矢. 
再考虑腔内电荷 q1 和 q2，它们各自位于球形导体空腔之内. 由于静电屏蔽作用，

腔内电场只受腔内电荷及腔内壁感应电荷的影响，腔内电荷所受的力等于相应腔内

壁感应电荷的电场力. 由对称性，腔内电荷位于空腔中心，相应腔内壁电荷均匀分

布，从而施加在腔内电荷的电场力等于零. 也就是说，腔内电荷 q1 和 q2 所受电场力

1 2 0q q= =F F . 不过，只要腔内电荷相对球腔中心稍有偏离，腔内电荷将受到腔内壁

电荷的电场力，而且该力将使得这种偏移进一步增大，直至该电荷碰到腔内壁为止. 
因此，位于球腔中心的点电荷虽处于平衡，但不稳定.  

2.6  一电容器由三片面积都是 6.0cm2 的锡箔构成，相邻两箔间的距离都是

0.10mm，外边两箔片连在一起构成为一极，中间箔片作为另一极，如习题 2.6 图所示. 
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（1）求电容 C； 
（2）若在这电容器上加 220V 的电压，外箔片电势高于中间箔片，问外箔片和

中间箔片上的面电荷密度各是多少？ 

 

习题 2.6 图 

解  （1）该电容器等效于两个面积为 S=6.0cm2，间距为 d=0.1mm 的平行板电

容器的并联.  

 
12 4

100
1 2 1 3

2 2 8.85 10 6 102 1.06 10 (F) 106(pF)
0.1 10

S
C C C C

d
ε − −

−
−

× × × ×
= + = = = = × =

×
 

（2）若所加电压为 220V，则 0/ 220dσ ε = ，外箔片上电荷的面密度为 

 12 4 5 2
0220 / 220 8.85 10 / 10 1.95 10  (C m )dσ ε − − − −= = × × = × ⋅  

中间箔片的面电荷密度为上述数值两倍反号，即为 5 23.90 10 C m− −− × ⋅ .  
2.7  如习题 2.7 图所示，一平行板电容器中间插入一厚度为 t 的导体板，导体

板的面积为电容器极板面积的一半. 求插入后的电容值. 

 

习题 2.7 图 

解  该电容可以看成是两个电容器串联（插入导体板一侧）之后再和另外一个

电容器的并联. 参与串联的两个电容分别为 1 0 1/ (2 )C S dε= 和 2 0 2/ (2 )C S dε= ，式中

1 2d d d t+ = − . 串联后的电容值等于 

 0 1 0 2 0 01 2
3

1 2 0 1 0 2 1 2

/ (2 ) / (2 )
/ (2 ) / (2 ) 2( ) 2( )

S d S d S SC CC
C C S d S d d d d t

ε ε ε ε
ε ε

⋅
= = = =

+ + + −
 

上述电容再与电容 4 0 / (2 )C S dε= 并联，结果为 

 0 0 0
3 4

(2 )
2( ) 2 2 ( )

S S S d tC C C
d t d d d t
ε ε ε −

= + = + =
− −

 

2.8  有 5 个电容器，如习题 2.8 图所示方式连接，C1 = C5 = 2μF，C2 = C3 = C4 = 1μF，
并接到电压为 U = 600V 的电源上，求每个电容器上的电压值. 
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习题 2.8 图 

解  设各电容器的电压为 ( 1,2, ,5)iU i = ，则各电容器正极板的电量为 i i iQ C U= . 

规定电容器电压为左高右低，或上高下低，亦即规定电容器的左极板或上极板为正

极. 过任何一个回路的电压的代数和等于零，据此可以写出如下 3 个独立的回路电

压方程： 
 1 2 4 5 1 3 40,     0,     0U U U U U U U U U+ − = + − = + − =  

在列回路电压方程的时候，先规定回路绕行方向. 凡绕行方向自电容器正极进

入负极，则在相应的电容器的电压前面加上“+”号，否则加上“−”号；凡绕行方

向自电源正极进入负极，则在相应的电源电压前面加上“+”号，否则加上“−”号. 
注意还可写出其他回路电压方程，例如针对由 C3、C2 和 C5 构成的回路，可写下回

路电压方程 3 2 5 0U U U− + = ，但不难验证它并不独立，可以从上述 3 个方程导出.  

除了要求回路电压的代数和为零之外，还要求相互连接的电容器极板的电量的

代数和等于零，对应的方程称为节点电荷方程. 由习题 2.8 图可见，电容 C1 右侧的

负极板、C2 左侧的正极板和 C3 上侧的正极板连接在一起，其电量的代数和为零，

即 1 2 3 0Q Q Q− + + = ；电容 C3 下侧的负极板、C4 右侧的负极板和 C5 左侧的正极板连

接在一起，其电量的代数和也为零，即 3 4 5 0Q Q Q− − + = . 在列节点电荷方程时，正

极板上的电荷前面加上“+”号，负极板上的电荷前面加上“−”号. 利用 i i iQ C U= ，

可将上述两个节点电荷方程化为 
 1 1 2 2 3 3 3 3 4 4 5 50,     0U C U C U C U C U C U C− + + = − − + =  
将已知量 U 和  ( 1,2, ,5)iC i = 代入上述 5 个方程，解得 
 1 2 3 4 5240V 360V 120V 360V 240VU U U U U= = = = =， ， ， ，  

2.9  如习题 2.9 图所示，三个共轴的金属圆筒，长度都是 l，半径分别为 a、b 和 d，
里外两筒用导线连在一起作为一极，中间圆筒作为另一极. 略去边缘效应. 求电容 C. 

 

习题 2.9 图 
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解  该体系由两个电容并联而成：内筒和中筒构成 C1，中筒和外筒构成 C2，二

者并联后的电容等于 

 0
1 2 0

2π ln( / )1 12
ln( / ) ln( / ) ln( / ) ln( / )

l d a
C C C l

d b b a b a d b
ε

ε
⎛ ⎞

= + = π + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

2.10  在 100℃和 1.0atm 时，饱和水蒸气的密度为 598g⋅m−3，水的相对分子质

量为 18，水分子的电偶极矩为 306.2 10 C m−× ⋅ . 求这时水蒸气电极化强度的 大值.  
解  原子质量单位为 271.66 10 kg−× ，饱和水蒸气的数密度（单位体积内的分子

数目）为 

 
3

25 3
27

598 10 2.0 10  (m )
18 1.66 10

n
−

−
−

×
= = ×

× ×
 

当全部水分子的电偶极矩 30
0 6.2 10 C mp −= × ⋅ 时，求得水蒸气 大电极化强度如下： 

 25 30 4 2
max 2.0 10 6.2 10 1.24 10  (C m )P np − − −= = × × × = × ⋅  

2.11  电介质强度是指电介质能经受的 大电场强度而不被击穿，迄今所知道

的电介质强度的 大值约为 9 11 10 V m−× ⋅ . 试问： 
（1）当金属导体处在这种介质中时，它的面电荷密度σ 大不能超过多少？ 
（2）金属导体中原子的直径约为 102 10 m−× ，金属导体表面一层原子中，缺少或

多出一个电子的原子数 多不能超过百分之几？ 
解  （1）金属表面处的场强大小为 e 0/E σ ε= ， 9 1

max 10 V mE E −= ⋅≤ ，据此求

得面电荷密度的 大值为 

 12 9 3 2
e max 0 max 8.85 10 10 8.85 10  (C m )Eσ ε − − −= = × × = × ⋅  

（2）原子直径为 102 10 m−× ，每平方米原子数为 10 2 191 / (2 10 ) 2.5 10−× = × 个. 由前

面得到的极大面电荷密度 3 2
e max 8.85 10 C mσ − −= × ⋅ ，若为金属表面原子所致，则每平

方米缺少或多出一个电子的原子数 多为 3 19 168.85 10 / (1.6 10 ) 5.53 10− −× × = × 个，占表

面原子的百分比为 16 19 35.53 10 / (2.5 10 ) 2.2 10 0.2%−× × = × ≈ . 

2.12  如习题 2.12 图所示，一平行电容器两极板的面积都是 2.0m2，相距为 5.0mm. 
两板加上 104V 电压后，撤去电源，再在其间填满两层均匀介质，一层厚 2.0mm，相对

介电常量为 r1 1 0/ 5.0ε ε ε= = ；另一层厚 3.0mm， r 2 2 0/ 2.0ε ε ε= = . 略去边缘效应.  

 

习题 2.12 图 

（1）求各介质中电极化强度 P 的大小； 
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（2）当电容器紧靠介质 2 的极板接地（即电势为零）时，另一极板（正极板）

的电势是多少？两介质接触面上的电势是多少？ 
解  在加入介质之前，电容器被充电量为 

 4 3 6
0 0 0/ 2 10 / 5 10 4 10  (C)Q CV SV dε ε ε−= = = × × = ×  

由高斯定理，求得电容器中电位移矢量的大小为： 6 2
e 0/ 2 10 C mD Q Sσ ε −= = = × ⋅ . 填

入介质之后，D 维持不变. 
（1）介质中的电极化强度. 
由 1

0 r 0 r r( 1) / ( ) (1 )P D Dε ε ε ε ε −= − ⋅ = − ，可算得两层介质中的电极化强度为 

 12 6 5 2
1 (1 1 / 5) 2 8.85 10 10 1.4 10 (C m )P − − −= − × × × × = × ⋅  

 12 6 6 2
2 (1 1 / 2) 2 8.85 10 10 8.9 10 (C m )P − − −= − × × × × = × ⋅  

（2）电容器两层介质中的电场为 

 
6 5 2

1 0 r1

6 6 2
2 0 r 2

/ ( ) 2 10 / 5 4 10 (V m )

/ ( ) 2 10 / 2 10 (V m )

E D

E D

ε ε

ε ε

−

−

= = × = × ⋅

= = × = ⋅
 

从而算得正极板的电势 

 5 3 6 3 3
1 1 2 2 4 10 2 10 10 3 10 3.8 10 (V)U E d E d − −= + = × × × + × × = ×  

和分界面上的电势 

 6 3 3
2 2 10 3 10 3.0 10 (V)U E d −= = × × = ×界面  

2.13  圆柱电容器是由半径为 R1 的直导线和与它同轴的导体圆筒构成，圆筒内

半径为 R2，长为 l，其间充满了介电常量为 ε 的介质. 设沿轴线单位长度上，导线带

电量为 0λ ，圆筒带电量为 0λ− . 略去边缘效应，求： 
（1）介质中的电场强度 E 、电位移 D、极化强度 P、极化电荷体密度 ρ′和介质

表面的极化电荷面密度σ ′； 
（2）两极板的电势差 U； 
（3）电容 C. 
解  （1）采用圆柱坐标（ , ,r zφ ）. 由对称性，介质中的 D 沿极径方向（ /r r≡e r ），

其大小仅与 r 有关，于是，可运用高斯定理算得 D 的大小等于 e / (2 )D rλ= π ，由此

求得 

 e e e 0
0

( )
, ,

2 2 2r r rr r r
λ λ λ ε ε

ε
ε ε ε

−
= = = = − =

π π π
DD e E e P D E e  

介质中的极化电荷体密度等于 

 e 0( )1 0
2

r
r r r

λ ε ε
ρ

ε
−∂ ⎡ ⎤′ = −∇ ⋅ = − ⋅ =⎢ ⎥∂ π⎣ ⎦

P  
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介质内表面和外表面的极化电荷面密度分别为 

 

e 0
1 1 1 1

1

e 0
2 2 2 1

2

( )
( ) ( ) ( )

2
( )

( ) ( )
2

r

r

r R r R
R

r R r R
R

λ ε ε
σ

ε
λ ε ε

σ
ε

−′ = = ⋅ = = ⋅ − = −
π

−′ = = ⋅ = = ⋅ =
π

P n P e

P n P e
 

（2）两极板的电势差等于 

 2 2
2

1
1 1

e e e 2

1

dd ln | ln
2 2 2

R R R
RR R

r RU r
r R

λ λ λ
ε ε ε

Δ = ⋅ = = =
π π π∫ ∫E r  

（3）电容等于 

 e

e 2 1 2 1

2 2
ln( / ) ln( / )

lq lC
U R R R R

ελ ε
λ

π π
= = =
Δ

 

2.14  半径为 a、b（a<b）的同心导体球壳之间充满非均匀介质，介电常量为

0 / (1 )krε ε= + ，其中 k 为常数，r 为径向距离. 内球壳表面有电荷 Q，外球壳接地. 计算 

（1）系统的电容； 
（2）介质内的极化电荷密度； 
（3）球面上极化电荷面密度.  
解  取球坐标（ , ,r θ φ）. 由对称性可知电位移矢量沿径向方向，大小仅与 r 有

关. 利用高斯定理得 2/ (4 )rQ r= πD e ，从而求得非均匀介质中的电场强度为 

 2
0

(1 ) ( )
4 r

Q kr a r b
rε

= +
π

E e < <  

因此，内外球电势差为 

 
0

1 1d ln
4

b

a

Q bV k
a b aε

⎛ ⎞= ⋅ = − +⎜ ⎟π ⎝ ⎠∫ E r  

故得电容 

 04
( ) ln( / )

abQC
V b a abk b a

επ
= =

− +
 

极化强度为 

 0
0 2

0

( ) (1 )
1 4 4r r

kr Q kQkr
kr r r

ε
ε ε

ε
−

= − = ⋅ + = −
+ π π

P E e e  

据此求得介质中的极化电荷体密度和介质内外表面的极化电荷面密度如下： 

 2 , ( ) ( ) , ( )
4 4 4a r b r
kQ kQ kQa b

r a b
ρ σ σ′ ′ ′= −∇ ⋅ = = ⋅ − = = ⋅ = −

π π π
P P e P e  

2.15  有一半径为 R 的金属球，外面包有一层相对介电常量为 r 2ε = 的均匀电介
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质，壳内外半径分别为 R 和 2R，介质内均匀分布着电量为 q0 的自由电荷，金属球

接地. 求介质球壳外表面的电势.  
解  金属球接地，如习题 2.15 图所示，其电势 U = 0. 介质中自由电荷密度为

3 3
03 / {4 [(2 ) ]}q R Rπ − . 设接地金属球表面的感应电荷总量为 q，由对称性可判断电荷

沿金属球表面均匀分布. 运用高斯定理，可求得介质内电场强度 

 
3 3

2 0 0
r 0 1 0 13 3 2 3 2

0

14
(2 ) 8 7 7

q r qr R qr E q q E
R R r R r

ε ε
ε

− ⎛ ⎞π = + ⇒ = + −⎜ ⎟− π ⎝ ⎠
     

 

习题 2.15 图 

在介质外的电场强度 2
2 0 0( ) / (4 )E q q rε= + π . 由金属球和无穷远电势均等于零的条件 

 0 0 0
1 2 2 3 2 22 2 2 2

0 0

1 dd d d
8 7 7 4

R R

R R R R

q r q q qq rE r E r r
r R r rε ε

∞ ∞+⎛ ⎞= ⇒ + − =⎜ ⎟π π⎝ ⎠∫ ∫ ∫ ∫     

可求得 016 / 21q q= − . 介质球壳外表面电势为 

 0 0 0
2 22 2

0 0 0

5
d d

4 8 168R R

q q q q q
U E r r

r R Rε ε ε
∞ ∞ + +

= = = =
π π π∫ ∫  

2.16  平行板电容器两极板相距 3.0cm，其间放有一层相对介电常量为 r 2ε = 的介

质，位置与厚度如习题 2.16 图所示. 已知极板上面电荷密度为 10 28.85 10 C mσ − −= × ⋅ ，

略去边缘效应，求： 
（1）极板间各处 P、E 和 D 的值； 
（2）极板间各处的电势（设 VA = 0）. 

 

习题 2.16 图 

解  （1）由高斯定理，可算得两极板内各区均有 10 2
e 8.85 10 C mD σ − −= = × ⋅ . 在

介质外， r 1, 0Pε = = ， 1
0/ 100V mE D ε −= = ⋅ . 在介质中， r 2ε = ， 
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 1 10 2 1
r 0 r(1 ) 4.43 10 C m , / ( ) 50V mP D E Dε ε ε− − − −= − = × ⋅ = = ⋅     

（2）计算各区电势（设 0AV = ） 

 

1

1 0

1 2 1 1 1 1

(0 ) d 100

( ) ( ) d 100 50( ) 50( ) 50 0.5

x

x

x

V x x E x x

V x x x V x E x x x x x x x

< < = =

< < = + = + − = + = +

∫

∫
 

 2
2 3 2 1 2 2

1 2

( ) ( ) d 50( ) 100( )

100 50 50 100 0.5

x

x
V x x x V x E x x x x x

x x x x

< < = + = + + −

= + − = −

∫  

式中，x 和 ( 1,2,3)ix i = 的单位用米， 1 2 30.01m, 0.02m, 0.03mx x x= = =  . 

2.17  球形电容器由半径为 R1 的导体和与它同心的导体球壳构成，壳的内半径

为 R2，其间有两层均匀介质，分界面的半径为 r，内、外层介质的介电常量分别为 1ε
和 2ε .  

（1）求电容 C； 
（2）当内球带电荷 Q− 时，求介质表面上极化电荷的面密度σ ′ .  
解  （1）采用球坐标（ , ,R θ φ ）. 由对称性，介质中的 D 沿径向方向（ /R R≡e R ），

其大小仅与 R 有关. 于是，可运用高斯定理算得 D 的大小等于 2/ (4 )D q R= π ，式中

q 为内球所带电量. 在两层介质中的电场强度为 

 1 22 2
1 2

( ) , ( )
4 4R R

q qR R r r R R
R Rε ε

= =
π π

≤ ≤ ≤ ≤E e E e  

据此求得两极板间的电势差和电容为 

 

2 2

1 1
2 2

1 2 1 1 1 2 2 2

1 2 1 2 2 2 1 1
1 2 1 2

d d 1 1 1 1d
4 4 4

[( ) ( ) ]
4

R r R

R R r

q R q R qU
R R R r r R

q R R R R r
R R r

ε ε ε ε ε ε

ε ε ε ε
ε ε

⎛ ⎞
Δ = ⋅ = + = − + −⎜ ⎟π π π ⎝ ⎠

= − + +
π

∫ ∫ ∫E R
 

 1 2 1 2

1 2 1 2 2 2 1 1

4
( ) ( )

R R rqC
U R R R R r

ε ε
ε ε ε ε

π
= =
Δ − + +

 

（2）当 q Q= − 时，有 

 1 0 2 0
1 22 2

1 2

( ) ( ),
4 4R R

Q Q
R R

ε ε ε ε
ε ε
− −

= − = −
π π

P e P e  

据此求得各介质表面的极化电荷面密度如下： 

 1 0 2 0 0 1 2
2 1 2 2 2

1 2 1 2

( ) ( ) ( )| ( )
4 4 4r r R

Q Q Q
r r r

ε ε ε ε ε ε ε
σ

ε ε ε ε
− − −′ = − − ⋅ = − + = − ⋅

π π π
P P e  

 1 0 2 0
1 1 1 2 2 22 2

1 1 2 2

( ) ( )( ) ( ) , ( )
4 4R R

Q QR R
R R

ε ε ε ε
σ σ

ε ε
− −′ ′= ⋅ − = = ⋅ = −

π π
P e P e  
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2.18  两介电常量分别为 1ε 和 2ε 的介质的接触面上有一层自由电荷，面密度为

σ . 接触面两侧的电场强度分别为 1E 和 2E ，与接触面法线的夹角分别是 1θ 和 2θ ，

如习题 2.18 图所示. 证明 

2 2 1 1
1 1 1

cot 1 cot
cosE
σε θ ε θ

ε θ
⎛ ⎞

= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

习题 2.18 图 

证  由切向电场和法向电位移满足的边值关系 
 1 2 1 2,t t n nE E D D σ= − =  

可写下 
 1 1 2 2 1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2sin sin , cos cos cos cosE E E E E Eθ θ ε θ ε θ σ ε θ σ ε θ= − = − =或  

将两式相除得 

 1 1 1
2 2 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1

coscot cot 1 cot
sin sin cos

E
E E E

ε θ σ σ σε θ ε θ ε θ
θ θ ε θ

⎛ ⎞−
= = − = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

证毕.  
2.19  如习题 2.19 图所示，一导体球外充满两半无限电介质，介电常量分别为 1ε

和 2ε ，介质界面为通过球心的无限平面. 设导体球半径为 a，总电荷为 q，求空间电

场分布和导体球表面的自由面电荷分布.  

 

习题 2.19 图 

解  本题属于介质界面与电场线重合的情况，具有对称性的是电场. 取球坐标

（ , ,r θ φ），原点位于球心，电场沿径向方向，且只与 r 有关. 由高斯定理得 

 2 2
1 2 2

1 2

2 2
2 ( ) r

qr E r E q
r

ε ε
ε ε

π + π = ⇒ =
π +

       E e  

据此求得两介质区的电位移矢量如下： 
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 1 2
1 1 2 22 2

1 2 1 2

,
2 ( ) 2 ( )r r

q q
r r

ε ε
ε ε

ε ε ε ε
= = = =

π + π +
D E e D E e  

导体球表面的自由面电荷密度为 

 1 2
1 1 2 22 2

1 2 1 2

( ) , ( )
2 ( ) 2 ( )

q qD a D a
a a

ε ε
σ σ

ε ε ε ε
= = = =

π + π +
 

2.20  把平行板电容器的两极板接到电源上（接通 K），然后在电容器内左半区

中放入介电常量为ε 的电介质（习题 2.20 图）. 
（1）问 A、B 两点的场强哪个大？各为没有介质时的多少倍？ 
（2）如果在充电后，先把电源断开（即断开 K），再在左半区中放入介质，电场

强度如何变化？ 

 

习题 2.20 图 

解  本题属于介质界面与电场线平行的情况，介质内外电场相等，因而 A、B
两点电场相等，与充电之后开关 K 是否断开无关. 

在没有介质时，电容器被充电至电压 V，极板带电量为 0Q C V= ，式中 0C 为没有介

质时平行板电容器的电容. 设极板面积为 S，两极板的间距为 d，则电容等于 0 0 /C S dε= . 

插入介质之后，电容器的电容增加. 视新电容为两部分电容之并联：一部分含介质，另

一部分为真空，算得新电容等于 0 0/ (2 ) / (2 ) ( ) / (2 )C S d S d S dε ε ε ε= + = + . 

（1）开关 K 处于接通状态：此时电容器的电压维持 V 不变，故电场与没有介质

时的电场相同，大小同为 /E V d= . 
（2）介质插入前断开 K：此时电容器带电量 Q 维持不变，故电容器的电压与电

容成反比降至 0 0 0/ 2 / ( )C C ε ε ε= + 倍，也就是 A 或 B 点的电场等于没有介质时的

0 02 / ( )ε ε ε+ 倍.  

*2.21  如习题 2.21 图所示，整个空间以 z = 0 为界面，上下分别充满介电常量

为 1ε 和 2ε 的介质. 在 z = a 处和 z = −a 处分别放置电量为−q 和+q 的点电荷，求−q

电荷受的作用力.  

 

习题 2.21 图 
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解  本题要求计算位于（0, 0, a）处的点电荷 q− 所受的力，这归结为计算施力

电荷在（0, 0, a）处产生的电场，该电场可用电像法求解. 我们关心的电场区域为

0z > . 在该区域中，位于（0, 0, −a）的点电荷 q+ 在界面上诱发的极化电荷的贡献，

可由位于同一地点的像电荷 q′′代表，按电像法求得 

 0 2 1

2 1 2

( )
( )

qq ε ε ε
ε ε ε

−′′ =
+

 

此外，位于（0, 0, a）的点电荷 q− 在界面上诱发的极化电荷的贡献，可由位于（0, 0, −a）
的像电荷 q′代表，同样按电像法求得 

 0 1 2 0 2 1

1 1 2 1 1 2

( ) ( )( )
( ) ( )

qq qε ε ε ε ε ε
ε ε ε ε ε ε

− −′ = − =
+ +

 

于是，受力电荷所在位置的施力电场等于 

 
2 2 2

2 0 0

2 1 2 1
2 2

2 1 2 2 1 2 1 1

4 (2 ) 4 (2 ) 4 (2 )

( ) ( )1
16 ( ) ( ) 16

q q qE
a a a

q qq q
a a

ε ε ε

ε ε ε ε
ε ε ε ε ε ε ε ε

′′ ′
= + +

π π π

⎡ ⎤− −
= + + =⎢ ⎥π + + π⎣ ⎦

 

式中，右边第一项分母中加入 2ε ，旨在计入电荷 q+ 处极化电荷 0( ) /q qε ε ε′ = − 的贡

献. 于是，电荷 q− 所受的作用力为 

 
2

2
116

qF qE
aε

= − = −
π

 

顺便指出，在受力电荷 q− 的周围也会出现极化电荷，但基于对称性分析，可证

明该极化电荷作用在 q− 上的合力为零.  
2.22  一电量为+q 的点电荷位于 ( , ) ( , )x y a b= ，两半无限接地导体平面相交于 z

轴，如习题 2.22 图所示.  
（1）求+q 所在区域（ , 0,x y z−∞ < < ∞ ≥ ）中任一点的电场； 
（2）利用 yE 的表达式，确定哪一个导体平板表面 0yE = ，并计算 0yE ≠ 的导体

平板的面电荷密度 eσ .  

 

习题 2.22 图 

解  用电像法求解. ( , )q a b+ 的像有三个，各自的电量和位置如下： 
 ( , ), ( , ), ( , )q a b q a b q a b− − + − − − −  
在 0, 0,x y z−∞ ∞≥ ≥ ≤ ≤ 区域内，电势由原电荷和 3 个像电荷所产生，其表达式为 
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2 2 2 2 2 2

0

2 2 2 2 2 2

1 1( , , )
4 ( ) ( ) ( ) ( )

1 1
( ) ( ) ( ) ( )

qU x y z
x a y b z x a y b z

x a y b z x a y b z

ε

⎛
⎜= +
⎜π − + − + + + + +⎝

⎞
⎟− −
⎟− + + + + + − + ⎠

 

 3 3 3 3
0 1 2 3 44x

U q x a x a x a x aE
x r r r rε

⎛ ⎞∂ − + − +
= − = + − −⎜ ⎟∂ π ⎝ ⎠

 

 3 3 3 3
0 1 2 3 44y

U q y b y b y b y bE
y r r r rε

⎛ ⎞∂ − + + −
= − = + − −⎜ ⎟∂ π ⎝ ⎠

 

 3 3 3 3
0 1 2 3 44z

U q z z z zE
z r r r rε

⎛ ⎞∂
= − = + − −⎜ ⎟∂ π ⎝ ⎠

 

式中 

 
2 2 2 2 2 2 2 2

1 2
2 2 2 2 2 2 2 2

3 4

( ) ( ) , ( ) ( )

( ) ( ) , ( ) ( )

r x a y b z r x a y b z

r x a y b z r x a y b z

= − + − + = + + + +

= − + + + = + + − +
 

当 0x = 时，即在竖直导体平面上，有 1 4 2 3,r r r r= = ， 0yE = . 当 0y = 时，即在

水平导体平面上，有 1 3 2 4,r r r r= =  

 2 2 2 3/2 2 2 2 3/2
0

1 1
2 [( ) ] [( ) ]y
qbE

x a b z x a b zε
⎛ ⎞

= −⎜ ⎟π + + + − + +⎝ ⎠
 

相应水平导体平面上的面电荷密度为 

 e 0 2 2 2 3/2 2 2 2 3/2

1 1( ,0, )
2 [( ) ] [( ) ]y
qbx z E

x a b z x a b z
σ ε

⎛ ⎞
= = − −⎜ ⎟π − + + + + +⎝ ⎠

 

*2.23  如习题2.23图(a)所示，一半径为R的导体球壳，球内部距离球心为 ( )d d R<

处有一点电荷 q，求 
（1）当球壳接地时球内的电场强度和电势； 
（2）当球壳不接地且带电量为 Q 时球内的电场强度和电势.  

 

习题 2.23 图 

解  （1）由电像法，球外的像电荷的电量和位置（离球心的距离）为 
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2

,R Rq q b
d d

′ = − =  

球内的电场强度为点电荷和它的像电荷电场的叠加 

 
1 22 2

0 1 2

1 22 2 2 4 2 2
0

1
4

1 /
4 2 cos / 2 ( / )cos

r r

r r

q q
r r

q R d
r d rd r R d r R d

ε

ε θ θ

⎛ ⎞′
= +⎜ ⎟π ⎝ ⎠

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟π + − + −⎝ ⎠

E e e

e e
 

 1 2 2 2 2 4 2
0

1
4 2 cos 2 cos

q RU
r d rd r d R rdRε θ θ

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

π + − + −⎝ ⎠
 

对于接地导体球壳情况，球壳（内表面）带电量为 q− ，这一点可通过高斯定理去

证明（取球壳外表面为高斯面），也可以通过实际计算（ /rE U r= −∂ ∂ 、 0 ( )e rE Rσ ε= − 、

将 eσ 过球壳内表面积分）去证明． 

（2）对于带电球壳的情况，由题设知其带电量为 Q，则可在球壳外表面均匀布

满一层虚拟面电荷，其电量设为Q Q q′ = + ．这样做的后果是：（ⅰ）球壳总带电量

为原带电量 q− 与附加电量Q′之和，即 q Q Q′− + = ，满足题设要求；（ⅱ）对球内电

场无贡献；（ⅲ）对球内电势贡献一个常数 0 0/ (4 ) ( ) / (4 )Q R Q q Rε ε′ π = + π ．于是，球

内电势为前述结果加上这个常数，结果为 

 2 1
04

Q qU U
Rε

+
= +

π
 

对该答案的一个检验是：对于导体球接地情况，球壳带电量为 Q q= − ，以致有

2 1U U= ，一个明显合理的结果． 
*2.24  一半径为 a 的无限长的直导线的线电荷密度为 eλ ，与一电势为零的无限

大金属板相距为 b， b a ，试对单位长度导线，计算此系统的电容.（提示：用电

像法和条件 b a .） 
解  取直角坐标，金属板位于（x = 0）平面，导线与 z 轴平行，位于 ( , ) ( ,0)x y b= . 

长直导线的像位于 ( , ) ( ,0)x y b= − ，线电荷密度为 eλ− . 原直线电荷及其像电荷在 x 轴

线上产生的电势为 

 e e e

0 0 0

ln | | ln | | ln
2 2 2

b xU b x b x
b x

λ λ λ
ε ε ε

− +
= − − − + =

π π π −
 

以上对应取金属板为电势零点. 导线与金属板间的电势差为 

 e e

0 0

2 2( ) ( 0) ln ln
2 2

b a bU U x b a U x
a a

λ λ
ε ε

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ = = − − = = ≈⎜ ⎟ ⎜ ⎟π π⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

于是单位长度导线与金属板之间的电容等于 

 e e 0

e 0

2
[ / (2 )]ln(2 / ) ln(2 / )

C
U b a b a
λ λ ε

λ ε
π

= = =
Δ π
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第 3 章  静电场的能量 

3.1  在铀 238（238U）的原子核中，两质子间的距离约为 6.0×10−15 m. 已知质

子电荷为 1.6×10−19C，问它们之间的电势能有多少？相互作用的库仑力有多大？ 
解  两质子之间的电势能或相互作用能 W，以及库仑力 F 分别等于 

 
2 9 19 2

14
15

0 0

9 10 (1.6 10 ) 3.8 10 (J)
4 6 10

qW qU
rε

−
−

−

× × ×
= = = ×

π ×
  

 
2 9 19 2

2 15 2
0 0

9 10 (1.6 10 ) 6.4 (N)
4 (6 10 )

qF
rε

−

−

× × ×
= = =

π ×
  

3.2  三个点电荷，其所带电量及位置如习题 3.2 图所示，计算： 
（1）各对电荷之间的相互作用能； 
（2）电荷系统的相互作用能.  

 

习题 3.2 图 

解  （1）自左至右将点电荷排序，求得各对电荷之间的相互作用能依次为 

 
2

1 2
12 21

0 0 0

( ) 2
4 4 2
q q q q qW W

a a aε ε ε
− ⋅

= = = − =
π π π

 

 
2

2 3
23 32

0 0 0

2 .( )
4 4 2
q q q q qW W

a a aε ε ε
−

= = = − =
π π π

 

 
2

1 3
13 31

0 0 0

( ) ( )
4 (2 ) 8 8

q q q q qW W
a a aε ε ε

− ⋅ −
= = = =

π ⋅ π π
 

（2）电荷系统的相互作用能等于上述三对电荷相互作用能之和，即 

 
2

12 23 13
0

7
8

qW W W W
aε

= + + = −
π

 

3.3  在边长为 a 的正六边形各顶点有固定的点电荷，它们的电量交替为 Q 和

−Q，参见习题 3.3 图. 
（1）求系统的相互作用能； 
（2）若外力将其中相邻的两个点电荷缓慢地移到无限远处，在移动过程中维持

这两个点电荷的距离以及其余电荷的位置不变，问外力需做多少功？ 
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习题 3.3 图 

解  （1）系统的相互作用能等于 

 
1

1
2

N

i i
i

W q U
=

= ∑  

式中， iU 为除 iq 外其余所有点电荷在 iq 处产生的电势. 由对称性，可知所有正电荷

所在位置的 iU 彼此相等，设为U+ ，其值等于 

 
0 0

1 2 5
4 2 4 23 3 3

Q Q Q Q Q QU
a a a aa aε ε+

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − + − + − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟π π⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

此外，所有负电荷所在位置的 iU 也彼此相等，设为U− ，成立U U− += − . 系统共包含

3 个正电荷和 3 个负电荷，以至该系统的相互作用能等于 

 
2

0

3 3 3 2 53
2 2 4 23

QW QU QU QU
aε+ − +

⎛ ⎞
= − = = −⎜ ⎟π ⎝ ⎠

 

（2）在移走两个相邻点电荷之后，余下四个点电荷构成的系统的相互作用能为 

 

1
0 0

0 0

2 2

0 0

8 2 83 3

8 8 23 3

1 3 1 2 72 2 2
8 2 4 23 3 3

Q Q Q Q Q Q Q QW
a a a aa a

Q Q Q Q Q Q Q Q
a a a aa a

Q Q
a a

ε ε

ε ε

ε ε

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − + − − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟π π⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ − − + − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟π π⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − + − + = −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟π π⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

被移至无限远处的点电荷对的相互作用能等于 

 
2

2
04

QW
aε

= −
π

 

外力做功等于系统相互作用能的增加，亦即 

 
2 2

1 2
0 0

2 7 6 15 4 31 3
4 2 2 4 33 3

Q QA W W W
a aε ε

⎛ ⎞⎛ ⎞
= + − = − − − + = −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟π π⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

3.4  假定电子是球形的，并且它的静止能量 mc2（m 是它的静质量，c 是真空

光速）就是来自它的静电能量. 这样就可以由它的电荷分布算出它的半径. 



《电磁学与电动力学（第二版）》习题解答 

 

·38·

（1）假定电子电荷 e 均匀分布在球面上，求电子的半径； 
（2）假定电子电荷 e 均匀分布在球体内，求电子的半径； 
（3）由于假定电荷分布情况不同，算出的电子半径便稍有不同 . 目前把

2 2
0 0/ (4 )r e mcε= π 叫做电子的经典半径. 已知电子电荷 e = − 1.6×10−19 C，电子的静

质量 319.11 10 kgm −= × ，光速 8 13.0 10 m sc −= × ⋅ ，求 0r 的值. 

解 （1）若电子电荷沿半径为 a 的球面均匀分布，则球面上的电势为U =  

0/ (4 )e aεπ ，电子的静电电势能 2 2
0/ 2 / (8 )W eU e a mcε= = π = ，据此求得电子半径   

如下： 

 
2

2
08
ea

mcε
=

π
 

（2）均匀分布于半径为 a 的球内，其电荷密度为 33 / (4 )e aρ = π ，可求得球内外

的电场为 

 3 2
0 0 0

( ) , ( )
3 4 4

r er eE r a E r a
a r

ρ
ε ε ε

< = = > =
π π

 

据此可求得球内电势分布如下： 

 
2 2 2 2

3 3
0 0 0

( ) (3 )( ) d d d
8 4 8

a

r r a

e a r e e a rU r E r E r E r
a a aε ε ε

∞ ∞ − −
= = + = + =

π π π∫ ∫ ∫  

因此，电子的静电能等于 

 
2 2

2 2 2
6 0

0 0

1 3 3d (3 )d
2 16 20

a

V

e eW U V r a r r
a a

ρ
ε ε

= = − =
π π∫∫∫ ∫  

让这一静电能等于 2mc ，从中求得电子半径为 

 
2

2
0

3
20

ea
mcε

=
π

 

（3）
22 7 19 2

150
0 2 31

0

10 ( 1.6 10 ) 2.8 10 (m)
4 4 9.11 10

eer
mc m

μ
ε

− −
−

−

× − ×
= = = = ×

π π ×
 

3.5  如习题 3.5 图所示，半径为 1R = 2.0cm 的导体球外套一个与它同心的导体

球壳，壳的内外半径分别为 2R = 4.0cm 和 3R = 5.0cm，球与壳间充满空气，壳外也是

空气. 球和壳原来都不带电. 现在使球带电 3.0×10−8C，问这个系统储藏了多少电

能？如果用导线把球与壳连在一起，结果如何？ 

 

习题 3.5 图 
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解  球带电后，壳内壁感应电荷 Q− 均匀分布，壳外表面带电 Q+ 均匀分布. 在

1 2R r R≤ ≤ 之间的储能相当于球形电容器的储能，在 3r R≥ 区的储能相当于半径为

3R 的孤立导体球电容器的储能，可求得二者的电容分别等于 

 0 1 2
1 2 0 3

2 1

4
, 4

R R
C C R

R R
ε

ε
π

= = π
−

 

系统总储能为两电容器储能之和，即 

 

2 2 2
2 2 2 1

1 2 0 1 2 0 3 0 1 2 3

8 2
4

12

( )1 1 1 1 1
2 2 8 8 8

(3 10 ) 1 1 1 1.82 10 (J)
8 8.85 10 0.02 0.04 0.05

R R Q Q QW Q Q
C C R R R R R Rε ε ε

−
−

−

⎛ ⎞−
= + = + = − +⎜ ⎟π π π ⎝ ⎠

× ⎛ ⎞= × − + = ×⎜ ⎟× π× × ⎝ ⎠
 

 

当导线把壳与球连接起来，系统储能相当于半径为 3R 的孤立导体球电容器的储能 

 
2 8 2

2 5
12

2 0 3

1 (3 10 ) 8.09 10 (J)
2 8 8 8.85 10 0.05

QW Q
C Rε

−
−

−

×
= = = = ×

π × π× × ×
 

3.6  铀 235 原子核可当作半径为 r = 9.2×10−15 m 的球，它有 92 个质子，每个

质子的电荷为 e = 1.6×10−19 C. 假设这些电荷均匀分布在上述球体内.  
（1）求铀 235 原子核的静电势能； 
（2）当一个铀 235 原子核分裂成两个相同的碎片，每个都可当作均匀带电球时，

求放出的能量； 
（3）1kg 铀 235 裂变时，能放出多少能量？ 
解  由习题 3.4 的结果，半径为 r、电量为 Q 的均匀带电球的静电能为 

 
2

0

3
20

QW
rε

=
π

 

（1）铀 235 原子核的静电势能等于 

 
19 2

10
1 12 15

3 (92 1.6 10 ) 1.27 10 (J) 795(MeV)
20 8.85 10 9.2 10

W
−

−
− −

× × ×
= = × =

× π× × × ×
 

（2）一个铀 235 原子核分裂成两个相同的碎片，可由下式求得碎片半径 

 3 3 1/3
1 1

4 42 / 2
3 3

r r r rπ π
× = ⇒ =         

所放出的能量等于始末态静电能之差，即 

 
2 2 2

2/3 11

0 0 1 0

3 3( / 2) 32 (1 2 ) 4.70 10 (J) 294(MeV)
20 20 20

Q Q QW
r r rε ε ε

− −Δ = − × = − = × =
π π π

 

（3）铀 235 的相对分子质量为 235，原子质量单位为 1.66×10−27kg，故 1kg 铀

235 的分子数目等于 
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 27 241 / (235 1.66 10 ) 2.56 10−× × = ×  

它们全部裂变放出的能量等于 

 24 11 14 262.56 10 4.70 10 1.2 10 (J) 7.5 10 (MeV)W −Δ = × × × = × = ×  

3.7  半径为 a 的导体圆柱外套有一个半径为 b 的同轴导体圆筒，长度都是 l，
其间充满介电常量为 ε 的均匀介质，圆柱带电为 Q，圆筒带电为−Q，略去边缘效应.  

（1）在半径为 r（a<r<b）处，电场能量密度是多少？ 
（2）整个介质内的电场总能量 W 是多少？ 
（3）试证明 2 / (2 )W Q C= ，C 是圆柱和圆筒间的电容. 

解  （1）由对称性可知，电位移矢量只有径向分量，其数值仅与 r 有关. 由高

斯定理，求得区域 ( )a r b≤ ≤ 中的电位移矢量和电场强度的数值分别为 

 ,
2 2

Q E QD E
rl rlε ε

= = =
π π

 

从而求得该区域内的电场能量密度为 

 
2

2 2 2

1 1 1
2 2 2 2 2 8

Q Q Qw DE
rl rl r lε ε

= ⋅ = = ⋅ ⋅ =
π π π

D E  

（2）介质内的总电场能等于 

 
2 2 2

2 2 2

d dd 2 ln
8 4 4

b b

a a

Q r r Q r Q bW w V l
r l l r l aε ε ε

⎛ ⎞= = π = = ⎜ ⎟π π π ⎝ ⎠∫∫∫ ∫ ∫  

（3）圆柱和圆筒之间的电位差为 

 dd ln
2 2

b b

a a

Q r Q bU E r
rl l aε ε

⎛ ⎞Δ = = = ⎜ ⎟π π ⎝ ⎠∫ ∫  

于是系统的电容等于 

 2
ln( / )

Q lC
U b a

επ
= =
Δ

 

从而得
2

21 ln
2 4

Q bQ W
C l aε

⎛ ⎞= =⎜ ⎟π ⎝ ⎠
，证毕. 

3.8  圆柱形电容器由一根长直导线和套在它外面的共轴导体圆筒构成. 设导线的

半径为a，圆筒的内半径为b. 证明：这电容器所存储的能量有一半是在半径为r = (ab)1/2

的圆柱体内.  
证  圆柱电容器的电容、电能密度和储能为（参见习题 3.7） 

 
2 2

20
2 2 2

0 0

2 1, , ln
ln( / ) 8 2 4

l Q Q bC w W Q
b a r l C l a
ε

ε ε
π ⎛ ⎞= = = = ⎜ ⎟π π ⎝ ⎠

 

设半径 r 以内的能量为电容器所存储能量的一半，即 
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2 2 2

0 0 0

d 12 d ln ln
4 4 2 8

r r

a a

Q r Q r Q bw rl r W
l r l a l aε ε ε

⋅ π = = = =
π π π∫ ∫  

由上式推得
2 2

ln ln ln 0r b r r ab
a a ab

⎛ ⎞⎛ ⎞ − = = ⇒ =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

        ，证毕. 

3.9  由两共轴金属圆柱构成一空气电容器，设空气击穿场强为 Eb，内外导体圆

柱半径为 R1、R2，导体单位长度带电荷为 eλ . 在给定 2R 和保证空气介质不致击穿的

前提下，应当如何选择 1R ，使得 

（1）两导体间的电势差 大？ 
（2）电容器的储能 大？ 
（3）当空气击穿的场强 6 1

b 3 10 V mE −= × ⋅ 、 2 1cmR = 时，分别计算在（1）和（2）

两种选择方案下电容器的极大电势差.  
解  由高斯定理可给出区域（ 1 2R r R≤ ≤ ）内的电场分布如下（参见习题 3.7） 

 e

02
E

r
λ
ε

=
π

 

内外导体间的电势差等于 

 2

1

e 2

0 1

d ln
2

R

R

RU E r
R

λ
ε

⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟π ⎝ ⎠
∫  

单位长度电容器的储能等于 

 
22
e2 2

0 1 0 1

1 ln ln
4 4

R RQW
l l R R

λ
ε ε

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ⋅ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟π π⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

由题意，要求内导体表面的电场强度不高于击穿场强 bE ，亦即下述表达式满足 

 e
b

0 12
E

R
λ
επ

≤  

将上式代入前面得到的电容器的电势差和储能公式，分别求得 

 2 22 2
b 1 0 b 1

1 1

ln , ln
R R

U E R W E R
R R

ε
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

π⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

≤ ≤  

本题关心电势差和储能的极大值，故可将上述表达式改为等式 

 2 22 2
b 1 0 b 1

1 1

ln , ln
R R

U E R W E R
R R

ε
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= = π⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

（1）选择 1R 使得两导体间的电势差 大. 
求 U 的极值，令 1/ 0U R∂ ∂ = ，得 2 1ln( / ) 1R R = ，解得 1 2 /R R e= ，相应电势差

大，等于 max b 2 /U E R e= . 
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（2）选择 1R 使得电容器的储能 大. 

求 W 的极值，令 1/ 0W R∂ ∂ = ，得 2 1ln( / ) 1 / 2R R = ，解得 /R R e=1 2 ，相应储

能 大，等于 2 2
max 0 b 2 / (2 )W E R eε= π .  

（3）对于第 1 种选择方案，电势差等于 

 
6

4b 2
max

3 10 0.01 1.1 10 (V)
2.718

E R
U

e
× ×

= = = ×  

对于第 2 种选择方案，电势差等于 

 
6

3b 2
max

3 10 0.01 9.1 10 (V)
2 2 2.718
E R

U
e

× ×
= = = ×

×
 

3.10  一球形电容器，内球壳的外半径为 R1，带电量为 Q；外球壳的内半径为

R2，带电量为−Q. 求：（1）二球壳各自的自能；（2）二球壳之间的互能；（3）系统

的总能量. 
解  （1）如习题 3.10 图所示，内球壳在其自身产生的电势 1 0 1/ (4 )U Q Rε= π ，

则它的自能等于 

 
2

1
0 1

1( )
2 8

QW Q QU
Rε

+ = =
π自  

 

习题 3.10 图 

外球壳在其自身产生的电势 2 0 2/ (4 )U Q Rε= − π ，则它的自能等于 

 
2

2
0 2

1( )
2 8π

QW Q QU
Rε

− = − =自  

（2）二球壳之间的互能等于内球壳的电量（Q）与外球壳电荷在内球壳所在位

置产生的电势( 21 0 2/ (4 )U Q Rε= − π )的乘积，或等于外球壳的电量（ Q− ）与内球壳电

荷在外球壳所在位置产生的电势( 12 0 2/ (4 )U Q Rε= π )的乘积，二者结果相同，从而求

得两球壳之间的互能为 

 
2

12 21
0 24

QW QU QU
Rε

= = − = −
π互  

（3）电容器的总能量为内、外球壳的自能与它们之间的互能之和，即 

 
2 2 2 2

0 1 0 2 0 2 0 1 2

1 1( ) ( )
8 8 4 8

Q Q Q QW W Q W Q W
R R R R Rε ε ε ε

⎛ ⎞
= + + − + = + − = −⎜ ⎟π π π π ⎝ ⎠

互自 自  
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顺便指出，电容器的总能量也可直接用 2 / (2 )W Q C= 计算. 球形电容器的电容

0 1 2 2 14 / ( )C R R R Rε= π − ，从而算得电容器总能量为 

 
2 2

2 1

0 1 2 0 1 2

1 1
2 4 8

R RQ QW
R R R Rε ε

⎛ ⎞−
= ⋅ = −⎜ ⎟π π ⎝ ⎠

 

与前面得到的结果相同. 
*3.11  长为 L 的圆柱形电容器由半径为 a 的内芯导线与半径为 b 的外部导体薄

壳所组成，其间填满了介电常量为 ε 的电介质. 把电容器与电势为 V 的电池相连接，

并将电介质从电容器中拉出一部分. 当不计边缘效应时，要维持电介质在拉出位置

不动，需施多大的力？此力沿何方向？ 
解  圆柱形电容器的电容等于 2 / ln( / )C l b aε= π . 设介质拉出的长度为 x，则系

统可近似视为两个圆柱形电容的并联：一个长度为 x，不含介质；另一个长度为 l−x，
填满介质；并联后的电容等于 

 0 0
1 2

2 2 [ ( ) ]2 ( )
ln( / ) ln( / ) ln( / )

x l xl xC C C
b a b a b a
ε ε ε εεπ π − −π −

= + = + =  

介质柱所受的电场力为 

 
22

0( )d
2 d ln( / )V

VW V CF
x x b a

ε επ −∂⎛ ⎞= = = −⎜ ⎟∂⎝ ⎠
 

负号表示电场力为吸引力，沿电容器轴线方向，指向电容器内部；要维持电介质在

拉出位置不动，需施拉力 2
0( ) / ln( / )V b aε επ − 方向朝外. 

*3.12  如习题 3.12 图所示，一平行板电容器的两极板都是长为 a、宽为 b、面

积为 S = ab 的长方形金属片，两片相距为 d，分别带有电荷 Q 和−Q. 一块厚为 t、
相对介电常量为 rε 的均匀介质片（面积和宽度都与极板相同）平行地放在两极板间，

并沿着长度方向部分抽出. 略去边缘效应，证明：当介质片在极板间的长度为 x 时，

把它拉向原来位置的静电力为 

 
2

2
0

( )
2 [ ( ) ]

Q b d t t dF
S d t xbtε

′ ′−
=

′ ′− +
 

式中， r r( 1) /t tε ε′ = − .  

 

习题 3.12 图 

解  平行板电容器的电容为 0 r /S dε ε . 在介质板被部分拖出之后，系统可近似视为
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两个平行板电容器的并联. 一个面积为 ( )b a x− ，不含介质，电容为 1 0 ( ) /C b a x dε= − . 

另一个面积为 bx，含厚度等于 t 的介质板，其电容等效于三个电容的串联，它们的电

容依次为 

 0 0 r 0

1 1

, ,
( )

bx bx bx
t t d t t

ε ε ε ε
− +

 

式中，t1 为介质板与上极板之间的距离. 串联后的电容等于 

 

1 1

1 1
2

0 0 r 0 0 r 0

1 0
0 r r r r

( )

[ ( 1) / ] ( ( 1) / )

t d t tt t d tC
bx bx bx bx bx

bx
bx d t t t

d t

ε ε ε ε ε ε ε

ε
ε ε ε ε ε

− −

−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + −
= + + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

′= − − = ≡ −
′−

 

系统总电容等于 C1 和 C2 之和 

 0 0 0
1 2

( ) [( ) ]
( )

b a x bx b d t a xt
C C C

d d t d d t
ε ε ε ′ ′− − +

= + = + =
′ ′− −

 

介质板所受的静电力为 

 

2 2 2 2
0

2 2 2 2
0

2

2
0

d ( )
2 d 2 [( ) ] ( )

( )
2 [ ( ) ]

Q

btW Q C Q d d tF
x C x b d t a xt d d t

Q b d t t d
S d t xbt

ε
ε

ε

′′∂ −⎛ ⎞= − = =⎜ ⎟ ′ ′ ′∂ − − −⎝ ⎠

′ ′−
=

′ ′− +

 

证毕. 该力为正，指向 x 增加的方向，亦即将介质板拉回原来位置.  
*3.13  如习题 3.13 图所示，一平行板电容器极板的面积为 S，极板间距离为 d，

在它中间有一块厚为 t、相对介电常量为εr 的介质平板，把两极板充电到电势差为

V. 略去边缘效应.  
（1）断开电源，把这介质板抽出，问抽出时要做多少功？ 
（2）如果在不断开电源的情况下抽出，则要做多少功？ 
（3）如果将中间的介质板换上同样厚的导体板，结果又如何？ 

 

习题 3.13 图 

解  系统的初始电容等效于两个平行板电容器的串联：一个厚度为 t，填满介

质；一个厚度为 d t− ，不含介质. 串联后的电容等于 
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1

0 r 0 r
0

0 r 0 r r

1,
( )

S St d tC t t
S S t d t d t

ε ε ε ε
ε ε ε ε ε

−
⎛ ⎞ ⎛ ⎞−− ′= + = = ≡⎜ ⎟ ⎜ ⎟′+ − − ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

介质板抽出之后，电容变为 0 /C S dε= . 初始时，电容器充电至电压 V，极板所带电

量 Q = C0V. 以下取坐标 x 表示介质板抽出电容器之距离，x = 0 表示介质板完全位

于电容器之内. 
（1）当断开电源时抽出介质. 
介质所受的静电力为 2 2[ / (2 )]d / dF Q C C x= ，外界克服该静电力所做的功等于 

 
0

2 2 2 2

1 2 2
0

d dd d
2 d 2 2 2

C

C

Q C Q C Q QA F x x
C x C C C

= − = − = − = −∫ ∫ ∫  

外界做功等于末态静电能与初始静电能之差. 将前面得到的结果代入，得 

 
2 22 2

0 0 r r
1 2 2

0 0 0 r r

( 1)
2 2 2( ) 2[ ( 1) ]

St V StVQ d d t t QA
S S S d t d t

ε ε ε ε
ε ε ε ε ε

′⎛ ⎞′ ′ −−
= − = = =⎜ ⎟ ′− − −⎝ ⎠

 

（2）当接通电源时抽出介质. 
介质所受的静电力为 2( / 2)d / dF V C x= ，外界克服该静电力所做的功等于 

 
0

22 2 2
0

2
dd d d

2 d 2 2 2
C

C

C VV C V CVA F x x C
x

= − = − = − = −∫ ∫ ∫  

外界做功等于初始静电能与末态静电能之差. 由于 0C C> ，该功为正；系统静电能

减小，所减小的量等于外界做功. 由外界做功和系统静电能损失所输出的能量，将

通过充电过程输运给电池. 将前面得到的结果代入，得 

 
2 22

0 0 0 0 r
2

r r

( 1)
2 2( ) 2[ ( 1) ]

S S St V StVVA
d t d d t d d t d
ε ε ε ε ε

ε ε
′ −⎛ ⎞= − = =⎜ ⎟′ ′− − − −⎝ ⎠

 

（3）将介质板换为导体板，一种简单处理方法是视导体为 rε →∞极限下的介质，

于是有 t t′ → . 因此，只需从前述含 t′的中间结果出发，将 t′换成 t，就可轻易获得

导体板情况的相应结果. 通过这种方式，求得断开电源和接通电源两种情况下抽出

导体板外界所做的功，它们分别为 

 
2 2 2 2

0 0 0 0
1 22 2 ,

2( ) 2( ) 2( ) 2( )
t t t t

St V StV St V StV
A A

d t d t d t d d t d
ε ε ε ε

′ ′= =

′ ′
= = = =

′ ′− − − −
 

当然，也可采用常规方法进行处理. 将介质板换成导体板之后，电容器的初始

电容相当于两个电容的串联：它们均为平板空气电容器，厚度分别为 d1 和 d2，成立

1 2d d d t+ = − . 串联后的电容等于 

 
1

0 01 2
0

0 0 1 2

S Sd dC
S S d d d t

ε ε
ε ε

−
⎛ ⎞

= + = =⎜ ⎟ + −⎝ ⎠
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对比介质板的结果，在静电情况下，导体的确属于 rε →∞极限下的介质.  
*3.14  如习题 3.14 图所示，在接地导体 z = 0 平面的上方 ( , , ) ( ,0, )x y z a a= 和

( ,0, )a a− 处分别有点电荷+q 和−q. 

（1）求作用在+q 上的作用力； 
（2）为了得到这样一个电荷系统，求反抗静电力所做的功； 
（3）求点（a, 0, 0）处的电荷面密度.  

 

                   习题 3.14 图                       图 3.14a 

解  （1）用电像法，在（−a, 0, −a）处置像电荷+q，在（a, 0, −a）处置像电荷−q，
如图 3.14a 所示. 于是，可求得作用在（a, 0, a）处点电荷+q 上的总静电力为 

 

2

2 2 2
0

2

2
0

1 1 1 1 1
4 (2 ) (2 ) (2 2 ) 2 2

1 12 2
32 2 2

x z x z

x z

q
a a a

q
a

ε

ε

⎡ ⎤⎛ ⎞= − − + +⎢ ⎥⎜ ⎟π ⎝ ⎠⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + + − +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟π ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

F e e e e

e e

 

力的大小为 

 
2

2
0

(2 2 1)
32

qF
aε

−
=

π
 

力的方向位于 xz 平面，指向原点.  
（2）可以设想多种方式移动电荷：先移+q 后移 −q，或先移−q 后移+q，或同时

移动两个电荷. 移动的路径也可以随意选择. 由于静电力的保守性，移动电荷所做

的功只与各电荷的 终位置有关，与移动顺序和路径无关. 因此，可以选择一种合

适的方式和路径，以简化力的分析和功的计算. 我们设想的移动方式和路径是：分

别沿路径 

 1 2: , 0; : , 0L z x y L z x y= = = − =  

移动+q 和−q，在移动过程中实现同步：当点电荷+q 抵达（x, 0, x）处时，点电荷−q
也正好抵达（−x, 0, x）处，两个点电荷与原点的距离相同. 于是，两个电荷受到大
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小相同且指向原点的静电力. 按（1）的结果，这个力为 2 2
0(2 2 1) / (32 )F q xε= − π ，

方向与电荷的移动方向相同. 于是，外界克服静电力 F 所做的功为 

 
2 2 22

2 2
0 0 0

(2 2 1) d (2 2 1) 2d (4 2)2 d
16 16 16

a a aq l q x qA F l
x x aε ε ε∞ ∞ ∞

− − −
= − = = = −

π π π∫ ∫ ∫  

外界做负功，意味着系统的静电能为负.  
（3）位于（a, 0, a）处的原电荷+q 与位于（a, 0, −a）处的像电荷−q 在考察点（a, 

0, 0）处产生的合成电场只有 z 向分量，结果为 2
1 0/ (2 )zq aε= − πE e . 位于（−a, 0, a）

处的原电荷−q 与位于（−a, 0, −a）处的像电荷+q 在考察点（a, 0, 0）处产生的合成

电场也只有 z 向分量，结果为 2
2 0/ (2 5 5)zq aε= π ⋅E e . 二者之和等于 

 1 2 2
0

1 1
2 5 5 z

q
aε

⎛ ⎞
= + = −⎜ ⎟π ⎝ ⎠

E E E e  

相应求得考察点（a, 0, 0）处的面电荷密度为 

 0 2

1 1
2 5 5

qE
a

σ ε ⎛ ⎞
= = −⎜ ⎟π ⎝ ⎠

 

*3.15  一个半径为 a、带电量为 q 的导体球放入均匀电场 0E 中，求： 

（1）感应后球的偶极矩； 
（2）球内外的电势； 
（3）感应电偶极矩所对应的球面电荷分布的静电自能.  
解  （1）先设球本身电量为零，只考虑外电场 0E 与球面感应电荷的电场 ′E ，

空间总电场为 
 0 ′= +E E E  

该电场在球面上的电势应等于常数，以保证球表面外侧电场与球面垂直. 取球坐标

（ , ,r θ φ），z 轴与外电场同向. 容易算得与 0E 相关的电势等于 0 0 cosU E r θ− ，式中 0U

为某个待定常数，依电势零点的选择而定. 我们猜测 ′E 为位于球心的某个电偶极子

所产生，电偶极矩 p 沿 z 轴正向，其大小待定. 于是，可以写下球外电势的表达式

如下 

 0 0 2
0

coscos
4
pU U E r

r
θθ

ε
= − +

π
 

由球面（r = a）上电势为常数的条件，可推得 3
0 04p a Eε= π . 题设导体球带电，电量

为 q；可让该电荷沿球面均匀分布，它在球面上产生的电势等于常数，不会影响球

面为等电势面的结论.  
（2）球外电场由外电场、感应电偶极子场和均匀分布于球面的电荷产生的场叠

加而成，其电势表达式如下： 
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3

0
0 0 2

0

cos
( ) cos

4
a EqU r a U E r

r r
θ

θ
ε

= − + +
π

≥  

球内电势为常数，等于 0 0( ) / (4 )U r a U q aε= = + π . 上述求解方法属于猜解法. 静电场

解的唯一性定理允许使用猜解法，只要猜到的解满足静电场方程和必要的边界条件

即可.  
（3）感应电偶极矩所对应的电荷分布的静电自能. 
该电荷分布对应的球面电荷分布在球外产生的电势为 3 2

0 cos /a E rθ ，相应电场为 

 
3 3 3

0 0 0
2 3 3

2 cos sin
cos r

a E a E a E
r r r θ

θ θ
θ

⎛ ⎞
= −∇ = +⎜ ⎟

⎝ ⎠
E e e  

它在球内激发均匀电场 0−E （旨在抵消外电场，实现球内零电场条件）. 注意，在球

面上，外侧电场和内侧电场满足切向分量连续的条件. 球外静电能密度为 

 
6 2

2 20 0
0 6

1 (1 3cos )
2 2

a E
w E

r
ε

ε θ= = +  

球外的总静电能为 

 
6 2 3 22 20 0 0 0

40 0

41d d d (1 3cos )sin d
2 3r a a

a E a E
w V r

r
ε ε

φ θ θ θ
π ∞ π π

= + =∫∫∫ ∫ ∫ ∫≥
 

球内总静电能为 2 3 3 2
0 0 0 0( / 2) 4 / 3 2 / 3E a a Eε ε⋅ π = π . 感应电偶极矩所对应的感应电荷

分布的静电自能为上述两部分能量之和，亦即 

 
3 2 3 2

3 20 0 0 0
0 0

4 2
2

3 3
a E a E

a E
ε ε

ε
π π

+ = π  

本题也可从感应面电荷密度及其电势分布计算静电自能. 感应面电荷在球面上

产生的电势为 0 cosU E a θ= ，面电荷密度由球面外侧与内侧电场径向分量之差确定，

结果为 
 0 2 1 0 0 0 0 0( ) (2 cos cos ) 3 cosr rE E E E Eσ ε ε θ θ ε θ= − = − =  

于是可算得静电自能为 

 2 3 2 3 2
0 0 0 0

1 3d cos sin d d 2
2 2

W U S E a a Eσ ε θ θ θ φ ε= = = π∫∫ ∫∫  

与前述结果一致.  
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第 4 章  稳 恒 电 流 

4.1  电荷 Q 均匀地分布在半径为 R 的球体内，该球以匀角速度ω 绕它的某个直

径旋转，求球内离转轴为 r 处的电流密度的大小.  
解  电流来自电荷之运动. 球的电荷密度为 33 / (4 )Q Rρ = π ，速率为 rω=v ，则

电流密度等于 33 / (4 )j Q r Rρ ω= = πv . 

4.2  一条铝钱的横截面积为 0.10 mm2，在室温 300 K 时载有 5.0×10−4 A 的电流. 
设每个铝原子有三个电子参与导电. 已知铝的相对原子质量为 27，室温下的密度为

2.7g⋅cm−3，电阻率为 2.8×10−8Ω⋅m，电子的质量为 m = 9.1×10−31 kg，阿伏伽德罗常

数为 6.0×1023mol−1，玻尔兹曼常量为 k = 1.38×10−23 J⋅K−1. 求这条铝线内 
（1）电子定向运动的平均速率； 
（2）电子热运动的方均根速率； 
（3）一个电子两次相继碰撞之间的时间； 
（4）电子的平均自由程； 
（5）电场强度的大小.  
解  （1）由题给参数可算得流过铝线横截面的电流密度为 

 
4

3 2
6

5 10 5 10 (A m )
0.1 10

Ij
S

−
−

−

×
= = = × ⋅

×
 

铝线中的电子密度为 

 
3

29 3
27

2.7 10 3 1.8 10 (m )
27 1.66 10

n −
−

× ×
= = ×

× ×
 

于是求得电子定向运动的平均速率为 

 
3

7 1
19 29

5 10 1.7 10 (m s )
1.6 10 1.8 10

ju
ne

− −
−

×
= = = × ⋅

× × ×
 

（2）电子热运动的方均根速率为 

 
23

2 5 1
e 31

3 1.38 10 3003 / 1.11 10 (m s )
9.11 10

kT m
−

−× × ×
= = = × ⋅

×
v  

（3）一个电子两次碰撞之间的时间 

 
31

14e
2 29 19 2 8

2

2 2 9.1 10 1.4 10 (s)
1.8 10 (1.6 10 ) 2.8 10

m
ne
σλτ

−
−

− −

× ×
= = = = ×

× × × × ×v
 

（4）电子的平均自由程 

 2 14 5 91.4 10 1.11 10 1.55 10 (m)λ τ − −= = × × × = ×v  
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（5）电场强度的大小 

 8 3 4 12.8 10 5 10 1.4 10 (V m )jE
σ

− − −= = × × × = × ⋅  

4.3  一条长为 l 的圆台状导线，它的横截面积 A 是 x 的函数，x 是到导线左端

的距离，沿导线轴线的半截面形状示于习题 4.3 图. 导线左端的横截面是半径为 a
的圆，右端的横截面是半径为 b 的圆，电导率σ 是常数. 计算整段导线的电阻.  

 

习题 4.3 图 

解  设 x 处的截面面积为 S，则长为 dx 段的电阻为 d d / d / ( )R x S x Sρ σ= = ，

整段导线的电阻为 

 
0

dl xR
Sσ

= ∫  

设 x 处横截面的半径为 r，则由圆台的关系得 

 b a b a lar a x x
l l b a
− − ⎛ ⎞= + = +⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

相应截面面积等于 2S r= π ，求得整段导线的电阻等于 

 

2

2 2 20 0

2

2
0

1 d d
( ) [ / ( )]

1
( ) / ( )

l l

x l

x

x l xR
r b a x la b a

l l
b a x la b a ab

σ σ

σ σ

=

=

= =
π π − + −

⎡ ⎤
= − =⎢ ⎥π − + − π⎣ ⎦

∫ ∫
 

4.4  五个电阻按习题 4.4 图所示连接，求 a、b 间的电阻. 

 

习题 4.4 图 

解  采用支路电流法. 如图所示，标定总电流 I 和支路电流 I1 和 I2 的正向方

向，由节点电流方程可算得未标定支路的电流：流经 R3 的电流为 I−I1，流经 R2

的电流为 I1−I2，流经 R4 的电流为 I−I1+I2，然后，就左、右两个回路列出回路电

压方程如下： 
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 1 1 3 1 2

1 2 2 1 2 4 2 2

( ) 0
( ) ( ) 0
I R R I I I r
I I R I I I R I r

− − + =

− − − + − =
 

经整理之后求得关于 I1 和 I2 的两个方程： 

 
( )
( )

1 1 3 2 3

1 2 4 2 2 4 4( )

I R R I r IR

I R R I R R r R I

+ + =

+ − + + =
 

从中解得 

 
( )

3 2 4 4
1

2 4 1 3 2 4

3 2 4 4 1 3
2

2 4 1 3 2 4

( )
( ) ( )( )

( )
( ) ( )( )

R r R R R r
I I

R R r R R R R r
R R R R R R

I I
r R R R R R R r

+ + +
=

+ + + + +

+ − +
=

+ + + + +

 

利用上述结果，可算得 a、b 端之间的电势差和等效电阻： 

 
1 1 1 2 2 1 1 2 2 2

1 2 3 4 3 4 1 2 1 2 3 4

1 3 2 4 1 2 3 4

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )

abU I R I I R I R R I R
R R R R R R R R R R R R r

I
R R R R R R R R r

= + − = + −

+ + + + + +
=

+ + + + + +
     

 

 1 2 3 4 3 4 1 2 1 2 3 4

1 3 2 4 1 2 3 4

( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )

ab
ab

U R R R R R R R R R R R R r
R

I R R R R R R R R r
+ + + + + +

= =
+ + + + + +

 

4.5  在半径为 a，b 的同心球壳导体之间填满电导率为σ 的导电介质，求两球

壳之间的电阻.  
解  如习题 4.5 图所示，设在内外球之间加一电压（内球电势高），则有电流通

过内球流到外球. 设此时内球带电量为 Q，由对称性可知，电场强度和电流密度均

沿径向方向，其数值仅与径向距离 r 有关. 由高斯定理得电场强度 2/ (4 )E Q rε= π ，

由欧姆定律得电流密度 2/ (4 )j Q rσ ε= π ，从中求得总电流强度 24 /I r j Qσ ε= π = . 于

是，可相继求得电场、内外球壳之间的电势差和等效电阻： 

 2

1 1 1 1 1, ,
4 4 4

I I UE U R
r a b I a bσ σ σ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = − = = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟π π π⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

 

习题 4.5 图 

4.6  如习题 4.6 图所示的无限网格电路，全部电阻的阻值相同，设为 r，求 A
和 B 之间的等效电阻 RAB. 
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习题 4.6 图 

解  设有电流 I 自外部流入 A 点。由无限网格电路的对称性，进入 A 点的电流

应当在与 A 点连接的 4 条支路间均分，其中流经 A、B 之间的电阻 r 的电流为 I/4，
流向自 A 至 B. 又设有电流 I 自 B 点流出，同样基于对称性分析，可判断流出 B 点

的电流应当在与 B 点连接的 4 条支路间均分，其中来自 A、B 之间电阻 r 的电流为

I/4，该电流的流向也是自 A 至 B. 如果上述两件事同时发生，则依据叠加原理，流

经 A、B 之间的电阻 r 上的电流将为 I/2. 于是，A、B 之间的电压 V = Ir/2，自 A 进

入并自 B 流出的实际电流为 I，以至 A、B 之间的等效电阻为 

 / 2
2AB

V Ir rR
I I

= = =  

4.7  甲乙两站相距 50km，其间有两条相同的电话线，有一条因某处触地而发

生故障，甲站的检修人员用习题 4.7 图中的办法找出触地处到甲站的距离 x：让乙站

把两条电话线短路（即接在一起），接通电桥电路，调节 r 使通过检流计 G 的电流

为零. 已知电话线每千米长的电阻为 6Ω，测得 r = 360Ω，求 x. 

 

习题 4.7 图 

解  如习题 4.7 图所示，下方的电话线某处触地，该处离甲站距离为 x km，相

应电话线的电阻为 R1 = 6xΩ；离乙站距离为 (50 )kmx− ，相应电话线的电阻为 2R =  
6(50 )x− Ω . 此外，上方的电话线正常，两站之间电话线的电阻等于 R3 = 300Ω. 在

乙站将两电话线短路之后，电桥被接通：电阻 R1 与可调电阻 r 串联，构成电桥电路

的左下臂，电阻 R2 则与 R3 串联构成电桥电路的左上臂. 电桥的另外两臂之电阻同为

R，以至电桥平衡（即检流计 G 指零）的条件为左下臂电阻等于左上臂电阻，即 
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 1 2 3 , 6 360 6(50 ) 300 20kmR r R R x x x+ = + + = − + ⇒ =  

故障位置离甲站的距离为 20km.  
4.8  丹聂尔电池由两个同轴圆筒构成，长为 l，外筒是内半径为 b 的铜，内筒

是外半径为 a 的锌，两筒间充满介电常量为ε、电阻率为ρ 的硫酸铜溶液，如习题 4.8
图所示. 略去边缘效应，求 

（1）该电池的内阻； 
（2）该电池的电容； 
（3）内阻与电容之间的关系.  

 

习题 4.8 图 

解  （1）以轴线为轴、r 为半径，在硫酸铜溶液中取一个厚为 dr、长为 l 的圆

筒，这圆筒的电阻为 

 d dd
2 2

r rR
rl l r

ρρ= =
π π

 

积分便得电池内阻 

 d ln
2 2

b

a

r bR
l r l a

ρ ρ
= =

π π∫  

（2）设两筒的电势差为 U，内筒上的电量为 Q. 取圆柱坐标（ , ,r zφ ），则由对

称性可知电场强度沿 r 方向，大小仅与 r 有关. 于是，由高斯定理得硫酸铜溶液中的

电场强度 / (2 )E Q lrε= π ，据此求得两筒之间的电势差和电池的电容为 

 d 2d ln
2 2 ln( / )

b b

a a

Q r Q b Q lU E r C
l r l a U b a

ε
ε ε

π⎛ ⎞= ⋅ = = ⇒ = =⎜ ⎟π π ⎝ ⎠∫ ∫  

（3）由前述内阻 R 和电容 C 的公式，推得它们之间的关系为 RC ερ= . 
4.9  如习题 4.9 图所示，3 个电源的电动势分别为 1 =E 12.0V， 2 3= =E E 6.0V，

电阻 R1 = R2 = R3 = 3Ω，R4 = 6Ω，求 R4 上的电压和通过 R2 的电流.  
解  按图 4.9a 标定各支路电流 I1、I2 和 I3，并用弧形箭头标出两个回路的方向。

由节点电流方程得 3 个支路电流满足的关系如下 
 3 2 1 0I I I− − =  



《电磁学与电动力学（第二版）》习题解答 

 

·54·

针对标出的两个回路，列出回路电压方程如下： 
 1 3 4 2 2 3( ) 0I R R I R+ − + =E  

 2 2 3 1 1 2 0I R I R+ − + =E E  

 

                       习题 4.9 图                   图 4.9a 

在列回路电压方程时，先规定回路绕行方向，然后标定电源的正负极. 凡绕行方向

与支路电流同向，则在相应的支路电流前面加上“+”号，否则加上“−”号；凡绕

行方向自电源正极进入负极，则在相应的电源电压前面加上“+”号，否则加上“−”
号. 从上述 3 个方程中消去 I3，并将题给出的电源电动势和电阻数值代入，得 I1 和

I2 满足的方程如下： 

 1 2 1 29 3 6, 3 6 6I I I I− = − + =  

解得 1 22 / 7 A, 8 / 7 AI I= − = . 于是，求得流经 R2 的电流为 2 8 / 7AI = ，R4 上的电压

为 4 1 4| | | ( 2 / 7) 6 | 12 / 7(V)U I R= = − × = . 
4.10  一直流电路如习题 4.10 图所示，其中， 1 =E 3V， 2 =E 1.5V， 3 =E 2.2V；

1 2 31.5 , 2.0 , 1.4R R R= Ω = Ω = Ω；电源的内阻不计，试求 a，b 两点之间的电势差. 

 

                习题 4.10 图                            图 4.10a 

解  按图 4.10a 标定支路电流 I1、I2 和 I3，并用弧形箭头标出两个回路的绕行方

向. 由节点电流方程得三者之间的关系如下： 

 1 3 2I I I+ =  

对于左、右侧回路，可列出回路电压方程如下： 
 1 1 2 2 2 1 0I R I R+ + − =E E  
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 2 2 3 3 2 3 0I R I R+ + + =E E  

将题给出的电动势和电阻数值代入得 
 1 21.5 2.0 1.5I I+ = ， 2 32 1.4 3.7I I+ = −  

联立求解节点电流方程和回路电压方程，可得 1 1.58AI = ，继而求得 

 1 1 1 3.0 1.58 1.5 0.63(V)abU I R= − = − × =E  

4.11  一电路如习题 4.11 图所示. 已知 1 =E 12V， 2 =E 10V， 3 =E 8V，r1=r2=r3=1Ω，

R1=R3=R4=R5=2Ω，R2=3Ω，求 
（1）图(a)中 a、b 两点间电压； 
（2）图(b)中通过 R1 的电流.  

 

习题 4.11 图 

解  （1）a、b 断开时，回路电流为 

 1 3

1 3 4 5 1 3

12 8 0.4(A)
2 2 2 2 1 1

I
R R R R r r

− −
= = =

+ + + + + + + + + +
E E

 

a、b 间的电势差为 
 3 4 3 3 2( ) 0.4(2 2 1) 8 10 0 (V)ab a bU U U I R R r= − = + + + − = + + + − =E E  

即 a、b 两点等电势.  
（2）a、b 接通后，由于两点等电势，故与断开是一样的，即没有电流. 因此，

流经 R1 中的电流仍为 0.4A. 
4.12  在习题 4.12 图所示电路中，已知： 1 =E 6V， 2 =E 4.5V， 3 =E 2.5V，R1= 

R2=0.5Ω，R3=2.5Ω，忽略电源内阻，求通过电阻 R1、R2 和 R3 的电流. 
解  如图 4.12a 所示，标定支路电流 I1、I2和 I3，并用弧形箭头标出三个回路的绕行

方向. 由回路①的回路电压方程，可求得支路电流 1 1 2 1( ) / (6 4.5) / 0.5 3(A)I R= − = − =E E . 
由回路②的回路电压方程，可求得支路电流 2 1 3 2( / (6 2.5) / 0. 5  7(A)I R= − = − =E E） . 
由回路③的回路电压方程，可求得支路电流 3 2 3 3( ) / (4.5 2.5) / 2.5 0.8(A)I R= − = − =E E . 

*4.13  两同心导体球壳半径 a< b，球壳间充满电导率为σ 、介电常量为 ε 的均

匀介质. 设 t = 0 时刻内球壳带电 q，试求 
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                       习题 4.12 图                    图 4.12a 

（1）介质中的传导电流强度的时间变化规律； 
（2）传导电流总共产生多少焦耳热.  
解  （1）由对称性，导电介质内的电场强度和电流密度均沿着径向方向，且只

与径向距离 r 有关. 设 t 时刻内球壳的电量为 Q(t)，则由高斯定理求得球壳内的电场

强度如下： 

 2

( )( )
4
Q tE t

rε
=

π
 

由欧姆定律求得电流密度 2( ) ( ) ( ) / (4 )j t E t Q t rσ σ ε= = π ，从而求得介质中的电流强度 

 2( ) 4 ( ) ( )I t r j t Q tσ
ε

= π =  

由电荷守恒定律，得 

 d ( ) ( ) ( )
d
Q t I t Q t

t
σ
ε

− = =  

解之得 

 / /d( ) e ( ) e
d

t tQ qQ t q I t
t

σ ε σ εσ
ε

− −= ⇒ = − =         

（2）介质单位体积中的焦耳热为 

 
2 2

2 / 2 /
2 2 2 4( ) e e

4 16
t tq qp t E

r r
σ ε σ εσσ σ

ε ε
− −⎛ ⎞= = =⎜ ⎟π π⎝ ⎠

 

积分得总焦耳热 

 
2 2

2 2 /
2 20 0

d ( )4 d ( )d e d
4 8

b bt

a a

q r q b aW t r p t r t
r ab

σ εσ
ε ε

∞ ∞ − −
= π = =

π π∫ ∫ ∫ ∫  

*4.14  如习题 4.14 图所示，有半径分别为 R1 和 R2 的同轴导体圆筒，长为 L
（ 1 2,L R R ）. 设两筒间充满两层均匀介质，其分界面是与导体圆筒同轴的圆柱面，

半径为 R0，介质 a，b 的介电常量分别为 aε 和 bε ，电导率分别为 aσ 和 bσ . 在两筒间

加上恒定电压 U，求： 
（1）两导体圆筒间的电阻和电流； 
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（2）各界面的自由电荷分布. 

 

习题 4.14 图 

解  （1）采用圆柱坐标（ , ,r zφ ）. 由对称性，可判断介质中的电流密度 j 沿 r
方向，且只与 r 有关. 设圆筒间的电流为 I，则电流密度的大小为 / (2 )j I rL= π ，于

是内、外层介质中的电场强度分别为 

 ,
2 2a b

a b

I IE E
Lr Lrσ σ

= =
π π

 

据此可相继求得两圆筒之间的电势差、电阻和电流强度 

 0 2

1 0

0 2

1 0

1 1d d ln ln
2

R R

R R
a b

R RIU E r E r
L R Rσ σ
⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞

= + = +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟π ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∫ ∫  

 0 2

1 0

1 1 1ln ln
2 a b

R RUR
I L R Rσ σ

⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞
= = +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟π ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

 1 1
0 1 2 0

2
ln( / ) ln( / )a b

LUI
R R R Rσ σ− −

π
=

+
 

（2）界面自由电荷面密度. 
由各层介质的电场强度可求得相应的电位移矢量，其大小分别为 

 ,
2 2

a b
a a a b b b

a b

I I
D E D E

rL rL
ε ε

ε ε
σ σ

= = = =
π π

 

于是，可相继求得内层介质的内表面、外层介质的外表面和两层介质的分界面上的

面电荷密度如下： 

 
1 2

0

1 2
1 2

0

,
2 2

( )
( )

2

a b
a br R r R

a b

a b b a
b a r R

a b

I I
D D

LR LR
I

D D
LR

ε ε
σ σ

σ σ
σ ε σ ε

σ
σ σ

= =

=

= = = − = −
π π

−
= − =

π

 

4.15  将两个导体嵌入到电导率为 10−4 S⋅m−1、介电常量为ε = 80ε0 的介质中，

测得这两个导体之间的电阻为 105Ω，计算这两个导体之间的电容.  



《电磁学与电动力学（第二版）》习题解答 

 

·58·

解  不妨设两导体分别带有自由电荷 Q、−Q，取一包围带电量为 Q 的导体（但

不包围另一导体）的封闭曲面，则 

 I = d σ⋅ =∫∫ j S d Qσ
ε

⋅ =∫∫ E S  

据此求得两导体间的电势差和电容如下 

 ,QR QV IR C
V R

σ ε
ε σ

= = = =  

将题给带电量和电阻数据代入，求得两导体之间的电容为 

 
12

11
4 5

80 8.85 10 7.08 10 (F)
10 10

C
−

−
−

× ×
= = ×

×
 



第 5 章  真空中的静磁场 

 

·59·

第 5 章  真空中的静磁场 

5.1  有一能量为 5.0MeV 的质子垂直通过一均匀磁场. 设 B=1.5T，求质子受的力.  
解  由 2 6 19

p p / 2 5.0 10 1.6 10m −= × × ×v 求得质子速度值 7 1
p 3.1 10 m s−= × ⋅v ，进而按

洛伦兹公式算得质子受力为 19 7 121.6 10 3.1 10 1.5 7.4 10 (N)F q B − −= = × × × × ≈ ×v . 在以

上演算过程中，采用了非相对论近似，使用了经典力学中的质点动能公式. 对于能

量远低于质子静能（≈940MeV）的情况，这一近似基本成立.  
*5.2  一边长为 a 的正方形回路载有电流 I（习题 5.2 图）.  

 

习题 5.2 图 

（1）求正方形中心处 B 的大小； 
（2）求正方形轴线上与中心相距为 z 的任一点处 B 的大小.  
解  先来证明一个有用公式. 有限长直线电流 I在与其距离为 r的任一场点的场

强大小为 

 0
2 1(cos cos )

4
I

B
r

μ
β β= −

π
 

式中， 1β 为场点指向导线电流入端的矢量与电流方向之间的夹角， 2β 为场点指向导线

电流出端的矢量与电流方向之间的夹角，磁场方向垂直于由场点和导线构成的平面，

与电流方向满足右手定则. 对于无限长导线的情况，有 1 2 0, 0, / (2 )B I rβ β μ= π = = π . 上

述公式可直接由毕奥-萨伐尔定律作出证明. 为此，取直角坐标，x 轴沿载流导线，指

向电流方向；坐标原点为自场点引向导线的垂线的垂足，它与场点的距离为 r；导线电

流入端坐标为 x1，出端坐标为 x2. 由毕奥-萨伐尔定律求得场点磁场大小为 

 
2

2

1
1

0 0 0
2 12 2 3/2 2 2 1/2

d (cos cos )
4 ( ) 4 ( ) 4

x x
x

x
x x

I I Ir x xB
x r r x r r

μ μ μ
β β

=

=

= = = −
π + π + π∫  

 1 2
1 22 2 2 2

1 2

cos , cosx x

x r x r
β β= =

+ +
 

证毕. 
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（1）正方形中心的场强. 
考虑正方形的一条边，它与中心的垂直距离为 r = a/2，有 1 23 / 4, / 4β β= π = π ，

在中心处产生的场强大小为 

 0 0 02
[cos( / 4) cos(3 / 4)]

4 ( / 2) 2 2
I I I

B
a a a
μ μ μ

= π − π = =
π π π

 

其方向沿 z 轴负向. 正方形四条边对场强的贡献的大小和方向均同，可以简单叠加，

结果为单条边贡献的 4 倍，即 02 2 / ( )B I aμ= π . 

（2）正方形轴线上距中心 z 处的场强. 
对于这种情况，场点离正方形一条边的距离增至 2 2( / 2)z a+ ，场点离正方形

某个顶点的距离增至 2 2 / 2r z a= + ，且 

 1 22 2 2 2

/ 2 / 2cos , cos
/ 2 / 2

a a
z a z a

β β= − =
+ +

 

于是正方形一条边对 x 处场强大小的贡献为 

 0 0

2 2 2 2 2 2 2 24 ( / 2) / 2 4 4 2

I IaaB
z a z a z a z a

μ μ
= =

π + + π + +
 

其方向与 z 轴负向的夹角为θ ，成立 2 2cos ( / 2) / ( / 2)a z aθ = + . 上述磁场至 z 轴负

向的投影，对正方形四条边来说，完全相同，可以简单叠加，而余下的垂直于 z 轴

的分量则相互抵消. 于是，z 处的合磁场等于 

 
2

0 0

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

4 4/ 2
4 4 2 / 4 (4 ) 4 2

Ia IaaB
z a z a z a z a z a

μ μ
= =
π + + + π + +

 

5.3  一根导线折成如习题 5.3 图所示的形状，通有电流 I，求点 P 处 B 的大小

和方向.  

 

习题 5.3 图 

解  由习题 5.3 图可见，载流导线分为三段：首段和末段的延长线均通过场点 P，
按毕奥-萨伐尔定律，对 P 点的磁场没有贡献，作出贡献的只有中段，所产生的磁

场 B 的方向垂直纸面向内. 利用习题 5.2 给出的一段直线电流产生的磁场公式，求

得中段电流在 P 点的磁场大小为 

 0 0
2 1 2 2 2 2

(cos cos )
4 4 ( )

I I l a aB
b b b l a b a

μ μ
β β

⎛ ⎞−⎜ ⎟= − = +
⎜ ⎟π π + − +⎝ ⎠
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5.4  一导线回路由两个径向线段连接的两个同心半圆构成（习题 5.4 图），该回

路载有电流 I，求圆心处的磁场. 

 

习题 5.4 图 

解  一个半径为 r 的圆环电流在其中心处的磁场 0 / (2 )B I rμ= ，电流方向与磁

场方向满足右手定则. 一段半圆环电流所产生的磁场为上述磁场的一半；两个同心

半圆环电流共同产生的磁场等于 

 0 0 01 1
2 2 2 2(2 ) 8

I I I
B

R R R
μ μ μ

= − =  

方向垂直纸面向内.  
*5.5  如习题 5.5 图所示，两圆线圈半径为 R，平行地共轴放置，圆心 1O 、 2O 相

距为 a，所载电流均为 I，且电流方向相同. 

 

习题 5.5 图 

（1）以 1 2O O 连线的中点为原点 O，求轴线上坐标为 x 的任一点处的磁感应强度.  

（2）试证明：当 a R= 时，O 点处的磁场 为均匀（这样放置的一对线圈叫做亥

姆霍兹线圈，常用它获得近似均匀的磁场）. （提示：求磁场 B 在 0x = 处一阶和二

阶导数，证其为零.） 
解  （1）圆环电流在轴线上的磁场表达式为 

 3
2

2
0

2 22( )
IR

B
R d
μ

=
+

 

式中，d 为场点距圆心的距离，电流方向和磁场方向满足右手定则. 从该公式出发，

利用叠加原理，求得 P 点磁场如下： 

 
2 2

0 0
2 2 3/2 2 2 3/2( )

2[ ( / 2) ] 2[ ( / 2) ]
IR IR

B x
R x a R x a

μ μ
= +

+ + + −
 

磁场的方向沿轴线向右.  
（2）证明当 a = R 时，O 点附近的磁场 为均匀，即证 O 点磁场对 x 的一阶和

二阶导数等于零. 一阶导数为 
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2

0
2 2 5/2 2 2 5/2

3d / 2 / 2
d 2 [ ( / 2 ) ] [ ( / 2 ) ]

IRB a x a x
x R a x R a x

μ ⎛ ⎞+ −
= − +⎜ ⎟+ + + −⎝ ⎠

 

 
2

0
2 2 5/2 2 2 5/2

0

3d / 2 / 2 0
d 2 [ ( / 2) ] [ ( / 2) ]x

IRB a a
x R a R a

μ

=

⎛ ⎞
= − + =⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

 

在 O 点（x = 0）处，恒成立 d / d 0B x = ，与 a 的取值无关. 设 O 点的二阶导数等于

零，即 

 

2 2 5/2 2 2 5/2
0

2 2

2 2 5/2 2 2 5/2 2 2 5/2 2 2 5/2

2 2 2

2 2 7/2

d / 2 / 2 0
d [ ( / 2 ) ] [ ( / 2 ) ]

1 1 5( / 2) 5( / 2)
[ ( / 2) ] [ ( / 2) ] [ ( / 2) ] [ ( / 2) ]

2( / 4) 10 / 4 0
[ / 4]

x

a x a x
x R a x R a x

a a
R a R a R a R a
R a a a R

R a

=

⎡ ⎤⎛ ⎞+ −
− + =⎢ ⎥⎜ ⎟+ + + −⎝ ⎠⎣ ⎦

− − + +
+ + + +

− − +
= = ⇒ =

+
        

 

证毕.  
5.6  假定地球的磁场是由地球中心的小电流环产生的，已知地面磁极（电流环

轴线与地面的交点）附近磁场为 0.8G，地球半径 66 10 mR = × ，求小电流环的磁矩.  
解  磁矩的磁场表达式为 

 0 0
3 5

3 ( )
4 4r r
μ μ ⋅

= − +
π π

m r m r
B  

在地面（ r R= ）磁极所在位置，满足 //m B ，场强大小为 

 
2

0 0 0
3 5 3

3
4 4 2

m R m m
B

R R R
μ μ μ

= − + =
π π π

 

该场强大小等于 0.8G，即 8×10−5T，据此求得磁矩大小为 

 
3 6 3 5

22 2
7

0

2 2 (6 10 ) 8 10 8.64 10 (A m )
4 10

R Bm
μ

−

−

π π× × × ×
= = = × ⋅

π×
 

5.7  螺线管线圈的直径是它的轴长的 4 倍，每厘米长度内的匝数 n=200，所通

电流 I=0.10A，求： 
（1）螺线管中心处磁感应强度的大小； 
（2）在管的一端中心处的磁感应强度的大小.  
解  （1）有限长螺线管在轴线上某点 P 处的磁场为 

 0
2 1(cos cos )

2
nI

B
μ

β β= −  

式中， 1β 和 2β 为 P 点（位于螺线管轴线上）至螺线管两端面边沿的连线与螺线管轴

线之间的夹角，磁场方向沿轴线方向，方向可按右手定则确定.  
由题设，n = 200 匝/厘米 = 2×104 匝/米，I = 0.01A，螺线管线圈的直径是它的
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轴长的 4 倍. 设螺线管轴长为 l，则螺线管的直径 d = 4l. 当场点位于螺线管的中心

时，有 

 2 12 2 1/2 2 2 1/2

/ 2 / 2 1cos cos
[( / 2) ( / 2) ] [( / 2) (4 / 2) ] 17

l l
l d l l

β β= = = = −
+ +

 

 7 4 4
0 2

1cos 4 10 2 10 0.1 6.1 10 (T) 6.1 (G)
17

B nIμ β − −= = π× × × × × = × =  

（2）在一端时，不妨设为左端，这时有 

 1 2 2 2 2 2

1cos 0, cos
5( / 2) (2 )

l l
d l l l

β β= = = =
+ +

 

 
7 4

40 1 4 10 2 10 0.1 5.6 10 (T) 5.6(G)
2 5 2 5
nI

B
μ −

−π× × × ×
= ⋅ = = × =

×
 

5.8  电流均匀地流过宽为 2a 的平面导体薄板，电流强度为 I，通过板的中线并

与板面垂直的平面上有一点 P，P 到板的垂直距离为 x（习题 5.8 图）. 设板厚略去

不计，求点 P 处的磁感应强度.  

 

习题 5.8 图 

解  由毕奥-萨伐尔定律及问题的对称性，可判断 P 点磁场位于正 y 轴方向. 由
题设条件，可得流经导体薄板的面电流密度为 / (2 )i I a= ，面电流元 idy 的磁场沿 y

方向的分量为 

 0 0
2 22 2 2 2

d d
d

2 ( )2
y

i y ix yxB
x yx y x y

μ μ
= ⋅ =

π +π + +
 

积分得 P 点磁场 

 0 0 0
2 2

d arctan arctan
2 2

a

a

ix i Iy a aB
y x x a x

μ μ μ
−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟π + π π⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫  

方向沿 y 轴正向. 
*5.9  半径为 R 的球面上均匀分布着电荷 q，当球面以角速度ω绕它的直径旋

转，求转轴上球内和球外任一点（该点到球心的距离为 z）的磁感应强度，并求这

个系统的磁矩.  
解  取球坐标（ , ,r θ φ），z 轴与转轴重合. 考察球面上过余纬θ 、宽度为 dR θ 的
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环带，其半径为 sinR θ ，面电荷密度为 2
e / (4 )q Rσ = π ，因此绕 z 轴旋转产生的电流

强度为 

 ed ( d ) ( sin ) sin d
4
qI R R ωσ θ ω θ θ θ= ⋅ ⋅ =
π

 

该电流环所在平面离场点 (0,0, )P z 的距离为 ( cos )z R θ− ，对该处磁场的贡献为 

 
2 2 3

0 0
2 2 3/2 2 2 3/2

( sin ) d sin d
d

2[( sin ) ( cos ) ] 8 [ 2 cos ]z z
R I q R

R z R R Rz z
μ θ μ ω θ θ
θ θ θ

= =
+ − π − +

B e e  

积分可求得 B ，其数值为 

 
2 3

2 20
3/20

sin d , , 2
8 ( cos )
q R

B a R z b Rz
a b

μ ω θ θ
θ

π
= ≡ + =

π −∫  

式中关于θ 的定积分可化为 

 
13 2 21 1

3/2 3/2 3/20 1 1
1

sin d (1 )d 2 1 d
( cos ) ( ) ( )

u

u

u u u u
a b a bu b a bua bu

θ θ
θ

=
π

− −
=−

− ⎛ ⎞
= = −⎜ ⎟− − −−⎝ ⎠∫ ∫ ∫  

 
12 3/2 21

3/2 3 21
1

d 16( ) 8 2
( ) 3

u

u

u u a bu u ua bu
a bu b b b a bu

=

−
=−

⎧ ⎫−
= + − +⎨ ⎬

+ −⎩ ⎭
∫  

 
3

3 3
3/2 3 20

sin d 16 8[| | ( ) ] (| | )
( cos ) 3

z R z R z R z R
a b b b

θ θ
θ

π
= − − − + − − + +

−∫  

终求得球内外旋转轴上的场强如下 

 
2

0 0
3( ) , ( )

6 6
q q R

B z R B z R
R z

μ ω μ ω
< = > =

π π
 

方向沿 z 轴正向. 系统的磁矩也沿 z 轴正向，大小为 

 
2 2

2 2 3

0 0
d sin sin d sin d

4 4 3
q q R q Rm S I R ω ω ωθ θ θ θ θ

π π
= = π ⋅ = =

π∫ ∫ ∫  

5.10  如习题 5.10 图所示，一根很长的同轴电缆，由一导体圆柱（半径为 a）和

与之共轴的导体圆管（内、外半径分别为 b、c）构成，沿导体柱和导体管通以反向电

流，电流强度均为 I，且均匀地分布在导体的横截面上，求下述各区内的磁感应强度： 

 

习题 5.10 图 
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（1）导体圆柱内 ( )r a< ； 
（2）两导体之间 ( )a r b< < ； 
（3）导体圆管内 ( )b r c< < ； 
（4）电缆外 ( )r c> .  
解  取圆柱坐标（ , ,r zφ ），z 轴与导体柱轴重合，方向沿 I 的方向. 由对称性分

析知 B 沿 φe 方向，其大小仅与 r 有关. 选择与圆柱轴线垂直、半径为 r、圆心位于

圆柱轴线的圆环回路，运用安培环路定理计算各区磁场. 
（1）导体圆柱内（ r a< ）：穿越回路的电流等于 2 2/Ir a ，由安培环路定理得 

 
2

0 0
2 22

2
r I Ir

rB B
a a

μ μ
π = ⇒ =

π
         

（2）两导体之间 ( )a r b< < ：穿越回路的电流等于 I，由安培环路定理得 

 0 0
22

2
I I

rB B
a r
μ μ

π = ⇒ =
π

         

（3）导体圆管内 ( )b r c< < ：穿越回路的电流等于 2 2 2 2( ) / ( )I r b I c b− − − ，由安

培环路定理得 

 
2 22 2

0
0 2 2 2 2

( )
2 1

2 ( )
I c rr brB I B

c b r c b
μ

μ
⎛ ⎞ −−

π = − ⇒ =⎜ ⎟− π −⎝ ⎠
         

（4）电缆外 ( )r c> ：穿越回路的电流等于零，由安培环路定理得 B = 0. 
5.11  如习题 5.11 图所示，一根外半径为 1R 的无限长圆柱形导体管，管内空心

部分的半径为 2R ，空心部分的轴与圆柱的轴相平行，两轴间距离为 a，且 2a R> . 现

有电流 I 沿导体管流动，电流均匀分布在管的横截面上，求 

 

习题 5.11 图 

（1）圆柱轴线上的磁感应强度值； 
（2）空心部分轴线上的磁感应强度值； 
（3）设 1 10mmR = ， 2 0.5mmR = ， 5.0mma = ， 20AI = ，分别计算上述两处磁

感应强度值.  
解  按题意：电流 I 均匀分布于导体管截面，导体管截面的面积等于 2 2

1 2( )R Rπ − ，

电流密度等于 2 2
1 2/ [ ( )]j I R R= π − . 为便于数学处理，在导体管内的空心区引入两个

虚拟电流：电流密度同为 j，但一个与电流 I 同向，另一个方向相反. 这两部分虚拟
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电流的磁效应互抵，不会影响磁场的计算结果. 接着，将流经导体管的实际电流与

新引入的同向虚拟电流合并，构成一个分布于半径为 R1 的实心圆柱中的均匀电流；

余下的反向虚拟电流，则对应分布于半径为 R2 的实心圆柱中的均匀电流. 为叙述方

便起见，分别将这两个电流称为大圆柱电流和小圆柱电流（注意它们的流向相反）. 
后，分别计算两个圆柱状均匀电流的磁场，然后叠加求得实际磁场分布.  
（1）圆柱轴线上的磁感应强度. 
由对称性，大圆柱电流在圆柱轴线上产生的磁场等于零. 圆柱轴线位于小圆柱

电流外部，后者产生的磁场为 

 
2 2

0 2 0 2
2 2
1 2

( )
2 2 ( )
j R IR

B O
a a R R

μ μπ
= =

π π −
 

方向垂直于OO′，朝向下方.  
（2）空心部分轴线上的磁感应强度. 
这时，O′为场点，小圆柱电流对磁场的贡献为零，只需计算大圆柱电流的贡献. 

场点位于大圆柱内部，离大圆柱轴线的距离为 a，可由安培环路定理计算磁场： 

 2 0 0
0 2 2

1 2

2 ( ) ( )
2 2 ( )
ja Ia

aB O j a B O
R R

μ μ
μ′ ′π = π ⇒ = =

π −
         

方向垂直于OO′，朝向下方. 
（3）由题给出的数据，可算得 O 和 O′点的磁感应强度的值为 

 
6 2

4

( ) 2.0 10 (T) 2 10 (G)
( ) 2.0 10 (T) 2(G)

B O
B O

− −

−

= × = ×

′ = × =
 

5.12  有两块非常大的导体板，一个在 xy 平面上，另一个在 xz 平面上，将空间

划分为四个“象限”. 设每块板载有均匀分布的电流，面电流密度是 i（习题 5.12
图），求各象限内的磁场.  

 

习题 5.12 图 

解  视导体板为无限大（即边缘效应不计）. 由安培环路定理，可计算 xz 面内

的面电流对左右两侧磁场的贡献为 0 / 2B iμ= ，左侧空间的磁场沿 xe 方向，右侧空间

的磁场沿负 xe 方向. 同样，xy 面内的面电流对上下侧磁场的贡献也为 0 / 2B iμ= ，上

侧空间的磁场沿 xe 方向，下侧空间的磁场沿负 xe 方向. 将两部分贡献叠加，求得各

象限的磁场 ( 1,2,3,4)iB i = 为 
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0 0
1 2 0

0 0
3 4 0

( ) 0, ( )
2 2

( ) 0, ( )
2 2

x x x x x

x x x x x

i i i

i i i

μ μ
μ

μ μ
μ

= − + = = + =

= − = = − − = −

B e e B e e e

B e e B e e e
 

5.13  矩形截面的螺绕环，尺寸见习题 5.13 图，电流强度为 I，线圈总匝数为 N.  

 

习题 5.13 图 

（1）求环内磁感应强度的分布； 
（2）证明通过螺绕环截面（图中阴影区）的磁通量为 

 0 2 1( / 2 ) ln( / )B NIh d dΦ μ= π  
解  （1）取圆柱坐标（ , ,r zφ ），螺绕环的中心轴为 z 轴. 由对称性，螺绕环内

的磁场沿 φe 方向（逆时针方向），大小仅与 r 有关. 由安培环路定理可求得螺绕环内

的磁场为 

 0
02 ,

2
NI

rB NI B
r

μ
μπ = =

π
 

（2）通过螺绕环截面的磁通为 

 2

1

/2 0 0
2 1/2

d d ln( / )
2 2

d

B d

NI NIh
B S h r d d

r
μ μ

Φ = = =
π π∫∫ ∫  

证毕. 
5.14  脉冲星或中子星表面的磁场有 108T 那样强. 考虑这样一个中子星表面上

一个氢原子中的电子，电子距质子 100.53 10 m−× ，其速率是 6 12.2 10 m s−× ⋅ . 试将质子

作用到电子上的电力与中子星磁场作用到电子上的磁力加以比较.  
解  由库仑定律计算电力，由洛伦兹公式计算磁力，结果如下： 

 
2 19 2

8
e 2 12 10 2

0

(1.6 10 ) 8.2 10 (N)
4 4 8.85 10 (0.53 10 )

eF
rε

−
−

− −

×
= = = ×

π π× × × ×
 

 19 6 8 5
m e1.6 10 2.2 10 10 3.5 10 N 430F q B F− −= = × × × × = × ≈v    

5.15  一电子在 32.0 10 TB −= × 的磁场中沿半径为 2.0cmR = 的螺旋线运动，螺距

为 5.0cmh = ，如习题 5.15 图所示.  



《电磁学与电动力学（第二版）》习题解答 

 

·68·

（1）求电子的速率； 
（2）确定磁场 B 的方向. 

 

习题 5.15 图 

解  设电子速度相对磁场的垂直分量和平行分量分别为 ⊥v 和 / /v ，则电子在磁场

中做回旋运动的半径和周期分别为 

 2,m mR T
qB qB

⊥ π
= =

v  

据此求得 

 / /,
2

qBR h hqB
m T m⊥ = = =

π
v v  

 

2 2 1/2
2 2
/ /

19 3 2 2 1/2
6 1

31

[(2 ) ]
2

1.6 10 2 10 [(2 0.02) 0.05 ] 7.6 10 (m s )
2 9.1 10

qB R h
m⊥

− −
−

−

π +
= + =

π
× × × π× +

= = × ⋅
π× ×

v v v
 

根据电子的旋转方向，可判断 B 沿 y 轴正向. 
5.16  如习题 5.16 图所示，一块半导体样品的体积为 a b c× × ，沿 x 方向有电流

I，在 z 轴方向加有均匀磁场 B . 已知 a = 0.10cm，b = 0.35cm，c = 1.0cm，I = 1.0mA，

B = 3000G，其两侧的电势差的实验结果为 6.5mVAAU ′ = . 

（1）问这半导体是正电荷导电（p 型）还是负电荷导电（n 型）？ 
（2）求载流子浓度（即单位体积内参加导电的带电粒子数）. 
解  （1）n 型. 

（2）
3

20 3
19 3 3

10 0.3 2.9 10 (m )
1.6 10 10 6.5 10AA AA

IB IBn
qdU qaU

−
−

− − −
′ ′

×
= = = = ×

× × × ×
 

 

习题 5.16 图 
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5.17  设在一均匀磁场 0B 中有一带电粒子在与 0B 垂直的平面内做圆周运动，速

率为 0v ，电荷为 e，质量为 m. 当磁场由 0B 缓慢变化到 B 时，求粒子的运动速率和

回旋半径 r. 
解  在随时间缓慢变化的磁场中，粒子磁矩 2 / (2 )m Bμ ⊥= v 近似维持不变，据此

推得（注意粒子运动速度始终与磁场垂直，成立 ⊥=v v ） 

 0
0

0 0

,
mB mr

B eB e BB
= = =

vvv v  

5.18  有一磁镜装置，磁镜比为 m 4R = ，在磁镜装置中心部位有一各向同性带

电粒子源，问从磁镜中逃逸的粒子占多少比例？ 
解  在磁镜装置中，凡投掷角小于临界值 c marcsin( 1 / )Rθ = 的粒子将会逃逸. 

由题设，粒子源各向同性，即粒子关于投掷角 [ (0, / 2)]θ ∈ π 等概率分布，以至逃逸

粒子所占的比例为 

 

c

c0
c/2 0

0

2 sin d 3sin d 1 cos 1
22 sin d

θ

θθ θ
θ θ θ

θ θ
π

π
= = − = −

π

∫
∫

∫
 

推导中用到 

 2 1/2 1 1/2 1/2
c c mcos (1 sin ) (1 ) (1 1 / 4) 3 / 2Rθ θ −= − = − = − =  
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6.1  长度 10cm 的导线置于均匀磁场中， (2 3 5 )Tx y z= − +B e e e . 此线载有电流

3A，流动方向与 ( 4 3 )x y z− + +e e e 平行，求磁场作用于导线上的总力 F. 

解  设沿电流方向的单位矢量为 Ie ，则载流导线所受的磁力为 

 

4 3
3 0.1 (2 3 5 )

| 4 3 |

(1.706 0.647 0.294 ) (N)

x y z
I x y z

x y z

x y z

Il
− + +

= × = × × × − +
− + +

= + −

e e e
F e B e e e

e e e

e e e  
 

6.2  惠斯通电桥由边长为 a 的正方形构成（习题 6.2 图），它被放在磁场 B 中，

B 平行于电桥所在平面并与包含检流计的支路平行，流入电桥的总电流是 I.  

 

习题 6.2 图 

（1）作用在电桥上的净力 F 是多少？ 
（2）此解答是否依赖于电桥平衡？ 
解  （1）输入电桥的电流 I 分为两支，电流分别设为 I1 和 I2，满足 1 2I I I= + ；

流出电桥的电流 I 来自电桥的两个支路，电流分别设为 I3 和 I4，满足 3 4I I I= + . 这

四个电流所受的力大小分别为 

 1 1 1 2 2

3 3 4 4

sin 45 ( 2 / 2) , ( 2 / 2)

( 2 / 2) , ( 2 / 2)

F I aB I aB F I aB

F I aB F I aB

= = =

= =

°
 

方向均垂直纸面向外；含检流计的支路与 B 平行，其电流受力为 0.于是作用在电桥

上的净力为 

 1 2 3 42( ) / 2 2F I I I I aB IaB= + + + =  

方向垂直纸面向外. 
（2）与电桥是否平衡无关.  

6.3  一个半径为 R、载有电流 I 的圆形回路处于一恒定磁场 B 中，B 垂直于回

路平面，与电流满足右手螺旋关系. 

WPS_1682586719
Highlight
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（1）求圆导线内部的张力； 
（2）若 I = 7.0A， 25.0 10 mR −= × ， 21.0Wb mB −= ⋅ ，计算张力的大小. 
解  （1）在圆形回路上取弧元 dl = Rdθ，其所受磁力为 d d dF I lB IBR θ= = ，

方向垂直于弧元并背离圆心. 设导线内部张力为 T，则作用于弧元两端张力之合力

指向圆心，与上述磁力平衡： 

 dd 2 sin d d
2

F T IBR T T IRBθ θ θ⎛ ⎞= ⇒ = ⇒ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

                 

（2） 27.0 5.0 10 1.0 0.35 (N)T IRB −= = × × × =   

6.4  一段导线弯成习题 6.4 图所示的形状，它的质量为 m. 上面水平一段长为 l，
处在均匀磁场中，磁感应强度 B 与导线垂直. 导线下面两端分别插在两个浅水银槽里，

并通过水银槽与一带开关 K 的外电源连接. 当 K 一接通，导线便从水银槽里跳起来.  
（1）设跳起来的高度为 h，求通过导线的电量 q； 
（2）当 m = 10g，l = 20cm，h = 2.0m，B = 0.10T 时，求 q 的值.  

 

习题 6.4 图 

解  （1）导线所受安培力为 F IlB= . 在导线离开水银槽前 d dF t m= v  
 d d / ( )IlB t m qlB m q m lB= ⇒ = ⇒ =∫ ∫ v v v         

导线离开水银槽后跳跃高度为 h，成立 2 / 2mgh m= v ，得 2gh=v ，于是有 

 / ( ) 2 / ( )q m lB m gh lB= =v  

（2）由题给出的数据，算得
0.01 2 9.8 2 3.1 (C)

0.2 0.1
q = × × =

×
. 

6.5  如习题 6.5 图所示，斜面上放有一木制圆柱，圆柱质量 m 为 0.25kg，半径

为 R，长 l 为 10cm. 圆柱上绕有 10 匝导线，导线回路平面与斜面平行且通过圆柱轴. 
设斜面倾角为θ ，一均匀磁场竖直向上，磁感应强度 B 为 0.50T. 问通过回路的电流

I 至少有多大，圆柱体才不至沿斜面向下滚动？ 

 

习题 6.5 图 



《电磁学与电动力学（第二版）》习题解答 

 

·72·

解  木制圆柱受到重力、斜面施加的摩擦力和压力，绕在圆柱上的载流线圈受

到磁力. 为分析防止圆柱向下滚动的条件，需要分析木制圆柱所受的力矩. 取圆柱

与斜面的切触线为参考线，计算圆柱所受的力矩. 显然，由斜面提供的摩擦力和压

力对力矩没有贡献，重力则贡献力矩 sinmgR θ . 在该力矩作用下，圆柱将向下滚动. 

此外，载流线圈的磁矩的大小为 2NIS NIRl= ，方向与斜面垂直，因而受到一个磁力

矩 2 sinNIRlB θ ，该力矩的作用是阻止圆柱向下滚动. 因此，为防止圆柱向下滚动，

要求磁力矩不低于重力矩，即 
 2 sin sin / (2 )NIRlB mgR I mg NlBθ θ ⇒        ≥ ≥  

从中求得维持圆柱平衡所需的最小电流强度： 

 min
0.25 9.8 2.5 (A)

2 2 10 0.1 0.5
mgI
NlB

×
= = =

× × ×
 

6.6  如习题 6.6 图所示，一平面塑料圆盘，半径为 R，表面带有面密度为σ 的

电荷. 假定圆盘绕其轴线 AA′以角速度ω转动，磁场 B 的方向垂直于转轴 AA'. 试证

磁场作用于圆盘的力矩大小为 4 / 4L R Bσω= π . 

 

习题 6.6 图 

证  先求圆盘的磁矩 

 2 2 3 4

0 0 0
d d d / 4

R R R
m r I r r r r r Rσω σω σω= π = π = π = π∫ ∫ ∫  

方向沿圆盘轴线；又 B 与轴线垂直，故作用于圆盘的力矩大小为 4 / 4L mB R Bσω= = π ，

证毕.  
*6.7  电流 I 沿半径为 a 的导体圆柱壳均匀分布，通过圆柱轴将导体壳劈成两

半，求两部分单位长度的吸力.  
解  取圆柱坐标（ , ,r zφ ），z 轴沿圆柱轴线， 0φ = 对应 x 轴， / 2φ = π 对应 y 轴. 在

圆柱壳内（ r a< ），磁场 0tB = ；在圆柱壳外（ r a> ），可利用对称性和安培环路定理

求磁场，结果为 0 / (2 )tB I rμ= π . 在圆柱壳表面，该磁场为 0 0/ (2 )tB I a iμ μ= π = ，i 为

圆柱壳的面电流密度. 为计算某面电流元 di S 所受的磁力，必须从总磁场 tB 中减去面电

流元贡献，后者的大小为 1 0 / 2B iμ= ，壳内侧和外侧的 1B 符号相反. 将 1B 从总磁场 tB 中

减去之后，求得面电流元所在位置的 1 0 / 2tB B B iμ= − = . 此外，将全部面电流元所受

之力叠加之后，合力为吸力，沿 y 轴方向. 因此，面电流元所受之力应事先投影至 y 轴
方向，即乘以 sinφ ，然后叠加： 
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21 2 0

0 20 0
sin d d sin d

4
I

F iB S z iBa i a
a

μ
φ φ φ μ

π
= = = =

π∫∫ ∫ ∫  

6.8  顺磁质分子的磁矩和玻尔磁矩 B e/ (4 )m eh m= π 同量级. 设顺磁质温度为

T=300K，磁感应强度 B=1T，问 kT 是 Bm B 的多少倍？（h = 6.626×10−34 J·s−1，e = 

1.602×10−19 C，me = 9.11×10−31 kg， 23 11.38 10 J Kk − −= × ⋅ ） 
解  将有关数据代入，求得这一比值等于 

 
31 23

19 34
B

4 9.11 10 1.38 10 300 446
1.602 10 6.626 10 1

kT
m B

− −

− −

π× × × × ×
= =

× × × ×
 

6.9  一无限长的直圆柱形铜导线外包一层磁导率为 μ 的圆筒形磁介质，导线半

径为 R1，磁介质的外半径为 R2，导线内有均匀分布的电流 I 通过. 
（1）求导线内、介质内和介质外的磁场强度和磁感应强度的分布； 
（2）求介质内、外表面的磁化面电流密度.  
解  （1）取圆柱坐标（ , ,r zφ ）. 由对称性，可判断磁场沿φ方向，大小只与 r

有关. 取半径为 r 的圆回路，圆心位于 z 轴上，圆面与 z 轴垂直，运用安培环路定理

可求得各区磁场. 

 2 0
1 1 12 2

1 1

2 ( ) ( ) , ( )
2 2

IrIrrH r R j r H r R B r R
R R

μ
π < = ⋅ π ⇒ < = < =

π π
           

 1 2 1 2 1 22 ( ) ( ) , ( )
2 2

I IrH R r R I H R r R B R r R
r r

μ
π < < = ⇒ < < = < < =

π π
         

 0
2 2 22 ( ) ( ) , ( )

2 2
IIrH r R I H r R B r R

r r
μ

π > = ⇒ > = > =
π π

         

（2）求介质内、外表面磁化电流分布（z 轴指向电流正向） 

 0 0
1 1

0 0 1

( ) ( )
( ) ( )

2
I

i M R H R
R

μ μ μ μ
μ μ
− −

= = =
π内  

 0 0
2 2

0 0 2

( ) ( )
( ) ( )

2
I

i M R H R
R

μ μ μ μ
μ μ
− −

= − = − = −
π外

 

6.10  一抗磁质小球的质量为 0.10g，密度 ρ=9.8g·cm−3，磁化率为 4
m 1.82 10χ −= − × ，

放在一个半径 R = 10cm 的圆线圈的轴线上且距圆心为 l = 10cm 处（习题 6.10 图）. 线
圈中载有电流 I=100A. 求电流作用在这小球上力的大小和方向. 

 

习题 6.10 图 
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解  以圆心为原点，z 轴与线圈平面垂直，与电流方向呈右手螺旋关系. 线圈电

流在 z 轴上产生的磁场为 

 
2

0
2 2 3/2( )

2( )
IR

B z
R z
μ

=
+

 

其方向沿 z 轴正向. 在小球的磁化率远小于 1 的情况下，可略去小球磁化电流对球

内磁场的影响，即小球内的磁场近似等于外场 ( )B l ，据此求得小球内的磁化强度为 

 m
m m m

0 m 0

( )( ) ( )( )
(1 )

B lB l B lM H l χ
χ χ χ

μ μ χ μ
= ≈ = ≈

+
 

设 0m 为小球质量， ρ 为小球密度，则小球体积为 0 /V m ρ= ，小球磁矩为 

 m 0

0

( )B l m
m MV

χ
μ ρ

= =  

0m > 表示磁矩沿 z 轴正向. 小球受力 ( ) d / d zm B z= ⋅∇ =F m B e ，即 

 
2 2 4

m 0 0 m 0 0
2 2 3/2 2 2 4

0

( ) 3d
d 2( ) 4 ( )

z l

B l m IR m I R lF
z R z R l

χ μ χ μ
μ ρ ρ

=

⎛ ⎞
= = −⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

 

将题给出的数据代入，求得 

 
4 4 7 2 4

12
3 2 2 4

3 ( 1.82 10 ) 10 4 10 100 0.1 0.1 1.1 10 (N)
4 9.8 10 (0.1 0.1 )

F
− − −

−× − × × × π× × × ×
= − = ×

× × × +
 

沿 z 轴正向，为排斥力.  
6.11  螺绕环的导线内通有电流 20A. 利用冲击电流计测得环内磁感应强度的

大小是 21.0Wb m−⋅ . 已知环的周长是 40cm，绕有导线 400 匝. 计算 
（1）磁场强度； 
（2）磁化强度； 
（3）磁化率； 
（4）磁化面电流和相对磁导率.  
解  （1）螺绕环中磁场强度为 

 4 1400 20 2 10 (A m )
0.4

NH nI I
l

−= = = × = × ⋅  

（2）螺绕环中的磁化强度为 

 4 5 1
7

0

1 2 10 7.76 10 (A m )
4 10

BM H
μ

−
−= − = − × = × ⋅

π×
  

（3）磁化率为 
 5 4

m / 7.76 10 / (2 10 ) 38.8M Hχ = = × × =  

（4）磁化面电流和相对磁导率 
 5 1

r m7.76 10 A m , 1 1 38.8 39.8i M μ χ−= = × ⋅ = + = + =  



第 6 章  介质中的静磁场 

 

·75·

6.12  一半径为 a 的无限长磁介质圆柱，磁导率为 μ，柱外为真空，沿圆柱轴有

一线电流 I，求磁介质中的磁场强度和磁感应强度以及磁介质圆柱表面的束缚电流

分布. 
解  取圆柱坐标（ , ,r zφ ），z 轴沿介质圆柱轴. 由对称性，可判断磁场沿φ方向，

大小仅与 r 有关. 利用安培环路定理，可求得磁介质内的磁场表达式如下 

 2 ,
2 2

I IrH I H B
r r

μ
π = ⇒ = =

π π
         

磁介质圆柱表面的束缚电流面密度为 

 0

0

( )
( )

2
I

i M r a
a

μ μ
μ
−′ = − = = −
π

 

6.13  在空气（相对磁导率 μr = 1）和软铁（μr = 7000）的交界面上，软铁上的磁

感应强度 B 与交界面法线的夹角为 85°，求空气中磁感应强度与交界面法线的夹角.  
解  用下标 1 表示空气一侧， 1θ 表示 1 侧磁感应线与界面法线的夹角；用下标

2 表示软铁一侧， 2θ 表示 2 侧磁感应线与界面法线的夹角， 2 85θ = °. 在交界面上，

列出切向磁场强度连续和法向磁感应强度连续的条件如下 

 
1 1

r1 1 1 r 2 2 2

1 1 2 2

sin sin
cos cos
B B

B B
μ θ μ θ

θ θ

− −=
=

 

两式相除得 

 3r1
1 2 1

r 2

1 tan85tan tan 1.633 10 0.09356 5.6
7000

μ
θ θ θ

μ
−× ′= = = × ⇒ = =

°
°     

*6.14  如习题 6.14 图所示，一半无限大磁导率为 1μ 的磁介质表面放一磁导率

为 2μ 的无限长磁介质半圆柱，半径为 a. 设在 A、B 两处置入反向直线电流 I，电流

方向与圆柱轴平行. 求空间磁感应强度的分布.  

 

习题 6.14 图 

解  不难看出，本题属于介质界面与磁感应线垂直的情况. 对于这种情况，先

去掉介质，计算位于 A、B 两处的反向直线电流在真空中的磁场，其结果为 

 0
0 2 2 2 22 ( ) ( )x

I y yB
x a y x a y

μ ⎛ ⎞−
= +⎜ ⎟π + + − +⎝ ⎠

 

 0
0 2 2 2 22 ( ) ( )y

I x a x aB
x a y x a y

μ ⎛ ⎞− +
= − +⎜ ⎟π − + + +⎝ ⎠
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实际磁感应强度为 0α=B B ，乘子α 由下式决定 

 Iα ⎛= ⎜
⎝

1

0
1 d

L μ

−
⎞

⋅ ⎟
⎠

∫○ B l  

式中，L 为围绕直线电流 I 的某个闭合回路. 回路相继穿越介质 1、介质 2 和真空，

相应回路分为 3 段：L1、L2 和 L3，分别位于介质 1、介质 2 和真空中. 于是，上式

中的积分化为 

 
1 2 3

0 0 0 0
1 2 0

1 1 1 1d d d d
L L L Lμ μ μ μ

⋅ = ⋅ + ⋅ + ⋅∫ ∫ ∫ ∫○ B l B l B l B l  

可以证明（证明提示：首先利用介质界面与磁感应线垂直的性质，证明沿 Li(i = 1, 2, 3)
的积分与 Li 的选择无关；然后选择一个十分靠近直线电流 I 的回路，并利用 I 邻域

内磁场的对称性，去完成下述结论的证明） 

 
1 2 3

0 0 0 0 0d 2 d 4 d 4 d
L L L L

Iμ⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ =∫ ∫ ∫ ∫○ B l B l B l B l  

于是有 

 0 0 2 0 1 0 1 2
0

1 2 1 2

(2 )1 d
2 4 4 4L

I I IIμ μ μ μ μ μ μ μ
μ μ μ μ μ

+ +
⋅ = + + =∫○ B l  

从而最终求得乘子α 和磁感应强度分布如下 

 1 2

2 0 1 0 1 2

4
2

μ μ
α

μ μ μ μ μ μ
=

+ +
 

 1 2 0
2 2 2 2

2 0 1 0 1 2

2 1 1
(2 ) ( ) ( )x

Iy
B

x a y x a y
μ μ μ

μ μ μ μ μ μ
⎛ ⎞

= −⎜ ⎟π + + − + + +⎝ ⎠
 

 1 2 0
2 2 2 2

2 0 1 0 1 2

2
(2 ) ( ) ( )y

I x a x aB
x a y x a y

μ μ μ
μ μ μ μ μ μ

⎛ ⎞+ −
= −⎜ ⎟π + + + + − +⎝ ⎠

 

*6.15  在一理想导体平面上方的真空中有一圆载流线圈，线圈平面与导体平面

平行，相距为 d. 设线圈电流为 I，半径为 a，求圆线圈轴线上磁感应强度的分布. 当
a d 时，求圆线圈所受的浮力.  

解  采用直角坐标，原点位于导体表面，z 轴与导体平面垂直，并通过线圈中

心. 利用磁像法，视理想导体为理想抗磁质，像电流为位于 z d= − 、半径为 a 的线

圈电流，其电流强度大小为 I，但方向与原线圈电流相反. 导体上方的磁场由这两个

线圈电流产生. 其中，沿 z 轴的磁感应强度只有 z 分量，其表达式如下 

 
2

0
2 2 3/2 2 2 3/2

1 1
2 [ ( ) ] [ ( ) ]z
a I

B
a z d a z d

μ ⎛ ⎞
= −⎜ ⎟+ − + +⎝ ⎠

 

当 a d 时，原线圈可视为磁偶极子，其磁矩 2m a I= π ，方向指向 z 轴正向；

施力磁场由像电流产生，其表达式为 
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2

0
e 2 2 3/22[ ( ) ]

a I
B

a z d
μ

= −
+ +

 

线圈所受的浮力为 

 
2 2 4 2 4

2e 0 0 0
2 2 3/2 2 2 5/2 4

d 3 3d
d d 2[ ( ) ] [ 4 ] 32

z d

B a I I a d I aF m a I
z z a z d a d d

μ μ μ

=

⎡ ⎤⎛ ⎞ π π
= = −π = ≈⎢ ⎥⎜ ⎟+ + +⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 

*6.16  一无穷长直载流导线和一无穷长磁介质圆柱平行，导线和圆柱轴的距离

为 d，电流为 I，介质圆柱半径为 a，磁导率为 μ ，求单位长度导线上所受的力.  

解  将坐标原点取在圆柱轴上，x 轴指向载流导线，利用磁像法，像电流为 I ′和

0I ′， I ′位于 2 /x b a d= = ， 0I ′位于原点，两个像电流强度分别等于 

 0
0

0

,I I I I
μ μ
μ μ
−′ ′ ′= = −
+

 

在电流 I 所在位置，两像电流产生的磁场为 

 
2

0 0 0 0 0
2 2

0

( )
2 ( ) 2 2 ( )( )

I I Ia
B

d b d d a d
μ μ μ μ μ

μ μ
′ ′ −

= + =
π − π π + −

 

该磁场与电流 I 垂直，导线单位长度受的斥力为 

 
2 2

0 0
2 2

0

( )
2 ( )( )

I a
F IB

d a d
μ μ μ
μ μ

−
= =

π + −
 

6.17  已知一个电磁铁由绕有 N 匝载流线圈的 C 形铁片（ 0μ μ ）所构成（习

题 6.17 图）. 如果电磁铁的横截面积为 A，电流为 I，空隙宽度为 d，C 形铁片各边

的长度同为 l，求空隙中的磁感应强度.  

 

习题 6.17 图 

解  磁路方程如下： 

 m1 m2 m1 m2
0

4( ), , ,B B
l d dNI R R R R B A

A A
Φ Φ

μ μ
−

= + = = = ⋅  

解得空隙中的磁感应强度 

 0

0 0( ) 4
NI

B
d l

μμ
μ μ μ

=
− +
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6.18  请你设计一块磁铁（使用最少量的铜），使得在横截面积为 1m×2m，长

为 0.1m 的气隙中产生 104G 的磁场. 假定铁芯的磁导率很高，计算所消耗的功率与

所需铜的质量，以及磁铁两磁极之间的引力（已知铜的电阻率是 2×10−6Ω·cm，密度

是 8g·cm−3，容许通过的最大电流密度是 1000A·cm−2）. 
解  由题设，铁芯的磁导率很高，其磁阻可以忽略，只需考虑气隙磁阻，磁路

方程简化为 

 m
0

B
BdNI RΦ
μ

= ≈  

式中，d 为气隙长度. 
绕铁心横截面一周的长度为 2 (1 2) 6ml = ⋅ + = ，则 N 匝线圈需要用去的铜线的

总长度为 L = Nl. 又设铜线的截面积为 S，则允许通过的最大电流强度为 mI j S= ，

其中 mj 为铜线允许通过的最大电流密度. 将 N = L/l 和 mI j S= 代入磁路方程得 

 m
0 0 m

L Bd lBdj S V
l jμ μ
⋅ = ⇒ =         

式中，V 为线圈用铜的体积，由题给数据，可算出所需铜的总质量为（ 0ρ 为铜的密度） 

 
3

20
0 7 7

0 m

8 10 6 1 0.1 3.8 10 (kg)
4 10 10

lBd
M V

j
ρ

ρ
μ −

× × × ×
= = = = ×

π× ×
 

铜线所消耗的功率为 

 

2
2 2 2 m

m m
0

7 2 8 2
4

3

( )

(10 ) 2 10 3.8 10 9.5 10 (W)
8 10

j MLP I R j S j V
S

ρ
ρ ρ

ρ
−

= = ⋅ = =

× × × ×
= = ×

×
 

 

磁芯的磁导率很高，有 0B Mμ≈ ，于是磁极之间的吸引力为（ 1m 2mA = × 为气

隙截面面积） 

 
2 2 2

50
7

0

1 1 2 8.0 10 (N)
2 2 2 4 10

M A B AF
μ

μ −

× ×
= = = = ×

× π×
 

6.19  如习题 6.19 图所示，设 L = 20cm，Lg = 0.5cm，μr = 1200，磁动势 mE = 597A，

求通过气隙的磁感应强度. 

 

                         习题 6.19 图                  图 6.19a 
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解  其等效磁路如图 6.19a 所示， 

 g g g r g
m1 m2 m3

r 0 r 0 r 0 0 r 0

3 33, ,
L L L L L LL LR R R

S S S S S
μ

μ μ μ μ μ μ μ μ μ
− − +

= = = + =  

由 Rm2 和 Rm3 并联得到的磁阻等于 

 r gm2 m3
m

m2 m3 r 0 r g

3 [3 ( 1) ]
[6 ( 1) ]

L L LR RR
R R S L L

μ
μ μ μ

+ −⋅
= =

+ + −
 

由此可求得加在气隙支路的磁势降为 

 m r gm m
m

m m1 r g

3 [3 ( 1) ]
15 4( 1)

L LRU
R R L L

μ
μ

+ −
= =

+ + −

EE  

故通过气隙支路的磁通为 

 r 0 mm

m3 r g

3
15 4( 1)B

SU
R L L

μ μ
Φ

μ
= =

+ −
E

 

相应通过气隙的磁感应强度等于 

 
7

r 0 m

r g

3 3 1200 4 10 597 0.1 (T)
15 4( 1) 15 0.2 4 (1200 1) 0.005

BB
S L L

μ μΦ
μ

−× × π× ×
= = = =

+ − × + × − ×
E

 

*6.20  一长铁芯沿轴向插入一长螺线管内，铁芯由两节拼凑而成，求两节之间

的吸力. 设螺线管单位长度匝数为 n，电流为 I，铁芯截面积为 S，磁导率为 μ. 
解  两节铁芯界面上磁荷面密度的大小为 

 m 0 0 0( ) ( )M H nIσ μ μ μ μ μ= = − = −  

据此求得两节铁芯之间的吸力为 

 
2 2 22

0m

0 0

( )
2 2

n I SSF
μ μσ

μ μ
−

= =  

*6.21  一圆柱形永磁铁，直径 10mm，长 100mm，均匀磁化后磁极化强度 J =  
21.20Wb m−⋅ . 

（1）求它两端的磁极强度（即总磁荷量）； 
（2）求它的磁矩； 
（3）求磁铁中心处的磁场强度 H 和磁感应强度 B. 此外，H 和 B 的方向有什么

关系？ 
解  （1）磁极强度（总磁荷量）： 

 2 2 5
m 3.142 0.005 1.2 9.4 10 (Wb)q r J −= π = × × = ×  

（2）永磁铁的磁矩为 

 
2 2

2
7

0

1.20 0.005 0.1 7.5 (A m )
4 10

J r Lm MV
μ −

π × ×
= = = = ⋅

×
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（3）利用教材 2.5 节例 2.3 关于均匀极化电介质圆棒在轴线上的电场的结果 

 1 2
0

(2 cos cos )
2

θ θ
ε

= − − −
PE  

以及静电场解和静磁场解之间的对应关系（参见教材 6.8 节），可推得永磁铁在磁铁

中心处的磁场为 

 
0

(1 cos )θ
μ

= − −
JH  

式中，θ 为磁铁中心与端面边沿连线与轴线之间的夹角 

 
2 2 2 2

/ 2cos
( / 2) 4

L L
L r L r

θ = =
+ +

 

将题给数据代入，最终算得磁铁中心的磁场强度和磁感应强度分别为 

 
2 2

0

3 1
7 2 2

1
4

1.2 0.11 4.739 10 (A m )
4 10 0.1 4 0.005

J LH
L rμ

−
−

⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟

+⎝ ⎠
⎛ ⎞

= − × − = − × ⋅⎜ ⎟
π× + ×⎝ ⎠

 

 7 3
0 4 10 ( 4.739 10 ) 1.2 1.194(T)B H Jμ −= + = π× × − × + =  

B 与 H 的符号相反，亦即 B 与 H 的方向相反.  
*6.22 （1）一圆磁盘半径为 R，厚度为 l，片的两面均匀分布着磁荷，面密度

分别为 mσ 和 mσ− （习题 6.22 图）. 求轴线上离圆心为 x 处的磁场强度 H. 
（2）此磁盘的磁偶极矩 mp 和磁矩 m 为多少？ 

（3）试证明，当 l R 时，磁盘外轴线上的磁场分布与一个磁矩和半径相同的

电流环所产生的磁场一样. 

 

习题 6.22 图 

解  （1）取直角坐标，原点位于磁盘中心，x 轴与磁盘面垂直，正磁荷面位于

/ 2x l= ，它对考察点处磁场强度的 x 分量的贡献为 

 

2 m m
2 2 3/2 2 2 3/20 0 0

0 0

m
2 2

0

( / 2) d ( / 2)1 dd
4 [ ( / 2) ] 2 [ ( / 2) ]

/ 21
2 ( / 2)

R Rx l r r x l r rH
r x l r x l

x l
R x l

σ σθ
μ μ

σ
μ

π

+

− −
= =

π + − + −

⎛ ⎞−⎜ ⎟= −
⎜ ⎟+ −⎝ ⎠

∫ ∫ ∫
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负磁荷面位于 / 2x l= − ，它对考察点处磁场强度的 x 分量的贡献为 

 m
2 2

0

/ 21
2 ( / 2)

x lH
R x l

σ
μ−

⎛ ⎞+⎜ ⎟= − −
⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

 

将两部分相加，求得总磁场强度 

 m
2 2 2 2

0

/ 2 / 2
2 ( / 2) ( / 2)

x l x lH H H
R x l R x l

σ
μ+ −

⎛ ⎞+ −⎜ ⎟= + = −
⎜ ⎟+ + + −⎝ ⎠

 

方向向右，即沿 x 轴正向.  
（2）磁盘的磁偶极矩和磁矩分别为 

 
2

2 2 m m
m m m

0 0

, p R lp R l R l m σ
σ σ

μ μ
π

= π ⋅ = π = =  

方向向右.  
（3）当 l R 时，将上述磁场强度表达式作泰勒展开，保留至 l/R 的一级小量，得 

 

m
2 2 2 2

0

m
2 2 2 22 2

0

2
m

2 2 3/2 2 2 3/2
0

/ 2 / 2
2

1 1 1
2 2 2( ) 2 2( )

2 ( ) 2 ( )

x l x lH
R x xl R x xl

l xl l xlx x
R x R xR x

R l m
R x R x

σ
μ

σ
μ

σ
μ

⎛ ⎞+ −
= −⎜ ⎟

+ + + −⎝ ⎠
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞≈ + − − − +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠+ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

= =
+ π +

 

而半径为 R 的小电流环的磁场为 

 
2

2 2 3/2 2 2 3/22( ) 2 ( )
IR mH

R x R x
= =

+ π +
 

与磁盘产生的磁场一样，证毕. 
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第 7 章  电 磁 感 应 

7.1  （1）电阻为 R 的矩形线圈以常速度 v 进入匀强磁场 B 中（习题 7.1(a)图），

求线圈中感应电动势和线圈所受的力.  
（2）如果矩形线圈以常速度 v 离开载有稳恒电流 I 的长直导线（习题 7.1(b)图），

求矩形线圈中的感应电动势.  

 

习题 7.1 图 

解  （1）线圈中的感应电动势为 Ba=E v ，方向为逆时针. 该电动势在线圈中

产生逆时针感应电流，电流强度为 / /I R Ba R= =E v . 该线圈所受的磁力等于其进入

磁场区的长度为 a 的横边所受的安培力 2 2 /F IaB B a R= − = −v ，右边的负号表示受力

的方向与线圈运动方向相反.  
（2）电流强度为 I 的长直载流导线产生的磁场为 0 / (2 )B I rμ= π ，r 为离载流导

线的距离. 设矩形线圈紧靠载流导线一边离导线的距离为 x，则穿过线圈的磁通等于 

 0 0d d ln
2 2

x b

B S x

I Ia x ba r
r x

μ μ
Φ

+ +⎛ ⎞= ⋅ = ⋅ = ⎜ ⎟π π ⎝ ⎠∫∫ ∫B S  

磁通方向指向纸面. 规定电动势的方向为顺时针，与磁通方向满足右手定则，得 

 0 0 0d 1 1 d
d 2 d 2 ( ) 2 ( )

B Ia Iab Iabx
t x b x t x x b t t b

μ μ μΦ ⎛ ⎞= − = − − = =⎜ ⎟π + π + π +⎝ ⎠
E

v
v

 

7.2  如习题 7.2 图所示，一个半径为 R 的圆线圈绕其直径 PQ 以角速度ω匀速

转动. 在线圈中心沿 PQ 方向放置一个小磁体，它的磁矩为 μ . 试求在点 P 与 PQ 弧

中点 C 之间的那段导线上产生的感应电动势.  

 

习题 7.2 图 

 

WPS_1682586719
Highlight
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解  取球坐标（ , ,r θ φ），原点位于线圈中心，z 轴与转轴一致. 磁矩为 zμ= − eμ

的小磁体产生的磁场为 

 0 0
3 3

cos sin
2 4rr r θ

μ μ θ μ μ θ
= − −

π π
B e e  

PC 段切割磁力线运动，该段导线上产生的感应电动势等于 

 

/2 0 0
3 30

/2 0 0
0

cos sin
sin d

2 4
sin cos

d
2 4

PC rR R
R R

R R

ϕ θ θ
μ μ θ μ μ θ

ω θ θ

ωμμ θ θ μ μω
θ

π

π

⎡ ⎤⎛ ⎞= × − − ⋅⎢ ⎥⎜ ⎟π π⎝ ⎠⎣ ⎦

= − = −
π π

∫

∫

e e e eE
 

负号表示感应电动势（即感应电流）的方向从 C 到 P.  
7.3  如习题 7.3 图所示，一正三角形线圈的电阻为 R，边长为 a，以常角速度ω

绕 AB 轴旋转，均匀磁场 B 与转轴 AB 垂直. 求线圈每两个顶点之间的电势差.  

 

习题 7.3 图 

解  取直角坐标（ , ,x y z ），原点位于 AB 轴的中点，z 轴正向自 B 至 A，磁场 B

沿 y 轴正向，θ 为线圈平面法向与 y 轴之间的夹角. 由于线圈刚性旋转，各部分的

速度与线圈平面法向一致，亦即速度 v 和磁场 B 之间的夹角也等于θ. 考察线圈 AC
段的某点 P，该点离 A 点的距离为 l，离 z 轴的距离为 3 / 2r l= ，速度为

3 / 2r lω ω= =v ，则作用在单位正电荷上的非静电力为 
 sin zB θ= × = −v vK B e  

将其投影至 AC 方向，应当乘以因子 cos60 1 / 2=° ；然后沿 AC 积分，求得 

 
2

0 0

3 sin 1 3 sin 3( ) d d d sin
2 2 4 8

C a a

AC A

lB Bl l l B aω θ ω θ ω θ= × ⋅ = ⋅ = ⋅ =∫ ∫ ∫E v B l  

采取类似方式可算得 BCE ，区别仅仅在于：在将非静电力场沿 BC 方向投影时，应乘

以因子 cos120 1 / 2= −° ，以至算得的 BCE 与 ACE 反号，即 

 23 sin
8BC AC B aω θ= − = −E E  

AB 段静止，不会有动生电动势. 回路的总动生电动势为 
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23 sin

4AC CB BA B aω θ= + + =E E E E  

由它产生的感应电流为 

 23/ sin
4

I R B a
R

ω θ= =E  

将欧姆定律 ρ = +j E K 沿某段线圈导线积分，不妨设为 AB 段，可得 

 AB ABIR V= +E  

从上式出发，分别求得顶点之间的电势差为（注意正三角形每边的电阻为 R/3） 

 2 2 23 3 3/ 3 sin sin sin
12 8 24AC ACV IR B a B a B aω θ ω θ ω θ= − = − = −E  

 
2 2 23 3 3/ 3 sin sin sin

12 8 24CB CBV IR B a B a B aω θ ω θ ω θ= − = − = −E  

 
23/ 3 / 3 sin

12BA BAV IR IR B aω θ= − = =E  

7.4  习题 7.4 图中的轮子由一个半径为 a 的圆环和四根辐条组成，两个金属刷

子分别接触在轮轴和轮边上并与外电阻 R 连接，外磁场 B 与轴线平行.  
（1）这个轮子产生的感应电动势多大？ 
（2）设每根辐条电阻为 r，圆环电阻可以忽略，问 R 取何值时，可获得最大输

出功率？ 

 

习题 7.4 图 

解  （1）取圆柱坐标（ , , zρ φ ），z 轴与转轴重合. 在轮子旋转过程中，轮子各

点的速度沿 φ−e 方向，磁场沿 z−e 方向，则非静电力场 = ×vK B 沿 ρe 方向. 于是，可

求得感应电动势如下 

 
2

0 0
( ) d d

2
a a B aB ωωρ ρ= × ⋅ = =∫ ∫E v B l  

（2）四根辐条并联，电阻为 0 / 4r r= ，当 0 / 4R r r= = 时，可获得最大输出功率 

 
22 2 2 4

2 2
max 0

/ 2[ / ( )]
/ 2 4 4

Ba r B aP I R R r R
r r

ω ω⎛ ⎞
= = + = ⋅ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
E  
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7.5  一列火车中的一节闷罐车箱宽 2.5m，长 9.5m，高 3.5m，车壁由金属薄板

制成. 在地球磁场的竖直分量为 0.62×10−4 T 的地方，这个闷罐车以 160km h−⋅ 的速度

在水平轨道上向北运动.  
（1）这个闷罐车两边之间的金属板上的感应电动势是多少？ 
（2）若考虑车两边积累的电荷所引起的电场，问车内净电场是多少？ 
（3）若将两边当作两个非常长的平行平板处理，那么每一边上的面电荷密度是

多少？ 
解  （1）闷罐车两边之间的金属板上的感应电动势为 

 
4

4 36 100.62 10 2.5 2.6 10 (V)
3600

Bl − −×
= = × × × ≈ ×E v  

（2）在地面参考系中，相对车厢静止的电荷随车厢一道运动，速度为 v . 该电

荷受到洛伦兹力；为维持匀速直线运动状态不变，该力需要同样大小但方向相反的

静电力与之平衡，据此推得静电场的大小 

 
4

4 3 3 16 10 0.62 10 1.03 10 1.0 10 (V m )
3600

qE q B E B − − − −×
= ⇒ = = × × = × ≈ × ⋅v v   

可是，在车厢参考系中，静止电荷不受洛伦兹力，相应静电力也应当等于零. 因此，

在车厢参考系中净电场为零.  
（3）闷罐车每边上的面电荷密度为 

 12 3 15 2
0 8.85 10 1.03 10 9.1 10 (C m )Eσ ε − − −= = × × × = × ⋅  

7.6  一导体盘的半径为 a，厚度为δ ，电导率为σ ，将其放在相对盘轴 z 对称

的磁场 B 中： 
 0 ˆ( ) (0 ), 0 ( ),B t R R R aρ ρ= = > <≤ ≤B z B  

（1）确定空间的感应电场； 
（2）确定导体盘的电流密度； 
（3）证明盘耗散的总功率为 

 
24

0d
1 4ln

8 d
BR aP
t R

δσπ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠
 

解  （1）采用圆柱坐标（ , , zρ ϕ ），z 轴与盘轴重合. 由对称性，随时间变化的

磁场产生的涡旋电场只有 ϕ̂分量，其大小只与 ρ 有关. 选择半径为 ρ 的圆形回路，

圆面与 z 轴垂直，且圆心位于 z 轴上，利用时变电磁场的环路定理，可算得涡旋电

场的分布如下 

 
2

20 0 0d d d
2 ( ) , ( )

d 2 d 2 d
B B BRE E R E R
t t tϕ ϕ ϕ

ρρ ρ ρ ρ
ρ

⋅ π = − ⋅ π ⇒ < = − > = −     

（2）由欧姆定律算得导体盘的电流密度 j Eϕ ϕσ= . 
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（3）导体盘所耗散的总功率为 

 

22 2
0 0

0

24
0

d d
2 d 2 d

2 d 2 d

d
1 4ln

8 d

R a

R

B BRP
t t

BR a
t R

ρσ δ ρ ρ σ δ ρ ρ
ρ

δσ

⎛ ⎞⎛ ⎞= ⋅ ⋅ ⋅ π + ⋅ ⋅ ⋅ π⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

π ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∫ ∫
 

7.7  一个大线圈和一个小线圈同心且位于同一平面内，大线圈的半径为 50cm，

有 1×104 匝，小线圈的面积为 3cm2，有 5×103 匝. 
（1）当大线圈中的电流变化率为 3 15 10 A s−× ⋅ 时，在小线圈中的感应电动势为多

少（假定小线圈处的磁场近似均匀）？ 
（2）如果大线圈载有电流 0.2A，且绕它的水平方向的直径以每分钟 2×103 转的

速度匀速转动，小线圈在大线圈中心处的水平面上静止，求小线圈中的作为时间函

数的感应电动势. 
解  （1）大线圈中心磁场为 0 / (2 )B N I Rμ=

大
，小线圈中感应电动势为 

 

0

7 4 3 4 3

d d d
d d 2 d

4 10 10 5 10 3 10 5 10 94.2 (V)
2 0.5

N N SB IN N S
t t R t

μΦ

− −

= = =

π× × × × × × × ×
= =

×

E 大 小

小 小

 

（2）匀速旋转的载流大线圈在静止小线圈中产生的时变电动势 

 

0 0

7 4 3 4 3 3

d d( ) cos sin
d d 2 2

4 10 10 5 10 3 10 0.2 4 10 4 10sin
2 0.5 60 60

0.790sin(209 ) (V)

N I N N SI
t N N S t t

t t R R

t

t

μ μ ωΦ ω ω

− −

⎛ ⎞
= = ⋅ = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞π× × × × × × × × π× π×

= − ⎜ ⎟× × ⎝ ⎠
= −

E

 

大 大 小

小 小

 

7.8  一环形螺线管有 N 匝，环半径为 R，环的横截面为矩形，其尺寸如习题 7.8
图所示. 

（1）求此螺线管的自感系数； 
（2）求这个环形螺线管和位于它的对称轴处的长直导线之间的互感系数.  

 

习题 7.8 图 

解  （1）螺线管内磁场为 0( ) / (2 )B r NI rμ= π ，则通过它的全磁通为 
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2

0 0d d ln
2 2

R a

R a

NI N Ih R aN B S N h r
r R a

μ μ
Ψ

+

−

+⎛ ⎞= ⋅ = ⋅ = ⎜ ⎟π π −⎝ ⎠∫∫ ∫  

螺线管的自感系数等于 

 
2

0 ln
2
N h R aL

I R a
μΨ +⎛ ⎞= = ⎜ ⎟π −⎝ ⎠

 

（2）长直导线产生的磁场为 0 / (2 )B I rμ= π ，它通过螺线管的全磁通为 

 0d ln
2S

NIh R aN B S
R a

μ
Ψ +⎛ ⎞= = ⎜ ⎟π −⎝ ⎠∫∫  

螺线管和长直导线之间的互感系数等于 

 0 ln
2
Nh R aM

I R a
μΨ +⎛ ⎞= = ⎜ ⎟π −⎝ ⎠

 

7.9  在一个半径为 10cm、截面积为 12cm2 的铁环上均匀地绕有 1200 匝绝缘导

线，环上有一宽度为 1mm 的气隙. 设铁的相对磁导率是 700，它与磁场强度无关，

且忽略磁滞效应. 
（1）当有 1A 的电流通过线圈时，求气隙中的磁场； 
（2）计算该线圈的自感系数.  
解  （1）设铁环半径为 r，截面积为 S，相对磁导率为 rμ ，则铁芯和气隙的磁

阻分别为 

 m1 m2
r 0 0

2 ,r dR R
S Sμ μ μ

π
= =  

对给定的磁动势 NI，可相继求得铁芯磁通和气隙的磁感应强度： 

 0 r

m1 m2 r2B
SNINI

R R r d
μ μ

Φ
μ

= =
+ π +

 

 
7

0 r
3

r

4 10 700 1200 1 0.795(T)
2 2 0.1 700 10

B NI
B

S r d
μ μΦ

μ

−

−

π× × × ×
= = = =

π + π× + ×
 

（2）线圈的自感系数等于 

 
2 7 4 2

0 r
3

r

4 10 700 12 10 1200 1.14(H)
2 2 0.1 700 10

B SNNL
I r d

μ μΦ
μ

− −

−

π× × × × ×
= = = =

π + π× + ×
 

7.10  一块铜片被弯成如习题 7.10 图所示形状，已知 R = 2cm，l = 10cm，a = 
2cm，d = 0.4cm，求 

（1）A、B 间管状区的自感系数； 
（2）输入端 A 和输出端 B 铜片之间的电容； 
（3）整个构件的共振频率. 
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习题 7.10 图 

解  设自 A、B 进出铜片的电流为 I，则在以弯曲铜片为边界的圆柱管内的磁感

应强度为 0 0 /B i I lμ μ= = ，推得管状区自感系数等于 

 
2 7 2

80 4 10 (0.02) 1.58 10 (H)
0.1

R
L

I l
μΦ −

−π π× × π×
= = = = ×  

输入和输出端铜片之间的电容等于 

 
12

120 8.85 10 0.02 0.1 4.43 10 (F)
0.004

al
C

d
ε −

−× × ×
= = = ×  

从而求得构件的最低共振频率 

 9 1
0 8 12

1 1 3.78 10 (rad s )
1.58 10 4.43 10LC

ω −

− −
= = = × ⋅

× × ×
  

7.11  一个变压器如习题 7.11 图所示，线圈 A、B、C 的匝数分别为 500，1000，
500，截面积分别是 0.005m2，0.001m2，0.0005m2，铁芯的水平臂截面积是 0.002m2，

如果芯的相对磁导率 rμ =10000，求： 

（1）线圈 A 和 C 间的互感； 
（2）线圈 A 和 B 间的互感.  

 

                     习题 7.11 图                        图 7.11a 

解  等效磁路如图 7.11a 所示，图中 R 为单个水平臂的磁阻，RA、RB 和 RC 分别

为三个线圈所绕铁芯的磁阻，它们的数值为 

 3 1
7 4

0.2 7.958 10 (H )
4 10 10 0.002

R −
−= = ×

π× × ×
 

 7 4

0.1
4 10 10 0.005 5A

RR −= =
π× × ×
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 7 4

0.1
4 10 10 0.001BR R−= =
π× × ×

 

 7 4

0.1 2
4 10 10 0.0005CR R−= =
π× × ×

 

设在线圈 A 中通电流 IA，相应磁动势等于 NAIA. 磁路含 3 个支路，它们的磁阻如下：

含线圈 A 的支路磁阻等于 1 2 11 / 5AR R R R= + = ；含线圈 B 的支路磁阻等于 2 BR R R= = ；

含线圈 C 的支路磁阻等于 3 2 4CR R R R= + = . 支路 2 和 3 并联后的磁阻等于 4 /R R⋅  
(4 ) 4 / 5R R R+ = ，于是流经支路 1 的磁通为 

 
1 4 / 5 11 / 5 4 / 5 3

A A A A A AN I N I N I
R R R R R

Φ = = =
+ +

 

据此可求得流经线圈 B（支路 2）和线圈 C（支路 3）的磁通分别为 

 23
3

2 3

4 4 5004 1.676 10 (Wb)
4 3 15 15 7.958 10

A A A A A
B A

R N I N I IR I
R R R R R R

Φ
Φ −×

= = = = = ×
+ + × ×

 

 32
3

2 3

500 4.189 10 (Wb)
4 3 15 15 7.958 10

A A A A A
C A

R N I N I IR I
R R R R R R

Φ
Φ −= = = = = ×

+ + × ×
 

（1）线圈 A 和线圈 C 之间的互感： / / 2.09HAC AC A C C AM I N IΨ Φ= = =  
（2）线圈 A 和线圈 B 之间的互感： / / 16.8HAB AB A B B AM I N IΨ Φ= = =  

7.12  一电磁铁由 N 匝线圈紧绕在环形轭铁上构成，从轭铁上切去一小段形成

气隙，如习题 7.12 图所示. 轭铁环的半径为 b，环截面的半径为 a，气隙宽度为 w，
铁的磁导率 μ 为常数. 线圈由半径为 r、电阻率为 ρ 的导线构成，磁铁线圈两端加有

电压 V. 为简单起见，假设 / 1, / 1, / 1b a a r b w  ，推导下列诸量的表达式： 
（1）气隙中的稳定磁场； 
（2）稳态时线圈损耗的功率； 
（3）当电压 V 变化时线圈中电流变化的时间常数.  

 

习题 7.12 图 

解  （1）磁路方程如下： 

 0

0 0 0

2 2
2

NIw b wB bBNI B
S S b w

μμΦ Φ
μ μ μ μ μ μ

π π
= + = + ⇒ =

π +
         

线圈电流强度为 
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2

22 / ( ) 2
V V VrI
R N a r a Nρ ρ

= = =
π π

 

于是求得气隙中的磁感应强度 

 
2

0

02 (2 )
Vr

B
a b w

μμ
ρ μ μ

=
π +

 

（2）线圈损耗的功率 

 
2 2

2
V rP VI
a Nρ

= =  

（3）线圈中电流变化的时间常数. 
要计算线圈电流变化的时间常数，归结为计算线圈的自感系数. 通过线圈的全

磁通为 

 
2 2

2 0

02
N a

N B a I
b w

μμ
Ψ

μ μ
π

= ⋅ ⋅ π =
π +

 

于是线圈的自感系数等于 2 2
0 0/ (2 )L N a b wμμ μ μ= π π + ，据此求得电流变化的时间常数 

 
2

0

02 (2 )
Na rL

R b w
μμ

τ
ρ μ μ

π
= =

π +
 

*7.13  一个边长分别为 l 和 w 的长方形线圈，在 t =0 时刻正好从如习题 7.13
图所示的磁场为 B 的区域上方由静止开始向下运动. 线圈的电阻为 R，自感为 L，
质量为 m，它的上边处在零磁场区.  

（1）假定自感可以忽略而电阻不能忽略，求出线圈的作为时间函数的电流和

速度； 
（2）假定电阻可以忽略而电感不可以忽略，求出线圈的作为时间函数的电流和

速度.  

 

习题 7.13 图 

解  （1）忽略线圈自感，考虑电阻，则电动势为 Bl=E v ，线圈电流为 /I R= =E  
/Bl Rv ，线圈运动方程如下 

 
2 2d d

d d
B lm mg IlB g

t t mR
= − ⇒ = −

v v v         
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线圈初始速度为零，由上述方程解得速度，继而由速度得电流，结果如下： 

 
2 2 2 2/( ) /( )

2 2 [1 e ], [1 e ]B l t mR B l t mRmgR mgI
l B Bl

− −= − = −v  

（2）忽略线圈电阻，考虑自感，电动势仍为 Bl=E v ，线圈电流满足 

 d
d
IL Bl
t
= v  

将上述方程代入线圈运动方程 

 d
d

m mg IlB
t
= −

v  

导出电流强度满足的二阶常微分方程如下 

 
2 2 2

2

d
d

I Blg B l I
t L mL

= −  

利用线圈初始速度和初始电流为零的条件，可解得 

 (1 cos ), sin ,mg g BlI t t
Bl mL

ω ω ω
ω

= − = =v  

7.14  空心螺线管长为 0.5m，截面为 1cm2，匝数为 1000. 忽略边缘效应，它的

自感多大？一个 100 匝的副线圈也绕在这个螺线管的中部，互感多大？现有 1A 的

稳恒电流流入副线圈，螺线管连接着 103Ω的负载. 如果上述稳恒电流突然停止，将

有多少电荷流过电阻？ 
解  当有电流 I 流过螺线管，则螺线管中的磁场和全磁通为 

 
2

0 0
0 ,

NI N IS
B nI NBS

l l
μ μ

μ Ψ= = = =  

于是求得螺线管的自感如下 

 
2 7 2 4

40 4 10 1000 10 2.51 10 (H)
0.5

N S
L

I l
μΨ − −

−π× × ×
= = = = ×  

通过副线圈的全磁通为 0 /N BS N NIS lΨ μ′ ′ ′= = ，相应原、副线圈之间的互感为 

 
7 4

50 4 10 100 1000 10 2.51 10 (H)
0.5

N NS
M

I l
μΨ − −

−′′ π× × × ×
= = = = ×  

设副线圈电流为 I ′，主线圈电流为 I，则主线圈回路的电路方程如下： 

 d d 0
d d

I IIR L M
t t

′
+ + =  

将上式对时间积分得 0QR L I M I ′+ Δ + Δ = ，式中 IΔ 为主线圈电流变化，因 I 开始的

初值为零，末态值也等于零，故有 0IΔ = ； I ′Δ 为副线圈的电流变化，按题设， I ′/ 的

初值为 1A，末态值显然等于零，以至 1AI ′Δ = − . 于是，流过电阻的电荷量为 
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5

8
3

2.51 10 ( 1) 2.51 10 (C)
10

M IQ
R

−
−′Δ × × −

= − = − = ×  

*7.15  如习题 7.15 图所示，无电阻的电感器 L 连接金属导轨 M 的一端，施一

恒力 F，向右拉动金属棒 N. 该棒长为 l，质量为 m，在导轨上无摩擦地滑动，并切割

磁力线. 设导轨 M 与金属棒 N 的电阻为零，棒 N 在水平方向上的初始位置是 x(0) = 0，
初始速度是 (0) 0=v ，那么， 

（1）电路中电流 I 和坐标 x 之间的关系如何？ 
（2）滑动棒的运动方程是什么？ 
（3）求 x(t). 
（4）试分析滑动棒运动过程中的能量转换过程. 

 

习题 7.15 图 

解  （1）金属棒切割磁力线运动产生的感应电动势为 Bl=E v ，相应的电路方程为 

 d d
d d

I xL Bl Bl
t t
= =v  

积分上式，利用初始条件 x(0) = 0 和 I(0) = 0，得 /I Blx L= . 
（2）滑动棒的运动方程为 

 
2 2 2

2

d d
d d

x B lm F IlB m F x
t t L
= − ⇒ = −

v          

（3）解运动方程，利用初始条件 x(0) = 0 和 (0) 0=v ，得 

 2 2( ) (1 cos )FL Blx t t
B l mL

ω ω⎛ ⎞
= − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

（4）由 x(t)可求得金属棒的速度和流经电感器的电流： 

 2 2( ) sin , ( ) (1 cos )FL Ft t I t t
B l Bl
ω ω ω= = −v  

金属棒的动能为 2 / 2mv ，电感的磁能为 2 / 2LI . 依据上述结果，可分析金属棒运动

过程中的能量转换关系. 一开始，外力 F 做正功，动能和磁能增加，在 / (2 )t ω= π 时，

动能达到最大值 2 2 2
max / (2 )W LF B l= . 在这之后，外力继续做正功，磁能继续增加，

但动能减小. 至 /t ω= π 时，磁能达到最大值 maxW ，动能降至零. 当 /t ω> π ，棒反

向运动，磁能减小，所消耗的磁能用来对外做功（外力 F 做负功）和增加动能. 至
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3 / (2 )t ω= π 时，动能达到最大值 maxW . 此后直至 2 /t ω= π ，动能和磁能均减小到零，

所消耗的能量用来对外做功. 上述能量转换过程循环发生，周期为 2 /ωπ . 
7.16  由 3×106Ω的电阻、1μF 的电容和 4V=E 的电源连接成简单回路，试求在

电路接通后 1s 的时刻，下列各量的变化率： 
（1）电容上电荷增加的速率； 
（2）电容器内储存能量的速率； 
（3）电阻上产生的热功率； 
（4）电源提供的功率.  
解  （1）电路方程如下： 

 d 1
d

qR q
t C
+ = E  

令 6 63 10 10 3(s)C RCτ −= = × × = ，利用初始条件 q(0) = 0，解得 

 /( ) (1 e )Ctq t C τ−= −E  

1st = 时，电容上电荷的量为 

 6 1/3 6(1) 4 10 (1 e ) 1.13 10 (C)q − − −= × × − = ×  

电容电荷的增加速率为 

 / 6 1/3 7 1d / d ( / )e (4 / 3 10 )e 9.55 10 (C s )Ctq t R τ− − − −= = × = × ⋅E  

（2）电容器的储能 2 / (2 )W q C= ， 1st = 时的储能速率为 

 
6

7 6 1
6

d d 1.13 10 9.55 10 1.08 10 (J s )
d d 10
W q q
t C t

−
− − −

−

×
= = × × = × ⋅  

（3） 1st = 时的电阻消耗的功率 

 2 2 7 2 6 6(d / d ) (9.55 10 ) 3 10 2.74 10 (W)P I R q t R − −= = = × × × = ×  

（4） 1st = 时的电源提供的功率 

 7 64 9.55 10 3.82 10 (W)P I − −′ = = × × = ×E  
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第 8 章  磁    能 

8.1  有一个平绕于圆筒上的螺旋线圈，长 10cm，直径 1cm，共 1000 匝，用每

千米电阻为 247Ω的漆包线绕制. 求线圈的自感系数和电阻. 如果把这线圈接到电动

势为 2V 的蓄电池上，问： 
（1）线圈中通电开始时的电流增长率是多少？ 
（2）线圈中的电流达到稳定后，稳定电流是多少？ 
（3）这回路的时间常数是多少？经过多少时间电流达到稳定值的一半？ 
（4）电流稳定后，线圈中所储存的磁能是多少？磁能密度是多少？ 
解  线圈的自感系数和电阻等于 

 
2 7 2 2

40 4 10 1000 0.005 9.87 10 (H)
0.1

N S
L

l
μ −

−π× × × π×
= = = ×  

 0.247 1000 0.01 7.76( )R = × × π× = Ω  

设给线圈加上电压 V，则可写下电路方程如下： 

 d
d

IV L IR
t

= +  

满足上述方程和初始条件 I(0) = 0 的解为 

 /(1 e )Rt LVI
R

−= −  

（1）t = 0 时的电流增长率： 

 4 3 1
0(d / d ) / 2 / (9.87 10 ) 2.03 10 (A s )tI t V L − −

= = = × = × ⋅  

（2）稳定电流： 
 0 / 2 / 7.76 0.258(A)I V R= = =  

（3）时间常数： 

 4 4/ 9.87 10 / 7.76 1.27 10 (s)L Rτ − −= = × = ×  

电流降至初值一半所需的时间为 

 4ln 2 0.88 10 (s)t τ −= = ×  

（4）电流稳定后储存磁能： 

 2 4 2 5/ 2 9.87 10 0.258 / 2 3.28 10 (J)W LI − −= = × × = ×  

相应磁能密度为 
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5

3
2

3.28 10 4.18 (J m )
0.005 0.1

Ww
V

−
−×

= = = ⋅
π× ×

  

8.2 （1）利用磁场能量方法计算如习题 8.2 图所示的两个同轴导体圆柱面组成

的传输线单位长度的自感系数 L. 
（2）如果电流为常数，而将外圆柱面半径加倍，那么磁能（单位长度）增加多少？ 
（3）在上述过程中，磁场做了多少功？电池提供了多少能量？二者与磁能的增

加有何关系？ 

 

习题 8.2 图 

解  （1）取圆柱坐标（ , ,r zφ ）. 在 a < r < b 区，磁感应强度 0( ) / (2 )B r I rμ= π ，

磁能密度 2 2 2 2
0 0/ (2 ) / (8 )w B I rμ μ= = π ，单位长度的磁能为 

 
2 22 0 0

0

1d d d ln
4 4

b b

a a

I I bW wr r r
r a

μ μ
φ

π
= = =

π π∫ ∫ ∫  

由自感磁能（单位长度）公式 2 / 2W LI= ，求得单位长度自感系数为 

 0
2

2 ln
2

W bL
I a

μ
= =

π
 

（2）将外圆柱面半径加倍，磁能（单位长度）增加为 

 
2 2

20 0 02ln ln ln 2
4 4 4

I Ib bW I
a a

μ μ μ
Δ = − =

π π π
 

（3）能量分析. 
外圆柱的面电流密度为 / (2 )i I r= π ，r 为外圆柱半径. 面电流元 d d di S ir zφ= 受到

的磁力沿 r 正向，其大小为 diB S ，式中 B 为总磁场减去面元的贡献，结果为 

 0 0 0 0 0

2 2 2 4 4
I i I I I

B
r r r r

μ μ μ μ μ
= − = − =

π π π π
 

在外圆柱半径增大的过程中，运动方向与磁力方向一致，磁场对面电流元做正功. 当
外圆柱半径加倍，则磁场所做的总功为 

 
2 22 2 2 10 0

1 2 0 0
d d d d d ln 2

8 4
b b

b b

I I
A r iB S r z

μ μ
ϕ

π
= = =

π π∫ ∫∫ ∫ ∫ ∫  

它正好等于系统的磁能增加. 在上述过程中，电池供能等于 

 
2 2

2 0 0
2

2d d d ln ln ln 2
2 2

I Ib bA I t I I L
a a

μ μ
Φ ⎛ ⎞= − = = = − =⎜ ⎟π π⎝ ⎠∫ ∫ ∫E  
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它等于磁场做功的 2 倍；也就是说，电池供能等于磁场做功与磁能增加之和. 
8.3  如习题 8.3 图所示，一个半径为 R 的单匝圆线圈与长直导线共面，圆心与

直导线的距离为 d，且 d R> . 设线圈和直导线的电流分别为 1I 、 2I ，求相互作用能.  

 

习题 8.3 图 

解  取圆柱坐标（ , , zρ φ ），原点位于圆线圈中心，x 轴（对应 0φ = ）与直导线

垂直，z 轴与线圈平面垂直. 直线电流 I2 产生的磁场为 0 2 / [2 ( cos )]B I dμ ρ φ= π + ，通

过线圈的全磁通为 

 

20 2 0 2
0 0 0 0

0 2
0 2 2

0

2 2
0 2 0 20 2 2

d d dd d
2 cos cos

2d arctan tan
2

d ( )

R R

S

R

R

I I
d d

I d
dd

I I d d R
d

φ

φ

μ μρ ρ φ φΨ ρ ρ
ρ φ ρ φ

μ ρ φρ ρ
ρρ

ρ ρμ μ
ρ

π π

=π

=

= ⋅ = =
π + π +

⎛ ⎞⎛ ⎞−
= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟π +− ⎝ ⎠⎝ ⎠

= = − −
−

∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫

∫

B S

 

两线圈之间的相互作用能为 

 
1

2 2 2
1 0 1 2[ ( ) ]W I I I d d RΨ μ= = − −  

8.4  把一磁偶极子 m 从无穷远移到一个理想导电环（具有零电阻）轴上一点，

环半径为 b，自感为 L. 在终了位置上 m 的方向沿圆环的轴，与环心相距为 z. 当磁

偶极子在无穷远处时，环上的电流为零，见习题 8.4 图. 
（1）在终了位置时，计算环上的电流； 
（2）计算此位置上的磁偶极子与环之间的相互作用能.  

 

习题 8.4 图 

解  （1）取球坐标（ , ,r θ φ），以磁偶极子所在位置为原点，z 轴指向圆环中心. 

磁偶极子在导电环所在球面（ 2 2
mr r b z= = + ）上的磁场的 r 分量为 
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 0
m 3

m

cos
2r
m

B
r

μ θ
=

π
 

导电环位于 m marcsin( / )b rθ θ= = ，通过该环的磁通量为 

 
2

2 20 0
m m m m 3

2 2m 2

sin d d sin
2

2( )
r

m mb
B r

r
b z

μ μ
Φ θ θ φ θ= = =

+
∫∫  

理想导电环内的电场及其环路积分等于零，由法拉第定律可知穿过它的磁通Φ 不会

改变，磁偶极子在无穷远处时，环上电流为零， 0Φ = ，以至往后任意时刻均有 0Φ = . 
移近磁偶极子，环上有电流 I，产生磁通为 LI ，它应当抵消上述磁通 mΦ ，以至有 

 
2

0m
2 2 3/22 ( )
mb

I
L L b z

μΦ
= =

+
 

电流的方向沿着φ的负向；若沿磁矩 m 的方向看，电流沿逆时针方向.  

（2）电流环在磁偶极子处的磁场仅有 z 分量 

 
2 2 4

0 0
2 2 3/2 2 2 32( ) 4 ( )z

b I mb
B

b z L b z
μ μ

= − = −
+ +

 

它与磁偶极子之间的相互作用能为 

 
2 2 4
0

2 2 34 ( )z
m b

W mB
L b z
μ

= ⋅ = = −
+

m B  

8.5  将题 8.2 中的导体圆柱面换成实心圆柱体，并假定电流沿截面均匀分布，

求单位长度的自感系数.  
解  取圆柱坐标（ , ,r zφ ）. 由对称性，可判断磁场只有φ分量，且仅与 r 有关；由

安培环路定理，可求得各区磁场. 在a r b< < 区，结果与题 8.2 相同：磁感应强度 ( )B r =  

0 / (2 )I rμ π ，单位长度磁能 2
1 0 ln( / ) / (4 )W I b aμ= π . 在 r a< 区， 2

0 / (2 )B Ir aμ= π ，相

应单位长度磁能为 

 
2 2 2

30 0 0
2 2 40 0

0

1 2 d d
2 2 4 16

a aIr I I
W r r r r

a a
μ μ μ

μ
⎛ ⎞= π = =⎜ ⎟π π π⎝ ⎠∫ ∫  

单位长度磁能为 1 2W W W= + ，相应单位长度自感系数为 

 0 01 2
2 2

2( )2 ln
8 2

W WW bL
I I a

μ μ+
= = = +

π π
 

*8.6  一同轴电缆的芯子和外壳有无限大的电导率，它们的半径分别为 1r 和 2r . 

该电缆被一个可移动的隔板短路（习题 8.6 图）. 当电流 I 流过这个电缆时，求作用

到这个隔板上的力.  
解  取圆柱坐标（ , ,r zφ ），原点位于电缆输入端，z轴沿电缆轴线，隔板位于 0z z= . 

因隔板的短路作用，电流和磁场仅限于 0z z< 区 . 由对称性及安培环路定理求得

1 2 0,r r r z z< < < 区磁场 0 / (2 )B I rμ= π ，从而算得通电电缆内部的总磁能如下 
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 2

1

2 22
0 0 0 0 2

m
0 0 1

d 2 d ln
2 2 2 4

r

r

z I I z rBW V r r
r r

μ μ
μ μ

⎛ ⎞= ⋅ = π =⎜ ⎟π π⎝ ⎠∫∫∫ ∫  

隔板受力为 

 
2

0 2
0 m

0 1

d ln
d 4z z

I rWW
z r

μ
= ∇ = =

π
F e e  

 

习题 8.6 图 

*8.7  一电磁铁示于习题 8.7 图. 用虚功原理证明： 
（1）电磁铁吸引衔铁的起重力为 2

0/ (2 )F SB μ= ，式中 S 为两磁极与衔铁相接触

的总面积，B 为电磁铁内的磁感应强度.  
（2）起重力与磁极、衔铁间的距离 x 有无关系？ 

 

习题 8.7 图 

证  （1）设铁芯长度为 l，磁路方程为 

 0
m

0 0

2
2
NIl xNI R B B

l x
μμ

Φ
μ μ μ μ

⎛ ⎞
= = + ⇒ =⎜ ⎟ +⎝ ⎠

         

系统的磁能为 

 
2 2

0

0

1 1
2 2 2 4( 2 )

SN ISW I I NB
l x

μμ
Ψ

μ μ
= = ⋅ ⋅ =

+
 

由虚功原理求得衔铁受力 

 
2 2 2

2m
0 2

0 0

d
d 2( 2 ) 2I

W N I SBF S
x l x

μ μ
μ μ μ

⎛ ⎞= = − = −⎜ ⎟ +⎝ ⎠
 

为吸引力，证毕. 
（2）在 x 很小时，起重力与磁极、衔铁间的距离 x 无关.  
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第 9 章  交 流 电 路 

9.1  （1）计算 10H 的电感在频率为 50Hz、60Hz、600Hz 时的阻抗值； 
（2）计算 10μF 的电容在上述频率下的阻抗值； 
（3）在 60Hz 频率下，L 和 C 为何值时它们的阻抗都为 100Ω？ 
解  （1）10H 电感在 50Hz、60Hz、600Hz 时的阻抗值分别为 

 3 3 42 3.1 10 , 3.8 10 , 3.8 10L fLω = π = × Ω × Ω × Ω  

（2）10μF 电容在 50Hz、60Hz、600Hz 时的阻抗值分别为 

 2 21 1 3.2 10 , 2.7 10 , 27
2C fCω

= = × Ω × Ω Ω
π

 

（3）在 60Hz 频率下，阻抗为 100Ω 的电感和电容值分别为 

 100 0.265(H)
2 2 60

L LZ ZL
fω

= = = =
π π×

 

 51 1 1 2.65 10 (F) 26.5( F)
2 2 60 100C C

C
Z fZω

−= = = = × = μ
π π× ×

 

9.2  （1）L=31.8mH 的线圈，其电阻可略去不计，当加上 220V、50Hz 的交流

电压时，求它的阻抗和通过它的电流； 
（2）C = 79.6μF 的电容接到 220V、50Hz 的交流电源上，求它的阻抗和通过它

的电流.  
解  （1） 32 50 31.8 10 10( )LZ Lω −= = π× × × = Ω ， / 22ALI V Z= =  

（2） 61 / ( ) 1 / (2 50 79.6 10 ) 40( )CZ Cω −= = π× × × = Ω ， / 5.5ACI V Z= =  

9.3  交流电压的峰值 Vm = 1V、频率 = 50Hz，将这个电压接在 RLC 串联电路的

两端，R = 40Ω，L = 0.1H，C = 50μF. 
（1）计算这个电路的总阻抗； 
（2）计算阻抗辐角ϕ； 
（3）计算每个组件两端上的电压峰值. 
解  RLC 串联电路的复阻抗如下 

 1 1j j
j

Z R L R L
C C

ω ω
ω ω

⎛ ⎞= + + = + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

（1）阻抗 

 
2 2

2 2
5

1 140 100 0.1 51.4( )
100 5 10

Z R L
C

ω
ω −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − = + π× − = Ω⎜ ⎟ ⎜ ⎟π× ×⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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（2）辐角 

 
51 / ( ) 100 0.1 1 / (100 5 10 )arctan arctan 0.678(rad)

40
L C

R
ω ωϕ

−− π× − π× ×
= = = −  

（3）电阻、电感和电容上电压的峰值 

 m
m

1 40 0.778(V)
51.4R

V
V R

Z
×

= ⋅ = =  

 m
m

1 100 0.1 0.611(V)
51.4L

VV L
Z

ω × π×
= ⋅ = =  

 m
m 5

1 1 1.24(V)
51.4 100 5 10C

VV
Z Cω −= ⋅ = =

× π× ×
 

9.4  在习题 9.4 图所示的滤波电路中，C1 = C2 = 10μF. 在频率 f = 1000Hz 下，

欲使输出电压 U2 为输入电压 U1 的 1/10，求此时扼流圈的自感 L.  

 

习题 9.4 图 

    解 
2

1 1
2 2 2

2 2 2

1
j 1 / (j ) j 1C

U UU I Z
L C C LCω ω ω ω

= = ⋅ =
+ − +

 

由题设 2
1 2/ 1 10U U LCω= − + =| | | | ，得 

 2 2 5 211 / ( ) 11 / [(2 1000) 10 ] 2.8 10 (H) 28(mH)L Cω − −= = π× × = × =  

9.5  一个 50Hz 的交流电压加在 RLC 串联电路上，R = 40Ω，L = 0.1H，C = 50μF. 
（1）求 RLC 电路的功率因子； 
（2）如果电压源有效值 V = 100V，那么这个电路的电流最大值是多少？ 
（3）功率损失多大？ 
解  （1）RLC 串联电路的复阻抗、阻抗和辐角正切如下 

 1 1j j
j

Z R L R L
C C

ω ω
ω ω

⎛ ⎞= + + = + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
2 2

2 2
5

1 140 100 0.1 51.4( )
100 5 10

Z R L
C

ω
ω −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − = + π× − = Ω⎜ ⎟ ⎜ ⎟π× ×⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

 
5100 0.1 1 / (100 5 10 )tan 0.805

40
ϕ

−π× − π× ×
= = −  

据此推得该电路的功率因子为 
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2 2

1 1cos 0.78
tan 1 0.805 1

ϕ
ϕ

= = =
+ +

 

（2）有效值 100V 的电压源产生的电流最大值为 

 m
m

2 2 100 2.75(A)
51.4

V VI
Z Z

×
= = = =  

（3）功率损失为 

 
2 2100 0.78cos cos 152(W)

51.4
VP VI
Z

ϕ ϕ ×
= = = =  

9.6  在 RLC 串联电路里，电源具有 50V 的恒定电压振幅，R = 300Ω，L = 0.9H，

C = 2.0μF. 
（1）计算电源角频率分别为 1500rad s−⋅ 和 11000rad s−⋅ 时的电路阻抗； 
（2）在电源频率从 11000rad s−⋅ 缓慢下降到 1500rad s−⋅ 时，描述电流振幅如何随频

率变化； 
（3）当 1500rad sω −= ⋅ 时，求相位角；画出 1500rad sω −= ⋅ 时的复矢量图； 
（4）在什么频率下电路发生共振？共振时的功率因子多大？ 
（5）如果电阻减到 100Ω，求电路的共振频率. 这时共振的电流有效值是多少？ 
解  （1）RLC 串联电路的阻抗 

 
1/2 1/22 2

2 2
6

1 1300 0.9
2 10

Z R L
C

ω ω
ω ω−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − = + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟×⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 

由上式算得 1500rad sω −= ⋅ 和 11000rad s−⋅ 时的阻抗分别为 626Ω和 500Ω. 
（2）电流振幅按下式计算 

 m m
m 2

2 1

V VI
Z

R L
C

ω
ω

= =
⎛ ⎞+ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
3/22

2 2m
m 4 2

d 1 1
d
I V L R L

C C
ω ω

ω ω ω

−
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
 

当 6 11 / 1 / 0.9 2 10 745(rad s )LCω − −= = × × = ⋅ 时， md / d 0I ω = ，电流取极值；电流

先上升，在 1745rad sω −= ⋅ 时极大，然后下降. 
（3） 1500rad sω −= ⋅ 时的相位角 

 
61 / ( ) 500 0.9 1 / (500 2 10 )arctan arctan 61.4

300
L C

R
ω ωϕ

−− × − × ×
= = = − ° 

电流超前电压 61.4°，或电压滞后电流 61.4°（略绘复矢量图）. 
（4） 11 / 745rad sLCω −= = ⋅ 时共振，共振频率 / (2 ) 119Hzf ω= π = ，此时cos 1ϕ = . 
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（5）电阻为 100Ω时，共振频率仍为 119Hz，共振电流的有效值为 

 m 50 0.354(A)
2 2 100

VVI
R R

= = = =
×

 

9.7  100Ω的电阻器，0.1μF 的电容器以及 0.1H 的电感器并联在电压振幅为 100V
的电源上，求 

（1）共振频率和共振角频率； 
（2）在共振频率时，通过这并联组合电路的最大总电流； 
（3）共振时通过电阻的最大电流； 
（4）共振时通过电感的最大电流； 
（5）共振时储存在电感里的最大能量和储存在电容里的最大能量.  
解  （1）并联电路的复阻抗为 

 
2

2 2 2 2 2

1 j
[ j ( 1)]j

1 1 ( 1)j j
j j

R L
RL L R LCCZ

L LC RR R L L
C C

ω
ω ω ωω
ω ωω ω

ω ω

⋅ ⋅
− −

= =
+ −⋅ + ⋅ + ⋅

 

共振时， Z 的虚部为 0，即 

 4 1 c
c c7

1 1 10 (rad s ), 1592Hz
20.1 10

f
LC

ω
ω −

−
= = = ⋅ = =

π×
  

（2）共振时， 100Z = Ω， m m / 100 / 100 1(A)I V Z= = = . 
（3）共振时通过电阻的最大电流为 m m / 100 / 100 1(A)RI V R= = = . 
（4）共振时通过电感的最大电流为 4

m m / ( ) 100 / (10 0.1) 0.1(A)LI V Lω= = × = . 
（5）共振时储存在电感中的最大能量为 2 2 4

m m / 2 0.1 0.1 / 2 5 10 (J)L LW LI −= = × = × ； 
储存在电容中的最大能量为 2 7 2 4

m m / 2 10 100 / 2 5 10 (J)CW CV − −= = × = × . 

9.8  一变压器的原线圈为 660 匝，接在 220V 的交流电源上，测得三个副线圈

的电压分别为 5V、6.8V、350V，分别求它们的匝数. 设这三个副线圈中的电流分别

是 3A、2A、280μA，问通过原线圈中的电流是多少？ 
解  原线圈电压为 0 220VV = ，匝数为 0 660N = ，可由测得的副线圈电压，按公

式 0 0/N N V V= 算得副线圈匝数. 对于 V = 5 V、6.8 V、350 V，分别求副线圈的匝数

为 15、20、1050. 
已知各副线圈电流，原线圈中的电流可由功率条件 0 0 1 1 2 2 3 3V I V I V I V I= + + 计算，

结果为 

 
3

1 1 2 2 3 3
0

0

5 3 6.8 2 350 0.28 10 0.13(A)
220

V I V I V I
I

V

−+ + × + × + × ×
= = =  

9.9  一升压变压器把 100V 交流电压升高到 3300V. 今有一根导线绕过铁芯接
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在一伏特计 V 上，如习题 9.9 图所示. 伏特计的读数是 0.50V，该变压器两绕组的匝

数各是多少？ 

 

习题 9.9 图 

解  由题设可知，伏特计所在回路的匝数 0 1N = ，测得电压为 0 0.50VV = ，则变

压器两个绕组的匝数可由它们各自的电压算出，结果如下： 

 1 2
1 0 2 0

0 0

100 33001 200, 1 6600
0.5 0.5

V V
N N N N

V V
= = × = = = × =  

*9.10  一交流惠斯通电桥示于习题 9.10 图.  
（1）当无电流通过检流计 G 时，求复阻抗之间满足的关系式； 
（2）如果电源的频率变化，情况如何？ 
（3）让 1 1 3 3 2 2 2, , jZ R Z R Z R Lω= = = + ，第四个臂上的阻抗有一未知的电阻 R 和

未知感抗 X Lω= . 电桥在频率为ω时达到平衡状态，计算 R 和 L.  

 

习题 9.10 图 

解  （1）与稳恒电流类似，满足如下电桥平衡条件： 

 1 4 2 3Z Z Z Z⋅ = ⋅  

（2）频率变化时，一般会有电流通过 G，因为复阻抗与频率有关.  
（3）将题给数据代入电桥平衡条件得 

 1 2 2 3 1 2 3 1 3 2( j ) ( j ) j ( ) 0R R L R L R R R R R R L R Lω ω ω+ = + ⇒ − + − =         

由实部、虚部分别等于零得 
 2 3 1 3 2 1/ , /R R R R L R L R= =  
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第 10 章  麦克斯韦电磁理论 

10.1  一漏电电容器的平板之间的空间填满电阻为 55.0 10× Ω的物质，电容器的

电容是 62.0 10 F−× ，它的极板是圆形的，半径为 30cm，内部电场均匀，在 t=0 时刻，

电容器两端的初始电压是零.  
（1）如果电压以恒定速率 3 11.0 10 V s−× ⋅ 增加，那么位移电流是多少？ 
（2）通过电容器的真实漏电流在什么时间等于位移电流？ 
（3）在半径 20cmr = 处，在 t = 0s, 1.0s, 2.0s 时刻，极板之间的磁场大小各是多少？ 
解  （1）位移电流为 

 d

6 3 3

d d
d d

2.0 10 1.0 10 2.0 10 (A)

D E S V VI S S C
t t d t t

εε

− −

∂ ∂
= ⋅ = = ⋅ =

∂ ∂
= × × × = ×

 

（2）真实漏电流赶上位移电流的时间 

 
3 5

d
d 3

(d / d ) 2.0 10 5.0 10 1(s)
d / d 1.0 10

I RV V t TI I T
R R V t

−⋅ × × ×
= = = ⇒ = = =

×
         

（3）由安培环路定理得 

 
2 22

0 0
0 d 2 2 2

d d2 ( )
d d

r rr V V V trB I I C C
a a t R a t R

μ μ
μ π ⎛ ⎞ ⎛ ⎞π = + = + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟π ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

式中，t 为考察时间，a 为极板半径. 由上式解得 

 0
2

d ( )
2 d

r VB RC t
a R t
μ

= +
π

 

在 r = 20cm 处，给定时刻的磁场大小分别为 

              

7 3
5 6

02 5

10 9
0

4 10 0.2 10( 0) (5 10 2 10 )
2 0.3 5 10

8.9 10 (1 ) 0.89 10 (T)

t

t

B t t

t

−
−

=

− −
=

π× × ×
= = × × × × +

π× × ×
= × + = ×

 

              10 9( 1) 8.9 10 (1 1) 1.8 10 (T)B t − −= = × + = ×  
              10 9( 2) 8.9 10 (1 2) 2.7 10 (T)B t − −= = × + = ×  

10.2  设一导线的电导率为σ ，介电常量近似等于真空介电常量 0ε ，通以角频

率为ω的交流电.  
（1）导线中传导电流与位移电流之比是多少？ 
（2）已知铜的电导率 7 1 15.9 10 mσ − −= × Ω ⋅ ，分别计算铜导线载有频率为 50Hz 和

3.0×1011Hz 的交流电时，传导电流密度与位移电流密度的大小之比.  
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解  （1）导线中传导电流与位移电流大小之比为 

 0

d 0 0d / d
I ES E
I D tS E

σ σ σ
ωε ωε

= = =  

（2）f = 50Hz 时， 7 12 16
0 d/ 5.9 10 / (2 50 8.85 10 ) 2.1 10I I −= × π× × × = × ； 

f = 3.0×1011Hz 时， 7 11 12 6
0 d/ 5.9 10 / (2 3 10 8.85 10 ) 3.5 10I I −= × π× × × × = × . 

10.3  一平行板电容器的两板均为半径为 a 的圆板，接于一交流电源，板上电

量的变化为 0 sinQ Q tω= ，试求两板之间的磁场强度.  
解  极板内部的电位移矢量的大小为 2/ ( )D Q aσ= = π ，由安培环路定理得 

r < a 区：
2

2 0
2 2 2

d d d2 cos
d d 2 d 2

r QD r Q r QrH r H t
t a t a t a

ω
ωπ = π = ⇒ = =

π π
         

r > a 区： 2 0d d 1 d2 cos
d d 2 d 2

QD Q QrH a H t
t t r t r

ω
ωπ = π = ⇒ = =

π π
         

10.4  两种各向同性介质相接，它们的介电常量和磁导率分别为 1ε 、 1μ 和 2ε 、 2μ . 

设交界面上无自由电荷和传导电流，在交界面两边，电场强度和交界面法线的夹角

分别为 1θ 和 2θ ，磁场强度与交界面法线的夹角分别为 1ϕ 和 2ϕ ，见习题 10.4 图. 证明： 

 1 1 2 2cot cotε θ ε θ=  

 1 1 2 2cot cotμ ϕ μ ϕ=  

 

习题 10.4 图 

证  由电位移矢量法向分量和电场强度切向分量连续的边值关系 
 1 2 1 1 2 2 1 1 1 2 2 2cos cosn n n nD D E E E Eε ε ε θ ε θ= ⇒ = ⇒ =                 

 1 2 1 1 2 2sin sint tE E E Eθ θ= ⇒ =         

两式相除得 1 1 2 2cot cotε θ ε θ= ；由磁感应强度法向分量和磁场强度切向分量连续的边

值关系 
 1 2 1 1 2 2 1 1 1 2 2 2cos cosn n n nB B H H H Hμ μ μ ϕ μ ϕ= ⇒ = ⇒ =                 
 1 2 1 1 2 2sin sint tH H H Hϕ ϕ= ⇒ =         
两式相除得 1 1 2 2cot cotμ ϕ μ ϕ= ，证毕.  

10.5  频率为 95 10× Hz 的电磁波在某介质中传播，其电场强度的振幅为 110mV m−⋅ . 
设介质的相对介电常量为 2.53，相对磁导率为 1. 试求： 

（1）传播速度； 
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（2）波长； 
（3）磁场强度的振幅.  
解  （1）传播速度： 8 8 1

0 01 / 3 10 / 2.53 1 1.89 10 (m s )εε μμ −= = × × = × ⋅v ； 

（2）波长： 8 9 2/ 1.89 10 / (5 10 ) 3.77 10 (m) 3.77(cm)fλ −= = × × = × =v ； 

（3）磁场强度的振幅： 

 12 7 1/2 5 1/ [2.53 8.85 10 / (4 10 )] 0.01 4.22 10 (A m )H Eε μ − − − −= = × × π× × = × ⋅  

10.6  一个频率为 7.94×107Hz 的无线电波在距离发射机 100km处的电场强度振

幅为 115mV mE −= ⋅ . 假设发射机在各个方向上传送的功率均匀，求 
（1）在该点的磁场强度振幅 H； 
（2）波数 k； 
（3）波长 λ； 
（4）发射机发射的功率 P. 
解  （1）磁场强度振幅： 

 3 8 7 5 1
0 0 0/ / ( ) 15 10 / (3 10 4 10 ) 4.0 10 (A m )H E E cε μ μ − − − −= = = × × × π× = × ⋅  

（2）波数： 7 8 1/ 2 / 2 7.94 10 / (3 10 ) 1.66(m )k c f cω −= = π = π× × × =  

（3）波长： 2 / 2 / 1.66 3.78mkλ = π = π =  
（4）发射机功率： 

 2 2 5 2 5 44 2 2 (10 ) 0.015 4 10 3.77 10 (W) 37.7(kW)P S r r EH −= ⋅ π = π = π× × × × = × =  

10.7  一条圆柱状导线，其截面是半径为 a 的圆，其电阻率为 ρ ，通过恒定的

电流 I. 求导线内部距离轴为 r 处的 E ， H 及坡印亭矢量 S 的大小和方向，并将坡

印亭矢量大小与长度为 l、半径为 r 的导体体积内能量的耗散率进行比较. 
解  取圆柱坐标（ , ,r zφ ），z 轴与圆柱轴重合，指向电流方向. 于是，导线内电

场只有 z 分量，磁场则只有φ 分量，由欧姆定律和安培环路定理分别求得 

 2z
j IE

a
ρ

σ
= =

π
 

 
2

2
2 22

2
I r IrrH j r H

a aφ φ
π

π = ⋅ π = ⇒ =
π π

         

与此相应，坡印亭矢量只有 r 分量，其数值为 

 
2

2 2 2 42 2r z
I Ir rIS E H

a a aφ
ρ ρ

= − = − ⋅ = −
π π π

 

负号表示指向圆柱导线内部. 长度为 l，半径为 r 的导体体积内的能量耗散率为 

 
22 2 2

2
2 4 2 r

j I I lrP V r l rl S
a a

ρρ
σ

⎛ ⎞= = π = = − π ⋅⎜ ⎟π π⎝ ⎠
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它等于自考察导体边界（面积等于 2 rlπ ）进入导体内部的电磁能流.  
10.8  在地球轨道上太阳辐射的平均强度（即平均能流密度）是 21353W mS −= ⋅ ，

太阳半径约为 8
0 7 10 mR = × ，太阳到地球的距离约为 111.5 10 md = × . 

（1）求在太阳表面处太阳辐射的平均强度 0S ； 

（2）求在太阳表面处电场强度的有效值； 
（3）求在太阳表面处磁场强度的有效值. 
解  （1）太阳表面的平均能流密度： 

 2 2 2 2
0 04 4 ; 4 4S R S d S R S d⋅ π = π ⋅ π = ⋅ π

表 地 日地
 

 
211

2 7 2
0 0 8

1.5 10( / ) 1353 6.21 10 (W m )
7 10

S d R S −⎛ ⎞×
= = × = × ⋅⎜ ⎟×⎝ ⎠

 

（2）电场强度有效值：由 2
0 0S E cε= 得 

 
1/27

5 1 10
12 8

0

6.21 10 1.53 10 (V m ) 153(kV m )
8.85 10 3 10

S
E

cε
− −

−

⎛ ⎞×
= = = × ⋅ = ⋅⎜ ⎟× × ×⎝ ⎠

 

（3）磁场强度有效值： 

 5 7 8 1
0/ ( ) 1.53 10 / (4 10 3 10 ) 406(A m )H E cμ − −= = × π× × × = ⋅  

10.9  强度为 S 的光入射到一镜子上，入射光线与镜子平面法线成θ 角. 
（1）光线对镜子压力 p 多大？ 
（2）如果入射光能被镜子吸收的份额为 a，那么压力 p 是多少？ 
解  （1）设镜子的面积为 A，则单位时间入射到镜子上的动量大小为 cos /SA cθ ，

方向沿光线传播方向. 经镜子反射以后，动量大小不变，但方向发生变化：离开镜

子，且与镜子平面法线成θ 角. 于是，反射后光线动量的损失为其法向分量的 2 倍，

即等于 22 cos /SA cθ . 因此，镜子受到的压力为 

 
2 22 cos 2 cosSA Sp

cA c
θ θ

= =  

（2）若入射光能被镜子吸收的份额为 a，则光线经过反射前后的动量差为 

 
2cos cos (2 ) coscos (1 )cosSA SA a SAa

c c c
θ θ θθ θ −
⋅ + ⋅ − =  

镜子受到的压力为 

 
2 2(2 ) cos (2 ) cosa SA a Sp

Ac c
θ θ− −

= =  

10.10  一球形电容器，内外半径为 1r 、 2r ，带电为 Q，自转转动惯量为 I，静

置于一均匀磁场 B 中，当将 B 撤消时，求电容器自转角速度的大小和方向. 
解  取球坐标（ , ,r θ φ），原点位于球心，z 轴指向磁场 B 的方向. 在 r1 与 r2 之
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间，利用静电场的高斯定理，可导出电位移矢量 2/ (4 )rQ r= πD e ，从而依次求得电

磁动量密度 g 和角动量密度 l 如下： 

 2 ( )
4 r

Q
r

= × = ×
π

g D B e B  

 ( ) ( cos )
4 4r r r
Q Q B

r r
θ= × = × × = −

π π
l r g e e B e B  

将角动量密度 l 过整个电容器作体积分，可求得系统的总电磁角动量. 在积分过程

中，只需考虑角动量的 z 分量 2sin / (4 )zl QB rθ= − π ，积分求得总电磁角动量 

 2

1

2 3 2 2
2 10 0

d d sin d d ( )
4 3

r

z zV r

QB QBL l V r r r rφ θ θ
π π

= = − = − −
π∫∫∫ ∫ ∫ ∫  

将磁场撤消之后，损失的电磁角动量将等量转换为电容器的机械角动量，即 zL Iω= ，

由此导出电容器的自传角速度 

 2 2
2 1( )

3
QB r r

I
ω = − −  

负号表示旋转方向与 z 轴呈左手螺旋关系，即沿着原来磁场方向看为逆时针旋转. 
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附录  单位制和单位制间的公式变换 

1.  求磁荷在国际单位制下的量纲表达式.  
解  从磁荷定义式 m /q F H= 出发，已知国际单位制下的力和磁场强度的量纲为 

 2 1[ ] LMT , [ ] L IF H− −= =  

代回定义式，求得磁荷的量纲 2 2 1
m[ ] L MT Iq − −= . 

2.  求电感在高斯单位制下的量纲表达式.  
解  从高斯单位制下的电感磁能公式 2 / 2W LI= 出发，已知在高斯单位制下的

能量和电流强度的量纲为 

 2 2 3/2 1/2 2[ ] L MT , [ ] L M TW I− −= =  

求得电感的量纲 2 2 3 1 4 1 2[ ] L MT L M T L TL − − − −= ⋅ = .  

3.  将国际单位制下的电感磁通公式 LIΦ = 转换到高斯单位制. 
解  查出磁通、电感和电流强度的单位比数（国际单位比高斯单位）： 

 8 11 910 , 1 / (9 10 ), 3 10L IΦα α α= = × = ×  

写下国际单位制下的电感磁通公式 
 SI SI SIL IΦ =  

式中，下标“SI”表示相应物理量在国际单位制下的读数. 读数与单位大小成反比，故有 
 SI G SI G SI G/ , / , /L L I IΦ Φ ΦΦ Φ α α α= = =         

代回国际单位制电感磁通公式得 

 G G G G G G/ ( / )( / )L I
L I

L I L IΦ
Φ

α
Φ α α α Φ

α α
= ⇒ =         

将单位比数代入，最终导出高斯单位制下的电感磁通公式 

 
8

10
G G G G G G G11 1 9

10 3 10
(9 10 ) 3 10

L I L I cL IΦ −= = × =
× × ×

 

式中， 103 10c = × 为真空光速在高斯制下的读数.  
4.  电子回旋频率 Bω ∝ . 若ω 的单位用弧度/秒（rad⋅s−1）， B 的单位用伽马   

（1 伽马=10−9T），求比例系数的数值.  
解  在国际单位制下，电子磁旋频率按 /eB mω = 计算；将电子电量和质量代入

之后得 

 
19

11
31

1.6 10 1.76 10
9.1 10

eB B B
m

ω
−

−

×
= = = ×

×
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式中，右边的磁场 B 的单位为 T，算得的角频率单位为 1rad s−⋅ . 题目要求将磁场的

单位改为伽马，1 伽马 = 10−9T，相应比例系数应当被 109 除，由 1.76×1011 改为 176，
即ω = 1.76×102B. 

5.  已知 91C 3 10 CGSE( )q= × ，1 V = (1/300) CGSE(V)，问 1 法[拉]电容等于多少

高斯电容单位？ 
解  从电容的定义式 /C q V= 出发，它在两个单位制下形式相同. 题目告知电

量和电压的单位比数（国际单位比高斯单位）： 93 10qα = × ， 1 / 300Vα = . 设待求电

容单位比数为 Cα ，仿照练习题 3 的推导过程，可将国际单位制下的电容定义式

SI SI SI/C q V= 化为如下形式： 

 G
G

G

C V

q

q
C

V
α α
α

=  

考虑到高斯单位制下的电容定义式与国际单位制下的对应公式完全相同，则上式右

边的系数应当等于 1，从而由已知电荷和电压单位比数求得电容的单位比数 

 
9

113 10 9 10
1 / 300

q
C

V

α
α

α
×

= = = ×  

即 1F = 9×1011cm. 
6.  将以下各式从国际单位制转换到高斯单位制： 

（1） 0ε= +D E P 和 0 ( )μ= +B H M ； 
（2） ( )q= + ×F E Bυ ； 
（3）电场能量 e / 2w = ⋅D E . 

解  查出相关物理量的单位比数（国际单位比高斯单位）如下： 

 
5 4 5 4 3

3 5 9 2

12 10 , 10 / 3, 3 10 , 10 , 4 10

10 , 10 , 3 10 , 10 , 10
D E P B H

M F q w

α α α α α

α α α α α

− −

−

= π× = = × = = π×

= = = × = =v

 

仿照练习题 3 的推导过程，可将国际单位制下的公式转换至高斯制. 
（1） 0ε= +D E P 和 0 ( )μ= +B H M  

 0
5 9 4 5 4

12 10 36 10 10 / 3 3 10D E P

ε
α α α −= + ⇒ = + ⇒ = + π

π× π× × ×
ED P D E P D E P  

式中，不带下标的物理量等于高斯单位制下的读数，下同.  

 
7 7

0 0
4 3 3

4 10 4 10 4
10 4 10 10B H M

μ μ
α α α

− −

− −

π× π×
= + ⇒ = + ⇒ = + π

π×
H MB B H M B H M  

（2） ( )q= + ×F E Bv  

 5 9 4 2 4

1
10 3 10 10 / 3 10 10F q E B

q q q
α α α α α −

⎛ ⎞× ×⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + ⇒ = + ⇒ = + ×⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟× ×⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠v

F E B F E B F E B
c

v v v  

式中， 10 13 10 cm sc −= × ⋅ .  
（3）电场能量 e / 2w = ⋅D E  
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 e e
e5 4

e

1 1 1
2 10 2 12 10 10 / 3 8D E

w w
w

α α α −

⋅ ⋅
= ⇒ = ⇒ = ⋅

π× × π
D E D E D E  

7.  将以下各式从高斯单位制转换到国际单位制： 
（1）法拉第电磁感应定律 (1 / )d / dc tΦ= −E ； 
（2）螺线管内磁感应强度 r4 /B nI cμ= π ； 
（3）点电荷的场强（真空） 2/E q r= . 

解  查出相关物理量的单位比数（国际单位比高斯单位）如下： 
 8 4 21 / 300, 10 , 10 , 10U B nΦα α α α −= = = =  
 9 4 9 23 10 , 10 / 3, 3 10 , 10I E q rα α α α−= × = = × =  

与练习题 3 和 6 不同，本题是将公式从高斯单位制转换至国际单位制. 对于这种情

况，只需从高斯单位制下的公式出发，将公式中各物理量乘上相应的单位比数即可.  
（1）法拉第电磁感应定律 (1 / )d / dc tΦ= −E  

 
8

10

d 10 d d(1 / 300)
d 3 10 d dU c t t t

Φα Φ Φ Φα = − ⇒ = − ⇒ = −
×

E E E  

式中，不带下标的物理量等于国际单位制下的读数，下同. 注意在高斯单位制下真

空光速的读数为 3×1010. 
（2）螺线管内磁感应强度 r4 /B nI cμ= π  

 
2 9

4r r
r 010

4 4 10 3 1010
3 10

n I
B

nI nIB B B nI
c

μ α α μ
α μ μ

−π π × ×
= ⇒ = ⇒ =

×
 

（3）点电荷的场强（真空） 2/E q r=  

 
9 9

4
2 2 2 2 2 2

0

1 3 10 9 1010
3 100 4

q
E

r

q q q qE E E
r r r r

α
α

α ε
− × ×

= ⇒ × = ⇒ = =
π

 

式中， 9 1
0 (36 10 )ε −= π× . 

8.  给出下列各量的(a)量的名称，(b)在国际单位制中的量纲式和单位： 
（1） d / dl t ，其中 l 为长度； 
（2） ( )df x l ，其中 ( )f x 为力， dl 为位移； 

（3） V∇ ，其中 V 为电势； 
（4） d

S
⋅∫∫ D S ，其中 D 为电位移矢量， dS 为面积元矢量.  

解  （1）d / dl t 是速度，在国际单位制中的量纲为 1[d / d ] LTl t −= ，单位是 1m s−⋅ . 
（2） ( )df x l 是功，在国际单位制中的量纲为 2 2[ ( )d ] M L Tf x x −= ，单位是 J. 
（3） V∇ 是电势梯度，在国际单位制中的量纲为 3 1[ ] L M T IV − −∇ = ，单位是 1V m−⋅ . 

（4） d
S

⋅∫∫ D S 是电位移通量，在国际单位制中的量纲为 d [ ] T Iq⎡ ⎤⋅ = =⎣ ⎦∫∫D S ，

单位是 C.  
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第 1 章  电磁现象的基本规律 

1.1  证明 2 /r r∇ ⋅ =e .  
证  ( / ) ( ) / (1 / )

3 / 1 / 2 /
r r r r

r r r
∇ ⋅ = ∇ ⋅ = ∇ ⋅ + ⋅∇

= − =
e r r r  

证毕.  
1.2  根据算符∇具有微分、矢量运算的两重性，证明 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∇ ⋅ = × ∇× + ⋅∇ + × ∇× + ⋅∇A B A B A B B A B A  

证  分别将矢量微分算符作用于 A 和 B ，写下 
 ( ) ( ) ( )A B∇ ⋅ = ∇ ⋅ +∇ ⋅A B A B A B  

由 
 ( ) ( ) ( ) ( )B B B× ∇× = × ∇ × = ∇ ⋅ − ⋅∇A B A B A B A B  

得 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )B B∇ ⋅ = × ∇× + ⋅∇ = × ∇× + ⋅∇A B A B A B A B A B  

同样有 
 ( ) ( ) ( )A∇ ⋅ = × ∇× + ⋅∇A B B A B A  

将上述结果代入第一式，证毕． 
1.3  证明恒等式 

 21( ) ( )
2

B⎛ ⎞× × = ⋅ − − ∇ ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

B B BB I B B∇ ∇  

证  
2

( ) ( )

( / 2) ( )B

∇× × = ⋅∇ − ∇ ⋅

= ∇ ⋅ − − ∇ ⋅

B B B B B B

BB I B B

 

证毕.  
1.4  证明恒等式 

 2 2[( ) ] [( / 2) ] / 2B B⋅ ∇× × = ∇ ⋅ − ⋅ +r B B BB I r  

式中， r 为位置矢量； B 散度为零.  
证  利用习题 1.3 的结果和 0∇ ⋅ =B 得 

 
2 2

2 2

2 2

[( ) ]

[( / 2) ] ( / 2) :

[( / 2) ] ( / 2) :

[( / 2) ] / 2

B B

B B

B B

⋅ ∇× ×

= ∇ ⋅ − ⋅ − − ∇

= ∇ ⋅ − ⋅ − −

= ∇ ⋅ − ⋅ +

r B B

BB I r BB I r

BB I r BB I I

BB I r

 

证毕.  
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1.5  证明恒等式 

 { [ ( )] [ ( )]}dV⋅ ∇× ∇× − ⋅ ∇× ∇×∫∫∫ A B B A  

                  = [ ( ) ( )] d× ∇× − × ∇× ⋅∫∫ B A A B σ  

式中， A 和 B 为矢量.  
证  [ ( )] [( ) ] ( ) ( )⋅ ∇× ∇× = ∇ ⋅ ∇× × + ∇× ⋅ ∇×A B B A A B  
    [ ( )] [( ) ] ( ) ( )⋅ ∇× ∇× = ∇ ⋅ ∇× × + ∇× ⋅ ∇×B A A B B A  
    [ ( )] [ ( )] [ ( ) ( )]⋅ ∇× ∇× − ⋅ ∇× ∇× = ∇ ⋅ × ∇× − × ∇×A B B A B A A B  

利用高斯定理，可见题给恒等式成立，证毕.  
1.6  对任意矢量 A ，从高斯定理出发，用常矢量点乘法证明 

 d d ,
S V

V× = ∇×∫∫ ∫∫∫σ A A d (d )
C Σ

× = ×∇ ×∫ ∫∫○ l A σ A  

证  用常矢量 c 点乘第一式左边得 

 ⋅c d
S

× =∫∫ σ A ( ) d ( )d
S V

V× ⋅ = ∇ ⋅ ×∫∫ ∫∫∫A c σ A c  

                           d
V

V= ⋅ ∇×∫∫∫c A  

从中消去 c，证得第一式；用 c 点乘第二式左边得 

 ⋅c d
C

× =∫○ l A ( ) d [ ( )] d
C Σ

× ⋅ = ∇× × ⋅∫ ∫∫○ A c l A c σ  

                          (d ) ( ) [(d ) ]
Σ Σ

= ×∇ ⋅ × = ×∇ × ⋅∫∫ ∫∫σ A c σ A c  

从中消去 c，证得第二式，证毕.  
1.7  证明恒等式 

 dV =∫∫∫ j d⋅∫∫ rj σ  

式中， r 为位置矢量， j 为散度为零的矢量场.  
证  由 ( ) ( )∇ ⋅ = ∇ ⋅ + ⋅∇ =jr j r j r j ，并利用推广了的高斯定理得 

 d ( )d dV V⋅ = ∇ ⋅ =∫∫ ∫∫∫ ∫∫∫rj σ jr j  

证毕.  

1.8  计算如下δ 函数的积分： 2( 11 24)dx x x xδ
∞

−∞
− +∫ .  

解  利用如下δ 函数的变换公式 

 
1

( ( )) (d / d ) ( )
ix x i

i

f x f x x xδ δ
−

== −∑  

对 2( ) 11 24 ( 3)( 8)f x x x x x= − + = − − ，有两个简单零点 1 3x = 和 2 8x = ；且 d / df x =  

2 11x − ，得 
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2

2

1

( ) 1( 11 24) [ ( 3) ( 8)]
| 2 11| 5

i

i i

x x
x x x x

x
δ

δ δ δ
=

−
− + = = − + −

−∑  

 2 1 11( 11 24)d [ ( 3) ( 8)]d
5 5

x x x x x x x xδ δ δ
∞ ∞

−∞ −∞
− + = − + − =∫ ∫  

1.9  在直角坐标（ , ,x y z ）系中，三维δ 函数为 

 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )x x y y z zδ δ δ δ− = − − −r r  

当转换到某正交曲线坐标（ , ,u v w）系，证明 

 0 0 0 0 1 2 3( ) ( ) ( ) ( ) /u u v v w w h h hδ δ δ δ− = − − −r r  

式中， 1h 、 2h 和 3h 为拉美系数，（ 0 0 0, ,u v w ）为 0r 的曲线坐标.  

证  由三维δ 函数的定义，成立 

 0 0 0 0( )d ( ) ( ) ( )d d d 1V x x x x x x x y zδ δ δ δ− = − − − =∫∫∫ ∫∫∫r r  

在正交曲线坐标变换下，体积元按下述公式变换： 

 
1

1 2 3
( , , )d d d d d d d d d d
( , , )
u v wV x y z u v w h h h u v w
x y z

−
∂

= = =
∂

 

于是成立 

 0 0 1 2 3( )d ( ) d d d 1V h h h u v wδ δ− = − =∫∫∫ ∫∫∫r r r r  

再由 

 0 0 0( ) ( ) ( )d d d 1u u v v w w u v wδ δ δ− − − =∫∫∫  

可知 
 0 0 0 0 1 2 3( ) ( ) ( ) ( ) /u u v v w w h h hδ δ δ δ− = − − −r r  

证毕.  
*1.10  选择合适坐标系下的δ 函数，写出下述电荷分布的电荷密度 ( )ρ r ： 

（1）电荷 q 均匀分布于半径为 a 的球面上； 
（2）电荷均匀分布于半径为 a 的圆柱面上，沿轴向单位长度电量为 λ； 
（3）电荷 q 均匀分布于半径为 a 薄圆盘上，分别使用圆柱坐标（ , ,R zφ ）和球

坐标（ φθ ,,r ）.  
解  （1）采用球坐标（ , ,r θ φ），有 

 1 2 31, , sinh h r h r θ= = =  

由对称性，电荷密度仅为 r 的函数，设为 ( )rρ ，则 

 2
1 2 3( ) d d d ( ) sin d d dr h h h r r r r qρ θ φ ρ θ θ φ= =∫∫∫ ∫∫∫  

对θ 过（ 0,π）积分，对φ过（ 0,2π）积分，得 
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2 02

0

4 4( ) d ( )d 1
a

a

ar r r r r
q q

ρ ρ
+

−

π π
= =∫ ∫  

对比 

 
0

0
( )d 1

a

a
r a rδ

+

−
− =∫  

得 

 2( ) ( )
4

qr r a
a

ρ δ= −
π

 

（2）采用圆柱坐标（ , ,R zφ ），有 

 1 2 31, , 1h h R h= = =  

由对称性，电荷密度仅为 R 的函数，设为 ( )Rρ ；沿 z 轴单位长度积分，结果为 λ，

即 

 
1

0
d ( ) d d ( ) d dz R R R R R Rρ φ ρ φ λ= =∫ ∫∫ ∫∫  

对φ 过（ 0,2π）积分，得 

 
0

0

2 2( ) d ( )d 1
a

a

aR R R R Rρ ρ
λ λ

+

−

π π
= =∫ ∫  

对比 

 
0

0
( )d 1

a

a
R a Rδ

+

−
− =∫  

得 

 ( ) ( )
2

R R a
a

λρ δ= −
π

 

（3）在圆柱坐标（ , ,R zφ ）下，电荷密度与φ 无关，且为 R 的阶跃函数 ( )a RΘ − ，

设为 ( , ) ( ) ( )R z a R f zρ Θ= − ，则 

 ( , ) d d d ( ) ( ) d d dR z R R z a R f z R R z qρ φ Θ φ= − =∫∫∫ ∫∫∫  

对 R 过（0, a）积分，对φ 过（ 0,2π）积分，得 

 
2 0

0
( )d 1a f z z

q
+

−

π
=∫  

对比 

 
0

0
( )d 1z zδ+

−

=∫  

得 2( ) ( ) / ( )f z q z aδ= π ，最终求得 

 2( , ) ( ) ( )qR z a R z
a

ρ Θ δ= −
π
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在球坐标（ , ,r θ φ ）下，电荷密度与φ无关，其与 r 和θ 的关系设为 ( , )rρ θ =  
( ) ( ) ( )a r g r fΘ θ− ，则 

 2( ) ( ) ( ) sin d d da r g r f r r qΘ θ θ θ ϕ− =∫∫∫  

式中， ( )g r 和 ( )f θ 待定. 将上式中对 r 的积分限于区间（0, r）， r a≤ ，则显然有 

 

2 2

0 0 0

202
20 0

d ( ) d ( )sin d

2 ( ) d ( )d cos

r

r

g r r r f

qrg r r r f
a

φ θ θ θ

θ θ+

−

π π

= π =

∫ ∫ ∫

∫ ∫
 

对比 

 
2 0

2 20 0

2 d , (cos )d cos 1
rq qrr r

a a
δ θ θ+

−
= =∫ ∫  

得 2 22 ( ) 2 /g r r qr aπ = ， ( ) (cos )f θ δ θ= ，最终求得 

 2( , ) ( ) (cos )qr a r
a r

ρ θ Θ δ θ= −
π

 

上式表明在球坐标下，均匀圆盘面电荷的体电荷密度与 r 成反比.  
1.11  考虑自由空间中下列形式的电磁波 

 i( )
0( , , , ) ( , )e kz tx y z t x y ω−=E E  

 i( )
0( , , , ) ( , )e kz tx y z t x y ω−=B B  

式中， 0E 和 0B 位于 xy 平面内. 求出 k 和ω之间的关系，以及 0 ( , )x yE 和 0 ( , )x yB 之

间的关系，证明 0 ( , )x yE 和 0 ( , )x yB 满足自由空间中静电场和静磁场方程.  

解  将 E 和 B 代入麦克斯韦方程 

 0 0 2

1,
c t

μ∂ ∂
∇× = − ∇× = +

∂ ∂
B EE B j
t

 

得 
 0 0 0i ( , ) i ( , )zk x y x yω× = −∇×e E B E  

 2
0 0 0i ( , ) i ( , ) /zk x y x y cω× = − −∇×e B E B  

由于 0z ×e E 和 0z ×e B 位于 xy 平面， 0E 和 0B 也位于 xy 平面，而 0∇× E 和 0∇× B 则只

有 z 分量，故得 
 0 00, 0∇× = ∇× =E B  

 2
0 0 0 0( , ) ( , ) / , ( , ) ( , ) /z zx y x y k x y x y kcω ω× = × = −e E B e B E  

上式表明， 0E 、 0B 和 ze 三者互相正交构成右手关系. 用 ze 叉乘上式第一式，再将

第二式代入，得 
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 0 0 0/ , | ( , ) | | ( , ) | / | ( , ) |k c x y x y k c x yω ω= = =E B B  

进一步由 0∇ ⋅ =E 和 0∇ ⋅ =B 得 
 0 00, 0∇ ⋅ = ∇ ⋅ =E B  

于是， 0 ( , )x yE 和 0 ( , )x yB 满足自由空间中静电场和静磁场方程.  

1.12  有人对分区均匀介质导出两侧电场均满足 0∇ ⋅ =E ，据此作出两侧电场

法向分量连续的结论，对此你有何评论？ 
答  0∇ ⋅ =E 分区成立，但在界面的薄过渡层中不成立：在该过渡层中存在束

缚电荷，有 0/ρ ε′∇ ⋅ =E ， ρ′为束缚电荷密度. 因此，即便介质界面两侧均成立

0∇ ⋅ =E ，也不能由它作出两侧电场法向分量连续的结论.  
1.13  在各向同性电介质界面上，电场线会出现转折. 设两侧介质的介电常量分

别为 1ε 和 2ε ，电场线与界面法线的夹角分别为 1θ 和 2θ ，证明 1 2 2 1tan tanε θ ε θ= . 设界

面电位移矢量的法向分量为 nD ，计算界面上束缚面电荷密度σ ′ . 

证  由边值关系 
 2 1 2 1( ) 0, ( ) 0× − = ⋅ − =n E E n D D  

得 
 2 2 1 1 2 2 2 1 1 1sin sin , cos cosE E E Eθ θ ε θ ε θ= =  

从上述两式消去 1E 和 2E ，即证得 1 2 2 1tan tanε θ ε θ= . 界面上的束缚面电荷密度为 

 1 0 2 0 0 1 2
1 2

1 2 1 2

( )
n n n n nP P D D D

ε ε ε ε ε ε ε
σ

ε ε ε ε
− − −′ = − = − =   

1.14  设各向同性导体界面有传导电流通过，电流密度的法向分量为 nj ；两侧

导体的电导率和介电常量分别为 1σ 、 1ε 和 2σ 、 2ε ，求界面上的自由面电荷密度 0σ 和

束缚面电荷密度σ ′ .  
解  界面上的自由和束缚面电荷密度分别为 

 2 1 1 2 2 1
0 2 1 2 2 1 1

2 1 1 2
n n n n n nD D E E j j

ε ε σ ε σ ε
σ ε ε

σ σ σ σ
⎛ ⎞ −

= − = − = − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
1 2 1 0 1 2 0 2

1 0 2 0 2 1 0 1 2 0

1 2 1 2

( ) ( )
( ) ( )

n n n n

n n n

P P E E

j j j

σ ε ε ε ε
ε ε ε ε σ ε ε σ ε ε
σ σ σ σ

′ = − = − − −

− − − − −
= − =

 

*1.15  电场 ϕ= −∇E 由局域电荷分布产生. 将小的局域电流移入场中，其电流

密度为 j ，磁场强度为 H . 证明系统电磁动量可表为 

 2 dc Vϕ−= ∫∫∫G j  

并指出ϕH 随距离的衰减快到何种程度才能获得上述结果. 

解  电磁动量为 
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2 2

2 2

d d

( )d d

c V c V

c V c V

ϕ

ϕ ϕ

− −

− −

= × = − ∇ ×

= − ∇× + ∇×

∫∫∫ ∫∫∫
∫∫∫ ∫∫∫

G E H H

H H
 

                     2 2dc V cϕ− −= +∫∫∫ j dϕ
∞

×∫∫ H σ  

若式中面积分项消失，则题给电磁动量公式得证. 为保证上述面积分消失，要求ϕH

随距离的衰减快于距离反平方.  
*1.16  从推广了的电磁动量守恒定律 

 2 2 0
0 0

1 1 1
2 2

E B
t

ε
μ

∂
− ∇ + ∇ = − −∇ ⋅

∂
g

f T  

出发，证明对非均匀线性各向同性介质有如下角动量守恒关系 

 
2 2

0
0 0

1
2 2

E B
t

ε
μ

⎛ ⎞ ∂
× − ∇ + ∇ = − −∇ ⋅⎜ ⎟ ∂⎝ ⎠

l
r f  R  

式中， 0 0= ×l r g 和 0 0= − ×R T r 分别为电磁角动量密度和电磁角动量流密度.  
证  将位置矢量叉乘推广了的电磁动量守恒定律式左右两边，利用 0×∇ ⋅ =r T  

0( )−∇ ⋅ ×T r （参见式（1.4.25）），即可证明题给角动量守恒关系.  
1.17  球形电容器位于均匀外磁场 0B 中，内外半径分别为 1R 和 2R ，内球壳带电

为 Q，自转转动惯量为 I. 求将电容器短路使之全部放电之后电容器的自转角速度的

大小和方向.  
解  球形电容器电场限于电容器内部（ 1 2R r R≤ ≤ ），表达式如下： 

 2
04 r

Q
rε

=
π

E e  

设外磁场沿 z 轴正向，则电磁角动量密度等于 

 0
0 0

sin
( )

4
QB

r θ
θ

ε= × = × × =
π

l r g r E B e  

由问题的轴对称性，可知只有沿 z 轴方向的分量对总角动量有贡献，系统的电磁角

动量沿 z 轴方向，数值为 

 
2

1

2
20

3 2 20 0
2 10

sind sin d d d
4

d sin d ( )
2 3

z

R

R

QB
L l V r r

r
QB QB

r r R R

θ θ θ φ

θ θ
π

= = −
π

= − = − −

∫∫∫ ∫∫∫

∫ ∫
 

电容器放电之后，上述电磁角动量转化为电容器的机械角动量 Iω，据此求得电容器

绕 z 轴的旋转角速度 

 2 20
2 1( )

3
QB

R R
I

ω = − −  
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当 0Q > 时，旋转方向与外磁场方向满足左手关系，当 0Q < 时为右手关系. 

1.18  对于线性无色散、无损耗介质，给定自由电荷和传导电流，以及初始条件

和边界电场强度或磁场强度的切向分量，证明电磁场解的唯一性（见 1.5 节提示）. 
证  用反证法证明. 如果不唯一，不妨设有两个解，（ 1 1,E H ）和（ 2 2,E H ）.令

1 2= −E E E ， 1 2= −H H H ，则 E 和 H 满足场源为零（ 0, 0ρ = =j ）的麦克斯韦方

程，且初值和边值均为零 
 0 00 0t t= == =E| H|  

或 
 0 0S Sτ τ= =E | H |  

E 和 B 同样满足线性无色散、无损耗介质中电磁场的坡印亭定理 

 0 0
dd d
dV V

V w V
t

⋅ = − −∫∫∫ ∫∫∫j E 0 d
S

⋅∫∫ S σ  （1） 

式中 

 0 0
1 ( ),
2

w = ⋅ + ⋅ = ×D E B H S E H  

由 0 0=j ，可知式（1）左边项为零. 由边界条件，可知坡印亭矢量 0S 在边界上的法

向分量为零，以致式（1）右边的面积分消失，该式化为 

 d ( )d 0
d V

V
t

⋅ + ⋅ =∫∫∫ D E B H  

由初始条件，上式体积分的初值为零，因而始终为零，即 

 ( )d 0
V

V⋅ + ⋅ =∫∫∫ D E B H  

对各向同性介质，被积式化为 2 2( )E Hε μ+ ，由介电常量和磁导率为正的条件，则被

积式恒正，以致有 0= =E H . 对各向异性介质，被积式化为 
 ij i j ij i jE E H Hε μ⋅ + ⋅ = +D E B H  

由介电常量和磁导率张量的正定性，可知被积式的两个二次式恒正，同样有 0= =E H ，

证毕.  
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第 2 章  静  电  场 

2.1  利用高斯定理证明：半径为 R 的导体球面外侧的电场强度法向导数与电场

强度之比为 

 1 2E
E n R
∂

= −
∂

 

式中，法向指向球面外部.  
证  以导体球心为原点，取球坐标（ , ,r θ φ）. 考察球面上的面元 SΔ ，以它为底，

沿着径向方向朝外侧引扁锥台面，高度为 nΔ ，上底面面积为 S ′Δ ，成立 /S S′Δ Δ =  
2 2( ) /R n R+ Δ . 对该扁锥台面运用高斯定理得 

 ( ) ( ) 0E R n S E R S′+ Δ Δ − Δ =  

 2 2 2 2( )( ) ( ) ( )( 2 ) ( ) 0E R n R n E R R E R n R R n E R R+ Δ + Δ − ≈ + Δ + Δ − =  

 
2[ ( ) ( )] 2 ( )R E R n E R RE R n

n
+ Δ −

≈ − + Δ
Δ

 

取极限 0nΔ → ，即求得题给公式，证毕.  
*2.2  证明位于 0r 、偶极矩为 p 的电偶极子的电荷密度可写为 

 0( ) )ρ δ= − ⋅∇ −r p (r r  

从上述电荷密度出发，积分求出偶极子的电势表达式.  
解  将偶极子视为两个等量异号点电荷 q± ，其中 q− 位于 0r ， q+ 位于 0 + Δr r ，

成立 q= Δp r . 相应电荷密度可表示为 

 0 0

0 0

( ) [ ( ) ( )]
( ) ( )

q
q

ρ δ δ
δ δ

= − − Δ − −

= Δ ⋅∇ − = ⋅∇ −

r r r r r r
r r r p r r

 

利用库仑定律，求得偶极子的电势为 

 

0

0

0 0

0

0
0

0

0
0 3

0 0 0 0

( )1 d
4 | |

( )1 d
4 | |

( )1 d
4 | |

( )1 1
4 | | 4 | |

V

V

V

δ
ϕ

ε
δ

ε
δ

ε

ε ε

′ ′⋅∇ − ′=
′π −
′⋅∇ − ′= −
′π −
′ − ′= − ⋅∇

′π −

⋅ −
= − ⋅∇ =

π − π −

∫∫∫

∫∫∫

∫∫∫

p r r
r r

p r r
r r

r r
p

r r
p r r

p
r r r r
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*2.3  证明对任何局域电荷分布所产生的电场 E ，具有如下性质：当全部电荷

位于某球体之内，则 E 在该球体内的体积分等于 0/ (3 )ε− p ， p 为局域电荷分布的偶

极矩；当全部电荷位于球体之外，则相应电场体积分等于球心电场和球体体积的乘

积. （提示：由均匀电荷密度球内外的电场公式，可归纳出如下体积分公式： 

 
3 3

3

4 / (3 ),
d

| 4 / 3,r a

a r r a
V

r a
′ ′ ′⎧′ π >−

= ⎨′ ′ ′− π <⎩
∫∫∫
≤

rr r
|r r r             

 

式中，a 为球体半径；应用该公式完成本题之证明） 
证  不妨设球半径为 a，取球心为坐标原点，则 

 
0

1 ( )( )( ) d
4 | |

Vρ
ε

′ ′− ′=
′π −∫∫∫

r r rE r
r r

 

 
3

0

3
0

1 ( )( )dd d
4 | |

1 ( )d( )d
4 | |

r a r a

r a

VV V

VV

ρ
ε

ρ
ε

′ ′−
=

′π −
′ −′ ′= −

′π −

∫∫∫ ∫∫∫ ∫∫∫

∫∫∫ ∫∫∫

≤ ≤

≤

r r rE
r r

r rr
r r

 

利用提示的积分公式，对于全部电荷位于球体之内，即 r a′ < 的情况有 

 
0 0

1 4 1d ( ) d
4 3 3r a

V Vρ
ε ε

π ′ ′ ′= − = −
π∫∫∫ ∫∫∫≤

E r r p  

对于全部电荷位于球体之外，即 r a′ > 的情况有 

 
3 3

3
0

1 4 4d ( ) d (0)
4 3 3r a

a aV V
r

ρ
ε

π π′ ′ ′= − =
′π∫∫∫ ∫∫∫≤

E r r E  

证毕. 
2.4  将半径为 a 的无限长导体圆柱壳，过轴线切成两半，电势分别为 V± （习

题 2.4 图），求柱内外空间的电势分布. （提示：用圆柱坐标系下的分离变数法求解，

利用傅里叶级数 

 0

1

( ) ( cos sin )
2 n n

n

a
f a n b nφ φ φ

∞

=

= + +∑  

的系数计算公式 

 
2 2

0 0

1 1( )cos d , ( )sin dn na f n b f nφ φ φ φ φ φ
π π

= =
π π∫ ∫  

确定展开系数） 

 

习题 2.4 图 
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解  采用圆柱坐标（ , , zρ φ ），电势与 z 无关. 对圆柱内，只保留 ρ 的非负幂次

项，将解写为 

 0
1

1

( cos sin )
2

n
n n

n

a
a n b nφ ρ φ φ

∞

=

= + +∑  

式中，系数由 aρ = 处的边界条件确定如下： 

 
2

0

1 1cos d cos d 0n n na V n V n
a a

φ φ φ φ
π π

π
= − =
π π∫ ∫  

 
2

0

1 1 2sin d sin d [1 ( 1) ]n
n n n n

Vb V n V n
a a n a

φ φ φ φ
π π

π
= − = − −
π π π∫ ∫  

只有 n 为奇数时，才有非零系数 4 / ( )n
nb V n a= π ，以致柱内的解为 

 
2 1

1
0

4 1 sin[(2 1) ] ( )
2 1

n

n

V n a
n a

ρϕ φ ρ
+∞

=

⎛ ⎞= + <⎜ ⎟π + ⎝ ⎠
∑  

采取类似步骤可得柱外的解如下： 

 
2 1

2
0

4 1 sin[(2 1) ] ( )
2 1

n

n

V a n a
n

ϕ φ ρ
ρ

+∞

=

⎛ ⎞
= + >⎜ ⎟π + ⎝ ⎠

∑  

2.5  半径为 a、带电量为 Q 的导体球壳位于均匀外电场 0E 中. 若将球壳沿垂直

外电场方向切成两半，两半球通过导线彼此接通，计算上半球受到的静电力的大小

及方向. （提示：先用分离变数法求解球外空间电场 E ，并计算球壳表面的自由面

电荷密度 0σ ，然后由 

 0 0 0( )d , / , / 2σ σ σ ε′ ′= − = =∫∫F E E E n E E  

过半球壳积分算力，式中 ′E 为面电荷元 0dσ σ 的贡献） 
解  采用球坐标（ , ,r θ φ），使外电场 0E 沿极轴方向，电势与φ无关. 球内电势 1ϕ

为常数，尝试取球外电势为 

 0 1
2 0 1 2cos cos

b ba a r
r r

ϕ θ θ= + + +  

下面由无限远的渐近条件和球面（ r a= ）上的边值关系确定系数.  
无限远为均匀电场，电势的渐近表达式取为 0 cosE r θ− ，据此定出系数 0 0a = 和

1 0a E= − . 在球面（r = a）上有边值关系 

 01
1 2 02| cos ,r a

bb E a
a a

ϕ ϕ θ=
⎛ ⎞= = − + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

2

0

d Q
r
φ

σ
ε=

∂
=

∂∫∫ r a
 

由第一式定出 3
1 0b E a= 和 1 0 /b aϕ = ；由第二式得 

 20 1
0 02 3

0

2cos cos sin d d 4
b b QE a b
a a

θ θ θ θ φ
ε

⎛ ⎞+ + = π =⎜ ⎟
⎝ ⎠∫∫  
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据此定出 0 0/ (4 )b Q ε= π . 至此求得全部系数，以致球内外电势分布如下： 

 0

3
0

0 2
0

,
4

cos
cos ,

4

Q r a
a

E aQE r r a
r r

ε
ϕ

θ
θ

ε

⎧
⎪ π⎪= ⎨
⎪− + + >⎪ π⎩

≤

 

相应电场分布为 

 3 3
0 0

0 2 3 3
0

0,
2 cos sin

,
4 r r

r a
E a E aQ r a

r r r θ
θ θ

ε

⎧
⎪= ⎨ + + + >⎪ π⎩

≤

E
E e e e

 

球壳上的自由面电荷密度为 

 0 0 0 0 23 cos
4r r a

QE E
a

σ ε ε θ
=

= = +
π

 

由对称性，上半球壳受到的电力仅存在 z 分量，结果为 

 

2 /2 2
00 0

2 2 /2

00 0

22 /2

0 0 20
0

2
2 2

0 0 0 2
0

d ( ) sin d

d sin d
2

3 cos sin cos d
4

9 1
4 2 32

z z r r

z r

F E E a

a E

a QE
a

Qa E E Q
a

φ σ θ θ

φ σ θ θ

ε θ θ θ θ
ε

ε
ε

π π

π π

π

′= ⋅ −

= ⋅

π ⎛ ⎞= +⎜ ⎟π⎝ ⎠

= π + +
π

∫ ∫

∫ ∫

∫

r

r

e e

e e

 

zF 恒为正，背离下半球.  
2.6  介电常量为 1ε 的均匀介质球的球心置一偶极矩为 0p 的电偶极子，球外填满

介电常量为 2ε 的均匀介质，求球内外的电势分布. （提示：从球内总电势中减去偶

极子在介电常量为 1ε 的介质中的电势，所余部分满足拉普拉斯方程） 
解  采用球坐标（ , ,r θ φ），使偶极子 0p 沿极轴方向，电势与φ无关. 设球内电

势为 1ϕ ，球外电势为 2ϕ . 从 1ϕ 中减去偶极子在介电常量为 1ε 的介质中的电势得 

 0
1 1 3

14 r
ϕ ϕ

ε
⋅′ = −

π
p r

 

则 1ϕ′和 2ϕ 满足拉普拉斯方程，二者均可表示为球坐标下的分离变数解. 尝试取 

 0 0
1 1 1 13 2

1 1

cos
cos

4 4
p

a b r
r r

θ
ϕ ϕ θ

ε ε
⋅′= + = + +

π π
p r

 

 2 2
2 2 cos

a b
r r

ϕ θ= +  
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二者满足正则条件. 在球面（r = a）上的边值关系如下： 

 1 2
1 2 1 2| | ,r a r a

r a r ar r
ϕ ϕ

ϕ ϕ ε ε= =
= =

∂ ∂
= =

∂ ∂
  

将尝试解代入得 

 0 2 2
1 1 2 2

1

cos
cos cos

4
p a ba b a

a a a
θ

θ θ
ε

+ + = +
π

 

 0 2 2 2 2
1 1 3 2 3

cos 2cos cos
2

p a bb
a a a
θ ε ε

ε θ θ− = − −
π

 

由上述两式可定出 

 1 2 0 0
1 2 1 23

1 1 2 1 2

( ) 3
0, ,

2 ( 2 ) 4 ( 2 )
p p

a a b b
a

ε ε
ε ε ε ε ε

−
= = = =

π + π +
 

从而求得最终结果为 

 0 1 2 0
1 2 3

1 1 1 2

cos ( ) cos
( )

4 2 ( 2 )
p p r

r a
r a
θ ε ε θ

ϕ
ε ε ε ε

−
= +

π π +
≤  

 0
2 2

1 2

3 cos
( )

4 ( 2 )
p

r a
r

θ
ϕ

ε ε
= >

π +
 

2.7  在一烟尘沉淀器中，有一半径为 R、单位长度带电量为λ的长直导线. 现有

一颗不带电的球状烟尘，介电常量为ε ，半径为 a， a R . 求该烟尘刚好与导线接触

时所受到的吸力，并讨论该力产生的物理机制. （提示：利用 2.2 节例 2.3 的结果.） 
解  由于 a R ，可以认为烟尘附近的电场均匀，可以利用 2.2 节例 2.3 的现成

结果，求得极化介质球的电偶极矩 

 
3

0 0

0

4 ( )
2

a ε ε ε
ε ε

π −
=

+
p E  

式中， E 为长直导线产生的电场，在柱坐标（ , , zρ φ ）下有 

 
02πε ρ
λ
ρ

=E e  

烟尘受力为 

 

3 3
20 0 0 0

0 0

3 3 22
0 0 0

2 2 2 3
0 0 0 0

4 ( ) 2 ( )
2 2

2 ( ) ( )
2 4 ( 2 )

a a
E

a a
ρ

ε ε ε ε ε ε
ε ε ε ε

ε ε ε ε ε λλ
ε ε ε ρ ε ε ε ρ

π − π −
= ⋅∇ = ⋅∇ = ∇

+ +

⎛ ⎞π − −
= ∇ = −⎜ ⎟+ π π +⎝ ⎠

F p E E E

e
 

推导中用到 2 2( ) / 2 / 2E E⋅∇ = ∇× × +∇ = ∇E E E E . 在烟尘刚好与导线接触时有

Rρ = ，所受的力为 
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3 2

0
3

0 0

( )
( 2 )

a
R ρ

ε ε λ
ε ε ε

−
= −

π +
F e  

方向垂直指向导线，为吸力.  
2.8  一个闭合正多面体形状的区域，有 n 个侧面（n=4,6,8,12,20），电势分别为

iV （ 1,2, ,i n= ）. 利用第一类边值问题的格林函数解，证明区域中心的电势等于 n

个侧面电势的平均值.  
证  取正多面体中心为坐标原点，由第一类边值问题的电势解，写出中心电势

与侧面电势之关系 

 0(0)ϕ ε= − 0
1

( ; 0) ( ; 0)( ) d d
i

n

iS S
i

G GS V
n n

φ ε σ
=

′ ′∂ ∂′ ′ ′= −
′ ′∂ ∂∑∫∫ ∫∫

r  r  r  

式中， iS 表示第 i 个侧面， iV 为其电势. 由对称性可以判断：上式右边和式中的面

积分应与侧面编号无关. 于是有 

 ( ; 0) 1d
iS

G
n n

σ
′∂ ′ =
′∂∫∫

r  ( ; 0) d
S

G
n

σ
′∂ ′
′∂∫∫

r   

                                   2

0

1 1( ; 0)d
V

G V
n nε

′ ′ ′= ∇ = −∫∫∫ r   

在推导过程中用到高斯定理以及格林函数、 δ 函数的性质. 由上述关系，最终求得

中心电势为
1

(0) /n
ii

V nϕ
=

=∑ ，证毕.  

2.9  如习题 2.9 图所示，位于 y = 0 的无限导体平面沿 x a= ± 切成三部分，左、

右部电势为零，中间部分电势为 V， y →∞处电势也为零. 求上半无限空间（y > 0）

的电势和电场强度分布. （提示：使用格林函数法，必要时要用到以下不定积分公

式 2 2 2 2 3/2 2 2 2 1/2

d 1 darctan ,
( ) ( )

u u u u
b u b b b u b b u

= =
+ + +∫ ∫ 计算积分） 

 

习题 2.9 图 

解  利用直角坐标（x, y, z）上半无限空间（y > 0）的格林函数解 

 2 2 2 3/20 0

( , )d d
2 [( ) ( ) ]
y x z x z

x x z z y
ϕϕ

∞ ∞ ′ ′ ′ ′
=

′ ′π − + − +∫ ∫  

将边值代入得 
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2 2 2 3/2

2 2 2 2 2 1/2

2 2

dd
2 [( ) ( ) ]

d
2 [( ) ][( ) ( ) ]

d arctan
( )

arctan arctan

ar

a

a

z
a

a
z

x a
a

a
x a

Vy zx
x x z z y

Vy z zx
x x y x x z z y

Vy x V x x
x x y y

V a x a x
y y

V

ϕ
∞

− −∞

′=∞

−
′=−∞

′=

−
′=−

′
′=

′ ′π − + − +

′ −′=
′ ′ ′π − + − + − +

′ ′⎛ ⎞−
= = ⎜ ⎟′π − + π ⎝ ⎠

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞− +
= +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟π ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

=
π

∫ ∫

∫

∫

2 2 2

2ctan ay
x y a

⎛ ⎞
⎜ ⎟+ −⎝ ⎠

 

 2 2 2 2 2 2

4
[( ) 4 ]x

aVxyE
x x y a a y
ϕ∂

= − =
∂ π + − +

 

 
2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 ( )
[( ) 4 ]y

aV a x yE
y x y a a y
ϕ∂ − +

= − =
∂ π + − +

 

2.10  给定两个电荷系统：（1）点电荷 2q− 位于 ( , , ) (0,0,0)x y z = ，另一个点电

荷+q 位于 1( , , ) ( ,0,0)x y z l= ，第三个点电荷+q 位于 2( , , ) (0, ,0)x y z l= ；（2）前两个电

荷不动，第三个电荷挪至 1 2( , , ) ( , ,0)x y z l l= . 以原点为参考点，分别计算它们的总电

量、电偶极矩和电四极矩，以及它们在远处的电势的主项.  
解  对上述两种情况，点电荷丛的总电量均为零. 以下取坐标原点为参考点. 对

第一个电荷系统，有 

 1 2i x y
i

q ql ql= = +∑ ip r e e  

 

2 2 2
1 2

2 2
1 2

2 2 2 2 2 2
1 2 2 1 1 2

(3 ) (3 ) (3 )

(2 ) (2 )

(2 ) (2 ) ( )

i i i i x x y y
i

x x y y z z y y x x z z

x x y y z z

q r ql ql

ql ql

q l l q l l q l l

= − = − + −

= − − + − −

= − + − − +

∑D r r I e e I e e I

e e e e e e e e e e e e

e e e e e e

 

相应远处电势的主项为偶极子电势 

 1 2
3 3

0 0

( )
4 4

q l x l y
r r

ϕ
ε ε

+⋅
= =

π π
p r  

对第二个电荷系统，有 
 1 1 2 1 2( ) 2x x y x yql q l l ql ql= + + = +p e e e e e  

 
2 2 2

1 1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2
1 2 2 1 1 2 1 2

(3 ) [3( )( ) ( ) ]

(4 ) 2 ( ) (2 ) 3 ( )
x x x y x y

x x y y z z x y y x

ql q l l l l l l

q l l q l l q l l ql l

= − + + + − +

= − + − − + + +

D e e I e e e e I

e e e e e e e e e e
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相应远处电势的主项也为偶极子电势 

 1 2
3

0

(2 )
4

q l x l y
r

ϕ
ε
+

=
π

 

2.11  计算半径为 a、电量为 Q 的均匀带电圆环的电四极矩及其电势.  
解  由 (cos sin )x ya φ φ= +r  e  e ，得带电圆环的电二阶矩为 

 
2 2

0
(cos sin )(cos sin ) d

2 x y x y
Q a a

a
φ φ φ φ φ

π
′ = + +

π ∫D e e e e  

可知仅有的不为零的分量为 

 
2 22 22 2 2

11 22 110 0

1cos d , sin d
2 2 2

Qa QaD Qa D Dφ φ φ φ
π π

= = = =
π π∫ ∫   

据此求得圆环的电四极矩为 

 
11 22 11 22

2 2

3 Tr( ) 3( ) ( )

( 2 ) ( 3 )
2 2

x x y y

x x y y z z z z

D D D D

Qa Qa

′ ′= − = + − +

= + − = −

D D D I e e e e I

e e e e e e I e e
 

相应的电势为 

 
2

2
2 3 3

0 0

1 : (1 3cos )
8 16r r

Qa
r r

ϕ θ
ε ε

= = −
π π

D e e  

2.12  计算半径为 a、电量为 Q 的均匀带电圆盘的电四极矩及其电势.  
解  由 (cos sin )x yr φ φ= +r  e  e ，得带电圆盘的电二阶矩为 

 
23

2 0 0
d (cos sin )(cos sin )d

a

x y x y
Q r r
a

φ φ φ φ φ
π

′ = + +
π ∫ ∫D  e  e  e  e  

可知仅有的不为零的分量为 

 
2 22 22 2 2

11 22 110 0

1cos d , sin d
4 4 4

Qa QaD Qa D Dφ φ φ φ
π π

= = = =
π π∫ ∫   

据此求得圆环的电四极矩为 

 
11 22 11 22

2 2

3 Tr( ) 3( ) ( )

( 2 ) ( 3 )
4 4

x x y y

x x y y z z z z

D D D D

Qa Qa

′ ′= − = + − +

= + − = −

D D D I e e e e I

e e e e e e I e e
 

相应的电势为 

 
2

2
2 3 3

0 0

1 : (1 3cos )
8 32r r

Qa
r r

ϕ θ
ε ε

= = −
π π

D e e  

2.13  对电偶极子丛，证明二阶矩可表为 
 ( )i i i i

i

′ = +∑D r p p r  
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式中， ip 和 ir 为第 i 个电偶极子的偶极矩和位置矢量. （提示：设第 i 个电偶极子由

位于 i ±r d 、电量分别为 iq± 的两个点电荷构成，成立 2i iq=p d ） 
证  设第 i 个电偶极子由位于 i ±r d 、电量分别为 iq± 的两个点电荷构成，则它

对电二阶矩的贡献为 

 
( )( ) ( )( )

2 ( )
i i i i i i

i i i i i i i

q q
q

+ + − − −

= + = +

r d r d r d r d
r d dr r p p r

 

将所有电偶极子的贡献叠加，即证得题给公式.  
2.14  将电量为 q 的带电粒子从无穷远移至半径为 R、带电为 Q 的导体附近，

与球心的距离为 ( )b R> ，求外力所做的功. 要求用两种方法进行计算：一是计算系

统的末态静电能和初态静电能，然后相减；一是直接计算静电力对带电粒子所做的

负功.（提示：用电像法） 
解  先通过系统始、末态静电能分析求功. 初态能量为带电粒子的静电能 Wq

和孤立带电导体的静电能 WQ 之和.  WQ 易于求得，结果为 2
0/ (8 )Q Rεπ . 末态电势分

布可由电像法求得. 如习题 2.14 图所示，在球内放置两个像电荷，一个位于球心，

电量为 q′′；另一个位于球心与带电粒子间的连线上，与球心的距离为 a，电量为 q′ . 该

两个像电荷代表了导体球表面电荷分布对球外电势的贡献. 按电像法，有如下结果： 

 
2

, , ,R Rq q q Q q a d b a
b b

′ ′′ ′= − = − = = −  （1） 

 

习题 2.14 图 

现在计算末态能量 W. 为此，设导体球体积为 1V ，粒子体积为 2V ，它们各自对

电势的贡献为 1ϕ 和 2ϕ ，则 

 
1 2 2

1 2
1 1 1d d d
2 2 2V V V

W V V Vρϕ ρϕ ρϕ= + +∫∫∫ ∫∫∫ ∫∫∫  （2） 

式中，过带电粒子的积分被分为两项. 上式右边第一项等于 0 / 2Qφ ， 0φ 为导体的电

势，由下式表示： 

 0
0

1
4

q q q
b R R a R

ϕ
ε

′ ′′⎛ ⎞= + +⎜ ⎟π − −⎝ ⎠
 （3） 

式（2）右边第二项等于 10 / 2qϕ ， 10ϕ 为 1ϕ 在粒子所在位置的值，由下式表示： 

 10
0

1
4

q q
d b

ϕ
ε

′ ′′⎛ ⎞= +⎜ ⎟π ⎝ ⎠
 （4） 
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式（2）右边最后一项即为带电粒子的自能 Wq. 联合上述公式，可求出W ，它与初

态能量之差即为外力做功 A . 经过一番代数运算，求得最终结果如下： 

 
2 2

2 2 2
0 0 08 ( ) 4 8

q R qQ q RA
b R b bε ε ε

= − + +
π − π π

 （5） 

下面直接计算外界克服静电力做功. 将带电粒子的球心距离 b 换为 r，可写下它

所受的静电力（沿径向方向）为 

 
2 2

0 0
2 2

2 2 2 2 3
0 0 0

4 ( ) 4

4 ( ) 4 4

q q q qF
r a r

q Rr qQ q R
r R r r

ε ε

ε ε ε

′ ′′
= +

π − π

= − + +
π − π π

 

外界克服静电力做功为 

 
2 2

2 2 2 2 3
0 0 0

d d
4 ( ) 4 4

b b q Rr qQ q RA F r r
r R r rε ε ε∞ ∞

⎛ ⎞
= − = − −⎜ ⎟π − π π⎝ ⎠
∫ ∫  

积分结果即得式（5）. 
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第 3 章  静  磁  场 

3.1  对均匀磁场 0B ，构建两个满足规范条件 0∇ ⋅ =A 的矢势 A ，并证明二者之

差的旋度为零.  
解  取直角坐标（x, y, z），不妨设 0 0 zB=B e ，则可构建如下两个矢势： 

 1 0 2 0,y xB x B y= = −A e A e  

满足题设条件. 显然二者之差的旋度为零 
 1 2 0( ) ( ) 0y xB x y∇× − = ∇× + =A A e e  

*3.2  证明对任何局域电流分布所产生的磁场 B ，具有如下性质：当全部电流

位于某球体之内，则 B 在该球体内的体积分等于 02 / 3μ m ， m 为局域电流分布的磁

矩；当全部电流位于球体之外，则相应磁场体积分等于球心磁场和球体体积的乘积

（参见习题 2.3 的提示）. 
证  不妨设球半径为 a，取球心为坐标原点，则 

 ( )d ( )d
r a r a

V V= ∇× = −∫∫∫ ∫∫∫≤ ≤
B r A r ( ) d

r a=
×∫∫ A r σ  

代入矢势 A 的表达式 

 0 ( )( ) d
4 | |

Vμ ′
′=

′π −∫∫∫
j rA r

r r
 

得 

 0d ( )d
4r a

V V
μ ′ ′= − ×
π∫∫∫ ∫∫∫≤

B j r d
| |r a= ′−∫∫

σ
r r

 

                           0
3

( )d( )d
4 | |r a

VVμ ′ −′ ′= − ×
′π −∫∫∫ ∫∫∫ ≤

r rj r
r r

 

利用习题 2.3 提示的积分公式，对于全部电流位于球体之内，即 r a′ < 的情况有 

 0 024d ( ) d
4 3 3r a

V V
μ μπ ′ ′ ′= − × =
π∫∫∫ ∫∫∫≤

B j r r m  

对于全部电流位于球体之外，即 r a′ > 的情况有 

 
3 3

0
3

4 4d ( ) d (0)
4 3 3r a

a aV V
r

μ π π′ ′ ′= − × =
′π∫∫∫ ∫∫∫≤

B j r r B  

证毕.  
3.3  一半径为 a 的圆柱壳，电流沿轴向方向流动，电流面密度为 0 (1 cos )i i α φ= +

（ 0i 和α 为常数），求柱内外磁场分布. （提示：从磁矢势 zA=A e 出发求解） 
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解  本题属于圆柱坐标（ , , zρ φ ）下的二维二分量问题，矢势只有 z 分量，且

与 z 无关： ( , ) zA ρ φ=A e . 在圆柱内外，A 均满足拉普拉斯方程，可用分离变数法求

解. 考虑到圆柱表面电流的特殊分布形式，尝试将圆柱内、外的解分别写为 

 1
1 1 1 2 2 2 2cos , ln cosA a b A a b cρ φ ρ ρ φ−= + = + +  

由 aρ = 处的边值关系 

 1 2
1 2 0 0, (1 cos )

a a
a a

A AA A i
ρ ρ

ρ ρ

μ α φ
ρ ρ= =

= =

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

得 

 1
1 1 2 2 2cos ln cosa b a a b a c aφ φ−+ = + +  

 1 2
1 2 2 0 0cos cos (1 cos )b b a c a iφ φ μ α φ− −− + = +  

从上述关系式可以解得 
 1 2 2 0 1 0 0ln , / 2a a b a A b iμ α= + ≡ =  

 2
2 0 0 2 0 0, / 2b i a c i aμ μ α= − =  

从而最终求得圆柱内外的矢势和磁场分布： 

 0 0
1 0 cos

2
i

A A
μ α

ρ φ= +  

 
2

0 0
2 0 0 0 ln cos

2
i a

A A i a
a

μ αρμ φ
ρ

⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 0 0
1 (sin cos )

2
i

ρ φ
μ α

φ φ= − +B  e  e  

 
2

0 0 0 0
2 2 sin 1 cos

2 2
i a i a a

ρ φ
μ α μ αφ φ

ρ ρ ρ
⎛ ⎞

= − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

B  e  e  

3.4  半径为 a 的长直圆柱导体，均匀地沿轴方向通过恒定电流 I，导体的磁导

率为 1μ ，周围介质的磁导率为 2μ ，如习题 3.4 图所示，求矢势 A . （提示：用柱坐

标求解） 

 

习题 3.4 图 
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解  采用柱坐标（ , , zρ φ ），设柱内外的矢势分别为 1A 和 2A ，则 

 
2

1 1
2

2

( )
0 ( )

a
a

μ ρ
ρ

⎧∇ = −⎪
⎨
∇ = >⎪⎩

≤A j
A

 

本题属于柱坐标（ , , zρ φ ）下的二维二分量问题，电流和矢势均沿 z 轴方向；进一

步，系统相对 z 轴对称，可取 ( ) zA ρ=A e ，则有 

 1 2
1

d d1 d 1 d, 0
d d d d

A Ajρ μ ρ
ρ ρ ρ ρ ρ ρ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

尝试选择如下特解： 

 2
1 1 1 2 2 3

1 , ln
4

A j c A c cμ ρ ρ= − + = +  

由边值关系 

 1 2
1 2

1 2

1 1| | ,a a
a a

A AA Aρ ρ
ρ ρ

μ ρ μ ρ= =

= =

∂ ∂
= =

∂ ∂
 

可定出 2
2 2 / 2c jaμ= − ， 2

3 2 1 1( ln 0.5 ) / 2c ja a cμ μ= − + ，再利用关系 2/ ( )j I a= π ，最

终求得 

 21
1 1 2 ( )

4 z
Ic a
a

μ
ρ ρ⎛ ⎞= −⎜ ⎟π⎝ ⎠

≤A e  

 1 2
2 1 ln( / ) ( )

4 2 z
I Ic a aμ μ

ρ ρ⎛ ⎞= − − >⎜ ⎟π π⎝ ⎠
A e  

*3.5  对于直角坐标下的二维二分量静磁场问题，可引入磁矢势 ( , ) zA x y=A e . 
给定解域（可以是多连通域）中的电流分布 ( , ) zj x y=j e 和各导体柱（与 z 轴平行）

的电流强度，证明：如果静磁场解存在，则一定唯一. （提示：利用如下第三格林

公式 

 2 2d [ ( ) ]d
S V

A A A A A V∇ ⋅ = ∇ + ∇∫∫ ∫∫∫σ  

式中，V 沿 z 轴方向的高度设为 dz） 
证  先针对直角坐标下的二维问题简化第三格林公式. 对于高度为 dz 的柱体体

积 V，其体积元为 d d dV S z= ，侧面面积元为 d d dl zσ = ，上、下底面上成立

d ( / )d d 0A A z l z∇ ⋅ = ∂ ∂ =σ ，从而可将第三格林公式简写为 

 2 2( / )d [ ( ) ]d
C S

A A n l A A A S∂ ∂ = ∇ + ∇∫ ∫∫○  

式中，闭合曲线 C 为柱体边界与 z = 0 面的交线，S 为 C 所围之面积.  
对于分区均匀介质，磁矢势 ( , )A x y 满足如下泊松方程和边值关系： 
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 2 1 1, | | ,
ij ij

ij ij

ji
i i i C j C

i jC C

AA
A j A A

n n
μ

μ μ
∂⎛ ⎞∂⎛ ⎞∇ = − = = ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

式中， iA 为第 i 介质区的磁矢势， ijC 为相邻介质区（i 区和 j 区）之间的界面，即 iC

与 jC 的重叠部分. 此外，A 还必须满足解域边界上的边界条件. 对目前情况，载流

导体柱构成解域内边界的组成部分. 为以下叙述简单起见，不妨假定解域内只有一

个导体柱，它与 z = 0 面的交线为闭合曲线 C，电流强度为 0I ，则 A 在内边界 C 上

满足如下边界条件： 

 | ,CA =常数 0
1 d

C

A l I
nμ
∂

= −
∂∫○  

其中，第一个条件确保导体外侧 0nB = ，以实现导体两侧磁感应强度法向分量连续；

第二个条件保证导体的电流强度等于给定值 0I ，式中右边的负号与基矢（ , , zn  τ e ）

之间的右手关系一致.  
本题要求证明上述定解问题的解如果存在，必定唯一. 下面用反证法证明. 如果

不唯一，不妨设有两个解， (1)A 和 (2)A . 令 (1) (2)A A A= − ，则 A满足 

 2 0A∇ =  （1） 

 1 1| | ,
ij ij

ij ij

ji
i C j C

i jC C

AA
A A

n nμ μ
∂⎛ ⎞∂⎛ ⎞= = ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 （2） 

 | ,C CA A≡ =常数
1 d 0

C

A l
nμ
∂

=
∂∫○  （3） 

将前述简化后的第三格林公式用于第 i 介质区，得 

 1 1 2 1 2( / )d d ( ) d
i i i

i i iC S S
A A n l A A S A Sμ μ μ− − −∂ ∂ = ∇ + ∇∫ ∫∫ ∫∫○  

式中，右边第一项由式（1）证其消失，据此求得 

 1 2( ) d
i

iS
A Sμ− ∇ =∫∫ 1 ( / )d

i
iC

A A n lμ− ∂ ∂∫○  

将上式对各介质区求和，左边化为被积式对整个解域的积分，右边在介质界面上的

面积分因式（2）双双抵消，只剩下内边界 C 对线积分的贡献，于是最终求得 

 1 2( ) d
S

A Sμ− ∇ =∫∫ 1 ( / )d
C

A A n lμ− ∂ ∂∫○  （4） 

利用边界条件（3），可证上式右边的线积分等于零 

 1 ( / ) d CC
A A n l Aμ− ∂ ∂ ⋅ =∫○ 1( / ) d 0

C
A n lμ− ∂ ∂ ⋅ =∫○  

以致由式（4）推得 0A∇ = 或 A 等于常数，静磁场解唯一，证毕. 顺便指出，以上未

曾提及解域的外边界，相应在式（4）右边丢掉一项沿外边界的线积分. 不过，这类
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外边界或为无穷远，或为某导体柱壳，与它们对应的线积分恒等于零，对上述唯一

性定理的证明没有影响. 
3.6  电荷和物质均匀分布的球以角速度ω 自转，其半径为 a，电量为 Q，质量

为 M，求它的磁矩和角动量，以及二者的比值. 
解  取球坐标，极轴沿自转轴方向，球内电流密度为 

 3 3

3 3 sin
4 4
Q Q r

a a φ
ω θρ ×

= = =
π π

v ω rj e  

由对称性，磁矩只有 z 分量（沿自转角速度方向），数值为 

 
2

4 3
3 0 0

1 3d d sin d
2 4 5

a

z
Q Q am V r r
a
ω ωθ θ

π
= ⋅ × = =∫∫∫ ∫ ∫e r j  

球的转动惯量为 22 / 5I Ma= ，角动量为 22 / 5I M aω ω= ，也沿角速度方向. 于是磁

矩和角动量的比值为 / (2 )Q M . 

3.7  从毕奥-萨伐尔定律出发，证明电流强度为 I 的闭合线圈的磁场可表为

0 / (4 )Iμ Ω= − ∇ πB ，式中 

 3

( ) d
| |Σ

Ω
′ ′− ⋅

=
′−∫∫

r r σ
r r

 

为线圈相对考察点所张的立体角， Σ 为以线圈为边界的任意曲面. 当线圈法向（与

电流方向呈右手关系）背离考察点时，上述立体角为负，指向考察点时，上述立体

角为正.  
证  由毕奥-萨伐尔定律得 

             0

4
Iμ

=
π

B 3

d ( )
| |
′ ′× −

′−∫○
l r r

r r
 

               0

4
Iμ

=
π

0
3 3d (d )

| | 4 | |
I

Σ

μ′ ′− −′ ′ ′× = ×∇ ×
′ ′− π −∫ ∫∫○ r r r rl σ

r r r r
 

               0 0
3 3d d

4 | | 4 | |
I I

Σ Σ

μ μ′ ′− −′ ′ ′ ′= ∇ ⋅ − ∇ ⋅
′ ′π − π −∫∫ ∫∫

r r r rσ σ
r r r r

 

上式右边第二项的被积式等于 4 ( )δ ′− π −r r ，其面积分消失；第一项化为 

 

0
3

0 0
3

d
4 | |

( ) d
4 | | 4

I

I I

μ

μ μ
Ω

′− ′= − ∇ ⋅
′π −
′ ′− ⋅

= − ∇ = − ∇
′π − π

∫∫

∫∫

r rB σ
r r
r r σ

r r

 

证毕.  
3.8  设铁磁体的磁化规律为 0 0μ μ= +B H M ，式中 μ 和 0M 为常量. 计算由该铁

磁体制成的半径为 a 的球内外的磁感应强度. 
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解  用磁标势方法求解. 注意到铁磁体的固有磁化强度均匀，对应的磁荷只分

布于球表面. 因此，球内外的磁标势均满足拉普拉斯方程. 采用球坐标（ , ,r θ φ），

极轴沿 0M 方向，尝试写下球内外的解如下： 

 0 1
m1 0 1 m2 0 2cos , cos

b ba a r a
r r

ϕ θ ϕ θ
′ ′

′= + = + +  

式中，系数由球面上的边值关系 
 m1 m2| |r a r aϕ ϕ= ==  

 m2 m1
0 m 0 0 cos

r a r a

M
r r
ϕ ϕ

μ μ σ μ θ
= =

∂ ∂
− = − = −

∂ ∂
 

确定. 将尝试解代入上述边值关系得 

 0 1
0 1 0 2cos cos

b ba a a a
a a

θ θ
′ ′

′+ = + +  

 0 1
0 0 1 0 02 3

2
cos cos cos

b b
a M

a a
μ μ θ μ θ μ θ

′ ′
− − − = −  

据此定出 

 
3

0 0 0 0
0 0 0 0 1 1

0 0

, 0, ,
2 2

M M a
a a b a b

μ μ
ϕ

μ μ μ μ
′ ′ ′= ≡ = = =

+ +
 

代入 m1ϕ 和 m2ϕ 的表达式得 

 0 0 0 0
m1 0 0

0 0

cos
2 2

M
r

μ μ
ϕ ϕ θ ϕ

μ μ μ μ
⋅

= + = +
+ +

M r
 

 
3 3

0 0 0 0
m1 0 02 3

0 0

cos
(2 ) (2 )

M a a
r r

μ μ
ϕ ϕ θ ϕ

μ μ μ μ
⋅

= + = +
+ +

M r
 

式中， 0ϕ 为常数. 由上述磁标势求得磁场强度 

 0 0
1 m1

02
μ

ϕ
μ μ

= −∇ = −
+

M
H  

 
3

20
2 m2 0 05

0

[3( ) ]
(2 )

a
r

r
μ

ϕ
μ μ

= −∇ = ⋅ −
+

H M r r M  

从而最终求得球内外的磁场分布如下： 

 
2
0 0

1 1 0 0
0

2
2
μ

μ μ
μ μ

= + =
+
M

B H M  

 
2 3

20
2 0 2 0 05

0

[3( ) ]
(2 )

a
r

r
μ

μ
μ μ

= = ⋅ −
+

B H M r r M  
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3.9  地球磁场可近似视为位于地球中心、磁矩为 22 28 10 A m× ⋅ 所产生的偶极子

磁场，沿磁矩方向的直线与地面的交点称为磁极. 设地球半径为 6400km. 将一磁矩为
23 21.5 10 A m−× ⋅ 的粒子从无穷远移至磁极处，粒子磁矩与地磁场方向一致，求外界做功. 

解  磁偶极子在外磁场中的势能为U = − ⋅m B ，在磁极处（ 0θ = ）的地磁场为
3

0 E/ (2 )B M Rμ= π ，外力做功 A′等于势能的增加．考虑到 m 和 B 的方向一致，有 

 

7 23 22
0

3 6 3
E
28

4 10 1.5 10 8 10
2 2 (6.4 10 )

9.16 10 (J)

mM
A U

R
μ − −

−

π× × × × ×′ = = − = −
π π ⋅ ×

= − ×   
 

外界做负功，数值为 289.16 10 J−× . 
*3.10  设半无限理想导体内初始磁场为零，导体表面为平面，外部为真空. 将

电流固定为 I、面积为 S 的小载流线圈从无穷远移至该平面上方，高度为 h，求下列

两种情况下外力做功：（1）线圈平面与导体平面平行；（2）线圈平面与导体平面交

角为 45°. （提示：按相对导体平面成镜像关系置放反向电流线圈，然后求力、求功） 
解  载流线圈的磁矩为 0m IS= . 对线圈平面与导体平面平行的情况，载流线圈

磁矩与镜像线圈的磁矩反向，二者均垂直于导体平面. 对线圈平面与导体平面交角

为 45°的情况，载流线圈磁矩与镜像线圈的磁矩彼此垂直，与导体平面法向的夹角

分别为 45°和 135°. 
先来计算两磁矩之间的相互作用力. 设磁矩分别为 1m 和 2m ，坐标原点取在 1m

所在位置，计算 2m 所受的磁力. 由 1m 产生的磁场为 

 0 1 0 1
1 5 3

3 ( )
4 4r r

μ μ⋅
= −

π π
m r r m

B  

据此求得 2m 所受的磁力为 

      0 1 2
2 1 5

3 [ ( )]
4 r

μ ⋅ ⋅∇
= ⋅∇ =

π
m m r r

F m B  

                   0 1 2 0 1 2 0 1 2
5 7 5

3 ( )( ) 15 ( ) ( ) 3 ( )
4 4 4r r r

μ μ μ⋅ ⋅∇ ⋅ ⋅ ⋅
+ − +

π π π
m r m r m r r m r m m r

 

                 0 0
1 2 1 2 2 1 1 24 4

3 3
( 5 ) ( )

4 4
r

r r r rm m m m
r r

μ μ
= ⋅ − + +

π π
e

m m m m  

下面计算外界克服磁力做功. 取 x 轴与导体平面重合，y 轴垂直导体平面. 设线

圈沿 y 轴自无限远向导体运动，当线圈坐标为 y 时，上述磁力公式化为（取 r = 2y） 

 0 0
1 2 1 2 2 1 1 24 4

3 3
( 5 ) ( )

64 64
y

y y y ym m m m
y y

μ μ
= ⋅ − + +

π π

e
F m m m m  

对于线圈平面与导体平面平行的情况，有 1 2 0m= − =m m ey，得 

 
2

0 0
4

3
32

ym
y

μ
=

π

e
F  
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从而在将线圈沿 y 轴自无限远移至 y = h 的过程中，外界克服磁力所做的功等于 

 
2 2 2 2

0 0 0 0 0
4 3 3

3
d d

32 32 32
h h

y
m m S I

A y y
y h h

μ μ μ
∞ ∞

= − ⋅ = − = =
π π π∫ ∫F e  

对于线圈平面与导体平面交角为 45°的情况，有 

 
2

0 00 0
1 2 4

9
2 ( ), 2 ( ),

2 2 128
y

x y x y

mm m
y

μ
= + = − =

π

e
m  e e m  e e F  

相应外界克服磁力所做的功等于 

 
2 2 2

0 0 0
4 3

9 3
d

128 128
h m S I

A y
y h

μ μ
∞

= − =
π π∫  

3.11  两个共轴的圆形电流线圈，半径分别为 a 和 b，电流强度分别为 aI 和 bI ，

电流方向如习题 3.11 图所示. 两线圈平面相互平行，其圆心之间的距离为 d，d b . 
求两线圈的相互作用能、互感系数和相互作用力.  

 

习题 3.11 图 

解  由条件 d b ，可视小线圈为磁矩 2
bb I= πm 的磁偶极子，它在大线圈电流

产生的磁场 B 中的磁能W = ⋅m B ，即为两个线圈的相互作用能. 由圆线圈电流在轴

线上的磁场公式 

 
2

0
2 2 3/22( )

a
z

I a
B B

a z
μ

= =
+

 

取 z = d，求得两线圈相互作用能为 

 
2 2

0
2 2 3/22( )

a bI I a b
W

a d
μ π

= ⋅ =
+

m B  

由 a bW MI I= ，求得互感系数为 

 
2 2

0
2 2 3/22( )

a b
M

a d
μ π

=
+

 

由 /W W d= ∇ = ∂ ∂F ，求得小线圈受力为 

 
2 2

0
2 2 5/2

3
2( )

a b
z

I I a b d
a d

μ π
= −

+
F e  
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第 4 章  电磁波的传播 

4.1  设两平面电磁波的电矢量分别表示为如下复数形式： 

 i( ) i( )
1 0 2 0( i )e , ( i )ekz t kz t

x y x yE Eω ω− −= + = −E e e E e e  

分析它们的偏振特性.  
解  两平面电磁波的偏振度分别为 iR = ± ，前者为左旋圆偏振波，后者为右旋

圆偏振波. 
*4.2  两相距为 d 的无限平面将介质 1、2 和 3 分开，磁导率同为 0μ ，折射率分

别为 1n 、 2n 和 3n . 频率为ω的平面电磁波从介质 1 垂直入射，依次进入介质 2 和 3，

并在两个界面上发生反射和折射. 
（1）计算反射系数（针对 1 侧的反射波）和透射系数（针对 3 侧的透射波），验

证二者之和为 1.（提示：分别写下介质 1 中的入射波和反射波，介质 2 中的透射波

和反射波，以及介质 3 中的透射波的复数形式，列出两个界面上的边值关系并求解

各反射波和透射波） 
（2）设介质 1 为某光学系统（如透镜），介质 2 为系统表面一层镀膜，介质 3

为空气（ 3 1n = ）. 为保证电磁波在光学系统和镀膜间的界面上不出现任何反射，d
和 2n 应满足什么条件？ 

解  按习题 4.2 图标出介质 1 和 2 中的入射波和反射波，介质 3 中的透射波，

图中规定电场的正向垂直指向纸面，磁场的正向由（ , ,E H k ）的右手正交关系确定，

各区电场和磁场的复数形式规定如下 

 1i( )
1 1 1 0 1 0( , ) ( , )e k z t
i i i iE H E H ω−=  

 

习题 4.2 图 
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 1i( )
1 1 1 0 1 0( , ) ( , )e k z t
r r r rE H E H ω− +=  

 2i( )
2 2 2 0 2 0( , ) ( , )e k z t

i i i iE H E H ω−=  

 2i( )
2 2 2 0 2 0( , ) ( , )e k z t

r r r rE H E H ω− +=  

 3i( )
3 3 30 30( , ) ( , )e k z tE H E H ω−=  

式中 

 1 1 2 2 3 3
1 1 1, ,k n k n k n
c c c

ω ω ω= = =  

 1 0 1 1 1 0 1 1,i i r rH cn E H cn Eε ε= =  

 2 0 2 2 2 0 2 2 3 0 3 3, ,i i r rH cn E H cn E H cn Eε ε ε= = =  

    按题意，介质 1 中的入射波给定，下面根据边值关系确定其他波的振幅. 设介

质 1、2 的界面位于 0z = ，则介质 2、3 的界面位于 z d= . 在这两个界面上的边值关

系分别为 
                          1 0 1 0 2 0 2 0i r i rE E E E+ = +  （1） 

                          1 0 1 0 2 0 2 0i r i rH H H H− = −   

                          32 2 ii i
2 0 2 0 3e e e k dk d k d

i rE E E−+ =  （2） 

                      32 2 ii i
2 0 2 0 3e e e k dk d k d

i rH H H−− =  

其中，关于磁场强度切向分量连续的式子可转化为 

 2
1 0 1 0 2 0 2 0

1

( )i r i r
nE E E E
n

− = −  （3） 

 32 2 ii i 3
2 0 2 0 3

2

e e e k dk d k d
i r

nE E E
n

−− =  （4） 

以上关于电场切向分量的方程一共 4 个，待求量（ 1 0 2 0 2 0 3, , ,r i rE E E E ）也是 4 个，解

唯一存在. 求解过程如下. 首先，由式（1）和（3）消去 1 0rE ，得 

 2 2
1 0 2 0 2 0

1 1

2 1 1i i r
n nE E E
n n

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 （5） 

再由式（1）和（3）消去 1 0iE 得 

 2 2
1 0 2 0 2 0

1 1

2 1 1r i r
n nE E E
n n

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 （6） 

然后，由式（2）和（4）消去 3E 得 

 22i2 3
2 0 2 0

2 3

e k d
r i

n n
E E

n n
−

=
+

 （7） 
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将式（7）代入式（5），经化简得 

 
2i

2 0 1 2 3
2

1 0 2 1 3 2 2 1 3 2

( )e
( )cos( ) i( )sin( )

k d
i

i

E n n n
E n n n k d n n n k d

−+
=

+ − +
 （8） 

将式（7）代入式（8）解得 

 
2i

2 0 1 2 3
2

1 0 2 1 3 2 2 1 3 2

( )e
( )cos( ) i( )sin( )

k d
r

i

E n n n
E n n n k d n n n k d

−
=

+ − +
 （9） 

最后，将式（8）和（9）代入式（6）解得 

 
2

1 0 2 1 3 2 2 1 3 2
2

1 0 2 1 3 2 2 1 3 2

( )cos( ) i( )sin( )
( )cos( ) i( )sin( )

r

i

E n n n k d n n n k d
E n n n k d n n n k d

− + −
=

+ − +
 （10） 

将式（8）和（9）代入式（2）解得 

 
3i

3 1 2
2

1 0 2 1 3 2 2 1 3 2

2 e
( )cos( ) i( )sin( )

k d

i

E n n
E n n n k d n n n k d

−

=
+ − +

 （11） 

解毕.  
（1）由上述结果立刻求得反射系数 R 和透射系数 T： 

 
2 2 2 2 2 2 2

1 0 2 1 3 2 2 1 3 2
2 2 2 2 2 2 2

1 0 2 1 3 2 2 1 3 2

| | ( ) cos ( ) ( ) sin ( )
| | ( ) cos ( ) ( ) sin ( )

r

i

E n n n k d n n n k d
R

E n n n k d n n n k d
− + −

= =
+ + +

 

 
2 2

3 3 2 1 3
2 2 2 2 2 2 2

1 1 0 2 1 3 2 2 1 3 2

| | 4
| | ( ) cos ( ) ( ) sin ( )i

n E n n n
T

n E n n n k d n n n k d
= =

+ + +
 

容易验证 1R T+ = .  
（2）为使 R = 0，要求 R 表达式的分子中的两项分别为零，即 

 
2 2 2 2 2 2
2 1 3 2 2 1 2

2 2 2 2 2 2
2 1 3 2 2 1 2

( ) cos ( ) ( 1) cos ( ) 0

( ) sin ( ) ( ) sin ( ) 0

n n n k d n n k d

n n n k d n n k d

− = − =

− = − =
 

由第一个等式，要求 2 (2 1) / 2k d m= + π ，或 2(2 1) / 4d m λ= + ，m 为非负整数；由第

二个等式，要求 2 1n n= .  

4.3  一无限平面（ 0z = ）将真空（ 0z < ）和理想导体隔开，平面电磁波从真

空一侧垂直入射并发生全反射. 设入射波电场的表达式为 0 exp(i i ) xE kz tω= −E  e ，

求反射波的电场和导体表面感应电流面密度的矢量复数表达式.  
解  由入射波电场表达式可求得其磁场强度的表达式如下： 

 i( )0

0 0

1 e kz t
y

kE ω

ωμ ωμ
−= × =H k E e  

在理想导体表面，入射波被全反射，仅存在反射波，其电场表达式设为 
 i( )

0e
kz t

xE ω− +′ ′=E e  
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由界面两侧电场强度切向分量连续的条件得 

 0 0 0 00,E E E E′ ′+ = = −     ，即 i( )
0e

kz t
xE ω− +′ = −E e  

相应求得反射波的磁场表达式如下： 

 i( )0

0 0

1 e kz t
y

kE ω

ωμ ωμ
− +′ ′= − × =H k E e  

界面上的感应电流面密度为 

 
2 1 0

i i0 0
0

0 0

( ) ( )

2
e 2 e

z z

t t
x x

kE
Eω ωε

ωμ μ

=

− −

′= × − = × − −

= =

i n H H e H H

e e
 

4.4  对无限电介质平面的电磁波的反射和折射问题，当入射波电场与入射面垂

直时，成立 

 1 2

1 2

cos cos
cos cos

E
E

ε θ ε θ
ε θ ε θ

′′−′
=

′′+
 

 1

1 2

2 cos
cos cos

E
E

ε θ
ε θ ε θ

′′
=

′′+
 

式中，E、E′和 E′′分别为入射波、反射波和折射波的电场强度， 1ε 和 2ε 为介电常量，

θ 和θ ′′为入射角和折射角. 电磁波从一侧入射，两侧介质的磁导率均设为 0μ . 

（1）计算能流密度 S 、 ′S 和 ′′S ，证明 ′ ′′⋅ + ⋅ = ⋅n S n S n S ， n 为界面法向矢量.  
（2）确定反射系数.  
解  （1）能流密度分别为 

 (cos sin )EH θ θ= × = +S E H  n  τ  
 ( cos sin )E H θ θ′ ′ ′= − +S  n  τ  
 (cos sin )E H θ θ′′ ′′ ′′ ′′ ′′= +S  n  τ  

式中，τ 为切向单位矢量. 于是有 

 

2 2
1 0

2

1 221

0 1 2

2
1 22

2
0 1 2

( ) ( )cos / ( )cos

cos cos
1 cos

cos cos

4 cos cos1
( cos cos )

EH E H E E

E

E

θ ε μ θ

ε θ ε θε
θ

μ ε θ ε θ

ε ε θ θ
μ ε θ ε θ

′ ′ ′ ′⋅ + = − = −

⎡ ⎤⎛ ⎞′′−⎢ ⎥= − ⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥′′+⎝ ⎠⎣ ⎦
′′

=
′′+

n S S

 

 

2
2 0

2
1 22

2
0 1 2

cos / cos

4 cos cos1 ( )
( cos cos )

E H E

E

θ ε μ θ

ε ε θ θ
μ ε θ ε θ

′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′⋅ = =

′′
′= = ⋅ +

′′+

n S

n S S
 

证毕. 
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（2）反射系数为 

 
22

1 2

1 2

cos cos
cos cos

ER
E

ε θ ε θ
ε θ ε θ

⎛ ⎞′′−′
= = ⎜ ⎟⎜ ⎟′′+⎝ ⎠

 

*4.5  证明 
 ( ) 0′ ′⋅ × + × =n E H E H  

式中，E 和 H 为入射波电磁场， ′E 和 ′H 为反射波电磁场，n 为介质界面法向矢量

（见 4.2 节提示）. 
证  利用 

 1 1

1 1,

0, 0, ,z zk k τ τ

ωμ ωμ
′ ′ ′= × = ×

′ ′ ′ ′⋅ = ⋅ = = − =

H k E H k E

k E k E k k
 

得 

 1 1

1

1 1( ) [ ( )] [( ) ( ) ]

1 [ ( ) ]z z z z zk k E E Eτ τ

ωμ ωμ

ωμ

′ ′ ′ ′⋅ × = ⋅ × × = ⋅ ⋅ − ⋅

′ ′ ′= ⋅ − − ⋅

n E H n E k E n E E k k E E

E E k E
 

 1 1

1

1 1( ) [ ( )] [( ) ( ) ]

1 [ ( ) ]z z z z zk k E E Eτ τ

ωμ ωμ

ωμ

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′⋅ × = ⋅ × × = ⋅ ⋅ − ⋅

′ ′ ′ ′ ′ ′= ⋅ − − ⋅

n E H n E k E n E E k k E E

E E k E
 

上述两式右边括弧中的头两项相加，因 z zk k ′= − 互相抵消. 至于第三项，由 

 
( )
( )

z z z z z z z

z z z z z z z

E E k E E k E E
E E k E E k E E

τ τ τ τ

τ τ τ τ

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′⋅ = ⋅ = ⋅ − =
′ ′ ′ ′ ′⋅ = ⋅ = ⋅ − = −

k E k E k E
k E k E k E

 

相加之后也互相抵消，以至有 ( ) 0′ ′⋅ × + × =n E H E H ，证毕.  

*4.6  对线性各向同性介质，证明 

 1: ( ) : ( ) 0
2

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ − + + + =nn D E D E B H B H I nn DE D E BH B H  

式中，E 和 H 为入射波电磁场， ′E 和 ′H 为反射波电磁场，n 为介质界面法向矢量

（见 4.2 节提示）.  
证  容易推得 

 1 1

1 1

1: ( )
2

1 ( )[ ( ) ( )]
2

ε μ

ε μ

′ ′ ′ ′⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅

′ ′ ′ ′= ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅

′ ′= ⋅ + ⋅

nn D E D E B H B H I

n n E E E E H H H H

E E H H
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式中， 1ε 和 1μ 分别为入射波一侧介质的介电常量和磁导率， 

 
1 1

: ( )
2 2n n n n n n n n n n n nD E D E B H B H E E H Hε μ

′ ′ ′ ′+ + +
′ ′ ′ ′ ′ ′= + + + = +

nn DE D E BH B H
 

以下取直角坐标系（x, y, z），z 轴沿法向方向，xz 平面为入射面，则 

 
,

,

,

x x z z x x z z x x z z

x x y y z z x x y y z z

x x y y z z x x y y z z

k k k k k k
E E E E E E

H H H H H H

′ ′ ′= + = + = −
′ ′ ′ ′= + + = + +

′ ′ ′ ′= + + = + +

k e e k e e e e
E e e e E e e e

H e e e H e e e

 

原问题归结为证明 

 1 1 1 1

1 1

2 2
( ) ( ) 0

z z z z

x x y y z z x x y y z z

E E H H
E E E E E E H H H H H H

ε μ ε μ
ε μ

′ ′ ′ ′⋅ + ⋅ − −
′ ′ ′ ′ ′ ′= + − + + − =

E E H H
 

或 
 1 1 1 1[ ( )] [ ( )] 0y y z z x x y y z z x xE E H H H H H H E E E Eε μ μ ε′ ′ ′ ′ ′ ′− − + − − =  

以下将证明上式左边两项分别为零，即 
 1 1 1 1( ) ( ) 0y y z z x x y y z z x xE E H H H H H H E E E Eε μ μ ε′ ′ ′ ′ ′ ′− − = − − =  

从而完成证明. 为此，由 

 
1 1

1 1( )x x z yH k E
ωμ ωμ

= ⋅ × = −e k E  

 
1 1

1 1
x z y z yH k E k E

ωμ ωμ
′ ′ ′ ′= − =  

 
1 1

1 1( )z z x yH k E
ωμ ωμ

= ⋅ × =e k E  

 
1 1

1 1
z x y x yH k E k E

ωμ ωμ
′ ′ ′ ′= =  

得 

 2 2
1 12

1

1( ) ( )z z x x x z y y y yH H H H k k E E E Eμ ε
ω μ

′ ′ ′ ′− = + =  

再由 

 
1 1

1 1( )x x z yE k H
ωε ωε

= − ⋅ × =e k H  

 
1 1

1 1
x z y z yE k H k H

ωε ωε
′ ′ ′ ′= = −  

 
1 1

1 1( )z z x yE k H
ωε ωε

= − ⋅ × = −e k H  
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1 1

1 1
z x y x yE k H k H

ωε ωε
′ ′ ′ ′= − = −  

得 

 2 2
1 12

1

1( ) ( )z z x x x z y y y yE E E E k k H H H Hε μ
ω ε

′ ′ ′ ′− = + =  

证毕.  
4.7  已知海水介电常量为 010ε ε= ，磁导率为 0μ ，电导率为 1S⋅m−1. 对频率为

50Hz 的电磁波，证明良导体近似满足，并计算该电磁波在海水中的透入深度.  
解  由题给海水电磁性能参数得 

 
9

71 36 10 3.6 10 1
10 2 50

σ
εω

× π×
= = ×

× π×
 

满足良导体近似. 此时电磁波在海水中的透入深度为 

 1/2 7 1/2
0[2 / ( )] [2 / (2 50 4 10 1)] 71(m)δ ωμ σ −= = π× × π× × =  

4.8  设微波炉使用的电磁波频率为 2.5GHz（1GHz=109Hz），食品的介电常量

为 050ε ε= ，电导率为 12S mσ −= ⋅ ，计算比值 / ( )σ εω ，回答是否可使用良导体近似

并确定电磁波透入食品的深度. 
解  由题给食品电磁性能参数，得 

 
9

9

2 36 10 0.288
50 2 2.5 10

σ
εω

× π×
= =

× π× ×
 

不满足良导体近似. 电磁波在食品中的透入深度为 1δ α −= ， 

 

1/2
2

0
2 2

9
2 1/2

8

1 1
2

2 2.5 10 50 / 2( 1 0.288 1) 52.78
3 10

μ ε σα ω
ω ε

⎡ ⎤
= + −⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
π× ×

= + − =
×

 

据此求得 1δ α −= = 0.019m = 1.9cm. 
4.9  证明电磁波透入良导体表面单位面积的能流等于导体表面单位面积的平

均损耗功率. 
证  设金属导体占据 0z > 半空间. 在良导体近似下，进入金属中的电磁波的电

矢量近似为（ 0,x zβ β≈ ≈ β e ） 

 i( )
0 0

1e e ,
2

z z tα β ω α β ωμ σ− −= ≈ ≈E E  

由表面进入金属的能流为 
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0

0
0

2
20

0
0 0

1 1 iRe( ) Re
2 2

| |
Re( i ) | |

2 2

z

z

z

ωμ

α
ωμ ωμ

∗

∗
=

=

⎡ ⎤⎛ ⎞+⎢ ⎥= × = × ×⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

= − =

S E H E E

E
E e

β α

β α

 

金属的焦耳功率密度为 

 2 2
0

1 1Re( ) | | e
2 2

zp ασ∗ −= ⋅ =E j E  

因此，导体表面单位面积的平均损耗功率为 

 2 2 2 2
0 0 00 0

0

1d | | e d | | | |
2 4 2

zp z zα σ ασ
α ωμ

∞ ∞ −= = =∫ ∫E E E  

正好等于由表面进入金属的能流，证毕.  
4.10  给出波长为 4.5cm 的微波在 4cm× 3cm 的波导管中传播的波模.  
解  （ ,m n ）波模的下截止频率为 

 2 2 1/2
c [( / ) ( / ) ]c m a n bω = π +  

式中， 4cma = ， 3cmb = ；据此求得（ ,m n ）波模的最大波长为 

 
2 2

c

2 2
( / ) ( / )

mn
c

m a n b
λ

ω
π

= =
+

 

只有波长短于 mnλ 的微波才能以（m, n）波模形式沿波导管传播. 按上式分别算得

10 8cmλ = ， 01 6cmλ = ， 11 4.8cmλ = ， 21 3.33cmλ = ， 12 2.81cmλ = . 前三种波模的最

大波长大于 4.5cm，因而是允许的；后面的波模的最大波长小于 4.5cm，相应的波模

无法传播. 故可以传播的波模限于 TE10，TE01，TE11，TM11. 
*4.11  如习题 4.11 图所示的波导管，截面为直角三角形，两直角边边长同为 a，

管壁可视为理想导体. 确定可能传播的波模及下截止频率.  
解  采用直角坐标下的分离变数法求解，取 

 3i( )
0 ( , )e k z tx y ω−=E E  

 

习题 4.11 图 

其中，幅度因子 0 ( , )x yE 的任一个分量 u 存在如下形式的分离变数解： 
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 1 1 1 1 2 2 2 2( cos sin )( cos sin )u a k x b k x a k y b k y= + +  

 
2

2 2 2 2
1 2 3 2k k k k

c
ω

+ + = =  

需要满足的边界条件（切向电场分量为零）如下： 

 
0 00 0

0, 0x y z zx yy x
E E E E

= == =
= = = =  （1） 

 ( ) 0, 0x y z y a xy a x
E E E

= −= −
− = =  （2） 

注意，我们没有列出边界上 / 0nE n∂ ∂ = 的条件，该条件系方程 0∇ ⋅ =E 对边界条件

附加的约束条件（参见 4.4.1 节）. 很多情况下，使用该条件于求解过程，属于一种

处理技巧. 可是对于本题来说，没有必要这样做. 从条件式（1）出发，可将电场的

表达式写为 

 
0 1 1 2

0 2 1 2

0 3 1 2

cos( )sin( )
sin( )cos( )

sin( )sin( )

x

y

z

E A k x k y
E A k x k y

E A k x k y

=

=

=

 

为满足式（2）中的第一个条件，要求 
 1 1 2 2 1 2cos( )sin[ ( )] sin( )cos[ ( )]A k x k a x A k x k a x− = −  

据此推出 

 1 2 1 2, nA A A k k
a
π

= − ≡ = = ，n 为正整数 

由条件 0∇ ⋅ =E 进一步推得 3 0A = ，即 0 0zE = ，电磁波为横电波，波模为 TEn，电

场表达式为 

 
0

0

0

cos( / )sin( / )
sin( / )cos( / )

0

x

y

z

E A n x a n y a
E A n x a n y a

E

= π π

= − π π

=

 

上述电场表达式自动满足边界 y a x= − 上 0zB = 、所有边界上 / 0nE n∂ ∂ = 的条件，尽

管在求解过程中未曾用过这些条件. 相应的磁场表达式可由 0i / ( )ωμ= − ∇×H E 求

得，其幅度因子表达式为 

 

3
0

0

3
0

0

0
0

sin( / )cos( / )

cos( / )sin( / )

2i cos( / )cos( / )

x

y

z

k A
H n x a n y a

k A
H n x a n y a

n AH n x a n y a
a

ωμ

ωμ

ωμ

= π π

= π π

π
= π π
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对给定的波频率ω和正整数 n，波数为 

 
1/222

3 2 2 nk
c a
ω⎡ ⎤π⎛ ⎞= −⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
 

为保证 3k 为实数，要求 2 /n c aω > π ；取 n = 1，求得波导管的下截止频率为

min 2 /c aω = π . 

*4.12  设有一长方形导体盒，其尺寸如习题 4.12 图所示. (a)分析波长位于

(4 / 5, 8 / 13) cm 之间的电磁波有多少个模式？(b)求出每个波模的波长. (c)求每个

波模的电场. （d）波长位于 (0.01 , 0.011)  cm 之间的电磁波有多少个模式？ 

 

习题 4.12 图 

解  （a）在该谐振腔中，驻波模式（ , ,m n l ）的波长（cm）为 

 , , 2 2 2 1/2 2 2 2 1/2

2 2
[( / 2) ( / 3) ] ( / 4 / 9 )m n l m n l m n l

λ = =
+ + + +

 

由 4 / 5 8 / 13λ≤ ≤ 得 

 
2 2

213 5
16 4 9 4

m n l+ +≤ ≤  

因为 , ,m n l 为零或正整数，且其中至少有两个不等于零，满足上述不等式的波动模

式只能是 
（1）当 l = 0 时， 1, 3m n= = 或 2, 1m n= = ； 
（2）当 m = 0 时， 1, 1n l= = ； 
（3）当 n = 0 时， 1, 1m l= = ； 

即允许存在四种波动模式： (1,3,0), (2,1,0), (0,1,1), (1,0,1)   .  

（b）四种波模的波长依次为 4 / 5cm，6 / 10cm ，6 / 10cm 和 4 / 5 cm，实际

上只有两种波长． 
（c）可将上述四种波模的电场强度分量统一表示为 

 1 cos( )sin( )sin( )x x y zE A k x k y k z=  

 2 sin( )cos( )sin( )y x y zE A k x k y k z=  
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 3 sin( )sin( )cos( )z x y zE A k x k y k z=  

式中 
 / 2, / 3,x y zk m k n k l= π = π = π  

对模式 (1,3,0)，有 3 sin( / 2)sin( ), 0z x yE A x y E E= π π = = ； 

对模式 (2,1,0) ，有 3 sin( )sin( / 3), 0z x yE A x y E E= π π = = ； 

对模式 (0,1,1) ，有 1 sin( / 3)sin( ), 0x y zE A y z E E= π π = = ； 

对模式 (1,0,1) ，有 2 sin( / 2)sin( ), 0y x zE A x z E E= π π = = . 

（d）由 0.01 0.011λ≤ ≤ ，得 

 2 2 2 2 2(181.8) / 4 / 9 (200)m n l+ +≤ ≤  

上式要求模式代表点（m, n, l）位于下述两个椭球面 

 
2 2 2

2 2 1
(2 181.8) (3 181.8) (1 181.8)

m n l
+ + =

× × ×
 

 
2 2 2

2 2 1
(2 200) (3 200) (1 200)

m n l
+ + =

× × ×
 

之间，其“体积”等于两椭球面围成的椭球壳的体积的 1/8，即 

 3 3 6(1 / 8) 4 2 3 1 (200 181.8 ) / 3 6.3 10V = × π× × × × − ≈ ×  

在 ( , , )m n l 空间中，单个模式占的“体积”为 1m n lΔ ⋅Δ ⋅ Δ = ，故在给定的波长范围内，

约有 66.3 10× 个波动模式. 
4.13  对边长为 a 和 b 的矩形截面波导管，频率为ω（大于截止频率）、幅度为

0E 的 TE10 波沿波导管传播，管壁材料的电导率为σ ，求单位长度波导管的平均耗

散功率. 
解  对 TE10 波有 

 
2 2

i( ) 2
0 2 20, sin e ,kz t

x z y
xE E E E k

a c a
ω ω−π π⎛ ⎞= = = = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 

i( )0

0

i( )0

0

sin e , 0

i
cos e

kz t
x y

kz t
z

kE xH H
a

E xH
a a

ω

ω

ωμ

ωμ

−

−

π⎛ ⎞= − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

π π⎛ ⎞= − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

良导体单位面积表面平均耗散功率为 

 2

0

d 1 2,
d 2
P
A

δ
σδ ωμ σ

= =|H|  

式中， H 为表面外侧切向磁场强度. 在 y = 0 和 b 两壁，成立 
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2 2

2 2 2 20
2 2 2

0

| | sin cos
E x xk

a a aω μ
⎡ ⎤π π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
H  

过（0, a）对 x 积分，然后加倍，求得上述两壁单位长度的耗散功率为 

 
22 2 2

0 0
1 2 2 2 2

0 02 2
aE E aP

c a c
ω

μ σδ ω μ σδ
π ⎛ ⎞= = ⎜ ⎟π⎝ ⎠

 

在 x = 0 和 a 两壁，成立 

 
2 2

2 0
2 2 2

0

| |
E

aω μ
π

=H  

过（0, b）对 y 积分，然后加倍，求得上述两壁单位长度的耗散功率为 

 
2 2

0
2 2 2 2

0

E b
P

aω μ σδ
π

=  

最终求得单位长度波导管的平均耗散功率为 

 

22 2
0

1 2 2 2 2
0

22 2
0

3 3 1/2 2
0

2

(2 ) 2

E a aP P P b
a c

E a ab
a c

ω
ω μ σδ

ω
ω μ σ

⎡ ⎤π ⎛ ⎞= + = +⎢ ⎥⎜ ⎟π⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤π ⎛ ⎞= +⎢ ⎥⎜ ⎟π⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
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5.1  考虑麦克斯韦方程组的一个可能解 i( )
0( , ) e tt ω⋅ −= k rA r A ， ( , ) 0tφ =r ，A 和ϕ 分

别为矢势和标势. 设 0A 、k 和ω为常量，试给出真空中的麦克斯韦方程组对 0A 、k

和ω的约束条件.  
解  由题目给定的 A 和ϕ 求得 

 i( ) i( )
0 0i e , i et t

t
ω ωϕ ω⋅ − ⋅ −∂

= ∇× = × = −∇ − =
∂

k r k rAB A k A E A  

真空中的麦克斯韦方程组为 

 0 00, 0
t

μ ε ∂
∇ ⋅ = ∇× − =

∂
EB B  

 0, 0
t

∂
∇ ⋅ = ∇× + =

∂
BE E  

易证第一个和第四个方程自动满足. 将 B 、 E 代入第二、三两个方程，依次求得 

 2 2 2
0 0 0( / ) ( ) 0, 0k cω− − ⋅ = ⋅ =A k A k k A  

故对 0A 、 k 和ω的约束条件为 

 0 0, /k cω⋅ = =k A  

5.2  对时谐场（ i~ e tω− ），证明电场的计算公式 iω ϕ= −∇E A 和 2i (c= ∇× −E B  

0 )μ ωj / 等效. 

证  由 = ∇×B A得 

 

2 2 2
0 0

2 2

2 2 2

i [ ( ) ] / i [ ( ) ] /

i 1 1 i

c c

c
c t c t

μ ω μ ω

ϕ ω ϕ
ω

= ∇× ∇× − = ∇ ∇ ⋅ −∇ −

⎡ ⎤∂ ∂⎛ ⎞= ∇ − − = −∇⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦

E A j A A j

A A
 

证毕.  
*5.3  从三维波动方程 

 
2

2
2 2

1 4 ( , )f t
c t

ψψ ∂
∇ − = − π

∂
r  

的推迟势解 

 ( , ) |( , ) d ,
|
f tt V t t

c
ψ

′ ′ ′−′ ′= = −
′−∫

r r r |r
r r |
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出发，计算脉冲式点激发源 ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )f t x y z tδ δ δ δ′ ′ ′ ′ ′ ′=r 、无穷长直线脉冲式激发源

( , ) ( ) ( ) ( )f t x y tδ δ δ′ ′ ′ ′ ′=r 和无限大平面脉冲式激发源 ( , ) ( ) ( )f t x tδ δ′ ′ ′ ′=r 的推迟势解. 

你会发现，三维推迟势解的扰动仅限于半径为 ct 的球面，而二维和一维解则在波前

下游长期维持扰动状态. 试对此作出物理解释. 
解  对脉冲式点激发源有 

 ( ) ( ) ( ) ( ) 1d d d
|

x y z t rx y z t
r c

δ δ δ δψ δ
′ ′ ′ ′ ⎛ ⎞′ ′ ′= = −⎜ ⎟′− ⎝ ⎠∫ r r |

 

迟势解的扰动仅限于半径为 ct 的球面. 
对长直线脉冲式激发源有 

 
2 2 2 1/2

2 2 2 1/2

( ) ( ) ( )d
|
{ [ ( ) ] / }d

[ ( ) ]

x y t V

t x y z z c z
x y z z

δ δ δψ

δ∞

−∞

′ ′ ′
′=

′−

′− + + − ′=
′+ + −

∫

∫

r r |
 

利用δ 函数的如下性质 

 
1

( ( )) (d / d ) ( )
iz z i

i
f z f z z zδ δ

−

′ ′=′ ′ ′ ′= −∑  

可将上述积分化为 

 
1

2 2 2 1/2

( )dd ( )
d [ ( ) ]

i

i

i z z

z z zf z
z x y z z

δ
ψ

−
∞

−∞
′ ′=

′ ′ ′′ −
=

′ ′+ + −∑∫  

式中 

 2 2 2 1/2( ) [ ( ) ] /f z t x y z z c′ ′= − + + −  

 2 2 2 1/2( ) [ ( ) ] / 0i if z t x y z z c′ ′= − + + − =  

 
2 2 2 2 1/2

2 2 2 1/2 2

| |d [ ]
d [ ( ) ]

i

i

z z i

z zf c t x y
z c x y z z c t′ ′=

′− − −
= =

′ ′+ + −
 

注意， ( )f z′ 存在两个零点： 2 2 2 2 1/2[ ( )]iz z c t x y′ = ± − + ，对积分的贡献相同，总贡

献为 

 
2 2 2

2 2 2 2 1/2 2 2 2 1/2

( ) 2 2 ( )
( ) ( )

c t ct x y c ct
c t x y ct c t
Θ Θ ρψ

ρ
− + −

= ⋅ =
− − −

 

式中，Θ 为单位阶跃函数， 2 2 1/2( )x yρ = + . 阶跃函数的出现同如下物理事实一致：

当 ctρ > 时，信号尚未抵达，必有 0ψ = . 从数学角度，当 ctρ > 时， ( )f z′ 将不存在

实零点，所对应的δ 函数积分等于零.  
对无限面脉冲式激发源有 
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2 2 2 1/2

2 2 2 1/2

( ) ( ) d
|

{ [ ( ) ( ) ] / }d d
[ ( ) ( ) ]

x t V

t x y y z z cy z
x y y z z

δ δψ

δ∞ ∞

−∞ −∞

′ ′
′=

′−

′ ′− + − + −′ ′=
′ ′+ − + −

∫

∫ ∫

r r |
 

式中，对 z′的积分，可仿照前述对长直线源的步骤进行计算，从而获得如下结果： 

 
2 2

2 2 2 2 1/2

2 ( ( ) )
d

[ ( ) ]
c ct x y y

y
c t x y y
Θ

ψ
∞

−∞

′− + −
′=

′− − −∫  

作积分元替换 u y y′= − ，被积式中阶跃函数限制 u 的积分区间为 2 2 2( ,c t x− −  
2 2 2 )c t x− ，得 

 
2 2 2

2 2 2

2 2

2 2 2 2 1/2

2 2 2 2 1/2

2 ( ) d
[ ]

d2 ( | |) 2 ( | |)
[ ]

c t x

c t x

c ct x u u
c t x u

uc ct x c ct x
c t x u

Θψ

Θ Θ

∞

−∞

−

− −

− +
=

− −

= − = π −
− −

∫

∫
 

式中，右边的阶跃函数同下述物理事实一致：当 | |x ct> 时，信号尚未抵达，必有 0ψ = . 
从数学角度，当 | |x ct> 时，被积式将不存在实零点，所对应的δ 函数积分等于零.  

由线源和面源的结果可见，线源的波前为以源为轴、半径为 ct 的圆柱面，面源

的波前为与源面平行、距离为 ct 的平面. 对于这两种情况，波前下游长期维持扰动

状态. 理由在于，源的尺寸无限，在任意时刻 t，总会有扰动信号抵达波前下游的任

意位置.  
5.4  从电偶极辐射功率角分布 2 2

0d / d | | /(32 )rP cΩ μ= × πp e 出发，就电偶极矩

p 非定向的一般情况证明辐射功率 2
0 | | /(12 )P cμ= πp （见 5.4 节提示）. 

解  由 

 
2

2

| | ( ) ( ) [ ( )]

( ) ( ) | | :
r r r r r

r r r r

∗ ∗

∗ ∗ ∗

× = × ⋅ × = ⋅ × ×

= ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ = −

p e p e p e p e p e

p p e p e p p p p e e
 

当对立体角积分，上式右边第一项的贡献为 24 | |π p ，第二项的贡献由 

 4d sin d d
3r r r rΩ θ θ φ π

= =∫∫ ∫∫e e e e I  

求得，结果为 2( 4 / 3) | |− π p . 二项之和为 2(8 / 3) | |π p ，从而推得 

 
4 4

2 2 20 0 0
2

d d | | d | | | |
d 32 12 12r

PP p
c c c

μ ω μ ω μ
Ω Ω

Ω
= = × = =

π π π∫∫ ∫∫ p e p  

5.5  半径为 R 的理想导电球壳，为过球心的平面切成两半，分别加上交变电势

cosV tω± . 在小场源近似（ R λ或 R cω ）下，求辐射功率角分布和辐射功率. （提

示：利用 2.3 节例 2.5 的结果） 
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解  在小场源近似下，只需给出系统 低阶矩对辐射场的贡献. 由 2.3 节例 2.5
之结果，系统的 低阶非零矩为偶极矩，且 

 2
06 cos za V tε ω= πp  e  

式中， ze 为垂直于切割面的单位矢量. 经写成复数形式有 

 2 i
06 e t

za V ωε −= πp  e  

将上述偶极矩代入偶极子辐射功率角分布和辐射功率公式得 

 
2 4 4 2

0 0
2 3

| | 9d sin sin
d 32 8

a VP
c c

μ ε ω
θ θ

Ω
= =

π
2 2p

 

 
4 4 22

0
3 3

0

3| |
12

a V
P

c c
ε ω

ε
π

= =
π
p  

*5.6  在小场源近似（场源尺度远小于波长和考察距离）下，位于坐标原点、

电偶极矩为 ( )tp 的电荷系统的矢势为 

 0 ( / ) ( / )( , ) , ( / )
4
t r c t r ct t r c

r t
μ − ∂ −

= − =
π ∂

p pA r p  

（1）证明在坐标原点之外（ 0≠r ）A 满足波动方程 

 2 2 2 2/ 0c t∇ − ∂ ∂ =A A  
（2）由洛伦兹规范条件求对应的标势ϕ（不作任何近似）； 

（3）计算对应的磁场和电场（不作任何近似）； 
（4）求时谐偶极子 i

0( ) e tt ω−=p p 的矢势、磁场和电场表达式.  

解  （1）证明在坐标原点之外（ 0≠r ）A 满足波动方程. 
考察 x 分量 0 ( / ) / (4 )x xA p t r c rμ= − π ，要求证明的公式为 

 
2

2
2 2

1 0x
x

A
A

c t
∂

∇ − =
∂

 （1） 

证明如下 

 

2 2 0

2 20 0 0

4
1 1 ( )

4 2 4

x x

x
x x

A p
r

p p p
r r r

μ

μ μ μ

⎛ ⎞∇ = ∇ ⎜ ⎟π⎝ ⎠
⎛ ⎞= ∇ + ∇ ⋅∇ + ∇⎜ ⎟π π π⎝ ⎠

 

 20
0

1 4 ( ) 0 ( 0)
4

x
x

p
p

r
μ

μ δ∇ = − π = ≠
π

r r  

 0 0 0
3 2

1 ( )
2 2 2

x
x x

pp p
r r cr cr

μ μ μ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∇ ⋅∇ = − ⋅ − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟π π π⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
r r  

 20 0 0 0
2 24 4 2 4

x x
x x

p pp p
r r cr cr c r

μ μ μ μ⎛ ⎞∇ = ∇ ⋅ − = − +⎜ ⎟π π π π⎝ ⎠
r  



第 5 章  电磁波的辐射 

 

·157·

 
2

0 0
2 2 24 4

x xp p
c r t c r
μ μ∂

=
π ∂ π

 

将上述结果代入式（1），易证该式成立，即 xA 满足波动方程. 采取类似步骤可证 yA

和 zA 也满足波动方程，即矢势 A 满足波动方程，证毕.  

（2）由洛伦兹规范条件求标势 

 

2
2 0

2
0

1 1
4

1 1 1
4 r

c r rc t t
t r c r c

r rt t
r c cr c

μϕ

ε

∂ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − ∇ ⋅ = − ∇ ⋅ − + ∇ ⋅ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥∂ π ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥π ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

A p p

e p p
 

将上式对时间积分得 

 2
0

1 1 1
4 r

r rt t
r c cr c

ϕ
ε

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥π ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
e p p  

（3）由电磁势求电场和磁场 

 
3 3 2 2

0

3 2 2
0

1 ( ) ( )
4

3( ) 3( )1 1 ( )
4

r r r r
r r

r r cr cr

r cr c r

ϕ
ε

ε

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∇ = ∇ ⋅ + ∇ ⋅ + ∇ ⋅ + ∇ ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥π ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅⎡ ⎤= + − ⋅⎢ ⎥π ⎣ ⎦

r r r rp p p p

p e p e p e p e e p e
 

 0
2

0

1
4 4t r c r
μ

ε
∂

= =
∂ π π
A p p  

 

3 2
0

3( )1 11 ( )
4

r r
r r

t
r
c t r c r

ϕ

ε

∂
= −∇ −

∂
⋅ ⋅ −⎡ ∂ ⎤⎛ ⎞= + + × ×⎜ ⎟⎢ ⎥π ∂⎝ ⎠⎣ ⎦

AE

e p e p e e p
 

 0 0
2

1 1
4 4 rr r r cr
μ μ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ∇× = ∇ × + ∇× = + ×⎢ ⎥ ⎢ ⎥π π⎣ ⎦ ⎣ ⎦

p pB A p p e  

上述诸式中， ( / )t r c−p 被略写为 p . 
（4）求时谐偶极子 i

0( ) e tt ω−=p p 的矢势、磁场和电场表达式. 
对时谐偶极子，前面求得的电磁势和电磁场表达式中的 p 应代之以

0 0exp[ i ( / )] exp[i( )]t r c kr tω ω− − = −p p ，或 i( )e krtp ，对时间的导数替换成乘子 iω− 从

而写出相关表达式如下 

 
i

0i e
( , )

4

kr

t
r

ωμ−
=

π
A r p  

 
2 i

0 e 1( ) 1
4 i

kr

r
ck

r kr
μ ⎛ ⎞= × −⎜ ⎟π ⎝ ⎠

B e p  
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i 2

3
0

3( )e (1 i ) ( )
4

kr
r r

r r
kkr

r rε
⎡ ⎤⋅ −

= − − × ×⎢ ⎥π ⎣ ⎦

e p e pE e e p  

*5.7  利用 5.6 题的结果，证明时谐偶极子的电磁角动量的平均辐射率为 

 
3

*

0

d Im( )
d 12

k
t ε
= ×

π
L p p  

式中， /k cω= ，Im 表示虚部，“*”号表示共轭.（提示：利用恒等式 

 
2

0 0

4d sin d
3

φ θ θ
π π π

=∫ ∫ nn I  

式中， /r r= =n e r ， I 为单位张量；电场应保留 2r− 级项） 

证  电磁角动量平均辐射率由下式表示 

 d
dt

=
L d ( )⋅ − × = −∫∫ σ T r d [ ( )]σ ⋅ ×∫∫ n T r  

式中， − ×T r 为平均电磁角动量流密度， 

 0 0
1 Re( / )
2

w ε μ∗ ∗= − −T I E E B B  

w 为平均电磁能量密度. 被积式可化为 

 0
0

1 1Re ( ) ( )
2 2

r rε
μ

∗ ∗⎧ ⎫
⋅ × = ⋅ × + ⋅ ×⎨ ⎬

⎩ ⎭
n T r n E n E n B n B  

对时谐电偶极子场来说成立 0∗⋅ =n B ，上式右边第二项为零. 由时谐偶极子的电场

表达式（见习题 5.6） 

 
i 2

3
0

e 3( )(1 i ) ( )
4

kr kkr
r rε

⎡ ⎤⋅ −
= − − × ×⎢ ⎥π ⎣ ⎦

n p n pE n n p  

得 

 
i i

3 2
0 0

(1 i )e 2( ) i e
4 2

kr krkr k
r rε ε

− ∗ − ∗+ ⋅ ⋅
⋅ = ≈

π π
* n p n pn E  

 
i 2 2 i

3
0 0

e e(1 i )
4 4

kr krk kkr
r r rε ε

⎡ ⎤− ×
× = − + × ≈ ×⎢ ⎥π π⎣ ⎦

n pn E n p n p  

以上用到远场近似 1kr . 代入平均辐射率公式，过半径 r 的大球面积分，得 

                 d Re
dt

=
L 3

2
0

i ( ) sin d d
16

k θ θ φ
ε

∗⋅ ×
π∫∫ n p p n  

                    
( )3 2

2 0 0
0

3

0

iRe d sin d
16

Im( )
12

k

k

φ θ θ
ε

ε

π π ∗

∗

⎡ ⎤
= × ⋅⎢ ⎥π⎣ ⎦

= ×
π

∫ ∫p nn p

p p
 

证毕.  
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5.8  绕 z 轴做匀速圆周运动电荷的电偶极矩可表为如下复数形式： 

 i
0 ( i )e t

x yqa ω−= +p e e  

式中，q 为粒子电量， 0a 为轨道半径，ω为转动角频率. 由习题 5.7 的结果，计算电

磁角动量的平均辐射率，证明它的数值与平均辐射功率之比为1 /ω . 
解  由习题 5.7 结果得 

 

3 2 23
* 0

0 0

3 2 2 3 2 2
0 0 0

0

d Im( ) Im[( i ) ( i )]
d 12 12

6 6

x y x y

z z

k q ak
t

k q a q a
c

ε ε

μ ω
ε

= × = − × +
π π

= =
π π

L p p e e e e

e e
 

其数值与平均辐射功率（见 5.4 节例 5.2） 

 
4 2 2

0 0

6
q a

P
c

μ ω
=

π
 

之比为1 /ω . 
5.9  载有恒定电流的圆线圈绕其直径匀速旋转，半径为 a，电流强度为 I，角

速度为ω，满足 a cω ，求辐射场和辐射功率. 
解  设 t = 0 时圆线圈的磁矩指向 xe 方向，则圆线圈的磁矩为 

 2 2 i(cos sin ) Re[ ( i )e ]t
x y x yIa t t Ia ωω ω −= π + = π +m  e  e  e e  

代入磁偶极子辐射场和辐射功率公式求得如下结果： 

 

i
0

2

2 2
i( )0

2

e
( )

4

e [( i ) ]
4

kr

r r

kr t
x y r r

c r
Ia

c r
ω

μ

μ ω −

= × ×
π

= − + × ×

B m e e

e e e e
 

 
2 2

i( )0 e ( i )
4

kr t
r x y r

Ia
c

cr
ωμ ω −= × = + ×E B e e e e  

 
4 2 4

2 20 0
2 3 2 3 2| | | ( i ) |

32 32r r x y r r
I a

c r c r
μ μ ω

= × = + ×
π

S m e e e e e e  

由 

 i i ii e sin e cos iex y r
φ φ φ

θ φθ θ+ = + +e e  e  e  e  

得 

 i( i ) e ( cos i )x y r
φ

φ θθ+ × = − +e e  e  e e  

 i[( i ) ] e (cos i )x y r r
φ

θ φθ+ × × = − +e e  e e  e e  

代回上述公式， 终求得 
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2 2

i( )0
2 e (cos i )

4
kr tIa

c r
ω φ

θ φ
μ ω

θ− += +B  e e  

 
2 2

i( )0 e (i cos )
4

kr tIa
cr

ω φ
θ φ

μ ω
θ− += −E e  e  

 
4 2 4

20
3 2 (1 cos ) ,

32 r
I a

P
c r

μ ω
θ= + =S  e

4 2 4
0

3d
6

I a
c

μ ωπ
⋅ =∫∫ S σ  

5.10  如习题 5.10 图两个偶极矩 i
0e

t
zp ω−= ±p e 的时谐电偶极子分别位于 x a= ± ，    

a 远小于波长，求辐射电磁场和辐射功率. （提示：分别计算各电偶极子的矢势后叠加） 
解  由电偶极子辐射场矢势公式 

 
i

0e
4

kr

r
μ

=
π

A p  

 

习题 5.10 图 

求得系统的辐射场矢势为 

 i i i0
0

i
(e e ) e

4
kr kr t

zp
r

ωμ ω
+ − −−

= −
π

A e  

式中 

 
2 2 2 1/2

2 2 2 1/2

[( ) ] / sin cos

[( ) ] / sin cos

r x a y z r xa r r a

r x a y z r xa r r a

θ φ

θ φ
+

−

= − + + ≈ − = −

= + + + ≈ + = +
 

 i i i i sin cos i sin cos ie e e (e e ) 2i e sin coskr kr kr ka ka krkaθ φ θ φ θ φ+ − −− = − ≈ −  

代入矢势的表达式求得 

 i( )0 0 sin cos e
2

kr t
z

kap
r

ωμ ω
θ φ −= −

π
A  e  

据此求得辐射电磁场为 

 
2

2 i( )0 0i
i sin cos e

2
kr tka p

cr
ω

φ
μ ω

θ φ −= × =
π

B k A   e  

 
2

2 i( )0 0i
sin cos e

2
kr t

r
ka p

c
r

ω
θ

μ ω
θ φ −= × =

π
E B e   e  

系统的辐射功率为 
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02

cP
μ

=
2 2 4 2 22 2 2 50 0

2 2 0 0
| | d cos d sin d

4
k a p

r
c

μ ω
Ω φ φ θ θ

π π
=

π∫∫ ∫ ∫B  

 
6 2 2

0 0
3

2
15

a p
c

μ ω
=

π
 

*5.11  证明电四极子的平均辐射功率为 

 
6

0
3 :

1440
P

c
μ ω ∗=

π
D D  

式中， D 为四极矩（见 5.4 节提示）. 
证  ①方法 1 
从电四极子辐射功率的角分布出发： 

 
6

20
2 3

d ( )
d 1152 r r

P
c

μ ω
Ω

= ⋅ ×
π

| e D e |  

将 er 和 D 相对直角坐标下的基矢 ei 和并基矢 eiej 进行展开（e1 = ex, e2 = ey, e3 = ez），

即（同下标求和，下同） 

 ,r i i ij i jDα= =e e D e e  

式中 
 1 3sin cos , sin sin , cosα θ φ α θ φ α θ= = =2  

 11 22 33, Tr( ) 0ij jiD D D D D= = + + =D  

于是有 

 ( )r r i ij j k k i k ij jkD D μ μα α α α ε∗ ∗ ∗⋅ × = × =e D e e e e  

 ( )r r m mn n l l m l mn nlD D ν να α α α ε⋅ × = × =e D e e e e  

两式点乘，只有下标 μ ν= 的项有贡献，得 

 
2

( ) [( ) ] [( ) ]r r r r r r

i k m l ij mn jk nlD D εν να α α α ε

∗

∗

⋅ × = ⋅ × ⋅ ⋅ ×

=

e D e e D e e D e
 

上式右边对立体角积分，归结为对四次项 i k m lα α α α 的积分. 通过直接积分可以证明： 

 
22 2 5 2 2

1 2 0 0

4d d sin sin cos d
15

α α Ω φ θ φ φ θ
π π π

= =∫∫ ∫ ∫  

 
22 2 3 2 2

1 3 0 0

4d d sin cos cos d
15

α α Ω φ θ θ φ θ
π π π

= =∫∫ ∫ ∫  

 
22 2 3 2 2

2 3 0 0

4d d sin cos sin d
15

α α Ω φ θ θ φ θ
π π π

= =∫∫ ∫ ∫  
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24 5 4

1 0 0

4d d sin cos d
5

α Ω φ θ φ θ
π π π

= =∫∫ ∫ ∫  

 
24 5 4

2 0 0

4d d sin sin d
5

α Ω φ θ φ θ
π π π

= =∫∫ ∫ ∫  

 
24 4

3 0 0

4d d sin cos d
5

α Ω φ θ θ θ
π π π

= =∫∫ ∫ ∫  

所有其他由 iα（ 1,2,3i = ）构成的四次项对立体角的积分为零. 上述结论可以用下式

定量表述： 

 4d ( )
15i k m l ik ml im kl il mkα α α α Ω δ δ δ δ δ δπ

= + +∫∫  

解释如下：按上式，当 4 个指标为全同指标即 i k m l= = = 时，结果为 4 3 / 15 4 / 5π ⋅ = π ；

当 4 个指标不全同，其中有一对指标相同，另一对指标也相同，结果为 4 / 15π ；对

于其他（3 个或 4 个不同指标）情况，结果为零. 于是，可以写下 

 

2| ( ) | d d

4 ( )
15

r r i k m l ij mn jk nl

ij mn jk nl ik ml im kl il mk

D D ε

D D

ν ν

ν ν

Ω α α α α ε Ω

ε ε δ δ δ δ δ δ

∗

∗

⋅ × =

π
= + +

∫∫ ∫∫e D e
 

进一步推导要用到下述恒等式（参见下册教材 1.1.4 和 1.1.1 节）： 

 , , 3jk nl jn kl jl kn kl ml kl lm km kl kl kkν νε ε δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ= − = = = =  

据此可以导出 

 

( )

( )( )

3

4

jk nl ik ml im kl il mk

jn kl jl kn ik ml im kl il mk

jn kl ik ml jn kl im kl jn kl il mk

jl kn ik ml jl kn im kl jl kn il mk

jn im jn im jn im jm in jn im ji nm

jn im j

ν νε ε δ δ δ δ δ δ

δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ

δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ

δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ

δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ

δ δ δ

+ +

= − + +

= + +

− − −

= + + − − −

= − m in ji nmδ δ δ−

 

代回原式得 

 

2| ( ) | d

4 ( )
15
4 (4 )
15
4 4(4 ) :
15 5

r r

ij mn jk nl ik ml im kl il mk

ij mn jn im jm in ji nm

in in ij ji ii mm

D D

D D

D D D D D D

ν ν

Ω

ε ε δ δ δ δ δ δ

δ δ δ δ δ δ

∗

∗

∗ ∗ ∗ ∗

⋅ ×

π
= + +

π
= − −

π π
= − − =

∫∫ e D e

D D
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推导中用到电四极矩为对称张量（ ij jiD D= ）以及其迹为零（ 0iiD = ）的性质. 终

结果为 

 
6 6

0 0
2 3 3

4 : :
1152 5 1440

P
c c

μ ω μ ω∗ ∗π
= ⋅ =

π π
D D D D  

证毕.  
② 方法 2 
本题用“符号法”显得更为简便，步骤如下．先对四极矩采用“并矢”表示，

即令 =D fg ，则 

 

2| ( ) | [( ) ] [( ) ]

( ) ( )[ ( ) ( )]

( : )[( ) ]

( : )[( ) ( )]

( : )[ ( : )]

r r r r r r

r r r r

r r r r

r r r r r

r r r r

∗ ∗

∗ ∗

∗ ∗

∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

⋅ × = ⋅ × ⋅ ⋅ ×

= ⋅ ⋅ × ⋅ ×

= × × ⋅

= ⋅ − ⋅ ⋅

= ⋅ −

e D e e f g e e fg e

e f   e f  g e g e

e e f f g e g e

e e f f g g e g e g e

e e f f g g e e g g

 

成立如下恒等式： 

 
2 2 2
1 1 1 2 2 2 3 3 3

d sin d d

4( )sin d d
3

r r i j i jΩ α α θ θ φ

α α α θ θ φ

=

π
= + + =

∫∫ ∫∫

∫∫

e e e e

e e e e e e I
 

 
d sin d d

4 ( )
15

r r r r i k m l i k m l

i k m l ik ml im kl il mk

Ω α α α α θ θ φ

δ δ δ δ δ δ

=

π
= + +

∫∫ ∫∫e e e e e e e e

e e e e
 

于是 

       2| ( ) | d ( : )[ : )dr r r r r rΩ Ω∗ ∗ ∗⋅ × = ⋅ −∫∫ ∫∫e D e e e f f g g e e g g  

     ( ) : d : d :r r r r r rΩ Ω∗ ∗ ∗ ∗= ⋅ −∫∫ ∫∫g g f f e e f f e e e e g g  

     4 4( ) : ( ) : :
3 15 ik ml im kl il mk i k m lδ δ δ δ δ δ∗ ∗ ∗ ∗π π

= ⋅ − + +g g f f I f f e e e e g g  

     4 4( )( ) ( )
3 15 k i l m ik ml im kl il mkf f g g δ δ δ δ δ δ∗ ∗ ∗ ∗π π

= ⋅ ⋅ − + +g g f f  

     

4 4 4 4( : ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
3 15 15 15

4 4 4 4( : ) ( : ) ( )( ) ( : )
3 15 15 15

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

π π π π
= − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅

π π π π
= − − ⋅ ⋅ −

f g gf f f g g f g f g f g f g

f g gf f g gf f g f g f g fg
 

上式右边第三项，因由并矢 fg 取代的四极矩为无迹张量，而 ⋅f g 恰好表示张量的

迹，故该项为零. 再根据四极矩张量的对称性，可知 = →gf fg D . 于是有 
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2 4 4 4| ( ) | d : : :
3 15 15

4 :
5

r r Ω ∗ ∗ ∗

∗

π π π
⋅ × = − −

π
=

∫∫ e D e D D D D D D

D D
 

 
6 6

0 0
2 3 3

4π : :
1152 5 1440

P
c c

μ ω μ ω∗ ∗= ⋅ =
π π

D D D D  

③ 方法 3 
本题还有另一种更为简便的方法，那就是选取坐标系，使电四极矩在该坐标系

下化为对角张量．既然张量及其运算与坐标系选择无关，人们总是通过坐标系的合

适选择来简化推导．对于电四极矩为对角张量的情况，有 

           

1 1 2 2 3 3 11 1 1 22 2 2 33 3 3

1 11 1 2 22 2 3 33 3 1 1 2 2 3 3

2 3 22 33 1 1 3 33 11 2 1 2 11 22 3

,

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

r

r r

D D D

α D α D α D α α α
D D D D D D

α α α

α α α α α α

= + + = + +

⋅ ×
= + + × + +

= − + − + −

e  e  e  e D e e e e e e

e D e
e e e e e e

e e e

 

 

2

2 2 * 2 2 *
2 3 22 33 22 33 1 3 33 11 33 11

2 2 *
1 2 11 22 11 22

| ( ) | [( ) ] [( ) ]

( )( ) ( )( )

( )( )

r r r r r r

D D D D D D D D

D D D D

α α α α

α α

∗

∗ ∗

∗

⋅ × = ⋅ × ⋅ ⋅ ×

= − − + − −

+ − −

e D e e D e e D e

 

 

{

}

2
22 22 33 33 22 33 33 22

33 33 11 11 33 11 11 33

11 11 22 22 11 22 22 11

4| ( ) | d
15r r D D D D D D D D

D D D D D D D D

D D D D D D D D

Ω ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

π
⋅ × = + − −

+ + − −

+ + − −

∫∫ e D e

 

由 

11 22 33 11 22 33

11 11 22 22 33 33 22 33 33 22 33 11 11 33 11 22 22 11

( )( )

0

D D D D D D

D D D D D D D D D D D D D D D D D D

∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

+ + + +

= + + + + + + + + =
 

推得 

 

2 * * *
11 11 22 22 33 33

4| ( ) | d 3( )
15
4 :
5

r r D D D D D DΩ

∗

π
⋅ × = ⋅ + +

π
=

∫∫ e D e

D D
 

 
6 6

0 0
2 3 3

4π : :
1152 5 1440

P
c c

μ ω μ ω∗ ∗= ⋅ =
π π

D D D D  

5.12  对时谐变化（ i~ e tω− ）的电偶极子丛，证明磁矩的表达式为 

 1
2 i i

i

= ×∑m r p  
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式中， ip 和 ir 为第 i 个电偶极子的偶极矩和位置矢量， d / di i t=p p . （提示：利用   

式（5.4.8）） 
证  设第 i 个电偶极子所在体积为 iV ，则 

 

1 1d d
2 2

1 1d
2 2

i

i

i V

i i i
i iV

V V

V

= × = ×

≈ × = ×

∑∫∫∫ ∫∫∫

∑ ∑∫∫∫

m r j r j

r j r p
 

其中用到式（5.4.8），证毕.  
*5.13  利用习题 5.12 和 2.13 的结果，计算习题 5.10 给定的时谐电偶极子系统

的磁矩和电二阶矩，以及二者产生的合成电磁矢势，并验证所得到的结果与习题 5.10
的答案一致. 分别计算磁矩和电四极矩各自的辐射功率，证明二者之和等于系统的

总辐射功率.  
解  习题 5.10 给定的两个电偶极子的偶极矩和位置矢量分别为 

 i i
1 0 2 0 1 2e , e ,t t

z z xp p aω ω− −= − = = − = −p e p e r r e  

代入习题 5.12 和 2.13 的公式 

 1 , ( )
2 i i i i i i

i i

′= × = +∑ ∑m r p D r p p r  

得 

 i i
0 0i ( ) e i et t

x z ya p apω ωω ω− −= − × =m e e e  

 i
02 ( ) e t

x z z xa p ω−′ = +D e e e e  

 i
03 Tr( ) 6 ( ) e t

x z z xa p ω−′ ′= − = +D D D I e e e e  

二者的合成电磁矢势为 

 

i i
0 0

i
2 i 2 i0

0 0

2 i( )
0 0

2
i( )0 0

e e
4 8

e
[ e e ( )]

4
e

[sin cos cos sin cos cos ]
4

sin cos e
2

kr kr

r r

kr
t t

y r r x z z x

kr t

z x z x

kr t
z

cr cr

ap ap
cr

ap
cr

ap
cr

ω ω

ω

ω

μ μ

μ
ω ω

μ ω
θ φ θ θ φ θ

μ ω
θ φ

− −

−

−

= × + ⋅
π π

= × − ⋅ +
π

= − − + +
π

= −
π

A m e e D

e e e e e e e

e  e e  e

 e

 

上述结果与习题 5.10 通过将两个电偶极子的矢势叠加得到的答案一致. 本题的求解

过程表明，对于电偶极矩为零的时谐场源，必须同时计算磁偶极矩和电二阶矩. 当
二者都不为零时，辐射电磁场应当等于二者贡献之和. 如果只计入其中之一的贡献，

将会导致错误的结果. 
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下面分别计算磁矩的辐射功率和电四极子的辐射功率，结果为 

 
4 2 6 2 2 6 2 6 2 2

0 0 0 0 0 0
3 3 3 3

| | | |
,

12 12 1440 20m D
a p a p

P P
c c c c

μ ω μ ω μ ω μ ω
= = = =

π π π π
m D

 

二者之和为 

 
6 2 2 6 2 2 6 2 2

0 0 0 0 0 0
3 3 3

2
12 20 15m D

a p a p a p
P P P

c c c
μ ω μ ω μ ω

= + = + =
π π π

 

它正好等于习题 5.10 算得的电偶极子系统的总辐射功率.  
5.14  如习题 5.14 图所示，一长为 d 的线状细天线，以下述方式被激发：其内

部通以全波正弦电流，频率为 2 /c dω = π ，电流分布为 
 i

0 sin(2 / )e tI I z d ω−= π  

求辐射功率的角分布. （提示：首先求推迟势 A ） 

 

习题 5.14 图 

解  推迟势为 

 

i /2 i i0
0/2

i( ) /2 i cos0 0
/2

i( ) /20 0
/2

i( )
0 0

e
sin(2 / )e e d

4
e

sin(2 / )e d
4

i e
sin(2 / )sin( cos )d

4
i e

2sin( )sin( cos )d
4

kr d t
zd

kr t d kz
zd

kr t d

zd

kr t

z

I z d z
r

I
z d z

r
I

z d kz z
r

I
kz kz z

r

ω

ω
θ

ω

ω

μ

μ

μ
θ

μ
θ

′− − ⋅

−

−
′−

−

−

−

−

′ ′= π
π

′ ′= π
π

′ ′ ′= − π
π

′ ′ ′= −
π

∫

∫

∫

k rA e

e

e

e
/2

0

λ

∫

 

式中， 2 / ,k dλ λ= π = ，积分可按下述步骤获得解析结果 

 

/2

0

/2

0

/2

0

2sin( )sin( cos )d

{cos[ (1 cos )] cos[ (1 cos )]}d

sin[ (1 cos )] sin[ (1 cos )]
(1 cos ) (1 cos )

sin[ (1 cos )] sin[ (1 cos )] 2sin( cos
(1 cos ) (1 cos )

z

z

kz kz z

kz kz z

kz kz
k k

k k

λ

λ

λ

θ

θ θ

θ θ
θ θ
θ θ θ

θ θ

′=

′=

′ ′ ′

′ ′ ′= − − +

′ ′⎧ ⎫− +
= −⎨ ⎬− +⎩ ⎭

π − π + π
= − =

− +

∫

∫

2

)
sink θ
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将上述结果代回 A 的表达式得 

 
i( )

0 0
2

i e sin( cos )
2 sin

kr t

z
I

k r

ωμ θ
θ

− π
= −

π
A e  

据此求得 

 i( )0 0 sin( cos )
i e

2 sin
kr tI

r
ω

φ
μ θ

θ
−π

= × = −
π

B k A e  

 i( )0 0 sin( cos )
e

2 sin
kr t

r
c I

c
r

ω
θ

μ θ
θ

−π
= × = −

π
E B e e  

 
22

2 0 0
2 2

0

sin( cos )| |
2 8 sinr r

c Ic
r

μ θ
μ θ

π⎡ ⎤= = ⎢ ⎥π ⎣ ⎦
S B e e  

辐射功率的角分布为 

 
2 2

0 0
2 2

sin ( cos )d
d 8 sin

c IP μ θ
θ

π
=

Ω π
 

5.15  给定半波天线电流强度分布 i
0 sin[ (0.25 | |)]e tI I k z ωλ −= − ，计算它的电偶极

矩及电偶极辐射总功率. 将得到的结果与半波天线的辐射功率 2
0 02.44 / (8 )P cIμ= π

比较并作出解释. 
解  电偶极矩和辐射总功率分别为 

 
4 i i0

0 24

2ii sin[ (0.25 | |)]e d e
/ t t

z z/

cI
I k z z

λ ω ω

λ
λ

ω ω
− −

−
= − =∫p  e  e  

 
2 2 2

0 0 0 0 0| | 2.67
12 3 8

cI cI
P

c
μ μ μ

= = ≈
π π π
p

 

电偶极矩辐射功率略大于半波天线的辐射功率，这是因为半波天线的四极矩和更高

阶矩被忽略，它们的辐射场与电偶极辐射场之间存在复杂的相位关系，叠加之后反

而导致实际辐射功率小于单考虑电偶极矩成分得到的辐射功率. 
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第 6 章  运动电荷的辐射 

6.1  电子速度为 v ，静止能量为 2
0 0.511MeVm c = ，动能等于总能 2mc 与静能

之差， 2 1/2
0[1 ( / ) ]m m c −= − v 为电子的运动质量. 一个大气压的氢气在 20℃时，折射

率为 41 1.35 10n −= + × . 为使电子穿过这样的氢气能发出切连科夫辐射，问所需的

小动能是多少（以 MeV 表示）？ 
解  切连科夫辐射的阈值条件是 /c n≥v ，即 

 4
c 4

1 1 1 1.35 10
1 1.35 10c n

β β −
−= = = ≈ − ×

+ ×
≥

v  

 
2 4
c

1 1 60.86
1 2 1.35 10

γ
β −

= ≈ =
− × ×

 

 2 2
0 0( ) ( 1) 59.86 0.511 30.6(Me V)T m m c m cγ= − = − = × =  

6.2  从运动电荷的辐射场公式（与加速度相关项）出发，证明： 
（1） c= ×E B n，式中 / R∗ ∗=n R ； 
（2）在非相对论近似下，运动电荷的辐射场可表为 

 0 ,
4

e
c

cR
μ ∗

∗= × = ×
π

B a n E B n  

证  （1）运动电荷的辐射场为 

 3 2
0

1 ,
4

e R
S c c cRε

∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗

⎡ ⎤⎛ ⎞= × − × = ×⎜ ⎟⎢ ⎥π ⎝ ⎠⎣ ⎦

RE R R a B Ev  

注意， 0⋅ =n E ，于是有 
 ( ) ( )c × = × × = − ⋅ =B n n E n E n E n E  

（2）在非相对论近似下有 

 0
3 2

0

( ) ( )
4 4

ee
R c R

μ
ε

∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗≈ × × = × ×

π π
E R R a n n a  

 0
3

0

1 [ ( )]
4 4

ee
c R c cR

μ
ε

∗ ∗
∗ ∗= × ≈ × × × = ×

π π
B n E n n n a a n  

 c= ×E B n  

证毕.  
*6.3  电荷为 q、质量为 m 的非相对论粒子，在势为 ( )V r 的有心排斥力场中做
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径向运动，自无穷远出发，运动至 minr （该处粒子速度为零）发生反射，再返回至

无穷远处.  
（1）证明在上述过程中，粒子发出的总辐射能为 

 
min

22

2 3
0 min

d d
3 2 d ( ) ( )r

q m V rW
m c r V r V rε

∞ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟π −⎝ ⎠∫  

（提示：利用有心力场中粒子运动方程和能量守恒关系计算粒子的加速度和速度） 
（2）设有心排斥力场为库仑场，其势为 0( ) / (4 )V r qQ rε= π ，证明总辐射能为

5 3
08 / (45 )W qm Qc= v ，式中 0v 为无穷远处粒子速度. （提示：用到不定积分公式 

 
2

2d 2 (8 4 3 ) 1
151

x x x x x
x
= − + + −

−∫  

计算定积分） 
证 （1）由能量守恒，粒子的初始动能应等于 minr 处的势能，即 

 2
0 min

1 ( )
2

m V r=v  

设粒子抵达 r 处的速度为 v ，同样由能量守恒得 

 2
min

1( ) ( )
2

V r m V r+ =v ，  或  min2 / ( ) ( )m V r V r= −v  

粒子的加速度为 1d / da m V r−= − ，据此求得粒子的总辐射能量为 

 
min min

22 2 2

3 2 3
0 0 min

d d d2
6 3 2 d ( ) ( )r r

q a r q m V rW
c m c r V r V rε ε

∞ ∞
= =

π π −∫ ∫v
 

（2）对库仑场，有 

 2
0 0

d( ) ,
4 d 4

qQ V qQV r
r r rε ε

= = −
π π

 

代入上述辐射能量公式得 

 
min

22
0 min

2 3 2
0 0 min

5 5 5 5210 0 0 0
3 3 3 31 04 1

4 d
3 2 4 1 /

8d d 16
6 6 6 15 4511

r

rq m qQ rW
m c r qQ r r

qm qm qm qmR x x
Qc Qc Qc QcxR R

ε
ε ε

∞

∞

−

⎛ ⎞ π
= −⎜ ⎟π π −⎝ ⎠

= = = =
−−

∫

∫ ∫
v v v v

 

证毕.  
*6.4  质量为 m、电量为 q 的粒子，受到简谐力 2

0mω− r 和均匀外磁场的磁力

q × Bv . 取 z 轴与 B 平行，在低速（ cv ）和粒子回旋频率 c /qB mω = 远小于粒子

固有频率 0ω 的近似下，给出粒子的运动规律，确定沿磁场和垂直磁场方向上的辐射
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场的频率和偏振特性.（提示：求粒子运动方程形如（ , ,x y z ） i~ e tω− 的强迫振荡解，

由非零解条件确定振荡频率和振幅） 
解  粒子的运动方程为 

 2 2 2
0 0 0, ,qB qBx x y y y x z z

m m
ω ω ω= − + = − − = −  

求 i~ e tω− 时谐运动解，上述方程化为 

 2 2 2 2
0 0

i i( ) 0, ( ) 0qB qBx y y x
m m
ω ωω ω ω ω− − = − + =  

 2 2
0( ) 0zω ω− =  

上述代数方程组存在非零解的充分必要条件是系数行列式为零，即 

 

2 2
0

2 2
0

2 2
0

i / 0
det i / 0 0

0 0

qB m
qB m

ω ω ω
ω ω ω

ω ω

⎛ ⎞− −
⎜ ⎟

− =⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

据此求得关于ω满足的代数方程 

 2 2 2 2 2 2 2
0 0 c( )[( ) ] 0ω ω ω ω ω ω− − − =  

式中， c /qB mω = 为粒子在磁场中做圆周运动的回旋频率. 由上式可解得（限于取

正根） 

 2 2
0 0ω ω ω ω= ⇒ =         

 2 2 2 2 2 2 2
0 c 0 c c

1( ) ( 4 )
2

ω ω ω ω ω ω ω ω− = ⇒ = + ±         

当 c 0ω ω 时，后两个根近似为 0 c
1
2

ω ω ω= ± . 将这些根分别代回粒子运动方程，可

求得三组特解（求解中同样采用 c 0ω ω 近似）： 
 0i

0 1: 0, e tx y z C ωω ω −= = = =  

 c ci( 0.5 ) i( 0.5 )
0 c 2 2

1 : e , i e , 0
2

t tx C y C zω ω ω ωω ω ω − + − += + = = − =  

 c ci( 0.5 ) i( 0.5 )
0 c 3 3

1 : e , i e , 0
2

t tx C y C zω ω ω ωω ω ω − − − −= − = = =  

将上述三个特解叠加，求得粒子运动方程的通解： 
 0 0 c 0 ci i( 0.5 ) i( 0.5 )

1 2 3e ( i )e ( i )et t t
z x y x yC C Cω ω ω ω ω− − + − −= + − + +r e e e e e  

沿平行于磁场即 z 轴方向观测，仅 x 和 y 方向的粒子运动对辐射场有贡献，频率分

别为 0 c0.5ω ω+ 和 0 c0.5ω ω− ，前者为右旋圆偏振波，后者为左旋圆偏振波. 沿垂直于

磁场方向观测，三种粒子运动均会产生贡献，但粒子的视运动均为直线运动，对应

线偏振波，频率为 0ω 、 0 c0.5ω ω+ 和 0 c0.5ω ω− . 
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6.5  如习题 6.5 图所示，质量为 m、电荷为 q 的粒子以速度 v 从静止电荷 1q 的

旁边飞过，瞄准距离为 a. 设运动粒子的速度很大（但仍远低于光速），可以认为粒

子近似沿 x 轴方向做直线运动，其速度大小近似不变. 试计算运动粒子在整个飞行

过程中因电磁辐射损失的能量.  

 

习题 6.5 图 

解  电荷 q 的加速度 2
1 0/ (4 )a qq mrε′ = π ，辐射功率为 

 
2 4 22 2 2

1 1
3 3 2 3 3 2 3 4

0 0 0 06 6 4 96
qq q qq a qP

c c mr m c rε ε ε ε
⎛ ⎞′

= = =⎜ ⎟π π π π⎝ ⎠
 

设粒子沿 x 轴的位置为 ( )x t t= v ，则 2 2 2 2r a t= + v ，粒子在整个飞行过程中

（ t−∞ < < ∞）因电磁辐射损失的能量为 

 

4 2
1

3 3 2 3 2 2 2 2
0

4 2
1

3 3 2 3 2 2 2 2
0

4 2
1

3 3 2 3 2 2 2 2 3
0

4 2
1

2 3 2 3 3
0

d d
96 ( )

d
96 ( )

1 arctan
96 2 ( ) 2

192

t

t

q qW P t t
m c a t

q q t
m c a t

q q t t
m c a a t a a

q q
m c a

ε

ε

ε

ε

∞ ∞

−∞ −∞

∞

−∞

=∞

=−∞

= =
π +

=
π +

⎡ ⎤⎛ ⎞= + ⎜ ⎟⎢ ⎥π + ⎝ ⎠⎣ ⎦

=
π

∫ ∫

∫

v

v

v
v v

v

 

*6.6  两带电粒子电荷同号，电量和质量分别为 1e 、 2e 和 1m 、 2m ，从较远的距

离相互靠近，至某个 近距离相对速度为零，然后在斥力的作用下远离. 设初始相

对速度为 0v （ c ），沿粒子的连线方向. 证明在上述过程中，两粒子发出的总辐射

能为 

 
23 5

0 1 2
3

1 2 1 2

8
45

m e eW
c e e m m

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠

v
，  其中 1 2

1 2

m mm
m m

=
+

 

（提示：解题思路与习题 6.3 类似，需利用经典力学有心力场中两体问题的分析结果，

在质心参考系中进行计算比较方便） 
证  在质心参考系中，两粒子的位置矢量分别设为 1r 和 2r ，成立 

 1 2
3

0

d
d 4

e eVm
r r rε

= − =
π

rr r  

式中 
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 2 1 1 2
1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

, , ,m m m mm
m m m m m m

= − = = − =
+ + +

r rr r r r r  

系统的电偶极矩为 

 1 2 2 1 1 2
1 1 2 2

1 2 1 2

e m e m e ee e m
m m m m

⎛ ⎞−
= + = = −⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

r rp r r r  

按电偶极子辐射功率公式，求得系统的辐射功率为 

 

22 2
21 2

3 3
0 0 1 2

2 2
1 2

3
0 1 2

| | | |
6 6

1 d
6 d

e emP
c c m m

e e V
c m m r

ε ε

ε

⎛ ⎞
= = −⎜ ⎟π π ⎝ ⎠

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟π ⎝ ⎠

p r
 

式中， 2
1 2 0 1 2 0/ (4 ), | d / d | / (4 )V e e r V r e e rε ε= π = π . 总辐射能量为 

 
min

2 2
1 2

3
0 1 2 min

1 d dd
3 2 d ( ) ( )r

e e m V rW P t
c m m r V r V rε

∞⎛ ⎞
= = −⎜ ⎟π −⎝ ⎠
∫ ∫  

遵循与习题 6.3 几乎完全类似的步骤，可算得 

 
min

2 3 5
0 0

1 2min

8d d
2 d 15( ) ( )r

mm V r
r e eV r V r

ε∞ π
=

−∫
v  

从而求得 终结果如下： 

 
2 23 5 3 5

0 0 01 2 1 2
3 3

0 1 2 1 2 1 2 1 2

8 81
3 15 45

m me e e eW
c m m e e c e e m m

ε
ε

⎛ ⎞ ⎛ ⎞π
= − ⋅ = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟π ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

v v
 

证毕. 顺便指出，当两带电粒子的荷质比相等时，由它们构成的系统的电偶极矩等

于零. 对于这种情况，必须考虑电四极矩，重算系统的辐射功率.  
6.7  对于运动电荷的加速度与速度平行的情况，证明 强辐射方向与粒子运动

方向的夹角为 

 2
max arccos[( 1 15 1) / (3 )]θ β β= + −  

式中， / cβ = v ，v 为粒子速度. 进一步，对相对论粒子（ 1β ≈ ），证明 max 1 / (2 )θ γ≈ ，

其中 2 1/2(1 )γ β −= − . 

证  当粒子加速度与速度平行时，辐射功率角分布为 

 
2 2 2

2 3 5
0

d sin
d 16 (1 cos )

P e a
c

θ
Ω ε β θ

=
π −

 

强辐射方向满足 
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max

2

5

d sin 0
d (1 cos ) θ θ

θ
θ β θ

=

⎡ ⎤
=⎢ ⎥−⎣ ⎦

 

据此求得 

 2
max max3 cos 2cos 5 0β θ θ β+ − =  

从中解得 

 2
max

1cos ( 1 1 15 )
3

θ β
β

= − ± +  

当取正号时，上式右边取值位于 0～1；若取负号，则上式右边取值小于−5/3（绝对

值大于 1）. 显然，应当取正号，即 

 2
max

1cos ( 1 15 1)
3

θ β
β

= + −  

上式即题目给出的答案. 对于相对论粒子，将上式改写为 

 
max 2 1/2 2

2 2 2 2 2

1 1cos 1 15 1 1
3(1 1 / )

1 1 15 1 5 11 4 1 1 1
3 2 8 2 8 8

θ
γ γ

γ γ γ γ γ

⎡ ⎤⎛ ⎞
= + − −⎢ ⎥⎜ ⎟− ⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

⎛ ⎞⎛ ⎞
≈ + − − ≈ + − = −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

 

对比 2
max maxcos 1 0.5θ θ≈ − ，得 max 1 / (2 )θ γ≈ ，证毕. 

6.8  静止质量为 m、电荷为 q、速度为 v 的粒子在垂直于均匀磁场 B 的平面中

运动.  
（1）计算辐射功率，将其表为 m、q、 2 2 1/2( (1 / ) )cγ −= − v 和 B 的函数. （提示：

外磁场中粒子的回旋频率为 / ( )qB mγ ） 
（2）对于相对论粒子，如果粒子的初始能量为 2

0 0E mcγ= ，证明能量通过辐射

损失衰减至 2
0E mc Eγ= < 所需要的时间为 

 
3 3

0
4 2

0

6 1 1m c
t

q B
ε

γ γ
⎛ ⎞π

≈ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

（3）对于非相对论粒子（ cv ），零时刻粒子动能为 0T ，计算粒子动能降至 T

所花费的时间. 
（4）如果粒子被捕获在地磁场中，沿着某条磁力线旋转，并在南北两个磁镜点

之间来回振荡，试比较在磁镜点处（粒子在该处反射）和赤道处粒子的辐射功率的

相对大小. （提示：利用在随空间缓慢变化的磁场中粒子磁矩 2 / (2 )m B⊥v 守恒的条件） 
解  （1）粒子绕磁场做圆周运动，其回旋频率为 / ( )qB mω γ= ，加速度为

/ ( )a qB mω γ= =v v ，与速度垂直，从而辐射功率为 
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4 2 2 2 4 2 2 2 4 2

3 2 3 2 2
0 0 0

11
6 6 6

q a q B q BP
c m c m c

γ γ γ
ε ε ε γ

⎛ ⎞
= = = −⎜ ⎟π π π ⎝ ⎠

v  

（2）对于相对论粒子，其能量为 2mcγ ，因辐射损失而衰减，满足 

 
2 2 4 2

2 2
0

d( ) 11
d 6
mc q BP
t m c

γ γ
ε γ

⎛ ⎞
= − = − −⎜ ⎟π ⎝ ⎠

 

即 

 
2 4 2 2 4 2

3 3 2 3 3
0 0

d 11
d 6 6

q B q B
t m c m c
γ γ γ

ε γ ε
⎛ ⎞

= − − ≈ −⎜ ⎟π π⎝ ⎠
 

由上式积分，求得粒子能量衰减至 2E mcγ= 所需要的时间为 

 
0

3 3 3 3
0 0
2 4 2 4 2

0

6 d 6 1 1m c m c
t

q B q B
γ

γ

ε γ ε
γ γ γ

⎛ ⎞π π
≈ − = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫  

（3）对于非相对论粒子，同样设 γ 的始、末值为 0γ 和 γ ，则经历的时间为 

 
0

3 3 3 3
0 0 0

4 2 2 4 2
0

6 d 3 ( 1)( 1)
ln

( 1) ( 1)( 1)
m c m c

t
q B q B

γ

γ

ε γ ε γ γ
γ γ γ

⎡ ⎤π π + −
= − = ⎢ ⎥− − +⎣ ⎦
∫  

题目给的是始、末态粒子动能，成立 

 2 2
0 0( 1) , ( 1)T mc T mcγ γ= − = −  

以至粒子动能由 0T 经辐射损失衰减至 T 所需要的时间为 

 
3 3 3 3

0 0 0 0
4 2 4 2

0

3 ( 1) 3
ln ln

( 1)
m c T m c T

t
q B T q B T
ε γ ε

γ
⎡ ⎤π + π ⎛ ⎞= ≈⎢ ⎥ ⎜ ⎟+ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

其中用到非相对论近似 1γ ≈ .  

（4）捕获粒子在沿地磁场磁力线振荡过程中，粒子的磁矩近似守恒，即
2 / (2 )m B⊥ ≈v 常数，速度为常数. 被捕获在地磁场中的带电粒子通常为非相对论粒子. 

先考虑垂直加速度对辐射功率的贡献，它正比于 2 4 2 2 2
c/a Bρ⊥ ⊥ ⊥= ∝v v ，即和 3B 成正比. 

因此，在磁镜点处和赤道处粒子的辐射功率之比近似等于两处磁场比的三次方，磁

镜点处的辐射功率大. 若进一步考虑平行加速度对辐射功率的贡献，由 

 
2 2 2

/ /
/ / / /

/ / / / / /

d d d d d
d d 2 d 2 d 2 d

B B Ba
t t B t B s B s

⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥= = − = − = − = −
v v v v v vv

v v v
 

可知，磁镜点附近的平行加速度有限，而赤道处的平行加速度为零（由对称性，赤

道处 d / d 0B s = ）；因此，计入平行加速度对辐射的贡献之后，会进一步增强磁镜点

处的辐射功率.  
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第 7 章  电磁波的散射、吸收和色散 

7.1  对于做非相对论性周期运动的带电粒子，证明一个运动周期内辐射阻尼力

所做的负功等于辐射电磁能. 
证  对于非相对论性的运动带电粒子，辐射功率为 

 
2 2

3
06

eP
cε

=
π
v  

故一个运动周期 T 内辐射的总能量为 

 

2 2 2

03 3 30 0 0
0 0 0

2

3 0 0
0

d d ( ) d
6 6 6

d d
6

T T TT

T T

R

e e eP t t t
c c c

e t t
c

ε ε ε

ε

= ⋅ = ⋅ − ⋅
π π π

= − ⋅ = − ⋅
π

∫ ∫ ∫

∫ ∫ F

v v v v v v

v v v
 

式中， 2 3
0/ (6 )R e cε= πF v 为辐射阻尼力，证毕.  

7.2  在平面电磁波电场 i
0e

tω−=E E 的作用下，自由电子的运动方程为 

 
2 2

i
0 3

0

e ,
6

t em e m
mc

ω ωγ γ
ε

−= − =
π

E ξξ  

式中，右边第一项为电场力，第二项为辐射阻尼力. 证明电场力对电子做功的平均

功率为正，辐射阻尼力对电子做功的平均功率为负，二者的数值相等；当略去 ( / )γ ω

的二级小量时，该功率正好等于电子的平均散射功率. （提示：平均功率的计算公

式为 Re( ) / 2P ∗= ⋅Fξ ） 

证  由运动方程解得 

 i i0 0ie , e
( i ) ( i )

t te e
m m

ω ω

ω ω γ ω γ
− −= − =

+ +
E Eξ ξ  

据此求得电场力对电子做功的平均功率 

 

2 2
i 0

0

2 2 2 2
0 0

2 2 2 2

i1 1Re( e ) Re
2 2 ( i )

i( i )1 Re
2 ( ) 2 ( )

t e E
P e

m

e E e E
m m

ω

ω γ

ω γ γ
ω γ ω γ

∗ − ⎡ ⎤
= ⋅ = −⎢ ⎥−⎣ ⎦

⎡ ⎤+
= − =⎢ ⎥+ +⎣ ⎦

Eξ

 

和辐射阻尼力对电子做功的平均功率 

 
2 2 2 2

0 0
2 2 2 2 2

1 Re[ ( )]
2 2 ( ) 2 ( )

me E e E
P m

m m
γ γ

γ
ω γ ω γ

∗= ⋅ − = − = −
+ +

ξ ξ  
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二者数值相等，前者为正，后者为负. 在略去 ( / )γ ω 的二级小量时，该功率等于 

 
2 2 2 2 4 2

0 0 0
2 2 2 2 3

02 ( ) 2 12
e E e E e E

P
m m m c
γ γ
ω γ ω ε

= ≈ =
+ π

 

它正好等于电子的平均散射功率.  
7.3  在地球大气外的宇宙飞船上看地球和天空，各是什么颜色，为什么？在地

球上观看日出，太阳是什么颜色，为什么？ 
答  从宇宙飞船上看地球，因散射（瑞利散射）截面与频率的 4 次方成正比，

蓝光（可见光的高频部分）受到更强的散射，故呈蓝色. 地球大气以外的天空，粒

子密度很低，散射光很弱，故呈黑色. 在地球上看日出，观测的是太阳的透射光；

因红光（可见光的低频部分）受到较弱的散射，故呈红色.  
7.4  椭圆偏振光的电矢量为 1 2cos sint tω ω= +E E E ，证明自由电子的微分散射

截面为 

 
2 24

1 2
2 2 2 4 2 2

0 1 2

| | | |d
d 16

r re
m c E E

σ
Ω ε

× + ×
= ⋅

π +
E e E e  

证  将题给出的椭圆偏振光写成复数形式 

 i
c 1 2( i )e tω−= +E E E  

相应运动自由电子的偶极矩的二阶时间导数为 2
c /e m=p E ，其辐射功率角分布为 

 
4

2 2
c2 3 2 3 2

0 0

d 1 | | | |
d 32 32r r

P
c c mΩ ε ε

= × = ×
π π

ep e E e  

由 

 

2
c c c

1 2 1 2

1 2 1 2

2 2
1 2

| | ( ) ( )
[( i ) ] [( i ) ]
( i ) ( i )

| | | |

r r r

r r

r r r r

r r

∗× = × ⋅ ×

= − × ⋅ + ×
= × − × ⋅ × + ×

= × + ×

E e E e E e
E E e E E e

E e E e E e E e

E e E e

 

及 

 2 2 2
0 0 0 1 2| | /2 ( ) / 2I c c E Eε ε= = +E  

求得自由电子的微分散射截面为 

 
2 24

1 2
2 2 2 4 2 2

0 0 1 2

| | | |d 1 d
d d 16

r rP e
I m c E E

σ
Ω Ω ε

× + ×
= = ⋅

π +
E e E e  

证毕.  
7.5  单个无极分子在外电场作用下会出现极化，其偶极矩正比于外电场，比例

系数设为 0ε α ， 0ε 为真空介电常量，α 被称为分子极化率（有量纲常数）. 设入射电
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磁波为频率ω的平面线偏振波，电矢量幅度为 0E ，按经典理论计算单个分子发出的

散射波的电磁场及单个分子的散射截面. 
解  分子的偶极矩为 i

0 0e
tωε α −=p E ，则由偶极子辐射场和辐射功率公式求得单

个分子发出的散射波电磁场和散射功率为 

 
i 2 i( )

0
03

e e
4 4

kr kr t

r rcr c r

ωμ αω −

= × = − ×
π π

B p e E e  

 
2 i( )

02

e ( )
4

kr t

r r rc
c r

ωαω −

= × = − × ×
π

E B e E e e  

 
2 4 2

0 0
312
E

P
c

ε α ω
=

π
 

由后者求得散射截面 

 
2 4 2 2 4

0 0
3 2 4

0 0 0

2
12 6

EP
I c E c c

ε α ω α ωσ
ε

= = ⋅ =
π π

 

7.6  完全电离气体属于等离子体，其正负电荷密度接近相等. 对高频电磁波而

言，只需考虑电子的运动. 假定电子的数密度为 N，只考虑电磁波对电子的作用力，

求等离子体的等效折射率.  
解  由电子运动方程，求得电子的偶极矩 2 2/ ( )e mω= −p E . 设等离子体的电子

数密度为 N，则极化强度为 

 
2

02 ( )NeN
m

ε ε
ω

= = − = −
EP p E  

从而求得等离子体的等效折射率如下： 

 
2

0 2
0

/ 1 Nen
m

ε ε
ε ω

= = −  

*7.7  处于外磁场中的等离子体呈现出各向异性，其等效介电常量为张量. 设外

磁场均匀， 0 zB=B e ，仅考虑电子的运动，确定等离子体的等效介电常量张量.  

解  写下电子的运动方程如下： 

 0 0, ,x y z
eB eBe e ex E y y E x z E

m m m m m
= − − = − + = −  

式中，e 为电子电量的绝对值. 求 i~ e tω− 时谐运动解，上述方程化为 

 

2 20 0

2

i i,x y

z

eB eBe ex y E y x E
m m m m

ez E
m

ω ω
ω ω

ω

+ = − =

=
 

将 Ne= −P r 代入，求得 P 和 E 之间的关系 
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2 2 2 2
c 0 p c 0 p

2
2 2 20

0 p c p
0

i , i

, ,

x y x y x y

z z

P P E P P E

eB NeP E
m m

ω ωω ε ω ω ωω ε ω

ω ε ω ω ω
ε

+ = − − = −

= − = =
 

由上述方程解得 

 
2 2

0 p 0 p c
2 2 2 2

c c

i
( )x x yP E E

ε ω ε ω ω
ω ω ω ω ω

= − +
− −

 

 
2 2

0 p c 0 p
2 2 2 2

c c

i
( )y x yP E E
ε ω ω ε ω

ω ω ω ω ω
= − −

− −
 

 
2

0 p
2z zP E

ε ω
ω

= −  

由介电常量张量的定义 

 0( )ε= − ⋅P ε I E  

求得等离子体介电常量张量的表达式如下： 

 

2 2
p p c

2 2 2 2
c c

2 2
p c p

0 2 2 2 2
c c

2
p
2

i
1 0

( )

i
1 0

( )

0 0 1

ω ω ω
ω ω ω ω ω

ω ω ω
ε

ω ω ω ω ω

ω
ω

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

− −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟= − −
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟
⎜ ⎟

−⎜ ⎟
⎝ ⎠

ε  
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第 8 章  狭义相对论 

8.1  一节长为 20m 的列车车厢，以 0.6c 相对地面高速运行. 车厢内一观测者看

到运行前方一端的乘客 A 和位于后方一端的乘客 B 彼此朝对方开枪射击，A 开枪在

先，领先时间为 10−8s. 在地面观测者看来，是谁先开枪？领先多长时间？ 
解  在列车坐标系中，A 开枪事件的时空坐标设为（ 2 2,x t′ ′），B 开枪事件的时空

坐标设为（ 1 1,x t′ ′），成立 

 8
2 1 2 120m, 10 sx x t t −′ ′ ′ ′− = − = −  

由洛伦兹反变换公式，求得地面坐标系中两事件的时间间隔为 

 
2 1 2 1 2 12

8
8 8

82

( )

1 0.6 20 3 1010 3.75 10 (s)
3 10 0.81 0.6

vt t t t x x
c

γ

−
− −

⎡ ⎤′ ′ ′ ′− = − + −⎢ ⎥⎣ ⎦
× ×⎛ ⎞= − + = = ×⎜ ⎟×⎝ ⎠−

 

因此，地面观测者认为 B 先开枪，领先时间为 3.75×10−8s. 
8.2  静止长度为 l 的车厢，以速度 v 相对地面运行. 一小球以速度 u 相对车厢

运动，方向与车厢运动方向一致. 在地面观测者看来，小球自车厢后端到车厢前端

经历的时间是多少？ 
解  在车厢坐标系中，小球位于起点事件的时空坐标设为（ 1 1,x t′ ′），小球位于终

点事件的时空坐标设为（ 2 2,x t′ ′），成立 
 2 1 2 1, /x x l t t l u′ ′ ′ ′− = − =  

由洛伦兹反变换公式，求得地面坐标系中两事件的时间间隔为 

 
2 1 2 1 2 12

2

22 2 2

( )

1 ( )
1 ( / ) 1 ( / )

t t t t x x
c

l l l c u
u cc uc c

γ ⎡ ⎤′ ′ ′ ′− = − + −⎢ ⎥⎣ ⎦
+⎛ ⎞= + =⎜ ⎟

⎝ ⎠− −

v

v v
v v

 

8.3  两条静止长度同为 0l 的尺子相互平行，各自相对地面以相同速率 v 沿尺子

方向运动，运动方向彼此相反. 如果某观测者相对其中一条尺子静止，他测得的另

一条尺子的长度等于多少？（提示：先求出两条尺子之间的相对速度） 
解  先计算两条尺子（以下分别称为 A 尺和 B 尺）之间的相对速度. 取 x 轴沿

尺子方向，相对地面参考系来说，A 尺的速度为 v ，B 尺的速度为 −v . 设相对 B 尺

静止的参考系为 S，地面参考系为S′，则S′相对 S 的运动速度为 v . 在S′中，A 尺的

速度为 xu′ = v . 由相对论速度反变换公式，求得 A 尺在 S 中的速度为 
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2

2 2 2

2
1 /

x
x

x

u cu
u c c
′ +

= =
′+ +
v v

v v
 

这实际上就是 A 尺相对 B 尺的运动速度. 由动尺缩短的现成结论，可知 S 观测者测

得 A 尺的长度为 

 
2 2

2 2 0
0 2 2

( )
1 /x

l c
l l u c

c
−

= − =
+

v
v

 

*8.4  生于 2080 年的一对双生子，其中一位一直留在地球，另一位于 2100 年

乘坐火箭离开地球作宇宙旅行 . 乘客在火箭内感受到的加速度自始至终为
110m sg −= ⋅ ，和在地球上的感觉相同. 头 3 年内（用火箭内的静钟计时，下同）火

箭做加速运动，第二个 3 年做减速运动；然后反转方向，先做 3 年加速运动，后做

3 年减速运动， 终返回地球与他的同胞兄弟会面. 此时，乘坐火箭的那位的年龄

为 32 岁. 试问： 
（1）留在地球的那位是多大年龄？ 
（2）火箭飞离地球的 远距离是多少（用光年作长度单位）？ 

（提示：由加速度变换公式确定火箭在地面参考系中的加速度） 
解  （1）取地面参考系为惯性系 S，x 轴沿火箭运动方向；火箭参考系为S′，

后者为瞬时惯性系. 在S′中记录的时间间隔 dt′为固有时间间隔，相应 S 中记录的时

间间隔为 

 
2

dd ,
1

tt
c

β
β

′
= =

−

v  

式中， v 为S′（火箭）相对 S（地面）的瞬时速度. 下面分析 v 和 t′的函数关系. 乘
客在S′系中的加速度为 a g′ = ，在 S 中的加速度为 

 2 3[ (1 / )]xa u c gγ −′= + v  

在S′中，永远有 0xu′ = ，于是上式简化为 
 3 2 3/2(1 )a g gγ β−= = −  
由 2 1/2d d ,d d d (1 )a t t t tγ β −′ ′= = = −v 得 

 
2 1/2

2 1/2
2 2

d (1 ) d dd d (1 )
(1 ) (1 )

ct t
a g g
β ββ

β β
−′ = − = = =

− −
v v  

将上式积分求得火箭时钟记录的时间与火箭速度之间的关系 

 1
20

dd tanh ( ), tanh( / )
(1 )
c ct t gt c

g g
β β β β

β
−′ ′ ′= = = =

−∫ ∫  

在做加速运动的头 3 年（ t′= ）中，地面时钟记录的时间 t 为 

 2 1/20 0

dd cosh( / )d sinh( / )
(1 )

t tt ct t gt c t gt c
gβ

′ ′′
′ ′ ′= = = =

−∫ ∫ ∫   
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将 210m sg −= ⋅ 和 3t′ = 年代入，求得 t = 11.12 年. 对以后的 3 个 3 年，火箭经减速、

反向加速和减速，地面时钟记录的时间相同，总时间为 t 的 4 倍，即 44.5 年. 因此，

地面的那位双生子的年龄将为 64.5 岁.  
（2）火箭在头 3 年飞离地球的距离由下式计算： 

 
0 0 02

2

d d sinh( / )d
1

[cosh( / ) 1]

t t tcl t t c gt c t

c gt c
g

β

β

′ ′
′ ′ ′= = =

−

′= −

∫ ∫ ∫v
 

将 210m sg −= ⋅ 和 3t′ = 年代入，求得 169.66 10 m 10.2l = × = 光年. 火箭飞离地球的 远

距离为 2l，即 20.4 光年. 
8.5  设宇宙飞船以匀速度离开地球，朝着一颗发光的星球飞去. 在地面的观测

者，测得星球发出的光波长为 6400Å，而宇航员测得该星球发出的光波长为 6300Å，

求飞船相对于地球的速度.  
解  由相对论多普勒平移公式 (1 / )v cω γω′ = + ，得 

 
2

1 / 1 /(1 / )
1 /1 ( / )

c cc
cc

λ γ
λ

+ +
= + = =
′ −−

v vv
vv

 

从中解得 

 2 2[( / ) 1] / [( / ) 1]c λ λ λ λ′ ′= − +v  

式中， λ 和 λ′分别为地面观测者和宇航员测得的波长．将题给数据 λ = 6400Å 和

λ′ = 6300Å 代入，求得飞船速度为 3 14.72 10 km s−× ⋅ . 
8.6  狭义相对论的光行差公式为 

 
2

sin 1tan , ,
(cos ) 1 c

θθ γ β
γ θ β β

′ = = =
− −

v  

式中， v 为地球公转速度，θ 和θ ′分别为太阳参考系和地球参考系中波矢与地球运

动方向之间的夹角. （1）在非相对论近似下，证明 sinα θ θ β θ′≡ − = ；（2）设 90θ = ，

地球公转速度为 130km s−⋅ ，计算α （以角秒为单位，1°=3600 角秒）. 
解  （1）由光行差公式 

 sintan
(cos )

θθ
γ θ β

′ =
−

 

得 

 
2 2 2 2

2 2
2 2

(cos ) (1 cos )sin 1 tan 1
sin sin

γ θ β γ β θθ θ
θ θ

− − − −′ ′= + = + =  

 sinsin
(1 cos )

θθ
γ β θ

′ =
−
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将上式左右两边作泰勒展开，只保留 β 的一级小项，得 

 sin sin( ) sin cosθ θ α θ α θ′ = + ≈ +  

 ( )sin sin 1 cos sin sin cos
(1 cos )

θ θ β θ θ β θ θ
γ β θ

≈ + = +
−

  

于是有 sinα β θ= ，证毕． 
（2） 4/ 10cα β −= = =v rad = 20.6 角秒. 

*8.7  从相对论速度变换公式和多普勒频移公式出发，证明：在实验室参考系 S
中，光在运动流体（运动参考系S′）中的光速为（流速 cv ，保留至 / cv 级小量） 

 2 2

1 d ( )1
( ) d
c nu

n n n
ω ω

ω ω
⎡ ⎤= ± − +⎢ ⎥⎣ ⎦

v  

式中，ω为频率， ( )n ω 为流体折射率，“ ±”号对应光传播方向与流体运动方向平

行和反平行.（提示：光相对运动流体的传播速度为 / ( )c n ω′ ，ω′表示运动参考系中

的光波频率） 
解  相对论速度反变换公式和多普勒频移公式如下 

 2 , 1
1 /

uu
u c c

ω γω
′ + ⎛ ⎞′= = −⎜ ⎟′+ ⎝ ⎠

v v
v

 

式中， / ( )u c n ω′ ′= 为光在S′中的传播速度，u 为待求的光在 S 中的传播速度. 由多

普勒频移公式得 

 1 ,
c c c

ω ωω γω ω ω ω⎛ ⎞′ ′= − ≈ − − ≈ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

v v v  

 d ( )1
( ) ( ) ( )d ( ) / d ( ) d
c c c nu

n n n n cn
ω ω

ω ω ω ω ω ω ω ω
⎡ ⎤′ = ≈ ≈ +⎢ ⎥′ ′+ − ⎣ ⎦

v  

代入速度反变换公式得 

 

2 2 2
2

2 2 2 2

( )(1 / ) /
1 /

d 1 d ( )1
d ( ) d

uu u u c u u c
u c

c n c n
n n n n n n

ω ω ω
ω ω ω

′ + ′ ′ ′ ′= ≈ + − ≈ + −
′+

⎡ ⎤≈ + + − = + − +⎢ ⎥⎣ ⎦

v v v v v
v

v vv v
 

以上结果对应光传播方向与流体运动方向平行的情况；对于反平行情况，只需将 v 反

号即可，证毕. 
8.8  S′系相对 S 系以速度 v 沿 x 轴方向运动，一束光的传播方向在 S 系中的方

向余弦为（ cos ,cos ,cosφ ψ χ ），在S′系中的方向余弦为（ cos ,cos ,cosφ ψ χ′ ′ ′），推导

二者之间的变换关系.  
解  设该束光在 S 系中的波矢为 1 2 3( , , )k k kk ，在S′系中的波矢为 1 2 3( , , )k k k′ ′ ′ ′k ，

则成立 
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 1 2 3cos / , cos / , cos /k k k k k kφ ψ χ= = =  

 1 2 3cos / , cos / , cos /k k k k k kφ ψ χ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= = =  

′k 和 k 之间满足如下变换关系 

 2
1 1 2 2 3 3( / ) (cos ), ,k k c k k k k kγ ω γ φ β′ ′ ′= − = − = =v  

式中， 2 1/2/ , (1 )cβ γ β −= = −v   . 由上式得 

 

2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3

2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1

2 2 2 2 2 2
1 1

2 2 2 2 2
1

( / )

2

( 1) 2 ( 1)

( ) (1 cos )

k k k k k k c k k

k k k k k k

k k k k

k k k

γ

γ γ β γ β

γ γ β γ β

γ β γ β φ

′ ′ ′ ′= + + = − + +

= − + + −

= − − + +

= − = −

v

 

 (1 cos )k kγ β φ′ = −  

于是有 

 1 cos coscos
1 cos cos

k c
k c

φ β φφ
β φ φ

′ − −′ = = =
′ − −

v
v

 

 2 cos coscos
(1 cos ) ( cos )

k c
k c

ψ ψψ
γ β φ γ φ

′
′ = = =

′ − − v
 

 3 cos coscos
(1 cos ) ( cos )

k c
k c

χ χχ
γ β φ γ φ

′
′ = = =

′ − − v
 

反变换公式可通过替换 ( , , ) ( , , )φ ψ χ φ ψ χ′ ′ ′↔ ，以及将 v （或β ）反号求得.  

*8.9  一双面镜沿垂直镜面的方向以速率 v 相对 S 系运动. 在 S 系中，入射至该

镜面的电磁波的入射角为 0θ ，求该参考系测得的反射角θ . 对于从镜子前方和后方

入射两种情况，分别进行讨论. （提示：利用习题 8.8 的结果） 
解  不妨取镜面法线方向为 x 轴，镜子运动速度沿 x 轴正向，入射面位于 xy 平

面. 对于前方入射的情况，入射波在 S 系中的方向余弦为（ 0 0cos ,sin ,0θ θ− ）. 在相

对镜子静止的参考系S′中，该入射波的方向余弦为 

 0 0

0 0

cos sin
cos , cos , cos 0

cos ( cos )
c c

c c
θ θ

φ ψ χ
θ γ θ

− −′ ′ ′= = =
+ +

v
v v

 

在S′系中，由反射定律得反射波的方向余弦为（ cos ,cos ,0φ ψ′ ′− ），将其转换至 S 系

中，其方向余弦应为（ cos ,sin ,0θ θ ），满足 

 cos coscos , sin
cos ( cos )

c c
c c

φ ψθ θ
φ γ φ
′ ′− +

= =
′ ′− −
v

v v
 

将 cosφ′和 cosψ ′的表达式代入上述两式得 

 
2 2

0 0
2 2

0 0

2 (1 )cos (1 )sin
cos , sin

1 2 cos 1 2 cos
β β θ β θ

θ θ
β β θ β β θ
+ + −

= =
+ + + +
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对于从镜面后方入射的情况，入射波在 S 系中的方向余弦为（ 0 0cos ,sin ,0θ θ ）. 

在S′系中，该入射波的方向余弦为 

 0 0

0 0

cos sin
cos , cos , cos 0

cos ( cos )
c c
c c

θ θ
φ ψ χ

θ γ θ
−′ ′ ′= = =

− −
v

v v
 

在S′系中，由反射定律得反射波的方向余弦为（ cos ,cos ,0φ ψ′ ′− ），将其转换至 S 系

中，其方向余弦应为（ cos ,sin ,0θ θ− ），满足 

 cos coscos , sin
cos ( cos )

c c
c c

φ ψθ θ
φ γ φ
′ ′− +

− = =
′ ′− −
v

v v
 

将 cosφ′和 cosψ ′的表达式代入上述两式得 

 
2 2

0 0
2 2

0 0

(1 )cos 2 (1 )sin
cos , sin

1 2 cos 1 2 cos
β θ β β θ

θ θ
β β θ β β θ

+ − −
= =

+ − + −
 

由上述结果可见，两组公式可通过 β 反号实现相互转换.  

8.10  两个非导电的大平行板，彼此相距为 d，如习题 8.10 图所示那样放置. 它
们一道以速度 v 沿 x 轴运动. 在相对平行板静止的参考系中，上、下板面电荷密度

均匀，分别为 σ+ 和 σ− . 求二板之间的电场与磁场的大小和方向（忽略边缘效应）.  

 

习题 8.10 图 

解  取相对平行板静止的参考系S′，电磁场为 ′E 和 ′B ；实验室参考系 S，电磁

场为 E 和 B ，成立如下变换关系： 

 2

2

,
( ), ( / )
( ), ( / )

x x x x

y y z y y z

z z y z z y

E E B B
E E B B B E c
E E B B B E c

γ γ
γ γ

′ ′⎧ = =
⎪ ′ ′ ′ ′= + = −⎨
⎪ ′ ′ ′ ′= − = +⎩

v v
v v

    
    

 

在S′系中有 
 00, 0, /x y z x y zB B B E E E σ ε′ ′ ′ ′ ′ ′= = = = = = −  

代入上述变换关系式得 
 0 00, / ; 0,x y z x z yE E E B B Bγσ ε μ γσ= = = − = = = v          

上式表明，在实验室参考系中，电场大小为 2
0/ [ (1 ( / ) ]cσ ε − v ，方向指向 z 轴负向；

磁场大小为 2
0 / (1 ( / )cμ σ −v v ，方向指向 y 轴正向． 
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8.11  一半径为 R 的理想导体球，以常速度 x= vev （ cv ）在均匀磁场 yB=B e

中运动，如习题 8.11 图所示. 在 / cv 的 低阶近似下，在相对导体球静止的参考系

中，写出导体球面上的感应面电荷分布.（提示：参考习题 2.5） 
解  设随球一起运动的参考系为 S′，原坐标系为 S. 由变换公式求得 S′系中

,z yB Bγ γ′ ′= =vE e  B e . 在 低阶近似下有 1γ ≈ ，则 

 ,z yB B′ ′= = =vE e B e B  

 

习题 8.11 图 

在S′系中， ′E 为均匀外场. 由习题 2.5 的结果，令 Q = 0，求得球外电势分布 

 
3

2cos cosE Rr E
r

ϕ θ θ
′

′ ′ ′ ′ ′= − +
′

 

式中，θ ′为 ′r 与 ze 之间的夹角. 导体球表面上的面电荷密度为 

 0 0 0( / ) 3 cos 3 cosr Rr E Bσ ε ϕ ε θ ε θ′=′ ′ ′ ′ ′ ′= − ∂ ∂ = = v  

8.12  电偶极子的静止偶极矩为 p ，以速度 v 做匀速直线运动，求它产生的电

磁势和电磁场.（提示：设电偶极子位于运动参考系的坐标原点，初始时刻静止参考

系和运动参考系原点重合） 
解   设静止参考系为 S，与电偶极子一起运动的参考系为 S′，初始时刻

（ 0t t′= = ）S 和S′的原点重合，电偶极子始终位于S′的原点. 在S′系中，电磁势和

电磁场为 

 3
0

, 0
4 r

ϕ
ε

′⋅′ ′= =
′π

p r A  

 5 3
0

1 3( ) , 0
4 r rε

′ ′⋅⎡ ⎤′ ′= − =⎢ ⎥′ ′π ⎣ ⎦
p r r pE B  

由电磁势和电磁场的反变换关系 

 2 2( 1)

( )
c
γϕγ

ϕ γ ϕ

′⋅′= − − +

′ ′= + ⋅
v

AA A

A

v v v

v
 

 
/ /

/ /2

( ) ( 1)
1 ( 1)
c

γ γ

γ γ

′ ′ ′= − × − −

⎛ ⎞′ ′ ′= + × − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

E E B E

B B E B

v

v
 

得 
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 2,
c
γϕϕ γϕ
′

′= =A v  

 / / 2( 1) ,
c
γγ γ′ ′ ′= − − = ×E E E B Ev  

由洛伦兹变换公式，可将 ′r 和 r′用 r 和 r 表示 
 2 2 2 1/2

/ / / / / /( ), , [ ( ) ]t r t rγ γ⊥ ⊥ ⊥′ ′ ′= − = = − +r r r r rv v  

从而 终求得运动偶极子在 S 系中的电磁势和电磁场的表达式. 
*8.13  电量为 e、静止质量为 0m 的带电粒子在外电场 E 和外磁场 B 中运动. 从

运动电荷的辐射功率公式 

 
2

6 2 4 2
/ /3

0

( )
6

eP a a
c

γ γ
ε ⊥= +
π

 

出发，证明辐射功率为 

 
2 4

2 2
2 3

0 0

[( ) ( ) ]
6

eP c
m c

γ
ε

= + × − ⋅
π

E B Eβ β  

式中， / c=β v . 进一步，证明该功率可写成如下四维协变形式： 

 
4

4 3
0 06
eP F p F p
m c μ μλ λε

=
π v v  

式中， Fμv 为 4-电磁场张量， pv 为 4-动量矢量；同指标求和. 因此，电磁场中运动 
带电粒子的辐射功率为洛伦兹变换下的不变量.  

证  带电粒子的运动方程为 

 
3

30 0
0 0 / / 02

d( ) ( )
( )

d
m m

m m m e
t c

γ γ
γ γ γ ⊥

⋅
= + = + = + ×

a
a a a E B

v v v v  

从中求得 

 / /
/ / 3

0 0

, ( )
eE ea
m mγ γ⊥ ⊥= = + ×a E Bv  

代入运动电荷辐射功率公式得 

 

2 2 2 2 22
/ /

3 2 2
0 0 0

4
2 2 2
/ /2 3

0 0

2 4
2 2 2 2

/ /2 3
0 0

2 4
2 2 2 2

/ /2 3
0 0

2 4
2 2

2 3
0 0

( )
6

[ ( ) ]
6

[(1 ) 2 ( ) ( ) ]
6

[ 2 ( ) ( ) ]
6

[( ) ( ) ]
6

e E eeP
c m m

e E c
m c

e E c c
m c

e E c c
m c

e c
m c

γ
ε

γ
ε

γ β
ε

γ β
ε

γ
ε

⊥

⊥

⊥

⎡ ⎤+ ×
= +⎢ ⎥π ⎣ ⎦

= + + ×
π

= − + + ⋅ × + ×
π

= − + + ⋅ × + ×
π

= + × − ⋅
π

E B

E B

E E B B

E E B B

E B E

β

β β

β β

β β

v
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3 2 1 1

3 1 2 2
0

2 1 3 3

1 2 3

0

0 i /
0 i /

0 i /
i / i / i / 0 i

( , i )

B B E c
B B E c

F p m
B B E c

E c E c E c c
m

μν ν γ

γ

− −⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎜ ⎟⎜ ⎟=
⎜ ⎟⎜ ⎟− −
⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
= + × ⋅

v
v
v

E B Eβv

 

 2 2 2 2
0 [( ) ( ) ]F p F p m cμν ν μλ λ γ= + × − ⋅E B  Eβ β  

代回 P 的表达式 

 
4

4 3
0 06
eP F p F p
m c μ μλ λε

=
π v v  

即推得题给运动电荷辐射功率公式 

 
2 4

2 2
2 3

0 0

[( ) ( ) ]
6

eP c
m c

γ
ε

= + × − ⋅
π

E B Eβ β  

证毕.  
8.14  如习题 8.14 图所示，位于 x 轴上的两个带电粒子：粒子 1 位于坐标原点，

沿 x 向做匀速直线运动，速率为 1v ，电量为 1q ；粒子 2 位于 x = a 处，沿 y 向做匀速

直线运动，速率为 2v ，电量为 2q . 求粒子 1 和粒子 2 所受的电磁力. 

 

习题 8.14 图 

解  ① 解法 1 
直接运用匀速运动电荷的电磁场公式计算粒子受力. 粒子 1 受的电磁力 1F 为 

 1 1 2 1 2 1 1( ),q= + × = v xF E B  ev v  

 2 2 2 2 2
2 2 2 3/2 3 2 2

0 2 / / 0 0 2
4 ( ) 4 4 1 ( / )

x
q q q

r r r a c

γ γ
ε γ ε ε

⊥

⊥ ⊥

= = = −
π + π π − v2

r r
E  e  

 2 2 2 2
2 2 2 2 2

0 24 1 ( / )
z

q
c c a cε

×
= =

π −

v
v

EB ev  

 1 2 1 2 1 2
1 2 2 2 2 2

0 2 0 24 1 ( / ) 4 1 ( / )
x y

q q q q

a c c a cε ε
= − −

π − π −

v v
v v

F e e  

粒子 2 受的电磁力 2F 为 
 2 2 1 2 1 2 2( ), yq= + × = vF E B  ev v  
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2

1 / /1 1 1 1
1 2 2 3/2 2 2

0 1 / / 0 1 / / 0

[1 ( / ) ]
4 ) 4 4 x

qq q c
r r r a
γ

ε γ ε γ ε⊥

−
= = =

π + π π
v

2 3

rrE  e
(

 

 1 1
1 2 0

c
×

= =
EB v  

 
2

1 2 1
2 2

0

[1 ( / ) ]
4 x

q q c
aε

−
=

π
vF  e  

② 解法 2 
在相对施力电荷静止的坐标系S′中求力，然后将结果转换到实验室坐标系 S. 对

施力电荷为 1q 的情形，与它相对静止的参考系S′的运动速度为 1v ，方向沿 x 轴方向，

电荷 2q 的受力为 

 1 2
2 2

04 x
q q

aε
′ =

′π
F e  

式中， a x′ ′= Δ . 由洛伦兹变换公式，利用 0tΔ = 和 x aΔ = 求得 

 2 1/2
1 1 1 1 1( / ) , [1 ( / ) ]a x t c a cγ γ γ γ−′ = Δ − Δ = = − = vv v       

受力电荷 2q 在参考系 S 和S′中的速度和相对论因子分别为 

 2 1/2
2 2 2 2 2 20, , [1 ( / ) ]x z yu u u cγ −= = = = −v v  

 22 1 2 2
2 1 2 22

1 2 1

, , 0
1 ( / )

yx z
x y z

x

uu uu u u
u c γ γ γ
−′ ′ ′= = − = = = =

− v v

v vv
v

 

 
2

2 2 2 2 1/22
2 1 2 2 1 22

1

, (1 / )u u cγ γ γ
γ

−′ ′ ′= + = − =
vv  

利用力的变换公式求得 S 系中的力为 

 2 22 1 1 2 1
2 2 2 2 1 2 22

2 2

(1 / )x x x xF F c F F
c

γ γ γ γ γ
γ γ
′ ⎛ ⎞′ ′ ′ ′ ′= + ⋅ = − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
v v vF u  

 2 2
2 2 2 2

2 2

0, 0y y z zF F F Fγ γ
γ γ
′ ′

′ ′= = = =  

 
2

1 2 1
2 2 2

0

[1 ( / ) ]
4 x

q q c
aε

−′= =
π

vF F e  

对于施力电荷为 2q 的情形，与它相对静止的参考系S′的运动速度为 2v ，方向沿

y 轴方向，电荷 1q 的受力为 

 1 2 1 2
1 2 2

0 04 4x x
q q q q

a aε ε
′= − = −

′π π
F e e  

其中用到垂直空间间隔不变（ a a′ = ）的性质. 受力电荷 1q 在两个参考系中的速度和

相对论因子分别为 
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 2 1/2
1 1 1 1 1 1, 0, [1 ( / ) ]x y zu u u cγ −= = = = −v v  

 1 21 1 1
1 1 2 12

2 2 1

, , 0
1 ( / )

yx z
x y z

v y

uu uu u u
u cγ γ γ
−

′ ′ ′= = = = − = =
− v

vv v
v

 

 
2

2 2 2 1/21
1 2 1 1 1 22

2

, [1 ( / ) ]u u cγ γ γ
γ

−′ ′ ′= + = − =
vv  

利用力的变换公式求得 S 系中的力为（注意此时有 2γ γ=v ） 

 1 2 1 2 2 1 2 2 1 2 1 2
1 1 1 1 12 2 2 2

1 1 2 04y y x
q qF F F

c c c a
γ γ γ γ γ γ
γ γ γ ε
′ ⎛ ⎞′ ′ ′ ′= + ⋅ = = −⎜ ⎟ π⎝ ⎠

v v v v v vF u  

 1 2 1 2 1
1 1 2 1 1 12

1 0 1

, 0
4x x x z z

q qF F F F F
a

γ γ γ
γ

γ ε γ
′ ′

′ ′ ′= = = − = =
π

 

 1 2 1 2 1 2
1 2 2 1/2 2 2 2 1/2

0 2 0 24 [1 ( / ) ] 4 [1 ( / ) ]x y
q q q q

a c c a cε ε
= − −

π − π −
v v

v v
F e e  

两种方法求出的答案一致. 显然，解法 2 比解法 1 运算量要大. 
8.15  一个静止质量为 0m 、速率为 0.6c 的粒子，与另一个处于静止的相同粒子

碰撞形成复合粒子，求该复合粒子的静止质量和速率.  
解  对运动粒子有 2 1/2 2 1/2

0 0[1 ( / ) ] (1 0.6 ) 5 / 4cγ − −= − = − =v ，则系统的初始能量

和动量为 

 2 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0(1 ) 9 / 4, 3 / 4E m c m c p m m cγ γ= + = = =v  

设复合粒子的静止质量为 m，速率为 v ，则由能量和动量守恒得 

 2 2
0 09 / 4, 3 / 4mc m c m m cγ γ= =v  

解得 / 3c=v ， 2 1/2[1 (1 / 3) ] 3 / (2 2)γ −= − = ， 03 2 / 2m m= .  
8.16  质量为 M 的静止粒子衰变为静止质量分别为 1m 和 2m 的两个粒子，求静

止质量为 1m 的粒子的动量和能量. 
解  设粒子 1 和 2 的能量和动量分别为 1 1,E p 和 2 2,E p ，则由能量和动量守恒得 

 2
1 2 1 2, 0E E Mc p p+ = + =  

此外， 1E 和 1p ，以及 2E 和 2p 之间成立如下关系： 

 2 4 2 2 2 4 2 2
1 1 1 2 2 2,E m c p c E m c p c= + = +  

将后三个式子代入能量守恒方程，求得关于 1p 的代数方程 

 2 4 2 2 2 4 2 2 2
1 1 2 1m c p c m c p c Mc+ + + =  

 2 4 2 2 2 4 2 2 2 4 2 2 2 4 2 2 2 4
1 1 2 1 1 1 2 12 ( )( )m c p c m c p c m c p c m c p c M c+ + + + + + =  

 2 4 2 2 2 4 2 2 2 4 4 2 2 2 2 2
1 1 2 1 1 2 14( )( ) [ ( ) 2 ]m c p c m c p c M c c m m p c+ + = − + −  
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 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 4
1 1 2 1 24 [ ( )] 4p M c M c c m m m m c= − + −  

由上式可解得 

 2 2 2 2
1 1 2 1 2[ ( ) ][ ( ) ]

2
cp M m m M m m
M

= − + − −  

相应求得 

 
2

2 4 2 2 2 2 2
1 1 1 1 2( )

2
cE m c p c M m m
M

= + = + −  

8.17  当光子与电子碰撞时，证明若电子完全吸收光子，将无法同时满足动量

和能量守恒定律.  
证  频率为ν 的光子能量为 hν ，动量为 /h cν ；静止电子的能量为 2mc ，动量

为零. 若电子完全吸收光子，则由能量守恒和动量守恒得 

 2 2 , /h mc mc h c mν γ ν γ+ = = v  

式中， v 为吸收光子之后电子获得的速度， 2 2 1/2(1 / )cγ −= − v . 将第二式代入第一式

得 2 2m c mc mcγ γ+ =v ，从中解得 / ( )c cγ = − v ，与 γ 的本来数值不符，说明上述能量

和动量守恒方程无法同时满足.  
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《电磁学与电动力学（第二版）习题解答》后记 

本习题解答（胡友秋、程福臻、叶邦角、刘之景、胡岳东编著）包括两个部分，

电磁学部分与电动力学部分，分别解答再版教材《电磁学与电动力学》上、下册中

所布置的全部习题. 
《电磁学与电动力学》上册（胡友秋、程福臻、叶邦角编）于 2008 年 7 月由科

学出版社出版. 该教材是在 1994 年 5 月高等教育出版社出版的《电磁学》（胡友秋、

程福臻、刘之景编）的基础上修改、补充而成的. 自出版之后，《电磁学》一直为中

国科学技术大学的教师所使用. 应他们的建议，由该书的作者之一程福臻教授与他

的两位辅导老师胡岳东、张为群同志编写了习题解答，于 1996 年 4 月由校教务处胶

印后发给校内任课教师使用参考. 后来出版的《电磁学与电动力学》上册曾对习题

作了删改，于是习题解答也需进行相应修改，此项任务由程福臻教授负责完成，修

改后的习题解答仍由校教务处胶印后在校内供任课教师参考. 这次教材再版书名维

持不变，作者改为胡友秋、程福臻、叶邦角、刘之景，仍由科学出版社出版. 在再

版过程中，对部分习题作了调整，将原来的习题解答作了相应改动，对改动后的习

题解答作了仔细审阅. 
《电磁学与电动力学》下册于 2008 年 1 月由科学出版社出版，与该教材配套的

习题解答由胡友秋教授主笔编写，程福臻教授审核. 
在解题过程中，编者尽力做到概念清晰、方法简洁、规范，与课堂内容密切配

合. 除极个别习题之外，每题只给了一种解法，供教师和同学参考. 在使用本教材

和配套习题解答的过程中，本校的历届任课教师和修课同学指正了习题和解答中的

多处错误；王少杰教授仔细审阅了电动力学部分的习题解答，提出了宝贵的修改意

见，编者在此对他们致以诚挚谢意. 
虽经过多次检查，仍难免出现疏漏和欠妥之处，衷心期盼各位老师和同学批评

指正. 
编  者 

2013 年 12 月于合肥 
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