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第一章 Einstein 求和约定

爱因斯坦求和约定是用于简化矢量分析公式推导过程的一种记号。

例如，不使用该约定时，

a =
∑
i

aiei,a · b =
∑
i

aibi,

这里的求和符号实际上是冗余的，完全可以省略不写，只保留字母的下标，

爱因斯坦求和约定就是以这种朴实的想法为基础而诞生的。

1.1 基本规则

具体来说，爱因斯坦求和约定遵循以下三个规则：

1. 不写求和符号.

a =
∑
i

aiei → aiei,

((a · b)c)k =
∑
i

aibick → aibick.

注：()k 指的是该矢量的 k 分量.

这里出现两次的指标，也就是 i，被称作哑指标，除此之外在单项式中

只出现一次的指标, 也就是 k，被称作自由指标。对于式中出现的哑指标，

写出来之后默认对其进行求和，需要注意的是，哑指标具体用什么字符指

代是任意的，只要注意不要同已经出现过的另外求和的指标符号弄混，以

及前后字符对应的求和范围是不变的即可，除此之外单项式中同一指标不
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能出现超过两次。自由指标写出来不求和，表示一次取某一个值，每取一个

值都是一个单独的式子，需要注意的是对于每一个不同的自由指标，指示

的字符都需要保持不同.

2. 哑指标自动求和.

即在式子中碰到哑指标，需要把哑指标遍历之后，各项加起来作为最

终结果.

3. 和式相乘指标不能相同.

例如

(a · b)(c · d) = aibicjdj,

而不能写成 aibicidi，否则会造成混淆. 一般来说，哑指标会重复两次，重复

三次的我也没见过，作业也大概率用不到 (乐).

有一个小问题是，如何表示 a =
∑

i ai 呢? 这里如果直接去掉求和符

号，那么无法判断 i 到底是哑指标还是自由指标. 可以用一种非常别扭的表

示方法

a =
∑
i

ai = aibi(取bi恒为 1).



第二章 Kronecker 符号和

Levi-Civita 符号

2.1 Kronecker 符号

我们知道，在直角坐标系中，标准正交基为 e1, e2, e3，并且

e1 · e1 = 1, e1 · e2 = 0, e2 · e3 = 0,

也就是说，二者下标相同时，点积结果为 1，否则为 0. 因此，不妨定义

δij =

 0, i ̸= j

1, i = j

所以，可以把 ei · ej 写成

ei · ej = δij,

而且可以把基矢用 Kronecker 符号表示

ei =


δi1

δi2

δi3

 ,

并且有如下性质

δij = δji,

δimδmj = δij.
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第一个性质的成立很显然，在此不做赘述，下面证明第二个性质：

δij = ei · ej =
(
δi1 δi2 δi3

)
δj1

δj2

δj3

 = δi1δj1 + δi2δj2 + δi3δj3 = δimδmj.

2.2 Levi-Civita 符号

我们知道，

a× b =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3

a1 a2 a3

b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (a2b3− a3b2)e1+(a3b1− a1b3)e2+(a1b2− a2b1)e3,

行列式的表示方法很美观，但是还不够紧凑，因此，不妨定义

ϵijk =


1, ijk = 123, 231, 312

1, ijk = 321, 213, 132

0, else

所以，可以把 a× b 写成

a× b = ϵijkaibjek,

我们可以用 Kronecker 符号表示 Levi-Civita 符号，

ϵijk = ei · (ej × ek) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
δ1i δ2i δ3i

δ1j δ2j δ3j

δ1k δ2k δ3k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
上式中第二个等号是混合积的结论，具体可翻阅大一的数分课本.

下面证明第一个等号是如何成立的:

ej × ek = ϵlmn(ej)l(ek)men,
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这里有一些绕，(ej)l 意为 ej 的第 l 个分量，(ek)m 意为 ek 的第 m个分量，

如何去求一个矢量的分量呢？答案是投影. 所以

(ej)l = ej · el = δjl, (ek)m = ek · em = δkm,

那么

ei · (ej × ek) = ei · (ϵlmnδjlδkmen) = ϵlmnδjlδkmδin,

这里 i, j, k是自由指标，l,m, n是哑指标，为取非零值，有 j = l, k = m, i = n，

所以

ei · (ej × ek) = ϵjki = ϵijk.

类似的，有性质

ϵijk = −ϵjik,

ϵijkϵlmn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
δil δim δin

δjl δjm δjn

δkl δkm δkn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
下面证明第二个性质：

由前面所证可知,

ϵijk =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
δ1i δ2i δ3i

δ1j δ2j δ3j

δ1k δ2k δ3k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , ϵlmn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
δ1l δ2l δ3l

δ1m δ2m δ3m

δ1n δ2n δ3n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
转置后行列式值不变
=============

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
δ1l δ1m δ1n

δ2l δ2m δ2n

δ3l δ3m δ3n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
所以

ϵijkϵlmn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣


δ1i δ2i δ3i

δ1j δ2j δ3j

δ1k δ2k δ3k



δ1l δ1m δ1n

δ2l δ2m δ2n

δ3l δ3m δ3n


∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
δil δim δin

δjl δjm δjn

δkl δkm δkn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .



第三章 矢量的运算

3.1 基本运算

现在我们了解了 Einstein 求和约定，Kronecker 符号以及 Levi-Civita

符号，它们可以帮助我们大大简化运算，当然，目前看起来，效果还不明显.

为了利用它们，我们需要用这套规则和符号来处理矢量基本的代数运算. 以

一个普通的矢量 a 为例：

a = aiei,a = |a|â =
√
aiaiâ =

√
δijaiaj â,

加法运算

a+ b = aiei + biei = (ai + bi)ei,

数乘运算

λa = λ(aiei) = (λai)ei,

内积 (点积) 运算

a · b = aiei · bjej = aibjδij = aibi,

叉积运算

a× b = ϵijkaibjek =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3

a1 a2 a3

b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6
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外积 (并积) 运算

ab = aibjeiej ,

这里并积的结果是一个具有九个分量的量，即二阶张量.

张量是一个更加一般化的表述，类似于范数，过去我们所说的标量称

为零阶张量，矢量称为一阶张量，方阵可以称为二阶张量，也就是说，n 阶

张量具有的分量个数为 维数
n
个. 例如，在三维空间内，一个三阶张量就好

像在一个 3 × 3 × 3 的立方体内的每一个小格子里填上数. 在电动力学的学

习中，我们最多只会用到二阶张量.

如果说张量仅仅是一个具有多个分量的量，那么对于二阶张量，为什么

不把每个分量一字排开，类似于普通的矢量那样，而是要放到方阵中呢？这

是因为，张量的每一个是具有物理意义的，比如说弹性力学中的应力张量，

受力微元有六个面，而在它的每个面上，应力的方向都有三个. 并且，张量

的另一个定义是，在旋转坐标系后，它的模保持不变，这一点从矢量，也即

一阶张量的旋转也可以体现出来. 所以说，张量的形式是有限制的，不能随

意排开.

尽管说了这么多，还是没有解释为什么二阶张量需要写成方阵的形式，

但我认为，我们应该把更多的时间放到物理上，暂时只要会计算就可以了，

当然，有需求的同学可以自行查阅资料学习. 接下来，将介绍如何用方阵表

示外积 (并积).

外积这个名字与内积相对应，我们知道

a · b =
(
a1 a2 a3

)
b1

b2

b3

 = aibi,

相应的

ab =


a1

a2

a3

(
b1 b2 b3

)
=


a1b1 a1b2 a1b3

a2b1 a2b2 a2b3

a3b1 a3b2 a3b3

 ,
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从命名和结果的对比可以看出，内积的结果是一个数，“聚成一团”，外积

的结果是一个方阵，拓展开来，还是非常形象的.

同样，

eiej =


δi1

δi2

δi3

(
δj1 δj2 δj3

)
=


δi1δj1 δi1δj2 δi1δj3

δi2δj1 δi2δj2 δi2δj3

δi3δj1 δi3δj2 δi3δj3

 ,

可以用一个符号来表示二阶张量，方式是
←→
T . 自然，单位张量

←→
I = e1e1 + e2e2 + e3e3 = δijeiej =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 .

还有一些关于并矢的计算规则

(AB) · (CD) = A(B ·C)D = (B ·C)AD,

(AB) : (CD) = (B ·C)(A ·D),

(AB)× (CD) = A(B ×C)D.

第二式称作双点积，只是一个记号，没有什么特殊的，在后面关于静电势的

多极展开会使用到.

3.2 稍复杂的公式

三重标积

a · (b× c) = alel · ϵijkbicjek = ϵijkalbicjδlk = ϵijkakbicj =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
注：我们知道，混合积是具有轮换对称性的，即

a · (b× c) = b · (c× a) = c · (a× b),
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从展开的分量可以看出，这个轮换对称性是在 ϵijk 上体现的.

三重矢积

a× (b× c) = b(a · c)− c(a · b),

证明：等号左边为

ϵijk[ai(b× c)jek]

= ϵijkaiϵmnjbmcnek

= −ϵjikϵjmnaibmcnek

= −(δimδkn − δinδkm)aibmcnek

= ancnbkek − ambmckek

= b(a · c)− c(a · b),

我们还可以进一步看看这个式子的几何意义，

b(a · c) = c(a · b) + a× (b× c),

若取 a = c = e1，该式变为

b = e1(b · e1) + e1 × (b× e1),

可以看出，等号右边第一项是 b∥，第二项是 b⊥，相当于对 b进行正交分解.

事实上，完全可以用几何方法证明这个公式，矢量 b 和矢量 c 张成一

个平面 (二者共线的时候等式两边都是零向量)，b× c 就沿平面的法向量方

向。而 a× (b× c) 又要跟这个法向量垂直，所以就回到了 b 和 c 张成的平

面内. 于是根据平面向量基本定理有

a× (b× c) = mb+ nc,

再进行一些计算就可以确定常数 m,n 的值.
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3.3 涉及到 ∇ 的矢量公式

我们知道，∇ 算符可以看作是一个具有微分性的矢量，即

∇ =


∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

 ,

所以，涉及到它的矢量公式与其他的也没有什么特别之处，当然结果会有

一些差异. 下面提供郭书附录中两个矢量公式的证明，其余的在作业答案中

会涉及到.

1.∇ · (f × g) = (∇× f) · g − f · (∇× g).

证明：

∇ · (f × g) =
∂

∂xi

(ϵjkifjgk)

= ϵijk(
∂

∂xi

fj)gk − fj(ϵikj
∂

∂xi

gk)

= (∇× f) · g − f · (∇× g)

2.∇× (f × g) = (g · ∇)f + (∇ · g)f − (f · ∇)g − (∇ · f)g.

证明：

∇× (f × g) = ϵijk
∂

∂xi

(f × g)jek

= ϵijkϵmnj
∂

∂xi

(fmgn)ek

= −(δimδkn − δinδkm)(
∂fm
∂xi

gn + fm
∂gn
∂xi

)ek

= gi
∂fm
∂xi

em + fk
∂gi
∂xi

ek −
∂fi
∂xi

gkek − fi
∂gk
∂xi

ek

= (g · ∇)f + (∇ · g)f − (∇ · f)g − (f · ∇)g.
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3.4 曲线坐标系下的梯度，散度，旋度，拉普拉斯

算子

有些时候，使用柱坐标和球坐标会更加简便，但在这种情况下，∇ 的

形式也会发生变化，原因很简单———求偏导的自变量变化了. 我们可以利

用链式法则来推导出在柱坐标和球坐标下梯度，散度，旋度的公式，不过比

较麻烦，而比较方便的方法是通过引入拉梅 (Lamé) 系数来解决这一问题.

在直角坐标系 (x, y, z) 中，位矢的微分可以写为

dl = dxi+ dyj + dzk,

在广义坐标系 (q1, q2, q3) 中

dl = h1dq1q̂1 + h2dq2q̂2 + h3dq3q̂3,

这里的 h1, h2, h3 就是拉梅系数.

注：因为在曲线坐标系中，坐标的微分不一定等于弧长微元，比如球坐

标系中，θ̂ 方向的弧长为 rdθ，和 dθ 之间差了一个 r，这个系数就是所谓

的拉梅系数. 实际上，拉梅系数可以认为是坐标系变换后，坐标长度伸缩的

一个系数.

因为 l = l(x, y, z) = l(q1, q2, q3)，所以

∂l

∂q1
= h1q̂1,

并且
∂l

∂q1
=

∂l

∂x

∂x

∂q1
+

∂l

∂y

∂y

∂q1
+

∂l

∂z

∂z

∂q1
=

∂x

∂q1
î+

∂y

∂q1
ĵ +

∂z

∂q1
k̂,

即

h1q̂1 =
∂x

∂q1
î+

∂y

∂q1
ĵ +

∂z

∂q1
k̂,

h1 =

√
(
∂x

∂q1
)2 + (

∂y

∂q1
)2 + (

∂z

∂q1
)2,
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同理

h2 =

√
(
∂x

∂q2
)2 + (

∂y

∂q2
)2 + (

∂z

∂q2
)2, h3 =

√
(
∂x

∂q3
)2 + (

∂y

∂q3
)2 + (

∂z

∂q3
)2,

这就是拉梅系数的表达式，下面介绍广义坐标下梯度散度旋度的形式.

梯度

设 f 为一标量，则在直角坐标系下，

df =
∂f

∂xi

dxi = ∇f · dl,

在广义坐标系下，我们当然希望有同样的形式，即

df = ∇∗f · dl∗ = (∇∗f)q1h1dq1 + (∇∗f)q2h2dq2 + (∇∗f)q3h3dq3,

注：这里标 ∗ 是为了和直角坐标系区别开来.

所以

(∇∗f)qi =
1

hi

∂f

∂qi
,

在广义坐标系下，f 的梯度为

∇f =
1

h1

∂f

∂q1
q̂1 +

1

h2

∂f

∂q2
q̂2 +

1

h3

∂f

∂q3
q̂3.

散度

设 f 为一矢量，由散度的定义式

∇ · f

= lim
△V→0

‚
S

f · dS

△V

=
(fq1+dq1 − fq1)h2dq2h3dq3 + (fq2+dq2 − fq2)h1dq1h3dq3 + (fq3+dq3 − fq3)h1dq1h2dq2

h1dq1h2dq2h3dq3

=

∂(fq1h2h3)

∂q1
dq1dq2dq3 +

∂(fq2h1h3)

∂q2
dq1dq2dq3 +

∂(fq3h1h2)

∂q3
dq1dq2dq3

h1dq1h2dq2h3dq3

=
1

h1h2h3

[
∂(fq1h2h3)

∂q1
+

∂(fq2h1h3)

∂q2
+

∂(fq3h1h2)

∂q3
].
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旋度

设 f 为一矢量，由旋度的定义式

(∇× f)q1

= lim
△S→0

¸
L1

f · dl

△S

=
[fq2(q3)− fq2(q3 + dq3)]h2dq2 + [fq3(q2 + dq2)− fq3(q2)]h3dq3

h2dq2h3dq3

=

−∂(fq2h2)

∂q3
dq2dq3 +

∂(fq3h3)

∂q2
dq2dq3

h2dq2h3dq3

=
1

h2h3

[−∂(fq2h2)

∂q3
+

∂(fq3h3)

∂q2
],

同理，

(∇× f)q2 =
1

h1h3

[−∂(fq1h1)

∂q3
+

∂(fq3h3)

∂q1
],

(∇× f)q3 =
1

h1h2

[−∂(fq1h1)

∂q2
+

∂(fq2h2)

∂q1
],

写成紧凑的形式，即

∇× f =
1

h1h2h3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
h1q̂1 h2q̂2 h3q̂3

∂

∂q1

∂

∂q2

∂

∂q3

h1fq1 h2fq2 h3fq3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

拉普拉斯算子

∇2f = ∇ · ∇f

=
1

h1h2h3

[

∂(
1

h1

∂f

∂q1
h2h3)

∂q1
+

∂(
1

h2

∂f

∂q2
h1h3)

∂q2
+

∂(
1

h3

∂f

∂q3
h1h2)

∂q3
]

=
1

h1h2h3

[
∂

∂q1
(
h2h3

h1

∂f

∂q1
) +

∂

∂q2
(
h1h3

h2

∂f

∂q2
) +

∂

∂q3
(
h1h2

h3

∂f

∂q3
)].
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下面以柱坐标为例子，推导其下的梯度，散度，旋度的形式：

直角坐标与柱坐标之间的关系为
x = r cos θ

y = r sin θ

z = z�

所以

h1 =

√
(
∂x

∂r
)2 + (

∂y

∂r
)2 + (

∂z

∂r
)2 = 1,

h2 =

√
(
∂x

∂θ
)2 + (

∂y

∂θ
)2 + (

∂z

∂θ
)2 = r,

h2 =

√
(
∂x

∂z
)2 + (

∂y

∂z
)2 + (

∂z

∂z
)2 = 1,

那么

∇f =
∂f

∂r
r̂ +

1

r

∂f

∂θ
θ̂ +

∂f

∂z
ẑ,

∇ · f =
1

r
[
∂(rfr)

∂r
+

∂fθ
∂θ

+
∂(rfz)

∂z
],

∇× f =
1

r

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
r̂ rθ̂ ẑ
∂

∂r

∂

∂θ

∂

∂z

fr rfθ fz

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
∇2f =

1

r
[
∂

∂r
(r
∂f

∂r
) +

∂

∂θ
(
1

r

∂f

∂θ
) +

∂

∂z
(r
∂f

∂z
)].

同理，球坐标下：

h1 = 1, h2 = r, h3 = r sin θ,

∇f =
∂f

∂r
r̂ +

1

r

∂f

∂θ
θ̂ +

1

r sin θ

∂f

∂φ
φ̂,

∇ · f =
1

r2 sin θ
[
∂(r2 sin θfr)

∂r
+

∂(r sin θfθ)

∂θ
+

∂(rfφ)

∂φ
],
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∇× f =
1

r2 sin θ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
r̂ rθ̂ r sin θφ̂
∂

∂r

∂

∂θ

∂

∂φ

fr rfθ r sin θfφ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

∇2f =
1

r2 sin θ
[
∂

∂r
(r2 sin θ

∂f

∂r
) +

∂

∂θ
(sin θ

∂f

∂θ
) +

∂

∂φ
(

1

sin θ

∂f

∂φ
)].

所以，不必害怕这些繁琐的形式，我们只需要记忆坐标系对应的拉梅

系数就可以了.
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