
高等固体物理 阎守胜书习题

第九章作业

9.1

晶面用相应的倒格矢标记

G⃗h = h1b⃗1 + h2b⃗2 + h3b⃗3, (1)

满足布拉格反射条件时，
∣∣∣G⃗h

∣∣∣ = 4π
λ sin θ，即题目所给的图的横坐标。Si 本身是面心立方结构，

假设晶格常数为 a在笛卡尔坐标系下，倒格子的基矢可以写为
b⃗1 =

2π

a
(−e⃗1 + e⃗2 + e⃗3)

b⃗2 =
2π

a
(⃗e1 − e⃗2 + e⃗3)

b⃗3 =
2π

a
(⃗e1 + e⃗2 − e⃗3)

(2)

计算 G⃗h的模为 ∣∣∣G⃗h

∣∣∣ = 2π

a

√
3(h21 + h22 + h23)− 2(h1h2 + h1h3 + h2h3) (3)

代入 a = 0.5428 nm，以 (0.1nm)−1为单位，有∣∣∣G⃗h

∣∣∣ ≈ 1.158
√
3(h21 + h22 + h23)− 2(h1h2 + h1h3 + h2h3) (4)

读取图中峰数值大致为 2.0, 3.3, 3.8, 4.7, 5.0计算可得出对应的晶面，记录在表 1中。

表 1: 数据总结

2.0 3.3 3.8 4.7 5.0

(h1, h2, h3) (1, 1, 1) (2, 1, 1) (2, 2, 1) (2, 2, 0) (3, 1, 1)

计算值 2.006 3.275 3.841 4.632 5.048

相比细线（晶体硅）而言，粗线（非晶硅）的峰不够锐，这源于退火仅导致部分的晶化。对

于非晶硅，虽无长程序存在，但是由于和晶体硅有相同的短程序，衍射峰变宽，但还有晶体硅

的轮廓。

9.2

根据紧束缚近似，波函数的展开为

ψ(r) =
∑
i

aiϕ(r −Ri), (5)
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其中 ϕ(r −Ri)是以格点 i为中心的原子轨道波函数，其满足孤立原子的薛定谔方程[
− ℏ2

2m
∇2 + Vat(r −Ri)

]
ϕ(r −Ri) = ϵiϕ(r −Ri). (6)

总的体系的薛定谔方程为[
− ℏ2

2m
∇2 + V (r)

]∑
i

aiϕ(r −Ri) = ϵ
∑
i

aiϕ(r −Ri), (7)

即 ∑
i

ai

[
− ℏ2

2m
∇2 + V (r)− ϵ

]
ϕ(r −Ri) = 0. (8)

在公式 8的算符项中加上并减去一个 Vat(r −Ri)项，并结合公式 6可以得到∑
i

ai [ϵi − ϵ+ V (r)− Vat(r −Ri)]ϕ(r −Ri) = 0, (9)

方程左乘 ϕ∗(r − Rj)之后对全空间积分，利用不同格点的原子轨道波函数正交的特性，容易得

出

(ϵj − ϵ)aj + aj

∫
[V (r)− Vat(r −Rj)]|ϕ(r −Rj)|2dr

+
∑
i ̸=j

ai

∫
ϕ∗(r −Rj)[V (r)− Vat(r −Ri)]ϕ(r −Ri)dr = 0,

(10)

定义 ϵj = ϵj+
∫
[V (r)−Vat(r−Rj)]|ϕ(r −Rj)|2dr,

∫
ϕ∗(r−Rj)[V (r)−Vat(r−Ri)]ϕ(r−Ri)dr =

Tji,则公式 10简化为
(ϵj − ϵ)aj +

∑
i ̸=j

Tjiai = 0. (11)

显然，ϵj 的计算仅涉及到 ϕ(r−Rj)，因此其代表 j这个格点本身的位能，Tji的意义可以从

其定义式看出，代表了其他格点对 j 这个格点的相互作用。

9.3

在经典自由电子气模型的近似下，金属的电导率为

σ =
ne2τ

m
=
ne2τvF
mvF

=
ne2l

ℏkF
=
e2n

ℏk2F
kF l. (12)

对二维自由电子气模型，其电子数可表示为

N =
2S

(2π)2

∫ kF

0
2πkdk =

S

2π
k2F , (13)

因此我们可以得到 kF 和电子密度 n之间的关系

k2F = 2πn. (14)

将公式 14代入公式 12中，得到电导公式为

σ =
e2

2πℏ
kf l. (15)

利用 l = a以及 kf ≈ 2π
a 的条件，kfa ≈ 2π，得到二维金属的最小电导为

σ =
e2

ℏ
(16)
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9.4

要求解的微分方程为
d ln g(L)

d lnL
= d− 2− C

g
, (17)

不妨令 y = ln g(L), x = lnL，要求解的微分方程变为
dy

dx
= d− 2− Ce−y, (18)

下面就 d = 3, 2, 1的情形分别进行求解。

d = 3时，微分方程为
dy

dx
= 1− Ce−y (19)

做变量代换 y′ = y − x = ln
(
g(L)
L

)
，公式 19变化为

dy′

dx
= −Ce−y′e−x. (20)

左右分立变量

ey
′
dy′ = −Ce−xdx, (21)

对指定区间积分 ∫ y′(L)

y′(L0)
ey

′
dy′ = −C

∫ x(L)

x(L0)
e−xdx, (22)

得到结果为

ey
′(L) − ey

′(L0) = −C
(
e−x(L) − e−x(L0)

)
. (23)

代回原有变量 y′ = ln
(
g(L)
L

)
, x = ln(L)，整理得到 d = 3情况下的最终结论

g(L) =
L

L0
(g(L0)− C) + C

=
L

L0
(g0 − C) + C.

(24)

d = 2时，微分方程变为
dy

dx
= −Ce−y (25)

左右分立变量

eydy = −Cdx. (26)

积分并代回变量得到 d = 2情况下的最终结论

g(L) = −C ln

(
L

L0

)
+ g0. (27)

d = 1时，微分方程变为
dy

dx
= −1− Ce−y. (28)

这种情况和 d = 3的求解方式大致相同，只不过要采取的变量代换为 y′ = y + x，具体过程这里

不再详述，最终的结论为

g(L) =
L0

L
(g0 + C)− C. (29)
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d = 1, 2, 3的情况总结如下

g(L) =



L

L0
(g0 − C) + C, d = 3

− C ln

(
L

L0

)
+ g0, d = 2

L0

L
(g0 + C)− C, d = 1

(30)

电导 σ和 g的关系为

σ =
e2

ℏ
L2−dg(L) (31)

将公式 30的结果代入公式 31中，得出不同纬度下的电导公式为

σ(L) =



e2g0
ℏL0

− e2

ℏ
C

(
1

L0
− 1

L

)
, d = 3

e2g0
ℏ

− e2

ℏ
C ln

(
L

L0

)
, d = 2

e2L0g0
ℏ

+
e2

ℏ
C(L0 − L), d = 1

(32)

9.5

具体细节参见 Sakurai著Modern Quantum Mechanics。定义 Λ =
∫
C(r)A(r′) · dr′，仿照微积

分中
d
∫ x
x0
f(x′)dx′

dx = f(x)，则有∇Λ = A(r)。[
exp

(
iq

ℏ
Λ

)
P exp

(
− iq

ℏ
Λ

)]
ψ

=

[
exp

(
iq

ℏ
Λ

)
(−iℏ∇) exp

(
− iq

ℏ
Λ

)]
ψ

=

[
exp

(
iq

ℏ
Λ

)
(−iℏ) exp

(
− iq

ℏ
Λ

)(
− iq

ℏ

)
∇Λ + (−iℏ∇)

]
ψ

= (P− qA)ψ

(33)

因此有算符关系

exp

(
iq

ℏ
Λ

)
P exp

(
− iq

ℏ
Λ

)
= P− qA (34)

有了公式 34，我们可以对电磁场中带电粒子的哈密顿量进行分析

H =
(P− qA)2

2m
+ V

=
1

2m

[
exp

(
iq

ℏ
Λ

)
P exp

(
− iq

ℏ
Λ

)
exp

(
iq

ℏ
Λ

)
P exp

(
− iq

ℏ
Λ

)]
+ V

= exp

(
iq

ℏ
Λ

)[
P2

2m
+ V

]
exp

(
− iq

ℏ
Λ

) (35)
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假设某波函数满足
[
P2

2m + V
]
ψ0 = ϵψ0,那么有

H

[
exp

(
iq

ℏ
Λ

)
ψ0

]
= exp

(
iq

ℏ
Λ

)[
P2

2m
+ V

]
exp

(
− iq

ℏ
Λ

)[
exp

(
iq

ℏ
Λ

)
ψ0

]
= exp

(
iq

ℏ
Λ

)[
P2

2m
+ V

]
ψ0

= exp

(
iq

ℏ
Λ

)
ϵψ0

= ϵ

[
exp

(
iq

ℏ
Λ

)
ψ0

]
.

(36)

因此带电粒子在电磁场中的本征波函数解可以写为 exp
(
iq
ℏ Λ

)
ψ0 = ψ0 exp

[
iq
ℏ
∫
C(r)A(r′) · dr′

]
的形式。

9.6

根据题目的提示，∆ρ(B)
∆ρ(0) ≈ (ωcτ)

2，剩下的工作就是题目所给的磁场强度和弹性散射平均自

由程来确定 ωc, τ 的数值。

ωc =
eB

m
=

1.602× 10−19

9.109× 10−31
s−1 ≈ 1.759× 1011s−1 (37)

而 τ = l
vF
，其中 vF = ℏkF

m ，取 kF = 1010m−1,vF ≈ 106m/s，则

τ =
l

vF
=

10× 10−9

106
s = 10−14s (38)

则有
∆ρ(B)

∆ρ(0)
≈ (ωcτ)

2 = (1.759× 1011 × 10−14)2 ≈ 3× 10−6 (39)

9.7

考虑费米统计，能量为 ϵi的态被占据的概率为

Pi =
1

1 + e(ϵi−µ)/kBT
. (40)

由格点 i到格点 j 的跃迁需考虑两个态之间的跃迁概率，i被占据的概率，以及 j 不被占据的概

率
Wij = PiP0e

(ϵi−ϵj)/kBT (1− Pj)

= P0
e(ϵi−µ)/kBT

(1 + e(ϵi−µ)/kBT )(1 + e(ϵj−µ)/kBT )
.

(41)

由格点 j 到格点 i的跃迁需考虑 j 态被占据的概率，以及 i不被占据的概率

Wji = PjP0(1− Pi)

= P0
e(ϵi−µ)/kBT

(1 + e(ϵi−µ)/kBT )(1 + e(ϵj−µ)/kBT )
.

(42)

两者是相等的。
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9.8

首先，我们写出由于电子从 i跳到 j 产生的由 j 流向 i的电流的表达式，

Jji = e(Wij −Wji) (43)

在习题 9.7中，没有考虑外加电场的情况下，j 到 i态的跃迁概率为 P0，i到 j 态的跃迁概率为

P0e
−∆ϵ/kBT。假设我们加入沿 i到 j方向场能降低的电场，根据阎守胜书中的讨论，将∆ϵ换成

∆ϵ − eER即可（考虑更多因素的情况参见阎守胜著《现代固体物理学导论》），其中 R是两个

局域中心的间距。

记未加电场时的跃迁率（9.7中的结果）为W 0
ij，加入电场后的跃迁率为Wij 和Wji，则

Wij = P0
e(ϵi−µ+eER)/kBT

(1 + e(ϵi−µ)/kBT )(1 + e(ϵj−µ)/kBT )
=W 0

ije
eER/kBT , (44)

Wji = P0
e(ϵi−µ)/kBT

(1 + e(ϵi−µ)/kBT )(1 + e(ϵj−µ)/kBT )
=W 0

ij . (45)

弱场近似下，eeER/kBT ∼ 1 + eER/kBT，则

Jji = e(Wij −Wji) = eW 0
ij

eER

kBT
= σE, (46)

跳跃电导率的表达式为

σ =
e2R

kBT
W 0
ij , (47)

其中W 0
ij 的形式如公式 41所示。

第十章作业

10.1

本题解答参考了《现代固体物理学》中的解法，没有考虑解析解而是着重通过简单直观的

数值解解释物理机制。

与磁场有关的电阻振荡比例于 cos(2πΦ/Φso)，圆筒本身壁非常薄的情况下，电子只能沿一

条固定半径的圆运动，此时电阻的周期震荡不会衰减。在圆筒有一定厚度时，电子可以沿多个

半径不同的圆运动干涉，半径不同的圆会产生相位差。比如设圆筒的周长为 L，厚度为W，则

内外圆的相位差为 2πBLW/Φso，当其小于 π时，不同回路的干涉效应加强；当其大于 π时，不

同回路干涉相消，电阻震荡的振幅降低。下面通过数值计算模拟电阻振荡振幅降低的现象。

选取圆筒直径为 1.1 µm，厚度为 0.12 µm，电子的运动轨道半径的范围为 [0.55, 0.67] µm。

在这个范围内均匀选取 10个不同的半径值，分别计算 cos(2πΦ/Φso) − B 的曲线，然后将它们

叠加，得出图 1。图 1定性展示出了电阻振荡的振幅随着B的增大而衰减的现象，这说明我们前

面的简单分析是有效的，实验中的电阻震荡的振幅逐渐衰减的原因确实是由于不同半径回路上

的干涉相消效应。
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图 1:
∑

i cos(2πΦi/Φso)−B 曲线，定性展示了电阻振荡的振幅下降的现象。

10.2

本题的主要目的是计算 Ag金属微粒的比热。首先我们计算 30nm尺寸下共有多少 Ag原子，

N =
4/3πr3 × ρAg

MAg
(48)

代入 Ag的相关数据，可以得出 N ≈ 8.262 × 105。有了 N，我们可以计算金属颗粒中分立能级

的间隔 ∆,依据阎守胜书 10.2.2式，

∆ =
4

3

ϵF
N

=
4

3

1

N

ℏ2

2m
(3π2n)2/3, (49)

其中Ag的电子密度约为 n = 6×1022cm−3，代入公式 49中，求得能级间距∆ ≈ 9.019×10−6 eV。

有了能级间距，根据阎守胜书 10.2.17,10.2.18式，低温情况下的比热公式为

c偶 = 4kBβ
2∆2e−β∆

c奇 = kBβ
2∆2e−β∆

(50)

其中 β = 1/(kBT )，“奇”，“偶”对应组成金属微粒的原子的电子数目是奇还是偶，由于 Ag原

子含有奇数个电子，那么整个金属微粒含有的电子数一半可能是奇数，一半可能是偶数。那么

单个金属微粒的热容要对奇和偶取平均，

C =
N

2
c偶 +

N

2
c奇. (51)

题目要求解的不等式为

⟨∆T 2⟩/T 2 = kB/C > 1, (52)

代入前面提到的相关式子，不等式可以化为
kB

N/2(4kBβ2∆2e−β∆) +N/2(kBβ2∆2e−β∆)
> 1 (53)
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我们前面已经得到了N,∆的数值，不等式中唯一的变量是温度 T。很显然，求出 T 的解析表达

式是非常困难的，这里我们采用数值求解的方法，求得的数值结果为

T < 0.00508108 K. (54)

30 nm尺寸的金属微粒最低可冷却的温度约为 0.00508108K。

10.3

在制备金环的同时蒸镀出金膜，然后通过加外电场测量金膜的电流进而确定电导进而确定

l，具体分析如下。

制备出的金膜可以看作二维自由电子气，电导率为

σ =
ne2τ

m
, (55)

弹性散射自由程的计算公式为

l = vF τ, (56)

已经计算出 τ 的情况下，我们再计算出 vF 即可得出 l。参见习题 11.1的解答，对于二维电子气，
有

ϵF =
(mvF )

2

2m
=
πℏ2n
m

, (57)

这样 vF 也可以通过理论计算出来，结合通过电导计算出的 τ，就可以算出 l。

为了得出金环中含有的总电子数，首先我们需要计算金环的体积 V，

V = A× πd = 90 nm× 60 nm× π × 2.4 µm ≈ 4.07× 10−14 (cm)3, (58)

相应的质量为

m = ρV = 19.32× 4.07× 10−14g ≈ 7.89× 10−13 g, (59)

相应的金原子数目为

NAu =
m

M
×NA ≈ 7.89× 10−13

197
× 6.02× 1023 ≈ 2.41× 109. (60)

题目问环中的总电子数，实际上应该是总的自由电子数，考虑金最外层是 6s1 即仅有一个价电

子，那么环中的总电子数为 2.41× 109。

导电通道数 Nc的计算公式为

Nc =
A

4π2
πk2F =

A

4π2
π2πn =

A

2
n, (61)

其中A为环截面面积，n是相应的二维电子气的电子密度。取三维固体金的原子面间距为 0.2 nm，

记为 a，那么一个单个截面上的金原子数（也是电子数）为

N ′ = NAu/(πd/a) = 2.41× 109/(π × 2.4 µm/(0.2 nm)) ≈ 6.39× 104 (62)

Nc =
A

2
n =

A

2
× N ′

A
=
N ′

2
≈ 3.20× 104. (63)

阎守胜书中提及 Nc可达 105量级，这里的结果是比较接近的。

最后我们计算持续电流的大小，计算公式为

I =
evF l

L2
(64)

联合公式 57和公式 64，并代入二维电子密度，计算出的电流为 I ≈ 1.12× 10−15 A。
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10.4

本题解法同时参考了曾谨言《量子力学习题精选于剖析》中的 5.21 题的能级排布顺序和

L.I.Schiff, Quantum Mechanics中的能级的精确求解公式。

首先我们确定最高占据态是哪个能级，在我们的模型中，共有N = 40个钠原子，每个钠原

子贡献一个电子，共有 N = 40 个无相互作用的自由电子，我们通过对单电子方程的求解确定

一系列的能级，然后将这 40个电子从低到高填充能级，题目要求的是第 40个电子所占的能级

的能量。根据曾谨言的习题，有限深球势阱中能级的排布顺序为 1s, 1p, 1d, 2s, 1f, 2p, 1g, ...每个

s轨道占 2个电子（包含自旋），p轨道占 6个电子，d轨道占 10个电子，依此类推，那么第 40

个电子填充在 2p能级，下面我们精确求解 2p能级的能量。

球势阱的具体解法在 L.I.Schiff, Quantum Mechanics中有详细介绍，我们这里仅利用相关结

论。定义与能量相关的参数为 α =
√

2mE
ℏ2 ，β =

√
2m(V0−E)

ℏ2 ，使用球势阱的半径 rN 对这两个参

数进行无量纲化处理。ξ = αrN ,η = βrN，那么，记球势阱的深度为 V0，那么所有的 p能级的

求解都可以归到数值求解公式 65中。
cot ξ

ξ
− 1

ξ
=

1

η
+

1

η2
ξ2 + η2 =

2mV0r
2
N

ℏ2
(65)

两个方程分别可以画出两条曲线，两条曲线交点的 ξ 值代表了一个能级，从低到高为 1p, 2p...。

由题意，选取 rN = r0(N)1/3 ≈ (40)1/3 × 0.208 nm，V0 = ϵF + ϕ = 5.6 eV,求出两个曲线第二

交点对应的 ξ ≈ 3.7，算出的 E ≈ 1.03 eV，这是相对势阱阱底的能量，若选取无穷远处为能量

零点，那么 2p的能量为 E = (−5.6 + 1.03) eV = −4.27 eV

10.5

碳纳米管中电子可沿轴向传导，因此 kx没有限制，可以连续取值。而在圆周方向，其波函

数要满足周期性边界条件，

ψ(y + πD) = ψ(y), (66)

依据题目给的波函数的形式 ψ(x, y) = ψ0e
ikxxeikyy，很容易导出 ky 要满足的条件

eikyπD = 1, (67)

其中 D是碳纳米管的直径。ky 要满足的关系为 ky =
2n
D，其中 n为整数。

在 x方向施加均匀磁场，选取合适的规范（参见 Sakurai著Modern Quantum Mechanics），仅

在 y方向上会出现恒定的矢势 A0 = BD
4 。根据习题 9.5，且选取积分限为 [y, 0]，得到加入磁场

之后的波函数为

ψ = ψ0e
ikxxeikyy exp

(
−i e

ℏ
A0y

)
. (68)

此时周期性边界条件变为
(ky −

e

ℏ
A0)πD = 2πn,

kyπD = 2πn+
e

ℏ
BS

(69)

ky 要满足的关系为 ky = 2n
D + e

ℏA0。ky 允许值的改变会影响费密面附近的态密度，从而影响电

导。而我们从公式 69中也可以看出，当 e
ℏBS 改变 2π 的整数倍时，ky 的允许值是不变的，相
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应的电导也不会改变。因此电导对磁场的相应是一个周期函数，周期为∆B = 2πℏ
eS ，这就是类似

Aharonov-Bohn类型的效应。

当 D = 1 nm时，计算相应的周期为

∆B =
2πℏ
eS

=
8πℏ
eπD2

=
8× 1.05× 10−34

1.60× 10−19 × (10−9)2
T ≈ 5250 T, (70)

要产生这么大同时可控的磁场是非常困难的，因此实验上极难观察到一个完整的 AB震荡周期。

10.6

根据阎守胜书中的讨论，将碳纳米管具有金属性的条件总结如下。

首先，碳纳米管是单层石墨烯卷曲而成的。石墨烯是三角格子，可以选取夹角为 60◦的两个

模最小的晶格矢量作为基矢，在选定原点之后，其他的格点对应的格矢可以用 (n,m)来表示，

C = na1 +ma2. (71)

有了正格矢，我们可以构造出倒格矢以及第一布里渊区。记倒空间的矢量为 k（不要求一定是倒

格矢）。对于石墨烯卷曲成的碳纳米管，有如下限制

k ·C = 2πli (72)

其中 li 是整数，在 C 确定的情况下，公式 72会确定一组倒空间的平行线。石墨烯的第一布里
渊区是正六边形，有六个顶点记为 K，根据阎守胜书中的讨论，碳纳米管要显现出金属性，公

式 72确定的倒空间的直线必须至少经过六个K 点中的一个。

下面就是将前面的讨论数学化，假设石墨烯的 C—C键键长为 a，那么基矢的长度为
√
3a，

建立二维的笛卡尔坐标系，选取 a1沿 x轴正方向，选取 a2与 a1成 60◦指向第四象限，那么有

a1 =
√
3aex

a2 =

√
3

2
aex − 3

2
aey

(73)

C 在笛卡尔坐标系中的坐标为 (
√
3a(n +m/2),−3am/2)，代入公式 72中得出倒空间中的直线

表达式，
√
3a

(
n+

m

2

)
kx −

3a

2
mky = 2πli. (74)

求出第一布里渊区六个顶点的坐标为 (±2
√
3π

9a , 2π3a ), (±
2
√
3π

9a ,−2π
3a ), (±

4π
3
√
3a
, 0)，代入公式 74中得

到六组方程分别为 

2πli =
2

3
π(n−m)

2πli = −2

3
π(n+ 2m)

2πli =
2

3
π(n+ 2m)

2πli = −2

3
π(n−m)

2πli =
2

3
π(2n+m)

2πli = −2

3
π(2n+m)

(75)

容易验证，当 n = m+ 3q，q是整数时，上述六个方程都可以满足。因此对于 (n,m)碳纳米管，

当 n−m = 3q，q为整数时有金属性行为。证明完毕。
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10.7

本题解法参见阎守胜《现代固体物理学导论》7.3节，这里不介绍求解方法。

首先写出体系的电容矩阵，默认电子岛标号 1，与 V 相连的电极标号 2，与 Vg 相连的电极

标号 3。

C =


C2 + Cg + C1 −C1 −Cg

−C1 CL + C1 0

−Cg 0 Cg

, (76)

假设初始电子岛中有 n个电子，相应的电荷数目为 −ne，我们可以写出初始时刻各导体中的电
荷数以及在单个正电荷从左隧穿入单电子岛中的电荷变化数，

Q =


−ne
Q2

Q3

, ∆Q =


e

−e
0

 (77)

按照《现代固体物理学导论》中的做法，拆分上面的矩阵和矢量，

CII = C2 + Cg + C1, QI = −ne, ∆QI = e, CIE =
[
−C1 −Cg

]
, ∆QE =

−e
0

 (78)

此外体系的电势矢量和电极电势矢量为

V =


V1

V

Vg

, VE =

V
Vg

. (79)

体系的能量变化为

∆ε = ∆QIC
−1
II

(
QI +

1

2
∆QI −CIE ·VE

)
+∆QE ·VE

= e
1

C2 + Cg + C1

−ne+ 1

2
e−

[
−C1 −Cg

]V
Vg

+
[
−e e

]V
Vg


=

e

C2 + Cg + C1

(
−ne+ 1

2
e+ (C1V + CgVg)

)
+ e(Vg − V )

(80)

第十一章作业

11.1

对二维体系而言，K空间的模式密度为 S
2π2，总电子数可以经过 K空间积分得到，

N =
S

2π2

∫ kF

0
2πkdk =

Sk2F
2π

, (81)

因此 kF 和电子密度 n的关系为

k2F = 2πn. (82)

首先推导模式数目随着 k的变化关系

G(k) =
S

2π2

∫ k

0
2πk′dk′ =

Sk2

2π
, (83)
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对于自由电子气，我们有色散关系

ϵ =
ℏ2k2

2m
, (84)

联立公式 83和公式 84，可以得出模式数目随着 E 的变换关系.

G(ϵ) =
Smϵ

πℏ2
(85)

态密度的计算如下

g(ϵ) =
1

S

dN

dϵ
=

m

πℏ2
. (86)

T = 0K 时，最高占据态为 kF 对应的能态，其费米能级为

ϵF =
ℏ2k2F
2m

=
ℏ22πn
2m

=
πℏ2n
m

. (87)

下面计算有限温度下化学势 µ和 ϵF 和温度 T 三者的联系。

费米统计的公式为

f(ϵ) =
1

1 + e(ϵ−µ)/kBT
. (88)

对二维自由电子气而言

n =

∫ ∞

0
g(ϵ)f(ϵ)dϵ

=
m

πℏ2

∫ ∞

0

1

1 + e(ϵ−µ)/kBT
dϵ,

(89)

令 y = (ϵ− µ)/kBT， ∫ ∞

0

1

1 + e(ϵ−µ)/kBT
dϵ = kBT

∫ ∞

−µ/kBT

1

1 + ey
dy, (90)

令 s = 1 + ey, ∫ ∞

0

1

1 + e(ϵ−µ)/kBT
dϵ = kBT

∫ ∞

e−µ/kBT+1

(
1

s

1

s− 1

)
ds

= kBT ln

(
1− 1

s

)∣∣∣∣∞
e−µ/kBT+1

= µ+ kBT ln
(
1 + e−µ/kBT

)
.

(91)

综合公式 89和公式 91，
n =

m

πℏ2
[
µ+ kBT ln

(
1 + e−µ/kBT

)]
. (92)

ϵF 和 n满足公式 87所描述的关系，那么，

ϵF = µ+ kBT ln
(
1 + e−µ/kBT

)
. (93)

记 δ = µ− ϵF，则

δ = −kBT ln
(
1 + e−(δ+ϵF )/kBT

)
, (94)

在室温下 kBT ≈ 2.59× 10−2eV，若选取费米波矢 kF = 1010m−1，ϵF ≈ 3.81eV，将各参数代入

公式 94中，求解一个超越方程，数值结果表明 δ无限趋近于 0。

11.2

电子在输运过程中受到的作用分为两项，一个项外场施加的力的作用
dp

dt
= e(E+ v ×B), (95)
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另一项是多种因素造成的散射
dp

dt
= −p

τ
. (96)

在稳态时，两者相等

p = mv = eτ(E+ v ×B). (97)

电子运动被限制在 (x, y)平面上，而且只有 z方向的磁场
vx =

eτ

m
(Ex +Bvy),

vy =
eτ

m
(Ey −Bvx),

(98)

解出 vx, vy 的表达式，并记 ωc =
eB
m ,

vx =
ωcτEx + ω2

c τ
2Ey

B(1 + ω2
c τ

2)
,

vy =
ωcτEy − ω2

c τ
2Ex

B(1 + ω2
c τ

2)
.

(99)

电流密度的微观表达式为 J = nev，结合欧姆定律 J = σE得出电导矩阵Jx
Jy

 =
ωcτne

B(1 + ω2
c τ

2)

 1 ωcτ

−ωcτ 1

Ex
Ey

. (100)

电导矩阵的逆矩阵为电阻矩阵

ρ =
B

ωcτne

 1 −ωcτ
ωcτ 1

 (101)

易得
σxx =

ρxx
ρ2xx + ρ2xy

,

σxy =
ne

B
− ne

B(1 + ω2
c τ

2)
≈ − 1

ρxy
,

(102)

其中 σxy 的计算中利用了 ωcτ >> 1的条件舍去了第二项。

11.3

近自由电子近似，或者称弱周期势近似，是将晶体中的周期势作为对自由电子哈密顿量的

微扰引入，从而得到能带，这里会利用一些相关的结论，具体的细节见阎守胜书 3.2.1，3.2.2。在
初始未畸变的晶格中，晶格周期为 a，相应的势函数 V1(x)的周期也为 a，根据弱周期势的讨论，

此时体系会在 k = ±π
a 处打开一能隙。假设一维链的长度为 L = Na，那么 K 空间的态密度为

2L
2π = Na

π ，实空间每个原胞贡献一个电子，共有N 个电子，需填充N/(Na/π) = π/a的K 空间

大小，填充范围是 [− π
2a ,

π
2a ]，远未达到能隙处，因此此时能带未满，此一维体系是导体。

晶格发生畸变后，一维体系的周期变为 2a，沿用前面的讨论，体系会在 k = ± π
2a 处打开能

隙，正好处于电子的最高占据态处，此时体系成为绝缘体。

首先可以确定的是，在这种畸变发生的过程中，晶格的弹性能会增加，增加的大小正比于

δa2，而从准周期近似解出的色散关系积分可以得出电子的能量是减小的，减小的大小正比于

δa2|ln(δa)|。在 δa很小的情况下，电子系减小的能量更多，因此总的体系能量会减小，因此一

维体系是倾向于发生畸变的。
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在畸变发生前，电子密度在一维晶格中均匀分布；在畸变发生后，由于 2a长度下两个正离

子相互靠近使得中心的正电荷密度上升，因此为保持电中性，电子相应处的电子密度也会上升，

形成电荷密度波，电荷密度波的波长为 λ = 2π
2a = π

a = 2kF。

11.4

发生 Peierls畸变前，一维链是一维单原子链，畸变之后成为一维双原子链，近邻原子之间

的间距为 a+ δ, a− δ，耦合常数为 β1, β2。参阅《The Oxford Solid State Basics》中一维双原子链

的解法，声子谱的解析表达式为

ω± =

√
β1 + β2
m

± 1

m

√
β21 + β22 + 2β1β2 cos(2ka)

=

√
β1 + β2
m

± 1

m

√
(β1 + β2)2 − 4β1β2 sin

2(ka)

(103)

由于每个原胞中的原子数从一个变为两个，因此畸变后的纵声子谱中含有光学支，如图 2所示。

图 2: 畸变后一维链的纵声子谱

根据阎守胜书 5.3.2 节可见光的非弹性散射讨论的内容，仅在 q = 0 处的声子参与光的散

射过程，在 q = 0 处，声学支频率为 0，光学支频率为 ωc =

√
2(β1+β2)

m ，因此仅考虑光学声子

的散射即可。在频率为 ω0 的单色光的散射光谱中，由于单个光学声子散射而产生的斯托克斯

峰的位置在 ω0 + ωc，反斯托克斯峰的位置在 ω0 − ωc。斯托克斯峰和反斯托克斯峰的强度比值

IS/IA = e−ℏωc/kBT，在高温极限下，两者强度相等，低温极限下，反斯托克斯峰消失，如图 3示
意。

11.5

本题的核心在于通过 Landauer公式对六个电极列出电流方程并求解，在这里以电极 1为例

简单介绍电流方程的列法，具体关于物理机制的讨论参见阎守胜书 10.1.4和 11.1.4节。
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(a)高温极限 (b)低温极限

图 3: 极限温度下的散射光谱线 (手绘)

图 4: 题 11.5图
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如图 4所示，电极 1有M个通道向外传输电子（我们不去管传输的对象是那个电极），有M

个通道接收来自电极 3的电子，那么对电极 1我们列出其电流方程

I1 =
2e2

h
(Mµ1 −Mµ3). (104)

更一般地讲，若第电极 i有Ni个通道向外传输电子，有Nj 个通道接收来自电极 j的电子，那么

电极 i的电流方程为

Ii =
2e2

h

Niµi −
∑
j

Njµj

 (105)

我们在实验测量中会对电极 1和电极 2施加偏压，选定电极 2的化学势为 µ2 = ϵF，那么电

极 1的化学势为 µ1 = ϵF + eV。由于仅有电极 1和电极 2会外界电路，因此仅这两个电极有电

流，且 I1 = −I2，其余的电极电流都为 0。

结合以上讨论，对 3, 4, 5, 6电极列出方程，

I3 =
2e

h
(Mµ3 − (M −N)µ5 −Nµ4) = 0

I4 =
2e

h
(Mµ4 −Mµ2) = 0

I5 =
2e

h
(Mµ5 −Mµ1) = 0

I6 =
2e

h
(Mµ6 −Nµ5 − (M −N)µ4) = 0

(106)

结合 µ1 = ϵF + eV, µ2 = ϵF 的条件，解出所有的 µ，

µ1 = ϵF + eV

µ2 = ϵF

µ3 =
M −N

M
(ϵF + eV ) +

N

M
ϵF

µ4 = ϵF

µ5 = ϵF + eV

µ6 =
N

M
(ϵF + eV ) +

M −N

M
ϵF

(107)

计算出纵向电流为

I12 = I1 =
2e2

h
(Mµ1 −Mµ3) =

2e2

h
NV, (108)

纵向电压为

V34 =
µ3 − µ4

e
=
M −N

M
V, (109)

霍尔电压为

V35 =
µ5 − µ3

3
=
N

M
V. (110)

相应的电导分别为

G12,34 =
I12
V34

=
2e2

h

MN

M −N

G12,35 =
I12
V35

=
2e2

h
M

(111)

量子化的霍尔电导可以和非整数倍的纵向量子化电导并存。
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第十二章作业

12.1

首先推导能量泛函的表达式，即推导阎守胜书公式 12.1.5。
首先写出 N 个电子的哈密顿量

H =
∑
i

(
− ℏ2

2m
∇2
i + Ven(ri)

)
+

1

2

∑
i ̸=j

1

4πϵ0

e2

|ri − rj |
= H0 + V, (112)

其中 H0 和 V 分别代表单电子作用和多电子作用。考虑波函数的交换反对称，将多电子波函数

写成 Slater行列式的形式，这里为方便书写，采用反对称算符的形式

|Ψ⟩ = (N !)−1/2A{ϕ1(q1)ϕ2(q2)...ϕN (qN )} = (N !)−1/2A{ϕi(qj)} (113)

我们的目的是计算 ⟨Ψ|H |Ψ⟩ = ⟨Ψ|H0 |Ψ⟩+ ⟨Ψ|V |Ψ⟩，下面分别对这两项进行求解。
注意，在推导能量泛函的过程中为了节省时间，我没有做一些相关的图示进行辅助理解，并

且我不确定能否仅通过文字将思路表述清楚，若推导过程看不明白，请查阅楼立人著《发光物

理基础》P31 相关内容，本题中能量期待值的计算主要思想来自这里，请要真正理解本题的人
仔细阅读。另外解题过程中在狄拉克符号内部使用坐标表象下记号是错误的，但是为了简便性，

这里使用这种表示方法，还请理解。

⟨Ψ|H0 |Ψ⟩ =
∑
i

⟨Ψ| − ℏ2

2m
∇2
i + Ven(ri) |Ψ⟩ (114)

回想线性代数中，可以针对行列式的列进行展开，将 n阶的行列式降阶成为 n − 1阶的行列式

进行计算，我们这里的 |Ψ⟩ 就是一个行列式，其同一行对应同一个单电子态，同一列对应同一
个电子，具体的示意见阎守胜书公式 12.1.1。公式 114是一个N 项求和，每一项的算符都对应不

同的电子，我们选取其中第 i项 ⟨Ψ| − ℏ2
2m∇2

i + Ven(ri) |Ψ⟩进行计算，此时对 |Ψ⟩行列式第 i列

进行展开

|Ψ⟩ = (N !)−1/2
N∑
k=1

|ϕk(qi)⟩ |Mki⟩ (115)

其中 |Mki⟩表示相应的代数余子式，

⟨Ψ| − ℏ2

2m
∇2
i + Ven(ri) |Ψ⟩

=
1

N !

N∑
k=1

N∑
k′=1

⟨ϕk′(qi)| −
ℏ2

2m
∇2
i + Ven(ri) |ϕk(qi)⟩ ⟨Mk′i|Mki⟩ ,

(116)

|Mki⟩的主体是 |Ψ⟩去掉第 k行 (所有的 ϕk)，第 i列 (所有的 ϕ(qi))之后剩下的 n− 1阶的行列

式。若公式 116中 ⟨Mk′i|Mki⟩的 k′ ̸= k那么 ⟨Mk′i|中不含 ⟨ϕk′ |而含有 ⟨ϕk|，相对应的 |Mki⟩中
含有 |ϕk′⟩而不含 |ϕk⟩，由于正交关系 ⟨ϕk|ϕk′⟩ = δkk′，此时 ⟨Mk′i|Mki⟩ = 0，而在 k = k′时，由

于 |Mki⟩是 (N − 1)!项之和，每一项贡献一个 1，⟨Mki|Mki⟩ = (N − 1)!,因此有

⟨Mk′i|Mki⟩ = (N − 1)!δkk′ . (117)

将公式 117代入到公式 116中，

⟨Ψ| − ℏ2

2m
∇2
i + Ven(ri) |Ψ⟩ = 1

N

N∑
k=1

⟨ϕk(qi)| −
ℏ2

2m
∇2
i + Ven(ri) |ϕk(qi)⟩ , (118)
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将态矢量展开成空间部分和自旋部分的直积 |ϕk(qi)⟩ = |ψk(ri)⟩ |χk(σi)⟩

⟨Ψ| − ℏ2

2m
∇2
i + Ven(ri) |Ψ⟩ = 1

N

N∑
k=1

∫
ψ∗
k(ri)

(
− ℏ2

2m
∇2
i + Ven(ri)

)
ϕk(ri)dri, (119)

我们可以看出积分的值和 ri无关，因此
N∑
i=1

∫
ψ∗
k(ri)

(
− ℏ2

2m
∇2
i + Ven(ri)

)
ϕk(ri)dri = N

∫
ψ∗
k(r)

(
− ℏ2

2m
∇2 + Ven(r)

)
ϕk(r)dr (120)

将公式 119和公式 120代入公式 114中，可以得出

⟨Ψ|H0 |Ψ⟩ =
N∑
k=1

∫
ψ∗
k(r)

(
− ℏ2

2m
∇2 + Ven(r)

)
ψk(r)dr (121)

下面计算第二部分

⟨Ψ|V |Ψ⟩ = 1

8πϵ0

∑
i ̸=j

⟨Ψ| e2

|ri − rj |
|Ψ⟩ (122)

仍旧使用前面讨论的技巧

⟨Ψ| e2

|ri − rj |
|Ψ⟩

=
1

N !

∑
k ̸=k′

∑
s ̸=s′

〈
Msis′j

∣∣Mkik′j

〉
⟨ϕsqi| ⟨ϕs′(qj)|

e2

|ri − rj |
|ϕk(qi)⟩ |ϕk′(qj)⟩ ,

(123)

其中
∣∣Mkik′j

〉
表示先对第 k行第 i列进行展开，之后对 k′行第 j 列进行展开,

〈
Msis′j

∣∣Mkik′j

〉
共

有三种取值，

1. {s, s′} ̸= {k, k′} ,
〈
Msis′j

∣∣Mkik′j

〉
= 0

2. s = k, s′ = k′,
〈
Msis′j

∣∣Mkik′j

〉
= (N − 2)!

3. s = k′, s′ = k,
〈
Msis′j

∣∣Mkik′j

〉
= −(N − 2)!

那么

⟨Ψ| e2

|ri − rj |
|Ψ⟩

=
1

N !

∑
k ̸=k′

∑
s ̸=s′

〈
Msis′j

∣∣Mkik′j

〉
⟨ϕsqi| ⟨ϕs′(qj)|

e2

|ri − rj |
|ϕk(qi)⟩ |ϕk′(qj)⟩

=
1

N(N − 1)

∑
k ̸=k′

⟨ϕk(qi)| ⟨ϕk′(qj)|
e2

|ri − rj |
|ϕk(qj)⟩ |ϕk′(qj)⟩

− 1

N(N − 1)

∑
k ̸=k′

⟨ϕk′(qi)| ⟨ϕk(qj)|
e2

|ri − rj |
|ϕk(qi)⟩ |ϕk′(qj)⟩

(124)

将态矢量展开成空间部分和自旋部分的直积 |ϕk(qi)⟩ = |ψk(ri)⟩ |χk(σi)⟩，公式 124写成实空间
积分的形式

⟨Ψ| e2

|ri − rj |
|Ψ⟩

=
1

N(N − 1)

∑
k ̸=k′

∫∫
ψ∗
k(ri)ψ

∗
k′(rj)

e2

|ri − rj |
ψk(ri)ψk′(rj)dridrj

− 1

N(N − 1)

∑
k ̸=k′

∫∫
ψ∗
k′(ri)ψ

∗
k(rj)

e2

|ri − rj |
ψk(ri)ψk′(rj)δσkσk′dridrj

(125)
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同样的，积分取值和 ri, rj 无关
N∑
i ̸=j

⟨Ψ| e2

|ri − rj |
|Ψ⟩ = N(N − 1) ⟨Ψ| e2

|r− r′|
|Ψ⟩ (126)

因此我们求出的第二项为

⟨Ψ|V |Ψ⟩ = 1

8πϵ0

∑
i ̸=j

⟨Ψ| e2

|ri − rj |
|Ψ⟩

=
1

8πϵ0

∑
k ̸=k′

∫∫
ψ∗
k(r)ψ

∗
k′(r

′)
e2

|r− r′|
ψk(r)ψk′(r

′)drdr′

− 1

8πϵ0

∑
k ̸=k′

∫∫
ψ∗
k′(r)ψ

∗
k(r

′)
e2

|r− r′|
ψk(r)ψk′(r

′)δσkσk′drdr
′

=
1

8πϵ0

N∑
k,k′=1

∫∫
|ψk(r)|2

e2

|r− r′|
∣∣ψk′(r′)∣∣2drdr′

− 1

8πϵ0

N∑
k,k′=1

∫∫
ψ∗
k′(r)ψ

∗
k(r

′)
e2

|r− r′|
ψk(r)ψk′(r

′)δσkσk′drdr
′

(127)

综合上面的结果，我们的出能量泛函为

E = ⟨Ψ|H |Ψ⟩

=
N∑
k=1

∫
ψ∗
k(r)

(
− ℏ2

2m
∇2 + Ven(r)

)
ψk(r)dr

+
1

8πϵ0

N∑
k,k′=1

∫∫
|ψk(r)|2

e2

|r− r′|
∣∣ψk′(r′)∣∣2drdr′

− 1

8πϵ0

N∑
k,k′=1

∫∫
ψ∗
k′(r)ψ

∗
k(r

′)
e2

|r− r′|
ψk(r)ψk′(r

′)δσkσk′drdr
′

(128)

到这里，我们的工作完成了一半，或者说一小半。下面要利用积分泛函求极小值的方法确定单

电子方程的形式。

我们要确定的是在 ⟨ψk(r)|ψk(r)⟩ =
∫
|ψk(r)|2dr = 1条件下 ⟨Ψ|H |Ψ⟩的极值，使用拉格朗

日未定乘子法

δ

{
⟨Ψ|H0 |Ψ⟩+ ⟨Ψ|V |Ψ⟩ −

∑
k

ϵk

∫
|ψk(r)|2dr

}
= 0 (129)
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选取 ψ∗
k(r)为泛函宗量，对任意的 k = 1, 2, ...N，都有 δE[ψ∗

k]
δψ∗

k
= 0

δ⟨Ψ|H0 |Ψ⟩ = E0[ψ
∗
k + δψ∗

k]− E0[ψ
∗
k]

=
∑
k′ ̸=k

∫
ψ∗
k′(r)

(
− ℏ2

2m
∇2 + Ven(r)

)
ψk′(r)dr

+

∫
(ψ∗

k(r) + δψ∗
k(r))

(
− ℏ2

2m
∇2 + Ven(r)

)
ψk(r)dr

−
∑
k′

∫
ψ∗
k′(r)

(
− ℏ2

2m
∇2 + Ven(r)

)
ψk′(r)dr

=

∫
δψ∗

k(r)

(
− ℏ2

2m
∇2 + Ven(r)

)
ψk(r)dr

=

∫ [(
− ℏ2

2m
∇2 + Ven(r)

)
ψk(r)

]
δψ∗

k(r)dr

(130)

根据泛函导数定义 F [f + δf ]− F [f ] =
∫
δF
δf δfdr，得出

δ⟨Ψ|H0|Ψ⟩
δψ∗

k

δ ⟨Ψ|H0 |Ψ⟩
δψ∗

k

=

(
− ℏ2

2m
∇2 + Ven(r)

)
ψk(r) (131)

下面对 ⟨Ψ|V |Ψ⟩求泛函极值，更确切地讲，我们先对公式 127中的第一项（记为 ⟨Ψ|V1 |Ψ⟩）求
泛函极值

δ ⟨Ψ|V1 |Ψ⟩ = V1[ψ
∗
k + δψ∗

k]− V1[ψ
∗
k]

=
1

8πϵ0

∑
k1 ̸=k,k2 ̸=k

∫∫
|ψk1(r)|

2 e2

|r− r′|
∣∣ψk2(r′)∣∣2drdr′

+
1

8πϵ0

∑
k1=k,k2

∫∫
[ψ∗
k(r) + δψ∗

k(r)]ψk(r)
e2

|r− r′|
∣∣ψk2(r′)∣∣2drdr′

+
1

8πϵ0

∑
k1,k2=k

∫∫
|ψk1(r)|

2 e2

|r− r′|
[ψ∗
k(r

′) + δψ∗
k(r

′)]ψk(r
′)drdr′

− 1

8πϵ0

N∑
k,k′=1

∫∫
|ψk1(r)|

2 e2

|r− r′|
∣∣ψk2(r′)∣∣2drdr′

=
1

8πϵ0

∑
k1=k,k2

∫∫
δψ∗

k(r)ψk(r)
e2

|r− r′|
∣∣ψk2(r′)∣∣2drdr′

+
1

8πϵ0

∑
k1,k2=k

∫∫
|ψk1(r)|

2 e2

|r− r′|
δψ∗

k(r
′)ψk(r

′)drdr′

=
1

4πϵ0

∑
k′

∫∫
δψ∗

k(r)ψk(r)
e2

|r− r′|
∣∣ψk′(r′)∣∣2drdr′

=
1

4πϵ0

∫ [∫
e2

|r− r′|
n(r′)dr′

]
ψk(r)δψ

∗
k(r)dr

(132)

式中 k1 = k, k2 = k 的一项有重复求和，但是这一项同样会在 ⟨Ψ|V2 |Ψ⟩中出现，两者会抵消。
我们这里得到 ⟨Ψ|V2 |Ψ⟩的泛函导数

δ ⟨Ψ|V1 |Ψ⟩
δψ∗

k

=
1

4πϵ0

∫
e2

|r− r′|
n(r′)dr′ψk(r) (133)
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接下来求 ⟨Ψ|V2 |Ψ⟩的泛函导数。

δ ⟨Ψ|V2 |Ψ⟩ = V2[ψ
∗
k + δψ∗

k]− V2[ψ
∗
k]

= − 1

8πϵ0

∑
k1 ̸=k,k2 ̸=k

∫∫
ψ∗
k2(r)ψ

∗
k1(r

′)
e2

|r− r′|
ψk1(r)ψk2(r

′)δk1,k2drdr
′

− 1

8πϵ0

∑
k1=k,k2

∫∫
ψ∗
k2(r)

[
ψ∗
k(r

′) + δψ∗
k(r

′)
] e2

|r− r′|
ψk(r)ψk2(r

′)δk,k2drdr
′

− 1

8πϵ0

∑
k1,k2=k

∫∫
[ψ∗
k(r) + δψ∗

k(r)]ψ
∗
k1(r

′)
e2

|r− r′|
ψk1(r)ψk(r

′)δk1,kdrdr
′

+
1

8πϵ0

∑
k1,k2

∫∫
ψ∗
k2(r)ψ

∗
k1(r

′)
e2

|r− r′|
ψk1(r)ψk2(r

′)δk1,k2drdr
′

= − 1

8πϵ0

∑
k1=k,k2

∫∫
ψ∗
k2(r)δψ

∗
k(r

′)
e2

|r− r′|
ψk(r)ψk2(r

′)δk,k2drdr
′

− 1

8πϵ0

∑
k1,k2=k

∫∫
δψ∗

k(r)ψ
∗
k1(r

′)
e2

|r− r′|
ψk1(r)ψk(r

′)δk1,kdrdr
′

= − 1

4πϵ0

∑
k′

∫∫
ψ∗
k′(r

′)δψ∗
k(r)

e2

|r− r′|
ψk(r

′)ψk′(r)δk,k′drdr
′

= − 1

4πϵ0

[∑
k′

∫
e2

|r− r′|
ψ∗
k′(r

′)ψk(r
′)ψk′(r)δk,k′dr

′

]
δψ∗

k(r)dr

(134)

因此我们得到
δ ⟨Ψ|V2 |Ψ⟩

δψ∗
k

= − 1

4πϵ0

∑
k′

∫
e2

|r− r′|
ψ∗
k′(r

′)ψk(r
′)ψk′(r)δk,k′dr

′ (135)

此外很容易得出
δ
[∑

k′ ϵk′
∫
|ψk′(r)|2dr

]
δψ∗

k

= ϵkψk(r) (136)

综合公式 129,公式 131,公式 133,公式 135,公式 136,我们得到 Hartree-Fock方程

(
− ℏ2

2m
∇2 + Ven(r) +

1

4πϵ0

∫
e2

|r− r′|
n(r′)dr′

)
ψk(r)

− 1

4πϵ0

∑
k′

∫
e2

|r− r′|
ψ∗
k′(r

′)ψk(r
′)ψk′(r)δk,k′dr

′ = ϵkψk(r)

(137)

12.2

题目表述不清楚，要具体计算交换能的解析表达式，必须要有具体的波函数，或者说，具体

的模型，题目并没有说清楚到底是什么模型。结合书中的 12.1.11的上下文，模型确定为自由电
子气凝胶模型。

交换项的计算公式为

Vex = − 1

4πϵ0

∑
k′

∫
e2

|r− r′|
ψ∗
k′(r′)ψk(r

′)
ψk′(r)

ψk(r)
dr′ (138)
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自由电子气体凝胶模型的空间波函数为

ψk(r) =
1√
V
eik·r (139)

将公式 139代入公式 138中，得到自由电子气体凝胶模型的交换项计算公式，

Vex = − 1

4πϵ0

1

V

∑
k′

∫
e2

|r− r′|
ei(k−k′)·(r′−r)dr′, (140)

令R = r′ − r，

Vex = − 1

4πϵ0

1

V

∑
k′

∫
e2

R
ei(k−k′)·RdR. (141)

下面要利用求和变积分的方法，这里简单阐述。从积分的定义，我们有∑
k

f(k)∆k =

∫
f(k)dk (142)

而对于自由电子气，态的 K空间分布是均匀的，∆k = (2π)3

V ，那么对于涉及 K空间的离散求和，

我们可以使用下面的积分
1

V

∑
k′

f(k′) =
1

(2π)3

∫
f(k′)dk′ (143)

对比公式 141和公式 143，可以得到 Vex的 K空间积分表达式，

Vex = − 1

4πϵ0

1

(2π)3

∫ ∫
e2

R
ei(k−k′)·RdRdk′

= − 1

4πϵ0

1

(2π)3

∫ ∫
e2

R
ei(k−k′)·Rdk′dR

= − 1

4πϵ0

∫
e2

|R|
nex,k(R)dR

(144)

从公式 144中我们可以得出 nex,k(R)的解析表达式，

nex,k(R) =
1

(2π)3

∫
ei(k−k′)·Rdk′

=
1

(2π)3
eik·R

∫
e−ik

′·Rdk′

=
1

(2π)3
eik·R(2π)

∫ kF

0

∫ π

0
e−ik

′R cos θk′2 sin θdθdk′

=
1

(2π)2
eik·R

∫ kF

0
k′2

(∫ π

0
e−ik

′R cos θ sin θdθ

)
dk′

=
1

(2π)2
eik·R

∫ kF

0
k′2

2 sin(k′R)

k′R
dk′

=
1

(2π)2
2

R
eik·R

∫ kF

0
k′ sin

(
k′R

)
dk′

=
1

(2π)2
2

R3
eik·R(−RkF cos(RkF ) + sin(RkF ))

(145)

求解完毕。

12.3

首先，我们先阐述一下本题的思路。书中的 12.1.16是在自由电子气模型下，K空间每个轨

道占据两个电子（自旋不同）的假设下得出的，对应一般金属的能量状态。而我们可以在自由
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电子气模型，每个轨道占据单个电子（所有电子自旋相同）假设下得出一个新的类似 12.1.16的
公式。两个公式求出的单电子平均能量都会随着 rs/a0 改变，体系会处在两者之中更低的能量

状态，在某个区间中，单轨道单自旋（铁磁状态）对应能量更低，那么体系就会自发铁磁化，我

们要证明这个区间为 rs/a0 > 5.45。下面开始真正的证明。

首先，12.1.16已经给出了单个 K空间轨道占据两个自旋相反的电子所求出的单电子平均能

量，为

ϵ =
3

5
ϵF − 3

4

e2kF
4π2ϵ0

=

[
2.21

(rs/a0)2
− 0.916

(rs/a0)

]
Ry (146)

其中第一项代表电子动能，第二项代表电子的交换能。下面我们要推导单个 K空间轨道占据一

个电子的情况。首先，费米波矢 kF 会发生变化，
V

2π3
× 4

3
πk′3F = N (147)

k′3F = 6π2n = 2k3F (148)

那么相应的费米能级也会发生变化

ϵ′F =
ℏ2k′2F
2m

= 22/3ϵF (149)

交换能项 −3
4
e2kF
4π2ϵ0

的结果是针对相同自旋的交换得出的，我们无需重新推导，只需要把新的费

米波矢代入即可。但是动能项 3
5ϵF 的计算过程中利用了单个 k态占据两个电子的条件，需要重

新推导，
T

N
=

1

n

T

V

=
1

n

1

V

∑
k<k′F

ℏ2k2

2m

=
1

n

1

8π3

∫ k′F

0

ℏ2k2

2m
4πk2dk

=
1

n

ℏ2k′5F
20π2m

=
3

5
ϵ′F

(150)

铁磁体系的单电子平均能量为

ϵ′ =
3

5
ϵ′F − 3

4

e2k′F
4π2ϵ0

=
3

5
ϵF × 22/3 − 3

4

e2kF
4π2ϵ0

× 21/3

=

[
2.21

(rs/a0)2
× 22/3 − 0.916

(rs/a0)
× 21/3

]
Ry

(151)

和原本体系的能量差为

∆ϵ = ϵ′ − ϵ =

[
2.21

(rs/a0)2
× (22/3 − 1)− 0.916

(rs/a0)
× (21/3 − 1)

]
Ry (152)

∆ϵ 和 rs/a0 的图像关系如图 5所示，在 rs/a0 较小时，∆ϵ > 0，体系处在无磁性状态，当

rs/a0 超过超过某临界值时，∆ϵ < 0，体系为铁磁性。数值求解可以得出对应的临界值约为

rs/a0 ≈ 5.4524 ≈ 5.45，因此 rs/a0 > 5.45时，自由电子气体铁磁化，所有电子自旋同向排列。
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图 5: ∆ϵ—rs/a0 关系图

12.4

这道题我没完全搞懂，把思路大概写一下。

从伽利略不变性可以导出以下公式
pF
m
mu⃗ · e⃗p =

pF
m∗mu⃗ · e⃗p +

∑
p,σ

f(p⃗, p⃗′)(np⃗−mu⃗ − np⃗σ) (153)

其中 u⃗是两个惯性系的相对速度，等号右边是其中一个参考系的准粒子激发能，我们的目的是

通过费米面近似 f(p⃗, p⃗′) = f(cos θ, pF )，以及求和化积分
∑

p⃗σ = 2
(2πℏ)3

∫
dp⃗的方式将等号右边

第二项化成如下形式∑
p,σ

f(p⃗, p⃗′)(np⃗−mu⃗ − np⃗σ) =
2

(2πℏ)3

∫
f(cos θ) cos θdΩmu⃗ · e⃗p (154)

主要是这个步骤卡壳了，若公式 154成立，那么我们可以轻松得到如下关系
1

m
=

1

m∗ +
2pF

(2πℏ)3

∫
f(cos θ) cos θdΩ (155)

利用阎守胜书中的公式 12.1.70,定义

F (cos θ) = g(ϵF )f(cos θ) =
m∗pF
π2ℏ3

f(cos θ) (156)

12.5

本题的主要目的是计算平均自由程，并将其于材料的晶格常数比对。

电阻率的计算公式为

ρ ==
m∗

ne2τ
, (157)

等离子体频率计算公式为

ω2
P =

ne2

ϵ0m∗ (158)

联合公式 157和公式 158
τ =

1

ω2
P ϵ0ρ

(159)
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代入相关的数据，计算得出平均自由程的大小为 l ≈ 2nm，YBa2Cu3O7的晶格常数约为 0.38nm，

远小于平均自由程，因此线性区可以延伸到 500K 是正常的，这只是表明电声相互作用较弱而

已。

12.6

能量随动量线性变化

ϵ = vp = ℏvk. (160)

模式数目随能量的变化关系为

G(ϵ) =
S

2π2

∫ k

0
2πk′dk′ =

Sk2

2π
=

Sϵ2

2πℏ2v2
, (161)

因此态密度为

g(ϵ) =
1

S

dG

dϵ
=

ϵ

πℏ2v2
. (162)

我们的目的是先计算单位体积的内能 u,之后再通过 ∂u
∂T 求出电子比热。

u =

∫ ∞

0
ϵg(ϵ)f(ϵ)dϵ

=
1

πℏ2v2

∫ ∞

0

ϵ2

e(ϵ−ϵF )/kBT + 1
dϵ

=
(kBT )

3

πℏ2v2

∫ ∞

0

x2

ex−y + 1
dx

(163)

其中使用了变量代换 x = ϵ
kBT

, y = ϵF
kBT
。接下来计算积分，在计算积分的过程中我们会使用低

温条件来近似，

I =

∫ ∞

0

x2

ex−y + 1
dx

=

∫ y

0

x2

ex−y + 1
dx+

∫ ∞

y

x2

ex−y + 1
dx

=

∫ y

0
x2dx−

∫ y

0

x2

ey−x + 1
dx+

∫ ∞

0

(u+ y)2

eu + 1
du

=

∫ y

0
x2dx+

∫ 0

y

(z − y)2

ez + 1
dz +

∫ ∞

0

(u+ y)2

eu + 1
du

(164)

在低温条件下，y → ∞，因此将第二项的积分下限替换为∞，这是合理的。

I =

∫ y

0
x2dx−

∫ ∞

0

(z − y)2

ez + 1
dz +

∫ ∞

0

(u+ y)2

eu + 1
du

=

∫ y

0
x2dx+ 4y

∫ ∞

0

u

eu + 1
du

=
y3

3
+
π2

3
y

(165)

将公式 165代回公式 163中，得到

u =
(kBT )

3

πℏ2v2

(
y3

3
+
π2

3
y

)
=

ϵ3F
3πℏ2v2

+
π(kBT )

2ϵF
3ℏ2v2

(166)

通过总能求出的比热为

cv =
∂u

∂T
=

2πk2BϵF
3ℏ2v2

T. (167)
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实际上随温度是线性变化的，我和阎守胜肯定有一个人错了。

12.7

ψ0m = Zm exp

(
− 1

4l2B
|Z|2

)
= (x+ iy)m exp

(
− 1

4l2B
(x2 + y2)

) (168)

进行归一化 ∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ψ∗
0mψ0mdxdy

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
(x2 + y2)m exp

(
− 1

2l2B
(x2 + y2)

)
dxdy

= 2π

∫ ∞

0
r2m+1 exp

(
− 1

2l2B
r2
)
dr

(169)

应用高斯积分公式 ∫ ∞

0
x2n+1e−ax

2
dx =

n!

2an+1
(170)

∫ ∞

0
r2m+1 exp

(
− 1

2l2B
r2
)
dr = m!2ml

2(m+1)
B (171)

归一化的波函数为

ψ0m =
1√

2πm!2mlm+1
B

(x+ iy)m exp

(
− 1

4l2B
(x2 + y2)

)
(172)

下面计算 ⟨r2⟩

⟨r2⟩ = 1

m!2ml
2(m+1)
B

∫ ∞

0
r2(m+1)+1 exp

(
− 1

2l2B
r2
)
dr

=
(m+ 1)!2m+1l

2(m+2)
B

m!2ml
2(m+1)
B

= 2(m+ 1)l2B

(173)

二维电子气下，朗道能级为

En = (n+
1

2
)ℏωc = (n+

1

2
)ℏ
eB

m
(174)

而二维电子气的态密度 g(ϵ) = m
πℏ2，我们这样考虑，由于朗道能级是间隔为 ∆E = ℏeB

m 的分立

能级，因此 g(ϵ)∆ES 这些能态都会简并到单个朗道能级上，即朗道能级简并度为

g = g(ϵ)
ℏeB
m

S =
m

πℏ2
ℏeB
m

S =
2eBS

h
(175)

其中 BS = Φ，而磁通量子为 Φ0 = h/e

g = 2
Φ

Φ0
(176)

在公式 176得出过程中我们使用的二维电子气的态密度公式是计入了电子的自旋简并度，在强
磁场情况下，自旋非简并，原有的简并度要除以 2.

g =
Φ

Φ0
(177)
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