
为半径的圆周，0R 

z

i
 :  ,eC z a R

 故


2

0

( )1
( ) ( ){ }

d d
C

n nz a a
z

z
z'






 
 

0 2 .   i
( ) i .eRz'  

C
i

i d .( e )R
 



1
( )

2(P52)   d ,  
C

nz a
z

例  求

为以复数 为中心、   C a

, :  C z a R 解 故 ，i
 ez a R

 

0

2π 1
ie( )R n

 

逆时针方向 正向( ).

为整数 ,n

1 1) 1 d
C

z an z 时，
0

2π
i 1d  2π i .

x0

y

a
R

(1 )
2

0

i

i(1 )
1

i e nn
n

R

 









 i(1 )1 2π

0
i de nn
R

 


,2) 1n n 且 为整数时

0. #1
( )

d
C

nz a
z




背熟此结论！！！



(5) ( )d ( ) d ;   ( )    (3.3)
C C

f z z f z s  积分估算

1

( ) .
kk

n

k

sf 


 

  证明 在复积分定义中取模得，

1
    

k kk k
C z zs s


  ， 指 上 的 长,弧

(3.3). #得不等式

1 1

( ) ( )
k k k k

n

k k

n

zf z f 
 

   
1k

z


k
z

k
s1k k k

z z z


  
k

z

1
m 0x{ } a kk n

zn 
 

 令 , ，

故

( ) d
C

f z z

2 2
( ) ( d)d x' t ys ' t t 

( ) ( ) : ,  ,i ( )C z t x t y t a t b   若

d z ，

( )d ( ) d
C C

f z z f z s  ( ( )) .( ) d
a

b
f z t z' t t 

( ) ( ) i ( )z' t x' t y' t

( ) dt tz'

d ( )dz t tz'



1d
C

A s 

(6) 长大不等式：

(3.3)证明：由 得

.            ( ()d 3.4)
C

f z z AL

若在  上  则( ,)zC f A

( )d ( ) d
C C

f z z f z s  . #AL

( ) ( ): ( ) ( ) i , (, i )( ) ,C z t x t y t a z' t x' t y' tt b     若   

(5) ( )  ( )d ( ) d ( ).  (3) (P50)
C C

f z C f z z f z s 设 在曲线 上连续,则 第一类曲线积分

d( ) d ( ) ( ( )) (d ) d( ) .
C C C

b

a
zf z s f z f z t z tf z z t'    

 ,   C L的长度为设曲线

( ) d ( ( )) ( )( )d ( ) d sup ( ) ( ).  (3.3)d
CC C

b

z Ca
f z z f z t z' t tf z z f z s f z C



 
    





    的长度



 ( ) i 1,   0 1,z t t t  故

2 21 i

1
2i d)( zx y


 

5 .  #( )

( ) i .z' t 

2 2

1

1+i
  2 i d 5 ,  ( )( )x y z 例 证明： 积分路径是直线段.

1 0   ( ) ,   0 1 ,z t z tC z t   解 设线段 :

41

0
1 4 i d( )t t 

1

0
1 4 d( ) t 

当 时， ，4
0 1  0 1t t   

2 21

0
2i ) d1 (z' t tt

1 0 (1)z z z 终点 1 i,
1 1(1 i) 1 i,  ). (z z     终点 起点

( ) d   ( ( )) (( )d ( ) d  sup ( ) ( ).  ( 3) d 3. )
C C C

b

a z C
f z z f z s f zf z z f Cz t z' t t



 
    

 
    的长度

01,  ( ),z 起点
0

(0)z z 起点

( ) ,  0 .1 tz t    终点 起线段参数方程 起: 点 点



1).                                                                                                   C先写 参数方 .程

iRe

i
 d  .e

C

z

z
z

试求积分 模的一个上界

( ) {(4 4i) 1} 1 (3 4i) 1,      0 1 , z t t t tC         解 设线段 :

i(3 1)

  ,  
3 1 i(4 1)

iRe

i

e|e |t

C
t t

z

z




  

在 上
2 2

(3 1) (4 1)

1

t t


  

 
2

1
25

49
25

1

25 t

 

 

5
7

,

例 设 为从 到点 的直线段   1  4 4i  ,   C 

2

1

25 2 2t t


 

在 上估算被积 .函数模2). C

 1
25

(0,1) .t  

iRe

i
de

C

z

z
z

故 (4 4i) 1  .25
7

=  #5
7

3 4i 5
7

 

( ) 3 4i .tz'  

 ( ) d( )d ( ) d max ( ) ( )( ( )) ( .  (3.3) )d
CC C

b

za C
f z z f z t z'f z z f z s f zt t C


      的长度

3). 利用积分估值不等式或长大不等式.

( ) ,  0 .1 tz t    终点 起线段参数方程 起: 点 点



0
lim ( )d i( ) .     (3.6)

C
f z z k


 


 

 

i( )

           

 

 C

f



 思路：先把右端与 无关的部分

表示成某函数沿 的积分值.

y






a

2 i .
d

C

z
z a 

i( ).
d

C

z
z a

  故猜测： 
z

x

y

o

Ra


C



x

i
4(P53-54) 0 ( ) :  ,  ef z C z a


        例 设 充分小， 在 上连续， 

lim ( ) ( ) ,  
z a

z a f z k


 且 则

首先用 证参数法 明此猜测.

0

:  ,  ,C z a R 设 逆时针方向 P 52 2则由 例 得,



i

0

( )

lim ( )

4(P53-54). 0

,  . ( ) ( )  (3.d ) 6i )(

e

lim
Cz a

f z C z a

z a f z k f z z k






   

 


   

   





在 ：例 设 充分小， 上连续,

则

  ,

x

y




a
0

C

( )d d1
C C

f z z k zz a
 

  

( ) ( )
d

a f k
aC

z
z z

z


 
 

( ( ) ) ( ( )) d .z a f z k



    

i

i
1 di
e

e( )









由条件知, 0,  0,  ,z a         当 时

( ( .) )
 

  


    故 右边

( )

i

i

( ) ( )( ) ( )
i d

e
e

f kz a z




 

 
 

 
 

(P67)第7题仿照此例证明.

( ) ( ) ,z a f z k 
 

    (3.6) #故 成立.

  d
C

z
z a


证明: )i 1d i( .




   

故 ( )d  i( )
C

f z z k


  

熟记本题及(P67)第7题的结论. 在第六章需要用到这些结论.



定理2(P54) 柯西积分定理

在闭域 上 ，则解析 ( )f z D D C 

简单闭曲线 闭路设 是由 简称 围成的单连通区域，( )  CD

也记作 ( )d 0.
C

f z z ( )d 0,
C

f z z 
  ( )f z D D C 注： 在 上解析是指：

( )   f z D G在包含 的某个更大的开区域 内处处解析.

对实部和虚部分别用法 定理 改进型， Green ( )

柯西 黎曼方然后再用 定理程 (P 28- 2).

3.2 柯西积分定理(P54定理2)

证明 ( )d ( i )(d id )
C C

f z z u v x y    d d
C

u x v y  i  .d d
C

v x u y 



首先回顾Green定理:

 

1

( )     

      

( ,

         d

),

d d d .

( , ) ( ),  

L

Q
x

D

P
y

L

P x y Q x y C D

D

P x Q y x y








   

设单连通区域 由分 逆时针段光 方滑曲线

则

向 围成，

改进的Green定理: (Gaursat 1925)

 
 

( )

, ,

   

( , ), ( , )

      d d d d .
L

Q
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Q
x

D

P
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Q
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y

P
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y

D

P x y Q x y D

L

P x Q y x y

L

D






















  



 

设单连通区域 由分段光滑曲线 围成，

在 上

且

逆时针方向

有偏导数

在 上 取逆时连 , 则续 针方向，



(P 28)( ) C- R  ,z Df Du v因 在 故 在 上可微，且满 程足解析, 方 ，

0,u v
x y
 
 

 故 由改进的Green公式得

(

( ) ( d

)

.) 0
C

D C

f z D D C f z z  

柯西积分定理:设 简称闭路 的单连通区域是由简单闭曲线 围成 ,

闭域 ，则在 上解析

 ( ) ( , ) ( .: i , ) f z u x y v x y 证 设明
熟记结论

0.u
y

v
x







  

( i )(d i d )( )d
C C

u vf z xz y    d d
C

u x v y  di d
C

v x u y 

定理2(P54)

 d d i
D

u
y

v
x

x y





     d d   
D

u v
x y

x y 
 



0 i0 . #0  



 d d
D

u
y

v
x

x y





    i d d
D

u v
x y

x y 
 

 

            

( ) (

 

P 54 2

   ( ) ( )d

)  

0.
C

f z D D C

C

f z z

D

  

柯西积分 简单闭曲线 闭路

在闭域 上解

定理 :设 是由 简称 围成的单连通区域，

，则

定理

析

0. #
由 方程C- R

1
3

  (1) 3
z

z


解. 除 外处处解析, 在 解上 .析故 1
3

1
z

z




(P 5 )4 2故由 定柯 分定理 理西积 得

1

1
3

(1) d ;

z
z

z


例.求

3 1

1
3

(2) d .

z
z

z

 


1

1
3

d

z
z

z






1
3

(2) 3 3 1 ,
z

z z


  的 在奇点 积分 路 的闭 内部 (P )54 2不可用柯西积 定 定理分 理 .

 ( )d
C

f z z证明 d d
C

u x v y  di d
C

v x u y 

P 52 2根据 例 知, 2 i.  #

.0

3 1

1
3

d

z
z

z

 




3 1z z 不在 及其内部,



柯西积分定理:设 是由简单闭曲线(简称闭路)C围成的单连通区域

在闭域 上解

，

，则析( ) ( )d 0.
C

f z D D C f z z

D

   定理2(P54)

. 上解 ，在解 析1
3

  (1) 1
z

z




例.求 ；
1

1
3

(1) d

z
z

z




3 1

1
3

(2) d .

z
z

z

 


故
1

1
3

.d 0
z

z
z






P 52 2根据 例 知,
3 1

1
3

d  2 i.  #

z
z

z 
 




(2) 3 3 1 ,  )P 5 2( 4z z  奇点 在积分闭路 内部 不可用 定柯西积分 理定理 .

1

cos
d

( i 1.5)( 3 )
 

0
z

z
I z

z z



 例 求

1 2( i 1.5)( 30) 0 (1) 1.5 i 30,Iz z z z    解 由 所有奇点 和得 1z 在 及都不 其内部,

 I 故由柯西积分定理得 0.

2
33

3

sin d .e z

z

J z z



 和

23 3
 sin(2) e z

z J 故没有奇点, 0. #



例求
1

cos
d

( i 1.5)( 30)
 I

z

z
z

z z



 

2 33

3

sin d .e z

z

J z z



 和

1 2
( i 1.5)( 30) 0 (1) I i 1.5 = 30z zz z    解 由 所得 有奇点 和 ， 1z 都不在 上,

 I 故由柯西积分定理得 0.
3

23
 sin(2) e z

z J 故没有奇点, 0.

( )d 0.
C

f z z 

1

( )d ( )d
C

kk

n

C
f z z f z z



   D C
1

0 0.   #
k

n



 

证明 若 是简单闭曲线，:  (1) C

( )    1 ,  f z D C D单连通 内解析 是 内推论 :设 在 区域 的任意封闭曲线,则

(P 54 2)  ( )d 0.
C

f z z 由柯西 定理积分定理 知

如果 不是简单闭曲线，(2) C 1 2
, ,, nC n C C C则可设 由 条简单闭曲线 依次连接组成，

1
C

2
C

P55



0( )d .
C

f z z 

D
C

P 51(  ,5) ( )f z CD D推论 :设 在 区域 内 是 内的任意单连通 解析 封闭曲线,则

( )2( P 55)  ,Df z推论 :设 在 区域连通 内单 解析

0    ,  DC z z起于点 终于 简单曲是 一条 的 线内任 则

( )d
C

f z z
不依赖于路径值 ,C




0 0

( )d ( )d .f f z z
z z

z z
   记作

0
 z z只由起点 终点和 确定,

0    ,C D C z z证明:设 是 内任意的不同于 的起于 终于 的简单曲线

z
0

z

与 连接组成 内一条封闭曲线.     
-

C DC

C

P 51( )5由推论 得

 

( )d ( )d .- 0
C C

f z z f z z   因此

 

( )d ( )d-C C
f z z f z z   ( )d .

C
f z z 

,    #C C由 任意性知结论成立.



D
C

推论 :设 在单连通区域 解内 析2 ( )  ,f z D

是 内任一条起 点 终于 简单曲 则线于 的
0
   ,  C z zD

( )d
C

f   值不依赖于 ,C 只由起点 终和 ，点 确定0  z z

C

因此

( )d .
C

f    由 任意性得结论.#,C C

记作
0 0

( )d ( )d .f f z z
z z

z z
   

0
z

z

复闭路定义

1 2,  ,2) ,   , nC C C 中每一条在所有其余各条的外部

1 , n 条简单闭曲线 满足

1 2 0,  ,  ,  , 1)  nC C C C都在 的内部

0 1 2,  ,  , , , nC C C DC则 围成一个多连通区域

0 1 2( ,  ,  ,  ,   ),nC CC CD在 内部 在 的外部

10 2, ,  ,  ,  nC C CC设 为

  D C这种多连通区域 的全部边界 称为一个复闭路.

0
    ,C D C z z证明:设 是 内任意的不同于 的起于 终于 的简单曲线

 

( )d ( )d 0.-C C
f f     

 

( )d ( )d-C C
f f     

D

0C

nC

2C
1C

3C



1 2

1 2 0

1 2

0 , ,  ,  

,  ,  ,    ,

,  ,  ,  

     1 ,  

, 

,  n

n

n

C C C

C C C C

C

C

C C

n

都在 的内部

中每一条在所有其余各条

设 为 条简 闭曲

的外部

单 线

D

0C

3C

n
C

0 1 , ,, n DC C CC 全部边界 称为一个由 构成的 的 复闭路.

C 复闭路 的正向：  C人在 上行进时，

1 20 ,  ,  ,    ,  ,nC C C DC则由 围成一个多连通区域

 C为 称 的正向.D使得 总 此的内部 在 左人 边的方向,

0  
 

C



 在 沿 方向；
正

逆时针
向

外边界
：

1 1 22,  ,  ,  ,  ., ,n nC C C C C C
 内边界 顺时针 在 上沿 方向,记为

2C

10 2
.

- - -
nC C C CC    闭路 记复

复闭路的方向默今后复积分中 认为正向.

1C









D

0
C

 C 复闭路 的正向：
0 1 2 , , , , nC C C C C复闭路 由闭曲线 组成.

0  : C



外边界 逆时 方向；针 

1 20
.

---
nC C C C C    复闭路

复闭路默认复积分中 为正向.

多联通区域柯西定理(P55定理3)

围成的多连通区域 ,内解析 D

( )d 0,  
C

f z z 

0 1 2

( )d ( )d ( )d ( d .)
nC C CC

f z z f z z f z z f z z       即 熟记结论

( ) f z D即 在 上解析,则
1 20

( )3(P55)
---
nf z C C CC C    在复闭路定理  设 及其

1 2,  ,  ,  nC C C 在 上内边界 顺时沿 针方向.

0 1 2

( )d ( )d ( )d ( )d 0,- --
nC C CC

f z z f z z f z z f z z       即

0 1
 , , ,   nC C C注意： 均取正向即逆时针方向.

3
-

C

2
-

C
1
-

C

-
nC



1 20
(3(P55 ))

( ) 

 

 

---
nf z C C C C

f z D

C

D

    在复闭路 及其

围成的多连通区域

定理  设

,即 在内解析 上解析,则

C
( )d 0, f z z  即

1
D

0
C 2 n 证明：只证 的情形,其余类似.

1 0 1    D C C在 内,用简单曲线 连接 和 ，

1


2


3


1 2  D D D被分成两个单连通区域 和 ，

2
D

1
l

1 2

( )d 0   ( )d 0,
l l

f z z f z z  ，

10 2

( )d ( )d( ) ( .d )d
C C CnC

f z z f z z f zf zz z      

1 22
C C 连接 和 ， 3 2 0 .C C 连接 和

2
l

1 1l D用 记 的边界,
2 2Dl用 记 的边界,

1 2

( )d ( )d 0.
l l

f z z f z z  故

1 2, ( ).l l 都取正向 逆时针 由柯西积分定理, x

y

0

D

1
-

C
2
-

C



x

y

0

1 2

( )d ( )d 0 0 0.
l l

f z z f z z    

1
D

0
C

1


2


3


2
D

1
l

1 20

( )d ( )d ( )d--C CC
f z z f z z f z z   

2
l

( )d .
C

f z z 

(P 54 2 ) 由柯西积分定理 定理 得

21

(1) ( )d ( )d( )
l l

f z z f z z 在 中沿添加的连接线

沿不同方向各积分了一次,

正好相相加后 互抵消.

0 1 2(2) ,  ,  
- -

C C C 都被分成两段弧，

1 2l l分别出现在 和 中.

1 2

( )d ( )d  
l l

f z z f z z 和 相加，

1 20
,  ,  

- -
CC C沿 各自两弧段上的积分把 合并,得

1 2

( )d ( )d 0
l l

f z z f z z   

1 20

( )d ( )d .( )d
C CC

f z z f z z f z z   故

沿外边界积分 沿内边界积分 沿内边界积分

2
-

C
1 2 3    ， ， 的积分，

2  #n  的情形, 类似证明 .

D

1
-

C



2 i,        1,
d

0,       1

1
( )C n

n
z

n nz a






 且 是整数.

5(P 56)   Ca 简单闭曲例 设 是任一 的内部区域的任一线 内点，则

 (1) P 52 2 C a解： 若 是以 为中心的圆周,则由 例 知结论成立.

(2) C a若 不是以 为中心的圆周,

2 i,    1,
  #

0,       1

n

n n

 
 

 且 是整数.1

d d1 1
( ) ( )C Cn nz z
z a z a


  

半径充分小的圆周 含在  内部
1
( ),C C 1

-
C C  构成复闭路.

P 55 3 P 52 2故由 定理 和 例 得，

的

任

是

意

包含点

简单闭曲 .线

  C a

x

y

o

a C

  则在 内作以 为中心、C a

1C
-

1
1

( )n
C C

z a



故 在 及其内部解析,-

1
 

-
C C在 及其内部, ,z a



1
2

1
1(P67) 5 . d , 

z z
' z

 计算 并由此证明
0

1 2cos
5 4cos

d 0.
 







解.1)  1
2

1
1z

z


在 上处处解析,故 1
2

1
1

d .  (0 1)
z z

z
 


2)  证明.再用参数法求 1

2

1
1

d .
z z

z
 

i1 1
2 2

( ) ,  ,ez z
      ：

1
2

1
1

d
z z
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i1
2

i( ) ,  ez'  

i

i
1
21

2

i d
1

1
e

e )( 





 
i

i

i

i

2

2 2
d

i (e )

e

e

e (( ))


























i

i i

i 2 i
d

1 2

e

(e e ) 4



 











  
2sin 1 2

5 4cos 5 4cos
cosd i d

 

  


 


 
 

   0 5 4cos
1 2cos2i d .  (2)



  

 

奇函数 偶函数

0 5 4cos
1 2cos d . #0




 


 (1) (2),  综合 和 得

( )柯西积分定理

0
1 2cos
5 4cos

d .
 




此题目的不是用数学分析方法计算
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13(2)

1

1

( ),

(P 54 2) ( )d . 

16. ( ) ( )d

z

z

f z

f z z

f z f z z





 
 
 
 
 
 
 
 
 
 





用反证法.假设存在满足条件的函数

先用柯西积分定理 定理 求

 再用参数法以及题中给出的 在积分路径上的值求 .

比较两中方法的计算结果，得出矛盾.

国庆后会讲类似的例题.

7 ( P 53 54 4 与 例 的证明完全类似,大家模仿着证明本题)

( )
8 lim 0  ( 0), 7 .

( )z

P

Q

z
A

z

z



 
  

 
 由条件可得 , 然后直接应用第 题的结论即可



定义2(P56)(原函数的定义):

  ( )  ( ) .  F z f z D则称 在区域 内的一个为 原函数

3.3 原函数

 ( ,)  ( )F z fD z' 如果在区域 内 处处成立 

( ) ( )?D f z F z对区域 内的 在什么条件下,存在原函数
原函数怎么样求？有与微积分中积分学基本定理类似的定理.

0
 , z D 则 变上限积分函数

  ,(   )f z D单连如果 在 通区 内解析域定理4(P56)

 ,D在 内解析
0

( ) ( )d  
z

z
F z f z z D  ,是在 内的单值函数

( ) ( ),F z f z'  即F(z)是f(z)在D内的原函数.

且

0 .   D z z其中变上限积分的积分路径可以是 内任一条从 到 的简单曲线



0
 ,z D 则

证明：1. 解析及可微定义+2.参数法积分+3.长大不等式.

0
0

( )d  .   f D
z

z
z z 其中 的积分路径可以是 内任一条从 到 的简单曲线

  ,(   )f z D单连如果 在 通区 内解析域定理4(P56)

 ,D在 内解析
0

( ) ( )d  
z

z
F zz f Dz  是在 内的单值函数,

( ) ( ),F z f z'  即F(z)是f(z)在D内的原函数,

且

( )f z D单连通在 区域 内解析， 1,2(P 55),由柯西积分定理推论

对D内任一闭曲线C, ( )d 0,
C

f z z 
0

( )d  
z

z
z zf 不依赖积分路线,

0

( ) ( )d  
z

z
Df zz zF   是在故 内的单值函数. 由解析和可微定义知,

,z D 只需证：
0

( ) ( )
lim

F z z F z
zz

 


( ).f z (1)



                          ( ) ( ) 1
=

                                                  

F z z F z

z z

   
 

   0

( )d
z

z
f  

,
1 ( )d

z z

zz f  



  直线

  ,(   )f z D单连如果 在 通区 内解析域

0

( ) ( )d
z

z
DF z zz f  是在 内的单值解析函数,

0
 ,z D 则

)  ( ) ( .F z f z' 

定理4(P56)

 ,z D 只需证:
0

( ) ( )
lim

F z z F z
zz 

 
 ( ).f z (1)

z D  ( )开 ， 0, z  使得以 为中心、
D

z z z 

x

y

0



,  0,z z z   在此圆内任取点 

0

( )d
z z

f
z

 



0 ( )dz

z
f  ( ( ),  0.)( )f z z  当 只需证

z  < .

1,2(P 55),证明 推论:由条件和
0

( )d
z

z
f   不依赖积分路线.

0
z

 .D为半径的圆完全含在 内

因积分不依赖积分路线.



D

0
z

z +z z

x

y

0



,根据条件
0 .( )f D z z 从 到在 内 积分与路线无关的

                          ( ) ( ) 1
=

                                          

F z z F z

z z

   
 

   0

( )d
z z

f
z

 



0

( )d
z

z
f  

,
1 ( )d

z z

zz f  



  直线 ( ( ),  0.)( )f z z  当 只需证

,
11 __ d ,  

z z

zz 



  直线1 ( ),可用参数法验证它 故

,,
( 1d)d

( )1 z z z z
f

f z
zzzz

  
 

 
  直线直线

 
, 

( ) ( ) d .1 z z

z
f f z

z
 



 
  直线

,
( )d ( )1 z z

z
f f z

z
 




  直线




0

1 ( )d                       
z

z z
f

z
 



 
  

 
 0 ( )dz

z
f  



( )f D因 在 内解析故连续,故

( ) ( ) .f f z  

1 ( ) =(3)
z

z z z


    右端

, 0

1lim ( )d
z

z z

z z
f  

 



  直线
( ).f z只需证： (2)

0,   ( 0,)        使得 ,0 z   当

(3)

由长大不等式得

.

0 0

 ( ) ( )d ( )d   ( ) ( ). #
z z

z z
F z f f z z D F z f zz '    由 任意性得， 在 内解析,

, , 
( )d d  (1 )

( )1 z z z z
f

f z
z zz z

  
 

 
  直线 直线

由参数法

 
, 

( ) ( ) d .1 z z

z
f f z

z
 



 
  直线

, 
( )d ( )1 z z

z
f f z

z
 




  直线

,z z    z z z  在从 到 的直线段上时，

0

( ) ( )
lim .( )
z

F z z F z
z

f z
 

 


故
, 0

( ),( )d1lim
z z

zz
f f z

z
 



 


  直线
故

D

z +z z

x

y

0





0
z

,
1( ) ( )

( )d .
z z

zz
F z z F z

f
z

 


  


  直线



用定理4(P56)证明的同样过程可以证明此推论中的结论.  #

0

 ( ) ( )d   , ( ) ( ). 
z

z
F f z z D fz F z z' 则 在 内解析

1(P 66 8 : (Morera) ) 推论 定理 莫雷拉 定理 ：

( )d 0,
C

fD C z z 对 内任一闭曲线 有

, P 55 2证明: 类似于 推论 的证明根据条件 可证明:

(P 58)   ( )   ,f z D推论 ：如果 在单连通区域 内解析

0
( ) ( ) ,H z f z z D的任 原函数,一是

0
0

( ) ( ).( )
z
zH z H zH z  (牛顿-莱布尼兹公式)

0

(,  ) ( )d
z

z
F z fz z zD    则

( )   ,f z D若 在区域 连续内

0

,  ( )d .
z

z
D f z z 与内 积分路线无关在



(P 58)   ( )   ,f z D推论 ：如果 在单连通区域 内解析

0
( ) ( ) ,H z f z z D的任 原函数,一是

0
0

( ) ( ).( )
z
zH z H zH z  (牛顿-莱布尼兹公式)

0

(,  ) ( )d
z

z
F z fz z zD    则

 P 56 4,  ( ) ( ).F z f z' 证明:由 定理  ( ) ( ).H z f z' 由条件,

{ ( ) ( )} 0. P 47 8(1)F z H z '  由 第故 题, ( ) ( ) ( ).F z H z C 则 复常数

C 故0
( ) 0F z  ，

0
( ).H z

0
( ) ( ) ( ).  #F z H z H z 故

牛顿-莱布尼兹公式可以用来计算解析函数的积分(比参数法方便).



21 i

i
 .1 d( )z z


例求

2
  1 ,   z 解 在全 解析平面

故由(P58)牛顿-莱布尼兹公式得,

21 i

i
1 d( )z z


  3

1 i

3
i

z z


     
3(1 i)

3

3i
3

(1 i) i


    

i .    #1 7
3 3

 

 
2 3(1 i)

3
i
3

(1 i) 1 i


    

 3
2i i

3
(1 i) 1 i     

3 2
i = i i =     i

22
(1 i)       2 i  1  i    2i

 51
3 3

i
3

i i  



0

i
 .cos dz z z例 求

解因 在全平面解析，故 cosz z

0

i
d(sin )z z  0

i

0

i
( sin ) sin dz z z z  

1
1.  #e 

 sin i cos i(i 0) ( ) ( cos0)     
i i
0 0( sin ) ( cos )z z z  

i ( 1)i sinh1 cosh1   

1 1

2 2
1e e e e   

故
0

i
 cos dz z z

sinh1 1 1cosh   

由(P58)牛顿-莱布尼兹公式也可得分部积分公式,



注意：在应用
00

-  ( )d ( )
z

z z
zf z z H z牛 莱公式 ，

须满足：

( ) ( )H z f z D其中 是 在 内的任一原函数时,

 ( )   f z D在一个包含积分路径的单联通区域 内解析.

i
3(P 53)  d ,   .e

C

z
z C z A A A  例 证: 设 为 上半圆周从 到      

2证 ：  i i i

i
 ,e eez z z

'因 处处处处解析,且 3.3 (P 56 - 58) ,由 节 知

i
d

ie
i

e
A

C
A

z
z

z



i ie e

i

A A  2sin ,    0.A A  

.  #i
 de

C

z
z 故 2 sin 2A 

x

y

AA
 

C



i
3(P 53)  d ,   .e

C

z
z C z A A A  例 证: 设 为 上半圆周从 到      

i
1: , 0eC z A

    证 的参数方程为     .

根据性质(3.3)知

2

2

sin sin sin

0 0
d d de e eA A A




   

       因为  

sin
e .

A 

   

 
 

  

对第二项积分

令

( )d .  (3.3)( ) d ( ) d ( ( )) ( ) d
C C C

b

a
f z s f z z f z t z t tf z z '    

x

y

AA

  C在 上，

.A

i sin

0
d de e

C

z A
z A


   2 sin

0
2 d .e A
A


  

 

i
e

z
 

i
Re(i e )

e
A



 Re( sin )i cose A A  

i
( ) iez' A

  C

sin2

2

sin

0

0
d dee AA 




    

2 sin

0
2 d .e A


  



2
0   当 时, sin .2     

i
 de

C

z
z 故

0

2
22 e d

A
A  






  
2 2

0
e

A
 






  e A   

sin 2
 e .e

AA   故

.  #

x

y

AA
 

C

sin

0

i
d dee A

C

z
z A


  

2 sin

0
2 d .e A
A




 

PPT 32 .推导见此 的 页



2
0  当 时， 2 sin .    

略证：

x

y



0

B

D
2

sin ,   0, .     
 

即

y


0

siny 


2
0,  sin   
 

故在 ， 凹,故

sin .   # 
2




OBD OBD 的面积 扇形 的面积，

2
0 , sin sin"     
 

当 ， 时 0   ，


 2

1M  ，

1

i

2  

1
1 1
2 2

sin ,    



0 1 2

( )d ( )d d( ( .)d )
nC C C C

f z z f z z f zf zz z      

1
D

0
C

1C 2C

 2) 2证明： 当 时，n 

1 0 .nn C C  连接 和

1


2


1n




1 2  D D D把 分成两个单连通区域 和 ，

2
D

1 2

( )d ( )d .0 0 0
l l

f z z f z z    

n
C

2 01 1

( )d ( )d ( )d ( )d .0
kl C C

k

n

l
f z z f z z f z z f z z





      

由柯西积分定理得

.#故

1
l

2
l1 1l D用 记 的边界， 2 2l D用 记 的边界，

1 2,l l 都取逆时针方向.

1 0 1D C C用 内简单曲线 连接 和 ，

2 1 2 ,  C C 连接 和
3 2 3  C C 连接 和 ， ，

0 1 23(P55) ( )

 ( )  

nf z C C C C C

D f z D

     定理  设 在复闭路 及

其所围成多连通区域 内解析，即 在 上解析，则

( )d 0, 
C

f z z  即



注：

f(z)如果在简单闭曲线C所围成的区域D内解析，在

D的闭域上D+C连续，那么柯西积分公式仍然成立.

37

0z

C



  解.

1

cos
d  .

i 1.5 ( 30)( )
z

z
z

z z


 例.求

1.5i ( 30) 0( )z z  由 得, 1 2
1.5i 30.z z  ，

1 2
1z z z 和 都不在闭圆 上， 1 .z 故被积函数在 上处处解析

(P 54 2)因此由柯西积 定 定理分 理 得

1

cos
d

i 1.5 ( 30)( )
z

z
z

z z



  . #0

柯西积分定理:设 是由简单闭曲线(简称闭路)C围成的单连通区域

在闭域 上解

，

，则析( ) ( )d 0.
C

f z D D C f z z

D

   定理2(P54)



y






a x
0

0, ( )  ,   ( ) k f z z a z a f z  注:若 则 在 不连续 是 的奇点.

熟记本题及(P67)第7题的结论.

在第六章需要用到这些结论.

i

0

( )

lim ( )

4(P53-54). 0

,  . ( ) ( )  (3.d ) 6i )(

e

lim
Cz a

f z C z a

z a f z k f z z k






   

 


   

   





在 ：例 设 充分小， 上连续,

则

  ,

(P67)第7题仿照此例证明.



01,  ( ),z 起点
1).                                                                                                   C先写 参数方 .程

iRe

i
 d  .e

C

z

z
z

试求积分 模的一个上界

1 0   ( ) ,   0 1 ,z t z tC z t   解 设线段 :

i(3 1)

  ,  
3 1 i(4 1)

iRe

i

e|e |t

C
t t

z

z




  

在 上
2 2

(3 1) (4 1)

1

( )t t


  

 
2

1
25

49
25

1

25( )t

 

 

5
7

,

例 设 为从 到点 的直线段   1  4 4i  ,   C 

2

1

25 2 2( )t t


 

在 上估算被积 .函数模2). C (3.3)3). (3.4)利用 或长大不等式 .

 1
25

(0,1) .t  

0
(0)z z 起点

1 0 1
 (1) 1 4 4iz z z z    终点 ，

 ( ) (3 4i) 1,  0 1,C z t t t    故 :

iRe

i
de

C

z

z
z

故 1 (4 4i)  .25
7

=  #
5
7

3 4i  5
7

 

11 3 4i,  ( ). zz    终点 起点

( ) 3 4i .tz'  

 ( ) d( )d ( ) d max ( ) ( )( ( )) ( .  (3.3) )d
CC C

b

za C
f z z f z t z'f z z f z s f zt t C


      的长度


