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2001-2002学年第一学期数理方程期末试题

注：考试时间两小时, 前七题中选做六题, 第八题必做. 试卷中a > 0是常数.

一. (15分)解定解问题


∂2u
∂t2 = a2 ∂

2u
∂x2 + 2x, (t > 0,−∞ < x <∞),

u(t, x)|t=0 = 0, ∂u
∂t |t=0 = 3x2.

二. (15分)线性偏微分算子L = ∂2

∂x2 − ∂2

∂x∂y − 2 ∂2

∂y2 ,

1. 求方程L[u] = 0的通解;

2. 解定解问题

L[u] = 0, (y > 0,−∞ < x < +∞),

u(x, y)|y=0 = sinx, ∂
∂y |y=0 = 0.

三. 解定解问题(15分)

1. 
∂u
∂t = a2 ∂

2u
∂x2 , (t > 0, 0 < x < l),

u(t, x)|x=0 = ∂u
∂x |x=l = 0,

u(t, x)|t=0 = φ(x), (φ(0) = 0).

2. 
∂u
∂t = a2 ∂

2u
∂x2 , (t > 0, 0 < x < l),

u(t, x)|x=0 = u0,
∂u
∂x |x=l = q0

k ,

u(t, x)|t=0 = u0.

其中u0, q0, k为常数.

四. (15分)

1. 求解Laplace方程的边值问题

∆2u = 0, (r =
√
x2 + y2 < 1),

∂u
∂r |r=1 = cos2 θ − sin2 θ.

2. 如果把边界条件改为 ∂
∂r |r=1 = f(θ), f(θ) = f(θ+ 2π)且有一阶连续导数及分段二阶连续导数，上述边值

问题是否一定有解？为什么？
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五. (15分)解定解问题


∂2u
∂t2 = a2 ∂

2u
∂x2 , (t > 0, x > 0),(

u− ∂u
∂x

)
|x=0 = 0,

u(t, x)|t=0 = 1, ∂u
∂t |t=0 = 0.

六. (15分)

1. 解定解问题


∂2G
∂x2 + ∂2G

∂y2 = −δ(x− ξ, y − η), (x > 0, ξ < +∞; y > 0, η < +∞),

G(x, y; ξ, η)|x=0 = G(x, y; ξ, η)|y=0 = 0.

2. 利用1)中的G(x, y; ξ, η)写出定解问题


∂2u
∂x2 + ∂2u

∂y2 = 0, (x > 0; y > 0),

u(x, y)|x=0 = φ(y), u(x, y)|y=0 = ψ(x). (φ(0) = ψ(0))

解的积分公式.

七. (15分)求初值问题


∂u
∂t = a2∆2u+ b1

∂u
∂x + b2

∂u
∂y + cu+ f(t, x, y), (t > 0,−∞ < x, y < +∞),

u(t, x, y)|t=0 = φ(x, y).

的基本解，并利用基本解写出此定解问题解的积分公式 (b1, b2, c是常数).

八. (10分)用分离变量法求解边值问题

∂2u
∂x2 + ∂2u

∂y2 + x ∂
∂x (x ∂

∂x ) = 0, (1 < x < e, 0 < y < 1, 0 < z < +∞),

u(x, y, z)|x=1 = u(x, y, z)|x=e = 0,

∂u
∂y |y=0 = ∂u

∂y |y=1 = 0,

(u− ∂
∂z )|z=0 = ψ(x, y), 且z →∞时, u(x, y, z)有界.

参参参考考考公公公式式式� +∞
0

e−a
2x2

cos bxdx =
√
π

2a e
− b2

4a2 ; L[ 1√
πt
e−

a2

4t ] = e−a
√
p

√
p ; L[ln] = n!

pn+1 , n = 0, 1, 2, 3, · · · ;

L[eλtf(t)] = f̄(p− λ); L[f(t− τ)] = e−pτ f̄(p), 其中f̄(p) = L[f(t)].
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2001-2002学年第二学期数理方程期末试题

一. (20分)

1. 利用镜像法写出上半圆(x2 + y2 < a2, y > 0)内场位方程第一边值问题的Green函数.

2. 利用达朗贝尔公式求出一维波动方程初值问题的基本解.

二. (45分)解下列定解问题

1. 
∆2u = 0, (r < 1, 0 < φ < π/4),

u|φ=0 = ∂u
∂φ |φ=π/4 = 0,

u|r=1 = sin 2φ+ sin 6φ.

2. 
∆3u = 0, (r 6= 1),

u|r = 1 = f(θ),

lim
r→∞

u = 0.

3. 
∂u
∂t = a2 ∂

2u
∂x2 , (t > 0,−∞ < x <∞),

∂u
∂x |x=0 = q(t), u|t=0 = 0,

ux(t,∞) = u(t,∞) = 0.

三. (20分)

1. 解定解问题(G = G(t, x; ξ))


Gtt = a2Gxx + δ(x− ξ), (0 < t, 0 < x < l, 0 < ξ < l),

G|x=0 = G|x=l = 0,

G|t=0 = 0, Gt|t=0 = 0.

2. 利用1)得到的G(t, x; ξ), 写出定解问题


utt = a2uxx + f(x), (t > 0, 0 < x < l),

u|x=0 = u|x=l = 0,

u|t=0 = 0, ut|t=0 = 0

的解.
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四. (15分)(任选一题)

1. 设G(x, y, z; ξ, η, ζ)为场位方程第三边值问题的Green函数，即定解问题

∆3G = −δ(x− ξ, y − η, z − ζ), ((x, y, z) ∈ V, (ξ, η, ζ) ∈ V ),

(αG+ β ∂G∂n )|S = 0, α, β是任意常数, S是V的边界

的解, 试利用第二Green公式, 推出定解问题

∆3u = 0, ((x, y, z) ∈ V ),

(αu+ β ∂u∂n )|S = φ(x, y, z), α, β是任意常数, S是V的边界

的解的积分表达式.

2. 利用积分变换求出三维波动方程初值问题的基本解.

参考公式

1. 设u(x, y, z)和v(x, y, z)在区域V及边界曲面S上有一阶连续偏导数, 在V内有二阶连续偏导数, 则有

�
V

(u∆v − v∆u)dV =

�
S

(
u
∂v

∂n
− v ∂u

∂v

)
dS

2.

L[f(t− τ)] = e−pτL[f(t)], L

[
1√
πt
e−

a2

4t

]
=
e−a
√
p

√
p

3. � +∞

−∞
eaλ−β

2λ2

dλ =

√
π

β
e
α2

4β2 , β 6= 0

4. � +∞

0

e−a
2x2

cos bxdx =

√
π

2a
e−

b2

4a2
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2002-2003学年第二学期数理方程期末试题

一. (20分)解定解问题


∂2u
∂t2 = a2 ∂

2u
∂x2 , (0 < x < l, t > 0),

u|t=0 = 0, ∂u
∂t |t=0 = sin π

l x+ sin 2π
l x,

u|x=0 = 0, u|x=l = 0.

二. (20分)解定解问题


∂u
∂t = a2

(
∂2u
∂x2 + ∂2u

∂y2

)
− u, (r =

√
x2 + y2 < 1, t > 0),

u|t=0 = x2 + y2,

u|r=1 = e−t.

三. (15分)用Laplace变换求解


∂2u
∂x∂y + c2u = 0, (x > 0, y > 0), c > 0为常数,

u|x=0 = y,

u|y=0 = 0.

四. (10分)求边值问题


∂2G
∂x2 + ∂2G

∂y2 = δ(x− ξ, y − η), (0 < x, ξ < +∞, 0 < y, η < +∞),

G|x=0 = 0, G|y=0 = 0

的解G(x, y; ξ, η).

五. (20分)现有初值问题


∂u
∂t = 9∂

2u
∂x2 + 4∂

2u
∂y2 + 2∂u∂x + ∂u

∂y − u+ f(t, x, y), ((x, y) ∈ R2, t > 0),

u|t=0 = φ(x, y),

1. 求此初值问题的基本解U(t, x, y);

2. 利用此基本解写出上述初始问题解的积分表达式.
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六. (15分)设L[u] = x2 ∂
2u
∂x2 − y2 ∂

2u
∂y2 , xy 6= 0, 试

1. 求出方程L[u] = 0的特征曲线族φ(x, y) = c1, ψ(x, y) = c2;

2. 在区域x > 0, y > 0内求方程L[u] = 0的通解;

3. 求定解问题


L[u] = 0, (x > 0, xy > 1, y > x),

u|xy=1 = 1
x2 ,

u|y=x2 = x2.

参考公式

1. 在柱坐标(r, θ, z)下,

∆3u =
∂2u

∂r2
+

1

r

∂u

∂r
+

1

r2
∂2u

∂θ2
+
∂2u

∂z2

2. 在球坐标(r, θ, φ)下,

∆3u =
∂2u

∂r2
+

2

r

∂u

∂r
+

1

r2

[
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂u

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2u

∂φ2

]
3. ν阶Bessel方程x2y′′ + xy′ + (x2 − ν2)y = 0, 在0 < x < +∞上得基础解组为Jν(x), Nν(x), 其中

Jν(x) =

+∞∑
l=0

(−1)k
1

k!Γ(k + ν + 1)

(x
2

)2k+ν
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2003-2004学年数理方程A期末试题

一. (20分)解定解问题:

∆2u = 0,

u(1, θ) = 1 + cos θ + cos 2θ.

二. (20分)解定解问题


utt = uxx + 2xt,

u|x=0 = 0, u|x=1 = − 1
3 t

3,

u|t=0 = ut|t=0 = 0.

三. (20分)将y(x) = x2 − 1, (|x| ≤ 1)按零阶贝塞尔函数展开.

四. (20分)解初值问题

ut = uxx − 2ux + u+ f(t, x),

u|t=0 = ϕ(x).

五. (10分)用V表示区域: x2 + y2 + z2, z > 0, S表示V的边界, 求

∆3u = 0,

u|S = 0

的基本解.

六. (10分) 验证:

u(t, x) =

� l

0

φ(ξ)G(t, x; 0, ξ)dξ +

� t

0

dτ

� l

0

f(τ, ξ)G(t, x; τ, ξ)dξ

是定解问题


ut = Lu+ f(t, x),

u|x=0 = u|x=l = 0,

u|t=0 = φ(x)

的解. 其中G(t, x; τ, ξ) = G(t− τ, x; ξ), G(0, x; ξ) = δ(x; ξ)是该定解问题的基本解.)
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2003-2004学年第一学期数理方程B期末试题

一. (20分)解定解问题

utt − uxx = sin 2x, (t > 0,−∞ < x < +∞),

u|t=0 = 0, ut|t=0 = 6x2.

二. (20分)解定解问题


∆3u = 0, (1 < r < 2, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ ≤ 2π),

u|r=1 = 1 + cos2 θ,

ur|r=2 = 0.

三. (20分)解定解问题


∂u
∂t = 1

x
∂
∂x

(
x∂u∂x

)
+ u, (t > 0, 0 < x < 1),

u|x=0有界, u|x=1 = 0,

u|t=0 = ϕ(x).

四. (20分)解定解问题

ut = a2uxx + bux + cu+ f(t, x), (t > 0,−∞ < x < +∞),

u|t=0 = ϕ(x).

其中a, b, c为常数.

五. (20分)求平面区域D : x > 0, y > 0的格林函数G(x, y; ξ, η), 并求下列定解问题的解:

∆2u = −f(M), M(x, y) ∈ D : x > 0, y > 0,

u|l = ϕ(M), M(x, y) ∈ l : l为D的边界.

注: ∆3u =
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂u

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂u

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2u

∂ϕ2
.
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2004-2005学年第二学期数理方程A期末试题

一. (30分)填空题

1. 设0 < x0 < l, δ(x− x0)在[0, l]上按照正弦函数系
{

sin nπx
l

}
的展开式为

δ(x− x0) = ,

δ′(x− x0)在[0, l]上按照余弦函数系
{

cos nπxl
}
的展开式为

δ′(x− x0) = .

2.
(
∂
∂x + ∂

∂y

)2
δ(x, y)的Fourier变换是 .

3. 已知f(x)的Fourier变换为F [f(x)] = A
2 (δ(λ+ λ0) + δ(λ− λ0)), 则

f(x) = .

4. ∆2u = f(x, y)在平面区域D : 0 < arg z < 1/3π内第一边值问题的Green函数是 .

5. 固有值问题

y
′′ + λy = 0, (0 < x < 1),

y(0) = 0, y(1) = 0

的固有值为 , 固有函数为 , 固有函数的模平方

为 .

二. 解下列初值问题:

1. (10分) 
∂u
∂t − e

−x ∂u
∂x = 0, (t > 0,−∞ < x < +∞),

u|t=0 = x.

2. (10分) uxx − uyy + cosx = 0, (−∞ < x, y < +∞),

u(x, 0) = 0, uy(x, 0) = 4x.
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3. (10分) 3∂
2u
∂x2 + 10 ∂2u

∂x∂y + 3∂
2u
∂y2 = 0, (−∞ < x < +∞, y > 0),

u|y=0 = 0, ∂u
∂y |y=0 = ϕ(x).

三. 解下列定解问题:

1. (10分) ut − uxx + hu = f(t, x), (t > 0,−∞ < x < +∞),

u(0, x) = 0.

2. (15分) ∆2u = x2 − y2, (r2 = x2 + y2 < a2),(
∂u
∂r + u

)
|x2+y2=a2 = 0.

3. (15分) 
∂2u
∂t2 = a2

r
∂
∂r

(
r ∂u∂r

)
, (t > 0, 0 < r =

√
x2 + y2 < b),

u|r=0有界,
∂u
∂r |r=b = 0,

u|t=0 = ϕ(r), ∂u
∂t |t=0 = 0.

注:

� +∞

0

e−a
2x2

cos bxdx =

√
π

2a
e−

b2

4a2 , (a > 0).
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2005-2006学年第一学期数理方程B期末试题

一. (30分)填空

1. 方程uxy + uy = 1的通解是 .

2. 固有值问题: y′′ + λy = 0, y(0), y′(π) = 0的固有值λn = , 对应的固有函

数yn(x) = .

3. 设P2006(x)是2006阶勒让德多项式, 计算
� 1

−1 22005P2006(x)dx = .

4. 计算δ(x− a)的傅里叶变换F (δ(x− a)) = .

5. 试将函数f(x) = x3(−1 < x < 1)按勒让德多项式展开: f(x) = .

二. (15分)求解定解问题

utt = uxx + 2x, (t > 0,−∞ < x < +∞),

u(0, x) = 0, ut(0, x) = 0.

三. (15分)求解定解问题


ut = uxx, (t > 0, 0 < x < π),

u(t, 0) = 0, u(t, π) = 100,

u(0, x) = 100
π x+ δ(x− π

x ).

四. (15分)求解定解问题


1
x
∂
∂x

(
x∂u∂x

)
= ∂2u

∂t2 , (0 < x < l, t > 0),

u(t, 0)有限, u(t, l) = 0,

u|t=0 = f(x), ut|t=0 = 0.

五. (10分)

1. 求出区域D = {(x, y) : x2 + y2 < 1, y > 0}上的格林函数G(x, y; ξ, η), (ξ, η) ∈ D, 即求解定解问题∆2G = −δ(x− ξ, y − η), (x, y) ∈ D,

G(x, y)|x2+y2=1 = 0, G(x, 0) = 0.

2. 写出定解问题 ∆2u = −f(x, y), (x, y) ∈ D,

u(x, y)|x2+y2=1 = 0, u(x, 0) = φ(x)

的解的积分表达式.
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六. (15分)

1. 求出方程ut = a2uxx + bu的柯西问题的基本解U(t, x), 其中a和b是常数, 即求定解问题ut = a2uxx + bu, (t > 0,−∞ < x < +∞),

u(0, x) = δ(x).

2. 求解柯西问题 ut = a2uxx + bu, (t > 0,−∞ < x < +∞),

u(0, x) = 1 + x2.

参考公式

1. 勒让德方程式(1− x2)y′′ − 2xy′ + n(n+ 1)y = 0, (n = 0, 1, 2, · · · ,−1 < x < 1); 勒让德多项式: Pn(x) =

1
2nn!

dn

dxn (x2 − 1)n, 特别地, P0(x) = 1, P1(x) = x, P2(x) = 1
2 (3x2 − 1), P3(x) = 1

2 (5x2 − 3x), P4(x) =

1
8 (35x4 − 30x2 + 3), P5(x) = 1

8 (63x5 − 70x3 + 15x).

2. 贝塞尔方程是x2y′′ + xy′ + (x2 − ν2)y = 0, (ν ≥ 0, 0 < x < a), 贝塞尔函数具有微分关系式:

d

dx
[xνJν(x)] = xνJν−1(x)

和
d

dx

[
Jν(x)

xν

]
= −Jν+1(x)

xν
.

贝塞尔函数在第一、二类边界条件下的模平方N2
ν =

� n
0
xJ2

ν (ωx)dx分别是

N2
ν1 =

a2

2
J2
ν+1(ωa), N2

ν2 =
1

2

[
a2 −

( ν
ω

)2]
J2
ν (ωa).

3. 积分
� +∞
−∞ e−x

2

dx =
√
π. f(x)的傅里叶变换定义为F (λ) =

� +∞
−∞ f(x)eiλxdx. F (λ) = e−a|λ|的傅里叶反变

换是 f(x) = 1
2π

� +∞
−∞ F (λ)e−iλxdλ = a

π(x2+a2) , F (λ) = e−λ
2t的傅里叶反变换是f(x) = 1

2
√
πt
e−

x2

4t .
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2005-2006学年第二学期数理方程A期末试题

一. (10分)求解定解问题

x
∂u
∂x + ∂u

∂y = 0,

u|y=0 = x2.

二. (12分)求解定解问题

uxx + 2uxy − 3uyy = 1,

u(x, 0) = 3x2, uy(x, 0) = x
2 .

三. (12分)求解以下固有值问题(计算结果中要明确指出固有值和固有函数)

1.


1
x (xY ′)′ + λY = 0, (0 < x < 1),

|Y (0)| < +∞, Y (1) = 0.

2.

Y
′′ + λY = 0, (0 < x < 2),

Y (0) = 0, Y ′(2) = 0.

四. (14分, 超纲)写出泛函

J [u(x, y)] =

�
x2+y2≤1

[(
∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y

)2

− 2xyu

]
dxdy

的Euler方程并求出满足边界条件u|x2+y2=1 = 1的极小元.

五.(8分) 将函数f(x) = δ(x)在[−1, 1]上按Legendre多项式Pn(x)展开.

六. (14分)求定解问题


utt = uxx + cos 3πx, (x ∈ [0, 1], t > 0),

ux(t, 0) = ux(t, 1) = 0,

ut(0, x) = 0, u(0, x) = 2 cosπx+ 4 cos 2πx.

七. (14分)求函数f1(x) = δ(x− 1), f2(x) = eix, f3(x) = cosx的Fourier变换F [f1(x)], F [f2(x)], F [f3(x)]

并利用Fourier变换求初值问题

ut = 2uxx + u+ f(t, x), (t > 0,−∞ < x < +∞),

u|t=0 = φ(x).

的基本解, 再利用相应公式解出此初值问题.
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八. (10分)已知半空间的场位方程的第一边值问题为:

∆3u = −f(x, y, z), (x > 0),

u|x=0 = φ(y, z).

(1)

1. 写出此边值问题的Green函数G满足的定解问题, 并求出Green函数G.

2. 当在半空间的场位方程的第一边值问题(1)中取f(x, y, z) = 0时, 到处解u(x, y, z)的积分公式.

九.(6分) 用球函数将以下函数展开:

f(θ, ϕ) = sin2 θ
(
cos2 ϕ+ 15 cos θ cos 2ϕ

)

参考公式

1.

(1− 2xt+ t2)−
1
2 =

+∞∑
n=0

Pn(x)tn, (|t| < 1, |x| ≤ 1)

2.

Pmn (x) = (1− x2)
m
2
dm

dxm
Pn(x), (m ≤ n); Pn(x) =

1

2nn!

dn

dxn
(x2 − 1)n, (n = 0, 1, 2, · · · )
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2006-2007学年第一学期数理方程B期末试题

一. (20分)求解定解问题

utt − uxx = x+ t, (t > 0,−∞ < x < +∞),

u|t=0 = sinx, ut|t=0 = 4x.

二. (20分)求解定解问题

∆3u = 0, (1 < r < 2),

u|r=1 = 0, u|r=2 = 1 + cos θ,

其中(r, θ, ϕ)为球坐标.

三. (24分)求解以下固有值问题(计算结果中要明确指出固有值和固有函数)

1. Y
′′(x) + λY (x) = 0, (0 < x < 1),

Y ′(0) = Y ′(1) = 0.

2. x
2Y ′′ + xY ′ + (λx2 − 1)Y = 0, (0 < x < b),

|Y (0)| < +∞, Y (b) = 0.

3. ∆2u+ λu = 0, (0 < x < 2, 0 < y < 3),

u|x=0 = u|x=2 = u|y=0 = u|y=3 = 0.

四. 设初值问题

(∗)

ut = 2ux + f(t, x), (t > 0,−∞ < x < +∞),

u|t=0 = ϕ(x).

1. (10分)求上述初值问题的基本解U(t, x).

2. (10分)求初值问题(∗)的解.



17

五. 设平面区域D = {(x, y)|y > x},

1. (10分)求D内格林函数G:∆2G = −δ(x− ξ, y − η), ((x, y) ∈ D, (ξ, η) ∈ D),

G|y=x = 0.

2. (6分)求边值问题 ∆2u = −f(x, y), ((x, y) ∈ D),

u|y=x = ϕ(x)

的解.

参考公式

Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn
(x2 − 1)n
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2007-2008学年第二学期数理方程A期末试题

一. (14分)设u = u(t, x), 求解以下定解问题:

1. utx = x, (t > 0, x > 0),

u(0, x) = 1 + sinx, u(t, 0) = 1.

2. utt = 9uxx, (t > 0,−∞ < x < +∞),

u(0, x) = cosx, ut(0, x) = x2.

二. (10分)求解定解问题

2∂u∂x + ∂u
∂y + ∂u

∂z = 0,

u|x=0 = y2 − z.

三. (14分)求解定解问题


ut = 4uxx, (t > 0, 0 < x < 2),

u(t, 0) = u(t, 2) = 0,

u(0, x) = δ(x− 1).

四. (10分)求解以下固有值问题(计算结果中要明确指出固有值和固有函数)

1. [(1− x2)y′]′ + λy = 0, (0 < x < 1),

y(0) = 0, |y(1)| < +∞.

2. ∆2u+ λu = 0, (0 < x < 1, 0 < y < 2),

∂u
∂x |x=0 = u|x=1 = u|y=0 = ∂u

∂y |y=2 = 0.

五. (8分,超纲)写出泛函

J [y(x)] =

� 2

1

(y′2 − 2xy)dx

的Euler方程并求出满足边界条件y(1) = 0, y(2) = −1的极值元.
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六. (12分)求解定解问题


∂2u
∂r2 + 1

r
∂u
∂r + ∂2u

∂z2 = 0, (0 < r < 1, 0 < z < 1),

|u(0, z)| < +∞, u(1, z) = 0,

u(r, 0) = 0, u(r, 1) = 1− r.

七. (14分)求初值问题

ut = uxx + 2uy + u+ f(t, x, y), (t > 0,−∞ < x, y < +∞),

u|t=0 = φ(x, y)

的解的积分表达式.

八. (8分)设空间区域V = {(x, y, z)|x > 0, y > 0}, 试求定解问题∆3G = −δ(x− ξ, y − η, z − ζ), ((x, y, z) ∈ V, (ξ, η, ζ) ∈ V ) ,

G|S = 0, (其中S是V的边界)

的解G(x, y, z; ξ, η, ζ).

九. (10分)求解定解问题


utt = uxx + sin 3

2x, (t > 0, 0 < x < π),

u(t, 0) = 0, ux(t, π) = 1,

u(0, x) = x+ sin x
2 + 5 sin 5x

2 , ut(0, x) = sin 3x
2 .

参考公式

1.

(xγJγ)
′

= xγJγ−1, N
2
γ1n =

a2

2
J2
γ+1 (ω1na)

2.
1

π

� +∞

0

e−a
2λ2t cosλxdλ =

1

2a
√
πt
exp

(
− x2

4a2t

)
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2008-2009学年第二学期数理方程A期末试题

一. (12分)求下面方程的通解:

uxx − uyy = x2 − y2.

二. (13分)求解定解问题:

(x2 + 1)∂u∂x + y ∂u∂y = 0,

u|x=0 = y2.

三. (15分)求解定解问题:


utt = uxx, (0 < x, ξ < 1),

ux|x=0 = ux|x=1 = 0,

u|t=0 = 0, ut|t=0 = δ(x− ξ).

四. (10分)求矩形域[0, a]× [0, b]上问题

uxx + uyy + ux + λu = 0,

u|x=0 = u|x=a = u|y=0 = u|y=b = 0

的固有值和固有函数.

五. (15分)求解以下定解问题, 其中(r, θ, ϕ)为球坐标:

∆3u = 1, (r < 1),

u|r=1 = cos 2θ.

六. (15分)先求下面Cauchy问题的基本解, 再求该定解问题解的积分公式:

ut = uxx + 2ux + f(t, x), (t > 0,−∞ < x < +∞),

u(0, x) = φ(x).
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七. (20分)设D为圆心在原点, 半径r0的圆盘, 考虑定解问题


∂u
∂t = a2∆2u, (t > 0,M(x, y) ∈ D),

∂u
∂n |M(x,y)∈∂D = 0,

u(0,M) = φ(x, y).

1. 求u(t,M).

2. 证明
�
D
u(t,M)dM =

�
D
φ(M)dM .

3. 对任意M ∈ D, 求极限 lim
t→∞

u(t,M).

4. 试从物理上说明2,3小题的意义.

参考公式

1. Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn
(x2 − 1)n, n = 0, 1, 2, · · · .

2.
1

π

� +∞

0

e−a
2λ2t cosλxdλ =

1

2a
√
πt

exp

(
− x2

4a2t

)
.

3. 柱坐标下:

∆3 =
1

r

∂

∂r

(
r
∂

∂r

)
+

1

r2
∂2

∂θ2
+

∂2

∂z2
.

4. 球坐标下:

1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2

∂ϕ2
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2013-2014学年第二学期数理方程B期末试题

一. (16分)求下列偏微分方程的通解u = u(x, y):

1.
∂2u

∂x∂y
= x2y.

2. y
∂2u

∂x∂y
+
∂u

∂x
= xy.

二. (10分)求下列固有值问题的解, 要求明确指出固有值及其所对应的固有函数:

x
2y′′ + xy′ + λx2y = 0, (0 < x < 2),

|y(0)| < +∞, y′(2) = 0.

三. (12分)求第一象限D = {(x, y) ∈ R2|x > 0, y > 0}的第一边值问题的Green函数.

四. (12分)用积分变换法求解下列方程:

ut = a2uxx + u, (−∞ < x < +∞, t > 0),

u(0, x) = ϕ(x).

五. (15分)用分离变量法求解下列方程:

∆2u = 0, (r < 2),

u|r=2 = sin θ + 2 sin 5θ − 7 cos 4θ.

六. (15分)用分离变量法求解下列方程:


utt = 4uxx, (0 < x < 1, t > 0),

u(t, 0) = 0, u(t, 1) = 1,

u(0, x) = ϕ(x) + x, ut(0, x) = δ(x− 1
2 ).

七. (15分)用分离变量法求解下列方程:

uxx + uyy + uzz = z, (x2 + y2 + z2 < 1),

u|x2+y2+z2=1 = 0

八. (5分)求解下列定解问题:

4uxx = utt + 2ut + u, (−∞ < x < +∞, t > 0),

u(0, x) = 2 cosx, ut(0, x) = 2x.

提示: 先对泛定方程进行变换成为一个较为简单的泛定方程, 再根据初始条件进行求解.
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参考公式: 包括极坐标和球坐标下的Laplace算子表达式, Fourier级数及其系数的公式, Laplace和Fourier所有性

质和变换公式及求解过程中用到的反变换公式, 勒让德方程的固有值和固有函数以及勒让德函数n=1-5时的表

达式.

注: 本卷为考后回忆版本, 未给具体公式内容, 请同学自行参考其它卷子的相关公式.
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2014-2015学年第二学期数理方程A期末试题

一. (15分)设a 6= b为实常数, 考察二阶线性齐次方程:

uxx − (a+ b)uxy + abuyy = 0, (−∞ < x, y < +∞).

1. 是判断方程的类型(椭圆/双曲线/抛物线).

2. 试将该方程化成标准型.

3. 求出该方程的解.

4. 求出该方程满足的条件: u(x,−ax) = ϕ(x), u(x,−bx) = ψ(x)的特解, 其中ϕ(0) = ψ(0).

二. (10分)考察一阶线性非齐次方程:

∂u

∂x
+ 2x

∂u

∂y
= y, (−∞ < x, y < +∞).

1. 求出此方程的特征线.

2. 求出此方程满足条件u(0, y) = 1 + y2的解.

三. (20分)考察定解问题:


∂2u
∂t2 = 4∂

2u
∂x2 + f(t, x), (0 < x < π, t > 0),

u|x=0 = 0, u|x=π = 0,

u|t=0 = ϕ(x), ut|t=0 = ψ(x).

1. 当f(t, x) = 0时, 求此定解问题的解u1.

2. 当f(t, x) = sin 2x sinωt(其中ω 6= 4), ϕ(x) = 0, ψ(x) = 0时, 求此定解问题的解u2以及 lim
ω→4

u2(x, t, ω)的

值.

四. (20分)考察定解问题:


∆3u = 0, (r < a, 0 < θ < 2π, 0 < z < h),

u|r=a = 0,

u|z=0 = g1(r, θ), u|z=h = g2(r, θ).

1. 当g1(r, θ) = 0, g2(r, θ) = f(r)时,求此定解问题的解.

2. 当g1(r, θ) = ϕ(r, θ), g2(r, θ) = ψ(r, θ)时, 可作分离变量: u = R(r)Θ(θ)Z(z), 分别求出R,Θ, Z满足的常

微分方程, 并写出此时与定解问题相应的固有值问题.
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五. (15分)考察初值问题:


∂u
∂t = ∆3u+ 3u+ f(t, x, y, z), (t > 0,−∞ < x, y, z < +∞),

u|t=0 = ϕ(x, y, z).

1. 求出此问题的基本解.

2. 当f(t, x, y, z) = 0, ϕ(x, y, z) = e−(x
2+y2+z2)时, 求此问题的解.

六. (15分)已知右半平面区域S = {(x, y)|x > 0,−∞ < y < +∞}

1. 求出S内Poisson方程第一边值问题的Green函数.

2. 求解定解问题:

uxx + 25uyy = 0, (x > 0,−∞ < y < +∞),

u|x=0 = ϕ(y).

七. (5分)求方程: Z ′(θ) + cot θZ(θ) + 20Z(θ) = 0, (0 < θ <
π

2
)满足条件Z(0) = 1的解Z(θ), 并求Z(

π

2
).
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2015-2016学年第二学期数理方程B期末试题

一. (12分)求以下固有值问题的固有值和固有函数:

Y
′′(x) + λY (x) = 0, (0 < x < 16),

Y ′(0) = 0, Y ′(16) = 0.

二. (16分)利用分离变量法求解定解问题:


ut = 4uxx, (t > 0, 0 < x < 5),

u(t, 0) = u(t, 5) = 0,

u(0, x) = φ(x).

并求φ(x) = δ(x− 2)时此定解问题的解.

三. (14分)考虑初值问题:

utt = 4uxx + f(t, x), (t > 0,−∞ < x < +∞),

u|t=0 = x2, ut|t=0 = sin 2x.

1. 如取f(t, x) = 0, 求此初值问题的解.

2. 如取f(t, x) = t2x2, 求此初值问题相应的解.

四. (14分)求解以下初值问题

utt = 4uxx + 5u, (t > 0,−∞ < x < +∞),

u|t=0 = φ(x).

并指出当φ(x) = e−x
2

时此定解问题的解.

五. (16分)求解以下定解问题:


ut = urr + 1

rur, (0 < r < 1),

|u(t, 0)| < +∞, u(t, 1) = 0,

u|t=0 = φ(r).

并算出φ(r) = J0(ar) + 3J0(br)时的解, 其中0 < a < b, 且J0(a) = J0(b) = 0.
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六. (14分)已知下半空间V = {(x, y, z)|x < 0,−∞ < x, y < +∞)}.

1. 求出V内泊松方程第一边值问题的Green函数.

2. 求解定解问题: 4uxx + uyy + uzz = 0, (z < 0,−∞ < x, y < +∞),

u|z=0 = ϕ(x, y).

七. (6分)对于三维波动方程

utt = a2∆3u, (a > 0, t > 0,−∞ < x, y, z < +∞)

它的形如u = u(t, r) = T (t)R(r)的解称为方程的可分离变量的径向对称解, 求方程满足 lim
t→+∞

u = 0的可分离变

量的径向对称解, 这里r =
√
x2 + y2 + z2.

八. (8分)考虑固有值问题


d
dx [(1− x2)y′] + λy = 0, (0 < x < 1),

y′(0) = 0, |y(1)| < +∞.

1. 求此固有值问题的固有值和固有函数.

2. 把f(x) = 2x+ 1按此固有值问题所得到的固有函数系展开.

参考公式

1. 直角坐标系: ∆3u = ∂2u
∂x2 + ∂2u

∂y2 + ∂2u
∂z2 , 柱坐标系: ∆3u = 1

r r
∂
∂r (r ∂u∂r ) + 1

r2
∂2u
∂θ2 + ∂2u

∂z2 ,

球坐标系: r2 ∂
∂r (r2 ∂u∂r ) + 1

r2 sin θ
∂
∂θ (sin θ ∂u∂θ ) + 1

r2 sin2 θ
∂2u
∂φ2 .

2. 若ω是Jν(ωa) = 0的一个正根, 则有模平方N2
ν1 = ||Jν(ωx)||21 = a2

2 J
2
ν+1(ωa).

若ω是J ′ν(ωa) = 0的一个正根, 则有模平方N2
ν2 = ||Jν(ωx)||22 = 1

2

[
a2 − ν2

ω2

]
J2
ν (ωa).

3. 勒让德多项式: Pn(x) = 1
2nn!

dn

dxn (x2 − 1)n,
� 1

−1 P
2
n(x)dx = 2

2n+1 , n = 0, 1, 2, · · · ,

母函数: (1− 2xt+ t2)−
1
2 =

+∞∑
n=0

Pn(x)tn, 递推公式: P ′n+1(x)− P ′n−1(x) = (2n+ 1)Pn(x).

4.
1

π

� +∞

0

e−a
2λ2t cosλxdλ =

1

2a
√
πt

exp

(
− x2

4a2t

)
5. 设G(M ;M0)是三维Poisson方程第一边值问题∆3u = −f(M), (M = (x, y, z) ∈ V ),

u|S = φ(M)

对应的Green函数,则

u(M0) = −
�
S

φ(M)
∂G

∂n
(M ;M0)dS +

�
V

f(M)G(M ;M0)dM,

其中M0 = (ξ, η, 0).
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2016-2017学年第二学期数理方程B期末试题

一. (10分)求方程ux + yuxy = 0的一般解.

二. (10分)求解一维半无界弦的自由振动问题:


utt = 9uxx, (t > 0, 0 < x < +∞),

u|x=0 = 0,

u|t=0 = x, ut|t=0 = 2 sinx.

三. (20分)考察一维有界限振动问题:


utt = uxx + f(t, x), (t > 0, 0 < x < π),

u|x=0 = 0, ux|x=π = 0,

u|t=0 = sin 3
2x, ut|t=0 = sin x

2 .

1. 当f(t, x) = 0时, 求出上述定解问题的解u1(x).

2. 当f(t, x) = sin x
2 sinωt, (ω 6= k + 1

2 , k ∈ N)时, 求出上述定解问题的解u2(t, x).

3. 指出定解问题中方程非齐次项f(t, x), 边界条件和初始条件的物理意义.

四. (15分)求解定解问题:


∂u
∂t = 1

x
∂
∂x

(
x∂u∂x

)
+ u, (t > 0, 0 < x < 1),

u|x=0有界, ux|x=1 = 0,

u|t=0 = ϕ(x).

五. (15分)求解如下泊松方程的边值问题:

uxx + uyy + uzz = z, (x2 + y2 + z2 < 1),

u|x2+y2+z2=1 = 0.

六. (15分)设区域Ω = {(x, y)|y ≥ x}.

1. 求区域Ω上的Poisson方程Dirichlet边值问题的Green函数.

2. 求解如下Poisson方程的Dirichlet边值问题:

∆2u = 0, ((x, y) ∈ Ω) ,

u(x, x) = φ(x).
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七. (15分)考察定解问题:

ut = 4uxx + 3u, (−∞ < x < +∞, t > 0),

u(0, x) = ϕ(x).

1. 求出上述定解问题相应的基本解.

2. 当ϕ(x) = x时, 求解上述定解问题.

参考公式

1. 拉普拉斯算子∆3在各个坐标系下的表达形式

∆3 =
∂2

∂x2
+
∂2

∂y2
+
∂2

∂z2
=

1

r

∂

∂r

(
r
∂

∂r

)
+

1

r2
∂2

∂θ2
+
∂2

∂z2
=

1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2

∂ϕ2
.

2. 二阶欧拉方程: x2y′′ + pxy′ + qy = f(x), 在作变量代换x = et下,可以约化为常系数线性微分方程:
d2y

dt2
+ (p− 1)

dy

dt
+ qy = f

(
et
)
.

3. Legendre方程:
[
(1− x2)y′

]′
+ λy = 0; n阶Legendre多项式:

Pn(x) =

[n2 ]∑
k=0

(−1)k(2n− 2k)!

2nk!(n− k)!(n− 2k)!
xn−2k =

1

2nn!

dn

dxn
(x2 − 1)n

; Legendre多项式的母函数: (1− 2xt+ t2)−
1
2 =

+∞∑
n=0

Pn(x)tn, (|t| < 1);

Legendre多项式的模平方: ||Pn(x)||2 =
2

2n+ 1
.

4. ν阶Bessel方程: x2y′′ + xy′ + (x2 − ν2)y = 0; ν阶Bessel函数: Jν(x) =

+∞∑
l=0

(−1)k
1

k!Γ(k + ν + 1)

(x
2

)2k+ν
Bessel函数的母函数: e

x
2 (ζ − ζ−1) =

+∞∑
n=−∞

Jn(x)ζn; Bessel函数在三类边界条件下的模平方: N2
ν1n =

a2

2
J2
ν+1(ω1na), N2

ν2n =
1

2

[
a2 − ν2

ω2
2n

]
J2
ν (ω2na), N2

ν3n =
1

2

[
a2 − ν2

ω2
2n

+
a2α2

β2ω2
3n

]
J2
ν (ω3na).

5. 傅里叶变换和逆变换: F [f ](λ) =

� +∞

−∞
f(x)eiλxdx; F−1[F ](x) =

1

2π

� +∞

−∞
F (λ)e−iλxdλ; F−1[e−λ

2

] =

1

2
√
π
e−

x2

4 .

6. 拉普拉斯变换: L[f(t)] =

� +∞

0

f(t)e−pt, p = σ + is; L[eαt] =
1

p− α
, L[tα] =

Γ(α+ 1)

pα+1
, L[sin t] =

1

p2 + 1
, L[cos t] =

p

p2 + 1
, L

[
1√
πt
e
a2

4t

]
=
e−a
√
p

√
p

.

7. 拉普拉斯方程∆3u = δ(M)的基本解:

二维, U(x, y) = − 1

2π
ln

1

r
, r =

√
x2 + y2;

三维, U(x, y, z) = − 1

4πr
, r =

√
x2 + y2 + z2.
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一. 设有一个均匀圆柱物体, 半径为a, 高为h, 侧面在温度为零的空气中自由冷却. 上底绝热, 下底温度

为g(t, x, y), 初始温度为ϕ(x, y, z), 试写出圆柱体内温度所满足的定解问题. (不用求解, 仅列方程)

二. 求解一维无界弦的振动问题

utt = uxx − 4t+ 2x, (−∞ < x < +∞, t > 0),

u|t=0 = x2, ut|t=0 = sin 3x.

三. 求解固有值问题

y
′′ + 2y′ + λy = 0, (0 < x < 9),

y(0) = y(9) = 0.

四. 求解一维有界弦的振动问题


utt = uxx, (0 < x < 1, t > 0),

u|x=0 = u|x=1 = 1,

u|t=0 = 0, ut|t=0 = 0.

五. 求解如下泊松方程的边值问题


∆3u = 0, (x2 + y2 < 1, 0 < z < 1),

u|x2+y2=1 = 0,

u|x=0 = 0, u|x=1 = 1− (x2 + y2).

六. 求解热传导问题

ut = uxx + u, (−∞ < x < +∞, t > 0),

u(0, x) = e−x
2

.

七. 设平面区域Ω = {(x, y)|x+ y > 0}

1. 求出区域Ω的Green函数.

2. 求出区域Ω的定解问题:

∆2u = 0, (x, y) ∈ Ω,

u(x,−x) = ϕ(x).
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八. 计算积分

� 1

−1
P4(x)(1 + x+ 2x2 + 3x3 + 4x4)dx

参考公式

1. 拉普拉斯算子∆3在各个坐标系下的表达形式

∆3 =
∂2

∂x2
+
∂2

∂y2
+
∂2

∂z2
=

1

r

∂

∂r

(
r
∂

∂r

)
+

1

r2
∂2

∂θ2
+
∂2

∂z2
=

1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2

∂ϕ2
.

2. Legendre方程:
[
(1− x2)y′

]′
+ λy = 0; n阶Legendre多项式:

Pn(x) =

[n2 ]∑
k=0

(−1)k(2n− 2k)!

2nk!(n− k)!(n− 2k)!
xn−2k =

1

2nn!

dn

dxn
(x2 − 1)n

; Legendre多项式的母函数: (1− 2xt+ t2)−
1
2 =

+∞∑
n=0

Pn(x)tn, (|t| < 1);

Legendre多项式的模平方: ||Pn(x)||2 =
2

2n+ 1
.

Legendre多项式满足的递推公式(n ≥ 1): (n + 1)Pn+1(x) − x(2n + 1)Pn(x) + nPn−1(x) = 0, nPn(x) −

xP ′n(x) + P ′n−1(x) = 0, nPn−1(x)− P ′n(x) + xP ′n−1(x) = 0, P ′n+1(x)− P ′n−1(x) = (2n+ 1)Pn(x)

3. ν阶Bessel方程: x2y′′ + xy′ + (x2 − ν2)y = 0; ν阶Bessel函数: Jν(x) =

+∞∑
l=0

(−1)k
1

k!Γ(k + ν + 1)

(x
2

)2k+ν
Bessel函数的母函数: e

x
2 (ζ − ζ−1) =

+∞∑
n=−∞

Jn(x)ζn; Bessel函数在三类边界条件下的模平方: N2
ν1n =

a2

2
J2
ν+1(ω1na), N2

ν2n =
1

2

[
a2 − ν2

ω2
2n

]
J2
ν (ω2na), N2

ν3n =
1

2

[
a2 − ν2

ω2
2n

+
a2α2

β2ω2
3n

]
J2
ν (ω3na). Bessel函数满

足的微分关系和递推公式:
d

dx
(xνJν(x)) = xνJν−1(x),

d

dx

(
Jν(x)

xν

)
= −Jν+1(x)

xν

4. 傅里叶变换和逆变换: F [f ](λ) =

� +∞

−∞
f(x)eiλxdx; F−1[F ](x) =

1

2π

� +∞

−∞
F (λ)e−iλxdλ; F−1[e−λ

2

] =

1

2
√
π
e−

x2

4 .

5. 拉普拉斯变换: L[f(t)] =

� +∞

0

f(t)e−pt, p = σ + is; L[eαt] =
1

p− α
, L[tα] =

Γ(α+ 1)

pα+1

6. 拉普拉斯方程∆3u = δ(M)的基本解:

二维, U(x, y) = − 1

2π
ln

1

r
, r =

√
x2 + y2;

三维, U(x, y, z) = − 1

4πr
, r =

√
x2 + y2 + z2.

7. Green第一公式: =

�
V

u∆vdV +

�
V

∇u∇vdV

Green第二公式:

�
∂V

(
u
∂v

∂n
− v ∂u

∂n

)
dS =

�
V

(u∆v − v∆u)dV
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一. (18分)求解下列Cauchy问题:

1. utt = 4uxx, (t > 0,−∞ < x < +∞),

u|t=0 = x2, ut|t=0 = cos 2x.

2. 
∂2u
∂x∂y = 20,

u(0, y) = y2, u(x, 0) = sinx.

二. (18分)求以下固有值问题的固有值和固有函数:

1. Y
′′(x) + λY (x) = 0, (0 < x < π),

Y ′(0) = 0, Y ′(π) = 0.

2. x
2Y ′′(x) + xY ′(x) + λY (x) = 0, (1 < x < b),

Y (1) = 0, Y ′(b) = 0.

三. (18分)

1. 求周期边界条件下

utt = uxx, (t > 0, 0 < x < 1),

u(t, 0) = u(t, 1), ux(t, 0) = ux(t, 1)

的分离变量解u = T (t)X(x).

2. 求解


utt = uxx, (t > 0, 0 < x < 1),

u(t, 0) = u(t, 1), ux(t, 0) = ux(t, 1),

u(0, x) = sin 2πx, ut(0, x) = 2π cos 2πx.

四. (14分)求解

ut = uxx + u, (t > 0,∞ < x < +∞),

u|t=0 = δ(x+ 1).
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五. (18分)

1. Pn为n-阶勒让德函数, 写出P0(x), P1(x), P2(x), 并计算积分

� 1

−1
(20 + x)P2(x)dx.

2. 求解以下定解问题, 其中(r, θ, φ)为球坐标:

∆3u = 0, (r < 2),

u|r=2 = 3 cos 2θ.

六. (14分)已知平面区域D = {(x, y)| −∞ < x < +∞, y < 1}.

1. 写出D内泊松方程第一边值问题的Green函数所满足的定解问题, 并求出Green函数.

2. 求解定解问题:

uxx + a2uyy = 0, (−∞ < x < +∞, y < 1),

u|y=1 = ϕ(x).

参考公式

1. 直角坐标系: ∆3u = ∂2u
∂x2 + ∂2u

∂y2 + ∂2u
∂z2 ,

柱坐标系: ∆3u = 1
r
∂
∂r

(
r ∂u∂r

)
+ 1

r2
∂2u
∂θ2 + ∂2u

∂z2 ,

球坐标系: ∆3u = 1
r2

∂
∂r

(
r2 ∂u∂r

)
+ 1

r2 sin θ
∂
∂θ

(
sin θ ∂u∂θ

)
+ 1

r2 sin2 θ
∂2u
∂ϕ2 .

2. 若ω是Jν(ωa) = 0的一个正根, 则有模平方 N2
ν1n =

a2

2
J2
ν+1(ωa).

若ω是J ′ν(ωa) = 0的一个正根, 则有模平方N2
ν2n =

1

2

[
a2 − ν2

ω2

]
J2
ν (ωa).

3. 勒让德多项式: Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn
(x2−1)n, n = 0, 1, 2, 3, · · · ,母函数: (1−2xt+t2)−

1
2 =

+∞∑
n=0

Pn(x)tn, (|t| <

1), 递推公式: P ′n+1(x)− P ′n−1(x) = (2n+ 1)Pn(x).

4.
1

π

� +∞

0

e−a
2λ2teiλxdλ =

1

π

� +∞

0

e−a
2λ2t cosλxdλ =

1

2a
√
πt

exp(− x2

4a2t
)

5. 二维泊松方程基本解为u = 1
2π ln r, 这里(r, θ)为极坐标.

6. 由平面区域D内Poisson方程第一边值问题的Green函数G(M ;M0),求得Poisson方程第一边值问题解u(M)的

公式是:

u(M) =

�
S

ϕ(M0)
∂G

∂n
(M ;M0)dS +

�
D

f(M0)G(M ;M0)dM0,

其中S是D的边界.
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考察定解问题:


∂2u
∂t2 = 4∂

2u
∂x2 + f(t, x), (0 < x < π, t > 0),

u|x=0 = 0, u|x=π = 0, (t > 0),

u|t=0 = φ(x), ut|t=0 = ψ(x), (0 < x < π).

1) 当f(t, x) = 0时, 求此定解问题的解u1;

2) 当f(t, x) = sin 2x sinωt(其中ω 6= 4), φ(x) = 0, ψ(x) = 0时, 求此定解问题的解u2.


