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数学储备多变量微积分, 概率论与数理统计.

要求和标准掌握热力学与统计物理的基本框架. 状态量, 热
力学平衡态, 热力学定律, 状态方程, Gibbs 相律; 统计物
理, 等几率原理, 系综理论, 微观物理量的统计平均.
独立完成布置的作业和课程考试. 最终成绩由作业, 平时
小测和期末考试成绩以适当的权重相加而得

謕 謲 謕
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一一一些些些物物物理理理概概概念念念

謨理论謩 力学謬 电动力学謬 量子力学和热力学与统计物理謬 又被称之为四大 謐力学謑謬 是理论物理的基
础课程謮 它们的基本概念和共同点是什么謿 或者说謬 能否用相同的数学形式来描述所有的物理謿 知道这
一点对于理解物理是非常有帮助的謮
力学最重要的数学描述是物理量 謨力学变量謩 及其相关状态的变化謮 力学的发展是从研究物体的运

动开始的謮 它主要关注物体位置随时间的变化謬 其物理定律的表现为 譎譥護譴譯譮 謨牛顿謩 第二定律謬 即物体
的运动方程謮 将力学的概念拓展到理论物理的所有领域謬 我们是要讨论研究对象 謨称之为系统或力学系
统謩 的状态变化謮 描述状态的量可以是 謨理论力学中的謩 位置謬 謨电动力学中的謩 电场謬 磁场謬 謨热力学中
的謩 压强謬 温度謬 也可以是 謨量子力学中的謩 态本身謮 而这些物理量变化所依赖的参量謬 可以是 謨通常使
用的謩 时间謬 空间謬 也可以是别的参数謮 如果不关心具体的过程謬 甚至可以考虑不引入这些参量謬 而只讨
论态与态之间的关系謮1 1 在热力学和量子力学中经常

这样謮 态与态之间的关系不通
过时间或空间参量相联系謮

作为回顾謬 謨理论謩 力学涉及质点謬 謨有限个謩 质点组謬 刚体的运动方程謬 位置謬 速度 謨动量謩 作为时间
的函数謮 电动力学涉及 謨电磁謩 场謬 它们是时间和空间的函数謮 量子力学涉及物理系统状态本身謬 获取的
信息是系统与环境的相互作用的结果謬 态在获取信息时发生改变謬 带来不可避免的不确定性謮
热力学则是建立在经验基础上的宏观体系謬 在热平衡态条件下以状态量 謨系统的宏观属性謩 为讨论

对象謬 以热力学定律和热力学状态方程描述謮 统计物理从微观理论上解释热力学的这些结论謬 并从等几
率原理謬 系综理论謬 通过力学謬 电动力学和量子力学的结果謬 统计地建立热力学定律和状态方程謮

謕 謳 謕
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概概概念念念与与与关关关联联联

系 统

热力学

状态方程

状态量

过程量

功

热

Gibbs 相律
自由度

热力学定律

统计力学理论

微观态

热力学

宏观量

等几率原理

系综理论

统计平均

謕 謴 謕
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Part

I
热力学

1 平平平衡衡衡态态态与与与状状状态态态量量量

1.1 引引引言言言

非常多粒子组成的系统是热力学进行描述和研究的对象謮 这样的多粒子系统在自然界到处存在謮
一方面謬 如气体謬 流体謬 固体謬 或等离子体中的原子和分子 謨日常中有一定的印象謩謻 另一方面謬 如半导体
或金属中的电子量子气体謮
燃烧殆尽的太阳 謨白矮星謩 上可以发现电子气体謬 在中子星和超新星爆发中的中心可以发现由很多

中子和质子组成的核物质謮 我们的宇宙是由大爆炸 謐譢譩譧 譢譡譮譧謑 产生的謬 是由很多轻子謬 夸克和胶子组成
的系统謮
我们将看到謬 这些完全不同的系统遵循一些共同和普遍的物理规律謮 特别地謬 对于处于热力学平衡

的多粒子系统謬 其性质将是我们讨论的重点謮 特别的重点在于从微观角度分析出发的统计力学謮 然而謬
典型的宏观热力学结论也要其重要性謬 并不能忽略謮 热力学的概念非常普遍謬 不依赖于具体的物理学模
型謬 可以应用于物理学和技术科学的多个领域謮

热力学的任务是定义适当的物理量謬 称之为状态量 謨譴譨譥 譳譴譡譴譥 譱譵譡譮譴譩譴譩譥譳謩謬 它们描述物质的宏观属
性謬 即所谓的宏观态 謨譭譡譣譲譯譳譴譡譴譥謩謮

1.2 系系系统统统, 相相相和和和状状状态态态量量量
一个热力学系统 謨譴譨譥譲譭譯譤譹譮譡譭譩譣 譳譹譳譴譥譭謩謬 被定义为任意量的物质謬 其属性能用某些宏观参量唯

一地确定謮 所考虑的物质通常约束在一个容器中謬 容器将系统与环境 謨譳譵譲譲譯譵譮譤譩譮譧譳謩 隔离开謮 更进一步
地謬

譩謮 孤立系统 謨譩譳譯譬譡譴譥譤 譳譹譳譴譥譭譳謩謬 又称孤系謮

系统与环境无任何形式的交换謬 容器不能通过任何形式的能量或物质謮 特别地謬 总能量 E 謨电能謬
机械能謬 等等謩 对于这样的系统是守恒的謬 因此可以用于标定其宏观状态謮 同样地謬 总粒子数 N 和

体积 V 不变謬 也用于确定系统的属性謮

譩譩謮 闭合系统 謨譣譬譯譳譥譤 譳譹譳譴譥譭譳謩謬 又称闭系謮2 2 力学中定义的封闭系统也称

为 譣譬譯譳譥譤 譳譹譳譴譥譭謬 一般地对应
于热力学中的孤立系统謮 以后
不再专门进行说明謮

只允许系统与环境有能量的交换謬 不允许有物质交换謮 此时謬 能量不再守恒謬 实际的能量将和环境
交换而产生涨落謮 如果系统与环境是处于热力学平衡謬 能量将保持为一个由环境或系统的温度所
确定的平均值謮 可以用温度 T 謬 粒子数 N 和体积 V 来描述宏观态謮

謕 謵 謕
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譩譩譩謮 开放系统 謨譯議譥譮 譳譹譳譴譥譭譳謩謬 又称开系謮

系统与环境交换能量和物质謮 此时謬 能量和粒子数均不守恒謮 若系统与环境处于热力学平衡謬 能量
和粒子数的平均值将与温度和化学势有关謮 可以用温度和化学势来描述其状态謮

此外謬 若系统的各部分性质相同謬 那么该系统是均匀性 謨譨譯譭譯譧譥譮譥譯譵譳謩謮 否则謬 系统称为非均匀性
的 謨譨譥譴譥譲譯譧譥譮譥譯譵譳謩謮 然而謬 若只在某边际界面 謨譭譡譲譧譩譮譡譬 譳譵譲警譡譣譥譳謩 上系统的性质发生突变謬 我们称该非
均匀系统的各均匀部分为相 謨議譨譡譳譥譳謩謬 不同相之间的分割边界为相边界 謨議譨譡譳譥 譢譯譵譮譤譡譲譩譥譳謩謮 一个典型
的例子是锅里的水謬 水蒸气和空气謮 此时相边界为水面謬 描述为气相 謨水蒸气与空气謩 和液相 謨水謩謮

某些情况下謬系统的宏观性质依赖于其相边界的尺度 謨和形状謩謮 在上面的例子中謬水是否覆盖锅底謬
或水是否以水滴分布 謨雾謩 出现謬 其宏观性质是不相同的謮
这些描述系统的宏观量称之为状态量 謨譳譴譡譴譥 譱譵譡譮譴譩譴譩譥譳謩謮 除了能量 E謬 体积 V 謬 粒子数 N3謬 温度 3 也用质量M 謬 譭譯譬譥 謨摩尔謩数

ν謮T 謬 熵 S謬 压强 p謬 和化学势 µ謬 还有电荷謬 偶极矩謬 折射系数謬 粘性系数謬 化学成分謬 以及相边界尺寸謬 等
等謮 另一方面謬 微观量謬 如组成系统粒子的坐标和动量謬 不在状态量定义的范畴謮
后面我们将看到4謬 完全且唯一确定一个系统状态的状态量数目和系统的相数目密切相关謮 通过选 4 参考第 謳謮謱 节譇譩譢譢譳 謨吉布

斯謩 相律謮择一些状态量作为自变量 謖 状态变量 謨譳譴譡譴譥 譶譡譲譩譡譢譬譥謩謬 所有其他的状态量将依赖于这些状态变量謮 状
态量之间关联的方程称之为状态方程 謨譥譱譵譡譴譩譯譮譳 譯警 譳譴譡譴譥謩謮
状态方程通常由经验方式获得謮 这样一来謬 通常以状态变量的多项式形式来描述状态方程謬 而多项

式中各项的系数则通过实验决定謮 特别地提一下理想气体的概念謬 作为实际气体的模型謬 其只在低密度
的情况下结果可靠謮
状态量又可分为两类謬 广延量 謨譥譸譴譥譮譳譩譶譥 譳譴譡譴譥 譱譵譡譮譴譩譴譩譥譳謩 和强度量 謨譩譮譴譥譮譳譩譶譥 譳譴譡譴譥 譱譵譡譮譴譩譴譩譥譳謩謮

广延量正比于系统物质的数量謮 比如謬 粒子数或质量謬 典型的广延量则为体积和能量謮 特别地謬 在一个非
均匀系统中謬 广延量由系统的不同单一相的对应部分组合而成謮 对于装有水謬 水蒸气与空气的锅謬 体积
是液相和气相体技之和謮 热力学 謨和统计力学謩 中最典型的广延量是熵謬 它与一个态的微观几率紧密相
关联謮 强度量不依赖于系统物质的数量謬 对于某个特定相它们不是相加的謮 在不同的相中它们可以有不
同的值 謨不是必须的謩謮 例如謬 折射系数謬 密度謬 压强謬 温度謬 等等謮 强度量可以随空间变化謬 比如大气的密
度謬 海洋中的水压謬 等等謮 暂时地謬 这门课程重点考察不随空间变化的强度量謮

1.3 平平平衡衡衡态态态与与与温温温度度度 – 热热热力力力学学学第第第零零零定定定律律律
温度是一个状态量謬 它是热力学专门引进的謬 其定义和 謨热謬 譴譨譥譲譭譡譬謩 平衡态 謨譥譱譵譩譬譩譢譲譩譵譭謩 的概念

紧密关联謮 温度相等是两个物体之间处于热平衡的条件謮 热力学状态量只定义和测量于热平衡态中謮
平衡态定义为一个闭系的宏观态謬 其在一个充分长的时间后謬 宏观状态量不再随时间改变謮 即使状

态量在缓慢地变化謬 也能使用热力学平衡态这个术语謮 比如謬 太阳毫无疑问地处于平衡态中 謨虽然它
通过辐射缓慢地损失能量謩謮 假设謬 一个孤系中的两个部分謬 先前各自处于平衡态中謬 将它们进行热接
触 謨相互之间无物质交换謩謮 充分长时间后会系统将处于一个新的平衡态謮 经验表明謬 和一个已知系统
处于热平衡的所有系统謬 相互之间也处于热平衡謮 这是一个经验事实謬 可以作为温度定义的基石謬 称之
为热力学第零定律謮

謕 謶 謕
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相互处于热平衡的系统有一个共同的强度量謬 称之为温度謮 那么謬 相互之间不处于热平衡的系统謬
则有不同的温度謮 然而謬 热力学没有告诉我们经历多长的时间达到热平衡态謮 现在给出温度的准确定
义謮 作如下方式的测量謺 将系统与一个易测状态量的系统 謨如温度计謩 相接触謬 使它们之间处于热平衡謮
被测量的状态量可以是液体或气体体积謬 某种导电材料的电阻謮
需要指出的是謬 温度的概念可以扩展到系统不是整体处于热平衡态中的情况謮 此时謬 只要能将系统

分成各个小部分謬 每部分处于热平衡謬 那么可以给各部分赋一个 謨 謨依赖于位置的謩 局地温度謮 这种情况
下的系统不处于全局热平衡謬 而是处于局地热平衡謮
为获得温度测定的标准謬 注意到各种不同气体在稀薄状态下的行为相似謮 使用一定量这样的气体

用于测量温度謬 从而进一步地校准其他类型的温度计謮 在固定压强和常粒子数条件下謬 定义温度 T 和稀

薄气体体积的关系为

T = T0
V

V0
, 謨謱謮謱謩

如图 謱謮謱謮 在参考体积 V0 处定义特殊温度 T0謬 进而固定标尺謮 现如今通常取绝对温度 謨譡譢譳譯譬譵譴譥

图 1.1. 气体温度计.

譴譥譭議譥譲譡譴譵譲譥謩謬 冰的熔点 T = 273.15譋謬 单位以 譋譥譬譶譥譮 謨开尔文謩爵士命名謮 历史上謬 有摄氏 謨譃譥譬譳譩譵譳謩温
标謬 其中定义冰的熔点为 0◦譃 和水的沸点为 100◦譃謮 摄氏度 y 到华氏 謨譆譡譨譲譥譮譨譥譩譴謩 度 x 的转换公式为

y [◦譃] = 5
9 (x [◦譆]− 32) .

如果画稀薄气体的体积謭温度 謨◦譃謩 图謬 可以看到謬 直线在温度 −273.15◦譃 处与横轴相交謬 如图 謱謮謲謮
当然謬 实验上无法气体在很低温度时的体积謬 因为发生了液化謬 但可以外推到交点謮 这样我们构造了理

图 1.2. 稀薄气体的 V T 图.

想气体的模型謬 它在绝对零度 T = 0譋 时体积 V = 0譭3謮 统计学的观点认为謬 这种形式温度的标定给出
简单的气体运动学关系謬 绝对温度正比于气体分子的平均动能謮 不存在负温度謮 然而謬 后面会看到謬 对于
特定的非平衡态或子系统謬 负温度可以有定义謮
从稳态中甄别出平衡态很重要謮 在稳态中謬 宏观态参量同样不依赖于时间謬 但它们总和能流相联系謬

这不是本课程所关心的平衡态謮 作为例子謬 考虑一个电炉謬 在上面煮一锅肉謬 一定时间后将达到稳态謬 肉
的温度不再发生变化謮 然而謬 只要周边环境的温度不同謬 这就不是本课程所要讨论的平衡态謮 必须不停
地供能以使锅里的肉不冷切下来謬 锅则同时不停地向环境散发热量謮 这个系统不是孤立的謬 能量不停地
被吸收和发射謮

Example (理想气体). 理想气体是无相互作用粒子 謨力学中的质点謩 组成的系统謮 气体越稀薄謬 模
型近似越精确謮 譂譯譹譬譥 謨波义耳謩 在 謱謶謶謴 年謬 稍后 譍譡譲譩譯譴譴譥 謨马略特謩 在 謱謶謶謷 年独立地发现了常温
情况下气体压强 p 和体积 V 的关系謬

pV = p0V0, T = 譣譯譮譳譴謮,

如图 謱謮謳謮 只到 謱謸謰謲 年 譇譡譹謭譌譵譳譳譡譣 謨盖吕萨克謩 才考察了体积对温度的依赖关系謬 其与前述绝对

謕 謷 謕
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温度的定义相同謬

V = T

T0
V0, p = 譣譯譮譳譴謮.

量 p0謬 V0 和 T0 是任意但固定状态时的压强謬 体积和温度謮 现在试着从态 (p0, T0, V0) 变化到态
(p, T, V )謬 以寻找压强謬 体积和温度之间的关系式謮 先固定温度謬 变化压强直至 p謬 此时体积为 V1謬
那么

pV1 = p0V0, T0 = 譣譯譮譳譴謮.

然后压强不变謬 改变温度直至 T 謬 则

V = T

T0
V1, p = 譣譯譮譳譴謮.

从上述两个方程中消去 V1謬 得到

pV

T
= p0V0

T0
= 譣譯譮譳譴謮.

而 pV
T
是强度量謬 在相同条件下謬 需与粒子数变化成正比謮 这个比例系数为 譂譯譬譴譺譭譡譮譮 謨玻尔兹曼謩

常数 k = 1.380658× 1023譊 ·譋−1謬 即

pV

T
= p0V0

T0
= kN, pV = NkT 或 p = ρkT. 謨謱謮謲謩

这即为理想气体定律 謨譩譤譥譡譬 譧譡譳 譬譡護謩謮 式中 ρ 使气体的 謨粒子数謩 密度謮

图 1.3. 1mol 理想气体的 PV 图.

1.4 理理理想想想气气气体体体的的的运运运动动动学学学理理理论论论

考察一个由很多无相互作用质点粒子组成的系统謮 每个粒子速度为 v謬 其当然无时无刻在发生变
化謮 然而对于一个平衡态謬 虽然单个粒子的速度一直在改变謬 在速度区间 d3v 中的粒子数的平均值总是

相同的謮 从而可以求一个粒子处于速度区间 d3v 的几率謬 即在热力学平衡态中不随时间变化的气体速
度分布 謨譶譥譬譯譣譩譴譹 譤譩譳譴譲譩譢譵譴譩譯譮謩謮 先写下速度区间 v 附近的粒子数 dN(v)

dN = Nf(v)d3v, f(v) = 1
N

dN

d3v
, 謨謱謮謳謩

f(v) 是速度分布謬 显然
∫ +∞
−∞ f(v)d3v = 1謮 其他的压强源于它们撞击到墙壁时发生的动量转移謮 假设坐

标系的 z謭轴垂直于 謨撞击面謩 A謬 速度为 v 的粒子撞击在 A 上将产生的动量转移是 p = 2mvz謮 现在的
问题是謬 有多少速度为 v 的粒子在时间间隔 dt 内撞击到该面积謿 如图 謱謮謴謬 这些粒子是底面积为 A 高

謕 謸 謕
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为 vzdt 的平行管道内的所有粒子謮 另一方面謬 这些速度为 v 的平行管道内的粒子数目正是

dN = N
dN

V
f(v)d3v. 謨謱謮謴謩

其中 dV
V
是管道体积与总体积的比值謬 而 dV = Avzdt謮 每个粒子的动量转移量是 2mvz謬 因此作用于

图 1.4. 压强计算示意图.

A 上的冲力为

dFAdt = 2mvzdt = 2Nmv2
zf(v)d3v

Adt

V
. 謨謱謮謵謩

消去 dt謬 该式表示的是速度 v 的粒子对压强的贡献謮 对所有可能撞击到面积 謨正的分量 vz謩 的速度积
分謬 得到压强

p = 1
A

∫
dFA = N

V

∫ +∞

−∞
dvx

∫ +∞

−∞
dvy

∫ +∞

0
dvz f(v)2mv2

z . 謨謱謮謶謩

因为讨论的气体处于静止状态謮 分布 f(v) 不能依赖于速度的方向謬 只依赖于 |v|謮 再将积分
∫ +∞

0 dvz
写成

∫ +∞
−∞ dvz謬 那么

pV = mN

∫ +∞

−∞
d3v f(v)v2

z . 謨謱謮謷謩

这个积分表示的是垂直于面积方向的速度平方的平均值謮 由于气体是各向同性的謬 这个值在所有方向
相等謬 即∫ +∞

−∞
d3v f(v)v2

z ≡
〈
v2
z

〉
=
〈
v2
x

〉
=
〈
v2
y

〉
. 謨謱謮謸謩

而 v2 = v2
x + v2

y + v2
z 謬

〈
v2
z

〉
= 1

3
〈
v2〉 = 1

3
(〈
v2
x

〉
+
〈
v2
y

〉
+
〈
v2
z

〉)
, 謨謱謮謹謩

因此最后有

pV = mN
1
3
〈
v2〉 = 2

3N 〈εkin〉 . 謨謱謮謱謰謩

此处 〈εkin〉 = 1
2m 〈v

2〉 是一个粒子的平均动能謮 和理想气体定律 謨謱謮謲謩 比较謬 显然 〈εkin〉 = 3
2kT 謬 即量

kT 精确地衡量了理想气体中一个粒子动能平均值謮

謕 謹 謕
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Example (Maxwell (麦克斯韦) 速度分布). 现在来确定细节上速度分布的函数形式謮 首先由于各
向同性謬 f(v) 只能是 |v| 的函数謮 另一方面謬 速度各分量的分布彼此之间相互独立謬 那么

f(v2
x + v2

y + v2
z) = f(v2

x)f(v2
y)f(v2

z). 謨謱謮謱謱謩

统计学上理解为謬 粒子处于速度 v 的几率密度 f(v謬 正比于粒子各分量处于 vx謬 vy謬 和 xz 的几率

密度的乘积謮 满足关系 謨謱謮謱謱謩 形式的函数只能是指数函数謮 因此可以写为 f(v) = C exp (av2)謬 常
数 C 和 a 与 v 无关謮
假设 f(v) 是归一化的謬 显然要求 a < 0謬 对应于速度分量的 譇譡譵譳譳 謨高斯謩 分布謮 常数 C 可由各速

度分量分布 f(vi) 的归一化确定謬

1 =
∫ +∞

−∞
dvi f(vi) = C

∫ +∞

−∞
dvi exp

(
−av2

i

)
,

这里写成 −a 謨a > 0謩謮 式中积分的值为
√

π
a
謬 因此 C =

√
a
π

謮 对于理想气体謬 可以进一步地确定
a謮 由方程 謨謱謮謱謰謩

kT = m
〈
v2
z

〉
= m

∫ +∞

−∞
d3v f(v)v2

z

= m

∫ +∞

−∞
dvxf(v2

x)
∫ +∞

−∞
dvyf(v2

y)
∫ +∞

−∞
dvzv

2
zf(v2

z)

= m

∫ +∞

−∞
dvzv

2
zf(v2

z)

= m

√
a

π

∫ +∞

−∞
dvzv

2
z exp

(
−av2

z

)
= 2m

√
a

π

∫ +∞

0
dvzv

2
z exp

(
−av2

z

)
做替换 x = av2

z 謬 dvz = 1
2
√
a
dx√
x
謬 那么有

kT = 2m
√
a

π

1
2a
√
a

∫ +∞

0
dxe−xx

1
2 .

我们会经常碰到这种形式的积分謮 它们通常由 Γ謭函数

Γ(z) =
∫ +∞

0
dxe−xxz−1.

的方式计算謮而 Γ
( 1

2
)

=
√
π謬 Γ(1) = 1謬 且有递推关系 Γ(z+ 1) = zΓ(z)謮 注意到 Γ

( 3
2
)

= 1
2Γ
( 1

2
)

=

謕 謱謰 謕
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√
π

2 謬

kT = m
1

a
√
π

Γ
(3

2

)
= 1

2
m

a
, 或 a = m

2kT .

因此謬 理想气体中速度分量为 vi 的速度分布为

f(vi) =
√
a

π
exp

(
−av2

i

)
=
√

m

2πkT exp
(
−mv

2
i

2kT

)
. 謨謱謮謱謲謩

完整的速度分布则为

f(v) =
( m

2πkT

) 3
2 exp

(
−mv

2

2kT

)
. 謨謱謮謱謳謩

Remark. 除了用复变函数謬 还可以通过多变量积分变换的方式计算积分 Γ
( 1

2
)
謮 令 x = y2謬 那么有

Γ
(1

2

)
=
∫ +∞

0
dy2e−y

2
=
∫ +∞

−∞
dye−y

2
.

可以通过坐标系变换的方式来求得这个积分謮 从直角坐标变换到极坐标謬 那么直角坐标系中的体
积元 dxdy 变换到了极坐标的 rdrdϕ謮[

Γ
(1

2

)]2

=
∫ +∞

−∞
dxe−x

2
∫ +∞

−∞
dye−y

2

=
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
dxdye−(x2+y2)

=
∫ ∞

0
dr

∫ 2π

0
dϕre−r

2

= −π e−r
2
∣∣∣∞
0

= π.

由此得到 Γ
( 1

2
)

=
√
π謮

1.5 压压压强强强, 功功功和和和化化化学学学势势势
这一节讨论其他状态量謬 一般地謬 用粒子数 N 来表示系统物质的量謮 对于宏观系统謬 通常 N 是一

个巨大的数謬 因此用 譁譶譯譧譡譤譲譯 謨阿伏伽德罗謩 数 NA = 6.0221367 × 1023 的倍数表示謮 原子质量单位
謨譡譴譯譭譩譣 譭譡譳譳 譵譮譩譴謩 譵 在表示单个粒子 謨原子和分子謩 质量时也很方便謬 它通过碳同位素 12譃 原子质量

謕 謱謱 謕
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定义为

1譵 = 1
12m

12C. 謨謱謮謱謴謩

譁譶譯譧譡譤譲譡 数正好是 謱 譵 粒子其总质量为 謱 譧 的系统的粒子数

NA = 1譧
1譵 = 6.0221367× 1023. 謨謱謮謱謵謩

NA 的粒子被称为 1譭譯譬譥 謨摩尔謩粒子謮如果系统含有不同种类的粒子謬如 n种且分别有 N1, N2, · · · , Nn

个粒子謬 我们用所谓的 譭譯譬譡譲 分数 謨譭譯譬譡譲 警譲譡譣譴譩譯譮謩 X 来表示其化学组成謮

Xi = Ni

N1 +N2 + · · ·+Nn

. 謨謱謮謱謶謩

可以看到謬
∑
iXi = 1謮 譍譯譬譡譲 分数因此表示了系统的部分组成謮 它是强度量謮

用纯力学的概念理解为垂直作用于面积 A 上的力 F⊥謬 压强 謨議譲譥譳譳譵譲譥謩

p = F⊥
A
. 謨謱謮謱謷謩

因此其量纲 [p] = 譎 ·譭−2 = 譐譡謮 有趣的是謬 压强和能量密度的量纲相同謬 因为

譎 ·譭−2 = 譫譧 ·譭 · 譳−2 ·譭−2 = 譫譧 ·譭2 · 譳−2 ·譭−3 = 譊 ·譭−3.

对于理想气体謬 压强是质量密度和粒子动能 謨温度謩 的乘积謮 因此 p = 2
3e謬 而 e = ρ 〈Ekin〉 即为理想

气体的 謨动能謩 能量密度謮
同样地謬 压强是强度量謬 可以局地定义謬 即定义于一个部分系统中謮 为测量压强謬 在系统中划出一小

块 謨单位謩 面积謬 测量系统作用在其上一侧的力謬 而另一侧力学上是分离于系统的謬 可能有一个参考压强
p0謮 謨系统与气压计的謩 压强差 p− p0 引起作用于面积上的净力謮

热力学中的核心量 謨物理中也是謩 能量 謨譥譮譥譲譧譹謩謮 我们知道到了力学中的动能和势能謬 电动力学
中的电能和磁能謬 还有 謨起源于电磁的謩 化学能謮 在热力学中謬 只有作为宏观量的系统总能量起作用謬
单个粒子的能量在热力学中没有意义謬 但单个粒子的平均能量 E

N
是很重要的量謮 热力学不告诉我们总

能量如何分配在单个粒子中謮 以上提及的能量謬 可以通过热力学问题中作功的概念体现5 5 δW 也写作 譤W 謮

δW = −Fi · ds, 謨謱謮謱謸謩

Fi 是系统施加的力謬 ds 是线元謮 方程 謨謱謮謱謸謩 中的负号纯粹是热力学的约定謬 计加入系统的能量为正謬 从
系统中提取的能量为负謮 作为一个例子謬 通过克服其内部压强压缩气体謬 考察作用于系统上的功謬 如图
謱謮謵謮 在平衡态中謬 施加在活塞上一个外部力 Fa謬 其大小等于力 Fi = pA謬 p 是气体施加在面积 A 的活

謕 謱謲 謕
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塞上的压强謮 如果克服系统压强謬 将活塞向内推进 ds謬 需要作功

图 1.5. 关于压缩作功.

δW = pAds > 0. 謨謱謮謱謹謩

而 Ads = −dV 是容器中气体体积减少的量謬 因此

δW = −pdV. 謨謱謮謲謰謩

注意到謬 对于膨胀謬 这个方程同样适用謮 需要说明的是謬 这里只考虑无穷小量的功謬 因为压强在压缩过程
中可能发生变化謮 为计算整个压缩的功需要知道状态方程謬 即 p 和 V 的关系 p(V )謮

系统加入或释放的能量是一个强度量 謨压强謩 和广延量 謨体积謩 的乘积謬 这是一个普遍性质謮 进一步
地謬 如果系统含有电荷 q謬 这个电荷产生的电势为 φ謮 如果要加入系统额外的电荷 dq謬 需作功

δW = φdq. 謨謱謮謲謱謩

局地定义的电势是一个强度量謬 表示了系统对电荷增加的阻碍謬 正如压强对压缩的阻碍謮 方程 謨謱謮謲謱謩 中
功取的符号表示增加对于正的电势謬 增加正电荷对应于对系统作功謮
如果热力学系统含电极矩或磁极矩謬 加入系统极矩需作功

δWel = E · dD, 謨謱謮謲謲謩
δWmag = B · dM . 謨謱謮謲謳謩

这里强度 謨场謩 量是电场 E 和磁场 B謬 而 dD 和 dM 表示总偶极矩的变化量謬 它们是广延量謮
最后来讨论给一个热力学系统增加粒子已结束作功的讨论謮 可能会认为增加粒子不作任何功謮 增

加粒子后系统必须仍处于热力学平衡态謬 因此不能简单地把静止粒子放入系统中謮 放入系统的粒子必
须有相当于系统已有粒子平均能量的能量謮 定义

δW = µdN 謨謱謮謲謴謩

为放入粒子数 dN 所作的功謮 这个强度场量称为化学势 謨譣譨譥譭譩譣譡譬 議譯譴譥譮譴譩譡譬謩謬 表示系统对增加粒子的
阻碍謮 如果系统含多各成分謬 每个组分 i 有其自身的化学势 µi謬 dNi 则表示该组分粒子数的变化量謮 上
述描述在各组分粒子无相互作用时成立謮
各种不同形式的功有一个普遍性质謬 它们可以没有限制地相互转换謮 比如謬 可以用电能举起重物謬

可以通过发动机将机械能转换成电能謮 虽然实际上的能量转换或多或少有损失謬 原理上这些转换可以
完完整整地进行謬 即有 謱謰謰謥 的转换率謮

1.6 热热热和和和热热热容容容

对于热力学中另一种重要的能量形式 謕 热 謨譨譥譡譴謩謬 形势完全不同謮 历史上謬 譍譡譹譥譲 謨迈耶謩 首先在

謕 謱謳 謕
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謱謸謴謲年謬 随后 譒譵譭警譯譲譴 謨朗福德謩 在 謱謷謹謸 年謬 譄譡譶譹 謨戴维謩 在 謱謷謹謹 年认识到謬 热是一种特殊形式的能
量謮 日常经验表明謬 对系统作 謨源于机械能或电能的謩 功謬 通常使系统温度增加謮 可以用这种性质定义热
量謮 因此定义

δQ = CdT. 謨謱謮謲謵謩

δQ 是使系统温度增加 dT 的热量謮 比例常数 C 称为系统的总热容量 謨譴譯譴譡譬 譨譥譡譴 譣譡議譡譣譩譴譹謩謮 为确定 C

的单位需要定义一个系统标准謮 曾经謬 热化学的 譣譡譬譯譲譩譥 謨卡路里謩 被用于热的单位謮 其大小为将 1譧 水从
14.5◦譃 加热到 15.5◦譃 所需的热量謬 对应于定义 C1gH2O,15◦C = 1譣譡譬/◦譃謮

譊譯譵譬譥 謨焦耳謩 在 謱謸謴謳謕謴謹 年间的精确测量给出 1譣譡譬 热量相当于 4.184譊 的机械功謮 通过搅拌謬 他将
准确数量的机械能转移进了一个被孤立容器中的水中謬 进而测量水温的增加量謮 现如今主要通过电阻加
热器产生精确的热量謬 譊譯譵譬譥 做过同样的实验謮 热容量的国际 譛譓證 謨譓譴譡譮譤譡譲譤 譯警 證譮譴譥譲譮譡譴譩譯譮譡譬謩譝 单位制也
是 譊 ·譋−1謮
在微观图象中謬 原理上很容易解释功和热在定性上的不同之处謮 热是统计分布于粒子中的能量謮 例

如謬 考虑一些粒子沿某个方向有平行 謨有序的謩 动量謮 这些粒子的这个动能在任意时刻都可以完整地获
得謬 且可以转换成其他形式的能量謬 如通过力减速粒子謮 然而謬 如果粒子作完全无序的謬 统计行为的运动謬
显然不可能通过简单装置将所有的动能提取出来謮 如图 謱謮謶謬 如果施加一个力謬 对于右侧的系统 謨统计分
布动量謩謬 一些粒子会被加速而另一些粒子会被减速謬 不可能从系统中提取总的动能謮

图 1.6. 平行 (左) 和统计分布 (右)
动量的粒子.

因此从功转换为热謬 比从热转换为功 譛通过一个热机 謕 热力学发动机 謨譴譨譥譲譭譯譤譹譡譮譭譩譣 譥譮譧譩譮譥謩譝 更
容易謬 实际的过程中总是这样的謮 这里謬 宏观系统中的非常大量粒子起到重要的作用謬 不可能减速所有
粒子謬 将其动能都转化为机械能謮
回到热容的定义 謨謱謮謱謵謩 上謬 总热容量是一个广延量謬 而温度是强度量謮 可以定义一个强度量謬 比热

謨譴譨譥 譳議譥譣譩謜譣 譨譥譡譴謩 c謬

C = mc, 謨謱謮謲謶謩

这里 m 是构成系统的个体物质质量謮 也可以在 譭譯譬譡譲 基础上定义比热謬

C = ncmol,

其中 n = N
NA

謮 量 cmol 是 譭譯譬譡譲 比热謮 应用方程 謨謱謮謲謵謩 时謬 需注意热转移给系统的外部条件謮 特别地謬
测量是在定压还是定容条件下进行的结果会不相同謬 对应于定容和定压比热 cV 和 cp

6謮 6 在后面的内容会考察 cV 和

cp 的关系謬 现在这里给出的
cH2O = 4.184譊 · 譋−1 · 譧−1 是

在常数大气压下获得的謮
1.7 实实实际际际气气气体体体的的的状状状态态态方方方程程程

已经提到过謬 一般地謬 固定几个状态量足以确定系统的状态謮 其他的量依赖于这些状态量謮 一些前
面的例子如謬

pV = p0V0, T = 譣譯譮譳譴謮 謨謱謮謲謷謩

謕 謱謴 謕
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或

V = T

T0
V0, p = 譣譯譮譳譴謮. 謨謱謮謲謸謩

把所有相关变量关联在一起謬 我们得到理想气体定律

pV = NkT. 謨謱謮謲謹謩

它只适用于 謨低压謩 稀薄气体謮 在给定温度情况下謬 测量理想气体的压强謬 粒子数和体积謬 从方程 謨謱謮謲謹謩
可以确定 譂譯譬譴譺譭譡譮譮 常量謮 大多数情况下謬 取 N = NA謬 即 1譭譯譬 粒子謬 可得

NAk = R = 8.31451譊 ·譋−1 ·譭譯譬−1. 謨謱謮謳謰謩

常量 R = NAk 称为气体常量 謨譧譡譳 譣譯譮譳譴譡譮譴謩謮

图 1.7. 不同气体的 virial 系数.

热力学中謬 经常假设状态方程为某个变量的多项式形式謮 如果方程 謨謱謮謲謹謩 在低压下是正确的謬 在较
大的压强条件下謬 可以设

pV = NkT +B(T )p+ C(T )p2 + · · · 謨謱謮謳謱謩

是更为准确的公式謮 一阶近似下维里展开 謨譶譩譲譩譡譬 譥譸議譡譮譳譩譯譮謩 式终止于线性项謮 系数 B(T ) 称为第一
譶譩譲譩譡譬 系数謬 可以通过实验测定謮 如果不以压强謬 而以密度展开謬 相似的方程为

pV = NkT +B′(T )N
V

+ C ′(T )
(
N

V

)2

+ · · · , 謨謱謮謳謲謩

也称为 譶譩譲譩譡譬 展开式謮 从图 謱謮謷 可以看到謬 以主要特征量 謕 粒子间相互作用势能 U0 标度謬 多种气体由
相同的 譶譩譲譩譡譬 系数描述謮 这些特征量还有相互作用范围 r0 和势的深度謮 图 謱謮謸 显示了原子间两种可能

图 1.8. Sutherland (萨瑟兰) 和
Lennard (兰纳)-Jones (琼斯) 势.

的势謬 如稀有气体謮 粒子之间相距较远时謬 势消失謬 因而表现如低密度 謨大的平均粒子间距謩 的理想气体謮
对于中等距离 謨≈ r0謩 势在一个吸引范围謬 而对于小的距离謬 则表现为排斥謮 只要不存在化学键 謨无共
有的分子轨道謩謬 原子电子云之间的深度重叠会造成这种排斥謮 可以假设謬 原子近似为一个硬球謬 有着一
定的体积謬 大小由其电子云的平均半径确定謮 在这个范围外謬 原子间相互吸引 譛譶譡譮 譤譥譲 譗譡譡譬譳 謨范德瓦耳
斯謩 相互作用譝謮 謨示意模型能符合较好的謩 所谓的简单气体有着相似的行为謬 如 譁譲謬 譎2謬 等等謮 它们之间
的区别仅表现在原子的不同尺寸 謨以 r0 标度謩 和不同的相互作用强度 謨以 U0 标度謩謮 图 謱謮謷 同时展示了
实验结果 謨点謩 和用 譌譥譮譮譡譲譤謭譊譯譮譥譳 势通过统计力学方法 謨见第 謱謶 章謩 数值计算的结果 謨线謩謮

另一个众所周知的真实气体状态方程是 譶譡譮 譤譥譲 譗譡譡譬譳 謨謱謸謷謳謩 方程謮 不考虑粒子的有限体积时謬 方
程 謨謱謮謲謹謩 在 T → 0 时 V → 0謮 因此可以将 V 代以 V − Nb謬 此处 b 表示一个粒子体积的量度謮 进一
步地謬 理想气体忽略了粒子之间的相互作用謬 其主要表现为吸引力謮 考虑一个球謬 其中含有粒子数密度
为 N

V
的气体謮 在球内謬 粒子之间的相互作用力平均为零謮 另一方面謬 球表面的粒子感受到了向着球内方
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向的吸引力謮 这意味着真是气体的压强相较于理想气体小謮 将方程 謨謱謮謲謹謩 中的理想气体压强 pideal 换成

preal + p0謬 p0 是所谓的内压强謬 如图 謱謮謹謮 内压 p0 不是一个简单的常数謬 它依赖于粒子间的平均距离和
表面的粒子数謬 这两个参数均正比于粒子数密度 N

V
謬 因此可以写为 p0 = a

(
N
V

)2謬 a 是常数謮

图 1.9. 关于内压.

因此 譶譡譮 譤譥譲 譗譡譡譬譳 方程写为[
p+

(
N

V

)2
]

(V −Nb) = NkT. 謨謱謮謳謳謩

a 和 b 是常数謬 多数时候以 1譭譯譬 而非单个粒子来标定謮 注意謬 状态方程无需任何热力学方面的考虑謬 单
单确定状态方程中状态量是否给出对系统行为适当且适用范围的描述即可謮
图 謱謮謱謰 给出了方程 謨謱謮謳謳謩 在 T = 譣譯譮譳譴謮 条件下作为 V 函数的压强謮 取了水的最优参数 a 和 b謮

图 1.10. pV 图中的 van der Waals
等温线.

显然謬 存在错误 謕 低温情况下对于某些体积謬 压强是负的謮 还有謬 存在区域謬 这里压强随体积减少而减少
的謬 这意味着系统是不稳定的謮 在考虑气液两相共存之前謬 状态方程 謨謱謮謳謳謩 远没有第一眼看上去那么好謮

在高温和低密情况下謬 譶譡譮 譤譥譲 譗譡譡譬譳 方程退化为理想气体方程謮 a 和 b 的典型值由表 謱謮謱 给出謮 可

表 1.1. van der Waals 状态方程中的参数值.

譍譡譴譥譲譩譡譬 a(譐譡 ·譭6 ·譭譯譬−2) b(103譭3 ·譭譯譬−1)
譈2 謰謮謰謱謹謴謵 謰謮謰謲謲
譈2譏 謰謮謵謶謵謳謹 謰謮謰謳謱
譎2 謰謮謱謳謸謸謲 謰謮謰謳謹
譏2 謰謮謱謳謹謸謳 謰謮謰謳謲
譃譏2 謰謮謳謷謱謸謶 謰謮謰謴謳

以注意到謬 相对于理想气体謬 其 譭譯譬譡譲 体积在 0◦譃 时为 22.4× 10−3譭3 ·譭譯譬−1謬 b 是一个非常小的修正謮
将内压中的 N

V
用理想气体方程近似为 N

V
≈ p

kT
謬 譶譡譮 譤譥譲 譗譡譡譬譳 方程经常近似为[

p+ p2

(kT )2 a

]
(V −Nb) = NkT, 謨謱謮謳謴謩

或

pV = NkT

1 + pa
(kT )2

+ pNb. 謨謱謮謳謵謩

对于低压和高温謬 pa
(kT )2 � 1謬 式 謨謱謮謳謵謩 展开成

pV = NkT +N
(
b− a

kT

)
p+ · · · 謨謱謮謳謶謩

即 譶譩譲譩譡譬 展开式謬 那么 B(T ) = N
(
b− a

kT

)
謮

謕 謱謶 謕
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1.8 比比比热热热

这一节我们在更多的细节上考察比热謮 比热 cV 和 cp 可以认为是状态变量 T 和 p 的函数謮 这两个
状态变量很容易在实验条件下控制謮 对于稀薄气体 謨p → 0謩謬 比热基本上不依赖于压强謬 甚至 謨至少对
于稀有气体謩 近似地不依赖于温度謬 如图 謱謮謱謱

图 1.11. 低压状况下的定容比热.

如果将比热理解为謬 物质以统计分布方式吸收能量的能力謬 那么很清楚粒子的自由度增加謬 这种能
力会增强謮 比如謬 单原子稀有气体的粒子只有平动謬 而双原子分子中的粒子还存在转动謮 多原子气体有
更多的自由度謬 比如粒子之间相对的振动謮 压强不再是很小的情况下謬 比热依赖于压强謮 图 謱謮謱謲 给出了
氨 謨譡譭譭譯譮譩譡謩 的 cp 和 cV 的行为謮 饱和线对应于气謭液相变謮

图 1.12. 氨的比热 cp 和 cV .

检查图 謱謮謱謲謬 首先认识到謬 定压比热总是大于比定容比热謮 如果在定压条件下注入系统一定量的
热謬 系统不仅会升温謬 一般地还会膨胀謬 这代表着对外作功謮 加入的热量不仅以统计分布动能和势能形
式存储于系统謬 还因克服外界压力作功謮 因此謬 相比于定容条件謬 定压条件下系统能储存更多的热量謬 即
cp > cV 謮7

7 后面的例子会给出它们之间

的一般关系謮

更进一步地謬 随着压强的增加謬 比热持续增大謮 当系统的粒子之间相互越靠近 謨高压謬 高密度謩謬 它们
之间的的相互作用力越强謮 除了动能謬 注入的一部分热以势能的形式储存謬 这导致高密 謨高压謩 情况下
更大的比热值謮
对于液体和固体謬 cp 的值更容易测量謮 对于液体比热对压强和温度的依赖有很大的不同謬 例外情况

如 譈譧 和 譈2譏謬 它们的 cp ≈ 譣譯譮譳譴謮謮 对于金属謬 譄譵譬譯譮譧 謨杜隆謩 和 譐譥譴譩譴 謨珀蒂謩 謨謱謸謱謹謩 律成立謮 该定律给
出所有的金属在很大的温度范围内有一个常数比热 cp = 25.94譊 · 譋−1 ·譭譯譬−1謮 因为容易测量謬 并得以
计算其他量謬 比热通常在热力学中很重要謮 此外謬 在非常低温度条件下精确地测量比热謬 并在量子力学
和量子统计的帮助下謬 可以理解物质的诸多性质謮
最后謬 考察固体的状态方程謮 这种情况下謬 依赖于温度和压强的体积可以近似地线性表示为

V (T, p) = V0 [1 + α (T − T0)− κ (p− p0)] . 謨謱謮謳謷謩

这里 V (T0, p0) = V0 是一个任意的初态謮 常数 α 和 κ

α = 1
V0

∂V

∂T

∣∣∣∣
p=p0

, 謨謱謮謳謸謩

κ = − 1
V0

∂V

∂p

∣∣∣∣
T=T0

. 謨謱謮謳謹謩

分别称为 謨定压謩 膨胀系数 謨譣譯譥謞譣譩譥譮譴 譯警 譥譸議譡譮譳譩譯譮謩 和 謨等温謩 压缩率 謨譣譯譭議譲譥譳譳譩譢譩譬譩譴譹謩謮
很多物质的膨胀系数量级为 α ≈ 10−5譋−1謬 压缩率量级为 κ ≈ 10−11譐譡−1謮 这是因为在体积不变

的情况下謬 温度的一个小小的变化会带来非常大的压强变化謮

1.9 态态态的的的变变变化化化 – 可可可逆逆逆与与与不不不可可可逆逆逆过过过程程程
日常经验表明謬 孤立系自身总是在演化直至达到一个謮 这样的过程是不可逆的 謨譩譲譲譥譶譥譲譳譩譢譬譥謩謮 我们

謕 謱謷 謕
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的日常生活中的例子都是这样的謬 特别地謬 气体从较小的体积膨胀至较大的体积时謬 或者所有产生摩擦
热的过程謮 比如謬 单摆在没有外力驱动的情况下最终会停下来謬 其机械能通过摩擦转化成了热謮 从来没
有看到反向的过程謬 比如在冷的环境下一个单摆自己开始摆动謮 不可逆过程的特点是它们经历了非平
衡状态謮
另一方面謬 都只经历平衡态的过程称为可逆的 謨譲譥譶譥譲譳譩譢譬譥謩謮 可逆过程是理想情况謬 严格地说是不存

在的謮 因为如果系统处于平衡态謬 状态变量不随时间改变謬 从而不发生任何事情謮 可逆的状态变化謬 如果
其状态变量的变化和系统的弛豫时间相比足够慢謬 可以通过状态变量的 謨无穷謩 小变化来模拟謮 这种态
的变化称之为准可逆的 謨譱譵譡譳譩 譲譥譶譥譲譳譩譢譬譥謩謮 态的可逆变化的重要性在于謺 对于变化的每一小步謬 系统是
处于一个平衡态中謬 可以定义状态量謬 从而状态变量的完整变化可以通过积分无穷小步骤的变化而得謮
对于不可逆过程謬 这是不可能的謮 在不可逆过程中謬 通常没有办法给系统赋予状态量值謮

图 1.13. 等温系统.

图 1.14. 不同方式的过程.

Example (等温膨胀). 考察在温度不变情况下气体的膨胀謬 如图 謱謮謱謳謮 这可以通过与一个热源
謨譨譥譡譴 譢譡譴譨謩 接触实现謬 比如把气体放置于一个温度为 T 的很大的盛水容器中謮 气体始终与热
源处于热力学平衡中謮
通过简单地移除加在活塞上的外力 Fa 并謬 气体持续地处于平衡态中謬 从体积 V1 膨胀至体积 V2謮
这个过程中謬 气体迅速地膨胀至体积 V2謬 其中会产生局地压强差謬 湍流謬 温度和密度梯度謮
这个过程自发地发生謬 是不可逆的謮 在膨胀中我们无法赋宏观状态量的值謮 只有当平衡态重新建立
时才能这样做謮 只要使用无质量的活塞謬 系统膨胀所作的功为零謮
然而謬 通过每步骤减少无穷小的外力并等到新的平衡态建立謬 也可以 謨至少准謩 可逆地实现这个等
温膨胀謮 这个等待时间取决于系统的弛豫时间謮 可逆和不可逆过程的差别在于前者的每一步热力
学量有定义謬 进而可以使用状态方程謮 对于理想气体謬 p = NkT

V
謮 可以计算因为系统膨胀作功的总

量 ∫ 2

1
譤W = −

∫ V2

V1

pdV = −NkT
∫ V2

V1

dV

V
= −NkT ln V2

V1
. 謨謱謮謴謰謩

和不可逆膨胀相反謬 系统现在克服外力 Fa 作功謮 注意到这个可反转的功是能从系统提取的最大
功謬 任何其他过程都不可能提取比它更多的功謮
如图 謱謮謱謴謬 实际的膨胀介于两种极限謬 即完全不可逆膨胀 謨∆W = −謩謬 和完全可逆膨胀 謨∆W =
−NkT ln V2

V1
謩 之间謮

在完全不可逆过程中我们只能确定初态和终态謮 而在可逆过程中可以获得 pV 图等温线上的所有

点謮 显然謬 不可逆过程功浪费掉了謮 等温压缩过程也一样謬 对于可逆的等温压缩过程謬 需要的功∫ 1

2
譤W = −

∫ V1

V2

pdV = NkT ln V2

V1
> 0.

这其中假设施加在活塞上的力每一步只增加了无穷小量謮 如果我们在一瞬间用力地推动活塞謬 显
然作了更多的功謬 部分消耗在湍流中并最终转以热的形式转移到了热源中謮

謕 謱謸 謕
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从这个例子可以看到謬 虽然初态和终态都相同謬 等温膨胀中作功依赖于不同的过程謮 这是日常生活
经验中的一个特殊例子謮 作功和传热謬 不仅依赖于系统的初态和终态謬 也依赖于过程謮 这意味着謬 功和热
不适用于来唯一地描述宏观态謮 它们不是状态量謡 数学上讲謬 功和热不是全微分 謨譥譸譡譣譴 譤譩講譥譲譥譮譴譩譡譬譳謩謮
考虑作为某些状态变量如 T 謬 p 函数的状态量謬 称之为状态函数謮 经验表明謬 唯一地确定系统的状

态变量的数目取决于系统可能吸收和释放的能量形式謮 对于很多系统謬 通常是热 δQ謬 机械能 δWmech謬
和化学能 δWchem謮 对于这样形式的能量謬 对应于态变量如 (T, V,N)謬 确定这 謳 个变量足以确定所有其
他的状态量謮 然而謬 如果系统还含有不同的成分謬 每个组分会有各自的粒子数謮 这个问题将在热力学定
律和 譇譩譢譢譳 相律 謨譇譩譢譢譳謧 議譨譡譳譥 譲譵譬譥謩 的内容中再详细涉及謮
限于讨论 謲 个状态变量的函数謬 如

z = f(x, y). 謨謱謮謴謱謩

可能不能显示地给出状态方程的解謬 那么隐式方程写为

f(x, y, z) = 0. 謨謱謮謴謲謩

如果对于状态变量初值 x 和 y謬 分别变化 dx 和 dy謬 由式 謨謱謮謴謱謩謬 z 的变化

dz = ∂f(x, y)
∂x

∣∣∣∣
y

dx+ ∂f(x, y)
∂y

∣∣∣∣
x

dy. 謨謱謮謴謳謩

必须小心謬 x 和 y 通常并不是相互独立的謬 它们可能通过热力学定律相关联謮

1.10 全全全微微微分分分与与与不不不完完完全全全微微微分分分, 线线线积积积分分分
我们从态函数

z = f(x, y). 謨謱謮謴謴謩

开始謬 其微分为

dz = ∂f(x, y)
∂x

∣∣∣∣
y

dx+ ∂f(x, y)
∂y

∣∣∣∣
x

dy. 謨謱謮謴謵謩

现在用更普遍和数学规范来表示謬 方程 謨謱謮謴謵謩 可以表示成 f 的梯度和矢量 dx = (x, y) 的标量积謬 即

df(x) = ∇f(x) · dx.. 謨謱謮謴謶謩

这样的全微分性质在热力学中非常重要謬 除了一个附加的任意常数外謬 它可以通过沿任意曲线的线积分

謕 謱謹 謕
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得到一个原函数 謨譯譲譩譧譩譮譡譬 警譵譮譣譴譩譯譮謩 作为态函数謬

f(x)− f(x0) =
∫
C

∇f(x) · dx. 謨謱謮謴謷謩

曲线 C 起始于 x0 = (x0, y0)謬 终止于 x = (x, y)謮 若用 x(t)謬 t ∈ [0, 1] 表示这条曲线的謬 显示的计算给
出

f(x)− f(x0) =
∫ 1

0
dt∇f [x(t)] · dx(t)

dt
. 謨謱謮謴謸謩

这时被积项只是参数 t 的函数謮
在力学中我们已经遇到过这个问题謮 给定一个任意微分 F (x) · dx謬 这个微分是否是完全的謬 取决于

能否将 F (x) 表示成一个标量函数 f(x)的梯度謮 从经典力学中我们知道謬 一个力能否用势的梯度表示
的简单条件謮

∇× F = 0. 謨謱謮謴謹謩

是 F (x) 能用标量函数的梯度表示的充分必要条件8謮 8 这里给出结果适用于 謲个或
謳 个变量的函数謮 实际的情况
更为复杂一点謬 但结论相似謮

Example (一个简单积分). 考察积分

F · dx = yxdx+ x2dy.

它不是完全的謬 因为

(∇× F )z = ∂Fy
∂x
− ∂Fx

∂y
= 2x− x = x 6= 0.

而

F · dx = ydx+ xdy

是完全的謬 因为

∂Fy
∂x
− ∂Fx

∂y
= 1− 1 = 0.

这时謬 考察积分线路

C1 : x(t) = x0 + t(x− x0), y(t) = y0 + t(y − y0), t ∈ [0, 1] ,

謕 謲謰 謕
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我们有

f(x, y)− f(x0, y0) =
∫ 1

0
dt {[y0 + t(y − y0)] (x− x0) + [x0 + t(y − y0)] (y − y0)}

= y0(x− x0) + 1
2(y − y0)(x− x0) + x0(y − y0) + 1

2(x− x0)(y − y0)

= xy − x0y0.

作微分謬 可以验证

∂f

∂x

∣∣∣∣
y

= y,
∂f

∂y

∣∣∣∣
x

= x.

如图 謱謮謱謵謬 取另一条积分曲线 C2謬

C2 : (t, y0), t ∈ [x0, x] 和 (x, t), t ∈ [y0, y] .

那么

f(x, y)− f(x0, y0) =
∫ x

x0

dt(y0 · 1 + t · 0) +
∫ y

y0

dt(t · 0 + x · 1)

= y0(x− x0) + x(y − y0)
= xy − x0y0.

结果相同謮 很多实际情况中謬 C2 的路线更方便于计算謮

图 1.15. 积分路线 C1 和 C2.

对于不完全微分 F · dx謬 可能乘以适当的函数 g(x) 后变成一个全微分謮 g(x) 称为积分因子 謨譩譮譴譥謭
譧譲譡譴譩譮譧 警譡譣譴譯譲謩謮

Example (积分因子). 再次考察前面例子中的

F · dx = yxdx+ x2dy.

现在试着确定 g(x, y) 使得

gF · dx = g(x, y)yxdx+ g(x, y)x2dy

是一个全微分謮 这要求

∂

∂x

[
g(x, y)x2] = ∂

∂y
[g(x, y)xy] .

謕 謲謱 謕
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这是一个关于 g(x, y) 的先行偏微分方程謬 可以设 g(x, y) = g1(x)g2(y)謬 方程化为

1 + x

g1(x)
dg1(x)
dx

= y

g2(y)
dg2(y)
dy

.

解为

ln g1(x) = (C − 1) +K1, ln g2(y) = C ln y +K2

或

g(x, y) = KxC−1yC , K = eK1+K2 .

这些 C謬 K1謬 K2謬 和 K 是任意常数謮 可以令 C = 0謬 K1 = −K2謬 那么 g(x, y) = x−1謮 这样微分化
为

gF · dx = 1
x

(
xydx+ x2dy

)
= ydx+ xdy.

正是上个例子中的全微分謮

图 1.16. 积分路线 C1, C2 和 C3.

Example (全微分和不完全微分). 微分

F · dx = (x2 − y)dx+ xdy.

是不是全微分謿 计算路径积分
∫
Ci
F · dx謬 Ci 如图 謱謮謱謶 中从 (1, 1) 到 (2, 2) 的路线 謨i = 1, 2, 3謩謮

如果这个微分不是完全的謬 积分因子是什么謿 进而确定全积分的原函数謮

Solution. 由

∂Fy
∂x
− ∂Fx

∂y
= 1 + 1 = 2,

可以看出謬 题目所提微分是不完全微分謮 利用参数方程

C1 :(2t+ 1, 1), t ∈
[
0, 1

2

]
和 (2, 2t), t ∈

[1
2 , 1

]
,

C2 :(t+ 1, t+ 1), t ∈ [0, 1] ,

C3 :(1, 2t+ 1), t ∈
[
0, 1

2

]
和 (2t, 2), t ∈

[1
2 , 1

]
.

謕 謲謲 謕
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计算积分∫
C1

F · dx = 2
∫ 1

2

0
dt
[
(2t+ 1)2 − 1

]
+
∫ 1

1
2

dt2 · 2

= 10
3 ,∫

C2

F · dx =
∫ 1

0
dt
[
(t+ 1)2 − t− 1 + t+ 1

]
= 7

3 ,∫
C3

F · dx =
∫ 1

2

0
dt2 · 1 +

∫ 1

1
2

dt
[
(2t)22

]
· 2

= 4
3 ,

为求得积分因子 g(x, y)謬 需成立

∂

∂x
[xg(x, y)] = ∂

∂y

[
(x2 − y)g(x, y)

]
.

仍然设 g(x) = g1(x)g2(y)謬 那么

x
d

dx
ln g1(x)− (x2 − y) d

dy
ln g2(y) + 2 = 0.

为使得解存在謬 需设 ln g2(y) = 譣譯譮譳譴謮謬 否则无法满足 g1 和 g2 的函数限制要求謮 适当地处理后謬 可
取 g(x, y) = x−2謮 那么

gF · dx =
(

1− y

x2

)
dx+ 1

x
dy

是一个全微分謮 而∫
C1

gF · dx =
∫
C2

gF · dx =
∫
C3

gF · dx = 1.

謕 謲謳 謕
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令其原函数为 f(x, y)謬 那么

f(x, y)− f(x0, y0) =
∫ (x,y)

(x0,y0)

(
1− y

x2

)
dx+ 1

x
dy

=
∫ (x,y)

(x0,y0)
d
(
x+ y

x

)
= x+ y

x
− x0 −

y0

x0
.

謕 謲謴 謕
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2 热热热力力力学学学定定定律律律

2.1 热热热力力力学学学第第第一一一定定定律律律

在上一节我们认识到謬 热不是别的謬 它是能量的一种特殊形式謮 它由 譍譡譹譥譲 在 謱謸謴謲 年发现謮 譃譬譡譵謭
譳譩譵譳 謨克劳修斯謩 于 謱謸謵謷 年确立概念謬 将热理解为统计地分布于系统中的粒子能量謬 他引入速度平方均
值的统计概念謬 并从运动学理论得到理想气体定律謮
经验表明謬 能量守恒原理的正确性不仅表现在宏观层面上謬 也表现在微观层面謮 因此謬 除了系统对

外作的功以及外界对系统作功謬 和环境的热交换也必须考虑在内謮 可以给每个宏观系统赋予一个量 謕
内能 謨譩譮譴譥譲譮譡譬 譥譮譥譲譧譹謩 U 謮 孤立系不与外界交换功和热謬 内能 U 等同于从力学和电动力学获知的系统

总能量 E謮 然而謬 如果系统与环境交换功或热謬 从力学和电动力学方面扩展的能量定律依然成立謮 态的
謨可逆或不可逆謩 改变引起的内能变化等于系统与环境交换的功与热的和謬 写作

第一定律謺 dU = δW + δQ. 謨謲謮謱謩

这里关键的重点在于态的小改变引起的系统和环境交换的功与热依赖于发生的过程謬 即它们不是全微
分謮 因此用 δ 符号表示以区别于全微分謮
另一方面謬 总能量的改变只依赖于初态和末态謬 不依赖于发生的过程謮 内能因此具有全微分的属性謮

又一次謬 只在可逆过程中可以把功表示成 δWrev = −pdV 謬 对于不可逆过程謬 可能有 δWirr = 0謮 同样的
方法适用于热謬 δQrev = CV dT 只适用于可逆过程謮 而方程 謨謲謮謱謩 无论什么时候都成立謮

存在多种热力学第一定律的表达形式謬 它们的意思相同謬 即在一个系统的能量平衡中謬 交换的功与
热加在一起等于系统的总能量变化謮 这种理解源于 譍譡譹譥譲 謨謱謸謱謴謭謱謸謷謸謩 和 譊譯譵譬譥 謨謱謸謱謸謭謱謸謸謹謩 的精确实
验謬 他们证明热是一种特殊形式的能量謮
这里给出第一定律的几种等价表述

譩謮 系统的内能是一个态函数謮 这意味着对于给定的宏观态謬 系统的总能量是相同的謮

譩譩謮 不存在第一类永动机 謨議譥譲議譥譴譵譵譭 譭譯譢譩譬譥謩謮 第一类永动机指的是一种能不改变环境而一直产生
能量的引擎謮

譩譩譩謮 态作任意无穷小变化时謬 内能的变化是一个全微分謮

我们再次强调謬 能量定律不依赖于过程謬 不管态的变化是可逆的还是不可逆的謮

Example (内能和全微分). 作为例子謬 我们来计算理想气体的内能謮 在第 謱謮謴 节理想气体运动学理
论中謬 得到方程

pV = NkT = 2
3N 〈εkin〉 .

其中 〈εkin〉 是每单位粒子的平均动能謮 对于理想气体謬 粒子只有动能没有势能謬 因此 〈εkin〉
也是总的平均能量謮 然而謬 统计学意义上謬 内能不是别的謬 正是系统的总平均能量謬 即 U =

謕 謲謵 謕
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〈Ekin = N 〈εkin〉〉謮 因此

U = 3
2NkT. 謨謲謮謲謩

此外謬 为确定理想气体的比热謬 考察一个置于温度为 T 的热源中謬 体积固定的容器謮 注謬 态在固定
体积时的变化过程称为 譩譳譯譣譨譯譲譩譣 謨定容的 或 等容的謩謮 若温度的改变量为 dT 謬 我们有

dU = δW + δQ.

另一方面謬 与环境交换的功为零謬 因为

δW = −pdV = 0, V = 譣譯譮譳譴謮.

因此

dU = CV (T )dT. 謨謲謮謳謩

这里使用了体积固定时的定容热容量 CV 謮 注意到謬 δQ 在当前的过程中可积謮 对于稀薄气体謬 比热
是常量謬 参考第 謱謮謸 节中的图 謱謮謱謱謮 方程 謨謲謮謳謩 积分得

U(T )− U(T0) = NcV (T − T0) . 謨謲謮謴謩

这里 cV 是常值的理想气体单位粒子比热 謨譳議譥譣譩謜譣 譨譥譡譲 議譥譲 議譡譲譴譩譣譬譥 譯警 譴譨譥 譩譤譥譡譬 譧譡譳謩謮 与方程 謨謲謮謲謩
比较謬 可得

cV = 3
2k 或 CV = 3

2Nk.

一般地謬 总的定容热容量可以写为

CV = ∂U

∂T

∣∣∣∣
V

因为方程 謨謲謮謳謩 在 V = 譣譯譮譳譴謮 时总是成立的謮顺便说一下謬 方程 謨謲謮謴謩 比初看时更普遍些謮 很多物质
的比热在一定的温度范围内可以假设是常量謮 只要温差不是太大謬 方程 謨謲謮謴謩 对诸如金属和真实气
体都成立謮

Example (理想气体的绝热方程). 现在寻求在与外界无热交换情况下謬 理想气体温度和体积的关
系謮 无热交换的过程称为绝热 謨譡譤譩譡譢譡譴譩譣謩 过程謮 根据第一定律謬 δQ = 0謬 δWrev = −pdV 謬 那么对

謕 謲謶 謕
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一个可逆的绝热过程謬

dU = δWrev = −pdV.

成立謮 若系统被压缩謬 体积改变 dV 謬 即如果对系统作功謬 系统能量增加 dU = −pdV > 0 謨dV < 0謩謮
从方程 謨謲謮謲謩 可知謬 对于理想气体 dU = CV dT 謨在 dV 6= 0 时也謩 成立謮 因此謬

CV dT = −pdV.

代入理想气体定律謬 得到绝热变化情况下关于 V 和 T 的偏微分方程

CV dT = −NkT
V

dV. 謨謲謮謵謩

因为 CV = 譣譯譮譳譴謮謬 方程 謨謲謮謵謩 可以积分得到∫ T

T0

CV
Nk

dT

T
= −

∫ V

V0

dV

V
, 即

CV
Nk

ln T

T0
= − ln V

V0
.

再代入 CV = 3
2kT 謬 重新整理謬 得到

(
T

T0

) 3
2

= V0

V
. 謨謲謮謶謩

利用理想气体定律謬 可以得到可逆绝热过程中等价的 p 与 V 或 p 与 T 的关系謬(
T

T

) 5
2

= p

p0
, 和

p

p0
=
(
V0

V

) 5
3

. 謨謲謮謷謩

方程 謨謲謮謶謩 和 謨謲謮謷謩 是理想气体的绝热方程謮 它们有别于理想气体定律謬 这里考虑了特殊的 謨绝热謩
过程謬 正如等温 謨譩譳譯譴譨譥譲譭譳謩謬 定压 謨譩譳譯譢譡譲譳謩謬 或定容 謨譩譳譯譣譨譯譲譳謩 过程謮 在其中我们从理想气体定律
中消去了一个变量謮后面将看到謬可逆的绝热过程系统的总熵是常量謬过程是等熵的 謨譩譳譯譥譮譴譲譯議譥譳謩謮
因为 pV

5
3 = 譣譯譮譳譴謮謬 pV 图中的绝热 謨譡譤譩譡譢譡譴譥譳謩 譛等熵 謨譩譳譥譮譴譲譯議譥譳譝 线比等温 謨譩譳譯譴譨譥譲譭譳謩 线

pV = 譣譯譮譳譴謮 更陡謮

正如提到过的謬 不管态的变化是可逆的还是不可逆的謬 第一定律总成立

dU = δWrev + δQrev = δWirr + δQirr. 謨謲謮謸謩

从理想气体等温膨胀的例子中我们已经知道謬普遍地謬相比于不可逆过程謬可逆过程对外作 謨議譥譲警譯譲譭譥譤謩
功要大謮 类似地謬 相比于可逆过程謬 不可逆过程所需 謨譲譥譱譵譩譲譥譤謩 的功要大9謮 考虑符号后謬 有 9 外界对系统作功謮

謕 謲謷 謕
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δWirr > δWrev = −pdV. 謨謲謮謹謩

而相比于可逆过程謬 不可逆过程释放的热要大謬 所需的热要小謬

δQirr < δQrev. 謨謲謮謱謰謩

这从方程 謨謲謮謸謩 可以直接得到謮 换句话说謬 对于可逆过程謬 系统需要最少的功并对外输出最大的功謮 特别
地謬 不可逆过程中总有一部分的功转换成了热被释放掉了謮 同时系统的熵增加謮 熵增是不可反转的謬 这
是 謐不可逆謑 的来源謮
实际情况中謬 我们对循环的热力学过程非常感兴趣謮 它们是热力学发动机的基础謮 由第一定律謬 现

在就可以给出一些基本论断謮 如謬 对一个循环 謨譣譹譣譬譥謩謬 作功物质经过一系列的变化后回到初态謬 方程∮
dU = 0. 謨謲謮謱謱謩

如果这样的循环对外输出了有用功謬 这显然是从环境中提取的对应热转换而来謮

2.2 Carnot (卡卡卡诺诺诺) 过过过程程程与与与熵熵熵
以理想气体作为工作物质謬 譃譡譲譮譯譴 在 謱謸謲謴 年给出了这个循环謮 这个循环的重要性基于以下事实謬

对于实际循环的理想极限情况的理解謬 以及一些原理性概念的澄清謮 如图 謲謮謱謬 在 pV 图中謬 譃譡譲譮譯譴 循
环以四个相继的可逆步骤进行謮

图 2.1. pV 图上的 Carnot 过程.

步骤 證 謕 从体积 V1 等温 謨T = Th謩 膨胀到 V2謮

V2

V1
= p2

p1
. 謨謲謮謱謲謩

对于作为工作物质的理想气体謬 其能量不变謬 因此

∆UI = ∆WI + ∆QI = 0. 謨謲謮謱謳謩

由方程 謨謱謮謴謰謩謬

∆QI = −∆WI = NkTh ln V2

V1
. 謨謲謮謱謴謩

这是第一步中与热源交换的热量謮 因为 V2 > V1謬 ∆QI > 0謬 即从热源提取了量 ∆QI 的热謮
步骤 證證 謕 工作物质绝热膨胀謬 体积从 V2 增至 V3謮 此时謬 温度从 Th 变到了 Tc謮 h 和 c 表示高温

謕 謲謸 謕
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謨譨譯譴謩 和低温 謨譣譯譬譤謩謬 Th > Tc謮

V3

V2
=
(
Th
Tc

) 3
2

. 謨謲謮謱謵謩

因为是绝热过程謬 ∆QII = 0謬 膨胀作功等于内能的变化

∆WII = ∆UII = CV (Tc − Th). 謨謲謮謱謶謩

对于理想气体謬 CV = 3
2Nk謬 不依赖于温度和体积謮

步骤 證證證 謕 等温 謨T = Tc謩 压缩系统謬 体积从 V3 减至 V4謬 和步骤 證 类似謬

V4

V3
= p3

p4
. 謨謲謮謱謷謩

因为 ∆UIII = 0謬 对外作的功和与热源交换的热相同

0 = ∆UIII = ∆WIII + ∆QIII, 謨謲謮謱謸謩

∆QIII = −∆WIII = NkTc ln V4

V3
. 謨謲謮謱謹謩

这一部分的热被释放至低温热源謮
步骤 證譖 謕 最后通过绝热压缩使系统回到初始状态謬 体积从 V4 变到 V1謬 温度从 Tc 增至 Th謮

V4

V1
=
(
Tc
Th

) 3
2

. 謨謲謮謲謰謩

∆QIV = 0謬

∆WIV = ∆UIV = CV (Th − Tc). 謨謲謮謲謱謩

由方程 謨謲謮謱謳謩謬 謨謲謮謱謶謩謬 謨謲謮謱謸謩 和 謨謲謮謲謱謩謬 循环过程总能量变化为

∆Utotal = ∆WI + ∆QI︸ ︷︷ ︸+ ∆WII︸ ︷︷ ︸+ ∆WIII + ∆QIII︸ ︷︷ ︸+ ∆WIV︸ ︷︷ ︸
= 0 + CV (Tc − Th) + 0 + CV (Th − Tc)
= 0. 謨謲謮謲謲謩

謕 謲謹 謕
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此外与热源交换的热量为

∆QI = NkTh ln V2

V1
, ∆QIII = NkTc ln V4

V3
. 謨謲謮謲謳謩

另一方面謬 由方程 謨謲謮謱謵謩 和 謨謲謮謲謰謩謬

V3

V2
= V4

V1
, 或

V2

V1
=
(
V4

V3

)−1

. 謨謲謮謲謴謩

那么謬 对于 ∆QI 和 ∆QIII謬 由方程 謨謲謮謲謳謩 可得

∆QI

T1
+ ∆QIII

Tc
= 0. 謨謲謮謲謵謩

这个方程有着重要意义謮 它不仅对 譃譡譲譮譯譴 循环成立謬 日常经验表明謬 它对任何可逆循环成立謮 量 ∆Q
T
是

熟知的折合热 謨譲譥譤譵譣譥譤 譨譥譡譴謩謮 如果将 譃譡譲譮譯譴 循环分解成无穷小的部分謬 方程 謨謲謮謲謵謩 可写成∮
δQrev

T
= 0. 謨謲謮謲謶謩

如果能证明这个方程不仅对 譃譡譲譮譯譴 循环謬 而且对任意闭合路径都有效謬 那么折合热 δQ
T
将依赖于

路径謬 是一个全微分謮 换句话说謬 1
T
是不完全微分 δQ 的积分因子謮

图 2.2. Carnot 循环.

方程 謨謲謮謲謶謩 和这样的描述等价謺 如图 謲謮謲謬 如果从态 謱 到态 謲 积分謬 在从态 謲 到态 謱 积回来謬 那么∮
δQ

T
=
∫
CA

δQ

T
+
∫
CB

δQ

T
= 0. 謨謲謮謲謷謩

若反转路径 CB 积分的方向謬 可以知道
∫ 2

1
δQ
T
与路径无关謮 为证明方程 謨謲謮謲謶謩 不依赖于任意的 謨不

图 2.3. 任意循环分割成很多小的
Carnot 过程.

仅仅是 譃譡譲譮譯譴謩 循环謬 将图 謲謮謲 中的任意闭合路径分割成一系列无穷小的 譃譡譲譮譯譴 循环过程部分謬 如图
謲謮謳謮 所有的虚线謬 由相邻过程以相反方向各经过 謱 次謬 因此总的贡献为零謮 对于足够多的分割謬 可以用
譃譡譲譮譯譴 过程任意逼近一般的循环謮
当然謬 对于每一个这样的 譃譡譲譮譯譴 过程方程 謨謲謮謲謶謩 都是成立的謬 其总和表明謬 这个方程对任意的循

环也是成立的謮

Remark. 提到相关论述的 謨几乎所有謩 中文教材给出∮
δQ

T
< 0.

并称之为 譃譬譡譵譳譩譵譥譳 不等式謮 百度百科上也是如此謮 这个描述与状态量的定义矛盾謮 我很早在各种
场合中都提到过这个问题謮 理由是謬 如果使用了 T 謬 即表示每一步有这个状态量謬 那么系统即被假

謕 謳謰 謕

https://baike.baidu.com/item/%E5%85%8B%E5%8A%B3%E4%BF%AE%E6%96%AF%E4%B8%8D%E7%AD%89%E5%BC%8F
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定为处于平衡态謬 被积函数就是对状态量熵 S 的微分积分謬 过程即用准平衡态描述了謮 不管可逆
还是不可逆过程謬 这个积分都为零謮

经验表明謬 不仅对理想气体謬 对任意其他可逆的热力学过程謬 δQ
T
是一个全微分謮 换句话说謬 存在一

个状态函数謬 其全微分是 δQ
T

謮 这个广延状态函数称为熵 謨譥譮譴譲譯議譹謩 S謬 定义为

dS = δQ

T
, S1 − S0 =

∫ 1

0

δQ

T
. 謨謲謮謲謸謩

当然謬 方程 謨謲謮謲謸謩 也可以作为测量的依据謮 但是謬 这个方式只能确定熵差謬 不能给出上的绝对值謮
在 TS 平面上 譃譡譲譮譯譴循环只是一个矩形謬在步骤 證和 證證證謬 T = 譣譯譮譳譴謮謻在步骤 證證和 證譖謬 S = 譣譯譮譳譴謮謮

譃譡譲譮譯譴 过程有效地提供的功 ∆W 为

∆W = ∆WI + ∆WII + ∆WIII + ∆WIV

= −NkTh ln V2

V1
−NkTc ln V4

V3
. 謨謲謮謲謹謩

利用方程 謨謲謮謲謴謩謬

∆W = −Nk (Th − Tc) ln V2

V1
= − (∆QI + ∆QIII) . 謨謲謮謳謰謩

因为 Th > Tc 且 V2 > V1謬 这是一个负的量謬 即气体对外作功謮 显然謬 譃譡譲譮譯譴 发动机将热转换成功謮 现
在来计算这个发动机的效率 謨譥謞譣譩譥譮譣譹謩謮 定义效率 η 为热转换成的功与吸收的总热量之比謬

η = |∆W |∆QI
= ∆QI + ∆QIII

∆QI
= 1 + ∆QIII

∆QI
. 謨謲謮謳謱謩

将方程 謨謲謮謲謵謩 代入謬 有

η = 1− Tc
Th

= Th − Tc
Th

. 謨謲謮謳謲謩

效率随着温差 Th − Tc 的增加而增加謮 然而謬 不可避免地要释放一部分热到低温热源中謬 式 謨謲謮謳謲謩 略小
于 謱謮 所以謬即使用这个 謨理想謩发动机謬也不可能将热 ∆Qh 全部转化为功謬除非低温热源的温度 Tc = 0
謨或高温热源的温度 Th → ∞謩謮 原则上謬 没有任何一个热机有比方程 謨謲謮謲謳謩 更高的效率謮 不可能制造出
这样的发动机构成热力学第二定律的描述謮

2.3 熵熵熵与与与热热热力力力学学学第第第二二二定定定律律律

状态量熵是 譃譬譡譵譳譩譵譳 在 謱謸謵謰 年引入的謮 通过方程 謨謲謮謲謸謩 定义为温度 T 下交换的热来定义謮 因为

謕 謳謱 謕
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不可逆过程中 δQirr 总是小于可逆过程的 δQrev謬

δQirr < δQrev = TdS. 謨謲謮謳謳謩

特别地謬 对孤立系统謬 δQrev = 0謮 因此謬 一个处于热力学平衡态的孤立系统謬 其熵是常量謬 并有极值
dS = 0謮 所有的经验表明謬 这个极值是极大值謮 所有孤立系统中的不可逆过程都演化至熵增加的平衡
态謬 直至熵达到极大值謮 这已经是第二定律的一种表述方式謬 用公式简化表示为謬

第二定律謺 对于一个处于平衡态中的孤立系统謬

dS = 0, S = Smax 謨謲謮謳謴謩

成立謬 而对不可逆过程謬

dS > 0 謨謲謮謳謵謩

成立謮

不可逆过程中謬 系统努力地演化至一个新的平衡态謮 在这个过程中系统的熵在增加謬 直至达到平衡态时
的极大值謮 注意如果和外界有热交换謬 系统的熵也可能减少謮 对于孤立系统謬 δQ = 0謬 方程 謨謲謮謳謴謩 是正
确的謮 熵显然是一个广延量謮 在温度 T 交换热时謬 熵和体积相似謮 在可逆过程中可以用第一定律明确地
写出

dU = δQrev + δWrev = TdS − pdV + µdN + φdq + · · · . 謨謲謮謳謶謩

这里我们考虑了系统与环境交换的所有可能的能量形式謮 可以看到謬 熵处于广延量 (S, V,N, q, · · · ) 的
集合中謮 它们在局地定义的强度量 (T, p, µ, φ, · · · ) 影响下刻画了系统内能的改变謮 方程 謨謲謮謳謶謩 中謬 内能
是所谓自然变量 謨譮譡譴譵譲譡譬 譶譡譲譩譡譢譬譥譳謩 S, V,N, q, · · · 的函数謮 这里可以给出能够唯一确定某个态的状态
变量数目謮 只要态没有附加条件謬 这个数目正是方程 謨謲謮謳謶謩 中项的数目謮 这样的条件謬 比如可以是不同
相的共存謮 如果给定函数 U(S, V,N, q, · · · )謬 可以通过

T = ∂U

∂S

∣∣∣∣
V,N,q,···

, −p = ∂U

∂V

∣∣∣∣
S,N,q,···

, µ = ∂U

∂N

∣∣∣∣
S,V,q,···

, · · · 謨謲謮謳謷謩

来确定 T, p, µ, φ, · · · 謮 函数 U(S, V,N, · · · ) 给出一个系统的完整信息謮 因此謬 U = U(S, V,N, · · · ) 又称
为基础关系 謨警譵譮譤譡譭譥譮譴譡譬 譲譥譬譡譴譩譯譮謩10謮 方程 謨謲謮謳謷謩 即为对应的状态方程謮 强度量不是别的謬 是特性函 10 历史的原因謬 中文的教材一

般称为謐特性函数謑謬 我们将沿
用这个名称謮

数对对应广延量的偏导数謮 另一方面謬 如果已知足够数量的状态方程謬 我们能通过积分謬 确定特性函数
U(S, V,N, · · · )到某些积分常数謮 也可以将熵表示成其他广延量的函数謬 S(U, V,N, · · · )謮 特性函数表明謬
熵实际是热力学中一个新的标记謮 平衡态定义为最大熵的态謬 dS = 0謮

謕 謳謲 謕
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Example (理想气体的熵). 我们在固定粒子数的情况下謬 来确定作为 T 和 V 函数的理想气体熵謮
对于可逆过程謬 dN = 0 时謬

dU = TdS − pdV. 謨謲謮謳謸謩

利用理想气体的状态方程

U = 3
2NkT, pV = NkT,

将方程 謨謲謮謲謸謩 写成

dS = 3
2Nk

dT

T
+Nk

dV

V
.

积分得

S(T, V )− S(T0, V0) = 3
2Nk ln T

T0
+Nk ln V

V0
= Nk ln

[(
T

T0

) 3
2
(
V

V0

)]
. 謨謲謮謳謹謩

如果将 V 用 T 和 p 替换掉謬 那么

S(T, p)− S(T0, p0) = Nk ln
[(

T

T0

) 5
2
(
p0

p

)]
.

注意謬 虽然粒子数 N 出现在方程 謨謲謮謳謹謩 中謬 但对 N 的依赖关系并没有得到完全体现謮
至此謬 应该在方程 謨謲謮謳謸謩 中加入项 µdN 謬 不过必须知道函数 µ(N,V, T )謮 然而謬 能确定的是謬 熵是
广延量謬 一定正比于粒子数 N 謬 即

S(N,T, p) = Nk

{
s0(T0, p0) + ln

[(
T

T0

) 5
2
(
p0

p

)]}
, 謨謲謮謴謰謩

其中 s0(T0, p0) 是一任意参考态 (T0, p0) 的无量纲函数謮 统计方法处理时我们直接计算 s0(T0, p0)
的值謮

迄今为止謬 我们纯粹从热力学的角度来考虑熵謬 并从经验陈述了一些事实而没有作更深入的探究謮
在微观诠释下謬 熵的含义得以更明晰的体现謮

2.4 熵熵熵与与与热热热力力力学学学第第第二二二定定定律律律的的的微微微观观观诠诠诠释释释

在更深入理解纯热力学现象关系中謬 统计方法极其重要謮 我们将看到謬 第二定律在统计与表观现象
之间建立了紧密联系謮 第二定律陈述的熟知事实 謭 所有孤立的物理系统在一定的弛豫时间内收敛到一

謕 謳謳 謕
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个平衡态謬 其状态量不再发生变化謮 进一步地謬 第二定律认为謬 这个过程是不可逆的謮 一个很好的例子
是謬 将气体瞬间注入一个大的容器謬 一定时间后它将均匀地充满这个容器謮 从来没有观察到气体聚集在
容器的某个角落謬 虽然这不违背能量守恒定律謮
熵是唯一确定这个趋势的状态量謮 自发过程直至达到平衡态和熵增相联系謮 平衡态时熵取最大值

并不再变化謮 譂譯譬譴譺譭譡譮譮 謨謱謸謷謲謩 在他著名的 H謭定理11中首先证明謬 这种趋势也可以基于统计描述和力 11 读作 譅譴譡謭定理謬 H 实际上
是希腊字母的大写 η謮学謮 在数学统计中謬可以对一个随机事件赋予一个预测值謮 这个函数通常标称为不确定性函数謬记为 H謮

譂譯譬譴譺譭譡譮譮证明謬和一个任意非平衡态速度分布关联的不确定性随时间递增或至少不变謮而平衡态时的
譍譡譸護譥譬譬謭譂譯譬譴譺譭譡譮譮 速度分布具有最大的不确定性謮 类似地謬 预测粒子坐标时謬 粒子在坐标空间中的均
匀分布与最大的不确定性相关联謮 其他分布函数 謨如所有粒子聚集在容器的某个角落謩 则有更好的预见
性謮 在第 謶謮謵 节中謬 充分讨论了不确定性函数与熵的紧密关系謬 它们相互成正比謮

H謭定理的一个重要结论是謬 在充分长时间后謬 任意 謨非平衡态謩 粒子分布都将变化至 譍譡譸護譥譬譬謭
譂譯譬譴譺譭譡譮譮 分布謬 后者是唯一可能的平衡态謮 譂譯譬譴譺譭譡譮譮 时代很多知名学者认为这和经典力学中时
间反转的不变性相矛盾謮 这种不变性表明謬 如果将末态的粒子动量全部翻转謬 过程将反向进行謮 换句话
说謬 纯力学中謬 气体扩散到更大体积的过程反过来謬 即为在某一小块区域气体的聚集也是可能的謮 这个
矛盾通过统计学方面的考虑得到了解决謮
经典力学中謬 N 个粒子系统在特定时刻的运动状态由 3N 个坐标和 3N 个动量 (qν , pν) 唯一地

确定謮 集合 (qν , pν) 也称为系统的微观态謬 它当然随时间变化謮 每个微观态对应 6N 謭维相空间 謨議譨譡譳譥
譳議譡譣譥謩 上的一个点謮 让我们考察初态为 (qν(t0), pν(t0)) 的气体扩散到一个较大容器的情况謮 若真能反
转末态 (qν(tf ), pν(tf )) 的所有动量謬 以得到态 (qν(tf ),−pν(tf ))謬 扩散过程实际上被反转了謮 然而謬 从统
计的观点看謬 这是一个非常小概率的事件謮 因为只有相空间上的一个点 謨微观态謩謬 即 (qν(tf ),−pν(tf ))
能因一个精确的反转过程謮 大部分的属于特定宏观态的微观态謬 在时间反转后演变到的态是宏观上和
末态没有区别的态 謨即平衡态謩謮 统计力学的基本假设是所有总能量相同的的微观态謬 其发现的几率相
同謮 这意味着謬 态 (qν ,−pν) 只是很多有相同几率的其他微观态中的一个謮
进一步的解释如下謮 虽然系统的微观态也随时间剧烈变化謬 在宏观的平衡台中我们看到的是相同

的宏观状态量謬 如压强謬 温度謬 体积謬 等等謮 这表明謬 有很多微观态謬 对应着同一宏观状态量謮 定义 Ω 是
和一个给定宏观态 謐相容的謑 微观态的数目謮 而我们可以证明謬 均匀分布在体积 V 中的气体的可能微

观态謬 其数目謬 远远大于气体聚集在某一角落的微观态数目謮 若以体积 V 和粒子数 N 标定宏观态謬 单
个粒子的微观态数目 Ω(V ) 将正比于 V 謮 实际上謬 单个粒子的坐标和动量取值范围分别是 qν ∈ V 和
−∞ < pν < +∞謮 若坐标单元的数目正比于体积 V 謮 对于相互没有关系的 N 个粒子謬 系统微观态的数
目是每个粒子微观态数目的乘积謬即 Ω(V ) ∝ V N 謮 若考虑占据一半体积的微观态数謬则 Ω

(
V
2
)
∝
(
V
2
)N 謮

这种情况下謬 几率是原来均匀分布在整个体积的
( 1

2
)N 謮 对于宏观数量的粒子謬 量级是 譁譶譯譧譡譤譲譯 数

NA ∼ 1023謬 那么 1
21023 是一个非常小的数謮

因此謬 从第二定律我们理解的描述为 謕 将气体聚集在容器一半的空间中是不可能的 謕 统计术语上
是可能的謬 但很难发生謮 特别地謬 我们认识到謬 热力学是非常多粒子的统计力学在 N → ∞ 时的特殊结
果謮 对于不同于 1

2 的其他部分体积謬 这个结论同样成立謮
正如已经看到的謬 对应一个给定宏观态的微观状态数 Ω 和宏观态的熵非常相似謮 Ω 也大謬 对应个

謕 謳謴 謕
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宏观态的可能性越大謮 有最大微观状态数 Ωmax 的可能微观态謬 其宏观态对应于热力学平衡态謮
如果系统的粒子在开始时给定任意的坐标和动量 謨比如謬聚集在容器的一个角落謩謬在随时间演化过

程中謬 (qν , pν) 将取其他的值謬 即变为另一个可能的微观态謮 这其中謬 众多可能的微观态全部对应于唯一
的宏观态謬 即平衡态謮 因此謬 经过充分长的事件后謬 只能看到平衡态謬 其发生的几率非常接近 謱謮 特别地謬
统计学的观点认为謬 对于有限数目的粒子謬 偏离平衡态不是不可能謬 但可能性极小謮 对于一些小系统或
极端情况下的系统 謨如临界点处的气体謩謬 确实可以看到涨落 謨謝譵譣譴譵譡譴譩譯譮譳謩謬 即对平衡态的偏离謮
现在对应于某一宏观态謬 试着更进一步地建立熵与微观状态数的联系謮 对于统计上两个相互独立

的系统謬 整个系统的微观状态数 Ωtot 显然是子系统微观状态数的乘积謬 即 Ωtot = Ω1Ω2謮 而熵是广延量謬
整个系统的熵简单地是子系统熵的和謬 Stot = S! + S2謮 假定熵与 Ω 有着一一对应的关系謬 S = f(Ω)謬 数
学上满足 Stot = S1 + S2 且 Ωtot = Ω1Ω2 的函数是对数謮 因此 S ∝ ln Ω謬 这是热力学与统计力学之间的
基础联系謬 这门课程会深入进行讨论謮 特别地謬 人们认识到謬 具有最大熵的热力学平衡态对应有最大微
观状态数的态实现的态謮

图 2.4. 容器中的粒子系统模型.

图 2.5. 体积 V1 = 0.6V 中发现 K
个粒子的几率. 粒子总数 N = 20.

Example (一个简单系统的微观态). 考察体积 V 中謬 均匀地分布着处于平衡态謬 粒子数为 N 的气

体謮 想象将容器分成两部分謬 对应的体积分别是 V1 和 V2謬 粒子数分别是 N1 和 N2謬 如图 謲謮謴謮 那么
V1 + V2 = V 謬 N1 +N2 = N 謮 设 V1 = pV 謬 V2 = qV 謮 分数 p 和 q 满足 p+ q = 1謮
正如前面已经看到的謬 与体积 V 謬 粒子数 N 对应的微观状态数一定正比于 V N 謬 由二项式定理

Ωtot(N,V ) ∝ V N = (V1 + V2)N =
N∑
N1

(
N

N1

)
V N1

1 V N−N1
2 , 謨謲謮謴謱謩

这里 N −N1 = N2謮 另一方面謬 对应地謬

Ω1(N1, V1) ∝ V N1
1 , Ω2(N2, V2) ∝ V N2

2 .

方程 謨謲謮謴謱謩 因而有非常形象的含义謮 让我们考虑对应粒子数 N1 和体积 V1 的宏观态謮 显然有
从总的 N 个粒子中选择 N1 个謬 有

(
N
N1

)
种可能的选择謬 对应的微观态数正比于 V N1

1 謬 剩下的
N2 = N −N1 个粒子在体积 V2 中謬 微观态数目正比于 V N2

2 謮 求和式中的每一项对应的是体积 V1

中有 N1 个粒子的总微观态数目謮 把体积 V1 中所有可能数目粒子的微观态数加起来謬 即为总的可
能微观态数謮 因而謬 表达式

Ω(V1, V2,K,N) =
(
N

K

)
V K

1 V N−K
2

可以理解为 K 个粒子在体积 V1 中謬 N −K 个粒子在体积 V2 中的微观状态数謮 进一步地謬

pK = Ω(V1, V2,K,N)
Ωtot(V,N) = 1

V N

(
N

K

)
(pV )K (qV )N−K =

(
N

K

)
pKqN−K 謨謲謮謴謲謩
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郑
惠
南
热
力
学
与
统
计
物
理

理解为謬 K 个粒子处于想象中的体积 V1 中謬 N −K 个粒子处于体积 V2 中的可能几率謮 现在通过
方程 謨謲謮謴謲謩来求体积 V1 中的平均粒子数謬 这个数定义为

〈K〉 =
N∑
K=0

pKK =
N∑
K=0

(
N

K

)
KpKqN−K . 謨謲謮謴謳謩

利用 KpK = p∂p
K

∂p
謬

〈K〉 = p
∂

∂p

N∑
K=0

(
N

K

)
pKqN−K = p

∂

∂p
(p+ q)N = Np(p+ q)N−1.

而 p+ q = 1謬 我们有 〈K〉 = Np謬 或者 〈K〉
N

= V1
V

謮 在想象中的体积 V1 中的粒子平均数目占比等于
V1
V

謮 这很显然謬 因为平衡态对应于粒子在空间的均匀分布謮 再计算这个值附近的涨落 謨謝譵譣譴譵譡譴譩譯譮
譡譲譯譵譮譤 譴譨譩譳 譶譡譬譵譥謩謬 并求值偏离 〈K〉 = Np的几率謮几率 pK作为 K 的函数謬 简单地画在图 謲謮謵中謮
均方差用于衡量这种偏差謬 它定义为

〈
(∆K)2

〉
=
〈

(K − 〈K〉)2
〉

=
N∑
K=0

pK (K − 〈K〉)2 =
N∑
K=0

pKK
2 − 〈K〉2 謨謲謮謴謴謩

这里用到了

N∑
K=0

2pKK 〈K〉 = 2 〈K〉2 , 和
N∑
K=0

pK = 1.

和方程 謨謲謮謴謳謩 的计算类似謬 利用

K2pK =
(
p
∂

∂p

)2

pK ,

我们有

〈
(∆K)2

〉
=
(
p
∂

∂p

)2

(p+ q)N − (pN)2 = p
∂

∂p

[
pN(p+ q)N−1]− (pN)2

= p
[
N(p+ q)N−1 + pN(N − 1)(p+ q)N−2]− (pN)2,

代入 p+ q = 1謬 最后得〈
(∆K)2

〉
= Npq.

謕 謳謶 謕
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这意味着謬 分布的宽度謬 表示为
√〈

(∆K)2
〉
正比于

√
N 謮 相对宽度 謨譲譥譬譡譴譩譶譥 護譩譤譴譨謩謬 即相比于体

积 V1 中平均粒子数的宽度√〈
(∆K)2

〉
〈K〉

=
√
Npq

Np
=
√
q

p

1√
N

表示了相对 謨平均謩 粒子数的涨落謮 这个涨落与 N
1
2 成反比謬 对于量级是 NA 粒子数的宏观系统来

说非常小謮 因此宏观涨落謬 即所有粒子都突然在 V1 中的可能性謬 几乎没有謮 然而謬 非常小空间尺度
的小涨落还是很自然的謮 取 p→ 0謬 涨落无疑会很大謮 这对应于謬 比如气体在适当的微观尺度 謨10−8

謕 10−10譭謩中的局地密度涨落謮 已经提到过謬 在特殊的环境下可以观测到这些涨落謮 例如謬 气体在
临界点附近的密度涨落特别大謮 可以通过在气体中散射光的变化 譛临界乳光 謨譣譲譩譴譩譣譡譬 譯議譡譬譥譳譣譥譮譣譥謩譝
进行观测謮 没有统计学观点的帮助謬很难理解这种现象謮

在前面的陈述中謬 我们假设对应于宏观态的所有可能微观态 (qν , pν) 謐地位相等 謨譥譱譵譡譬 譲譩譧譨譴譳謩謑謬 即
等几率謮 孤立系统中謬 宏观态的性质决定于系统的总能量謬 粒子数和体积謮 我们计算与 E謬 N 和 V 值相

符的所有微观态的数目 Ω謮 当然謬 这些微观态可能不具有相等的几率謮

图 2.6. 系统的初态模型.

Example. 想象一个盒状容器謬 在 t0 时刻謬 所有的气体粒子处于 P 点附近謬 并有平行的动量謬 如图
謲謮謶謮 显然謬 这是一个远离平衡态的微观态謮 如果环境条件和过程都是理想的謬 每个粒子与墙的碰撞
是弹性的謬 粒子之间没有相互影响謬 系统将永远不会到达平衡态謮 这可能意味着不能假设这个系统
的所有微观态是等几率的謮 更深入的思考表明这是一个过于理想化的系统謮 基本的反对意见在于謬
量子力学的不确定性原理原则上不允许有这样的一个初态謮 即使在经典力学的框架里謬 有这种可
能的初态謬 实际上也没有理想的墙面与无相互作用的质点粒子謬 真实墙面的微观结构已足以在很
短的时间内干扰粒子謬 使其均匀地分布在整个容器中謬 更不用提粒子与墙面的热运动謬 以及粒子之
间的相互作用謮 更有甚者謬 初始状态的不确定性謬 也导致这样的粒子束会散开来謮

不论如何謬 我们看到謬 所有相容的微观态具有相同的几率是一个假设謮 只能用其结论的实验验证是
否有效謮 迄今为止謬 还未有实验推翻这个假设謮 同样地謬 通过已有的例子謬 现在来说明另一个统计力学的
基础问题謮 已经说过謬 时刻 t0 处于非平衡态的一个系统謬 在一定的弛豫时间内謬 很大地可能变化到属于
宏观平衡态对应的微观态 (qν(t), pν(t))謬 因为这种微观态的数目远远大于其他态的数目謮 当然謬 在这里
我们预设在随时间演化的过程中謬 系统经历的态至少非常接近与平衡态相容的每个微观态 (qν , pν)謮 可
能 謨即使近似也謩 不可能到达这样的态謮 甚至不应该把它们计入微观态数目的计算中謮 课程的第 證證 部分
中我们将再来讨论这个问题謮
总结地说謬 对每一个宏观平衡态謬 都可能有非常多数目的微观态实现謮 事实是经过一段时间后处

于平衡态的孤立系统謬 若进行回溯謬 其经历的对应于平衡态的微观态謬 远多于对应于非平衡态的微观态謮
因此可以理解系统达到最大熵的努力謬 也对应于向最可几状态的转变謬 即进入到有最大微观态数目实现
可能性的态謮 特别地謬 当宏观态给定时謬 熵衡量着系统微观态的数目謮

謕 謳謷 謕
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和第一定律类似謬 这里列出第二定律的几种陈述

譩謮 不存在第二类永动机謮 第二类永动机指的是冷切一个低温热源同时作功的发动机謮 因此它是一个
能将热 謱謰謰謥 转换成功的发动机謮

譩譩謮 每个孤立的宏观系统处于最可几的态謬 即由有最大微观态数目的态实现可能性标识的态謮

现在将第一和第二定律应用于处于平衡态的孤立系统謬 得到一些关于态变量 T, p, µ, φ, · · · 的结论謮
一个完全孤立的系统謮 以态变量 S, V,N, · · · 来表示这个系统謬 内能 U 是这些变量的函数謮 因

为系统是孤立的謬 这些变量都是常量謮 没有与外界交换功和热謮 想象将这个系统分割成两部分謬 两部分
相互之间可以交换所有形式的功和热謮 这两部分的状态变量以角标 i = 1, 2 标识謬 它们不是常量謮 如图
謲謮謷謮 那么成立

图 2.7. 系统分割成两个部分.

U1 + U2 = U = 譣譯譮譳譴謮, S1 + S2 = S = 譣譯譮譳譴謮,
V1 + V2 = V = 譣譯譮譳譴謮, N1 +N2 = N = 譣譯譮譳譴謮,

... 謨謲謮謴謵謩

对子系统应用第一定律謬

dU1 = T1dS1 − p1dV1 + µ1dN1 + · · · ,
dU2 = T2dS2 − p2dV2 + µ2dN2 + · · · . 謨謲謮謴謶謩

而由方程 謨謲謮謴謵謩謬可以得到 dU1+dU2 = 0謮 将 謨謲謮謴謶謩的两式加在一起謬并利用 dS1 = −dS2謬 dV1 = −dV2謬
等等謬

0 = (T1 − T2) dS1 − (p1 − p2) dV1 + (µ1 − µ2) dN1 + · · · . 謨謲謮謴謷謩

而子系统 謱 的变量 S1, V1, N1, · · · 的变化并没有限制謬 这要求方程 謨謲謮謴謷謩 只能在

T1 = T2, p1 = p2, µ1 = µ2, , · · · 謨謲謮謴謸謩

时成立謮 这些即为热力学平衡态的必要条件謮 而想象中系统的分解是随意的謬 我们可以得到结论謬 若一
个孤立系统处于平衡态謬 那么它的温度謬 压强謬 化学势謬 等等謬 处处相等謮 如果有一个真实的墙分隔开子
系统謬 使得其体积和粒子数不能改变謬 即 dN1 = 0謬 dV1 = 0謬 等等謬 那么只有条件

T1 = T2 謨謲謮謴謹謩

得以保留謮 方程 謨謲謮謴謸謩 中的条件可以分开或结合着使用謬 比如渗透的隔板謬 某些特定的状态变量允许改
变謮 我们在说謬 热平衡謬 力平衡謬 化学平衡謬 等等謮 若孤立系统不处于平衡态謬 即 T1 6= T2謬 p1 6= p2謬 等等謬
对于不同的变量 T, p, µ, · · · 謬 系统达到平衡态的时间一般说来是不同的謮 可能系统已经非常接近热平衡

謕 謳謸 謕
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态 謨T1 = T2謩謬 但远没有达到化学平衡謮 大多数情况下謬 力平衡 謨压强平衡謩 最快謬 然后是热平衡謮 化学平
衡的快慢取决于化学反应的速度謮

2.5 全全全局局局与与与局局局地地地热热热平平平衡衡衡

若系统处于热力学平衡态謬 即温度謬 压强謬 化学势謬 等等謬 处处相等謬 说的是全局平衡謮 然而謬 强度量
并不局限于定义这样个平衡态謮 如果将系统分成很多的小部分謬 每部分仍含有大量的粒子謬 它们自身也
謨近似地謩 处于热力学平衡态中謬 这些子系统同样能用热力学状态量描述謮 然而謬 这些状态量在系统之间
是变化着的謮 之间的温差謬 压强差和净化学势引起热流謬 体积变化謬 和粒子流謮 这些流驱动孤立系统随时
间演化到全局平衡态謮 为了能用热力学状态量描述这些子系统謬 非常重要的是它们含有足够多的粒子
以使统计方法合理謮 另一方面謬 若子系统中 謨强度謩 状态量保持常值謬 并在子系统之间的变化量很小謬 则
可以用全局平衡态来描述这些子系统 謨虽然它们实际上不处于全局平衡謩謮 比如謬 重离子反应 譛核謭核碰
撞 謨譮譵譣譬譥譵譳謭譮譵譣譬譥譵譳 譣譯譬譬譩譳譩譯譮譳謩譝 中謬 在给定时刻相互碰撞的核物质团謬 其各部分有着不同的密度謬 温度
和粒子数謬 等等謮 可以假设每一部分都近似处于 謨局地謩 平衡謮 恒星的情况类似謮 而局地势能差謬 以及它
们引起的传输现象已超出了本课程内容的范畴謮

2.6 热热热力力力学学学发发发动动动机机机

可循环的热机 謨譨譥譡譴 譥譮譧譩譮譥謩在技术领域扮演着重要的角色謮 生活中很大一部分的的能量是有这样
的发动机生产的謬 比如 謨核謩 电站謬 或内燃机 謨譣譯譭譢譵譳譴譩譯譮 譥譮譧譩譮譥謩謮 原因在于热是最容易通过化学或核
反应生产出来的謮 作为比较謬 从自然资源中直接提取功謬 比如水力发电站謬 潮汐发电站謬 风能謬 太阳能转
成电能 譛原电池 謨譧譡譬譶譡譮譩譣 譥譬譥譭譥譮譴譳謩謬 燃料电池 謨警譵譥譬 譣譥譬譬譳謩譝謬 要困难得多謮 这也证实经验中作为统计分布
的热总在产生謮 热力学第二定律的经验总结表明謬 可逆过程功最小謬 热最大謬 即

δWirr > δWrev = −pdV, δQirr < δQrev = TdS. 謨謲謮謵謰謩

对于理想气体的可逆与不可逆膨胀过程謬 我们已经明确验证的方程 謨謲謮謵謰謩 的第一个不等式謮 如果气体
膨胀进入真空中謬 那么不作功謬 δWirr = 0謬 如果气体可逆地膨胀 謨总是与外力保持平衡謩謬 那么作功为
δWrev = −pdV 謮 因为 dV > 0謬 δWirr = 0 > δWrev = −pdV 謮 另一方面謬 反过来的可逆压缩过程中謬
δWrev = −pdV > 0謮 而对于不可逆压缩謬 比如突然推动活塞以压缩容器中的气体謬 部分的功将引起湍流
从而转换成无序 謨动謩 能謬 即热謮 再次有 δWirr > δWrev = −pdV > 0 謨dV < 0謩謮
很容易理解方程 謨謲謮謵謰謩 中的第二个不等式謮 简单起见謬 假设 謨处于平衡态的謩 理想气体的温度在

可逆或不可逆膨胀后与初态一样謮 因为理想气体的内能只依赖于温度謬 那么 dU = 0謮 第一定律给出
dU = δW + δQ = 0謮 膨胀过程系统提取热以对外作功謬 不管是可逆还是不可逆过程謬 δW ≤ 0謮 然而謬
不可逆过程 δWirr = 0謬 因此 δQirr = 0謮 而可逆过程 δWrev = −pdV < 0謬 δQrev = −δWrev > 0謮 因此
δQirr < δQrev謮 反过来謬 等温压缩同样地有 δWirr > δWrev > 0謬 和可逆过程比较謬 不可逆压缩有部分功
转变成了热并辐射消耗掉謬 从而 δQirr < δQrev < 0謮

謕 謳謹 謕



郑
惠
南
热
力
学
与
统
计
物
理

现在来考察一个发动机謬 一个循环后工作物质回到初始状态謮 由第一定律∮
dU = 0 謨謲謮謵謱謩

且

0 = ∆Wrev + ∆Qrev = ∆Wirr + ∆Qirr. 謨謲謮謵謲謩

在所有可能的循环中謬可逆过程中謬系统对外输出最大的有用功 謨譵譴譩譬譩譺譡譢譬譥 護譯譲譫謩謬在相同的热量交
换条件下外界对系统作的功最小謮 通过工作于可逆过程的发动机能实现热转换成功的最大效率謮 正如
已经提到过的謬 现实中不存在理想情况的可逆过程謬 这要求过程极其缓慢謮
现在来计算一般可逆循环的效率謮 到此为此謬 图 謲謮謸 给出热机基本部分的示意謮 每个热机需要一个

图 2.8. 热机.

高温热源 謨T = Th謩 以从中提取热量和一个低温热源 謨T = Tc謩 来吸收工作过程释放出的废热 謨以冷切
热机謩謮 用单一热源工作的热机无法在循环过程中产生有用功謮 由第一定律謬

0 = ∆W + ∆Qh + ∆Qc. 謨謲謮謵謳謩

已经定义过效率 η = |∆W |
∆Qh 謬 它告诉我们热量 ∆Qh 有多少转换成了功 謨∆W < 0謬 ∆Qh > 0謬 ∆Qc < 0謩謬

ηirr < ηrev = −∆W
∆Qh

= ∆Qh + ∆Qc

∆Qh

. 謨謲謮謵謴謩

若所有的热机以可逆过程工作謬 那么

∆Qh = ThdS, ∆Qc = TcdS. 謨謲謮謵謵謩

dS 是有明确定义循环中每一小步的熵变謮 注意到这里 dS 6= 0謬 虽然只涉及平衡态謮 原因是发动机 謨工
作物质謩 不是一个孤立系统謡 方程 謨謲謮謵謵謩 的符号对应于图 謲謮謸 中给出的方向謮 因为 ∆W < 0 謨系统对外
做功謩謬

η = |∆W |∆Qh

= Th − Tc
Th

. 謨謲謮謵謶謩

η ≤ 1謮 避免废热的唯一办法是低温热源的温度 Tc = 0謮 另一方面謬 由方程 謨謲謮謵謶謩謬 不仅高温热源 謨比如
燃烧的火焰謩 的温度謬 謨废热释放到的謩 低温热源的温度起重要作用謮 方程 謨謲謮謵謶謩 总是成立的謬 不依赖于
工作物质和实现发动机的技术謮 如果存在两个具有不同效率的发动机謬 就可以制造出一个第二类永动
机謮
将两个过程以图 謲謮謹 所示的方式相连接謬 其中发动机 A 以反向循环工作謬 即热泵从低温热源吸收

图 2.9. 第二类永动机.

热量 QcA 并输出功 WA謬 释放热量 QhA 到高温热源謮 这个功 WA 由假设有更高效率的过程 B 产出謬 那

謕 謴謰 謕
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么存在一个功的余量 WB −WA謬 由假设謬 ηB > ηA謬 那么

WA = ηAQhA, WB = ηBQhB, QcA = QhA −WA, QcB = QhB −WB. 謨謲謮謵謷謩

调节发动机使得 QhA = QhB = Qh謬 那么在很长时间内高温热源将没有任何变化謮

QcA = (1− ηA)Qh > QcB = (1− ηB)Qh. 謨謲謮謵謸謩

因此謬 有

∆Qc = QcA −QcB = (ηB − ηA)Qh 謨謲謮謵謹謩

被有效地从低温热源提取出来謮 发动机输出功

WB −WA = (ηB − ηA)Qh 謨謲謮謶謰謩

同时冷切低温热源謮 这正是第二类永动机謬 它只冷切一个热源并一直作功謮 徒劳制造出这样这种发动机
一直持续了几个世纪謬 它不违背第一定律但违背了熵定律謮 至此认识到 ∆QC = WB −WA = 0謬 或者謬
对于工作在 Th 和 Tc 热源的所有可逆过程

ηA = ηB = Th − Tc
Th

謨謲謮謶謱謩

让我们考察一些不同过程的工作图象謮 图 謲謮謱謰 中展示的 譃譡譲譮譯譴 过程的 pV 图和 TS 图謮 一个循
环输出的功对应于画有阴影线的面积

图 2.10. 两种发动机的工作图.

∆W = −
∮
pdV =

∮
TdS. 謨謲謮謶謲謩

它精确地等于热量 ∆Qh = Th∆S 与 ∆Qc = Tc∆S 之差 謨图中交错阴影先标记的区域謩謮 真实的过程謬
或多或少偏离这一图像謮 比如 譏譴譴譯 謨奥托謩謭循环发动机謮 工作物质不在理想情况下謬 大多数的过程完全
不可逆謮 此外謬 这样的发动机工作物质只有一个循环謮 实际的发动机中由于不可逆謬 过程不可能总是处
于平衡态謬 会伴有强烈的湍流和压强梯度 謨特别在内燃机中謩謬 所以示意图描述的只是一个平均特性 謨如
平均温度謬 压强謬 等等謩謮
理解 譏譴譴譯謭循环发动机的示意图时謬 应该注意到两次的活塞循环对应于一个工作循环 譛上静点 謨譵議

譤譥譡譤 譣譥譮譴譥譲謩謬 进气冲程 謨譩譮譴譡譫譥 譳譴譲譯譫譥謩謬 下静点 謨譬譯護譥譲 譤譥譡譤 譣譥譮譴譥譲謩謬 压缩 謨譣譯譭議譲譥譳譳譩譯譮謩謬 上静点謬 点火
謨譩譧譮譩譴譩譯譮謩謬 作功 謨議譥譲警譯譲譭譩譮譧 譯警 護譯譲譫謩謬 下静点謬 废气排放 謨譥譭譩譳譳譩譯譮 譯警 譥譸譨譡譵譳譴謩謬 上静点譝1謬 如图 謲謮謱謱謮

图 2.11. 进气冲程.

1工作原理的动画可以参考抖音视频 https://v.douyin.com/kYMUrox/.

謕 謴謱 謕
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Example (混合物的温度). 计算含有两个子系统 A 与 B 的系统达到最终平衡态时温度 Tf 的可

能范围謮 A 与 B 的初始温度是 TA 与 TB謬 热容量是 CA 与 CB 謨不依赖于温度謩謮 考虑两个极限过
程謬 完全不可逆 謨∆W = 0謩 和完全可逆 謨∆Wmax謩 过程謮 计算可以从中提取的最大机械功以及系
统的熵变謮

Solution. 对于完全不可逆过程謬 ∆W = 0謬 dU = δQA + δQB = 0謮 子系统温度的变化和交换的
热相联系謬

δQA = CAdTA, δQB = CBdTB, δQA = −δQB.

最终温度 Tf 满足关系∫ Tf

TA

CAdTA = −
∫ TF

TB

CBdTB.

因为 CA 与 CB 不依赖于温度謬 那么

CA(TF − TA) = −CB(TF − TB),

或

Tf = CATA + CBTB
CA + CB

.

这是经历不可逆过程后的 謐混合物温度謑謬 比如两种不同温度的液体倒在一起謮 熵变为

∆SA =
∫ Tf

TA

δQA
T

=
∫ Tf

TA

CAdT

T
= CA ln Tf

TA
, ∆SB = CB ln Tf

TB
.

可以注意到 ∆SA 和 ∆SB 的值互为相反符号謬 然而总熵变

∆Stot = ∆SA + ∆SB = CA ln Tf
TA

+ CB ln Tf
TB
≥ 0.

对于完全可逆过程謬 相当于有一个工作于 A 与 B 之间的发动机謬

∆S = ∆SA + ∆SB = 0, 即 dS = ∆QA

TA
+ δQB

TB
= 0.

积分 ∫ Tf

TA

CAdT

T
+
∫ Tf

TB

CBdT

T
= 0

謕 謴謲 謕
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可得

CA ln Tf
TA

+ CB ln Tf
TB

= 0, 即

(
Tf
TA

)CA ( Tf
TB

)CB
= 1.

最后有

Tf = T
CA

CA+CB
A T

CB
CA+CB
B = CA+CB

√
TCAA TCBB .

T rev
f < T irr

f 总是成立的謮 可逆过程热机的功

∆W = ∆U = CA(Tf − TA) + CB(Tf − TB).

Example (室内取暖器). 当外面的温度为 0◦譃 时要维持室内的温度在 21◦譃謮 分别就使用

譩謮 电 謨謱謰謰謥 效率謩

譩譩謮 工作于热源 T1 与 T2 之间的热泵謬 其能量损失率为 ε謮

情况下计算成本謮

图 2.12. 热泵能流示意.

Solution. 由题謬 设 Q3 时单位时间从室内流失到环境中的热量謮 那么热流量 Q3 正比于温差

T2 − T1 謨T2 > T1謩謬 即

Q3 = γ(T2 − T1).

这里系数 γ 依赖于房屋的隔热性能謬 是众所周知的散热系数 謨譨譥譡譴 譥譭譩譳譳譩譯譮 譣譯譥謞譣譩譥譮譴謩謮

譩謮 对于电取暖器謬 提供的动力正好 謱謰謰謥 地补偿散发的热量 Q3謬 因此

W el = γ(T2 − T1).

譩譩謮 对于热泵謬 以工作物质为系统为参照謬 设 Q1 是与室外交换的单位时间热量 謨Q1 > 0謬 从室外
提取热謩謬 单位时间的有用功 W 謨> 0謬 动力对热泵作功謩謬 与室内交换的单位时间热量为 Q2

謨< 0謬 释放热到室内謩謮 由第一定律謬

W +Q1 +Q2 = 0, 謨謲謮謶謳謩

而 Q2 < 0謬 那么 |Q2| = W +Q1謮 图 謲謮謱謲 给出了能流方向謮 对于可逆热泵謬

Q2

T2
+ Q1

T1
= 0, 或 Q1 = −Q2

T1

T2
.

謕 謴謳 謕
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由方程 謨謲謮謶謳謩謬

W +Q2

(
1− T1

T2

)
= 0. 謨謲謮謶謴謩

若室内外温度相同謬 无需对热泵作功謮 当 T1 < T2 时謬 作的功由方程 謨謲謮謶謴謩 给出謮 稳态时謬 Q2

正好补偿流失的 Q3謬 即 Q2 = −Q3謬 从而

W = −Q2

(
1− T1

T2

)
= Q3

(
1− T1

T2

)
= γ (T2 − T1)

(
1− T1

T2

)
.

计入热泵效率謬 动力作功 Weff 的损失率为 ε謬 那么

W = Weff(1− ε) = γ (T2 − T1)
(

1− T1

T2

)
,

因此对于热泵謬 单位时间需作功

W hp
eff = γ

T2 − T1

1− ε

(
1− T1

T2

)
.

两者取暖设备的关系为

W hp
eff

W el = 1
1− ε

(
1− T1

T2

)
. 謨謲謮謶謵謩

可以看到謬 室内外温差较小时謬 两者相比謬 热泵的盈利性更好謮 然而温差小意味着Q3 也小謬 方程
謨謲謮謶謵謩 的意义不明朗謮 计算差

W el −W hp
eff = γ (T2 − T1)

[
1− 1

1− ε

(
1− T1

T2

)]
更为合适謮 对于隔热性能良好的房屋謬 γ = 0謬 一旦室温达到要求謬 无论哪种取暖方式謬 都无需再提
供更多的热了謮 一般情况下謬 由题所给条件謬

1− T1

T2
≈ 0.07

一个损耗率为 謹謳謥 的热泵謬 在稳定工作状态下和电暖气的成本相当謮 低于 謹謳謥 损耗率的热泵则
比电暖器的使用成本低謮

2.7 Euler (欧欧欧拉拉拉) 与与与 Gibbs-Duhem (都都都亨亨亨) 关关关系系系
对于普遍的系统可逆状态变化謬从第一定律出发謬设系统含K 个粒子成分 謨譳議譥譣譩譥譳謩 譛化合物 謨譣譨譥譭謭

謕 謴謴 謕
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譩譣譡譬 譣譯譭議譯譮譥譮譴譳謩譝謬 每种当然有各自的粒子数和化学势謮 那么

dU = TdS − pdV +
K∑
i=1

µidµi. 謨謲謮謶謶謩

若有其他形式的功交换謬 如电或磁能謬 也要加进上式謮 因此謬 广延的内能 U 被理解为广延状态变量

S, V,N1, · · · , NK 的函数謮 一般地謬 广延状态变量正比系统的尺寸謮 换句话说謬 如果所有的广延状态变量
翻倍謬 所有其他的广延量也将翻倍謮 特别地謬 对于内能意味着

U(αS, αV, αN1, · · · , αNk) = αU(S, V,N1, · · · , NK), 謨謲謮謶謷謩

这里 α 是放大因子謮 称有这种性质的函数为一阶齐次函数 謨譨譯譭譯譧譥譮譥譯譵譳 警譵譮譣譴譩譯譮譳 譯警 謜譲譳譴 譯譲譤譥譲謩謮 所
有广延变量都是其他广延变量的一阶齐次函数謮 另一方面謬 强度变量是广延变量的零阶齐次函数謬

T (αS, αV, αN1, · · · , αNK) = T (S, V,N1, · · · , NK). 謨謲謮謶謸謩

方程 謨謲謮謶謷謩 有着更进一步的结论謮 考虑系统增加了一个无穷小的尺度謬 α = 1 + ε 謨ε � 1謩謮 譔譡譹譬譯譲 謨泰
勒謩 展开方程等号左边的项謬

U [(1 + ε)S, · · · ] = U + εS
∂U

∂S
+ εV

∂U

∂V
+ εN1

∂U

∂N1
+ · · ·+ εNK

∂U

∂NK

. 謨謲謮謶謹謩

代回方程 謨謲謮謶謷謩謬 而由方程 謨謲謮謶謶謩

T = ∂U

∂S
, −p = ∂U

∂V
, µ1 = ∂U

∂N1
, · · · , µK = ∂U

∂NK

, 謨謲謮謷謰謩

可得

U [(1 + ε)S, · · · ] = U + εU = U + ε

(
TS − pV +

∑
i

µiNi

)
謨謲謮謷謱謩

即 譅譵譬譥譲 方程

U = TS − pV +
∑
i

µiNi 謨謲謮謷謲謩

是有效的謮 换句话说謬 根据由方程 謨謲謮謶謷謩謬 方程 謨謲謮謶謶謩 可积謮 考虑 譅譵譬譥譲 方程的全微分謬

dU = TdS − pdV +
∑
i

µidNi + SdT − V dp+
∑
i

Nidµi. 謨謲謮謷謳謩

謕 謴謵 謕
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与方程 謨謲謮謶謶謩 比较謬 显然要求条件

0 = SdT − V dp+
∑
i

Nidµi 謨謲謮謷謴謩

总是成立的 謨如果需要加上其他的附加项謩謮 方程 謨謲謮謷謴謩 称为 譇譩譢譢譳謭譄譵譨譥譭 关系謮 它表明与广延量
S, V,N1, · · · , Nk 共轭的强度量 T, p, µ1, · · · , µK 不全是相互独立的謮 原则上容易理解謬 比如 謳 个态变
量謬 S謬 V 謬 N 謬 只能有 謲 个独立的强度量謬 例如 S

N
和 V

N
謮 所有其他的组合都能这样表示謮 方程 謨謲謮謷謴謩 中

S, V,N1, · · · , NK 是变量 T, p, µ1, · · · , µK 的函数謬 而通过这个方程可以消去一个变量謮

图 2.13. 积分路径.

Example (理想气体的化学势). 由 譇譩譢譢譳謭譄譵譨譥譭关系 謨謲謮謷謴謩我们能计算理想气体的化学势謬 作为
T 和 p 的函数謮 对于单组分謬 譇譩譢譢譳謭譄譵譨譥譭 关系写为

0 = SdT − V dp+Ndµ.

或

dµ(T, p) = −S(T, p)
N

dT + V (T, p)
N

dp.

代入方程 謨謲謮謴謰謩 的 S(T, p) 和 V (T, p) = NkT
p

謬

dµ(T, p) = −
{
s0k + k ln

[(
T

T0

) 5
2
(
p0

p

)]}
dT + kT

dp

p
. 謨謲謮謷謵謩

µ 是一个状态量謬 方程 謨謲謮謷謵謩 可以沿任意路径从 (T0, p0) 积到 (T, p)謮 选择如图 謲謮謱謳 所示的路线謬

µ(T, p)− µ(T0, p0) = −
∫ T

T0

(
s0k + 5

2k ln T

T0

)
dT + kT

∫ p

p0

dp

p
. 謨謲謮謷謶謩

结果为

µ(T, p) = µ(T0, p0)− s0k(T − T0)− 5
2kT ln T

T0
+ 5

2k(T − T0) + kT ln p

p0

= µ(T0, p0)− kT ln
[(

T

T0

) 5
2
(
p0

p

)]
+
(5

2 − s0

)
k(T − T0). 謨謲謮謷謷謩

热力学中常有的结果謬 化学势确定到与初态的差值謮 化学式主要依赖于和 kT 成正比的粒子平均

动能謮 由方程 謨謲謮謷謷謩謬 无论处于温度 T 謬 压强 p 的理想气体系统中已有多少粒子謬 为向其中加入一
个粒子謬 需要能量 µ(T, p)謮

謕 謴謶 謕
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Example (理想气体的 Euler 方程). 证明謬 对于理想气体謬 譅譵譬譥譲 方程

U = TS − pV + µN 謨謲謮謷謸謩

成立謬 只要参考点处的化学势和熵 µ(T0, p0) 和 s(T0, p0)謬 这些附加的謬 未确定的常量满足一定的
关系謮

Solution. 先写出一些已知结果

U = 3
2kT,

TS = NkT0 +NkT ln
[(

T

T0

) 5
2
(
p0

p

)]
,

pV = NkT,

Nµ = Nµ0 +
(5

2 − s0

)
Nk(T − T0)−NkT ln

[(
T

T0

) 5
2 p0

p

]
.

方程 謨謲謮謷謸謩 化为

3
2NkT = NkTs0 +NkT ln

[(
T

T0

) 5
2 p0

p

]
−NkT +Nµ0

+ 5
2Nk(T − T0)− s0Nk(T − T0)−NkT ln

[(
T

T0

) 5
2 p0

p

]
.

整理后得到

µ0 =
(5

2 − s0

)
kT0. 謨謲謮謷謹謩

这个方程不再依赖于 T 和 p謮 满足方程 謨謲謮謷謹謩 的附加常数使理想气体的 譅譵譬譥譲 方程总是有效謮 而
初态 (T0, p0) 是任选的謬 将方程 謨謲謮謷謹謩 代入 謨謲謮謷謷謩謬 可以得到一个理想气体化学势的更紧凑表达式

µ(T, p) = kT

{
µ0

kT0
− ln

[(
T

T0

) 5
2
(
p0

p

)]}
.

謕 謴謷 謕
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3 相相相变变变和和和化化化学学学反反反应应应

3.1 Gibbs 相相相律律律
现在回到确定一个系统需要多少个状态变量的重要问题来謮 我们从一个含 K 种成分謬 P 个相 謨固

相謬 液相謬 气相謬 等等謩 的孤立系统开始謮 每个相可以理解为整个系统的一个子系统从而使用第一定律謮
用带括弧的上角标表示相位謬 对于态的可逆变化謬 有

dU (i) = T (i)dS(i) − p(i)dV (i) +
K∑
l=1

µ
(i)
l dN

(i)
l , i = 1, 2, · · · , P. 謨謳謮謱謩

若诸如电或磁效应存在謬 可以有其他附加项謮 方程 謨謳謮謱謩 具有足够的普遍性謮 可以看到謬 U (i) 作为态变量

S(i), V (i), N
(i)
1 , · · · , N (i)

K 的函数謬 依赖于 K + 2 个变量12謬 总共依赖于 P (K + 2) 个广延量謮 若系统处于 12 若还有其他项謬 这个数要大
一些謮热力学平衡态謬 我们有附加条件 謨謲謮謴謵謩謭謨謲謮謴謸謩謬

T (1) = T (2) = · · · = T (P ) (热平衡),
p(1) = p(2) = · · · = p(P ) (力平衡),

µ
(1)
l = µ

(2)
l = · · · = µ

(P )
l , l = 1, 2, · · · ,K (化学平衡或相平衡). 謨謳謮謲謩

共有 (P − 1)(K + 2) 个方程謮 这些限制使得我们只需要

(K + 2)P − (K + 2)(P − 1) = K + 2 謨謳謮謳謩

个广延量来确定处于平衡态的整个系统謮 我们看到謬 这个数不依赖于相的数目謮 若考虑用 P 个广延量

謨比如 V (i)謬 i = 1, · · · , P 謩 来标志每个相的尺寸謬 那么还需要

F = K + 2− P 謨謳謮謴謩

个强度量謮 方程 謨謳謮謴謩 以 譇譩譢譢譳 命名謬 称为 譇譩譢譢譳 相律 謨譇譩譢譢譳謧 議譨譳譥 譲譵譬譥謩謮 作为单组分系统的例子謬 考
虑一个只含蒸气的封闭容器謮 K = 1謬 需要 謳 謨= 1 + 2謩 个广延量謬 如 S謬 V 和 N 謬 以完全描述系统謮 其中
之一謬 如体积 V 确定了系统的尺寸謬 只需再用 F = 2 謨= 1 + 2− 1謩 个强度量謬 如温度和压强謬 就足以描
述这个系统謮 U

V
謬 S
V

謬 N
V

謬 等等是确定了的謬 给定 V 即可得到所有的广延量謮
若容器中同时存在液相和气相并且处于平衡謬 那么只需 F = 1 謨= 1 + 2 − 2謩 个强度量謬 如温度謮

蒸气压自动地取平衡态的值謮 所有其他强度量都是确定了的謮 此外若描述广延量謬 需要知道每个相的一
个广延量謬 如体积 V li 和 V v謬 它们确定相各自的尺寸謮

最后謬 若容器中含气謬 液謬 固三相并处于平衡謬 那么 F = 0 = 1 + 2− 3謮 这意味着所有的强度量是固
定下来的 謕 温度和压强取确定的值謮 只有相的尺寸謬 如 V li謬 V s 和 V v 可变謮 这个点称为系统的三相点
謨譴譲譩議譬譥 議譯譩譮譴謩謮 若系统含有多种成分 謨如空气和水謩謬 或者方程 謨謳謮謱謩 含有更多的项謬 这些论述仍然成立謬

謕 謴謸 謕
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只是取一个大一些的 K 值謮
若系统含有多种粒子成分 謨化合物謩謬粒子间可能发生常会化学反应謬将某种组分转变成另外一种组

分謮 常常应常用有效的化学中反应方程式謬 如

2 H2 + O2 −−⇀↽−− 2 H2O. 謨謳謮謵謩

普遍的反应方程式写成

a1A1 + a2A2 + · · · −−⇀↽−− b1B1 + b2B2 + · · · 謨謳謮謶謩

这里 a1 个 A1 粒子謬 a2 个 A2 粒子謬 等等相互反应生成 b1 个 B1 粒子謬 b2 个 B2 粒子謬 等等謮 数 ai 与

bi 是化学中的配平系数 謨譳譴譯譩譣譨譩譯譭譥譴譲譩譣 譣譯譥謞譣譩譥譮譴譳謩謮 方程 謨謳謮謶謩 粒子数 NA1 , NA2 , · · · 与 NB1 , NB2 , · · ·
要满足的条件謬 因为这些数的改变与反应方程式相关联謮 例如謬 令 dR 是方程 謨謳謮謶謩 中的改变量謬 那么成
立

dNA1 = −a1dR, dNA2 = −a2dR, dNB1 = b1dR, dNB2 = b2dR, · · · . 謨謳謮謷謩

符号是这样确定的謬 反应中 a1 个 A1 粒子謬 a2 个 A2 粒子謬 等等消失謬 同时产生了 b1 个 B1 粒子謬 b2 个
B2 粒子謬 等等謮 我们已经知道謬 对于处于平衡态的孤立系统

dS = 1
T
dU + p

T
dV − 1

T

∑
i

µidNi = 0. 謨謳謮謸謩

而当 U 和 V 不变时謬 方程 謨謳謮謸謩 给出∑
i

µidNi = 0. 謨謳謮謹謩

将方程 謨謳謮謷謩 代入謬 处于 dR謬 得到∑
i

aiµi =
∑
j

bjµj . 謨謳謮謱謰謩

这是化学势满足的约束条件謬 它依赖于化学反应式謮 每一个反应方程式消去一个强度量謬 比如謬 有 R 个

反应方程式謬 我们得到扩展的譇譩譢譢譳 相律 謨譥譸譴譥譮譤譥譤 譇譩譢譢譳謧 議譨譡譳譥 譲譵譬譥謩

F = K + 2− P −R. 謨謳謮謱謱謩

总的广延量数目也变成小了謬 为 K + 2−R謬 原因是每个相只有 K −R 成分又相互独立的粒子数謬 其他
粒子数通过反应方程式计算得到謮

謕 謴謹 謕
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Example (Clausius-Clapeyron (克拉佩龙) 方程). 处于与其蒸气处于平衡的液体謬 确定其蒸气压满
足的普适方程謮
对于有 謲 个部分 謨液相謬 气相謩 的平衡态系统謬 我们有

T li = T v, pli = pv, µli = µv.

由于 譇譩譢譢譳謭譄譵譨譥譭 关系謬 这些条件并不完全独立謮 如果状态方程已知謬 且给定 T 和 p謬 我们可以
计算 µli 和 µv謮 方程

µli(T, p) = µv(T, p) 謨謳謮謱謲謩

决定了 T 和 p 的相互依赖性謬 即可以计算给定温度时的蒸气压謮 方程 謨謳謮謱謲謩 中温度的改变 dT 也

会带来蒸气压的改变 dp 以使平衡得以保持謮 对应变化 dµli 和 dµv 成立

dµli(T, p) = dµv(T, p).

由 譇譩譢譢譳謭譄譵譨譥譭 关系 SdT − V dp+Ndµ = 0謬

dµli(T, p) = − S
li

N li dT + V li

N li dp, dµv(T, p) = − S
v

Nv dT + V v

Nv dp.

替换为 s = S
N

謬 v = V
N

謬

(
vli − vv

)
dp =

(
sli − sv

)
dT, 即

dp

dT
= sli − sv

vli − vv
.

此为 譃譬譡譵譳譩譵譳謭譃譬譡議譥譹譲譯譮 方程謮 如果作为 T 与 p 函数的单位粒子熵与单位粒子体积 謨比容謩 已
知謬 这是蒸气压 p(T ) 的微分方程謮 现在 Sv − Sli = ∆Qli→v

T
是气相与液相的熵差謮 在给定蒸发温度

时謬 这个熵差对应于将全部粒子从液相转变为气相所需的热量 ∆Qli→v a謮 这个量首先也依赖于要
蒸发的液体量謮 然而謬 转变到对应的强度量后謬 如单位粒子或单位 譭譯譬譥謬

sv − sli = Sv

Nv −
Sli

N li = ∆Q′li→v

T
.

这个符号对应的相变方向是液相 → 气相謮 现在 ∆Q′li→v 是蒸发一个粒子所需的热量謮 这个量也
能作为温度与压强的函数謮 然而在很多情况以及温度变化不大的范围内謬 这个蒸发热可以认为是
一个常量謮 类似地謬 强度量 vv 与 vli謬 一般地謬 也分别是温度与蒸气压的函数謮 因此得到

dp

dT
= ∆Q′li→v

T (vv − vli) . 謨謳謮謱謳謩

謕 謵謰 謕
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对于理想气体謬 室温和一个大气压条件下 NA 个粒子的体积为 22, 400譣譭3謬 而液体比如水 H2O謬
其体积只有 18譣譭3謮 所以很多时候 vv � vli謬

dp

dT
≈ ∆Q′

Tvv
. 謨謳謮謱謴謩

也可以用单位 譭譯譬譥 代替单位粒子来衡量强度量 ∆Q′ 与 vv謮 然而謬 近似 vv � vli 在接近临界点时

变得很差謮 此时 vv ≈ vli謬 ∆Q′ ≈ 0謮 商 謨譱譵譯譴譩譥譮譴謩 ∆Q′li→v

vv−vli 依然保持不变 謨参考第 謱謷 章謩謮

a∆Q′ 称为相变潜热 (latent heat), 简称潜热

Example (液体的蒸气压). 假设单位粒子的蒸发热量不依赖于温度与压强謬 蒸气作为理想气体謬 确
定与其蒸气平衡时的液体蒸气压謮

Solution. 直接利用结果 謕 方程 謨謳謮謱謴謩謬

dp

dT
= ∆Q′

Tvv
.

而 vv = V v

Nv = kT
p

謬 那么

dp

dT
= p

kT 2 ∆Q′.

积分得謬

ln p

p0
= −∆Q′

k

( 1
T
− 1
T0

)
或

p(T ) = p0 exp
[
−∆Q′

k

( 1
T
− 1
T0

)]
, p0 = p(T0). 謨謳謮謱謵謩

因此蒸气压对着温度剧烈增长謮 同样条件下方程 謨謳謮謱謵謩适用于固体的升华压 謨譳譵譢譬譩譭譡譴譩譯譮謩謬 vso �
vv謬 只是升华热更大謮 升华的压强曲线比蒸发的压强曲线更陡謮 两条曲线交于三相点謮

图 3.1. 水的相图.

我们现在来理解相图的基本特性謮 蒸气 謨譶譡議譯譲謩压与升华 謨譳譵譢譬譩譭譡譴譩譯譮謩压曲线外謬还有熔化 謨譭譥譬譴謭
譩譮譧謩 压曲线謬 都交于三相点謬 这个点处固相謬 液相謬 气相共存謮 熔化压曲线要从方程 謨謳謮謱謳謩 出发计算謬 因
为 vso ≈ vli謮 那么熔化压在 pT 图上是非常陡的曲线 謨近似为竖直线謩謮 对于水謬 固相密度只比液相密度
小一点謬 vso > vli謬 但液化热 ∆Q′so→li > 0謬 熔化压曲线对温度的增加急剧下降 謨负斜率謩謬 如图 謳謮謱謮 对于
其他多数物质謬 vso < vli謬 ∆Q′so→li > 0謬 熔化压为正斜率的曲线謮 称水的这种背离行为 謐水异常謑謮 对于
真实物质謬 方程 謨謳謮謱謵謩 不是一个好的近似謬 因为在 pT 图中只体现了强度量謬 没有任何关于多少物质在
一个聚合态或另一个聚合态的信息謮

謕 謵謱 謕
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3.2 相相相平平平衡衡衡与与与 Maxwell 构构构造造造
当引入 譶譡譮 譤譥譲 譗譡譡譬譳 状态方程时我们提到过这个方程的某些不自洽性謮 譶譡譮 譤譥譲 譗譡譡譬譳 方程(
p+ N2a

V 2

)
(V −Nb) = NkT 謨謳謮謱謶謩

的等温线如图 謳謮謲 所示謬 存在负压区域謬 也存在力学不稳定区域 ∂p
∂V

> 0謬 这个区域内气体要压缩自身謮
这两种情况都是非物理实在的謮

图 3.2. van der Waals 气体的等温
线.

这些矛盾可以通过考虑气液相变得以解决謮 等温压缩绝大多数气体謬 在一定的体积 V1 时謬 若低于
临界温度謬 将开始液化謮 我们已经得到謬 特定值的蒸气压 pv 建立以维持气液两相的平衡謮

pli = pv, T li = T v, µli(T, p) = µv(T, p). 謨謳謮謱謷謩

蒸气压只是 T 的函数謬 不依赖于蒸气的体积 V 謮 所以在 pV 图上是一条水平的等温线謮 越过液化体积
V1 的等温压缩只是使得越来越多蒸气液化謬 只到达到体积 V2謬 此时全部的气体被液化了謮 如果继续压
缩謬 由于液体的可压缩性很小謬 压强将剧烈增加謮
需要注意的是謬 液体的密度 謨 N

V2
謩 和气体的密度 謨 N

V1
在这个相变过程中保持不变謮 从体积 V1 变化

到 V2謬 液体越来越多謬 同时气相部分的体积减少謬 使得平均密度增加謮
如果温度和化学势已知謬 压强 pv 可以由方程 謨謳謮謱謷謩 计算謮 这里我们描述一种方法謬 称为 譍譡譸護譥譬譬

构造 謨譍譡譸護譥譬譬 譣譯譮譳譴譲譵譣譴譩譯譮謩謮 内能在粒子数固定时是一个只依赖于体积与温度的态函数 U(V, T )謮 温
度不变的情况下謬 在体积 V1 与 V2 之间謬 内能差

∆U = T (S2 − S1)−
∫ V2

V1

p(v)dV, 謨謳謮謱謸謩

其中 S1 与 S2 分别是纯气相与液相的熵謮 因为 U 有全微分謬 不论如何计算 ∆U 謬 是沿着固定的蒸气压
强线 謨p(V ) = pli = pv = 譣譯譮譳譴謮)謬 还是沿着 譶譡譮 譤譥譲 譗譡譡譬譳 等温线謬 都成立

p(V ) = NkT

V −Nb
− aN2

V 2 (T = 譣譯譮譳譴謮). 謨謳謮謱謹謩

在第一种情况下謬 ∆Q = T (S2 − S1) 是相变潜热謬

∆U1 = ∆Q− pv(V2 − V1). 謨謳謮謲謰謩

对于 譶譡譮 譤譥譲 譗譡譡譬譳 等温线謬 有

∆U2 = ∆Q−NkT ln V2 −Nb
V1 −Nb

−N2a

( 1
V2
− 1
V1

)
. 謨謳謮謲謱謩

謕 謵謲 謕
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∆U1 = ∆U2 要求

−pv(V2 − V1) = −NkT ln V2 −Nb
V1 −Nb

−N2a

( 1
V2
− 1
V1

)
. 謨謳謮謲謲謩

通过 譶譡譮 譤譥譲 譗譡譡譬譳 方程求解 V1(T, pv) 与 V2(T, pv)謬 如图 謳謮謳 中的 C 点謬 原则上謬 可以确定未知量 pv謬
以及 V1 与 V2 的值謮 然而謬 方程 謨謳謮謲謲謩 更容易这样理解謬 在体积 V1 与 V2 之间謬 压强线 pv 下的矩形面

积 pv(V2 − V1)謬 等于 譶譡譮 譤譥譲 譗譡譡譬譳 等温线下的面积謮 换句话说謬 如图 謳謮謳謬 对应譶譡譮 譤譥譲 譗譡譡譬譳 等温

图 3.3. Maxwell 构造.

线与蒸气压直线之间的面积謬 ABC 应等于 CDE謬 即为有名的 譍譡譸護譥譬譬 构造謮 显式地求解方程 謨謳謮謲謲謩
等价于 譍譡譸護譥譬譬 构造謮 针对不同的等温线给出 A 和 E謬 我们得到两相共存区域謬 如图 謳謮謴謮 这个区域中
譶譡譮 譤譥譲 譗譡譡譬譳 等温线替换为蒸气压强直线謮 共存曲线的最大值处謬 即所谓的临界点 謨譣譲譩譴譩譣譡譬 議譯譩譮譴謩 K謬
不同于 D 与 B謬 在等温线的鞍点上謮 这之上謬 譍譡譸護譥譬譬 构造不存在謮 气液两相不再可分謮

图 3.4. 临界点与临界等温线.

通过图 謳謮謵謬 可以理解另一个现象謮 若在临界温度以下等温地压缩真实气体直至液化謬 然后升温至
体积临界温度以上的 V2謬 再将气体等温膨胀至初始的体积 V1謮 可以得到一个没有二次相变的初态謮 即
只经历了气相到液相的相变謬 回到气相时不发生相变謮 而固定体积情况下謬 降温升温从气相变为液相再

图 3.5. 所考虑过程的示意.

变为气相謬 经历了两次相变謮
这意味着在临界温度 謨临界等温线謩 之上謬 气液两相不存在区别謮 这个区别只有在临界温度之下存

在謬液体和气体有明显不同的密度謬相之间存在明显的相边界面 謨議譨譡譳譥 譢譯譵譤譡譲譹 譳譵譲警譡譣譥謩謮 临界点处謬液
体和气体的密度相等謬 临界温度之上相之间不可能再有区别謮
临界点的重要性毋庸置疑謬为此我们利用 譶譡譮 譤譥譲 譗譡譡譬譳方程来计算临界状态量 Tcr謬 pcr 与 Vcr謮 临

界点处 謨鞍点謩謬

∂p

∂V

∣∣∣∣
Tcr,Vcr

= 0, ∂2p

∂2V

∣∣∣∣
Tcr,Vcr

= 0. 謨謳謮謲謳謩

或者

− NkTcr

(Vcr −Nb)2 + 2aN2

V 3
cr

= 0, 2NkTcr
(Vcr −Nb)3 −

6aN2

V 4
cr

= 0. 謨謳謮謲謴謩

求得

Vcr = 3Nb, 謨謳謮謲謵謩

Tcr = 8a
27kb , 謨謳謮謲謶謩

pcr = a

27b2 . 謨謳謮謲謷謩

謕 謵謳 謕
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临界点状态量的值由参量 a 与 b 确定謮 从而对所有气体

pcrVcr
NkTcr

= 3
8 = 0.375. 謨謳謮謲謸謩

实验给出的值在 0.25 与 0.35 之间謬 证实了 譶譡譮 譤譥譲 譗譡譡譬譳 方程在定性上是有用的謮 另一方面謬 气体临
界参量的测量也给出了一种确定参量 a 与 b 的舒适方法謮
顺便提一下謬 可以在非平衡情况下謬 实验发现 譶譡譮 譤譥譲 譗譡譡譬譳 气体等温线的亚稳态 謨譭譥譴譡譳譴譡譢譬譥謩 部

分 AB 与 DE謮 若很仔细地謬 在 A 外直至 B 进行等温压缩 譛避免震荡 謨譣譯譮譣譵譳譳譩譯譮謩 与凝聚核 謨譣譯譮謭
譤譥譮譳譡譴譩譯譮 譮譥譣譬譥譩謩譝謬 同样地在 E 外直至 D 进行等温膨胀謮 说的分别是延迟凝聚 謨譤譥譬譡譹譥譤 譣譯譮譤譥譮譳譡譴譩譯譮謩
与 延迟沸腾 謨譤譥譬譡譹譥譤 譢譯譩譬譩譮譧謩謮 系统在该区域是亚稳定的謬 在很小的扰动下会转变为稳定的两相共存
状态謮 同样的现象发生在定容温度变化 謨譩譳譯譣譨譯譲譩譣 譴譥譭議譥譲譡譴譵譲譥 譣譨譡譮譧譥譳謩 中謮 说的分别是超热液体 謨譳譵謭
議譥譲譨譥譡譴譥譤 譬譩譱譵譩譤謩 与 超冷蒸气 謨譳譵議譥譲譣譯譯譬譥譤 譶譡議譯譲謩謮 相似的现象发生在固謭液相变中謮

3.3 物物物质质质作作作用用用定定定律律律

让我们来考察一个容器謬 装着相互发生反应的理想气体混合物謬 反应方程如同 謨謳謮謶謩謮 举一个实在的
例子謬 取反应方程式

H2 + Cl2 −−⇀↽−− 2 H Cl, ∆U = −92.3 譫 譊
譭譯譬(H Cl , 謨謳謮謲謹謩

这里能量 −92.3譫 譊 ·譭譯譬−1 是孤立系统中每 譭譯譬譥 盐酸 謨譨譹譤譲譯譣譨譬譯譲譩譣 譡譣譩譤謩 生成释放的能量謮
首先扩展理想气体之前的公式謮 理想气体的纯粹热力学能量 U = 3

2NkT 謮 然而这种能量没有考虑
不同成分由于内部结构带来的附加内部能量謮 比如謬 化学结合能謬 分子 H2 与 Cl2謬 不同于 謲 个 H cl 分
子謬 这会在反应中释放出来謮 因此謬 需要将这些内部能量考虑进去謮 因此謬 考虑这些附加能量的内能謬 对
于处于温度 T 謬 压强 pi

13 的成分 i謬 表示成 13 pi 是分压謬 后面有定义謮

Ui(Ni, T, pi) = Niεi + 3
2NikT, piV = NikT. 謨謳謮謳謰謩

其中 εi 代表着不同成分的参考点单位能量謮 如 2εH Cl − εH2 − εCl2 即为 謲 个 H Cl 分子与 謱 个 H2 和 謱
个 Cl2 分子的化学结合能之差謮 结果 εi 也出现在理想气体的化学势表达式中謬 正如第 謲 章中关于化学
势的例子謬 化学势的参考点一样随之改变謬

µi(T, pi) = εi + kT

{
µi0
kT0
− ln

[(
T

T0

) 5
2
(
p0

pi

)]}
. 謨謳謮謳謱謩

这个方程来自第 謲 章中的例子謬 使用了新的内能定义式謮 当然謬 化学势中应使用每种成分的分压謬 因
为粒子数 Ni謬 分压 pi謬 都处于共同温度 T 的成分满足自身的理想气体热力学关系式謮 而系统的总压
p =

∑
i pi 满足 pV = NkT 謬 其中 N =

∑
iNi謮 特别地謬 比值 pi

p
= Ni

N
= Xi 正是成分 i 的 譭譯譬譥 分量謬

謕 謵謴 謕
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衡量这该成分的浓度謮 将 µi(T, pi) 重新表示成

µi(T, pi) = εi + kT

{
µi0
kT0
− ln

[(
T

T0

) 5
2
(
p0

p

1
Xi

)]}

= εi + kT

{
µi0
kT0
− ln

[(
T

T0

) 5
2
(
p0

p

)]}
+ kT lnXi.

= εi(T, p) + kT lnXi. 謨謳謮謳謲謩

这个方程的意思是謬 处于总压 p謬 分压 pi 或者浓度为 Xi 的成分 i謬 其化学势在附加一个对浓度的依赖
关系后謬 可以通过其在总压时的化学势计算出来謮 这个优势在于所有的化学势都可以用总压 p 作为参

考謬不同的分压通过浓度体现謮 这种浓度依赖关系不仅适用于理想气体謬也适用于在溶剂 謨譳譯譬譶譥譮譴謩中不
同成分的稀薄溶液 謨譳譯譬譵譴譩譯譮譳謩謮 若成分 i的化学势满足方程 謨謳謮謳謲謩謬这种溶液称为理想的謮将方程 謨謳謮謳謲謩
代入平衡条件謬 得到普遍结果∑

i

aiµi(T, pi) =
∑
j

bjµj(T, pj)

即

∑
i

aiµi(T, p)−
∑
j

bjµj(T, p) = kT

∑
j

bj lnXj −
∑
i

ai lnXi


即

exp

 1
kT

∑
i

aiµi(T, p)−
∑
j

bjµj(T, p)

 =
∏
j X

bj
Bj∏

iX
ai
Ai

. 謨謳謮謳謳謩

方程 謨謳謮謳謳謩是质量作用定律 謨譬譡護 譯警 譭譡譳譳 譡譣譴譩譯譮謩謬由方程式 謨謳謮謶謩謬它决定生成物 謨議譲譯譤譵譣譴譳謩XB1 , XB2 , · · ·
与反应物 謨譲譥譡譣譴譡譮譴譳謩 XA1 , XA2 , · · · 在化学反应中的平衡浓度謮 记方程 謨謳謮謳謳謩 等号左边的项为

K(T, p) = exp

 1
kT

∑
i

aiµi(T, p)−
∑
j

bjµj(T, p)

 , 謨謳謮謳謴謩

称之为总压 p 与温度 T 条件下的平衡常量謮 如果知道标准压强 p0 与温度 T0 时的 K0 = K(T0, p0)謬 利

謕 謵謵 謕
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用方程 謨謳謮謳謱謩謬 得到

K(T, p) = K0 exp
[
−∆ε

( 1
kT
− 1
kT0

)][(
T

T0

) 5
2 p0

p

]∑
j
bj−
∑

i
ai

. 謨謳謮謳謵謩

这里 ∆ε =
∑
j bjεj −

∑
i aiεi謬 为单元反应获得或所需的能量 謨生成物与反应物化学结合能之差謩謮 先考

察 K(T, p) 对压强的依赖謮 这取决于
∑
j bj −

∑
i ai 的符号謮 在方程 謨謳謮謲謹謩 的例子中謬 aH2 = aCl2 = 1謬

bH Cl = 2謬 那么 aH2 + aCl2 − bH Cl = 0謮 理想情况下謬 这个反应不依赖于压强謮 而对于反应 N2 +
3 H2 −−⇀↽−− 2 N H3謬 aN2 + aH2 − bN H3 = 2謮 此时 K(T0, p) = K0

(
p
p0

)2
謬 平衡常量随着压强的增加而增

加謮 由方程 謨謳謮謳謳謩謬 相较于反应物謬 生成物的浓度增加謮 对于这个反应謬 ∆ε < 0謬 平衡常量 K(T, p0) =
K0 exp

[
−∆ε

(
1
kT
− 1

kT0

)] (
T0
T

)5謬 随温度增加而减小謮 为获得更多的氨应该降低温度謮 而实际的情况是謬
很重要的氨合成 謨化肥生产謩技术是在 500◦C 謨压强高至 108譐譡謩进行謮这是因为技术上要考虑合成的速
度謬 这属于反应动力学的范畴謬 不在本课程的讨论范围謮 此外还有催化剂在起作用謮

可以将成分 i 的化学势对浓度的依赖关系

µi(T, p,Xi) = µi(T, p,Xi = 1) + kT lnXi 謨謳謮謳謶謩

应用于理想溶液中謮 类似于理想气体定律謬 这是一个现象性质的状态方程謬 只有经验可以检验謮 非理想
溶液也可以用方程 謨謳謮謳謶謩 得到謬 只要将 kT lnXi 的项替换为 kT ln fiXi謬 即考虑了有效浓度謮 fi 是一个
偏离理想情况的现象性质参量謬 可能依赖于压强謬 温度与浓度謮

Example (Raoult (拉乌尔) 定律, 沸点升高). 计算溶剂蒸气压对 謨不易挥发謩 溶解物质浓度的依赖
关系謬 以及引起的沸点升高謮 设蒸气和溶液是理想的謮

Solution. 和 譃譬譡譵譳譩譵譳謭譃譬譡議譥譹譲譯譮 方程一样謬 平衡条件为

µv(T, p) = µli(T, p,Xli)

其中化学势因为有溶解的溶质有所变化謮 Xli = Nli
Nli+Nsub

謮 由方程 謨謳謮謳謶謩謬 化学势对浓度的依赖关系
为

µli(T, p,Xli) = µli(T, p, 1) + kT lnXli. 謨謳謮謳謷謩

而 µli(T, p, 1) 是纯溶剂的化学势謮 温度不变时浓度的变化 dXli 带来蒸气压的变化 謨减小謩 dp謮 所
以有关系

∂µv(T, p)
∂p

∣∣∣∣
T

dp = ∂µli(T, p, 1)
∂p

∣∣∣∣
T

dp+ kT
dXli

Xli
.

謕 謵謶 謕
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而 譇譩譢譢譳謭譄譵譨譥譭 关系

dµ = − S
N
dT + V

N
dp

产生很普遍的结论

∂µ

∂p

∣∣∣∣
T

= V

N
= v.

因此得到

dp

dXli
= kT

(vv − vli)Xli

. 謨謳謮謳謸謩

这个方程给出了蒸气压对溶质浓度的依赖关系謮 若仍然有 vv � vli 且 vv = kT
pv 謬 方程 謨謳謮謳謸謩 积分

得

dp

p
= dXli

Xli
即

p

p0
= Xli

1 .

若温度 T 时纯溶剂蒸气压 p(T,X = 1) 已知謬 记为 p(T )謬 那么相同温度浓度 Xli 的容积蒸气压

p(T,X) = p(T )Xli = p(T )(1−Xsub),

Xsub 是溶解的溶质浓度謮 蒸气压相对地减少了謮 差值 ∆p = p(T ) − p(T,X) 正比于溶解物质的
譭譯譬譥 分数

∆p
p(T ) = Xsub. 謨謳謮謳謹謩

称之为 譒譡譯譵譬譴 定律 謨謱謸謹謰謩謮 如图 謳謮謶謬 它并不是一个很好的近似謬 甚至中等浓度测量的蒸气压降
都偏离计算值謮 然而謬 可以仍然保留方程 謨謳謮謳謹謩謬 用折合和有效浓度 asub = fXsub謬 称之为活力浓
度 謨譡譣譴譩譶譩譴譹謩謬 代替溶质的真实浓度 Xsub謮 蒸气压的测量可以计算出活力系数謬 这是化学中一个非
常重要的量謮
从图 謳謮謷 可以看到謬 对于水溶液 謨譡譱譵譥譯譵譳 譳譯譬譵譴譩譯譮謩謬 在 謱 个大气压下压强下謬 因为蒸气压的降低謬
沸腾发生在更高的温度謬 这对应于沸点的升高謮 类似地謬 三相点 謨蒸气压与升华压曲线的交点謩 向
更低的温度偏移謬 对应于 謨任意压强下謩 冰点 謨警譲譥譥譺譩譮譧 議譯譩譮譴謩 的降低謮
可以立刻算出温度的变化量 ∆T 謬 比较溶液与纯溶剂的压强謬

p(T + ∆T,Xli = p(T, 1)

謕 謵謷 謕
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即

(p0 −∆p) exp
[
−∆Q′

k

( 1
T + ∆T −

1
T0

)]
= p0 exp

[
−∆Q′

k

( 1
T
− 1
T0

)]
.

此处 ∆p 是给定温度下謬 溶液相比与纯溶剂的蒸气压强变化謬 这里利用了方程 謨謳謮謱謵謩謮 利用 1 −
∆p
p0

= 1−Xsub謬 方程 謨謳謮謳謹謩 给出

ln(1−Xsub) = ∆Q′

k

( 1
T + ∆T −

1
T

)
.

浓很小时度 Xsub � 1謬 对应于沸点的相对增量 ∆T
T

謬 有

ln(1−Xsub) ≈ −Xsub,
1

T + ∆T ≈
1
T

(
1− ∆T

T

)
,

因此有

∆T ≈ k

∆Q′T
2Xsub. 謨謳謮謴謰謩

∆Q′ 是蒸发单位粒子的相变潜热謬 T 是纯溶剂的沸点謬 Xsub 是溶解的溶质浓度謮
方程 謨謳謮謴謰謩 非常重要謬 它可以用于快速确定化合物的 譭譯譬譥 质量謮 若已知浓度 謨单位 譫譧 ·譭−3謩 和
单位粒子气化的相变潜热謬 测量沸点的增加能确定值 Xsub謬 从而 謨已知 Nli謩 确定粒子数 Nsub謬 并
立刻得到单位粒子质量謮

图 3.6. Raoult 定律与实验的比较. 图 3.7. 沸点增加与冰点降低.

Example (蒸气压). 计算液体的蒸气压謬 假设蒸气中混有不可溶解的空气謮

Solution. 气相的压强又蒸气分压 pv 和空气分压 pg 组成謬 化学势依赖于总的气相压强謮 和纯蒸

謕 謵謸 謕
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气压强相比謬 可得

µ+gas
v (T, p) = µv(T, p) + kT ln pv

p
.

即化学势等于纯蒸气压时的值加依赖于浓度的值謬 这里表示为 X = pv
p

謮 平衡条件为

µ+gas
v (T, p) = µli(T, p).

等温情况下变化混有空气的总压 p = pv + pg謬 那么

∂µli
∂p

∣∣∣∣
T

= vli,

∂µv
∂p

∣∣∣∣
T

= vv = kT

p
,

vlidp = kT

p
dp+ kTd ln pv

p
= kT

p
dp+ kTd ln pv − kT

dp

p
,

最后得

d ln pv
dp

= vli

kT
. 謨謳謮謴謱謩

从 p = p(0)
v 謬 pg = 0 积分到 p = pv + pg謬 有

ln pv

p
(0)
v

=
∫ p

p=p(0)
v

vli

kT
dp ≈ vli

kT

(
p− p(0)

v

)
.

能这样近似是因为液体可压缩性很小謬 vli ≈ 譣譯譮譳譴謮謮 若代入数值謬 如 H2O 在压强 p = 1.01325 ×
105譐譡謬 T = 293譋 下謬 vli = 1.8× 10−5譭3 ·譭譯譬−1謬 纯蒸气压 p(0)

v = 607.95譐譡謬 对于混有空气謬 总压
为 p = 1.01325× 105譐譡的水蒸气謬 因为 p(0)

v � p謬 可以忽略謬 而 kT
p

= vv ≈ 22.4× 10−3譭3 ·譭譯譬−1謬
那么

ln pv

p
(0)
v
≈ 0.018× 10−3

22.4× 10−3 ≈ 8× 10−4.

因此水的蒸气压几乎不依赖于混入的空气謮 在 ln 1 附近展开謬

ln pv

p
(0)
v

= ln
(

1 + ∆pv
p

(0)
v

)
≈ ∆pv
p

(0)
v

= vli

kT

(
p− p(0)

v

)
. 謨謳謮謴謲謩

实际情况对这个公式会有所偏离謬 因为空气并非不溶于水謬 且水蒸气与空气有相互作用謮 图 謳謮謸 给

謕 謵謹 謕
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出了混有不同空气时的饱和浓度 謨譳譡譴譵譲譡譴譩譯譮 譣譯譮譣譥譮譴譲譡譴譩譯譮謩 CS 謨替代蒸汽压 pv謩 实验曲线謮 浓
度 200譧 · 譭−3 对应于没有空气时的纯蒸气压謮 可以看到謬 H2 的表现 謨虚线謩 最为理想謮 和前面使
用活力浓度类似謬 将压强替换为有效压强 謨譥講譥譣譴譩譶譥 議譲譥譳譳譵譲譥謩 譛即所谓的逸度 謨警譵譧譡譣譩譴譹謩譝 后謬 方程
謨謳謮謴謲謩 也适用于别种空气謮

图 3.8. 水中不同种空气的饱和浓
度.

Example (Henry (亨利) 和 Dalton (道尔顿) 定律). 计算不挥发溶剂 謨譮譯譮譶譯譬譡譴譩譬譥 譳譯譬譶譥譮譴謩 上方空
气压强与溶剂中溶解空气 謨譤譩譳譳譯譬譶譥譤 譧譡譳謩 浓度之间的关系謮

图 3.9. Henry 和 Dalton 定律与
实验结果的比较.

图 3.10. Henry 和 Dalton 定律与
Raoult 定律的关系.

Solution. 溶剂不是挥发的謬 其蒸气压可忽略謬 平衡条件为

µgas(T, p) = µdissolvedgas (T, p,X). 謨謳謮謴謳謩

X 表示溶剂中溶解空气的 譭譯譬譥 分量謮 代入化学势对浓度的依赖关系謬 有

µgasdissolved(T, p,X) = µdissolvedgas (T, p,X0) + kT ln X

X0
,

X0 是标准溶液的浓度謮 对于压强变化 dp謬 对应的浓度变化 dX謬 利用 ∂µ
∂p

= v 和方程 謨謳謮謴謳謩謬 我们
有

vgasdp = vdissolvedgas,X0
dp+ kTd ln X

X0

或

d ln X
X0

dp
=
vgas − vdissolvedgas,X0

kT

等式右边 vdissolvedgas,X0
� vgas ≈ kT

p
謬 积分得

ln X

X0
= ln p

p0
或 X = X0

p

p0
.

称之为 譈譥譮譲譹 和譄譡譬譴譯譮 定律 謨譴譨譥 譬譡護 譯警 譈譥譮譲譹 譡譮譤 譄譡譬譴譯譮謩謮 它告诉我们溶液中的空气浓度正比
于溶液上方的空气压强謬 如图 謳謮謹謮 这个定律对含有多种成分的空气也是适用的謮
同时考虑 譈譥譮譲譹 和 譄譡譬譴譯譮 定律与蒸气压减少的 譒譡譯譵譬譴 定律謬 如图 謳謮謱謰謬

∆p
p′0

= 1−X 或 p = Xp′0,

对应于特殊的极限情况謬 即不挥发溶剂和不挥发溶解物质的 譒譡譯譵譬譴 定律謮 若 X 表示溶解空气的

謕 謶謰 謕
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浓度謬 对于小的 X謬 譈譥譮譲譹 和 譄譡譬譴譯譮 定律有效謮 当 X → 1謬 即謬 纯蒸气謬 压强等于蒸气空气的
蒸气压 p′0謮 这种情况只在空气能在给定温度下液化时成立謮 若不是这种情况謬 可以通过 譃譬譡譵譳譩譵譳謭
譃譬譡議譥譹譲譯譮 方程确定 X = 1 时的极限压强 p′0謮

Example (混合物的蒸气压). 对于 謲 种溶剂的混合物謬 计算其蒸汽压謬 作为作为溶剂 謱 浓度的函
数謮 假设 譒譡譯譵譬譴 定律有效謮

图 3.11. 理想混合物的蒸气压图和丙酮 (acetone) 中氯仿 (chloroform) 的实验结果.

Solution. 譒譡譯譵譬譴 定律描述了蒸气压对溶解物质浓度的依赖关系謬

∆p1

p10
= X2 或

∆p2

p20
= X1, 謨謳謮謴謴謩

p10 和 p20 分别是纯溶剂 謱 和 謲 的蒸气压謮 注意到推导 譒譡譯譵譬譴 定律时我们假设溶质是不挥发的謬
不能期望与实验吻合得非常好謮 将方程 謨謳謮謴謴謩作为 X1 的函数画出謬如图 謳謮謱謱謮 因为 X2 = 1−X1謬

p10 − p1 = X2p10 = (1−X1)p10,

p20 − p2 = X1p20

謕 謶謱 謕
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总压 p = p1 + p2謬 从而

p = p20 +X1(p10 − p20). 謨謳謮謴謵謩

从图 謳謮謱謱可以看到謬真实混合物或多或少偏离简单的理论预期謮 这里同样可以引入逸度 謨警譵譧譡譣譩譴譹謩
保留方程 謨謳謮謴謵謩謮 反过来可以通过测量分压以确定逸度 謨警譵譧譡譣譩譴譹謩謮

Example (渗透压). 将含有溶解物质的溶剂用只能通过溶剂的隔膜 謨譤譩譡議譨譲譡譧譭謩 分离出来以得到
纯溶剂謬 如图 謳謮謱謲謮 计算系统之间的压差謬 作为溶质浓度 Xm 的函数謮 假设溶剂是理想的謮

图 3.12. 理想混合物的蒸气压图
和丙酮 (acetone) 中氯仿 (chloro-
form) 的实验结果.

Solution. 因为子系统相互之间交换能量和粒子謬 平衡条件要求

T1 = T2, µpure1 = µsolution2 .

而隔膜是刚性的謬 体积因此不变謮 通常 p1 6= p2謮 现在要计算这个压差謬 我们知道謬 化学势依赖于压
强和浓度謮 对于给定的溶剂浓度 Xs 和溶解物质浓度 Xm謬 Xs = 1−Xm謬

µpure1 (T, p1) = µsolution2 (T, p2, Xs) 謨謳謮謴謶謩

利用方程 謨謳謮謳謷謩謬 可以改写成

µsolution2 (T, p2, Xs) = µpure2 (T, p2) + kT lnXs. 謨謳謮謴謷謩

因为 ∂µ
∂p

∣∣∣
T

= v謬 可以计算其他压强时的化学势謬

µ(T, p2) = µ(T, p1) +
∫ p2

p1

v(T, p)dp.

代入方程 謨謳謮謴謷謩謬 并利用方程 謨謳謮謴謶謩謬 得到

µpure1 (T, p1) = µpure2 (T, p1) +
∫ p2

p1

v(T, p)dp+ kT lnXs.

由于液体可压缩性很小謬 vli ≈ 譣譯譮譳譴謮謬 可积分得

0 = v(p2 − p1) + kT lnXs.

令 π = p2 − p1謬 那么

πv = −kT ln (1−Xm) .

謕 謶謲 謕
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对于 Xm � 1謬 展开对数后得到和理想气体定律相似的 譶譡譮謧譴 譈譯講 謨范特霍夫謩 定律謬

πv = XmkT. 謨謳謮謴謸謩

此处 π 为渗透压差 謨譏譳譭譯譴譩譣 議譲譥譳譳譵譲譥 譤譩講譥譲譥譮譣譥謩謬 v 是溶剂 謨单位质量謩 比容謮 渗透压差会达到可
观的值謬 比如代入 謱 譭譯譬譥 的水溶解盐的值謬 渗透压差 π ≈ 24× 105譐譡謮
方程 謨謳謮謴謸謩 的重要性在于謬 若已知浓度和溶剂的 譭譯譬譥 质量謬 可以通过很容易确定的渗透压差测量
计算溶解物质的 譭譯譬譥 质量謮

3.4 热热热力力力学学学定定定律律律应应应用用用

我们要计算真实气体的内能 U 謮 作为函数 U(T, V ) 的全微分写为

dU = ∂U

∂T

∣∣∣∣
V

dT + ∂U

∂V

∣∣∣∣
T

dV. 謨謳謮謴謹謩

已经确认热容量 謨譨譥譡譴 譣譡議譡譣譩譴譹謩 CV (T, V ) = ∂U
∂T

∣∣
V

謬 因为体积不变时 δQ = dU = CV dT 謮 知道
CV (T, V )謬 就能确定 U 对温度 T 的依赖关系謮 而内能对体积的依赖关系可以通过容易确定的状态
量来表示謮 多数情况下謬 会有一个状态方程 f(T, p, V,N) = 0謬 将 ∂U

∂V

∣∣
T
替换成这些状态量 謨一个典型的

热力学应用问题謩謬 即将 ∂U
∂V

∣∣ 表示成 T 和 p 以及它们的偏导数謮
至此謬 考虑熵 S(T, V ) 的全微分

dS(T, V ) = ∂S

∂T

∣∣∣∣
V

dT + ∂S

∂V

∣∣∣∣
T

dV. 謨謳謮謵謰謩

另一方面謬

dS = δQrev

T
= dU + pdV

T
= 1
T
CV dT +

( 1
T

∂U

∂V

∣∣∣∣
T

+ p

T

)
dV 謨謳謮謵謱謩

也是对的謮 比较系数后发现

∂S

∂T

∣∣∣∣
V

= 1
T
CV = 1

T

∂U

∂T

∣∣∣∣
V

,
∂S

∂V

∣∣∣∣
T

= 1
T

∂U

∂V

∣∣∣∣
T

+ p

T
. 謨謳謮謵謲謩

而 S 是全微分謬 那么

∂2S

∂V ∂T
= ∂

∂V

( 1
T

∂U

∂T

∣∣∣∣
V

)∣∣∣∣
T

= ∂2S

∂T∂V
= ∂

∂T

( 1
T

∂U

∂V

∣∣∣∣
T

+ p

T

)∣∣∣∣
V

. 謨謳謮謵謳謩

謕 謶謳 謕
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进行偏导数运算并利用

∂2U

∂V ∂T
= ∂2U

∂T∂V
, 謨謳謮謵謴謩

得到

1
T

∂2U

∂V ∂T
= − 1

T 2
∂U

∂V

∣∣∣∣
T

+ 1
T

∂2U

∂T∂V
− p

T 2 + 1
T

∂p

∂T

∣∣∣∣
V

謨謳謮謵謵謩

即

∂U

∂V

∣∣∣∣
T

= T
∂p

∂T

∣∣∣∣
V

− p. 謨謳謮謵謶謩

得以用状态方程及其微商表示 ∂U
∂V

∣∣
T

謮 对于真实气体謬 p(T, V,N) 很容测量謮 将方程 謨謳謮謵謶謩 代入 謨謳謮謴謹謩謬
有

dU = CV (T, V )dT +
(
T
∂p

∂T

∣∣∣∣
V

− p
)
dV. 謨謳謮謵謷謩

这里我们强迫自己明确地写出细节謬 后面将看到謬 用多变量替换理论很容易得到这样的关系謮 甚至不需
要知道 CV (T, V )謬 知道 CV (T, V = 譣譯譮譳譴謮) 足以謮 这是因为 dU 是全微分謬

∂CV
∂V

∣∣∣∣
T

= ∂

∂T

(
T
∂p

∂T

∣∣∣∣
V

− p
)∣∣∣∣

V

. 謨謳謮謵謸謩

而这个方程的右边是可以用状态方程确定謬 从而给出热容量对体积的依赖关系謮 比如对于理想气体謬

p(T, V,N) = NkT

V
. 謨謳謮謵謹謩

有

T
∂p

∂T

∣∣∣∣
V

− p = 0, 即
∂CV
∂V

∣∣∣∣
T

= 0. 謨謳謮謶謰謩

所以理想气体的热容量不依赖于体积謬 正如我们已经知道的謬 这是一个绝对的常量謮

Example (van der Waals 气体的内能). 固定粒子数情况下謬 计算作为温度和体积函数的 譶譡譮 譤譥譲
譗譡譡譬譳 气体内能謮

謕 謶謴 謕
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Solution. 譶譡譮 譤譥譲 譗譡譡譬譳 气体的状态方程为[
p+

(
N

V

)2

a

]
(V −Nb) = NkT.

现在来计算表达式 T ∂p
∂T

∣∣∣
V
− p謮 我们有

p(T, V,N) = NkT

V −Nb
−
(
N

V

)2

a,

那么

∂p

∂T

∣∣∣∣
V

= Nk

V −Nb
, T

∂p

∂T

∣∣∣∣
V

− p =
(
N

V

)2

a. 謨謳謮謶謱謩

和理想气体一样謬 譶譡譮 譤譥譲 譗譡譡譬譳 气体的热容量也不依赖于体积謬 因为

∂CV (T, V )
∂V

∣∣∣∣
T

= ∂

∂T

(
N

V

)2

a

∣∣∣∣∣
V

= 0.

由方程 謨謳謮謵謷謩謬

dU = CV (T )dT +
(
N

V

)2

adV.

从参考点 T0謬 V0謬 U0 = U(T0, V0) 积分得

U(T, V )− U0 =
∫ T

T0

CV (T )dT −N2a

( 1
V
− 1
V0

)
.

对于不大的温度变化范围謬 CV (T ) 近似为常量謬 因而

U(T, V ) = U0 + CV (T − T0)−N2a

( 1
V
− 1
V0

)
. 謨謳謮謶謲謩

内能随体积的增加而增加謮 微观角度看显然是这样謬 因为例子相互的距离更大謬 而相互作用力是吸
引力謮 对于很大的体积謬 方程 謨謳謮謶謲謩 退化为理想气体的结果謮

謕 謶謵 謕
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4 热热热力力力学学学势势势

4.1 最最最大大大熵熵熵原原原理理理

热力学第二定律断言謬 孤立系统趋向于演化至具有最大熵的平衡态謮 我们已经知道的謬 这是微观角
度上的最可几态謬 即有最大微观状态数实现可能性的态謮
孤立系统在所有自发 謨譳議譯譮譴譡譮譥譯譵譳謩 謨不可逆謩 过程中的熵都是增加的謬 直至达到一个具有最大熵

的平衡态謬

dS = 0, S = Smax. 謨謴謮謱謩

另一方面謬 从力学謬 电动力学和量子力学可知謬 非孤立系统趋于最小化其能量謮 例如謬 力学系统趋向
于一个具有最小势能的状态謮 雨滴掉落到地面上謬 从势能中获得的动能转换成了热謮 类似地謬 摆由于摩
擦最终静止謬 即处于最小势能态謮 然而謬 这两种情况都产生了热能謬 总能量没有变化謬 只是以热的形式统
计分布在更多数量的粒子 謨如地球謬 支撑謩 中謮 在这个过程中謬 孤立总系统 謨地球謫空气謫雨滴或摆謫空
气謫支撑謩 的熵增加了謮 这导致这样的推测謬 能量的最小化可以追朔至熵的最大化謮 通过热力学定律理
解这一点謮 为此謬 考虑一个含有 謲 个子系统的孤立系统謬 如图 謴謮謱謮 我们从系统 謱 中提取一定量的功
δW1 < 0謬 比如謬 某个势能差謮

图 4.1. 考虑的系统.

这个子系统在这个过程中不与环境交换任何热謮 对于可逆过程謬 有

δQ1 = TdS1 = 0. 謨謴謮謲謩

因此 S1 保持不变謮 现在我们转换功 δW1 的一部分 ε 为热謬 另一部分 (1− ε)δW1 对系统 謲 作功謬 那么

dU2 = δQ2 + δW2 = −dU1 = −δW1 > 0, 謨謴謮謳謩
δQ2 = −εδW1 > 0, δW2 = −(1− ε)δW1. 謨謴謮謴謩

若热被传给了系统 謲 而其温度保持不变謬 则成立

δQ2 = TdS2 > 0. 謨謴謮謵謩

现在 S1 = 譣譯譮譳譴謮謬 dS2 > 0謬 通过将子系统 謱 的功转换为子系统 謲 中的热謬 子系统 謱 的内能减少謬 而孤
立系统的总熵明显增加謮 更进一步注意到謬 这个过程是自发的謬 只要子系统 謱 能输出功謮 换句话说謬 直
到整个系统达到最大熵态謮 功转换为热总是一个不可逆过程謬 它一直发生直至再没有功产生謮
这个结论可以用更普遍的描述来表达謬 一个非孤立系统在熵保持不变 謨δQ = 0謩 下趋于最小能量

态謮 这里假设功 δW1 至少有一部分转化成了热謮 然而謬 若 ε = 0謬 那么 δW1 = −δW2謬 从而 S1 = 譣譯譮譳譴謮謬
S2 = 譣譯譮譳譴謮謮 过程是可逆的謬 不会自发地发生謮 正如所证明的謬 最小能量原理可以从最大熵原理推导得
到謮

謕 謶謶 謕
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4.2 熵熵熵和和和内内内能能能作作作为为为热热热力力力学学学势势势

熵和内能是核心状态量謮 作为自然变量 (U, S, V,N, · · · ) 的函数謬 如果它们是已知的謮 可以保证所有
其他的热力学量是完全确定了的謮 比如謬 知道 U(S, V,N, · · · )謬 那么成立

dU = TdS − pdV + µdN + · · · , 謨謴謮謶謩

T = ∂U

∂S

∣∣∣∣
V,N,···

, −p = ∂U

∂V

∣∣∣∣
S,N,···

, µ = ∂U

∂N

∣∣∣∣
S,V,···

, · · · . 謨謴謮謷謩

所以温度謬 压强謬 化学势謬 等等謬 作为自然变量的函数謬 也被确定了謮 相似的论断用于 S(U, V,N, · · · )謬

dS = 1
T
dU + p

T
dV − µ

T
dN + · · · , 謨謴謮謸謩

1
T

= ∂S

∂U

∣∣∣∣
V,N,···

,
p

T
= ∂S

∂V

∣∣∣∣
U,N,···

, −µ
T

= ∂S

∂N

∣∣∣∣
U,V,···

, · · · . 謨謴謮謹謩

方程 謨謴謮謷謩 与 謨謴謮謹謩 分别是系统的状态方程謮 另一方面謬 如果知道所有这些状态方程謬 通过积分謬 我们能
分别计算作为这些自然变量函数的熵和内能謮

Example (理想气体的熵). 对于理想气体的熵謬 由方程 謨謲謮謴謰謩謬

S(T, p,N) = Nk

{
s0 + ln

[(
T

T0

) 5
2 p0

p

]}
.

重新写成自变量 U 謬 N 和 V 的函数形式謬 利用 U = 3
2NkT 和 pV = NkT 謬 可得

S(U,N, V ) = Nk

{
s0 + ln

[(
N0

N

) 5
2
(
U

U0

) 3
2 V

V0

]}
. 謨謴謮謱謰謩

已知方程 謨謴謮謱謰謩謬 通过方程 謨謴謮謹謩謬 可以得到理想气体的所有状态方程謬

∂S

∂U

∣∣∣∣
V,N

= 1
T

= 3
2Nk

1
U
, U = 3

2NkT, 謨謴謮謱謱謩

∂S

∂V

∣∣∣∣
U,N

= p

T
= Nk

1
V
, pV = NkT, 謨謴謮謱謲謩

∂S

∂N

∣∣∣∣
U,V

= −µ
T

= k

{
s0 + ln

[(
N0

N

) 5
2
(
U

U0

) 3
2 V

V0

]}
− 5

2k. 謨謴謮謱謳謩

謕 謶謷 謕
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将方程 謨謴謮謱謱謩 和 謨謴謮謱謲謩 代入 謨謴謮謱謳謩謬 得到化学势

µ(T, p) = kT

(5
2 − s0

)
− kT ln

[(
T

T0

) 5
2 p0

p

]
. 謨謴謮謱謴謩

和方程 謨謲謮謷謷謩 相比差一个附加常数謮 顺便提一下謬 比较后又得到关系 µ0 =
( 5

2 − s0
)
kT0謮 记住由

方程 謨謴謮謱謴謩得到的不是独立的状态方程謬 但可以通过 譇譩譢譢譳謭譄譵譨譥譭 关系与 T 和 p 相关联謮

然而謬 了解态函数 謨特性函数謩 S(U, V,N, · · · ) 会提供更多的信息謮 若通过变量 U, V,N, · · · 的变化
熵增大了謬 对应的过程就是自发和不可逆的謮 系统的平衡态方程最终由作为 (U, V,N, · · · ) 函数的熵的
最大值给定謮由于这些性质謬熵被称作所谓的热力学势 謨譴譨譥譲譭譯譤譹譮譡譭譩譣 議譯譴譥譮譴譩譡譬謩謮 正如力学中的势能謬
熵给出关于系统最稳定 謨平衡态謩 位置的信息謮 也和势能差一样謬 熵差孤立系统发生变化过程的原因謮
最后謬 态函数 S(U, V,N, · · · ) 或等价的 U(S, V,N, · · · ) 包含了系统主要状态方程的信息謮
广延量 U, S, V,N, · · · 对于一个孤立系统非常有用謮 它们在平衡态时保持常值謮 但实际上謬 例如在

热源中謬 通常不合适使用这些状态变量謮 举例来说謬 实验中相比于熵謬 对应的强度量温度更易于控制謮 相
似地謬 很多情况下选择压强替代体积謬 等等謮 因此有理由寻找其他的热力学势謬 它们具有与熵或内能有
相似的性质謬 但依赖于共轭的强度变量謮 我们的目标是謬 比如对于内能 U(S, V,N, · · · )謬 进行变换謬 把熵
S 变换成强度量 T = ∂U

∂S

∣∣
V,N,···謮

我们需要的变换是经典力学中极为熟知的 譌譥譧譥譮譤譲譥 謨勒兰德謩 变换 謨譌譥譧譥譮譤譲譥 譴譲譡譮譳警譯譲譭譡譴譩譯譮謩謮 那
里使用这个变换将 譌譡譧譲譡譮譧譥 量 L(qν , q̇ν) 中的广义速度 q̇ν 用新变量謬 广义动量 pν = ∂L

∂q̇ν
代替謮 得到

H(qν , pν) =
∑
ν

q̇νpν − L(qν , q̇ν) 謨謴謮謱謵謩

完全等价于 L(qν , q̇ν)謮 简单地通过微分容易证明

dH =
∑
ν

(
pνdq̇ν + q̇νdpν −

∂L

∂qν
dqν −

∂L

∂q̇ν
dq̇ν

)
=
∑
ν

(
q̇νdpν −

∂L

∂qν
dqν

)
. 謨謴謮謱謶謩

这里只出现了 dpν 和 dqν 謮

4.3 Legendre 变变变换换换
先只考虑单变量函数謬 结果很容易推广到多变量函数謮 设 f(x) 是变量 x 的函数謬 其全微分

df = ∂f

∂x
dx = p(x)dx. 謨謴謮謱謷謩

函数 p(x) = f ′(x) 给出曲线 f(x) 在每个 x 点的斜率謮 譌譥譧譥譮譤譲譥 变化的任务是找到一个新变量 p =

謕 謶謸 謕
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f ′(x) 的函数 g(p)謬 与 f(x) 等价謬 即它含有相同的信息謮 因此謬 要求从函数 f(x) 无歧义地计算 g(p)謬 反
过来也一样謮 新函数 g(p) 在图 謴謮謲 中用 f(x) 的斜率 p 来说明謮 至此謬 考虑 f 的切线与 y謭轴的交点
(x0, f(x0))謮 切线方程为

图 4.2. 关于 Legendre 变换.

T (x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0). 謨謴謮謱謸謩

与 y謭轴相交 g = T (0)謬 因此

g(x0) = f(x0)− x0f
′(x0) 謨謴謮謱謹謩

当然依赖于考虑的点 x0謮 称任意点 x 的函数 g(x) 为 f(x) 的 譌譥譧譥譮譤譲譥 变换謬

g = f − xp, p = ∂f

∂x
. 謨謴謮謲謰謩

现在来证明 g 只依赖于斜率 p = f ′(x)謮 为此謬 将方程 謨謴謮謲謰謩 微分謬

dg = df − pdx− xdp. 謨謴謮謲謱謩

将方程 謨謴謮謱謷謩 代入謬 得到

dg = −xdp. 謨謴謮謲謲謩

因此 g 只依赖于变量 p謮 为显式地给出 g(p)謬 需要从方程 謨謴謮謲謰謩 中消去謬

g(x) = f(x)− xf ′(x), 謨謴謮謲謳謩

用到方程

p = f ′(x). 謨謴謮謲謴謩

这当然可能謬 只要方程 謨謴謮謲謴謩 能给出 x 的唯一解謬 即存在 f ′ 的逆 f ′−1謬 那么将

x = f ′−1(p) 謨謴謮謲謵謩

代入方程 謨謴謮謲謳謩謬 得到显式函数

g(p) = f(f ′−1(p))− f ′−1(p)p. 謨謴謮謲謶謩

謕 謶謹 謕
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Example (f(x) = x2). 对此函数謬

p = f ′(x) = 2x. 謨謴謮謲謷謩

譌譥譧譥譮譤譲譥 变换为

g(x) = x2 − xp. 謨謴謮謲謸謩

由方程 謨謴謮謲謷謩謬 f ′(x) 的反函数为

x = f ′−1(p) = 1
2p.

代回方程 謨謴謮謲謸謩謬 得到

g(p) = 1
4p

2 − 1
2p

2 = −1
4p

2.

微分给出

dg = −1
2pdp = −xdp.

与方程 謨謴謮謲謲謩 相符謮

所以明显地謬 只有方程 謨謴謮謲謴謩 表示一个双向映射 謨譢譩譪譥譣譴譩譶譥 譭譡議議譩譮譧謩謬 即变量 x 与斜率 p 之间是

一一对应关系謬 唯一的 譌譥譧譥譮譤譲譥 变换才存在謮 数学上謬 f ′(x) 必须是严格单调的謮

Example (f(x) = x). 此函数给出

p = f ′(x) = 1.

无法求解 x謮 特别地謬 謨形式上的謩 譌譥譧譥譮譤譲譥 变换为

g = x− xp = x− x = 0.

它不含与 f(x) 相当的信息謮

现在由 譌譥譧譥譮譤譲譥 变换结果来重构原始函数 f(x)謮 由方程 謨謴謮謲謰謩謬 成立

f(p) = g(p) + xp. 謨謴謮謲謹謩

謕 謷謰 謕
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在这个方程中将 p 用 x 表示出来并替换掉謮 由方程 謨謴謮謲謲謩謬

x = −g′(p). 謨謴謮謳謰謩

因为 f ′(x) 严格单调謬 反函数 謨謴謮謲謵謩 也是严格单调的謬 所以方程 謨謴謮謳謰謩 能求得唯一的 p(x)謮 代回方程
謨謴謮謲謹謩謬 即唯一地得到函数 f(x)謮

Example (反变换). 前面的例子中得到

g(p) = −1
4p

2.

若取

x = −g′(p) = −1
2p,

求解该式可得 p(x) = −2x謮 则方程 謨謴謮謲謹謩 写成

f(p) = −1
4p

2 + xp = −x2 + 2x2 = x2,

与原始函数完全一样謮

将 譌譥譧譥譮譤譲譥 变换推广到多变量函数是很显然的謮 若给定函数 f(x, y)謬 那么

df = p(x, y)dy + q(x, y)dy, 謨謴謮謳謱謩

而

p(x, y) = ∂f

∂x

∣∣∣∣
y

, q(x, y) = ∂f

∂y

∣∣∣∣
x

. 謨謴謮謳謲謩

若将 x 替换成 p謬 取

g(x, y) = f(x, y)− xp, 謨謴謮謳謳謩

它有全微分

dg = df − pdx− xdp = −xdp+ qdy. 謨謴謮謳謴謩

那么 g 只是 p 和 y 的函数謮 为计算 g(p, y) 的显式表达式謬 方程 謨謴謮謳謲謩 的第一式要求对于所有的 y 有

唯一的反函数 x(p, y)謮 代回方程 謨謴謮謳謳謩 即得新函数 g(p, y)謮 相似地謬 可以 謲 个变量 x 和 y 用 p 和 q 都

謕 謷謱 謕
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替换掉謮 为此謬

h(x, y) = f(x, y)− xp− yq. 謨謴謮謳謵謩

为得到显式的表达式 h(p, q)謬 需求解方程 謨謴謮謳謲謩 以得到 x(p, q) 和 y(p, q)謮 代回方程 謨謴謮謳謵謩 得到新函数
h(p, q) 与老函数 f(x, y) 完全等价謮

4.4 自自自由由由能能能

我们从作为自然变量函数的内能 U(S, V,N, · · · ) 开始謮 变量熵 S 替换成温度 T = ∂U
∂S

∣∣
V,N,···謮 至此謬

譌譥譧譥譮譤譲譥 变换为

F = U − TS = −pV + µN, 謨謴謮謳謶謩

称之为自由能 謨警譲譥譥 譥譮譥譲譧譹謩 或 譈譥譬譭譨譯譬譴譺 謨亥姆霍兹謩 势 謨譈譥譬譭譨譯譬譴譺 議譯譴譥譮譴譩譡譬謩謮 此处还利用了方程
謨謲謮謷謲謩謮 U 的微分为

dU = TdS − pdV + µdN + · · · . 謨謴謮謳謷謩

对应地謬 F 的微分为

dF = dU − SdT − TdS = −SdT − pdV + µdN + · · · . 謨謴謮謳謸謩

这里自由能表示成 T, V,N, · · · 的函数謬 它含有和内能 U 相同的信息謮 特别地謬 由方程 謨謴謮謳謸謩 可以得到
状态方程

−S = ∂F

∂T

∣∣∣∣
V,N,···

, −p = ∂F

∂V

∣∣∣∣
T,N,···

, µ = ∂F

∂N

∣∣∣∣
T,V,···

, · · · . 謨謴謮謳謹謩

为理解自由能的重要性謬 考察一个置于不变温度 T 热源中的非孤立系统謬 如图 謴謮謳謮 含热源的整个系统
是孤立的謮 由此謬 整个系统中发生的过程是不可逆的謬 直至达到有最大值熵的平衡态謮

图 4.3. 等温系统.

dStot = dSsys + dSbath ≥ 0. 謨謴謮謴謰謩

因为系统与热源接触謬 它们会交换热謬 最终也会交换功謮 由第一定律謬 这带来 謨子謩 系统内能的变化謮
令 δQsys 和 δWsys 分别是系统与热源交换的热和功謬 那么

dUsys = δQsys + δWsys, dUbath = δQbath + δWbath. 謨謴謮謴謱謩

謕 謷謲 謕
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而整个系统是孤立的謬 对于可逆过程成立

δQsys = −δQbath, δWsys = −δWbath. 謨謴謮謴謲謩

考虑到第二定律謬 则由方程 謨謲謮謵謰謩 的已知结论謬 成立不等式

TdS = δQrev ≥ δQirr, δWrev ≤ δWirr. 謨謴謮謴謳謩

对于系统因此有

dUsys − TdSsys = δW rev
sys ≤ δW irr

sys. 謨謴謮謴謴謩

给定温度时謬 也可以写成

dFsys = d (Usys − TSsys) = δW rev
sys ≤ δW irr

sys. 謨謴謮謴謵謩

常温情况下系统自由能的变换表示了可逆过程中系统作功或对系统作功謮 这个功 謨含符号謩 总小于不可
逆过程中的功謮
对于可逆过程謬 方程 謨謴謮謴謰謩 等号成立謬 dUsys = TdSsys + δW rev

sys 謬

dSbath = −dSsys = −δQsys

T
= − 1

T

(
dUsys − δW rev

sys
)
. 謨謴謮謴謶謩

代入到方程 謨謴謮謴謰謩謬 对于等温可逆过程 謨dStot = 0謩 得到

TdStot = TdSsys − dUsys + δW rev
sys = −dFsys + δW rev

sys = 0. 謨謴謮謴謷謩

而对于不可逆过程謬 则有

TdSsys = −dFsys + δW irr
sys ≥ 0. 謨謴謮謴謸謩

很明显等温系统中的自由能的重要性相似于孤立系统中的熵謮 令作功 δWsys = 0謬 那么孤立系统的熵有
最大值当且仅当等温子系统的自由能有最小值謮 特别地謬 对于等温系统謬 自由能减小的过程是自发的和
不可逆的謮 因为

dF = d(U − TS) = dU − TdS ≤ 0, 对于 δW = 0 和 T = 譣譯譮譳譴譳謮, 謨謴謮謴謹謩

自由能给出了最大熵和最小能量原理謮 等温系统謬 与环境交换热謬 但不作功謬 区域最小化其自由能謬 即趋
于最小化其能量同时最大化其熵謮 带来的结果是謬 等温过程实际增加了内能謬 即它需要能量输入謬 尽管
如此謬 这个过程是自发发生的謮 只要给定温度时因熵增得到的 TdS 大于从热源获取的内能 dU 謮

謕 謷謳 謕
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普遍地謬 不与环境交换功的等温系统趋于自由能的最小值謮 不可逆过程自发发生謬 直至

dF = 0, F = Fmin. 謨謴謮謵謰謩

Example (溶液中的沉淀物 (precipitaion)). 当混合溶液中含各自的镁离子和碳离子时謬 水溶液中
会有碳酸镁 謨譭譡譧譮譥譳譩譵譭 譣譡譲譢譯譮譡譴譥謩 沉淀謬 反应

Mg2+
aq + CO3

2−
aq −−→ MgCO3solid

是自发的謬 因为室温下謬 能量成本 ∆U ≈ 25.1譫譊 · 譭譯譬01 远小于熵增获得的收益謬 大致为 T∆S ≈
71.1譫 譊 · 譭譯譬−1謮 在这个例子中謬 必须小心熵的几率解释 謨議譲譯譢譡譢譩譬譩譳譴譩譣 譩譮譴譥譲議譲譥譴譡譴譩譯譮謩謮 Mg 和
CO3 凝聚 謨譣譯譮譧譬譯譭譥譲譡譴譩譯譮謩 成固体謬 与溶液中的离子均匀分布比较謬 似乎对应着熵的减少謮 然而謬
对 ∆U 和 ∆S 的测量表明情况不是这样謮 原因在于水溶液中的离子周围包围着水分子的规则水
性外壳 謨譳譹譳譴譥譭譡譴譩譣 譨譹譤譲譡譴譥 譥譮譶譥譬譯議譥謩謮 打破这种非常有序的水性外壳謬 相比于离子凝聚成固体的
熵减謬 获得熵增要大謮

类似地謬 内能减少多于熵增加的等温过程謬 也是自发发生的謮 当然这个自发过程熵增加的同时能量
减少謮

Example (理想气体的自由能). 为此謬 求解方程 謨謴謮謱謰謩 以得到 U(S, V,N)謬

U(S, V,N) = U0

(
N

N0

) 5
3
(
V0

V

) 2
3

exp
[2

3

(
S

Nk
− s0

)]
. 謨謴謮謵謱謩

现在计算

F = U − TS. 謨謴謮謵謲謩

为得到 F (T, V,N)謬 需将方程 謨謴謮謵謲謩 中的 S 替换为 T 謮 通过

T = ∂U

∂S

∣∣∣∣
V,N,···

= U0

(
N

N0

) 5
3
(
V0

V

) 2
3 2

3Nk exp
[2

3

(
S

Nk
− s0

)]
求得 S(T, V,N)謬

S(T, V,N) = Nk

{
s0 + ln

[(3
2
NkT

U0

) 3
2
(
N0

N

) 5
2 V

V0

]}
.
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代回方程 謨謴謮謵謲謩謬 得到

F (T, V,N) = 3
2NkT −NkT

{
s0 + ln

[(3
2
NkT

U0

) 3
2
(
N0

N

) 5
2 V

V0

]}
.

而 U0 = 3
2N0kT0謬 最后有

F (T, V,N) = NkT

{
3
2 − s0 − ln

[(
T

T0

) 3
2 N0

N

V

V0

]}
. 謨謴謮謵謳謩

与通常热力学中的情况相同謬 方程 謨謴謮謵謳謩 确定到对应于参考态的差謮
现在证明謬 与 U(S, V,N 和 S(U, V,N) 一样謬 F (T, V,N) 包含了所有的状态方程謮 为此计算 F 对

各自变量的偏导数謬

S(T, V,N) = − ∂F

∂T

∣∣∣∣
V,N

= Nk

{
s0 + ln

[(
T

T0

) 3
2 N0

N

V

V0

]}
, 謨謴謮謵謴謩

p(T, V,N) = − ∂F

∂V

∣∣∣∣
T,N

= NkT

V
, 謨謴謮謵謵謩

µ(T, V,N) = ∂F

∂N

∣∣∣∣
T,V

= kT

{
5
2 − s0 − ln

[(
T

T0

) 3
2 N0

N

V

V0

]}
. 謨謴謮謵謶謩

同时利用反变换得到

U(T, V,N) = F (T, V,N) + TS = 3
2NkT. 謨謴謮謵謷謩

即自由能在消除对应的变量后謬 完全与 U(S, V,N) 和 S(U, V,N) 等价謮

最后我们阐述一下内能与自由能的定性区别謮 利用状态方程謬当然能将理想气体的内能 U(S, V,N)
写成成其他变量的形式謬 正如已经知道的謬

U(T, V,N) = 3
2NkT. 謨謴謮謵謸謩

然而謬 U(T, V,N) 与 F (T, V,N) 不同謮 在等温系统中謬 自由能有最小值謬 但内能不必謮 差别在于自由能
F (T, V,N) 包含了系统的所有热力学信息謬 U(S, V,N) 也是謮 作为比较謬 U(T, V,N) 则丢失了信息謮

4.5 焓焓焓

化学中謬 定压下的反应引起特别的兴趣謮 因为通常的化学反应都发生在直接置于大气压下的开放
容器中謬 如图 謴謮謴謮 因此謬 我们要将内能 U(S, V,N, · · · ) 的自变量 V 替换成 p謮 因为 U 的微分中项

謕 謷謵 謕
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−pdV 有一个符号謬 譌譥譧譥譮譤譲譥 变换中也必须改变符号謬 即

图 4.4. 定压系统. 若限制系统与环
境交换热, 也是绝热的.

H = U + pV = TS + µN. 謨謴謮謵謹謩

方程 謨謴謮謵謹謩 定义了焓 謨譥譮譴譨譡譬議譹謩謮 它也是一个热力学势謬 以变量 S, p,N 表示謮 焓的全微分

dH = dU + pdV + V dp = TdS + V dp+ µdN + · · · . 謨謴謮謶謰謩

若已知焓 H(S, p,N, · · · )謬 所有其他状态量可以通过 H 的偏导数得到謬

T = ∂H

∂S

∣∣∣∣
p,N,···

, V = ∂H

∂p

∣∣∣∣
S,N,···

, µ = ∂H

∂N

∣∣∣∣
S,p,···

, · · · . 謨謴謮謶謱謩

而焓对定压与绝热系统特别有用謮 这样的系统与环境不交换热謬 但在不变的外部压强下膨胀对外
作 謨体积謩 功 δW rev

vol = −pdV 謬 也可能与环境交换其他功 謨例如 δW rev
other = µdN 謬 等謩謮 可逆过程与环境交

换的总功为 δW rev
tot = δW rev

vol + δW rev
other謮

对于定压系统謬 由第一定律 dU = δQ+ δW = δQ+ δWother − pdV 謬 对于态在的定压可逆变化謬

dH|p = d (U + pV )|p = dU |p + p dV |p , dH|p = δQ|p + δW rev
other|p . 謨謴謮謶謲謩

对于态的定压变化謬 焓的变化量正好是与环境交换的热加上其他形式的可用功 謨譵譴譩譬譩譺譡譢譬譥 護譯譲譫謩謮
若系统不与环境交换不存在这种形式的功謬 那么 dH|p = δQ|p謮 此时謬 焓的变化量给出定压情况下与环
境交换的热謮 反过来謬 测量热量可以确定焓的变化量謮 顺便提一下謬 这和定容条件下系统与外界没有功
交换的情况 dU |V = δQ|V 相似謮

考虑一个定压且绝热的系统謬 p = 譣譯譮譳譴謮 且 δQ = 0謮 由方程 謨謴謮謶謲謩謬

dH|p,ad = δW rev
other|p,ad . 謨謴謮謶謳謩

定压绝热系统焓的变化量等于可逆的非体积可用功謮 这个描述对应于等温系统自由能的变化量方程
謨謴謮謴謵謩謮 对于不可逆过程謬 δW rev

other ≤ δW irr
other謬 那么

dH|p,ad = δW rev
other|p,ad ≤ δW irr

other
∣∣
p,ad . 謨謴謮謶謴謩

对于不可逆过程謬 没有获取可能的最大可用功謮 若特别地謬 定压绝热过程中 δW irr
other = 0謬 即没能获取可

用功謬 我们有

dH ≤ 0. 謨謴謮謶謵謩

謕 謷謶 謕
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在一个定压绝热系统中謬 会发生不可逆过程以降低焓謬 直至达到一个有最小焓值的平衡态謬

dH = 0, H = Hmin. 謨謴謮謶謶謩

焓与内能非常相似謮 而定压条件下謬 态的变化大多涉及体积的变化謬 明显地使用焓要方便很多謮

Example (理想气体的焓).

H = U + pV. 謨謴謮謶謷謩

为计算 H(S, p,N)謬 需要消去 V 謮 由方程 謨謴謮謵謱謩謬

−p = ∂U

∂V

∣∣∣∣
S,N,···

= −2
3U0

(
N

N0

) 5
3
(
V0

V

) 2
3 1
V

exp
[2

3

(
S

Nk
− s0

)]
. 謨謴謮謶謸謩

解出 V 并代回方程 謨謴謮謶謷謩謮 首先有

V

V0
=
(2

3
U0

pV0

) 3
5 N

N0
exp

[2
5

(
S

Nk
− s0

)]
.

将其代入方程 謨謴謮謶謷謩謬 得到

H(S, p,N) = U0
N

N0

(2
3
U0

pV0

)− 2
5

exp
[2

5

(
S

Nk
− s0

)]
+ pV0

(2
3
U0

pV0

) 3
5 N

N0
exp

[2
5

(
S

Nk
− s0

)]
= 5

3U0
N

N0

(2
3
U0

pV0

)− 2
5

exp
[2

5

(
S

Nk
− s0

)]
.

利用 U0 = 3
2N0kT0 = 3

2p0V0謬 上式重写为

H(S, p,N) = 5
3U0

N

N0

(
p

p0

) 2
5

exp
[2

5

(
S

Nk
− s0

)]
. 謨謴謮謶謹謩

和往常一样謬 焓确定到一个附加常数謮 若取 S0 = N0ks0謬 那么 H0 = H(S0, p0, N0) = 5
3U0謮

Example (从焓推导状态方程). 从方程 謨謴謮謶謹謩謬 推导理想气体的状态方程謬

謕 謷謷 謕
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Solution. 我们有謬

T (S, p,N) = ∂H

∂S

∣∣∣∣
p,N

= 2U0

3N0k

(
p

p0

) 2
5

exp
[2

5

(
S

Nk
− s0

)]
, 謨謴謮謷謰謩

V (S, p,N) = ∂H

∂p

∣∣∣∣
S,N

= 2U0

3p0

N

N0

(
p

p0

)− 3
5

exp
[2

5

(
S

Nk
− s0

)]
. 謨謴謮謷謱謩

方程 謨謴謮謷謰謩 与 謨謴謮謷謱謩 互除謬 消去 S謬 得到

V

T
= Nk

p

及理想气体定律謮 类似地謬 通过反变换

U = H − pV

将方程 謨謴謮謷謱謩 乘以 p謬 并从方程 謨謴謮謶謹謩 扣除这一项謬 有

U(S, p,N) = U0
N

N0

(
p

p0

) 2
5

exp
[2

5

(
S

Nk
− s0

)]
.

上式最后两个因子用方程 謨謴謮謷謰謩 代替謬 得到

U(T, V,N) = U0
N

N0

3
2
N0kT

U0
= 3

2NkT.

即正确的理想气体内能謬 当然可以写成 U(S, V,N) 的函数謮 最后謬 化学势

µ = ∂H

∂N

∣∣∣∣
S,p

= 5U0

3N0

(
1− 2S

5Nk

)(
p

p0

) 2
5

exp
[2

5

(
S

Nk
− s0

)]
.

用方程 謨謴謮謷謰謩 消除最后 謲 个因子謬 得到

µ = 5
2kT

(
1− 2S

5Nk

)
. 謨謴謮謷謲謩

若通过求解方程 謨謴謮謷謰謩 得到 S(T, p,N) 并代回方程 謨謴謮謷謲謩謬 同时利用 U0 = 3
2N0kT0謬

µ0(T, p) = kT

{
5
2 − s0 − ln

[(
T

T0

) 5
2 p0

p

]}
.
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若取 µ0 = kT0
( 5

2 − s0
)
謬 该式与前面计算的化学势一致謬

有了焓謬 我们可以展示多个特殊系统不同化学势的用处謮 若系统在体积不变情况下吸热 δQ謬 则
δW = 0謬

dU = δQ|V , 謨謴謮謷謳謩

热量直接加进了内能謮 定容比热成立

CV = δQ

dT

∣∣∣∣
V

= ∂U

∂T

∣∣∣∣
V

. 謨謴謮謷謴謩

而热是在定压情况下加入謬 体积一般地会发生变化謬 从而作功謬

dU = δQ|p − pdV. 謨謴謮謷謵謩

此时不合适用内能来描述这个过程謮 定压情况下謬 方程 謨謴謮謷謵謩 可以简单地写成

dH = d(U + pV ) = δQ|p 謨謴謮謷謶謩

的形式謮 它和方程 謨謴謮謷謳謩 类似謮 定压比热因此为

Cp = δQ

dT

∣∣∣∣
p

= ∂H

∂T

∣∣∣∣
p

. 謨謴謮謷謷謩

若利用方程 謨謴謮謷謰謩 将方程 謨謴謮謶謹謩 写成 H(T, p,N)謬 那么对于理想气体謬

H(T, p,N) = 5
2NkT. 謨謴謮謷謸謩

也可以从 H = U + pV = 3
2NkT +NkT 直接得到謮 因此对于理想气体謬 我们得到

Cp = 5
2Nk 謨謴謮謷謹謩

同时

CV = 3
2Nk. 謨謴謮謸謰謩

化学中焓起着非常重要的作用謬 因为很多化学反应发生在定压条件下謬 开放的容器中謮 另一方面謬
很多反应发生的很快以至于来不及与环境交换热量謮 有了焓謬 这种情况下可以很容易判断某个化学反
应的可能性以及在给定条件下能否自发进行謮 为此謬 只需简单比较反应中生成物与反应物焓的和謮 若

謕 謷謹 謕
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∆H = Hproducts −Hreactants 是负的謬 即 ∆H ≤ 0謬 反应自发地进行且不可逆謮 为简化这种比较謬 纯化学
元素在室温和大气压条件下的焓被定义为 H0 = H(T0, p0) = 0謬 这样就确定了附加常数謮 然而謬 对于化
学反应謬 热力学的局限性也很明显謮 大多数情况下謬 反应需要一定活化能 謨譡譣譴譩譶譡譴譩譯譮 譥譮譥譲譧譹謩謬 即謬 由于
能量壁垒的限制謬 首先需要克服它謬 反应才能自发地发生并获得焓謮 这些现象属于反应动力学謬 热力学
不能做出推断謮 定压条件下謬 释放焓的反应称为放热的 謨譥譸譯譴譨譥譲譭譡譬謩謬 而吸热的反应謬 需要对其作功才
能发生謬 称为吸热的 謨譥譮譤譯譴譨譥譲譭譡譬謩謮
图 謴謮謵 给出一个典型放热反应 謨如 H2 和 O2 燃烧生成 H2O謩 中謬 焓对应于定性反应坐标 謨如生成

物浓度謩 的过程謮 活化能用于打破 H2 和 O2 分子謬 这样才能形成 H2O 分子謮 此处∆H 的焓有效地释放
出来謮 化学中反应焓的测量謬 可以简单地用量热计 謨譣譡譬譯譲譩譭譥譴譥譲謩 测量反应中释放的热来获得謮

图 4.5. 化学反应中的焓.

Example. 作为例子謬 考虑碳和氧燃烧生成二氧化碳謬 方程为

C + O2 −−→ CO2, ∆H = −394譫譊 ·譭譯譬−1.

而这个反应也可以分为 謲 个步骤

C + 1
2 O2 −−→ CO, ∆H = −111譫譊 ·譭譯譬−1,

CO + 1
2 O2 −−→ CO2, ∆H = −283譫譊 ·譭譯譬−1.

一氧化碳在第一步产生謮 在两种情况下总焓平衡是相同的謮 生成物和反应物之间的焓差不依赖于
反应过程的断言謬 有时称为 譈譥譳譳 謨盖斯謩 定理 謨譔譨譥譯譲譥譭 譯警 譈譥譳譳謩謮

4.6 自自自由由由焓焓焓

对于等温和定压的系统謬 我们需要替换 謲 个变量 S 和 V 謬 以对内能 U(S, V,N, · · · ) 作 譌譥譧譥譮譤譲譥 变
换謮 定义

G = U − TS + pV. 謨謴謮謸謱謩

对应的热力学势是 譇譩譢譳譳 謨謱謸謷謵謩 引进的自由焓謬 由于这个原因它也称为 譇譩譢譢譳 势謮 自由焓的微分为

dG = dU − TdS − SdT + pdV + V dp = −SdT + V dp+ µdN + · · · . 謨謴謮謸謲謩

结果是 G 只依赖于 T, p,N, · · · 謮 若函数 G(T, p,N, · · · ) 已知謬 通过偏导数可以得到其他的状态量謬

−S = ∂G

∂T

∣∣∣∣
p,N,···

, V = ∂G

∂p

∣∣∣∣
T,N,···

, µ = ∂G

∂N

∣∣∣∣
T,p,···

, · · · . 謨謴謮謸謳謩

方程 謨謴謮謸謳謩 再次给出了系统的状态方程謮 利用任何情况下须满足的 譅譵譬譥譲 方程謬 或多或少可以更显式

謕 謸謰 謕
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地表示 譇譩譢譢譳 自由焓謮 对于单组分謬 无其他形式功的系统謬 譅譵譬譥譲 方程 謨謲謮謲謷謩 给出

U = TS − pV + µN. 謨謴謮謸謴謩

与方程 謨謴謮謸謱謩 比较謬

G = µN. 謨謴謮謸謵謩

方程 謨謴謮謸謳謩 的第 謳 个等式是自由焓的平凡结果謬 即 µ = ∂G
∂N

∣∣
T,p

= G
N

謮 单位粒子的自由焓等同于化学势謮
然而謬 这些论述只适用于单组分謬 除体积功外謬 不与环境其他形式功的系统謮
为理解自由焓的意义謬考虑如图 謴謮謶的孤立系统謬由一个等温定压系统和环境 謨置于其中的热源謩的

组成謮 那么

图 4.6. 等温定压系统.

dStot = dSsys + dSbath ≥ 0. 謨謴謮謸謶謩

对于可逆过程謬

dSbath = −dSsys = − 1
T

(dUsys + pdVsys − δW rev
other) , 謨謴謮謸謷謩

或者对于不可逆过程謬

TdStot = TdSsys − dUsys − pdVsys + δW rev
other ≥ 0. 謨謴謮謸謸謩

也可以写成 謨忽略角标后謩

dG = d(U − TS + pV ) = δW rev
other ≤ δW irr

other. 謨謴謮謸謹謩

自由焓的改变量正是系统在等温定压条件下的可逆过程中作的非体积功謮 过程可逆时取方程 謨謴謮謸謶謩 和
謨謴謮謸謸謩的等号謬 dG = δW rev

other謮 对于不可逆过程謬释放的功更少或者需要更多的功謬体现在方程 謨謴謮謸謹謩的
不等号上謮
因此謬 对于一个等温定压系统謬 将自发地发生不可逆过程謬 直至达到自由焓的最小值謬

dG = 0, G = Gmin. 謨謴謮謹謰謩

热力学势 G(T, p,N) 又一次地等价于熟知的 U(S, V,N) 或 S(U, V,N)謬 也等价于 F (T, V,N) 和
H(S, p,N)謮 它们含有相同的信息謮

与焓一样謬 自由焓在化学中也起着重要作用謮 若在定压条件下化学反应发生得很慢謬 实际上一直会
维持着热平衡謬 即 T = 譣譯譮譳譴謮謮 这种情况对应于诸如燃料电池 謨警譵譥譬 譣譥譬譬譳謩 或电池 謨譢譡譴譴譥譲譩譥譳謩謮 可以直接
计算初终态的自由焓差謬 作为从电池获得的电力謮 自由焓减少的反应謬 自发地发生并提供动力 謨議譯護譥譲謩謬

謕 謸謱 謕
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被称为释能 謨譥譸譥譲譧譯譮譩譣謩 反应謬 而自由焓增加的反应謬 被称为吸能 謨譥譮譤譥譲譧譯譮譩譣謩 反应謮

Example (理想气体的自由焓). 原则上不需要作任何计算謬 有

G(T, p,N) = µ(T, p)N

而 µ(T, p) 在前面的例子中已经计算出来过謮 但通过有指导意义的 譌譥譧譥譮譤譲譥 变换计算自由焓謬 也
能得到同样的结果謮 虽然如此謬 无需作所有的变换謬

G = U − TS + pV,

只需从自由能开始謬

G = F + pV.

这种情况下对于里响起特别简单謬 由方程 謨謴謮謵謳謩 和 謨謴謮謵謵謩謬

G = NkT

{
3
2 − s0 − ln

[(
T

T0

) 3
2 N0

N

V

V0

]}
+NkT

= NkT

{
5
2 − s0 − ln

[(
T

T0

) 3
2 N0

N

V

V0

]}
.

和前面例子中的化学势 µ(T, p) 相符謬 差到一个因子 N 謬 若取 µ0 = µ(T0, p0) = kT0
( 5

2 − s0
)
謮

Example (Gibbs-Helmholtz 方程). 证明自由焓和它对温度的偏导数与焓相联系于 譇譩譢譢譳謭
譈譥譬譭譨譯譬譴譺 方程

H = G− T ∂G

∂T

∣∣∣∣
p

= −T 2 ∂

∂T

(
G

T

)∣∣∣∣
p

.

Solution. 由焓与自由焓的定义謬 并利用方程 謨謴謮謸謹謩謬 有

H = U + pV = TS + µN 謨謴謮謹謱謩

和

G = U + pV − TS. 謨謴謮謹謲謩

立刻有

H = G+ TS. 謨謴謮謹謳謩

謕 謸謲 謕
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方程 謨謴謮謹謲謩 的微分为

dG = dU − TdS − SdT + pdV + V dp = −SdT + vdP + µdN

那么謬

−S = ∂G

∂T

∣∣∣∣
p,N

.

代回方程 謨謴謮謹謳謩謬 得

H = G− T ∂G

∂T

∣∣∣∣
p,N

. 謨謴謮謹謴謩

同时成立

∂

∂T

(
G

T

)∣∣∣∣
p,N

= 1
T

∂G

∂T

∣∣∣∣
p,N

− G

T 2 = − 1
T 2

(
G− T ∂G

∂T

∣∣∣∣
p,N

)
.

因此方程 謨謴謮謹謴謩 化为

H = −T 2 ∂

∂T

(
G

T

)∣∣∣∣
p,N

.

若等温定压系统含有多种化合物謬 由推广的 譅譵譬譥譲 方程 謨謲謮謷謲謩謬

G =
∑
i

µiNi. 謨謴謮謹謵謩

设反应方程式为

a1A1 + a2A2 + · · · −−⇀↽−− b1B1 + b2B2 + · · · , 謨謴謮謹謶謩

那么粒子数变化满足 dNAi = −aidN 和 dNBj = bjdN 謬 dN 是公共因子謮 等温定压系统的平衡条件因
此为

dG =
∑
i

µidNi = 0, 謨謴謮謹謷謩

謕 謸謳 謕
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也有

dG =

−∑
i

µAiai +
∑
j

µBjbj

 dN = 0. 謨謴謮謹謸謩

可得∑
i

µAiai =
∑
j

µBjbj . 謨謴謮謹謹謩

这是我们前面已经得到过的关系 謨謳謮謱謰謩謮 我们已知稀溶液或气体中化学势对浓度的依赖关系謬 参考方程
謨謳謮謳謲謩謬

µi(T, p,Xi) = µ
(0)
i (T, p) + kTXi. 謨謴謮謱謰謰謩

这里 Xi 是成分 i 的 譭譯譬譥 分数謬 µ0
i 是其 謨Xi = 1 时的謩 参考化学势謮 代回方程 謨謴謮謹謸謩謬 有

dG =

∑
j

µ0
Bj
bj −

∑
i

µ0
Ai
ai

 dN + kT ln
(∏

j X
bj
Bj∏

iX
ai
Ai

)
dN. 謨謴謮謱謰謱謩

因为 ∂G
∂N

= G
N

謬 不依赖于粒子数的变化 dN 謬 可取 dN = 1謬 得到

∆G(T, p,XA1 , · · · , XB1 , · · · ) = ∆G0(T, p) + kT ln
∏
j X

bj
Bj∏

iX
ai
Ai

. 謨謴謮謱謰謲謩

处于平衡时謬 ∆G = 0謬 因此∏
j X

bj
Bj∏

iX
ai
Ai

= exp
[
−∆G0(T, p)

kT

]
. 謨謴謮謱謰謳謩

我们看到等温定压平衡条件下的质量作用定律謮 这里平衡常量被显式地用在标准浓度下生成物反应物
的自由焓差 ∆G0 表示出来謮

对于释能反应謬 ∆G0 < 0謬 平衡时生成物的浓度很大謮 如果增加温度謬 ∆G0

kT
的绝对值变小謬 平衡偏向

有利于反应物的方向謮 类似地謬 增加压强平衡偏向体积较小的一方謮 方程 謨謴謮謱謰謳謩 也给出 譌譥 譃譨譡譴譥譬譩譥譲
謨勒夏忒謩原理的严格形式謬 平衡态在 謨由于温度变化謬 压强变化謬 浓度变化带来的謩力的影响下改变以屈
服于力謮

謕 謸謴 謕
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定义方程 謨謴謮謱謰謳謩 中的平衡常量

K(T, p) = exp
[
−∆G0(T, p)

kT

]
. 謨謴謮謱謰謴謩

利用单位粒子的自由反应焓

∆G0(T, p) =
∑
j

µ0
jbj −

∑
i

µ0
iai, 謨謴謮謱謰謵謩

得到

∂ lnK(T, p)
∂p

∣∣∣∣
T

= −∆v
kT

, 謨謴謮謱謰謶謩

单位粒子的体积变化 ∆v 由

∆v = ∂

∂p

∑
j

µ0
jbj −

∑
i

µ0
iai

∣∣∣∣∣∣
T

=
∑
j

v0
j bj −

∑
i

v0
i ai 謨謴謮謱謰謷謩

给出謮 比如謬 对于理想气体 v = kT
p

謮 因此謬 若反应中产生的粒子多余原有的謬 那么 ∆v > 0謮 方程 謨謴謮謱謰謶謩
的右边是负的謬 平衡常量随压强增加而减小謬 平衡向反应物方向偏离謮 方程 謨謴謮謱謰謶謩 最早由 譐譬譡譮譣譫 謨普
朗克謩 和 譶譡譮 譌譡譡譲 謨范拉尔謩 提出謮

同样地謬 可以求得平衡常量对温度的依赖关系謬

∂K(T, p)
∂T

∣∣∣∣
p

= ∆h
kT 2 , 謨謴謮謱謰謸謩

单位粒子反应焓 ∆h 为

∆h = −T 2 ∂

∂T

∑
j

bj
µ0
j

T
−
∑
i

ai
µ0
i

T

∣∣∣∣∣∣
p

. 謨謴謮謱謰謹謩

这是因为由 譇譩譢譢譳謭譄譵譨譥譭 关系謬∣∣∣∣ ∂∂T (µT )
∣∣∣∣
p

= − µ

T 2 −
s

T
. 謨謴謮謱謱謰謩

且 ∂µ
∂T

∣∣∣
p

= − S
N

= s謬 H = U + pV = µN + TS謮 而 h = H
N

= µ+ Ts 是单位粒子的焓謮 方程 謨謴謮謱謰謸謩 由
譶譡譮謧譴 譈譯講 推导得来謮 它描述了已知单位粒子的反应焓时平衡常量随温度的变化謮 若比如 ∆h > 0謬 即定

謕 謸謵 謕
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压绝热条件下需要能量以使反应进行謬 方程 謨謴謮謱謰謸謩 的右边是正的謬 平衡常量随温度的升高而减小謮 温
度升高平衡偏向生成物的方向以消耗能量謮 对于 ∆h < 0謬 讨论类似謮

4.7 巨巨巨势势势

现在讨论用化学势代替粒子数 N 作为状态变量以完结关于热力学势的讨论謮 正如与热源接触时温
度固定謬 与粒子源 謨議譡譲譴譩譣譬譥 譢譡譴譨謩 相连可以固定化学势謮 因为这个粒子交换大多数情况下也存在热交
换謬 我们要同时将内能函数中的变量 S 和 N 替换为 T 和 µ謬

Φ = U − TS − µN. 謨謴謮謱謱謱謩

对应的势称为巨势 謨譧譩譡譮譴 議譯譴譥譮譴譩譡譬謩謮 它在热力学问题的统计处理中非常重要謮 其全微分

dΦ = dU − TdS − SdT − µdN −Ndµ = −SdT − pdV −Ndµ. 謨謴謮謱謱謲謩

余下的热力学状态量可以由巨势的偏导数求得謬

−S = ∂Φ
∂T

∣∣∣∣
V,µ

, −p = ∂Φ
∂V

∣∣∣∣
T,µ

, −N = ∂Φ
∂µ

∣∣∣∣
T,V

. 謨謴謮謱謱謳謩

因为 譅譵譬譥譲 方程

U = TS − pV + µN, 謨謴謮謱謱謴謩

得到巨势

Φ = −pV. 謨謴謮謱謱謵謩

这个势非常适用于固定化学势的等温系统謬 如图 謴謮謷謮 若将热源与考虑的系统放在一起謬 作为一个整体謬

图 4.7. 固定化学势的等温系统.

孤立的系统謮 对于这个系统成立

dStot = dSsys + dSbath ≥ 0. 謨謴謮謱謱謶謩

对于可逆过程謬

TdSbath = −TdSsys = − (dUsys − µdNsys − δW rev
other) . 謨謴謮謱謱謷謩

代回方程 謨謴謮謱謱謶謩謬 考虑到系统作的可逆功 δW rev
other 謨不包含明显考虑的化学能量謩謬 ∆W rev

other ≤ δW irr
other謬

得到

dUsys − TdSsys − µdNsys = δW rev
other ≤ δW irr

other. 謨謴謮謱謱謸謩
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等温和化学势固定的情况下謬 上式等价于

dΦ = d(U − TS − µN) = δW rev
other ≤ δW irr

ohter. 謨謴謮謱謱謹謩

对于不作功的系统謬 δW = 0謬 自身趋于减小巨势謬

dΦ ≤ 0 謨謴謮謱謲謰謩

直至达到一个巨势最小值

dΦ = 0, Φ = Φmin 謨謴謮謱謲謱謩

的平衡态謮

4.8 变变变换换换所所所有有有变变变量量量

考虑将 U 中的所有变量换成新变量 T, p, µ 的结果謮 譌譥譧譥譮譤譲譥 变换为

Ψ = U − TS + pV − µN, 謨謴謮謱謲謲謩

若系统含有多种成分化合物需要更多的变量加以描述謬 则加上更多的可能项謮 然而謬 譅譵譬譥譲 方程

U = TS − pV + µN 謨謴謮謱謲謳謩

成立要求这个势消失謬 Ψ = 0謮 方程 謨謴謮謱謲謳謩 是 譇譩譢譢譳謭譄譵譨譥譭 关系的结果謮 它建立了强度变量 T 謬 p 和 µ

之间的一个关系謮 由此不可能独立地固定 T 謬 p 和 µ謮 已经计算过理想气体的关系 µ(T, p)謮 因此謬 对于
给定的压强和温度謬 化学式是确定了的謬 只能至多再固定一个广延量謮 这个量确定了系统的尺寸謮 因而
变换所有变量没有任何实质性的结果謮

4.9 Maxwell 关关关系系系
基于作为态函数的热力学势 U 謬 F 謬 H謬 G 和 Φ 有全微分这个事实謬 可以得到热力学状态变量之间

的很多关系謮
内能的全微分 謨暂时只考虑由 謳 个状态变量完全确定的系统謩

dU = TdS − pdV + µdN = ∂U

∂S

∣∣∣∣
V,N

dS + ∂U

∂V

∣∣∣∣
S,N

dV + ∂U

∂N

∣∣∣∣
S,V

dN. 謨謴謮謱謲謴謩
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因为

∂

∂V

(
∂U

∂S

∣∣∣∣
V,N

)
S,N

= ∂

∂S

(
∂U

∂S

∣∣∣∣
S,N

)
V,N

, 謨謴謮謱謲謵謩

立刻得到謬 比如

∂T

∂V

∣∣∣∣
S,N

= − ∂p

∂S

∣∣∣∣
V,N

,
∂T

∂N

∣∣∣∣
S,V

= ∂µ

∂S

∣∣∣∣
V,N

,
∂p

∂N

∣∣∣∣
S,V

= ∂µ

∂V

∣∣∣∣
S,N

. 謨謴謮謱謲謶謩

很多关系以这种方式出现謬 使得我们可以用已知的量来计算未知的量謮 现在来系统地论述謮 由方程
謨謴謮謱謲謴謩謬

∂T

∂V

∣∣∣∣
S,N

= − ∂p

∂S

∣∣∣∣
V,N

. 謨謴謮謱謲謷謩

对应于自由能 F (T, V,N)謬 有

dF = −SdT − pdV + µdN, 謨謴謮謱謲謸謩

− ∂S

∂V

∣∣∣∣
T,N

= − ∂p

∂T

∣∣∣∣
V,N

, − ∂S

∂N

∣∣∣∣
T,V

= ∂µ

∂T

∣∣∣∣
V,N

, − ∂p

∂N

∣∣∣∣
T,V

= ∂µ

∂V

∣∣∣∣
T,N

. 謨謴謮謱謲謹謩

类似地謬 对于焓 H(S, p,N)謬 有

dH = TdS + V dp+ µdN, 謨謴謮謱謳謰謩
∂T

∂p

∣∣∣∣
S,N

= ∂V

∂S

∣∣∣∣
p,N

,
∂T

∂N

∣∣∣∣
S,p

= ∂µ

∂S

∣∣∣∣
p,N

,
∂V

∂N

∣∣∣∣
S,p

= ∂µ

∂p

∣∣∣∣
S,N

. 謨謴謮謱謳謱謩

对自由焓 G(T, p,N)謬 有

dG = −SdT + V dp+ µdN, 謨謴謮謱謳謲謩

− ∂S

∂p

∣∣∣∣
T,N

= ∂V

∂T

∣∣∣∣
p,N

, − ∂S

∂N

∣∣∣∣
T,p

= ∂µ

∂T

∣∣∣∣
p,N

,
∂V

∂N

∣∣∣∣
T,p

= ∂µ

∂p

∣∣∣∣
T,N

. 謨謴謮謱謳謳謩

最后对于巨势 Φ(T, V, µ)謬 有

dΦ = −SdT − pdV −Ndµ, 謨謴謮謱謳謴謩
∂S

∂V

∣∣∣∣
T,µ

= ∂p

∂T

∣∣∣∣
T,µ

,
∂S

∂µ

∣∣∣∣
T,V

= ∂N

∂T

∣∣∣∣
V,µ

,
∂p

∂µ

∣∣∣∣
T,p

= ∂N

∂V

∣∣∣∣
T,µ

. 謨謴謮謱謳謵謩
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关系 謨謴謮謱謲謶謩謬 謨謴謮謱謲謹謩謬 謨謴謮謱謳謱謩謬 謨謴謮謱謳謳謩和 謨謴謮謱謳謵謩称为 譍譡譸護譥譬譬关系謮 在文献中通常只考虑常粒子数的
系统 謨dN = 0謩謬 这些关系的数量减少謬 然而謬 若有更多的态变量謬 比如磁场和磁偶极矩謬 也带来更多的
关系式謮 可以用一个热力学矩形謬 如图 謴謮謸謬 来描述 譍譡譸護譥譬譬 关系謮 沿着矩形的边定义热力学势謬 它依

图 4.8. N = const. 时的热力学矩
形.

赖于端点的变量謬 比如 F (T, V )謮 是对变量的偏导数由对角点给出謬 对角线上的箭头方向确定符号謮 例
如謬 −p = ∂F

∂V
謬 取负号是因为对角线箭头和 V → p 方向相反謮 类似地謬 有 +V = ∂G

∂p
謮 沿着矩形边謬 比如謬

对应于对角线另一端变量 謨p謩 保持常量的偏导数 謨∂V
∂S

謩謬 正等于对边沿着边的偏导数謮 符号仍由对角线
上的箭头方向决定謮
通过一些例子謬 我们来清楚地展示 譍譡譸護譥譬譬 关系的用处謮

Example (热容量). 在热容量 CV 和 Cp 之间需建立一个由易测量状态量表示的普遍关系謮 CV 和
Cp 謨N = 譣譯譮譳譴謮謩 的定义为

CV = δQ

dT

∣∣∣∣
V

= T
∂S

∂T

∣∣∣∣
V

= ∂U

∂T

∣∣∣∣
V

,

Cp = δQ

dT

∣∣∣∣
p

= T
∂S

∂T

∣∣∣∣
p

= ∂H

∂T

∣∣∣∣
p

.

第 謱 个方程中假定 T 和 V 是自变量謬 而第 謲 个方程中假定了 T 和 p 是自变量謮 分别写为 (T, V )
和 S(T, p)謬 则

δQ = TdS = CV dT + T
∂S

∂V

∣∣∣∣
T

dV, 謨謴謮謱謳謶謩

δQ = TdS = CpdT + T
∂S

∂p

∣∣∣∣
T

dp. 謨謴謮謱謳謷謩

方程 謨謴謮謱謳謷謩 中将 p 表示成 T 和 V 的函数謬 那么

δQ = CpdT + T
∂S

∂p

∣∣∣∣
T

(
∂p

∂T

∣∣∣∣
V

dT + ∂p

∂V

∣∣∣∣
T

dV

)
. 謨謴謮謱謳謸謩

比较方程 謨謴謮謱謳謶謩 和 謨謴謮謱謳謸謩謬

CV = Cp + T
∂S

∂p

∣∣∣∣
T

∂p

∂T

∣∣∣∣
V

. 謨謴謮謱謳謹謩

这个表示 CV 和 Cp 的关系中謬 ∂S
∂p

∣∣∣
T
难以测量謬 对于气体而言 ∂p

∂V

∣∣∣
T
很容易测量謬 液体和固体则

对应于极限压强謮 因此謬 如果可能謬 要将这 謲 个量用容易测量的量表示出来謮 譍譡譸護譥譬譬 关系给出

∂S

∂p

∣∣∣∣
T

= − ∂V

∂T

∣∣∣∣
p

. 謨謴謮謱謴謰謩

謕 謸謹 謕
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等式右边可以用等压膨胀系数 α 写为

∂V

∂T

∣∣∣∣
p

= αV. 謨謴謮謱謴謱謩

为重写 ∂p
∂T

∣∣∣
V

謮 考虑作为 T 和 p 函数的 V 謬

dV = ∂V

∂T

∣∣∣∣
p

dT + ∂V

∂p

∣∣∣∣
T

dp.

对于 dV = 0謬 成立

∂p

∂T

∣∣∣∣
V

= −
∂V
∂T

∣∣
p

∂V
∂p

∣∣∣
T

. 謨謴謮謱謴謲謩

分母写成 αV 謬 分子则用等温压缩系数 κ 写成

∂V

∂p

∣∣∣∣
T

= −κV. 謨謴謮謱謴謳謩

代回方程 謨謴謮謱謳謹謩謬 最后得謬

Cp = CV + TV
α2

κ
.

这个关系式中謬 只出现了容易测量的量謮

Example (Joule-Thomson (汤姆孙) 实验). 日常经验中我们知道謬 加压容器中的气体逸出后会冷
却謬 比如喷雾謮 膨胀中不作功 δW = 0謬 因为膨胀发生得很快以至于来不及与环境交换热量 δQ =
0謮 这个过程对应于真实气体的不可逆绝热膨胀謮 那么 dU = 0謮 对于理想气体或 譶譡譮 譤譥譲 譗譡譡譬譳 气
体都能确定温度的变化謮 对于后者謬 由方程 謨謳謮謶謲謩

U(T, V ) =0 +CV (T − T0)−N2a

( 1
V
− 1
V0

)
.

对于理想气体謬 取上式的 a = 0 即可謮 由于 ∆U = 0謬

∆T = N2a

CV

( 1
V
− 1
V0

)
.

謕 謹謰 謕
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图 4.9. Joule-Thomson 实验. 图 4.10. 氮 (nitrogen) 的实验反转线和等焓线.

膨胀后温度的最大变化量为 謨V →∞謩謬

∆T = − N2a

CV V0
.

对于理想气体謬 a = 0謬 ∆T = 0謮 而 譶譡譮 譤譥譲 譗譡譡譬譳 气体 謨a > 0謩 温度变化是负的謮 膨胀中内部功
用于克服分子间的吸引力謬 其强度由 a 标定謮 为得到膨胀过程中确定的热力学条件謬 我们需要一个
装置使得气体的这个自发和不可逆膨胀慢下来謬 从而每一刻都有确定的压强謮 使用多孔塞 謨議譯譲譯譵譳
議譬譵譧謩 譛节流阀 謨譴譨譲譯譴譴譬譥譝謬 使得每一时刻只有很小量的气体通过謬 同时节流阀两侧的压强持续保持
不变謮
实际的装置如图 謴謮謹謮 活塞 謱 和 謲 在每一时刻提供从压强 p1 到更小压强 p2謬 更大体积 V2 的稳定

气体流动謮 隔绝整个装置以保证绝热性能謮 考虑一定量气体謬 其体积 V1謬 压强 p1謬 通过节流阀泵入
另一端后变为体积 V2謬 压强 p2謮 这一部分内能的变化謬 等于左侧在压强 p1 下排除体积 V1 的体所

作的功謬 p1V1謬 减去在压强 p2 下充进体积 V2 的气体所作的功 p2V2謬

U2 − U1 = p1V1 − p2V2

或

U1 + p1V2 = U2 + p2V2.

在两侧保持焓保持不变謬 因此是一个等焓过程謮 现在要求依赖于温度变化的压强变化謬 为此謬 取作

謕 謹謱 謕
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为 T 和 p 的函数 H謬 那么

dH = ∂H

∂T

∣∣∣∣
p

dT + ∂H

∂p

∣∣∣∣
T

dp.

对于 dH = 0謬

∂T

∂p

∣∣∣∣
H

= −
∂H
∂p

∣∣∣
T

∂H
∂T

∣∣
p

.

简单地謬 ∂H
∂T

∣∣
p

=謬 而利用

dH = TdS + V dp

有

∂H

∂p

∣∣∣∣
T

= T
∂S

∂p

∣∣∣∣
T

+ V = V − T ∂V

∂T

∣∣∣∣
p

,

此处用了 譍譡譸護譥譬譬 关系 ∂S
∂p

∣∣∣
T

= − ∂V
∂T

∣∣
p
謮 最后定义 譊譯譵譬譥謭譔譨譯譭譳譯譮 系数

δ = ∂T

∂p

∣∣∣∣
H

= 1
Cp

(
T
∂V

∂T

∣∣∣∣
p

− V
)

= V

Cp
(Tα− 1) . 謨謴謮謱謴謴謩

对于理想气体謬 α = 1
T

謬 δ = 0謮 对于 譶譡譮 譤譥譲 譗譡譡譬譳 气体謬 将状态方程重新写成

V = NkT

p
− N2a

pV
+Nb+

(
N

V

)2 Nab

p
.

等式右边的 V 用替换为零阶近似 NkT
p

謮 假设对于 謱 譭譯譬譥 气体謬 N = NA謬 R = NAk謮 a 和 b 以

譭譯譬譥 为单位 謨用 a 替换 N2
Aa謬 b 替换 NAb謩謮 那么譭譯譬譥 体积 v 为

v = RT

p
− a

RT
+ b+ abp

R2T 2 .

计算

T
∂v

∂T

∣∣∣∣
p

= RT

p
+ a

RT
− 2abp
R2T 2 .

謕 謹謲 謕
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再由方程 謨謴謮謱謴謴謩謬

δ = 1
Cp

( 2a
RT
− b− 3abp

R2T 2

)
. 謨謴謮謱謴謵謩

对于氮气謬 a = 0.141譭6 · 譐譡 ·譭譯譬−2謬 b = 0.03913× 10−3譭3 ·譭譯譬−1謮 室温和压强 p = 107譐譡 下方
程 謨謴謮謱謴謵謩 给出 δtheo = 0.188◦C

105Pa 謮 而实验值为 δexp = 0.141◦C
105Pa 謮

方程 謨謴謮謱謴謵謩 不仅预期了膨胀冷却 謨δ > 0謩謬 也预期了某些区域中的再加热謬 如图 謴謮謱謰謮 δ 消失的温
度謭压强曲线称为反转线謮 对于给定的压强謬 初始温度低于反转温度时謬 气体在膨胀中冷却謬 否则会
升温謮 反转线满足

δ = 0 即 T 2
i −

2a
Rb

Ti + 3ap
R2 = 0.

可以看到謬 在临界压强 謨譣譲譩譴譩譣譡譬 議譲譥譳譳譵譲譥謩 pmax 之下謬 对应于每个压强都有 謲 个反转温度謮 Tp 图
中反转线是一条抛物线謬 分隔开冷却与再加热区域謮 图中还画出了等焓线謮 由方程 謨謴謮謱謴謴謩謬 这些线
的斜率正是 譊譯譵譬譥謭譔譨譯譭譳譯譮 系数謮 反转线正是由等焓线的极值点连接而成謮
若在很大的变化压强范围内释放气体謬 需对沿压强变化积分 譊譯譵譬譥謭譔譨譯譭譳譯譮 系数 δ謬

∆T =
∫ p1

p0

∂T

∂p

∣∣∣∣
H

dp =
∫ p1

p0

N

Cp

( 2a
kT
− b− 3abp

k2T 2

)
dp.

这里用了原来的 a 和 b謬 而不是 N2
Aa 和 NAb謮 气体释放沿着等焓线进行謮

真实气体的不可逆膨胀在极低温制冷以及气体液化技术中很重要謮 比如它用在如图 謴謮謱謱 所示的
譌譩譮譤譥 謨林德謩 液化过程 謨譌譩譮譤譥謧譳 譬譩譱譵譥警譡譣譴譩譯譮 議譲譯譣譥譳譳謩謮 为更高效地降温謬 将膨胀冷却的气体导入
一个热交换容器謬 那里高压气体得到进一步冷却謮
然而謬 这个过程只能用于定压条件下反转温度在室温之上的气体謬 比如空气謬 CO2謬 N2謬 等等謮 对于
氢气则需要预冷謬 它的反转温度 謨≈ −18◦譃 在室温之下謮

图 4.11. Linde 冷却过程示意.

4.10 Jacoby (雅雅雅可可可比比比) 变变变换换换
这一节中我们讨论纯数学上的变量替换謮

Example (从熵计算 Cp). 给定 S(U, V,N)謬 计算

Cp = T
∂S

∂T

∣∣∣∣
p

謨謴謮謱謴謶謩

是不方便的謬 这里需要知道 S(T, p,N)謮 简单起见謬 取 N 不变的情况謮 此时 S(U, V ) 给出

dS = 1
T
dU + p

T
dV 謨謴謮謱謴謷謩

謕 謹謳 謕
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和

1
T

= ∂S

∂U

∣∣∣∣
V

,
p

T
= ∂S

∂V

∣∣∣∣
T

. 謨謴謮謱謴謸謩

由方程 謨謴謮謱謴謸謩 可以得到已知的 T (U, V ) 和 p(U, V )謮

dT = ∂T

∂U

∣∣∣∣
V

dU + ∂T

∂V

∣∣∣∣
U

dV, 謨謴謮謱謴謹謩

dp = ∂p

∂U

∣∣∣∣
V

dU + ∂p

∂V

∣∣∣∣
U

dV. 謨謴謮謱謵謰謩

求解方程 謨謴謮謱謴謹謩 和 謨謴謮謱謵謰謩 以得到用 dT 和 dp 表示的 dU 和 dV 謮 方程有解的条件是系数行列式

J

(
T, p

U, V

)
=
∣∣∣∣∣
∂T
∂U

∣∣
V

∂T
∂V

∣∣
U

∂p
∂U

∣∣∣
V

∂p
∂V

∣∣∣
U

∣∣∣∣∣ 謨謴謮謱謵謱謩

不等于零謮
J
(
T,p
U,V

)
称为变换 (T, p)→ (U, V ) 的 譊譡譣譯譢譹 行列式謮 它依赖于老的自变量謮 解

dU = 1
J
(
T,p
U,V

) (− ∂p

∂V

∣∣∣∣
U

dT + ∂T

∂V

∣∣∣∣
U

dp

)
, 謨謴謮謱謵謲謩

dV = 1
J
(
T,p
U,V

) ( ∂p

∂U

∣∣∣∣
V

dT − ∂T

∂U

∣∣∣∣
V

dp

)
. 謨謴謮謱謵謳謩

将方程 謨謴謮謱謵謲謩 和 謨謴謮謱謵謳謩 代入方程 謨謴謮謱謴謷謩謬

dS = 1
TJ

(
T,p
U,V

) (− ∂p

∂V

∣∣∣∣
U

dT + ∂T

∂V

∣∣∣∣
U

dp

)
+ p

TJ
(
T,p
U,V

) ( ∂p

∂U

∣∣∣∣
V

dT − ∂T

∂U

∣∣∣∣
V

dp

)

= 1
TJ

(
p
∂p

∂U

∣∣∣∣
V

− ∂p

∂V

∣∣∣∣
U

)
dT + 1

TJ

(
∂T

∂V

∣∣∣∣
U

− p ∂T
∂U

∣∣∣∣
V

)
dp.

立刻得到

∂S

∂T

∣∣∣∣
p

= 1
TJ

(
p
∂p

∂U

∣∣∣∣
V

− ∂p

∂V

∣∣∣∣
U

)
. 謨謴謮謱謵謴謩

利用方程 謨謴謮謱謴謸謩謬 可以将 ∂p
∂U

∣∣∣
V
和 ∂p

∂V

∣∣∣
U
表示成 T 和 p 的函数謮

謕 謹謴 謕
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一般地謬 变量 (x1, x2, · · · , xn) 到变量 (u1, u2, · · · , un) 的变换中定义 譊譡譣譯譢譹 行列式

J

(
u1, u2, · · · , un
x1, x2, · · · , xn

)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂u1
∂x1

∂u1
∂x2
· · · ∂u1

∂xn
∂u2
∂x1

∂u2
∂x2
· · · ∂u2

∂xn謮謮謮
謮謮謮

謮謮謮
謮謮謮

∂un
∂x1

∂un
∂x2
· · · ∂un

∂xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, 謨謴謮謱謵謵謩

也记为

J

(
u1, u2, · · · , un
x1, x2, · · · , xn

)
= ∂(u1, u2, · · · , un)
∂(x1, x2, · · · , xn) . 謨謴謮謱謵謶謩

由链式求导法则謬 有

∂(u1, · · · , un)
∂(w1, · · · , wn)

∂(w1, · · · , wn)
∂(x1, · · · , xn) = ∂(u1, · · · , un)

∂(x1, · · · , xn) . 謨謴謮謱謵謷謩

此外謬 还有

∂(x1, · · · , xn)
∂(u1, · · · , un) =

[
∂(u1, · · · , un)
∂(x1, · · · , xn)

]−1

. 謨謴謮謱謵謸謩

和

∂u

∂x1

∣∣∣∣
x2,x3,··· ,xn

= ∂(u, x2, · · · , xn)
∂(x1, x2, · · · , xn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂u
∂x1

∂u
∂x2
· · · ∂u

∂xn

1
謮 謮 謮

1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. 謨謴謮謱謵謹謩

Example (Joule-Thomson 系数). 计算 譊譯譵譬譥謭譔譨譯譭譳譯譮 系数

δ = ∂T

∂p

∣∣∣∣
H

时用的是已知焓 H(T, p)謬 可以通过

∂T

∂p

∣∣∣∣
H

= ∂(T,H)
∂(p,H) = ∂(T,H)

∂(T, p)
∂(T, p)
∂(p,H) =

∂(T,H)
∂(T,p)
∂(p,H)
∂(T,p)

= −
∂H
∂p

∣∣∣
T

∂H
∂T

∣∣
p

得到謬 结果和前面一致謮

謕 謹謵 謕
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4.11 热热热力力力学学学稳稳稳定定定性性性

前面已经看到謬 热力学平衡态对应于熵的最大值謬 或其他各种热力学势的最小值謮 通过热力学势的
二阶偏导数謬 可以从中立刻得到一些所谓热力学稳定性的条件謮
例如謬 对应于等温压缩謬

κ = − 1
V

∂V

∂p

∣∣∣∣
T

≥ 0 謨謴謮謱謶謰謩

需成立謮 意思是謬 处于平衡态时謬 体积的减少引起压强的增加謬 使得系统变回到平衡态謮 类似地謬 Cp謬
CV ≥ 0謮 意味着不可能发生自发的升温 謨对应于能量增加謩 过程謮 这 謲 个条件特别符合 譂譲譡譵譮 謨博
朗謩謭譌譥 譃譨譡譴譥譬譩譥譲 原理的要求謬 该原理陈述为

若系统处于稳定平衡謬 所有瞬时的参量变化都将激发将系统带回平衡态的过程謬 即避免这些
瞬时的变化謮

謕 謹謶 謕
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Part

II
统计力学

5 微微微观观观状状状态态态数数数 Ω 和和和熵熵熵 S

5.1 基基基础础础

到目前为止謬 我们通过经验获得的状态方程表象地描述了物质的宏观属性謮 对热力学本身而言謬 方
程从何而来无关紧要謮 这也是热力学多样性的由来謮 另一方面謬 从物理的观点謬 这样令人很不满意謮 已经
知道謬 很多状态量謬 如温度謬 熵謬 以及状态方程 謨理想气体謬 譶譡譮 譤譥譲 譗譡譡譬譳 气体謩 可以通过微观角度考虑
得到很好的理解謮
宏观状态量是微观属性的平均结果謮 统计力学的任务是定义一个准确的求平均值过程謬 从微观量

謨动量謬 坐标謩 求得宏观状态量謬 从而提供物质原子级别的微观理论和宏观热力学之间的联系謮 这种联
系的关键是第 謲 章中强调的熵謬 它有一个简单而又立刻理解的微观诠释謮 我们已经把熵和给定宏观态
(U, S, V ) 微观状态数 Ω 的联系謬 S ∝ ln Ω謮 这个关系提供了宏观热力学 謨熵謩 和统计微观物理 謨状态数謩
之间的基本联系謮
现在来更精确地描述微观状态数 謨譮譵譭譢譥譲 譯警 譭譩譣譲譯譳譴譡譴譥譳謩謬 再给出如何计算它的方法謮 再加上一些

附加信息謬 就能从微观角度计算一些实在系统的状态方程謮
直到近代系综 謨譥譮譳譥譭譢譬譥謩 理论形成后謬 统计力学的基本优点才得以显现謮 该理论中謬 宏观状态量定

义为带权重几率密度微观量的平均謮

5.2 相相相空空空间间间

首先就术语微观态的理解需要考察更多的细节謮 对于 謱 个经典 謨譣譬譡譳譳譩譣譡譬謩 系统謬 知道时刻 t 所

有的广义坐标 qν(t) 和动量 pν(t) 足以确定其运动状态謮 因此对于力学系统謬 用集合 (qν , pν)謬 ν =
1, 2, · · · , 3N 表示其微观态14謮 集合 (qν , pν) 可以理解为 6N 维空间 譛称之为经典相空间 謨議譨譡譳譥 譳議譡譣譥謩譝 14 简单起见謬 给坐标和动量从

謱 到 3N 编号謬 假定它们之间
没有附加约束謮

中的一个点謮
这个相空间中一个确定的点正对应于整个系统运动的一个微观态謮 相似地謬 可以把单个粒子和一

个 謶 维相空间 謨单粒子相空间謩 联系起来謮 系统的运动状态则由单粒子相空间的 N 点集合描述謮 若不
明显地说明这种区别謬 总是理解以高维空间来作为整个系统的相空间謮
系统的时间演化对应于相空间中的一条曲线 (qν(t), pν(t))謬 称为相空间轨迹 謨議譨譡譳譥謭譳議譡譣譥 譴譲譡譪譥譣謭

譴譯譲譹謩謮 它由 譈譡譭譩譬譴譯譮 謨哈密顿謩 运动方程15 15 更普遍的写法是

q̇ν = [qν , H] , ṗν = [pν , H] .

[ ] 是 譐譯譩譳譳譯譮 謨泊松謩 括弧謮

q̇ν = ∂H

∂pν
, ṗν = −∂H

∂qν
謨謵謮謱謩

謕 謹謷 謕
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确定謮 譈譡譭譩譬譴譯譮 量 H(qν(t), pν(t)) 謨可能依赖于时间謩 对应于系统的总能量謮 它是相空间点 (qν , pν) 和
时间 t 的函数謬 并由方程 謨謵謮謱謩 确定系统的时间演化謮 在一个封闭全局系统 謨譣譬譯譳譥譤 譧譬譯譢譡譬 譳譹譳譴譥譭謩 中謬
譈譡譭譩譬譴譯譮 量不显含时间謬 总能量

E = H(qν(t), pν(t)) 謨謵謮謲謩

是守恒量謬沿着相空间轨迹 (qν(t), pν(t))总有不依赖于时间的相同值 E謮 一般地謬一个可观察量A(qν(t), pν(t))
由

dA

dt
= ∂A

∂t
+

3N∑
ν=1

(
∂A

∂qν
q̇ν + ∂A

∂pν
ṗν

)
謨謵謮謳謩

给出謬 利用方程 謨謵謮謱謩謬 重写为

dA

dt
= ∂A

∂t
+

3N∑
ν=1

(
∂A

∂qν

∂H

∂pν
− ∂A

∂pν

∂H

∂qν

)
= ∂A

∂t
+ [A,H] . 謨謵謮謴謩

这里使用了 譐譯譩譳譳譯譮 括弧 [A,H] 来表示求和项謮 方程 謨謵謮謴謩 描述了相空间中的一个(6N − 1) 维超曲面
謨譨譹議譥譲譳譵譲警譡譣譥 譩譮 議譨譡譳譥 譳議譡譣譥謩謮 对于一个一维运动的粒子謬 我们容易给出形象的描述謮

图 5.1. 一维谐振子的相空间.

Example (Hamilton 振子). 一维简谐振子的 譈譡譭譩譬譴譯譮 量为

H = p2

2m + 1
2mω

2q2. 謨謵謮謵謩

m 是振子的质量謬 ω 是角频率謮 对应于方程 謨謵謮謵謩 的是二维相空间謬 如图 謵謮謱謮 因为 H 不显含时间謬
总能量守恒謮 能量超曲面

H(q, p) = p2

2m + 1
2mω

2q2 = 譣譯譮譳譴謮

是一个由值 E 确定的椭圆謮 椭圆的半长轴是 a =
√

2mE 和 b = 1
ω

√
2E
m

謮 这个椭圆所包围的面积
则为 σ = πab = 2πE

ω
謮 在这个时间演化过程中謬 系统的相空间点 (q(t), p(t)) 只能在椭圆上移动謮

图中画出 謲 条对应稍微不同能量的椭圆謮 每个椭圆上的点对应于给定时刻能量在 E 和 E + ∆E
之间的谐振子的一个实在运动态 謨快照謩謮 而每一个这样的相空间点謬 也等同于实际谐振子某个运
动态的一个拷贝謮 这意味着謬 超曲面也反映了很多同样系统在某一 謨譯譮譥謩 时刻的相空间分布謮 这些
相容于某个宏观性质 謨这里对应于总能量在 E 和 E+ ∆E 之间謩 的 謨多个系统謩 相空间点集合謬 称
为系综 謨譥譮譳譥譭譢譬譥謩謮 原则上謬 相空间点是连续的謬 能量曲面也是謮 但作为展示謬 通常选择用一定 謨有
限謩 数目的相空间点表示謮

謕 謹謸 謕
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类似于三维空间謬 可以将相空间以体元 謨譶譯譬譵譭譮 譥譬譥譭譥譮譴譳謩 d3Nqd3Np 进行分割謮 对于二维相空间
謨一个坐标謬 一个动量謩謬 分割如图 謵謮謲 所示謮

图 5.2. 相空间分割.

相空间体元 d3Nqd3Np 可以是有限大小謬 称为相空间单元 謨議譨譡譳譥謭譳議譡譣譥 譣譥譬譬謩謮 因此可以将相空间
的某个区域和体积相联系 謨如椭圆 E 和 E + ∆E 之间謩謮 一般地謬 以字母 ω 表示相空间体积謮 相应地謬
相空间微元 d3Nqd3Np 就简记为 dω謮 例如謬 在对应于 E 和 E + ∆E 的椭圆之间的相空间体积

∆ω =
∫
E≤H(q,p)≤E+∆E

dqdp =
∫
E≤H(q,p)≤E+∆E

dω. 謨謵謮謶謩

同样地謬 由方程 謨謵謮謲謩謬 可以用面积

σ(E) =
∫
E=H(q,p)

dσ 謨謵謮謷謩

与能量超曲面 謨譥譮譥譲譧譹 譨譹議譥譲譳譵譲警譡譣譥謩 相联系謬 这里 dσ 表示面元16謮 16 在前面的例子中謬 能量曲面
謨譳譵譲警譡譣譥謩 不必太计较文字上
的意思謬 因为这里的曲面对应
于椭圆的一维边界 謨线謩謮

现在来考虑一个封闭系统謬 由热力学謬 它用自然状态变量 E謬 V 和 N 表示謮 这种情况下给定 謨容
器的謩 体积限制了粒子的可能坐标謬 而同时给定的总能量限制了只允许能量曲面上的相空间点謮 尽管如
此謬 给定宏观态有很大数目 Ω(E, V,N) 个不同微观态与之相容謮 严格地说謬 有无穷多謬 因为在热力学极
限情况下 謨V,N → ∞謩 相空间点是任意密集的謮 然而謬 微观态数目的测量謬 可以用能量曲面面积作为参
照謬 我们的处置是假设 Ω(E, V,N) 正比于这个面积謬

Ω(E, V,N) = σ(E, V,N)
σ0

, σ(E, V,N) =
∫
E=H(qν ,pν)

dσ. 謨謵謮謸謩

这里 σ−1
0 是比例常数謮 我们很快会看到謬 系统的基本热力学性质不依赖于 σ0謬 因为对于两个态 謱 和 謲謬

只需要比值 Ω1
Ω2

謮 这对应于热力学中实际出现的只是热力学势之差謬 而非绝对值謮
根据方程 謨謵謮謸謩 直接计算 Ω 在大多情况下很不方便謬 而计算体积要容易得多謮 根据 譃譡譶譡譬譩譥譲譩 謨卡瓦

列里謩 定理謬 这足以用于面积的计算謮
令 ω(E, V,N) 是整个相空间的体积謬 其边界为能量超曲面 E = H(qν , p 和 謨坐标空间中的謩 容器

墙謬

ω(E, V,N) =
∫
H(qν ,pν)≤E

d3Nqd3Np. 謨謵謮謹謩

而能量曲面 E 和 E + ∆E 之间的体积謬 对于小量 ∆E

∆ω = ω(E + ∆E)− ω(E) = ∂ω

∂E

∣∣∣∣
V,N

∆E. 謨謵謮謱謰謩

謕 謹謹 謕



郑
惠
南
热
力
学
与
统
计
物
理

另一方面謬 如图 謵謮謳謬 由 譃譡譶譡譬譩譥譲譩 定理謬 面积 σ(E)謬 相距 ∆E 的两个相邻曲面之间的体积为

∆ω = σ(E)∆E. 謨謵謮謱謱謩

和方程 謨謵謮謱謰謩 比较謬 得

图 5.3. 关于 Cavalieri 定理.

σ(E) = ∂ω

∂E
. 謨謵謮謱謲謩

因此謬 方程 謨謵謮謸謩 可以写为

Ω(E, V,N) = σ(E, V,N)
σ0

= 1
σ0

∂ω

∂E
. 謨謵謮謱謳謩

而 ω 由方程 謨謵謮謹謩 给出謮

5.3 熵熵熵的的的统统统计计计学学学定定定义义义

我们在第 謲 章已经看到謬 热力学平衡中謬 最可几宏观态对应于有最大状态数的微观态謮 这里引入了
一个基本假设謬 具有相同总能量的所有微观态出现的几率相等謮
如图 謵謮謴謬 考虑一个由 謲 个子系统构成的封闭系统謬 子系统的状态变量以 Ei謬 Vi 和 Ni謬 i = 1, 2 表

示謮 那么

图 5.4. 含 2 个子系统的系统.

E = E1 + E2 = 譣譯譮譳譴謮, dE1 = −dE2,

V = V1 + V2 = 譣譯譮譳譴謮, dV1 = −dV2,

N = N1 +N2 = 譣譯譮譳譴謮, dN1 = −dN2. 謨謵謮謱謴謩

即謬 子系统之间可能交换能量謬 粒子謬 它们也可能改变体积謮 然而謬 处于平衡时謬 Ei謬 Vi 和 Ni 会调节至

某个平均值謮 若子系统的统计相互独立謬 整个系统的微观状态数 Ω(E, V,N) 是子系统的乘积謬

Ω(E, V,N) = Ω1(E1, V1, N1)Ω2(E2, V2, N2). 謨謵謮謱謵謩

最可几态謬 即平衡态謬 具有最大的微观状态数謬 Ω = Ωmax 且 dΩ = 0謮 由方程 謨謵謮謱謵謩謬

dΩ = Ω2dΩ1 + Ω1dΩ2. 謨謵謮謱謶謩

除以方程 謨謵謮謱謵謩謬 有

d ln Ω = d ln Ω1 + d ln Ω2. 謨謵謮謱謷謩

謕 謱謰謰 謕
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平衡态条件为

d ln Ω = 0, ln Ω = ln Ωmax. 謨謵謮謱謸謩

从纯粹的热力学观点考察相同的系统謮 封闭系统的内能等于总能量 E謬 熵

S(E, V,N) = S1(E1, V1, N1) + S2(E2, V2, N2), 謨謵謮謱謹謩

微分

dS = dS1 + dS2. 謨謵謮謲謰謩

处于平衡态时熵取极大值謬

dS = 0, S = Smax. 謨謵謮謲謱謩

比较方程 謨謵謮謱謷謩 和 謨謵謮謲謰謩謬 以及方程 謨謵謮謱謸謩 和 謨謵謮謲謱謩謬 可以定义

S(E, V,N) = k ln Ω(E, V,N), 謨謵謮謲謲謩

这里 k 是常量謬 后面会看到謬 它是 譂譯譬譴譺譭譡譮譮 常量謮
方程 謨謵謮謲謲謩 在统计力学中有着基础的重要性謮 它允许謬 至少从原理上謬 对于多体系统謬 用其 譈譡譭譩譬謭

譴譯譮量 H(qν , pν)来计算所有的热力学性质謮 这是因为知道了作为自然变量函数的热力学势 S(E, V,N)謬
同时就给出了状态方程

1
T

= ∂S

∂E

∣∣∣∣
V,N

,
p

T
= ∂S

∂V

∣∣∣∣
E,N

, −µ
T

= ∂S

∂N

∣∣∣∣
S,V

. 謨謵謮謲謳謩

不幸的是謬 实际计算 Ω 总是很繁琐謬 只有下一章将要涉及系综 謨譥譮譳譥譭譢譬譥謩 的普遍理论謬 能给出更多复
杂系统的实用计算方法謮 方程 謨謵謮謲謳謩 也说明了方程 謨謵謮謸謩 中的 σ0 不带来实际的效应謮 它贡献了附加熵謬
但热力学中只涉及到了熵差的测量謮
然而謬 这个 σ0 值得更多细节上的考虑謮 原则上謬 它影响微观态确定的能量曲面面元謮 经典力学中这

并没有什么含义謬 因为微观态非常密集从而可以采用任意单位的面元謮 在量子力学中謬 由于不确定性原
理謬 且使得每个微观态占据着至少 ∆q∆p ≥ h 或 ∆3Nq∆3Np ≥ h3N 的体元謬 此时 σ0 就有了实际的物

理含义謮 量子力学中相空间的单元量级为 h3N 謮 这些单元有着有限的体积謬 从而可以对微观态进行绝对
意义上的计数謮 这种情况下謬 方程 謨謵謮謲謲謩 给出没有附加量的绝对熵謮 熵 S = 0 对应于一个系统謬 它只有
一个明确定义了的微观态 謨Ω = 1謩謮 实际上謬 这样的系统謬 比如理想晶体謬 处于 T = 0謮 在 T = 0 时系统
的熵 S = 0 也被称为热力学第三定律謮

謕 謱謰謱 謕
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Example (理想气体熵的统计计算). 理想气体的 譈譡譭譩譬譴譯譮 量为

H(qν , pν) =
N∑
ν=1

p2
ν

2m =
3N∑
ν=1

p2
ν

2m. 謨謵謮謲謴謩

按照方程 謨謵謮謹謩 来计算 ω(E, V,N)謬

ω(E, V,N) =
∫
H(qν ,pν)≤E

d3Nqd3Np.

因理想气体的 譈譡譭譩譬譴譯譮 量不依赖于粒子坐标謬 对坐标的积分积分立刻可以得到

ω(E, V,N) = V N

∫
H(pν)≤E

d3Np. 謨謵謮謲謵謩

剩下的积分正是半径为
√

2mE 的 3N 维球的体积謮 我们先来计算半径为 R 的 N 维球的体积

VN (R)謬

VN (R) =
∫∑N

i=1
x2
i
≤R2

dx1 · · · dxN = RN
∫∑N

i=1
y2
i
≤1
dy1 · · · dyN .

积分的计算转化为求 N 维单位球的体积

CN =
∫∑N

i=1
y2
i
≤q
dy1 · · · dyN .

VN (R) = RNCN 謮 借助于熟知的积分∫ +∞

−∞
dx exp

(
−x2) =

√
π,

有 ∫ +∞

−∞
dx1 · · ·

∫ +∞

−∞
dxN exp

[
−(x2

1 + · · ·+ x2
N

]
= π

N
2 . 謨謵謮謲謶謩

对于方程 謨謵謮謲謵謩謬 被积函数只依赖于 R =
√
x2

1 + · · ·+ x2
N 謬 因此体元可以表示为球壳微元

dx1 · dxN |shell = dVN (R)|shell = NRN−1CNdR.

謕 謱謰謲 謕



郑
惠
南
热
力
学
与
统
计
物
理

这对应于 N 謭维空间到极坐标的变换謮 方程 謨謵謮謲謵謩 等价于

NCN

∫ ∞
0

RN−1dR exp
(
−R2) = π

N
2 .

利用它很容易计算 CN 謮 因为取 R2 = x 后积分是 Γ謭函数謮

1
2NCN

∫ ∞
0

dxx
N
2 −1e−x = π

N
2 . 謨謵謮謲謷謩

由定义謬 Γ謭函数

Γ(z) =
∫ ∞

0
dxxz−1e−x. 謨謵謮謲謸謩

因此謬 N 謭维单位球的体积为

CN = π
N
2

N
2 Γ
(
N
2
) . 謨謵謮謲謹謩

特别地謬 对于 N = 3謬 利用 Γ謭函数的递推公式

Γ(z + 1) = zΓ(z) 謨謵謮謳謰謩

和 Γ
( 1

2
)

=
√
π謬 即 Γ

( 3
2
)

= 1
2Γ
( 1

2
)

=
√
π

2 謬 有

V3(R) = π
3
2

3
2Γ
( 3

2
)R3 = 4π

3 R3.

正是 謳 维球的体积謮 对应地謬 N 謭维球的体积

VN (R) = π
N
2

N
2 Γ
(
N
2
)RN .

由方程 謨謵謮謲謵謩謬

ω(E, V,N) = π
3N

2

3N
2 Γ

( 3N
2
)(2mE)3NV N . 謨謵謮謳謱謩

謕 謱謰謳 謕
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利用方程 謨謵謮謱謳謩謬 得到

Ω(E, V,N) = 1
σ0

∂ω

∂E
= 1
σ0

π
3N

2

3N
2 Γ

( 3N
2
) V N (2mE) 3N

2

E
. 謨謵謮謳謲謩

由此得到理想气体的熵

S(E, V,N) = k ln
[

1
σ0

π
3N

2

3N
2 Γ

( 3N
2
) V N (2mE) 3N

2

E

]
. 謨謵謮謳謳謩

对于 N � 1謬 利用 譓譴譩譲譬譩譮譧 謨斯特林謩 公式近似 Γ謭函数

ln Γ(n) ≈ (n− 1) ln(n− 1)− (n− 1) ≈ n ln−n, (n� 1).

理想气体的熵化为

S(E, V,N) = Nk

{
3
2 + ln

[
V

σ

(4πmE
3N

) 3
2
]}

. 謨謵謮謳謴謩

其中 σ = σ
1
N
0 謮 现在可以证实謬 式 謨謵謮謳謴謩 给出正确的理想气体状态方程謬 而 k 是 譂譯譬譴譺譭譡譮譮 常量謮

1
T

= ∂S

∂E

∣∣∣∣
V,N

= 3
2
Nk

E
, 或 E = 3

2NkT,

p

T
= ∂S

∂V

∣∣∣∣
E,N

= Nk

V
, 或 pV = NkT 謨謵謮謳謵謩

是有效的謬 不依赖于 σ0謮
然而謬 这却不是理想气体熵的正确公式謮 这可以从方程 謨謵謮謳謴謩 看到謬 这不是一个纯粹的广延量謮 熵
的计算謬 因为方法是正确的謬 那么显然出了原理性上的问题謮 我们将通过著名的 譇譩譢譢譳 佯谬来明确
这一问题謮

5.4 Gibbs 佯佯佯谬谬谬

图 5.5. 关于 Gibbs 佯谬.

现在更仔细地来分析理想气体熵表达式 謨謵謮謳謴謩 的不自洽性謮 先利用方程 謨謵謮謳謴謩 和 謨謵謮謳謵謩 将熵写
成 T 謬 V 和 N 的函数謬

S(T, V,N) = Nk

{3
2 + ln

[
V

σ
(2πmkT )

3
2

]}
. 謨謵謮謳謶謩

考虑一个封闭的理想气体系统謬 由一个隔板分开的两个容器 A 和 B 组成謬 两容器中的气体的压强謬 温
度相同謬 但种类不同謬 如图 謵謮謵謮 若移除隔板謬 气体将混合直至达到新的平衡态謮 因为理想气体的内能只

謕 謱謰謴 謕
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依赖于温度而不是体积謬 整个过程中内能保持不变謬 温度和压强也没有改变謮 熵则增加了一定的量謮 这
个混合熵 謨譭譩譸譩譮譧 譥譮譴譲譯議譹謩 利用方程 謨謵謮謳謶謩 很容易计算謬 隔板移除之前謬

S
(0)
total = S

(0)
A (T, VA, NA) + S

(0)
B (T, VB, NB), 謨謵謮謳謷謩

移除之后謬

S
(1)
total = S

(1)
A (T, VA + VB, NA) + S

(1)
B (T, VA + VB, NB), 謨謵謮謳謸謩

代入方程 謨謵謮謳謶謩謬 熵差

∆S = S
(1)
total − S

(0)
total = NAk ln VA + VB

VA
+NBk ln VA + VB

VB
. 謨謵謮謳謹謩

因为 ∆S > 0謬 这个过程是不可逆的謬 目前为此都没问题謮
但是謬 把不同种气体换成同种气体謮 初态熵的表达式 謨謵謮謳謷謩 仍是正确的謬 同时对于末态謬

S
(1)
total = S(T, VA + VB, NA +NB) 謨謵謮謴謰謩

现在将容器中的气体换成相同种类的謮此时初态的熵 謨謵謮謳謷謩仍然正确謮 然而对于末态謬 系统为 NA+NB

粒子充满整个体积 VA + VB謬 熵

S
(1)
total = S(T, VA + VB, NA +NB). 謨謵謮謴謱謩

因此謬 得到的熵差结果与方程 謨謵謮謳謹謩 相同謬 但这是不对的謮 宏观上看謬 拿掉隔板后没有发生任何变化謮 再
次插入隔板后我们有可以得到初态謮 因此謬 这种情况下謬 隔板移除是一个可逆的过程謬 ∆S = 0謮
经典力学中謬 粒子是可分辨的謮可以给它们编号 1, · · · , NA 謨容器 謱中謩和 NA+ 1, · · · , NA+NB 謨容

器 謲中謩謮 移除隔板后謬 粒子重新分布謮 再次插入隔板后謬 謲 个容器的粒子编号并不再与初态相同謮
从量子力学的角度考虑謬 原则上不可能给原子 謨分子謩 编号 謨加上标记謩謮 它们是不可分辨的 謨譩譮譤譩譳謭

譴譩譮譧譵譩譳譨譡譢譬譥謩謮 而实际在经典力学中原则上是可分辨的 謨譤譩譳譴譩譮譧譵譩譳譨譡譢譬譥謩謬 这导致了 譇譩譢譢譳 佯谬謮 因此
对于给定宏观态 (E, V,N)謬 计算微观状态数 Ω(E, V,N)謬 需考虑事实上的粒子不可分辨性謮
对于 N 个粒子謬 有 N ! 方式进行编号謮 在考虑这个因子后足以减少微观状态数謮 取代

Ω(E.V,N) = σ(E, V,N)
σ0

,

熵的新定义为

Ω(E.V,N) = 1
N !

σ(E, V,N)
σ0

. 謨謵謮謴謲謩

謕 謱謰謵 謕
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这里 σ(E) 的计算 σ(E) = ∂ω
∂E
没有变謮

方程 謨謵謮謴謲謩 中的因子 1
N ! 称为 譇譩譢譢譳 修正因子謮 方程 謨謵謮謳謴謩 改为

S(E, V,N) = Nk

{
3
2 + ln

[
V

σ

(4πmE
3N

) 3
2
]}
− k lnN !.

对于 N � 1謬 利用 譓譴譩譲譬譩譮譧 公式 lnN ! ≈ N lnN −N 謬 有

S(E, V,N) = Nk

{
5
2 + ln

[
V

Nσ

(4πmE
3N

) 3
2
]}

. 謨謵謮謴謳謩

这样謬 现在 S 确实是一个广延量謮 另外謬 也有了前面出现过的因子 5
2 譛如方程 謨謲謮謷謹謩譝謮 现在用方程 謨謵謮謴謳謩

来重新计算气体混合实验中的熵变化謬

S(E, V,N) = Nk

{5
2 + ln

[
V

Nσ
(2πmkT ) 3

2

]}
. 謨謵謮謴謴謩

对于不同种气体謬

∆S = NAk ln VA + VB
VA

+NBk ln VA + VB
VB

和原来相同謮 然而对于同种气体謬

∆S = (NA +NB) k
{5

2 + ln
[

VA + VB
(NA +NB)σ (2πmkT )

3
2

]}
−NAk

{5
2 + ln

[
VA
NAσ

(2πmkT )
3
2

]}
−NBk

{5
2 + ln

[
VB
NBσ

(2πmkT )
3
2

]}
. 謨謵謮謴謵謩

因为压强和温度都没有变化謬 由热平衡和力平衡謬

VA
NA

= VB
NB

= VA + VB
NA +NB

, 謨謵謮謴謶謩

可以得到

∆S = 0. 謨謵謮謴謷謩

正是应该有的结果謮
从现在开始謬 对于不可分辨成分组成的系统謬 计算微观状态数的时候需要加上 譇譩譢譢譳 修正因子謮 需

要强调的是謬 这个因子只不过是为避免经典力学的矛盾结果而使用的处方謮 对于比如处于特定晶格点

謕 謱謰謶 謕
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的原子謬 它们保持经典理论中的可分辨性謬 这个因子不应该加上謮 在经典统计中謬 会碰到更多这样的不
一致性謮

5.5 Ω 的的的仿仿仿量量量子子子力力力学学学计计计算算算
和前面的经典理论的例子相似謬 我们再次考虑理想气体謬 但通过计数可分辨粒子的量子力学态来确

定微观状态数謮 这能使我们获得一个绝对的微观状态数从而一个绝对熵謮 这种方式下謬 可能给迄今为
止未知的相空间单位面积 σ0 一个值謮 如图 謵謮謶謬 在一个边长为 L 的立方体中的粒子在量子力学中已

经得到充分的讨论謮 经典情况中謬 运动态由 q 和 p 决定謮 量子力学中单粒子的态可以用 謳 个量子数
nx, ny, nz 确定的波函数

图 5.6. 立方体中粒子的波函数和
能量.

ψnx,ny,nz = A sin(kxx) sin(kyy) sin(kzz) = A sin nxπx
L

sin nyπy
L

sin nzπz
L

, nx, ny, nz = 1, 2, · · ·

謨謵謮謴謸謩

来表示謬 对应于单粒子能量

εnx,ny,nz = ~2k2

2m = ~2

2m
(
k2
x + k2

y + k2
z

)
= h2

8mL2

(
n2
x + n2

y + n2
z

)
. 謨謵謮謴謹謩

每个单粒子态对应于 謳 维 (nx, ny, nz)謭相空间中的一个点謬 如图 謵謮謷謮 这个空间中謬 给定的粒子能量 ε 对

应于这个空间中半径为 L
h

√
8mε 的球壳謮 然而謬 和经典情况不同謬 对于这个能量 ε 可能的单粒子态只处

于球的整数坐标格点上謮 N 謭粒子系统问题则对应于 N 个单粒子态謬 总能量为

图 5.7. 量子数 ni 空间. 因为 ni
是正整数, 它们只处在 8 分之 1 区
中半径为 Rε =

√
8mεL2

h2 的球面格

点上.

E = h2

8mL2

3N∑
i=1

n2
i , 謨謵謮謵謰謩

由 3N 个量子数确定謮 现在涉及到 3N 维相空间和 3N − 1 维能量球面謮 给定的宏观态 謨E謬 V = L3 和

N謩 对应的微观状态数 Ω 正是能量曲面上的整数格点数目謮 从图中可以看到謬 Ω 是能量的极不规则函
数謮 已经在单粒子的情况中看到謬 取决于数 ε∗ = 8mL2ε

h2 表示为 謳 謨全部一起是 3N謩 个平方数之和的方
式謬 可能在球面上有更多謬 更少謬 甚至没有整数格点謮 另外謬 Ω 随球面半径即能量的增加而迅速增大謮

来看一下 N = 3 个粒子謬 即 謹 个量子数 n1, · · · , n9 的例子謮 采用原子物理或化学中的符号规范謬
(譳譴譡譴譥)occupation 来表示謬 例如 (1)9 表示量子数 1 的态出现了 謹 次謮 对应于无量纲能量 E∗ = 8mL2E

h2 謬 与
所有的 ni = 1 对应的基态17 为 17 这里同样沿用原子物理和

化学的名词规范謮 基态謬 第一
激发态謬 第二激发态謬 等等謬 分
别对应于最低謬 第二低謬 第三
低謬 等等的能量謮

E∗ = 9 = 9× 12, Ω = 1, (1)9. 謨謵謮謵謱謩

第一激发态是某个量子数 ni = 2 而其他量子数保持为 謱謮

E∗ = 12 = 8× 12 + 1× 22, Ω = 9, (1)8(2)1. 謨謵謮謵謲謩

謕 謱謰謷 謕
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这里状态数的计算严格说来不是量子力学的方式謮 实际上不能区分是哪个粒子被激发謬 即哪个粒子处
于量子数 ni = 2 的态謮 理由在于我们只能测量一个量子态的占有数目謬 即某个 ni 出现的频次謮 虽然是
量子力学态謬 这里仍然用了经典统计的计数方式謬 正确的量子统计需考虑粒子的不可分辨性謮 其他的更
多激发态列于表 謵謮謱 中謮 从图 謵謮謸 可以看到謬 Ω 确实是 E∗ 的非常不规则函数謮 然而謬 平均地 Ω 随能量

表 5.1. 3 粒子系统的更多激发态.
譓譴譡譴譥 Ω 譃譯譮謜譧譵譲譡譴譩譯譮
E∗ = 15 = 7× 12 + 2× 22 ( 9

7,2
)

= 9!
7!2! = 36 (1)7(2)2

E∗ = 17 = 8× 12 + 1× 32 ( 9
8.1
)

= 9!
8!1! = 9 (1)8(2)0(3)1

E∗ = 18 = 6× 12 + 3× 22 ( 9
6,3
)

= 9!
6!3! = 84 (1)6(2)3

E∗ = 20 = 7× 12 + 1× 22 + 1× 32 ( 9
7,1,1

)
= 9!

7!1!1! = 72 (1)7(2)1(3)1

E∗ = 21 = 5× 12 + 4× 22 ( 9
5,4
)

= 9!
5!4! = 126 (1)5(2)4

很快增大謮

图 5.8. Ω(E∗): 源于壳 (量子) 效
应的不规则性.

如果对于能量 Ω 强烈涨落謬 系统的热力学性质也会强烈涨落謬 这和我们的经验相矛盾謮 Ω 的不规
则性表示系统不能维持任意的能量态謬 发射或吸收只能是分立单位的能量謮
系统的这个性质变得尤为重要謬 如果温度 T 时粒子的典型能量 謨≈ kT 謩 小于等于能级差 ∆E∗ =

1 = 8mL2∆E
h2 謨或 ∆E ≈ h2

8mL2 謩謮 然而这种情况只出现在非常小或极低温的系统中謮
固定一个封闭系统的总能量 謨至少对宏观系统而言謩 是不可能的理想状况謮 实际上系统总是与环境

有能量交换謬 严格说来謬 我们感兴趣的数是在能量区间 ∆E 平均的态数目 Ω謮 为此謬 先计算在能量球内
部的所有微观态 謨整数格点謩 数目謬

Σ(E, V,N) =
∑
E′≤E

Ω(E′, V,N). 謨謵謮謵謳謩

此时 Σ 是阶梯函数謮 容易得到对应于 Σ 的平均值 Σ謬 如图 謵謮謹謮 Σ 对能量的微商给出态的平均密度謬 从
而给出单位能量区间态的平均数目謮

图 5.9. Σ 和 Σ.

g(E, V,N) = ∂

∂E
Σ(E, V,N). 謨謵謮謵謴謩

这完全类同于能量曲面 σ(E) = ∂ω
∂E
的经典计算謬 只是用累计到能量 E 的格点平均数 Σ 代替了能量 E

曲面内的相空间体积 ω謮
这个累积到能量 E 的平均格点数正比于正的 謐謸 分之 謱謑 象限中的 E = 譣譯譮譳譴謮 内的体积謮 因为每

一个格点对应一个 謐单位立方体謑謬 这个格点平均数正等于 謸 分之 謱 体积分割成单位立方体的数目謮 在
(nx, ny, nz) 空间中单位立方体的体积是 謱謮 因此 3N 维球的体积正好等于平均格点数謮 原则上和前面
的例子一样謬 但这里不出现 σ0謬 可以立刻给出半径为

√
E∗ =

√
8mEL2

h2 的 謸 分之 謱 象限中的3N 维球体

謕 謱謰謸 謕
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积謮 当然謬 现在是 23N 分之 謱 象限謮 利用 L2 = V
2
3 謬 取代方程 謨謵謮謳謱謩 现在有

Σ(E, V,N) = 1
23N

[
π

3N
2

3N
2 Γ

( 3N
2
)E∗ 3N

2

]
=
(
V

h3

)N (2πmE) 3N
2

3N
2 Γ

( 3N
2
) . 謨謵謮謵謵謩

可以直接认识到謬经典相空间的体积单元 h3N 对应于每个微观态謮 这和不确定性原理完全吻合謮 因
此以 h3N 作为量子力学相空间中的单位体积是必要的謮 我们有

g(E, V,N) = ∂Σ
∂E

=
(
V

h3

)N 1
E

(2πmE) 3N
2

Γ
( 3N

2
) . 謨謵謮謵謶謩

明显地謬 g 现在不是一个无量纲量謬 表示了态的数密度謬 即每能量区间 ∆E 中态的平均数目謮 能量为 E

的态謬 其态的平均数目 Ω(E)謬 则由 g(E) 乘以能量区间宽度 ∆E 得到謬

Ω(E) = g(E)∆E =
(
V

h3

)N 1
E

(2πmE) 3N
2

Γ
( 3N

2
) ∆E. 謨謵謮謵謷謩

为消除对 ∆E 的依赖謬 用

E∗ = 8mEL2

h2 謨謵謮謵謸謩

重写 E 和 ∆E謬 以便后面可以取无量纲数的对数謮 我们得到

Ω(E∗) =
(
V

h3

)N 1
E∗

(2πmE∗) 3N
2

Γ
( 3N

2
) (

h2

8mV 2
3

)
∆E∗ = π

3N
2

Γ
( 3N

2
) 1

23N E
∗ 3N

2 −1∆E∗. 謨謵謮謵謹謩

对于 N � 1謬 项
( 3N

2 − 1
)

lnE∗+ ln ∆E∗ 中謬 3N
2 − 1 ≈ 3N

2 謬 N lnE∗ � ln ∆E∗謮 可以取 ln ∆E∗ ≈ 0謬 即
∆E∗ ≈ 1謮 因此得到

Ω(E∗) ≈ π
3N

2

Γ
( 3N

2
) 1

23N E
∗ 3N

2 . 謨謵謮謶謰謩

重新写为 E 和 Ω(E)謬

Ω(E) ≈
(
V

h2

)N (2πmE) 3N
2

Γ
( 3N

2
) . 謨謵謮謶謱謩

我们因此真正得到一个绝对无量纲量 Ω謬 另外它不依赖于 ∆E 且是能量的光滑函数謮 也显然明确在精
确能量曲面的经典限制是不符合常识的謬 会导致非物理结果謮 理由是量子力学态转换到经典空间需要体
积 h3N 謕 它不能被限制在能量曲面上謮 然而謬 对于大的能量值 謨E∗ � 1謩謬 h3N 和经典相空间中的球体

謕 謱謰謹 謕
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积相比非常小謬 可以回到经典极限謬 这时每个态只需要一个相比很小的体积元謮 虽然如此謬 经典极限下
取之于 σ0E 的是因子 h3N 謡
而结果 謨謵謮謵謶謩謬 如同方程 謨謵謮謳謲謩 和 謨謵謮謳謴謩謬 仍存在缺陷謮 因为将粒子看成是可分辨的謬 所以缺失了

譇譩譢譢譳 修正因子謮 考虑该因子后并利用关系 ln Γ(n) ≈ (n − 1) ln(n− 1) − (n − 1) ≈ n lnn − n謬 得到理
想气体的绝对熵

S(E, V,N) = Nk

{
5
2 + ln

[
V

Nh3

(4πmE
3N

) 3
2
]}

. 謨謵謮謶謲謩

方程 謨謵謮謴謴謩 中的常量 σ 换成了 h3謮 方程 謨謵謮謶謲謩 称为 譓譡譣譫譵譲 謨萨克尔謩謭譔譥譴譲譯譤譥 謨泰特洛德謩 方程謮
一个含 譇譩譢譢譳 修正因子的经典系统謬 其绝对熵计算的普遍描述为

S(E, V,N) = k ln Ω(E, V,N), 謨謵謮謶謳謩

且 謨对于不可分辨物体謩

Ω(E, V,N) = g(E, V,N)E, g(E) = ∂Σ
∂E

, Σ(E) = 1
N !h3N

∫
H(qν ,pν)≤E

d3Nqd3Np. 謨謵謮謶謴謩

当然謬 这个描述隐含了提到过的平均过程 謕 先计算直至 E 的相空间体积謬 然后除以 h3N 以得到这个体

积内的量子态数目謮 对 E 的微商给出单位能量区间内的态数目 g(E)謮 最后乘以 E 謨E 3N
2 −1 ≈ E 3N

2 謩 再
得到一个无量纲态数目謮
很清楚謬 严格地说謬 这个过程只在热力学极限 N → ∞ 是精确的謮 另外謬 它的优点是可以定义经典

系统的绝对热力学量謬 不然总存在一个未知因子 σ謮

Example (理想气体的状态方程). 利用方程 謨謵謮謶謲謩 计算理想气体的性质謮

Solution. 首先从方程 謨謵謮謶謲謩 解出能量表达式謬

E(S, V,N) = 3h2N
5
3

4πmV 2
3

exp
( 2S

3Nk −
5
3

)
.

由 dE = TdS − pdV + µdN 给出状态方程

T = ∂E

∂S
= 2

3NkE 或 E = 3
2NkT, 謨謵謮謶謵謩

−p = ∂E

∂V
= − 2

3V E 或 pV = NkT,

µ = ∂E

∂N
= E

( 5
3N −

2S
3N2k

)
= kT ln

[
N

V

(
h2

2πmkT

) 3
2
]
. 謨謵謮謶謶謩
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这里很自然明确地给出了出现在热力学中的量 s0 和 µ0 的值 s0 = 5
2 和 µ0 = 0謮 而在热力学中这

些值明显是任意的謮
当然謬 也可以得到其他热力学势的绝对值謮 例如对于自由能謬 利用方程 謨謵謮謶謲謩 和 謨謵謮謶謵謩謬

F = E − TS = NkT

{
ln
[
N

V

(
h2

2πmkT

) 3
2

− 1
]
.

}
. 謨謵謮謶謷謩

同样地也容易确定焓 H 和自由焓 G謮 在方程 謨謵謮謶謶謩 和 謨謵謮謶謷謩 中出现的特征量
(

h2

2πmkT

) 3
2 謬 后面会

经常碰到謮 因此定义热波长 謨譴譨譥譲譭譡譬 護譡譶譥譬譥譮譧譴譨謩

λ =
(

h2

2πmkT

) 1
2

.

它对应于处于能量

E = πkT = ~2k2

2m , λ = 2π
k

=
(

h2

2πmkT

) 1
2

量子力学粒子的波长謮 这里用 k 表示波数謬 以区别于 譂譯譬譴譺譭譡譮譮 常量 k謮 显然謬 热播长 λ3 和单位

体积 v = V
N
的比决定了可能微观态的数目謮 用这个量方程 謨謵謮謶謲謩 直接改写为

S(T, V,N) = Nk

[5
2 + ln v

λ3

]
.

理想气体更多的性质也可以通过对热力学势的微商得到謮 比如謬

CV = ∂E

∂T

∣∣∣∣
V,N

= 3
2Nk,

Cp = ∂H

∂T

∣∣∣∣
p,N

= ∂

∂T
(E + pV )

∣∣∣∣
p,T

= ∂

∂T

(3
2NkT +NkT

)∣∣∣∣
p,N

= 5
2Nk.

和

α = 1
V

∂V

∂T

∣∣∣∣
p

= 1
T
, κ = − 1

V

∂V

∂p

∣∣∣∣
T

= 1
p
.

再次得到普遍关系式

Cp = CV + TV
α2

κ

謕 謱謱謱 謕
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成立謮 其中有些关系式在热力学部分已经遇到过謮 然而謬 这里我们是从理想气体粒子的纯统计微观
性质得到它们謬 即我们只需要有系统 譈譡譭譩譬譴譯譮 量的知识謬 就能得到它的状态方程謮

謕 謱謱謲 謕
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6 系系系综综综理理理论论论和和和微微微正正正则则则系系系综综综

6.1 相相相空空空间间间密密密度度度和和和遍遍遍历历历假假假设设设

前面已经看到謬 对于给定 E謬 V 謬 N 的系统謬 至少原则上可以计算它的宏观属性謮 现在我们要发展一
个更普遍的方式謬 也可以用于描述不同的情况 謨如对于热源中给定温度的系统謩謮 与给定的宏观态对应謬
系统可以有大量实在的微观态謮 在封闭系统的情况中所有的微观态处于能量曲面上謮 迄今为止謬 所有这
些微观态原则上假设有同等的可能性 謕 假设一个封闭系统能量曲面上的所有微观态有相等的几率謮

这个假设是统计力学的基本公设 謨議譯譳譴譵譬譡譴譥謩謮 然而对于非闭合系统謬 更为真实的情况是謬 对应于某
一能量的微观态会比对应另一能量的微观态有更大的几率謮 这样謬 微观态不再以同等几率计数謬 而是乘
以依赖于态能量的权重函数 ρ(qν , pν)謮 在每个相空间点 (qν , pν)謬 赋予权 ρ(qν , pν)謬 可以理解为宏观系统
到达这个相空间点的几率密度謮 因此謬 对于闭合系统謬 ρ 在能量曲面外消失謬 而在曲面上为一常值謮 称几
率密度 ρ 为相空间密度 謨議譨譡譳譥謭譳議譡譣譥 譤譥譮譳譩譴譹謩謮 它可以归一化謬∫

d3Nq d3Np ρ(qν , pν) = 1. 謨謶謮謱謩

若 f(qν , pν) 是系统的可观察量謬 如能量 H(qν , pν) 或角动量 L(qν , pν)謬 那么一般地謬 对一个给定的宏观
态謬可以观察到这个量的一个平均值 謨譭譥譡譮 譶譡譬譵譥謩 〈f〉謬其中每个微观态 (qν , pν)贡献的权重是 ρ(qν , pν)謬

〈f〉 =
∫
d3Nq d3Np f(qν , pν)ρ(qν , pν). 謨謶謮謲謩

因为每个相空间点 (qν , pν) 等同于处于某个微观态的实际宏观系统的一个拷贝謬 方程 謨謶謮謲謩 正是 謨特定
时间中謩 这样相同拷贝集合的平均謮 量 〈f〉 因此称为量 f 的系综平均 謨譥譮譳譥譭譢譬譥 譡譶譥譲譡譧譥謩謬 相空间密度
ρ 是系综的权重函数謮 对于闭合系统的情况謬 ρ 由

ρmc(qν , pν) = 1
σ(E)δ [E −H(qν , pν)] 謨謶謮謳謩

δ 函数保证了所有不在面积为 σ(E) 的能量曲面上的点权重为零謬 而 1
σ
是归一化因子謮

闭合系统的相空间密度对应于可能微观态的一个特定系综謬 称之为微正则系综 謨譭譩譣譲譯譣譡譮譯譮譩譣譡譬
譥譮譳譥譭譢譬譥謩謮 对应地以角标 譭譣 表示謮 当然謬 其它系统可能会有仍要计算的不同相空间密度謮 如图 謶謮謱謮

图 6.1. 微正则相空间密度.

实际的计算直接用方程 謨謶謮謳謩 并不方便謮 更好的办法是取一个能量区间 ∆E謬 令

ρmc =

譣譯譮譳譴謮, E ≤ H(qν , pν) ≤ E + ∆E,
0, 譯譴譨譥譲護譩譳譥.

謨謶謮謴謩

謕 謱謱謳 謕
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归一化因子由∫
d3Nq d3Np ρmc = 譣譯譮譳譴謮

∫
E≤H(qν ,pν)≤E+∆E

d3Nq d3Np 謨謶謮謵謩

确定謮 这个积分我们是知道的 譛参考方程 謨謵謮謶謴謩譝謬 因此有 謨不加 譇譩譢譢譳 修正因子謩

譣譯譮譳譴謮 = 1
Ω(E, V,N)h3N . 謨謶謮謶謩

h3N 会经常出现謬 从现在开始把它放入相空间体积元中謮 取代方程 謨謶謮謱謩 和 謨謶謮謲謩 我们用

1
h3N

∫
d3Nq d3Np = 1, 謨謶謮謷謩

和

〈f〉 = 1
h3N

∫
d3Nq d3Np f(qν , pν)ρ(qν , pν). 謨謶謮謸謩

相空间密度现在是一个无量纲数謮 微正则系综的相空间密度现在写作 謨无 譇譩譢譢譳 修正因子謩

ρmc =

 1
Ω , E ≤ H(qν , pν) ≤ E + ∆E,
0, 譯譴譨譥譲護譩譳譥.

謨謶謮謹謩

基于系综理论謬 所有的热力学状态量可以写成一个合适微观可观察量 f(qν , pν) 的系综平均值謮
在这之前謬 需要对系综平均值作进一步的讨论謮 我们为此开始的基本假设并不能直接从经典力学

中获得謮 另一方面謬 对 譈譡譭譩譬譴譯譮 运动方程求解作为时间的函数 (qν , pν)謬 应该可以确定这个系统所有想
象的可观察量謮
然而謬 实际的相空间轨迹的时间依赖性对系综平均值并不重要謮 我们只是把微观态能到达的相空间

点 (qν , pν) 和几率联系起来謮 在平衡态中謬 所有热力学 謨宏观謩 可观察量不依赖于时间謮 原理上謬 这些量
应该是真实相空间轨迹的时间平均謬 由

f = lim
T→∞

謨謶謮謱謰謩

frac1T
∫ T

0
dt f(qν(t), pν(t)) 謨謶謮謱謱謩

计算而得謮 这里 (qν(t), pν(t)) 对时间的依赖由 譈譡譭譩譬譴譯譮 运动方程确定謮 沿着相空间轨迹的时间平均的
实际用处不大謬 因为需要知道运动方程的完整解謬 但它原理上很重要謮 如果数学上能证明謬 时间平均本
质上等同于系综平均謬 那么先前的假设就有了微观上的依据謮
对于一个闭合系统謬 如果相空间轨迹在随时间的演化过程中能以相同次数 謨比如至少 謱 次 謕 这是

謕 謱謱謴 謕
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充分条件謩 到达能量曲面上的每个点謬 时间平均 f 和系综平均会是完全相同的謬 如图 謶謮謲謮 这个条件謬 由
譂譯譬譴譺譭譡譮譮 在 謱謸謷謱 年引入謬 称为遍历假设 謨譥譲譧譯譤譩譣 譨譹議譯譴譨譥譳譩譳謩謮 这种情况下謬 对全部时间的平均謬 当
然精确地对应于曲面上所有点的等权重平均謮 这样的遍历系统原理上是存在的謬 如前面一维谐振子的例
子謮 一个周期内謬 能量椭圆的每个点正好被经过一次謮

图 6.2. 相空间轨迹.

对于更高维的系统謬 原理上可以数学证明相空间轨迹謬 不可能经过能量曲面的所有点謮 这是因为
譈譡譭譩譬譴譯譮 运动方程总是有一个唯一的确定解謬 相空间轨迹不会自己相交謬 另一方面謬 将一维的时间轨迹
映射到 N 謭维曲面元是有问题的謮 现在对于时间平均和系综平均的等同性謬 不必要求相空间轨迹真的经
过能量曲面上的每个点謬 只需能任意接近每个点即可謮 这个假设即为所谓的准遍历假设 謨譱譵譡譳譩 譥譲譧譯譤譩譣
譨譹議譯譴譨譥譳譩譳謩謮
不幸的是謬 所有试图严格建立在经典力学之上的系综理论謬 迄今为止都失败了謮 所以謬 统计力学的

起点需将假设视为公理謮

6.2 Liouville (刘刘刘维维维尔尔尔) 定定定理理理
来检查一下相空间密度 ρ(qν , pν) 的一些普遍性质謮 由于热力学平衡态中系统的系综平均值不依赖

于时间謬 相空间密度也不应该显式地依赖于时间謮 这时 ∂ρ
∂t

= 0謬 属于稳态系综 謨譳譴譡譴譩譯譮譡譲譹 譥譮譳譥譭譢譬譥謩 的
情况謮 然而謬 后面会看到謬 相空间密度的概念也可用于描述动力学过程謮 为保证普遍性謬 我们允许显式的
时间依赖关系謬 即 ρ(qν , pν , t)謮 虽然如此謬 热力学中只需要不依赖于时间的系综謮
若在给定时刻 t0謬 系统处于一个确定微观态 (qν(t0), pν(t0))謬 那么系统将随时间演化到别的微观态

(qν(t), pν(t))謮 沿着相空间轨迹謬 相空间密度随时间变化謮 由方程 謨謵謮謴謩謬 可以写为

d

dt
ρ(qν(t), pν(t), t) = ∂

∂t
ρ(qν(t), pν(t), t) + [ρ,H] . 謨謶謮謱謲謩

现在考虑一个相空间体积 ω謬 这个体积中的每个相空间点都可以视为相空间轨迹的起始点18謮 18 注意謬 不同的轨迹是可以相
交的謮如图 謶謮謳謬 所有的系统随时间变化到不同的相空间点謬 将 ω 和 t 映射到 ω′ 和 t′謮 这个过程中点不消

失或出现新的点謮 这个映射可以理解成无源和汇的流 謨謝譵譸謩19謮 19 也称通量謮

图 6.3. 相空间中的通量.

系统流出体积 ω 的速率由通过其表面的通量给出謬

∂

∂t

∫
ω

dω ρ = −
∫
σ

ρv · ndσ. 謨謶謮謱謳謩

这里 v 是通量速度謬 由 (q̇ν , ṗν) 确定謮 利用 譇譡譵譳譳 定理方程 謨謶謮謱謳謩 可以写为∫
ω

dω

[
∂ρ

∂t
+∇ · (ρv)

]
= 0. 謨謶謮謱謴謩

謕 謱謱謵 謕
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散度 ∇ · (ρv) 的展开式是

∇ · (ρv) =
3N∑
ν=1

[
∂

∂qν
(ρq̇ν) + ∂

∂pν
(ρṗν)

]
, 謨謶謮謱謵謩

因为相空间共有 3N 个坐标和 3N 个动量謮 因为 ω 是任意的謮 沿着相空间轨迹连续性方程

∂ρ

∂t
+∇ · (ρv) = 0 謨謶謮謱謶謩

成立謮 另一方面謬 利用 譈譡譭譩譬譴譯譮 运动方程謬 式 謨謶謮謱謵謩 表示为

∇ · (ρv) =
3N∑
ν=1

[
∂ρ

∂qν
q̇ν + ∂ρ

∂pν
ṗν + ρ

(
∂q̇ν
∂qν

+ ∂ṗν
∂pν

)]

=
3N∑
ν=1

(
∂ρ

∂qν

∂H

∂pν
− ∂ρ

∂pν

∂H

∂qν

)
+ ρ

3N∑
ν=1

(
∂2H

∂qν∂pν
− ∂2H

∂pν∂qν

)
謨謶謮謱謷謩

或

∇ · (ρv) = [ρ,H] , 謨謶謮謱謸謩

因为方程 謨謶謮謱謷謩 的最后一项消失了謮 所以由方程 謨謶謮謱謲謩 和 謨謶謮謱謶謩謬

dρ

dt
= ∂ρ

∂t
+ [ρ,H] = 0. 謨謶謮謱謹謩

沿着相空间轨迹謬 相空间密度对时间的全微商为零謮 这是 譌譩譯譵譶譩譬譬譥定理 謨謱謸謳謸謩謮 对于稳态系综謬 ∂ρ
∂t

= 0謬
有

[ρ,H] =
3N∑
ν=1

(
∂ρ

∂qν

∂H

∂pν
− ∂ρ

∂pν

∂H

∂qν

)
= 0. 謨謶謮謲謰謩

经典力学结果说明 ρ 是一个运动常量謬 只依赖于守恒量謬 比如 ρ(H(qν , pν))謮

6.3 微微微正正正则则则系系系综综综

到目前为止謬 对于给定的总能量謬 我们或多或少地猜测了闭合系统的相空间密度并成功地验证了其
正确性謮 现在要证明謬 能量曲面上的常数相空间密度对于系统是最可几的謮 这里采用的方法对于后面推
到其他系统 謨特别是量子系统謩 的几率密度偏离也很有用謮

我们考虑 N 份相同拷贝的闭合系统 謨系综謩謬 每个具有宏观自然状态量 (E, V,N)20謮 这 N 个系统 20 注意謬 不要将数 N 与系统
的粒子数 N 混淆謮

謕 謱謱謶 謕
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的每一个在固定时刻处于某个固定的微观态 (qν , pν)謮 一般地謬 这些微观态互不相同謬 但都位于能量曲
面上謮
将能量曲面划分成同等大小的曲面元 ∆σi謬 以方便计数謬 如图 謶謮謴謮 每个曲面元含有 ni 份系统 謨微

观态集謩21謮 加在一起謬 我们有 21 若取的面元足够小謬 可以使
其正好只含一个微观态謮

图 6.4. 相空间中能量超曲面的划
分.

N =
∑
i

ni. 謨謶謮謲謱謩

曲面元 σi 上系统的数目 ni 正好对应于系综中相应微观态的权重謮 ni
N 可以理解为微观态 i 处于

∆σi 的几率謮 几率 pi = ni
N 因此对应于连续形式的表达式 ρ(qν , pν)d3Nqd3Np謮

曲面元上 N 个系统的某个分布 {n1, n2, · · · } 有不同的实现方式謮 对于 N = 5謬 n1 = n2 = 2謬
n3 = 1謬 n4 = 0謬 如图 謶謮謵 所示謮 某种分布 {ni} 的可能总数目计算是一个组合问题 謕 正好有 N ! 不同
方式来排列系统謮 但每种排列中謬 相空间单元 i 中 ni! 的排列并不给出新的态謮 因此謬 对应于某个分布
{ni} 总的方式数目 W {ni} 由

W {ni} = N !∏
i ni!

=
(

N
n1, n2, · · ·

)
謨謶謮謲謲謩

给出謮

图 6.5. 曲面元上的系统分布.

现在来求曲面元 σi 上分布是 {ni} 的几率 Wtot {ni}謮 设 ωi 是单个系统在曲面元 ∆σi 上的几率謬
那么 ∆σi 上有 ni 个系统的几率是 (ωi)ni 謬 因为统计上謬 系综中的系统是相互独立的謮 那么几率分布

Wtot {ni} = N !
∏
i

(ωi)ni

ni!
. 謨謶謮謲謳謩

为求相空间单元 謨面元謩 上 N 个系统的最可几分布 {ni}∗謬 要求方程 謨謶謮謲謳謩 的最大值謮 方便的作
法是求 lnWtot {ni} 的极值謮 对于 N → ∞謬 所有的 ni → ∞ 謨有限面元情况下謩謬 因此都可以利用近似
lnn! ≈ n ln−n謬 那么

lnWtot {ni} = lnN ! +
∑
i

(ni lnωi − lnni!)

≈ N lnN −N +
∑
i

[ni lnωi − (ni lnni − ni)] . 謨謶謮謲謴謩

若 lnWtot 取极大值謬 那么这个微分为零謮 因为 N 是常数謬

d lnWtot = −
∑
i

(lnni − lnωi) dni = 0. 謨謶謮謲謵謩

謕 謱謱謷 謕
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但这些 dni 并不相互独立謬 它们有约束关系 謨謶謮謲謱謩謬 取微分后乘以一个待定 譌譡譧譲譡譮譧譥 因子 λ謬

λdN = λ
∑
i

dni = 0 謨謶謮謲謶謩

再代入方程 謨謶謮謲謵謩謬 得到∑
i

(lnni − lnωi − λ) dni = 0. 謨謶謮謲謷謩

现在方程 謨謶謮謲謷謩 中 dni 的系数都必须为零謬

lnni = λ+ lnωi, 或 ni = ωie
λ = 譣譯譮譳譴謮 謨謶謮謲謸謩

λ 原则上可以由方程 謨謶謮謲謱謩 确定謬 但我们的兴趣不在于此謮 方程 謨謶謮謲謸謩 的重要之处在于謬 面元 σi 上系

统的数目 ni 恰好正比于几率 ωi謬 因此是系统处于 ∆σi 上的几率謮 这是合理的结论謮
统计力学的基本假设之一是謬 所有的微观态 謨所有相空间点謩謬 原理上是同等的謬 因而有相同的几率

ωi謮 因此这些 ωi 简单地正比于对应的曲面元大小 ∆σi謮 若选择相同大小的曲面微元謬 系统数目 ni 在所

有曲面元上一定是相等的謮
由此认识到能量曲面上的常数相空间密度具有最大几率謮 当然謬 取代能量曲面謬 考虑处于 E 和 E+

∆E 的薄层能量壳时謬 这个作法仍然是对的謬

pi = ni
N

=

譣譯譮譳譴謮, H = E,

0, 譯譴譨譥譲護譩譳譥.
换成

譣譯譮譳譴謮, E ≤ H(qν , pν) ≤ E + ∆E,
0, 譯譴譨譥譲護譩譳譥.

謨謶謮謲謹謩

这里 pi理解为发现系综中一个系统处于角标为 i的微观态 謨曲面元謩的几率謮类似地謬 ρmc(qν , pν)d3Nqd3Np

是一个系统处于相空间体积元 d3Nqd3Np 中的几率謮

6.4 作作作为为为系系系综综综平平平均均均值值值的的的熵熵熵

确定其平均值为熵的微正则系综函数并不困难謬 首先謬 相空间密度由

ρmc =

 1
Ω , E ≤ H(qν , pν) ≤ E + ∆E,
0, 譯譴譨譥譲護譩譳譥

謨謶謮謳謰謩

给出謮 另一方面謬 我们有

S(E, V,N) = k ln Ω(E, V,N). 謨謶謮謳謱謩
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正式地謬 熵为

S(E, V,N) = 1
h3N

∫
d3Nqd3Np ρmc(qν , pν) [−k ln ρmc(qν , pν)] . 謨謶謮謳謲謩

为证明这一点謬 将方程 謨謶謮謳謰謩 代入方程 謨謶謮謳謲謩謬 记着对于 ρ = 0謬 ρ ln ρ = 0謮 那么

S(E, V,N) = 1
h3N

∫
E≤H(qν ,pν)≤E+∆E

d3Nqd3Np
1
Ω

(
−k ln 1

Ω

)
. 謨謶謮謳謳謩

被积量在能量壳中是一个常数謬 可以提到积分符号外謬

S(E, V,N) = 1
Ωk ln Ω 1

h3N

∫
E≤H(qν ,pν)≤E+∆E

d3Nqd3Np. 謨謶謮謳謴謩

将方程 謨謵謮謶謴謩 代入 謨未加 譇譩譢譢譳 修正因子 1
N !謩謬 有

S(E, V,N) =
( 1

Ωk ln Ω
)

Ω = k ln Ω. 謨謶謮謳謵謩

正是该有的结果謮 方程 謨謶謮謳謲謩 只是比方程 謨謶謮謳謱謩 形式复杂一点謮 然而謬 它的优势是容易用于其他的相空
间密度謮 一般地謬 我们写作

S = 〈−k ln ρ〉 . 謨謶謮謳謶謩

因此謬 熵是相空间密度对数的系综平均值謮 这个描述非常重要謬 我们需要再详细地讨论一下方程 謨謶謮謳謶謩謮

6.5 不不不确确确定定定性性性函函函数数数

考虑关于随机事件的实验謬 比如掷骰子謮 令 pi 对应于实验结果是 i 的几率謮 在理想骰子的实验中謬
pi = 1

6 謬 i = 1, · · · , 6謮 投掷 N 謨N → ∞謩 次后謬 所有 謱 到 謶 的数字将出现相同的次数謬 即平均出现
ni = piN 次謮
用一个作过手脚的骰子替代理想骰子謬 此时有 p1 = p2 = p3 = p4 = p5 = 1

10 和 p6 = 5
10 謮 那么多次

投掷后謬 数字 謶 出现的几率会是其他数字出现的 謵 倍謮 这个骰子的结果比理想骰子的有更多的确定性謮
极限情况下謬 p1 = p2 = p3 = p4 = p5 = 0 和 p6 = 1謬 则有完全确定的结果謮
换言之謬 所有几率相等謬 pi = 譣譯譮譳譴謮 謨相等分布謩謬 给出了实验结果的最大不确定性謬 而其他分布謬 给

出了更大的确定性 謨更小的不确定性謩謮 数学统计中这成为是否存在唯一的 謨测量謩 量謬 它可以评估随机
事件中结果预期的问题謮 这个量也可以用于比较不同的随机事件謮
首先我们看一下这个测量应该反映什么样的性质謮 数学形式上用事件几率 pi 来定义实验謮 不确定

謕 謱謱謹 謕
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性函数 H 应该是这些几率的函数謬

H = H(pi), i = 1, · · · (所有可能的实验结果). 謨謶謮謳謷謩

一个有明确结果的实验謬 其不确定性为 H = 0謮 比如骰子实验中謬 若 p1 = p2 = p3 = p4 = p5 = 0 和
p6 = 1謬 它是完全确定了的謮 这要求

H(p1, p2, · · · ) = 0 当 p1 = 0, · · · , pi−1 = 0, pi = 1, pi+1 = 0, · · · 时. 謨謶謮謳謸謩

因为此时实验结果确定为 i謮
此外謬 不确定性的测量应该不依赖于 pi 的枚举謮 即交换两个几率不影响 H謬

H(· · · , pi, · · · , pj , · · · ) = H(· · · , pj , · · · , pi, · · · ). 謨謶謮謳謹謩

已经看到等几率分布 pi = 譣譯譮譳譴謮 的骰子显然有最大的不确定性謮 因此要求

H = Hmax 当所有的 pi = 譣譯譮譳譴謮. 謨謶謮謴謰謩

最后謬 再来说说謬 对于由两个以逻辑与构成的组合实验謬 实验 證 和 證證謬 如何用 H(證) 和 H(證證) 来计算
整体的不确定性 H(證 譁譎譄 證證)謮 若实验 證 和 證證 相互独立謬 则

H(證 譁譎譄 證證) = H(證) +H(證證). 謨謶謮謴謱謩

这样定义可以使有确定结果实验的 H 消失謮 比如謬 实验 證 有确定结果謬 H(證) = 0謬 实验 證證 有一个不确
定性謬 那么两个实验的 譁譎譄謭组合使得总的不确定性没有增加謮 现在我们来证明条件 謨謶謮謳謷謩謭謨謶謮謴謱謩 唯一
地给定了不确定性函数謬

H(pi) = −
∑
i

pi ln pi. 謨謶謮謴謲謩

方程 謨謶謮謴謲謩的唯一性可以确定到一个正的乘积常数因子謬我们无需证明謮 我们要验证它满足条件 謨謶謮謳謷謩謭
謨謶謮謴謱謩謮
条件 謨謶謮謳謷謩 是显而易见的謮 当 pi = 1 时 ln pi = 0謬 而 pj = 0 有 pj ln pj = 0謬 立刻清楚地得到条件

謨謶謮謳謸謩謮 条件 謨謶謮謳謹謩 也是显而易见的謬 因为方程 謨謶謮謴謲謩 交换求和项不影响结果謮 条件 謨謶謮謴謰謩 可以通过微
分证明謬

dH = −
∑
i

(ln pi + 1) dpi. 謨謶謮謴謳謩

謕 謱謲謰 謕
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H = Hmax 时要求 dH = 0謬 但∑
i

pi = 1, 謨謶謮謴謴謩

这些 pi 不完全相互独立謮和前面一样謬使用 譌譡譧譲譡譮譧譥乘子法謬容易求得 pi = 譣譯譮譳譴謮謮 最后看条件 謨謶謮謴謱謩謬
设实验 證 的几率为 pi謬 实验 證證 的几率为 qj 謬 统计用 譁譎譄謭组合在一起的相互独立事件謬 几率是它们的
乘积謬

H(證 譁譎譄 證證) = −
∑
i

∑
j

piqj ln (piqj) = −
∑
i

pi ln pi −
∑
j

qj ln qj

= H(證) +H(證證). 謨謶謮謴謵謩

这里用到了
∑
i pi =

∑
j qj = 1謮

条件 謨謶謮謴謱謩 对应于熵的广延性质謮 如果系统从一个有较少微观状态数的态变化到一个有较多微观
状态数的态謬 不确定性增加謬 因此熵变大謮

图 6.6. 一维运动.
Example (一维运动). 考察一个只能沿 x謭方向运动的粒子謮 它被限制在区间 0 ≤ x ≤ a 并作统计

意义上的前后运动謬 如图 謶謮謵謮 发现粒子位于 x 的几率 ρ(x) 为

ρ(x) =

 1
a
, 0 ≤ x ≤ a,

0, 譯譴譨譥譲護譩譳譥.

对应的不确定性为

H = −
∫ a

0
dx ρ ln ρ = ln a.

若区域放大为原来的 α > 1 倍謬

ρ′(x) =

 1
αa
, 0 ≤ x ≤ αa,

0, 譯譴譨譥譲護譩譳譥,

从而

H ′ = −
∫ αa

0
dx ρ′ ln ρ′ = ln a+ lnα.

因此謬 不确定性正如定义的那样增加了謮

謕 謱謲謱 謕
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Example (极相对论气体). 在微正则系综的帮助下我们来计算极相对论经典气体的热力学性质謮
这样的气体有以光速运动的无质量粒子 謨如光子謩 组成謮 由能量謭动量关系

ε =
(
p2c2 +m2c4) 1

2 → ε = |p| c.

极相对论气体也常用于质量 m 6= 0 的计算模型謬 若单位粒子的平均能量 ε � mc2謬 或等价地謬 高
温情况下静止能量 mc2 和动能相比可以忽略謮 实际应用中我们从

S(E, V,N) = k ln Ω(E, V,N),

Ω(E, V,N) = 1
h3NN !

∫
E≤H(qν ,pν)≤E+∆E

d3Nqd3Np

开始謮 这里因为粒子的全同性謬 加入了 譇譩譢譢譳 修正因子 1
N ! 謮 系统的 譈譡譭譩譬譴譯譮 量为

H(qν , pν) =
N∑
ν=1

c
(
p2
ν,x + p2

ν,y + p2
ν,z

) 1
2 .

和理想气体情况一样謬 先计算

Σ(E, V,N) = 1
h3NN !

∫
H(qν ,pν≤E

d3Nqd3Np

因为 譈譡譭譩譬譴譯譮 量不依赖坐标謬 对 d3Nq 的积分给出容器体积 V N 謮

Σ(E, V,N) = V N

h3NN !

∫
H(pν)≤E

d3Np. 謨謶謮謴謶謩

仍需确定 3N 謭维动量空间几何形状

N∑
i=1
|pi| c ≤ E 謨謶謮謴謷謩

的体积謮 式 謨謶謮謴謷謩 等号左边分解为 N 个平方根的和謬 这使得形状的几何难以处理謮 我们采用一
种颇为可行的近似处理 謨后面会看到极相对论气体的其他精确处理方式謩謮 对于平均下来的相空间
点謬 我们有〈

p2〉 = 3
〈
p2
x

〉
= 3

〈
p2
y = 3

〈
p2
z

〉〉
.
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因无需特定的指向謬 可以取

|p| = 1√
3

(|px|+ |py|+ |pz|) ,

从而

ε ≈ c√
3

(|px|+ |py|+ |pz|) .

条件 謨謶謮謴謷謩 化为

3N∑
i=1

|pi| c√
3
≤ E. 謨謶謮謴謸謩

方程 謨謶謮謴謸謩 表示一个 3N 謭维空间的一个规则几何体謮 作变量替换 xi = pic√
3E 謬 给出

Σ(E, V,N) = V N

h3NN !

(√
3E
c

)3N ∫∑3N
i=1
|xi|≤1

d3Nx. 謨謶謮謴謹謩

积分最后只依赖于空间的维度謮 对应的几何体相对于原点 謨坐标轴謩 是点对称 謨轴对称謩 的謬 如图
謶謮謷謮 对于 n謭维空间謬 计算一个象限的的体积謬 再乘以 2n 就足以给出这个几何体的体积謮 计算限制
在正的 xi 区域的体积謬 如图 謶謮謸謬 涉及到一个 n謭维正多胞体 謨譳譩譭議譬譩譣譩譥譳謩謬 点的集合由

r =
n∑
i=1

xiei,
n∑
i=1

xi ≤ 1 且 xi ∈ [0, 1] 謨謶謮謵謰謩

给出謮 謨对于 n = 0, 1, 2 和 謳謬 对应的正多胞体分别是点謬 边謬 三角形面和正四面体謮謩
可以看到謬 (n − 1)謭维正多胞体的底面正是 xn = 0 的超曲面謮 这给出了体积公式计算的递推关系謮
一个 (n− 1)謭维的广义锥面围成的体积为

譶譯譬譵譭譮 = 1
n

譡譲譥譡× 譨譥譩譧譨譴. 謨謶謮謵謱謩

而底面正好是 (n− 1)謭维正多胞体的体积謬 高为 謱謮 因此我们有

In = In−1,

In =
∫∑n

i=1
xi≤1

dnx, xi ∈ [0, 1] .

謕 謱謲謳 謕
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这个递推关系立刻给出

In = 1
n! .

整个 2n 象限的体积为∫∑n

i=1
|xi|≤1

dnx = 2n

n! .

代回到方程 謨謶謮謴謹謩謬 取 n = 3N 謬 得到

Σ(E, V,N) = V N

h3NN !

(√
3E
c

)3N
23N

(3N)! .

由方程 謨謵謮謶謴謩 给出

g(E, V,N) = ∂Σ(E, V,N)
∂E

= V N

h3NN !
1
E

(
2
√

3E
c

)3N
1

(3N − 1)! .

能量区间 E 到 E + ∆E 之间的状态数 Ω = g∆E謮 但几乎所有的态都位于这个区间謬 因此可以取
Ω = gE謮 N � 1 时謬 得到

S(E, V,N) = k ln Ω(E, V,N) = Nk ln

V (2
√

3E
hc

)3
− k lnN !− k ln(3N − 1)!

≈ Nk
{

4 + ln
[
V

N

( 2E√
3Nhc

)3
]}

. 謨謶謮謵謲謩

由此謬 得到极相对论气体的状态方程

1
T

= ∂S

∂E

∣∣∣∣
V,N

= 3Nk
E

, E = 3NkT, 謨謶謮謵謳謩

p

T
= ∂S

∂V

∣∣∣∣
E,N

= Nk

V
, pV = NkT. 謨謶謮謵謴謩

给定温度时能量是理想气体的 謳 倍謮 结合方程 謨謶謮謵謳謩 和 謨謶謮謵謴謩謬

p = 1
3
E

V

謕 謱謲謴 謕
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因此压强是能量密度的 1
3 謬 对于理想气体 p = 2

3
E
V

謮 化学势由

−µ
T

= ∂S

∂N

∣∣∣∣
E,V

= k ln
[
V

N

( 2E√
3Nhc

)3
]

给出謮 定容热容量为

CV = ∂E

∂T

∣∣∣∣
V

= 3Nk.

图 6.7. 满足方程 (6.50) 的几何体.

图 6.8. n = 3 时第一象限中的几
何体.

Remark (方程 謨謶謮謵謱謩 的证明). n謭维锥体与超平面 xn = 譣譯譮譳譴謮 的交类似于底面謮 由 譃譡譶譡譬譩譥譲譩 定
理謬 体积计算公式为

譖譯譬n =
∫ h

0
dxn 譡譲譥譡(xn). 謨謶謮謵謵謩

在高度为 xn 处的面积很容易从底面积计算謮 即謬 在相似变换 r → αr 下謬 n謭维空间的任意体积

In(αr) = αnIn(r) 謨謶謮謵謶謩
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有效謮 现在的情况下謬 相似的 (n− 1)謭维面积因此为

譡譲譥譡(xn) = 譡譲譥譡(0)
(

1− xn
h

)n−1
.

这里 1− xn
h
是方程 謨謶謮謵謶謩 中的扩张因子 α謮 在锥顶 xn = h謬 α = 0謮 代回方程 謨謶謮謵謵謩 给出

譖譯譬n = 譡譲譥譡(0)
∫ h

0
dxn

(
1− xn

h

)n−1
= h

n
譡譲譥譡(0).

Example (Hamilton 振子). 计算微正则系综中 N 个频率为 ω 的可区分谐振子系统的热力学性质謮

Solution. 这个系统的 譈譡譭譩譬譴譯譮 量

H(qν , pν) =
N∑
ν=1

(
p2
ν

2m + mω2

2 q2
ν

)
,

那么

Σ(E, V,N) = 1
hN

∫
H(qν ,pν)≤E

dNqdNp =
( 1
hmω

)N ∫∑N

ν=1
(p2
ν+x2

ν)≤2mE
dNxdNp.

积分正是一个半径为
√

2mE 的 2N 謭维球的体积謮 利用方程 謨謵謮謲謹謩謬

Σ(E, V,N) =
( 1
hmω

)N πN

NΓ(N) (2mE)N = 1
NΓ(N)

(
E

~ω

)N
. 謨謶謮謵謷謩

对能量微商给出

g(E, V,N) = 1
Γ(N)

1
E

(
E

~ω

)N
. 謨謶謮謵謸謩

再利用 Ω ≈ gE謬 和 N � 1 时 ln Γ(N) = ln(N − 1)! ≈ N lnN −N 謬

S(E, V,N) = Nk

(
1 + ln E

N~ω

)
. 謨謶謮謵謹謩

这个结果很有意思謮 我们没有考虑量子力学效应謬 但使用了相空间体积 hN 謬 就得到了典型的量子
力学组合 ~ω謮

謕 謱謲謶 謕
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进一步地謬 状态方程为

1
T

= ∂S

∂E

∣∣∣∣
V,N

= Nk

E
, E = NkT,

p

T
= ∂S

∂V

∣∣∣∣
E,N

= 0, p = 0.

这并不奇怪謬 因为振子固定在空间中謬 没有自由运动謬 不会产生压力謮 Ω 和 S 都不依赖于体积謮 化
学势由

−µ
T

= ∂S

∂N

∣∣∣∣
E,V

= k ln E

N~ω

给出謬 而热容量

C = ∂E

∂T
= Nk. 謨謶謮謶謰謩

定容和定压热容量相同謬 因为系统不作体积功謮

謕 謱謲謷 謕
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7 正正正则则则系系系综综综

微正则系综特别适用于有自然变量 E謬 V 和 N 的闭合系统謮而任何系统謬把与其相互作用的环境包
括进去謬 就能构成闭合系统謮 微正则系综因此可以描述任何情况下的物理謮 它能描述謬 比如处于温度 T

的系统謬只要将与之接触謬 用于维持恒定温度的热源 謨譨譥譡譴 譢譡譴譨 譯譲 譴譨譥譲譭譡譬 譲譥譳譥譲譶譯譩譲謩包含进来謬 整个系
统就是闭合的謮 然而謬 大多数情况下謬 对热源的性质我们并不感兴趣謮 此外謬 由于要确定高维几何体的体
积謬 微正则系综在数学上存在一定的计算困难謮 只有一些简单的事例可以操作謬 如球謬 方形体 謨譡譳譨譬譡譲謩謬
正多胞体 謨譳譩譭議譬譩譣譩譥譳謩謬 等等謮
因此我们需要给出一个温度不变系统 謨与一热源 R 接触的系统 S謩 的几率分布 謨相空间密度謩謮 为

此謬 我们应用我们掌握的微正则系综理论于整个闭合系统 謨热源加系统謩謮 如图 謷謮謱謬 整个系统的能量

图 7.1. 与热源接触的系统.

E = ER + ES 謨謷謮謱謩

保持一个常值謮 有定义謬 热源和系统相比很大謬

ES
E

= 1− ER
E
� 1. 謨謷謮謲謩

现在 ES 不再是固定的謬 但温度 T 是謮 系统 S 将以一定的分布几率处于对应于不同能量 Ei 的所有可

能微观态 i謮 然而可以预期謬 有非常大能量 Ei 的微观态鲜有出现謮 现在来求发现系统 S 处于能量为 Ei
的微观态 i 的几率 pi謮

若 S 是一个闭合系统謬 pi 会正比于微观状态数 ΩS(Ei)謮 相似地謬 pi 正比于謬 S 处于具有能量 Ei 的

微观态 i謬 而整个闭合系统的微观状态数謮 因为 S 此时处于微观态 i謬 明显地謬 这等于热源对应于能量
E − Ei 的微观状态数謬

pi ∝ ΩR(ER) = ΩR(E − Ei). 謨謷謮謳謩

热源非常大的情况下謬 利用方程 謨謷謮謲謩謬 将 ΩR 就 Ei 展开謬 那么

k ln ΩR(E − Ei) ≈ k ln ΩR(E)− ∂

∂E
[k ln ΩR(E)]Ei + · · · . 謨謷謮謴謩

但

∂

∂E
[k ln ΩR(E)] = ∂SR

∂E
= 1
T
. 謨謷謮謵謩

代回方程 謨謷謮謴謩謬 有

ΩR(E − Ei) ≈ ΩR(E) exp
(
− Ei
kT

)
. 謨謷謮謶謩

謕 謱謲謸 謕
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热源的微观状态数随着系统能量的增加而指数减少謮 又因为 E = 譣譯譮譳譴謮謬 ΩR(E) 是常数謬 几率

pi ∝ exp
(
− Ei
kT

)
. 謨謷謮謷謩

这里謬 对应于能量 Ei 的所有微观态几率同样相等謮 温度固定的系统 S謬 其能量不再保持固定謬 而是可以
在任何能量曲面上謮 最后归一化 pi謬 即

∑
i pi = 1謬 那么

pi =
exp

(
− Ei
kT

)
∑
j exp

(
−Ej
kT

) . 謨謷謮謸謩

这里求和遍历所有微观态 謨相空间点謩謮 连续性是的写法为

ρc(qξ, pξ) = exp [−βH(qξ, pξ)]
1
h3N

∫
d3Nqd3Np exp [−βH(qν , pν ]

. 謨謷謮謹謩

这里将 1
kT
简记为 β謮 方程 謨謷謮謸謩 和 謨謷謮謹謩 给出正则相空间密度 謨譣譡譮譯譮譩譣譡譬 議譨譡譳譥謭譳議譡譣譥 譤譥譮譳譩譴譹謩謬 以角

标 c 表示謮
它很重要謬 我们用别的方式即系综理论再来推导一遍相空间密度謮 在正则系综中謬 系统的能量 Ei

不再固定謮 所有的相空间点都可能被占据謮 将整个相空间划分成大小相同的编号单元 ∆ωi謮 若单元足够
小謬 它们每一个会正好有一个微观态 i謮 考察 N 份相同系统的集合 謨系综謩謮 某个时刻每个系统处于某
个微观态謮 设相空间单元 ∆ωi 中有 ni 份系统謮 那么

N =
∑
i

ni. 謨謷謮謱謰謩

这里求和遍历所有相空间单元謮 和微正则系综一样謬 pi = ni
N 是 N 系统系综中出现微观态 i 的几率謮

现在系统处于常温状态謬 确实所有可能的微观态 i謬 即所有可能的能量 Ei 有几率 pi謮 但处于平衡态时謬
当然会有一个能量平均值謬 记为 U 謮

U = 〈Ei〉 =
∑
i

piEi 謨謷謮謱謱謩

或由 pi = ni
N 謬

NU =
∑
i

niEi. 謨謷謮謱謲謩

除方程 謨謷謮謱謰謩 外謬 方程 謨謷謮謱謲謩 是分布 {ni} 的另一个条件謮 现在在相空间单元 ∆ωi 上的分布 {ni} 系统
的方式謬 和微正则系综情况一样謬 有很多种謮 只是针对整个相空间体积元 ∆ωi謬 而不再局限于能量曲面
上的面元謮 对于正则系综情况22謬 {ni} 的分布几率 22 应为 謐譣譡譮譯譮譩譣譡譬 譣譡譳譥謑謬 原

文为 謐譭譩譣譲譯譣譡譮譯譮譩譣譡譬 譣譡譳譥謑謮
謕 謱謲謹 謕
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W {ni} = N !
∏
i

(ωi)ni
ni!

. 謨謷謮謱謳謩

ωi还是在单元∆ωi发现一个微观态的几率謮和微正则系综情况一样謬我们寻找系统在相空间中的最可几分
布 {ni}∗謮 但 W {ni} 的极值问题现在 {ni} 有 謲 个约束条件謬 即方程 謨謷謮謱謰謩 和 謨謷謮謱謲謩謮 对方程 謨謷謮謱謳謩 取
对数并利用 譓譴譩譲譬譩譮譧 公式謬

lnW {ni} ≈ N lnN −N −
∑
i

[(ni lnni − ni)− ni lnωi] . 謨謷謮謱謴謩

W 取极值时謬

d lnW {ni} = −
∑
i

(lnni − lnωi) dni = 0. 謨謷謮謱謵謩

利用 譌譡譧譲譡譮譧譥 乘子法謬 引入待定常数 λ 和 −β23謮 23 负号是为了方便后面表达

式的简约謮
λ
∑
i

dni = 0, 謨謷謮謱謶謩

−β
∑
i

Eidni = 0. 謨謷謮謱謷謩

加入到方程 謨謷謮謱謵謩 中謬∑
i

(lnni − lnωi − λ+ βEi) dni = 0. 謨謷謮謱謸謩

现在可以假定所有的 dni 相互独立謬 之后再选择 λ 和 β 以满足条件 謨謷謮謱謰謩 和 謨謷謮謱謲謩謮 那么

lnni = λ+ lnωi − βEi, 或 ni = ωie
λ−βEi . 謨謷謮謱謹謩

使用相同大小的相空间单元的元素几率一定相等这个事实謬 那么有

pj = nj
N

= exp (−βEj)∑
i exp (−βEi)

. 謨謷謮謲謰謩

以这种方式得到的结果与式 謨謷謮謸謩 的形式完全相同謬 除了因子 β 还需通过方程 謨謷謮謱謱謩 或 謨謷謮謱謲謩 确定謬

U = 〈Ej〉 =
∑
j Ej exp (−βEj)∑
i exp (−βEi)

. 謨謷謮謲謱謩

这意味着謬 如果给定系统的某个平均能量謬 β 会是 U 的函数謮 当然謬 比较方程 謨謷謮謸謩 和 謨謷謮謲謰謩謬 容易猜出

謕 謱謳謰 謕
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β = 1
kT

謮 但我们从另一个角度来说明 β謮 为此定义

Z =
∑
i

exp (−βEi) . 謨謷謮謲謲謩

量 Z 是所谓的正则配分函数 謨譣譡譮譯譮譩譣譡譬 議譡譲譴譩譴譩譯譮 警譵譮譴譩譯譮謩謮 连续情况下謬 熵

S = 〈−k ln ρc〉 = 1
h3N

∫
d3Nqd3Np ρc(qν , pν) [−k ln ρc(qν , pν)] . 謨謷謮謲謳謩

作相应的替换謬 连续形式的正则配分函数为

Z = 1
h3N

∫
d3Nqd3Np exp [−βH(qν , pν)] . 謨謷謮謲謴謩

相空间密度为

ρc(qν , pν) = exp [−βH(qν , pν)]
Z

. 謨謷謮謲謵謩

ρc(qν , pν) 是 pi 的连续形式写法謬 正如方程 謨謷謮謸謩 和 謨謷謮謹謩 是同一个量的不同写法謮 由方程 謨謷謮謲謳謩謬

S = 1
h3N

∫
d3Nqd3Np ρc(qν , pν) [kβH(qν , pν) + k lnZ] . 謨謷謮謲謶謩

方括弧中的第一项正是 謨带有系数 kβ 的謩 能量 H 的系综平均值 〈H〉謬 第二项 lnZ 不依赖于相空间点謬
可以提到积分符号外謮 又因为相空间密度是归一化的謬 我们得到

S = kβ 〈H〉+ k lnZ. 謨謷謮謲謷謩

由方程 謨謷謮謲謱謩謬 能量的系综平均值謬 〈H〉謬 是系统的平均能量 U 謬 方程 謨謷謮謲謷謩 写成

S = kβU + k lnZ. 謨謷謮謲謸謩

现在来构造 ∂S
∂U

= 1
T

謮 这里要小心处理作为 U 函数的 β(U)謬 k lnZ (β(U)) 一样謮 那么

1
T

= ∂S

∂U
= kU

∂β

∂U
+ kβ + ∂

∂U
(k lnZ) . 謨謷謮謲謹謩

而

∂

∂U
(k lnZ) = ∂

∂β
(k lnZ) ∂β

∂U
. 謨謷謮謳謰謩

謕 謱謳謱 謕
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因为由方程 謨謷謮謲謲謩謬 Z 是通过 β 而成为 U 的函数謮 现在有

∂

∂β
(k lnZ) = k

Z

[
−
∑
i

Ei exp (−βEi)
]

= −kU. 謨謷謮謳謱謩

利用方程 謨謷謮謳謰謩 和 謨謷謮謳謱謩謬 方程 謨謷謮謲謹謩 化为

1
T

= ∂S

∂U
= kβ 即 β = 1

kT
. 謨謷謮謳謲謩

方程 謨謷謮謱謷謩 的 譌譡譧譲譡譮譧譥 乘子 β 真的是 1
kT

謬 正如比较方程 謨謷謮謸謩 和 謨謷謮謲謰謩 所得结论謮 然而謬 方程 謨謷謮謲謸謩
有着比确定 β 更深远的重要性謮 利用 β = 1

kT
謬 可以得到

U − TS = −kT lnZ. 謨謷謮謳謳謩

热力学中我们知道

F (T, V,N) = U − TS 謨謷謮謳謴謩

是系统的自由能 謨警譲譥譥 譥譮譥譲譧譹 譯警 譴譨譥 譳譹譳譴譥譭謩謮 所以我们有以下重要的论述

F (T, V,N) = −kT lnZ(T, V,N). 謨謷謮謳謵謩

这个给定温度时正则系综的关系和微正则系综的

S(E, V,N) = k ln Ω(E, V,N) 謨謷謮謳謶謩

完全相似謮 正如后者的情况中謬 作为一个闭合系统热力学势的熵謬 可以从量 Ω 计算得来謬 自由能可以从
配分函数 Z 计算得来謮 对于 Ω謬 所有给定 E 的能量曲面上的可能微观态有同等的几率謮 对于 Z 的计算

中謬 对于系统在给定能量时謬 在同一个能量曲面上的所有可能态再次有相同的几率謬 只是现在处于不同
能量曲面的几率正比于所谓的 譂譯譬譴譺譭譡譮譮 因子 eβE 謮 正如微正则相空间密度謬 应用 譌譩譯譵譶譩譬譬譥 定理謬 得
到正则密度也必然依赖于 H(qν , pν)謮
接下来的内容是一些例子謬 对于给定的 譈譡譭譩譬譴譯譮 量謬 在正则系综中计算系统的热力学性质謮 这之

前须先讨论正则系综中的 譇譩譢譢譳 修正因子

7.1 Gibbs 修修修正正正因因因子子子的的的一一一般般般基基基础础础
在微正则系综中我们已经看到謬 譇譩譢譢譳 佯谬使得经典计数导致热力学的矛盾结果謮 我们对微观状态

謕 謱謳謲 謕
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数 Ω(E, V,N) 引进一个修正因子 1
N ! 謬

Ωd(E, V,N) =
∫
E≤H≤E+∆E

d3Nqd3Np

h3N → Ωnd(E, V,N) =
∫
E≤H≤E+∆E

d3Nqd3Np

h3NN ! . 謨謷謮謳謷謩

这里 d 表示可分辨粒子 謨譤譩譳譴譩譮譧譵譩譳譨譡譢譬譥 議譡譲譴譩譣譬譥譳謩謬 而 譮譤 表示不可分辨粒子 謨譮譯譮譤譩譳譴譩譮譧譵譩譳譨譡譢譬譥 議譡譲謭
譴譩譣譬譥譳謩謮 这个修正可以推广到任意系综謬 只要各处相空间微元作替换

dΩd(E, V,N) = d3Nqd3Np

h3N → dΩnd(E, V,N) = d3Nqd3Np

h3NN ! . 謨謷謮謳謸謩

在正则系综情况中謬 相空间密度为

ρ(r1, · · · , rN ,p1, · · · ,pN ) = 1
Z(T, V,N) exp [−βH(r1, · · · , rN ,p1, · · · ,pN )] . 謨謷謮謳謹謩

这里的配分函数 Z(T, V,N)謬 和微正则系综情况类似謬 对于可分辨粒子謬 为

Zd(T, V,N) =
∫
d3Nqd3Np

h3N exp (−βH) , 謨謷謮謴謰謩

对于不可分辨粒子謬 为

Znd(T, V,N) =
∫
d3Nqd3Np

h3NN ! exp (−βH) . 謨謷謮謴謱謩

现在我们要给出在任意系综中推广公式 謨謷謮謳謸謩謬 謨謷謮謴謰謩 和 謨謷謮謴謱謩 的一个更详细基础謮 对于可分辨粒子謬
相空间密度 ρ(r1, · · · , rN ,p1, · · · ,pN ) 表示的是粒子 謱 处于 (r1,p1)謬 等等的几率密度謮 这可以用于计
算任何编号粒子处于 (r1,p1) 等等的几率密度謮 我们需要把所有可能编排的粒子方式都加起来謬 以得到
不可分辨粒子的几率密度

ρnd(r1, · · · , rN ,p1, · · · ,pN ) =
∑
P

ρd(r1, · · · , rN ,p1, · · · ,pN ). 謨謷謮謴謲謩

求和遍历(1, · · · , N) 的所有排列 (i1, · · · , iN )謮 现在我们要求系统的 譈譡譭譩譬譴譯譮 量关于不同粒子的坐标
和动量的不同排列是不变的謬 即对 (1, · · · , N) 的任意排列 (i1, · · · , iN )

H(ri1 , · · · , riN ,pi1 , · · · ,piN ) = H(r1, · · · , riN ,p1, · · · ,pN ). 謨謷謮謴謳謩

因为 ρd 只通过 譈譡譭譩譬譴譯譮 量 H 依赖于 (ri,pi)这立刻给出

ρd(ri1 , · · · , riN ,pi1 , · · · ,piN ) = ρd(r1, · · · , riN ,p1, · · · ,pN ). 謨謷謮謴謴謩

謕 謱謳謳 謕
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方程 謨謷謮謴謲謩 化为

ρnd(r1, · · · , rN ,p1, · · · ,pN ) = N !ρd(r1, · · · , rN ,p1, · · · ,pN ). 謨謷謮謴謵謩

可以看到出现了因子 N !謬 方程 謨謷謮謳謹謩 中将 Znd(T, V,N) 取代 Zd(T, V,N) 也得到了这个因子謮 所以我
们不仅找到 譇譩譢譢譳 修正因子用于任意系综的基础謬 也可以由方程 謨謷謮謴謳謩 来判断适用的系统謮 这样系统
的 譈譡譭譩譬譴譯譮 量是关于坐标和动量不同排列不变的謮 理想气体的 譈譡譭譩譬譴譯譮 量

H =
N∑
i=1

p2
i

2m =
N∑
i=1

pji
2m 謨謷謮謴謶謩

满足这个条件謮 这里 ji 表示了 i 的任意置换 謨ji 譳譴譡譮譤譳 警譯譲 譡譮 譡譲譢譩譴譲譡譲譹 議譥譲譭譵譴譡譴譩譯譮 譯警 譴譨譥 譮譵譭譢譥譲 i謩謮
然而也可以找到不满足条件 謨謷謮謴謳謩 的例子謮 比如謬 对每个粒子加上一个明显依赖于粒子编号的势謬

H =
N∑
i=1

p2
i

2m +
N∑
i=1

1
2mω

2(ri − bi)2. 謨謷謮謴謷謩

如果坐标排列改变謬 第二项和式也会改变謬 因为振动势能的零点 bi 是固定的謬 并不随之改变謮 应注意到
整个系统处于相空间微元 d3Nqd3Np 的几率在两种情况下是一样的謮

d6Nw = ρd(r1, · · · , rN ,p1, · · · ,pN )d
3Nqd3Np

h3N = ρnd(r1, · · · , rN ,p1, · · · ,pN )d
3Nqd3Np

h3NN ! 謨謷謮謴謸謩

这是因为下它们都满足归一化条件
∫
d6Nw = 1謮

Example (正则系综中的理想气体). 前面一节中考虑处于一个热源的系统謬 能足以计算配分函数謬
这给出了自由能謬 以此可以获得给定温度系统的所有性质謬 正如可以从熵获得闭合系统的所有性
质謮
若动量以 謱 到 3N 编号謬 理想气体的 譈譡譭譩譬譴譯譮 量可以表示为

H(qν , pν) =
3N∑
ν=1

p2
ν

2m.

有 譇譩譢譢譳 修正因子的配分函数定义为

Z(T, V,N) = 1
h3NN !

∫
d3Nqd3Np exp [−βH(qν , pν)] .

謕 謱謳謴 謕
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动量从 謱 到 3N 编号謮 带有 譇譩譢譢譳 修正因子的配分函数定义为

Z(T, V,N) = 1
h3NN !

∫
d3Nqd3Np exp [−βH(qν , pν ]

对于理想气体謬 H 不依赖于坐标謬 若 V 是容器的体积謬 积分
∫
d3Nq 给出简单结果 V N 謮 又由于是

指数函数謬 动量积分变成各积分乘积謬

Z(T, V,N) = V N

h3NN !

3N∏
ν=1

∫ +∞

−∞
dpν exp

[
−βp

2
ν

2m

]

= V N

h3NN !

(2πm
β

) 3N
2

= V N

N !

(2πmkT
h2

) 3N
2

. 謨謷謮謴謹謩

可以看到謬 给定温度时理想气体的配分函数计算比微正则系综类似的计算要简单得多謮 其原因是
对于无相互作用粒子的系统謬 积分中的指数乘积变成各单重积分的乘积謬 计算得到很大的简化謮 结
果 謨謷謮謴謹謩 再次用熟知的热波长

λ =
(

h2

2πmkT

) 1
2

表示謬 化为

Z(T, V,N) = V N

N !λ3N . 謨謷謮謵謰謩

由此謬 利用 譓譴譩譲譬譩譮譧 公式謬 可知自由能

F (T, V,N) = −kT lnZ(T, V,N) = −NkT
{

1 + ln
[
V

N

(2πmkT
h2

) 3
2
]}

. 謨謷謮謵謱謩

由自由能謬 又可以计算所有的热力学性质謬 如

p = − ∂F

∂V

∣∣∣∣
T,N

= NkT

V
, 或 pV = NkT,

S = − ∂F

∂T

∣∣∣∣
V,N

= Nk

{
5
2 + ln

[
V

N

(2πmkT
h2

) 3
2
]}

,

µ = ∂F

∂N

∣∣∣∣
T,V

= −kT ln
[
V

N

(2πmkT
h2

) 3
2
]
. 謨謷謮謵謲謩

謕 謱謳謵 謕
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我们得到作为 T 謬 V 和 N 函数的所有量謮 利用方程 謨謷謮謵謱謩 和 謨謷謮謵謲謩謬

U = F + TS = 3
2NkT.

把 T 替换为内能謬 得到

S(U, V,N) = Nk

{
5
2 + ln

[
V

N

(4πmU
3h2N

) 3
2
]}

,

和微正则系综的结果完全相同謮 这是完全可以预期的謬 因为自由能 謨正则系综謩 和熵 謨微正则系综謩
是等价的热力学势謬 他们可以通过 譌譥譧譥譮譤譲譥 变换相互转换謮

Example (极相对论气体). 计算之前微正则系综中的极相对论气体的热力学性质謮

Solution. 从 譈譡譭譩譬譴譯譮 量

H(qν , pν) =
N∑
ν=1
|pν | c

开始謬 计算配分函数 謨含 譇譩譢譢譳 修正因子謩謬

Z(T, V,N) = 1
h3NN !

∫
d3Nqd3Np exp [−βH(qν , pν ] .

同前面的例子一样謬 H 不依赖于坐标謬 坐标空间的积分结果为 V N 謮 剩余的为积分乘积謬

Z(T, V,N) = V N

h3NN !

N∏
ν=1

∫
d3pν exp (−β |pν | c) .

每个积分转换成球 謨极謩 坐标来计算很方便謮 由此得

Z(T, V,N) = V N

h3NN !

(
4π
∫ ∞

0
p2dp e−βpc

)N
= V N

h3NN !

[
4π
( 1
βc

)3

Γ(3)
]N

= 1
N !

[
8πV

(
kT

hc

)3
]N

.

利用 譓譴譩譲譬譩譮譧 公式謬 自由能

F (T, V,N) = −kT lnZ(T, V,N) = −NkT
{

1 + ln
[

8πV
N

(
kT

hc

)3
]}

.

謕 謱謳謶 謕
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再得到极相对论气体的状态方程

p = − ∂F

∂V

∣∣∣∣
T,N

= NkT

V
, 或 pV = NkT,

S = − ∂F

∂T

∣∣∣∣
V,N

= Nk

{
4 + ln

[
8πV
N

(
kT

hc

)3
]}

,

µ = ∂F

∂N

∣∣∣∣
T,V

= −kT ln
[

8πV
N

(
kT

hc

)3
]
.

可以看到謬 这种情况下项 (8π)
1
3 hc

kT
起到了理想气体热波长的作用謮 为与微正则系综计算结果比较謬

计算内能

U = F + TS = 3NkT,

从而用单位粒子内能替换掉温度 T 謮 比如得到

S(U, V,N) = Nk

{
4 + ln

[
8πV
N

(
U

3Nhc

)3
]}

.

这个结果不完全与方程 謨謶謮謵謲謩 吻合謮 那里对数中的因子为
(

2√
3

)3
对应于此处的 8π

33 謮 回顾一下当
时作了近似

√
3 |p| ≈ |px|+ |py|+ |pz|謮 结果的不同既不是计算错误也不是原理性的问题謮

Example (正则系综中的谐振子). 计算 N 个可分辨謬 频率为 ω 的谐振子集合的热力学性质謮

Solution. 系统的 譈譡譭譩譬譴譯譮 量为

H(qν , pν) =
N∑
ν=1

(
p2
ν

2m + mω2q2
ν

2

)
.

謕 謱謳謷 謕
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由此计算配分函数

Z(T, V,N) = 1
hN

∫
dNqdNp exp [−βH(qν , pν ]

= 1
hN

N∏
ν=1

[∫ +∞

−∞
dqν exp

(
−βmω

2q2
ν

2

)∫ +∞

−∞
dpν exp

(
−βp

2
ν

2m

)]

= 1
hN

[( 2π
βmω2

) 1
2
(2πm

β

) 1
2
]N

=
(
kT

~ω

)N
.

自由能

F (T, V,N) = −kT lnZ(T, V,N) = −NkT ln kT
~ω

.

由此得到状态方程

p = − ∂F

∂V

∣∣∣∣
T,N

= 0,

S = − ∂F

∂T

∣∣∣∣
V,N

= Nk

(
1 + ln kT

~ω

)
,

µ = ∂F

∂N

∣∣∣∣
T,V

= −kT ln kT
~ω

.

内能为

U = F + TS = NkT.

因此 S(U, V,N) 表示为

S(U, V,N) = Nk

(
1 + ln E

N~ω

)
,

完全与微正则系综结果相同謬 状态方程也是謮

謕 謱謳謸 謕
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7.2 无无无相相相互互互作作作用用用粒粒粒子子子系系系统统统

之前的例子中我们看到謬 系统 譈譡譭譩譬譴譯譮 量是单粒子 譈譡譭譩譬譴譯譮 之和謬 即

H(q1, · · · , q3N , p1, · · · , p3N ) =
N∑
ν=1

h(qν , pν) 謨謷謮謵謳謩

时在正则系综中的计算特别容易謮 这里 h 是单粒子的 譈譡譭譩譬譴譯譮 量謬 对于第 ν 个粒子謬 只依赖于变量 qν
和 qν 謮 此时配分函数为

Z(T, V,N) = 1
h3NN !

∫
d3Nqd3Np exp [−βH(qν , pν)]

= 1
h3NN !

N∏
ν=1

∫
d3qνd

3pν exp [−βh(qν , pν)] . 謨謷謮謵謴謩

积分可以视为单粒子的配分函数 謨N = 1謩謬

Z(T, V, 1) = 1
h3

∫
d3qd3p exp [−βh(q, p)] , 謨謷謮謵謵謩

这样 N 粒子系统的配分函数可以由单粒子系统的结果直接得到謮 对于不可分辨粒子謬

Z(T, V,N) = 1
N ! [Z(T, V, 1)]N . 謨謷謮謵謶謩

对于可分辨粒子謬

Z(T, V,N) = [Z(T, V, 1)]N . 謨謷謮謵謷謩

因为可以高效处理只涉及一个粒子系统的问题謬 这是非常有用的计算方式謮 现在来考察整个系统的相
空间密度

ρN = exp [−βH(qν , pν)]
Z(T, V,N = N !

N∏
ν=1

{exp [−βh(qν , pν)]
Z(T, V, 1

}
. 謨謷謮謵謸謩

除 譇譩譢譢譳 因子外謬 发现 N 个粒子处于相空间点 (qν ,pν) 的几率 ρN (qν , pν) 等于单个特定粒子在特定单
粒子微观态的所有几率乘积謮
显然对于无相互作用的粒子系统謬 发现一个粒子处于 (q,p) 的几率由分布

ρ1(q,p) = exp [−βh(q,p)]
Z(T, V, 1) 謨謷謮謵謹謩

謕 謱謳謹 謕
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给出謮 这个方程源于只含一个粒子系统的分布公式謮 因为一个无相互作用系统中謬 N 个粒子相互之间
没有影响謬 方程 謨謷謮謵謹謩 此时对于这样的多粒子系统是正确的单粒子相空间密度謮 可以理解这样的系统
为一个理想系综謮 N 个粒子的每一个自己构成一个 謐系统謑謬 在某个时刻占据一个单粒子微观态謮 系统
的所有其他粒子构成给定温度的热源謮
发现一个粒子处于某个微观态不依赖于其他粒子的微观态很关键謺 在系综理论中謬 僖宗的单个系

统之间是相互独立的謮 而有相互作用的系统中这不再成立謮

Example (理想气体). 考察理想气体謬

H(qi,pi) =
N∑
i=1

p2
i

2m → h(q, p) = p2

2m.

单粒子相空间中发现例子处于 (q,p) 的几率为

ρ(q,p) = exp [−βh(q,p)]
Z(T, V, 1) = λ3

V
exp

(
−βp

2

2m

)
.

这里利用了方程 謨謷謮謵謰謩謮 现在来看第 謱 章中的例子中讨论过的气体速度分布謮 在 q 和 q + dq謬 p
和 p+dp 之间发现一个粒子的几率为 ρd3qd3p

h3 謮 若 p = mv謬 并对坐标积分謬 这给出速度分布 f(v)謬

f(v)d3v = m3

h3 d
3v

∫
d3q

λ3

V
exp

(
−βmv

2

2

)
.

而积分
∫
d3q 这是体积 V 謮 因此謬

f(v) =
( m

2πkT

) 32
2 exp

(
−mv

2

2kT

)
.

它确实和方程 謨謱謮謱謳謩 吻合謮 这个例子謬 用于说明 譇譩譢譢譳 修正因子的重要性謬 是非常漂亮的謮 我们有

ρ′(q1, q2, · · · ,p1,p2, · · · ) = ρ(q1,p1)ρ(q2,p2) · · · , 謨謷謮謶謰謩

表示粒子 謱 在 (q1,p1)謬 粒子 謲 在 (q2,p2謬 等等的几率密度謮 然而这种表示只在能给粒子编号时成
立謮 如果求 N 粒子的任意 謱 个处于 (q1,p1)謬 任意 謱 个处于 (q2,p2)謬 等等的几率謮 那么方程 謨謷謮謶謰謩
必须乘以粒子所有可能排列的方式数謬 即 N !謮

Example (平均速率和最可几速率). 利用速度分布

f(v) =
( m

2πkT

) 3
2 exp

(
−βmv

2

2

)

謕 謱謴謰 謕
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计算理想气体中的最可几謬 平均謬 和均方根速率謮

Solution. 微分

d3w(v) = f(v)d3v 謨謷謮謶謱謩

表示发现理想气体的一个粒子速度 v 处于 (vx, vy, vz)和 (vx+dvx, vy+dvy, vz+dvz)之间的几率謮
它与坐标无关謮 先来计算发现一个粒子速率在 |v| 和 |v| + |dv| 之间的几率謮 为此謬 在方程 謨謷謮謶謱謩
中使用速度矢量的极坐标系表示并对所有方向积分謬

dw(v) =
( m

2πkT

) 3
2 exp

(
−βmv

2

2

)
4πv2dv. 謨謷謮謶謲謩

方程 謨謷謮謶謲謩 是理想气体速率的 譍譡譸護譥譬譬 分布謮 最可几的速率 v∗謬 对应于函数 F (v) = dw
db
的极大

值謮

F ′(v∗) = 0

即

− m

2kT v
∗3 + v∗ = 0, 即 v∗ =

√
2kT
m

.

速率的平均值

〈|v|〉 =
∫ ∞

0
F (v)vdv = 4π

( m

2πkT

) 3
2
∫ ∞

0
exp

(
−mv

2

2kT

)
v3dv. 謨謷謮謶謳謩

这给出

〈v〉 =
√

8kT
πm

. 謨謷謮謶謴謩

速率平方的平均

〈
v2〉 = 3kT

m
, 和

√
〈v2〉 =

√
3kT
m

.

譍譡譸護譥譬譬 速率分布展示在图 謷謮謲 中謮 可以看到 v∗ < 〈v〉 <
√
〈v2〉謮 粒子的平均动能

〈εkin〉 = 1
2m

〈
v2〉 = 3

2kT

謕 謱謴謱 謕
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和方程 謨謱謮謹謩 吻合謮 又由于分布函数 f(v) 是各向同性的謬 进一步有

〈
v2
x

〉
=
〈
v2
y

〉
=
〈
v2
z

〉
= 1

3
〈
v2〉 = kT

m
.

图 7.2. Maxwell 速率分布.

图 7.3. 开孔容器中的理想气体蒸
发.

Example (蒸发气体的速率分布). 如图 謷謮謳謬 对于容器中温度为 T 的理想气体謬 计算从容器开孔蒸
发的粒子速率分布謮 假设容器内部的平衡态不受蒸发粒子的影响謮 此外謬 再计算蒸发粒子的 z謭方
向平均速率謬 均方速率謬 以及离开容器的速率謕单位时间单位空面积蒸发的粒子数 R = d2N

dtdA
謮

证明一般地謬 如果 〈v〉 是内部的平均速率謬 R = 1
4
N
V
〈v〉謮 由于动量守恒謬 什么样的力作用在容器上謿

Solution. 首先很明确地謬 粒子从内部撞击在面元 dA 上会以同样的速度离开容器謮 由方程 謨謱謮謵謩謬

d5N = N

V
vzdtdAf(v)d3v. 謨謷謮謶謵謩

z謭方向垂直于面元 dA謬 f(v) 是气体的速度分布謮 该式仅在 vz ≥ 0 时成立謮
容易理解謬 离开容器的粒子的速度分布 f∗(v) 一定正比于 vzf(v)謬 取

f∗(v) =

cvzf(v), vz ≥ 0,
0, vz < 0.

謨謷謮謶謶謩

这个表达式已经使用了容器内部的平衡态不受离开粒子影响的假定謮 因子 c 由归一化条件∫ +∞

−∞
dvx

∫ +∞

−∞
dvy

∫ +∞

−∞
dvzf

∗(v) = 1 謨謷謮謶謷謩

确定謮 而

f(v) =
( m

2πkT

) 3
2 exp

(
−mv

2

2kT

)
= f(vx)f(vy)f(vz),

f(vi) =
√

m

2πkT exp
(
−mv

2
i

2kT

)
, i = x, y, z.

可得

f∗(v) =
√

2πm
kT

vzf(v)

謕 謱謴謲 謕
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由此给出粒子在 z謭方向的平均速率

〈vz〉∗ =
∫
vzf

∗(v)d3v =
√

2πm
kT

∫ ∞
0

v2
zf(vz)dvz

=
√
πkT

2m .

类似地謬

〈
v2
z

〉∗ = 2kT
m

.

而 x 和 y謭方向的就均方速率可容器内的一样謬

〈
v2
x

〉∗ =
〈
v2
y

〉∗ =
〈
v2
x

〉
=
〈
v2
y

〉
= kT

m
.

离开容器粒子的平均动能

〈εkin〉∗ = 1
2m

(〈
v2
x

〉∗ +
〈
v2
y

〉∗ +
〈
v2
z

〉∗) = 2kT.

它大于容器内粒子的平均动能 3
2kT 謮 方程 謨謷謮謶謵謩 对所有的速度积分謬 给出蒸发率a

R = d2N

dtdA
= N

V

∫ +∞

−∞
dvx

∫ +∞

−∞
dvy

∫ +∞

0
dvz vzf(v)

= N

V

∫ ∞
0

v2dv

∫ π
2

0
sin θdθ

∫ 2π

0
dφ v cos θf(v)

= N

V
π

∫ ∞
0

v3f(v)dv = 1
4
N

V
〈v〉 .

即题目所要求证明结果謮 对于理想气体謬 由方程 謨謷謮謶謴謩謬

R = N

V

√
kT

2πm.

为计算因为粒子离开容器产生的反推力謬 须先确定单位时间粒子在 z謭方向携带的动量謮 其平均值
为 〈pz〉∗ = m 〈vz〉∗謮 对于面积为 A 的孔謬 单位时间有正好 RA 个粒子离开謮 因此所求作用力

Fz = −RAm 〈vz〉∗ = −1
2pA.

确定到因子 1
2 謬 基于粒子在孔处不被反射謬 Fz 由作用于面积 A 上的压强 p 给出謮 负号对应于容器

謕 謱謴謳 謕
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在负 z謭方向被加速謮
a原文

∫∞
0

dvz 为
∫ +∞

−∞
dvz .

7.3 计计计算算算作作作为为为系系系综综综平平平均均均值值值的的的可可可观观观察察察量量量

在引入系综理论时謬 我们假定所有的可观察量可以对应于某个适当函数 f(r,p) 在系综上的平均
值謬

〈f(ri,pi)〉 = 1
h3N

∫
d3Nrd3Np ρ(ri,pi)f(ri,pi). 謨謷謮謶謸謩

因此统计力学提供的相空间密度 ρ(ri,pi)24 包含了关于系统的全部信息謮 我们已经知道謬熵是作为函数 24 原文为 f(ri,pi)謮
fS(ri,pi) = −k ln ρ(ri,pi) 的系综平均值謬

S = 〈−k ln ρ〉 . 謨謷謮謶謹謩

另一方面謬由方程 謨謷謮謶謹謩可以确定热力学势 S(E, V,N) 謨微正则謩和 F (T, V,N) 謨正则謩謮 因此方程 謨謷謮謶謹謩
已包含了系统的所有热力学性质謮 这些性质不需要从方程 謨謷謮謶謸謩 计算謮 当然謬 也可以写下函数 f(ri,pi)
以对应某一个热力学量謬 比如内能 U 是 譈譡譭譩譬譴譯譮 量的系综平均謬

U = 〈H(ri,pi)〉 . 謨謷謮謷謰謩

在方程 謷謮謶謸 的帮助下謬 也可以计算热力学没有告诉我们的可观察量謮 比如謬 相空间密度是这样的可观察
量謬

ρ(r′i, · · · , r′N ,p′1,p′N ) =
〈
h3N

N∏
i=1

δ(ri − r′i)δ(pi − p′i)
〉
. 謨謷謮謷謱謩

严格说来謬 方程 謨謷謮謶謸謩 表示了相空间密度到实数的一般映射 謨譧譥譮譥譲譡譬 譭譡議議譩譮譧 譯警 譴譨譥 議譨譡譳譥謭譳議譡譣譥 譤譥譮謭
譳譩譴譹 譯譮 譴譨譥 譲譥譡譬 譮譵譭譢譥譲譳謩謮 这样的映射由分布 f(ri,pi) 给出謮 类似于方程 謨謷謮謷謱謩謬 粒子 i 的相空间分布

是 ρ(r1, · · · , rN ,p1, · · · ,pN ) 謨可分辨粒子謩 作下式映射后的结果謬

ρi(r,p) =
〈
h3δ(ri − r)δ(pi − p)

〉
. 謨謷謮謷謲謩

对于无相互作用系统謬 ρi(r,p) 完全等同于单粒子分布 ρ1(r,p)謮 对于有相互作用的系统则不然謮 同样的
方式謬 在坐标空间中粒子i 的密度为

ρi(r) = 〈δ(ri − r)〉 , 謨謷謮謷謳謩

謕 謱謴謴 謕
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和粒子i 的动量分布为

ρi(p) = 〈δ(pi − p)〉 . 謨謷謮謷謴謩

坐标空间的总粒子密度为

ρ(r) =
〈

N∑
i=1

δ(ri − r)
〉
, 謨謷謮謷謵謩

总动量分布为

ρ(p) =
〈

N∑
i=1

δ(pi − p)
〉
. 謨謷謮謷謶謩

量 謨謷謮謷謳謩謭謨謷謮謷謶謩 归一化不同謬∫
d3r ρi(r) =

∫
d3p ρi(p) = 1, 謨謷謮謷謷謩∫

d3r ρ(r) =
∫
d3p ρ(p) = N. 謨謷謮謷謸謩

另外有趣的量是粒子之间的相对距离或相对动量謮 这由

fik(r) = 〈δ (r − |ri − rk|)〉 謨謷謮謷謹謩

得到謮 分布 fik(r) 是发现粒子 i 和 k 相距 r 的几率謮 相对动量值的分布为

fik(p) = 〈δ (p− |pi − pk|)〉 謨謷謮謸謰謩

粒子 i 和 k 的平均距离

〈rik〉 = 〈|ri − rk|〉 =
∫ ∞

0
rfik(r)dr. 謨謷謮謸謱謩

相似地謬 粒子 i 和 k 的平均相对动量

〈pik〉 = 〈|pi − pk|〉 =
∫ ∞

0
pfik(p)dp. 謨謷謮謸謲謩

相应地謬 也可以计算 謳 粒子之间的相对距离分布謬 或几个粒子相互靠得很近 譛集团或极矩形式 謨譣譬譵譳譴譥譲
譯譲 譤譲譯議譬譥譴 警譯譲譭譡譴譩譯譮謩譝 的几率謬 等等謮 然而这种 n謭粒子相关联函数的实际计算謬 在实际气体情况中变得
很复杂謮

謕 謱謴謵 謕
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Example (理想气体的 ρi(r)). 由方程 謨謷謮謷謳謩 计算理想气体的 ρi(r)謮
理想气体的相空间密度为

ρ(r1, · · · , rN ,p1, · · · ,pN ) = N !
N∏
i=1

exp
(
−βp2

i

2m

)
Z(T, V, 1) = N !

N∏
i=1

ρi(ri,pi),

Z(T, V, 1) = 1
h3

∫
d3rd3p exp

(
−βp

2

2m

)
= V

λ3 .

由此謬

ρi(r) = 1
h3NN !

∫
d3Nrd3Np ρ(r1, · · · , rN ,p1, · · · ,pN )δ(ri − r)

= 1
h3N

∫
d3Nrd3Np

N∏
k=1

ρk(rk,pk)δ(ri − r)

= 1
h3

∫
d3rid

3pi
λ3

V
exp

(
−βp

2
i

2m

)
δ(ri − r)

= λ3

h3V

∫
d3pi exp

(
−βp

2
i

2m

)
= 1
V
.

在 r 处发现 N 个粒子中的任何一个的几率密度在整个容器中是常值謮 总粒子密度

ρ(r) =
〈

N∑
i=1

δ(ri − r)
〉

=
N∑
i=1

ρi(r) = N

V
.

图 7.4. 大气定律.

Example (大气定律). 考虑地面上截面积为 A 的空气柱謬 如图 謷謮謴謮 给定温度 T 謬 计算重力影响下
柱内粒子的密度分布假设空气为理想气体謬 重力为常值謮

Solution. 若空气柱内有 N 个粒子謬 系统的 譈譡譭譩譬譴譯譮 量为

H(ri,pi) =
N∑
i=1

(
p2
i

2m +mgzi

)
=

N∑
i

hi(ri,pi).

将其视为无相互作用不可分辨粒子系统謬 有

ρ(r1, · · · , rN ,p1, · · · ,pN ) = N !
N∏
i=1

exp [−βhi(ri,pi)]
Z(T, V, 1) = N !

N∏
i=1

ρi(ri,pi).

謕 謱謴謶 謕
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容易计算单粒子配分函数

Z(T, V, 1) = 1
h3

∫
d3p exp

(
−βp

2

2m

)∫
d3r exp (−βmgz)

= A

λ3

∫ ∞
0

dz exp (−βmgz) = A

βmgλ3 .

而单粒子密度

ρi(r) = 1
h3NN !

∫
d3Nrd3Np ρ(r1, · · · , rN ,p1, · · · ,pN )δ(ri − r)

= 1
h3N

∫
d3Nrd3Np

N∏
k=1

ρk(rk,pk)δ(ri − r)

= βmgλ3

h3A

∫
d3p exp

(
−βp

2
i

2m

)∫
d3ri exp (−βmgzi) δ(ri − r)

= βmg

A
exp (−βmgz) .

对于空气柱内的 N 个粒子謬 总的密度分布为

ρ(r) = Nβmg

A
exp (−βmgz) .

利用理想气体定律謬 可得

ρ(z) = p(z)
kT

.

从而得到压强随高度的变化关系

p(z) = Nmg

A
exp (−βmgz) = p(0) exp (−βmgz) .

地面处的压强 p(0) = Nmg
A
对应于 N 个粒子作用在面积 A 上的力謮

Example (理想气体中的相对动量). 计算理想气体中 謲 粒子之间的相对动量值大小的分布謮

謕 謱謴謷 謕
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Solution. 由方程 謨謷謮謸謰謩謬

fik(p) = 〈δ (p− |pi − pk|)〉

= 1
h3NN !

∫
d3Nrd3Np ρ(r1, · · · , rN ,p1, · · · ,pN )δ (p− |pi − pk|)

= 1
h3N

∫
d3Nrd3Np

N∏
l=1

ρl(rl,pl)δ (p− |pi − pk|)

= 1
h6

∫
d3pi

∫
d3pk

∫
d3ri

∫
d3rk

λ6

V 2 exp
[
−β (p2

i + p2
k)

2m

]
δ (p− |pi − pk|) .

为计算动量积分謬 用质心动量 K = pi+pk
2 和相对动量 pik = pi − pk 来表示

pi = K + 1
2pik, pk = K − 1

2pik.

由此得到

fik(p) = λ6

h6

∫
d3pik exp

(
−βp

2
ik

4m

)
δ(p− pik)

∫
d3K exp

(
−βK

2

m

)
. 謨謷謮謸謳謩

转换到极坐标系謬

fik(p) = λ6

h6

(
mπ

β

) 3
2

4π
∫ ∞

0
p2
ik exp

(
−βp

2
ik

4m

)
δ(p− pik)dpik

= π

2

( 1
πmkT

) 3
2

p2 exp
(
−βp

2

4m

)
.

可以看到謬 相对动量分布也是 譍譡譸護譥譬譬 分布謮

Example (两粒子之间的平均距离). 设理想气体置于一个半径为 K 的球形容器中謮 计算理想气体
中的两个粒子相距 r 的几率密度謬 以及两粒子间的平均距离謮

謕 謱謴謸 謕
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Solution. 同前面例子相似謬 需计算

fik(r) = 〈δ (r − |ri − rk|)〉

= 1
h3NN !

∫
d3Nrd3Np ρ(r1, · · · , rN ,p1, · · · ,pN )δ (r − |ri − rk|)

= 1
h3N

∫
d3Nrd3Np

N∏
l=1

ρl(rl,pl)δ (r − |ri − rk|)

= 1
h6

∫
d3pi

∫
d3pk

∫
d3ri

∫
d3rk

λ6

V 2 exp
[
−β (p2

i + p2
k)

2m

]
δ (r − |ri − rk|) .

对动量积分謬 得到

fik(r) = 1
V 2

∫
d3ri

∫
d3rkδ (r − |ri − rk|) . 謨謷謮謸謴謩

同样地謬 用质心和相对坐标表示

R = 1
2 (ri + rk) , rik = ri − rk, 謨謷謮謸謵謩

ri = R+ 1
2rik, rk = R− 1

2rik. 謨謷謮謸謶謩

方程 謨謷謮謸謴謩 中矢量 ri 和 rk 需满足条件

r2
i ≤ K2, r2

k ≤ K2.

用 R 和 rik 表示则为(
R+ 1

2rik
)2

≤ K2,

(
R− 1

2rik
)2

≤ K2. 謨謷謮謸謷謩

方程 謨謷謮謸謴謩 化为

fik(r) = 1
V 2

∫
d3rik

∫
d3R δ(r − rik).

若对 rik 的积分是外层积分謬 相对于内层积分矢量 rik 是固定的謮 因此条件 |rik| ≤ 2K 成立謮 对于
给定的 rik謬 可以从几何上理解条件 謨謷謮謸謷謩謬 如图 謷謮謵謮 在半径为 K謬 球心在 − 1

2rik 的球内的矢量

R 满足第一个条件謬 在半径为 K謬 球心在 + 1
2rik 的球内的矢量 R 满足第二个条件謮 因此謬 对于给

定的 rik謬 两个球重叠的区域内的矢量 R 满足条件 謨謷謮謸謷謩謮
选择 Rz謭轴沿着矢量 rik 的方向并转换到极坐标系是最方便于计算的謬 如图 謷謮謵 和 謷謮謶謮 对于 0 ≤

謕 謱謴謹 謕
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θ ≤ π
2 謬 0 ≤ |R| ≤ R(1)

max(θ, rik)謬 R(1)
max(θ, rik) 由条件[1

2rik +R(1)
max cos θ

]2

+
[
R(1)

max sin θ
]2

= K2 謨謷謮謸謸謩

确定謮 相似地謬 对于 π
2 ≤ θ ≤ π謬 0 ≤ |R| ≤ R(2)

max(θ, rik)謬[1
2rik −R

(2)
max cos θ

]2

+
[
R(2)

max sin θ
]2

= K2. 謨謷謮謸謹謩

方程 謨謷謮謸謸謩 和 謨謷謮謸謸謩 的解为

R(1)
max = 1

2

{
−rik cos θ +

[
r2
ik cos2 θ −

(
r2
ik − 4K2)] 1

2
}
, 0 ≤ θ ≤ π

2 , 謨謷謮謹謰謩

R(2)
max = 1

2

{
rik cos θ +

[
r2
ik cos2 θ −

(
r2
ik − 4K2)] 1

2
}
,

π

2 ≤ θ ≤ π. 謨謷謮謹謱謩

简记 x = cos θ 和 c2 = 4K2

r2
ik

− 1謬 方程 謨謷謮謹謰謩 和 謨謷謮謹謱謩 写作

R(1)
max = rik

2

[
lr(x2 + c2) 1

2 − x
]
,

R(2)
max = rik

2

[
lr(x2 + c2) 1

2 + x
]
.

为此謬 积分化为

fik(r) = 1
V 2

∫
r2
ik
≤4K2

d3rik δ(r − rik)
∫ 2π

0
dφ

[∫ π
2

0
sin θdθ

∫ R(1)
max

0
R2dR+

∫ π

π
2

sin θdθ
∫ R(2)

max

0
R2dR

]
.

对 φ 和 R 积分謬 并作替换 x = cos θ謬 得到

fik(r) = 2π
3V 2

∫
r2
ik
≤4K2

d3rik δ(r − rik)
{∫ 1

0
dx
[
R(1)

max(x, rik)
]3

+
∫ 0

−1
dx
[
R(2)

max(x, rik)
]3}

.

謨謷謮謹謲謩

謕 謱謵謰 謕
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接着计算对 x 的积分

I(rik) =
(rik

2

)3
{∫ 1

0
dx
[(
x2 + c2) 1

2 − x
]3

+
∫ 0

−1
dx
[(
x2 + c2) 1

2 + x
]3}

= r3
ik

22

∫ 1

0
dx
[(
x2 + c2) 1

2 − x
]3

= r3
ik

4

[
(1 + c2) 3

2 − 1− 3
2c

2
]
.

代入 c2 = 4K2

r2
ik

− 1謬 得

I(rik) = r3
ik

4

[(2K
rik

)3

− 3
2

(2K
rik

)2

+ 1
2

]
.

方程 謨謷謮謹謲謩 化为

fik(r) = π

6V 2

∫
rik≤2K

d3rik δ(r − rik)r3
ik

[(2K
rik

)3

− 3
2

(2K
rik

)2

+ 1
2

]

= 2π2

3V 2

∫ 2K

0
drik δ(r − rik)r5

ik

[(2K
rik

)3

− 3
2

(2K
rik

)2

+ 1
2

]

最后得到

fik(r) = 2π2r5

3V 2

[(2K
r

)3

− 3
2

(2K
r

)2

+ 1
2

]
. 謨謷謮謹謳謩

注意到 V = 4πK3

3 謬 方程 謨謷謮謹謲謩 重写为

fik(r) = 12
K

[( r

2K

)2
− 3

2

( r

2K

)3
+ 1

2

( r

2K

)5
]
. 謨謷謮謹謴謩

如图 謷謮謷 所示謮 它在 r ≈ K 附近有一极值謬 在 r = 0 和 r = 2K 为零謮 这表示 r → 0 和 r → 2K
的几率很少出现謮 大多情况下距离在与球半径 K 可比较得范围謮 两个粒子的平均间距

〈rik〉 =
∫ 2K

0
rfik(r)dr = 36

35K.

比球半径 K 稍大謮

謕 謱謵謱 謕
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图 7.5. 关于 R 和 rik 积分的几何. 图 7.6. 条件 (7.87). 图 7.7. 函数 fik(r).

7.4 微微微正正正则则则系系系综综综与与与正正正则则则系系系综综综之之之间间间的的的关关关联联联

前面的三个例子说明了謬 虽然可能的微观态很不相同謬 正则系综和微正则系综得结果基本相同謮 我
们来更仔细地检查这个吻合的原因謮 正则系综里一个系统处于微观态 (qν , pν) 的几率为 謨无 譇譩譢譢譳 修
正因子謩

dP = 1
h3N ρ(qν , pν)d3Nqd3Np = 1

h3NZ
exp [−βH(qν , pν)] d3Nqd3Np. 謨謷謮謹謵謩

这个几率在能量曲面 H(qν , pν) = E 上是常量 謨统计力学的基本假设謩謮 由此可以容易地计算系统处于
能量在 E 与 E + ∆E 之间的微观态的几率謬 将方程 謨謷謮謹謵謩 对这个能量壳积分即可得到謬 被积量这种情
况下是常值謬

dP (E) = 1
Z

exp (−βE) 1
h3N

∫
E≤H(qν ,pν)≤E+∆E

d3Nqd3Np. 謨謷謮謹謶謩

最后的积分正是能量壳中微观状态的数目謮 利用能量 H(qν , pν) ≤ E 的微观状态数

Σ(E, V,N) = 1
h3N

∫
H(qν ,pν)≤E

d3Nqd3Np, 謨謷謮謹謷謩

方程 謨謷謮謹謶謩 的积分

1
h3N

∫
E≤H(qν ,pν)≤E+∆E

d3Nqd3Np = ∂Σ
∂E

dE = g(E)dE. 謨謷謮謹謸謩

g(E) 为前面提到的态密度謮 在能量壳 E 与 E + ∆E 之间发现一个系统的几率因此为

dP (E) = pE(E)dE = 1
Z
g(E) exp (−βE) dE. 謨謷謮謹謹謩

謕 謱謵謲 謕



郑
惠
南
热
力
学
与
统
计
物
理

当然 Z 也能用 g(E) 表示謬

Z(T, V,N) = 1
h3N

∫
d3Nqd3Np exp [−βH(qν , pν)] =

∫
dE g(E) exp (−βE) . 謨謷謮謱謰謰謩

在离散量子力学态的情况下謬 态密度 g(E) 换成简并因子 謨譤譥譧譥譮譥譲譡譴譩譯譮 警譡譣譴譯譲謩 gE 謮在量子力学中
定态的能量 E 可以计算謬 因此方程 謨謷謮謹謹謩 和 謨謷謮謹謹謩 可以直接变换到量子力学中謮 那么

pE(E) = gE
Z

exp (−βE) 謨謷謮謱謰謱謩

是量子力学系统处于对应于能量 E 的 gE 个态之一的几率謮 然而謬 这和量子统计并没有任何关联謬 我们
处理的是可分辨粒子謮 目前为止所展示的理论称为 譍譡譸護譥譬譬謭譂譯譬譴譺譭譡譮譮 统计謮 这个理论从编号粒子开
始謬 随后若粒子不可分辨謬 使用 譇譩譢譢譳 因子修正謮 而在真正的量子力学中则不再需要这样做謮
方程 謨謷謮謱謰謰謩 给出了正则系综和微正则系综之间很有意思的一个关系謮 一方面謬 我们可以计算

g(E)謬 它紧密联系于微观状态数 Ω謬 另一方面謬 式 謨謷謮謱謰謰謩 积分结果给出了正则配分函数 謨自由能謩謮 反
过来描述也成立謬 即如果已知 Z(β, V,N)謬 可以以此计算 g(E)謮 为此謬 将 β 当作一个形式参量謬 它可以
是复数謮 现在来考虑 Z(β) 在复 β謭平面的解析连续性謮 那么謬 如果 Reβ > 0謬

Z(β) =
∫ ∞

0
dE g(E)e−βE 謨謷謮謱謰謲謩

是 β 的一个解析函数謮 关系 Reβ > 0 保证了方程 謨謷謮謱謰謲謩 中的被积量对所有的能量有界且积分存在謮
方程 謨謷謮謱謰謲謩 正是函数 g(E) 的 譌譡議譬譡譣譥 謨拉普拉斯謩 变换定义謮 如果 β 是纯虚的謬 则方程 謨謷謮謱謰謲謩 正是
譆譯譵譲譩譥譲 变换謬 它同样也有反变换謮
现在对于 譌譡議譬譡譣譥 变换可以写出它的反变换謮 为此謬 将方程 謨謷謮謱謰謲謩 乘以 eβE

′
并沿如图 謷謮謸所示复

平面上的路线 C 积分謮 记 β = β′ + iβ′′謬 β′ 和 β′′ 都是实数謬 且 β′ > 0謬

图 7.8. 方程 (7.103) 的积分路线.

∫ β′+i∞

β′−i∞
dβ Z(β)eβE

′
=
∫ β′+i∞

β′−i∞
dβ

∫ ∞
0

eβ(E′−E)g(E)dE. 謨謷謮謱謰謳謩

由于 Reβ > 0謬 被积量是解析的謬 等式右边的积分次序可以交换謮 而这里被积量再次是有界并且对于大
的 E 和 Reβ > 0 是解析的謮 那么对于任意的 β′ > 0謬∫ β′+i∞

β′−i∞
dβ eβ(E′−E) = i

∫ +∞

−∞
dβ′′e(β′+iβ′′)(E′−E) = eβ

′(E′−E)2πiδ(E′ − E). 謨謷謮謱謰謴謩

謕 謱謵謳 謕
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这里用了周所周知的公式
∫ +∞
−∞ dx eikx = 2πδ(k)謮 代回到方程 謨謷謮謱謰謳謩謬 有

∫ β′+i∞

β′−i∞
dβ Z(β)eβE

′
=
∫ ∞

0
dE eβ

′(E′−E)2πiδ(E′ − E)g(E) 謨謷謮謱謰謵謩

= 2πig(E). 謨謷謮謱謰謶謩

于是我们有 譌譡議譬譡譣譥 反变换

g(E) = 1
2πi

∫ β′+i∞

β′−i∞
dβ Z(β)eβE . 謨謷謮謱謰謷謩

实部 Reβ = β′ 是任意的謬 但要求 β′ > 0謬 以使方程 謨謷謮謱謰謲謩 保留其解析的性质謮

Example (理想气体). 理想气体情况下显式地考察方程 謨謷謮謱謰謲謩 和 謨謷謮謱謰謷謩謮 首先计算 g(E)謬 由方
程 謨謵謮謵謵謩謬

Σ(E, V,N) = V N

h3NN !
(2πmE)

3N
2

3N
2 Γ

( 3N
2
) ,

进而得到

g(E) = ∂Σ
∂E

= V N

h3NN !
1
E

(2πmE)
3N

2

Γ
( 3N

2
) . 謨謷謮謱謰謸謩

代入方程 謨謷謮謱謰謲謩 给出

Z(β) = V N

h3NN !
(2πm)

3N
2

Γ
( 3N

2
) ∫ ∞

0
dE E

3N
2 −1e−βE . 謨謷謮謱謰謹謩

积分得到

Z(β) = V N

N !

(2πm
h2β

) 3N
2

= 1
N

(
V

λ3

)N
, λ =

(
h2

2πmkT

) 1
2

. 謨謷謮謱謱謰謩

这是前面例子已经计算的结果謮 现在要利用譌譡議譬譡譣譥 反变换 謨謷謮謱謰謷謩謬 从配分函数 謨謷謮謱謱謰謩 来计算获
得态密度 g(E)謮 我们有

g(E) = V N

N !

(2πm
h2

) 3N
2 1

2πi

∫ β′+i∞

β′−i∞
dβ

eβE

β
3N

2
. 謨謷謮謱謱謱謩
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这个积分通过留数定理很容易计算謮 取如图 謷謮謹 所示的路线謮 先考虑 E ≥ 0謬 这时候使用路线 謨謱謩謬
从半径为 r →∞ 的圆左侧 Im β = +∞ 到 Im β = −∞ 没有贡献謮 即謬 取 α = 3N

2 謬

β = reiφ, r →∞, φ ∈
[
π

2 ,
3π
2

]
,

eβE

βα
= exp (Er cosφ) exp (iEr sinφ)

rαeiαφ
→ 0, 当 r →∞ 时. 謨謷謮謱謱謲謩

因为 cosφ < 0 而 exp (iEr sinφ) 对于所有的 r 是有界的a謮
相似地謬 E < 0 是使用路线 謨謲謩謮 平行于 Im β謭轴的积分路线可以用这个轴代替謬 除了原点外謬 在那
被积量从右侧绕过謮 对于 E < 0謬 采用路线 謨謲謩謬 结果为零謬 这是因为围道内被积量处处规则解析謬
没有包含任何极点謮 沿路线 謨謱謩 的积分需计算单个极点 β = 0 处的留数謮 为此謬 将 eβE

βα
用 譌譡譵譲譥譮譴

謨洛朗謩 级数展开謬

eβE

βα
=
∞∑
n=0

En

n! β
n−α =

∞∑
n=−α

En+α

(n+ α)!β
n

留数是项 β−1 的系数 Eα−1

(α−1)! 謮 最终得

1
2πi

∫ β′+i∞

β′−i∞
dβ

eβE

βα
=

0, E < 0,
Eα−1

(α−1)! , E ≥ 0.
謨謷謮謱謱謳謩

和 α = 3N
2 一起代回方程 謨謷謮謱謱謱謩謬

g(E) = V N

N !
1

Γ
( 3N

2
) 1
E

(2πmE
h2

) 3N
2

, E ≥ 0. 謨謷謮謱謱謴謩

与方程 謨謷謮謱謰謸謩 相同謮
譌譡議譬譡譣譥 变换提供了 Ω(E, V,N) 譛严格地说是 g(E, V,N)譝 与 Z(T, V,N) 之间的联系謮

a可能对此有疑问, 因为在圆上 Reβ < 0, 方程 (7.102) 的解析性质未得到满足. 考察方程 (7.111), 可以看到这不是真的. 被积量除
了在原点外都是解析的, 因此数学上我们的推导是完全正确的.

图 7.9. 方程 (7.111) 的积分路线.

Example (N 个谐振子的态密度). 由前面例子得到的配分函数謬 计算 N 个谐振子系统的态密度

g(E)謮

Solution. 我们有

Z(T, V,N) =
(
kT

~ω

)N
= (β~ω)−N .

謕 謱謵謵 謕
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由方程 謨謷謮謱謰謷謩謬

g(E) = (~ω)−N 1
2πi

∫ β′+i∞

β′−i∞
dβ

eβE

βN
= 1

(N − 1)!
1
E

(
E

~ω

)N
, E ≥ 0.

和方程 謨謶謮謵謸謩 完全吻合謮

7.5 涨涨涨落落落

我们从另一个角度再次展示微正则系综与正则系综之间的联系謮 由方程 謨謷謮謹謹謩謬

pc(E) = 1
Z
g(E) exp (−βE) , 謨謷謮謱謱謵謩

这里 pc(E) 是给定温度情况下系统处于能量 E 的几率密度謮 定性的分析看到謬 g(E) 随着 E 很快增加謬
而 e−βE 随 E 指数减小謮 那么 pc(E) 会是一个有极大值的函数謮 位于 E∗ 的极大值对应于最可几能量謮
它由

∂pc(E)
∂E

= 1
Z

(
∂g

∂E
− βg

)
exp (−βE) = 0 謨謷謮謱謱謶謩

或

1
g

∂g

∂E

∣∣∣∣
E=E∗

= 1
kT

謨謷謮謱謱謷謩

确定謮 而在一个小的常数区间 ∆E 的微观状态数 Ω 满足关系 Ω = g∆E謬 因此方程 謨謷謮謱謱謷謩 可以写作25 25 ∆E 与 E 无关謬 因此
∂∆E
∂E

= 0謮
∂ ln Ω
∂E

∣∣∣∣
E=E∗

= 1
kT

或
∂S

∂E

∣∣∣∣
E=E∗

= 1
T
. 謨謷謮謱謱謸謩

因此正则系综的最可几能量 E∗ 正与微正则系综的固定能量 E0 = 譣譯譮譳譴謮相同謮 参考方程 謨謴謮謸謩和 謨謴謮謹謩謬
给定能量的微正则系综謬 式 謨謷謮謱謱謸謩 正是系统温度表达式謮 函数 pc(E) 在 E∗ 处取极值謬 这个 E∗ 同时

是所有可能能量的平均值謮 证明如下謬

〈E〉 = U = 1
Z

∫ ∞
0

dE g(E)E exp (−βE) = − 1
Z

∂Z

∂β
= −∂ lnZ(β)

∂β
. 謨謷謮謱謱謹謩

又因为 F = −kT lnZ 和 β = 1
kT

謬

〈E〉 = U = ∂

∂

(
F

kT

)
= −kT 2 ∂

∂T

(
F

kT

)
= F − T ∂F

∂T
. 謨謷謮謱謲謰謩
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利用 ∂F
∂T

∣∣
V,N

= −S 譛参考方程 謨謴謮謳謲謩譝謬 给出

〈E〉 = U = F + TS. 謨謷謮謱謲謱謩

即謬 平均能量 〈E〉 和微正则系综的固定能量 E0 相同謮 因此一般的陈述为

正则系综的最可几能量 E∗ 等于所有能量的平均值〈E〉謬 并对应于微正则系综的固定能量
E0謮

如图 謷謮謱謰所示謬 分布 pc(E)在这个值处有一个陡峭的峰謮 用相对于平均值〈E〉的标准偏差σ 謨譳譴譡譮譤譤譡譲譤
譤譥譶譩譡譴譩譯譮 σ 警譲譯譭 譴譨譥 譭譥譡譮 譶譡譬譵譥 〈E〉謩 衡量正则分布的宽度謮 σ 定义为

图 7.10. pc(E).

σ2 =
〈
E2〉− 〈E〉2 . 謨謷謮謱謲謲謩

为计算 σ2謬 将方程 謨謷謮謱謱謹謩 对 β 偏微商謬

∂U

∂β
= − 1

Z

∫ ∞
0

dE g(E)E2 exp (−βE) + 1
Z2

[∫ ∞
0

dE g(E)E exp (−βE)
]2

= −
〈
E2〉+ 〈E〉2 . 謨謷謮謱謲謳謩

利用 β = 1
kT

謬

σ2 = −∂U
∂β

= kT 2 ∂U

∂T

∣∣∣∣
V,N

= kT 2CV . 謨謷謮謱謲謴謩

相对宽度

σ

〈E〉
=
√
σ2

〈E〉
= 1
U

√
kT 2CV . 謨謷謮謱謲謵謩

总热容 CV 和内能一样謬 正比于粒子数 N 謮 因此 N →∞ 时謬

σ

〈E〉
= O

( 1√
N

)
. 謨謷謮謱謲謶謩

对于 N →∞謬 正则系综里基本上只有平均能量謮 对于给定能量 E0 的微正则系综謬 能量分布简单地为

pmc(E) = δ(E − E0). 謨謷謮謱謲謷謩

随着 N →∞謬 正则分布越来越接近 δ 函数謬 如图 謷謮謱謱

图 7.11. pmc(E).謕 謱謵謷 謕
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将 pc(E) 在 E∗ 处展开謬 可以得到

pc(E) ≈ 1
Z
e−β(U−TS) exp

[
−(E − U)2

2kT 2CV

]
. 謨謷謮謱謲謸謩

在最可几能量 E∗ = 〈E〉 = U 附近 pc(E) 正是 譇譡譵譳譳 分布謮 其极大值为 1
Z
e−βF 謮 我们由此看到了微正

则系综与正则系综结果等价的更深远理由 謕 正则系综里相对于平均能量的偏差 謨涨落謩 随着粒子数的
增加而减小謮 N → ∞ 时这种偏差为零謮 这意味着对于给定温度时謬 系统有确定的 謨偏差很小的謩 能量謬
它等于微正则系综的总能量謮
正则系综的计算比微正则系综的容易謬 理论上它也很重要謮

7.6 Virial 定定定理理理与与与均均均分分分定定定理理理
这一节我们对一个处于温度 T 的系统描述其平均能量謮 令 H(qν , pν) 是系统的 譈譡譭譩譬譴譯譮 量謮 将所

有的坐标 qν 和动量 pν 标识为 xi 謨i = 1, · · · , 6N謩謮 现在对任意坐标和动量的其中两个 xi 和 xk謬 来计
算量 xi

∂H
∂xk
的平均值〈

xi
∂H

∂xk

〉
= 1
h3N

∫
d6Nx ρ(x)xi

∂H

∂xk
. 謨謷謮謱謲謹謩

这里 ρ 可以是微正则系综或正则系综的相空间密度謮 先讨论微正则系综的情况謬

ρmc(x) =

 1
Ω , E ≤ H(x) ≤ E + ∆E,
0, 譯譴譨譥譲護譩譳譥.

謨謷謮謱謳謰謩

代入方程 謨謷謮謱謲謹謩謬 可得〈
xi
∂H

∂xi

〉
= 1
h3NΩ

∫
E≤H(x)≤E+∆E

d6Nxxi
∂H

∂xk
= 1
h3NΩ

∫
E≤H(x)≤E+∆E

d6Nxxi
∂(H − E)

∂xk
.

謨謷謮謱謳謱謩

这里插入了固定能量 E謬 ∂E
∂xk

= 0謮 利用之前计算 Ω 的技巧謬 上式化为〈
xi
∂H

∂xi

〉
= 1
h3NΩ∆E ∂

∂E

∫
0≤H(x)≤E

d6Nxxi
∂(H − E)

∂xk
. 謨謷謮謱謳謲謩

謕 謱謵謸 謕
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作分部积分謬 得到

〈
xi
∂H

∂xi

〉
= 1
h3NΩ∆E ∂

∂E

{∫
0≤H(x)≤E

d6N−1xxi [xi(H − E)]xkmax
xkmin

−
∫

0≤H(x)≤E
d6Nx (H − E) ∂xi

∂xk

}
. 謨謷謮謱謳謳謩

对于第一项积分謬 当 xk 取其极值时謬 对应的点处于包含积分区域的能量曲面上謬 H − E = 0謬 而 ∂xi
∂xk

=
δik謬 因此〈

xi
∂H

∂xi

〉
= − δik

h3NΩ∆E ∂

∂E

∫
0≤H(x)≤E

d6Nx (H − E). 謨謷謮謱謳謴謩

对于被积量和上下限依赖于参数 α 的积分微分謬 有

∂

∂α

∫ x=g(σ)

x=f(α)
dxF (α, x) =

∫ x=g(α)

x=f(α)

∂F

∂α
dx+

{
∂g

∂α
F [α, g(α)]− ∂f

∂α
F [α, f(α)]

}
. 謨謷謮謱謳謵謩

利用式 謨謷謮謱謳謵謩謬 方程 謨謷謮謱謳謴謩 化为〈
xi
∂H

∂xk

〉
= − δik

h3NΩ∆E
{∫

0≤H(x)≤E
d6Nx (−1) +

[
∂E

∂E
(E − E)− 0(0− E)

]}
謨謷謮謱謳謶謩

= δik
∆E
Ω Σ 謨謷謮謱謳謷謩

= δik
Σ
∂Σ
∂E

= δik
∂
∂E

ln Σ
. 謨謷謮謱謳謸謩

N →∞ 时謬 ln Σ ≈ ln Ω謬〈
xi
∂H

∂xk

〉
= k

δik
∂S
∂E

= δikkT. 謨謷謮謱謳謹謩

这是我们所希望的最终结果謮首先謬表达式
〈
xi

∂H
∂xk

〉
只在 i = k时不为零謮 若 xi 是坐标 qν 謬由 譈譡譭譩譬譴譯譮

运动方程 ∂H
∂xi

= ∂H
∂qν

= −pν 謬〈
xi
∂H

∂xi

〉
= −〈qν ṗν〉 = −〈qνFν〉 = kT. 謨謷謮謱謴謰謩

謕 謱謵謹 謕
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Fν 是作用于粒子上的广义力謮 相似地謬 xi = pν 给出〈
xi
∂H

∂xi

〉
= 〈q̇νpν〉 = kT. 謨謷謮謱謴謱謩

量 q̇νpν 是动能某一分量的两倍謮 因此对于在三维运动的粒子 i謬 方程 謨謷謮謱謴謱謩 给出其平均动能

〈Ki〉 = 3
2kT. 謨謷謮謱謴謲謩

重新写成矢量形式謬 方程 謨謷謮謱謴謰謩 为

−〈ri · Fi〉 = 3kT. 謨謷謮謱謴謳謩

对于 N 个粒子我们得到 譶譩譲譩譡譬 定理

〈K〉 = −1
2

〈
N∑
i=1
ri · Fi

〉
= 3

2NkT. 謨謷謮謱謴謴謩

第二项的平均值称为 譃譬譡譵譳譩譵譳 譶譩譲譩譡譬 謕 它表示了势能平均值謮 为理解这个量謬 考察力 Fi 可以表示成势

Vi 的梯度的情况謬

−〈ri · Fi〉 = 〈ri · ∇Vi〉 . 謨謷謮謱謴謵謩

设 V 正比于 rα謬 那么

〈ri · ∇Vi〉 =
〈
ri
∂Vi
∂ri

〉
= α 〈Vi〉 . 謨謷謮謱謴謶謩

由方程 謨謷謮謱謴謴謩

〈Ki〉 = α

2 〈Vi〉 = 3
2kT. 謨謷謮謱謴謷謩

它确实与势能平均值成正比謮 特别地对 α = 2謬 动能和势能的平均值相同謬 每个空间方向都是 1
2kT 謮 这

个断言可以更一般地用只含二次项的 譈譡譭譩譬譴譯譮 量来描述謬

H =
3N∑
ν=1

(
Aνp

2
ν +Bνq

2
ν

)
. 謨謷謮謱謴謸謩

謕 謱謶謰 謕
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容易看到謬

2H =
3N∑
ν=1

(
pν
∂H

∂pν
+ qν

∂H

∂qν

)
. 謨謷謮謱謴謹謩

总能量平均值

〈H〉 = 1
2

[ 3N∑
ν=1

〈
pν
∂H

∂pν

〉
+

3N∑
ν=1

〈
qν
∂H

∂qν

〉]
. 謨謷謮謱謵謰謩

设 f 是 譈譡譭譩譬譴譯譮 量中二次项的数目 謨当然这里 f = 6N謩謬 那么由方程 謨謷謮謱謳謹謩謬

〈H〉 = 1
2fkT. 謨謷謮謱謵謱謩

f 通常称为系统的自由度 謨譴譨譥 譮譵譭譢譥譲 譯警 譤譥譧譲譥譥譳 譯警 警譲譥譥譤譯譮 譯警 譴譨譥 譳譹譳譴譥譭謩謮 式 謨謷謮謱謵謱謩 理解为

处于温度 T 的系统平均地在每个自由度的热力学能量 謨譴譨譥譲譭譡譬 譥譮譥譲譧譹謩 为 1
2kT 謮

称之为均分定理 謨譥譱譵譩議譡譲譴譩譴譩譯譮 譴譨譥譯譲譥譭謩謬 它说热力学能量均匀地分配在系统所有的自由度中謮 均分定
理謬 是 譶譩譲譩譡譬 定理对应于二次势的特殊结果謮

然而謬 经典力学中 譶譩譲譩譡譬 定理可以从沿着相空间轨迹对时间平均直接得到謮 这是非常罕见的验证遍
历定理的一种方式謮 为此謬 从

G =
∑
i

ri · pi 謨謷謮謱謵謲謩

开始謮 G 对时间的全微商

dG

dt
=
∑
i

(ṙi · pi + ri · ṗi) .

= 2K +
∑
i

Fi · ri. 謨謷謮謱謵謳謩

K 表示动能謮 对时间平均

dG

dt
= lim

t→∞

1
t

∫ t

0

dG

dt
dt 謨謷謮謱謵謴謩

或

2K +
∑
i

ri · Fi = lim
t→∞

1
t

[G(t)−G(0)] . 謨謷謮謱謵謵謩

謕 謱謶謱 謕
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对于给定的总能量謬 G(t) 是有界的謬 因此等式右边极限值为零謬

K = −1
2
∑
i

ri · Fi. 謨謷謮謱謵謶謩

这又是 譶譩譲譩譡譬 定理謬 但取代系综平均謬 现在以时间平均出现謮 这种对应给出时间平均值与系综平均值是
等价的直接提示謮
现在来证明平均值 謨謷謮謱謲謹謩 和结果 謨謷謮謱謳謹謩 也可以用正则相空间密度推得謮 为此将正则分布

ρc(x) = 1
Z

exp [−βH(x)] 謨謷謮謱謵謷謩

代入方程 謨謷謮謱謲謹謩謬〈
xi
∂H

∂xk

〉
= 1
h3NZ

∫
d6Nx e−βHxi

∂H

∂xk
. 謨謷謮謱謵謸謩

分部积分謬〈
xi
∂H

∂xk

〉
= 1
h3NZ

[∫
d6N−1xxi

(
− 1
β
e−βH

)xkmax

xkmin

+ δik
β

∫
d6Nx e−βH

]
. 謨謷謮謱謵謹謩

这里同样地謬 第一项积分消失謬 第二项积分正是配分函数謮 因此〈
xi
∂H

∂xk

〉
= δik

β
= δikkT. 謨謷謮謱謶謰謩

和微正则系综结果一样謮

Example (virial 定理和理想气体). 利用 譶譩譲譩譡譬 定理很容易得到理想气体定律謮 特别在推导实际气
体的状态方程时非常有用謬 由方程 謨謷謮謱謴謴謩謬

−
〈

N∑
i

ri · Fi

〉
= 3NkT. 謨謷謮謱謶謱謩

现在作用在粒子上的力 Fi 完全取决于在容器壁上的动量反转謬 可以用压强表示謮 dF = −pdS 是
容器壁面元 dS 施加在气体粒子上的平均力謬 因此有〈

N∑
i

ri · Fi

〉
= −p

∮
r · dS = −p

∫
d3r∇ · r = −3pV 謨謷謮謱謶謲謩

謕 謱謶謲 謕
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代回方程 謨謷謮謱謶謱謩謬 立刻得到

pV = NkT.

7.7 更更更好好好的的的理理理解解解: 正正正则则则系系系综综综作作作为为为所所所有有有可可可能能能分分分布布布的的的平平平均均均值值值
略謮

謕 謱謶謳 謕



郑
惠
南
热
力
学
与
统
计
物
理

8 Boltzmann 统统统计计计的的的应应应用用用

8.1 Boltzmann 统统统计计计中中中的的的量量量子子子系系系统统统
这一章我们把已学过的内容用于量子力学系统謮 然而謬 这不是考虑了粒子不可分辨性质的真正量子

统计謮 虽然如此謬 正则系综得到的一些重要论述在量子统计中也是成立的謮 来讨论 N 个量子力学谐振

子的系统謮 量子力学中謬 一个一维谐振子的能量本征值

εn =
(
n+ 1

2

)
~ω, n = 0, 1, 2, · · · . 謨謸謮謱謩

现在需转换正则相空间密度

ρ(q, p) = exp [−βH(q, p)]
Z(T, V, 1) , Z(T, V, 1) = 1

h

∫
dq

∫
dp exp [−βH(q, p)] 謨謸謮謲謩

到量子力学的情况謮 已经知道謬 微观态 (q, p) 在量子力学中由量子数替代謬 那么

ρn = exp (−βεn)
Z(T, V, 1) , Z(T, V, 1) =

∑
n

exp (−βεn) . 謨謸謮謳謩

在量子数表示中谐振子的微观态是离散化的謮 量 ρn 是发现一个谐振子处于量子数为 n 态的几率謮 不同
于对应于微观态 (q, p) 的经典能量 H(q, p)謬 对应于微观态 n謬 有能量本征值 εn謮 方程 謨謸謮謳謩 相应地对多
体系统也是适用的謮 对于无相互作用系统 謨可分辨粒子情况謩謬 再次有

Z(T, V,N) = [Z(T, V, 1)]N . 謨謸謮謴謩

总能量是所有单粒子能量之和謬

En1,··· ,nN = εn1 + · · ·+ εnN , 謨謸謮謵謩

这里粒子 謱 占据量子态 n1謬 粒子 謲 占据量子态 n2謬 等等謮 已经多次提到謬 这还不是量子统计謬 因为我们
仍然认为粒子是可以被编号的謮
对于可分辨粒子

Z(T, V,N) =
∑

n1,··· ,nN

exp
(
−β

∑
i

εni

)
=
∑
n1

exp (−βεn1) · · ·
∑
nN

exp (−βεnN )

= [Z(T, V, 1]N . 謨謸謮謶謩

之后对于不可分辨粒子加上 譇譩譢譢譳 因子 1
N ! 謮 这种临时性的处理存在概念性的问题謬 直到引入微观态的

量子统计行为才能消除謮

謕 謱謶謴 謕
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和通常一样謬 量子系统的配分函数通过自由能

F (T, V,N) = −kT lnZ(T, V,N) 謨謸謮謷謩

给出热力学性质謮

Example (N 个量子力学谐振子). 系统的单粒子配分函数为

Z(T, V, 1) =
∑
n

exp (−βεn) =
∞∑
n=0

exp
[
−β

(
n+ 1

2

)
~ω
]

= exp
(
−β~ω2

) ∞∑
n=0

[exp (−β~ω)]n

这是几何级数謬 容易得

Z(T, V, 1) =
exp

(
−β~ω

2

)
1− exp (−β~ω) = 1

2 sinh β~ω
2
. 謨謸謮謸謩

N 謭粒子系统的配分函数因此为

Z(T, V,N) = [Z(T, V, 1)]n = 1(
2 sinh β~ω

2

)N . 謨謸謮謹謩

这里考虑的是可分辨粒子謬 未加 譇譩譢譢譳 因子謮 自由能

F (T, V,N) = −kT lnZ(T, V,N) = NkT ln
(

2 sinh β~ω2

)
= N

2 ~ω +NkT ln [1− exp (−β~ω)] .

项 N~ω
2 正是 N 个谐振子零点能量的贡献謮 由此给出热力学性质

µ = ∂F

∂N

∣∣∣∣
T,V

= F

N
, p = −∂F

∂V

∣∣∣∣
T,N

= 0.

和经典情况一样謬 也没有压强謮 熵为

S = − ∂F

∂T

∣∣∣∣
V,N

= Nk

[
β~ω

2 coth β~ω2 − ln
(

2 sinh β~ω2

)]
= Nk

{
β~ω

exp (β~ω)− 1 − ln [1− exp (−β~ω)]
}
. 謨謸謮謱謰謩
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内能

U = F + TS = N~ω
[1

2 + 1
exp (β~ω)− 1

]
. 謨謸謮謱謱謩

第一项同样是零点能量謮 式 謨謸謮謱謱謩 很重要謬 可以理解为 U 是单个谐振子平均能量的 N 倍謬

U = N 〈εn〉 , 〈εn〉 = ~ω
[1

2 + 1
exp (β~ω)− 1

]
.

与式 謨謸謮謱謩 比较謬

〈n〉 = 1
exp (β~ω)− 1 謨謸謮謱謲謩

显然是平均量子数謬 即

〈εn〉 =
(
〈n〉+ 1

2

)
~ω

是温度为 T 时谐振子的平均激发态謮 这个结果在量子统计中也是正确的謡 另外謬 可以看到均分定
理不适用于量子力学谐振子謮 经典谐振子的例子中已经计算过

Ucl = NkT. 謨謸謮謱謳謩

当然謬 式 謨謸謮謱謲謩 也可以直接计算

〈εn〉 = 1
Z

∞∑
n=0

εne
−βεn = ~ω

Z

∞∑
n=0

(
n+ 1

2

)
e−

β~ω
2 (n+ 1

2 )

= 1
2~ω + ~ω

Z
e−

β~ω
2

e−β~ω

(1− e−β~ω)2 .

代入式 謨謸謮謸謩 的 Z 表达式謬 得到方程 謨謸謮謱謲謩謮 为揭示经典结果 謨謸謮謱謳謩 和量子结果 謨謸謮謱謱謩 的联系謬 将
式 謨謸謮謱謱謩 在高温 T →∞謬 β~ω → 0 的极限情况下展开謬

U = N

2 ~ω + N

β

(
1− 1

2β~ω + · · ·
)

= NkT + · · · . 謨謸謮謱謴謩

可以看到謬 在高温条件下謬 回到经典极限謮 这很容易理解謬 特征量 β~ω = ~ω
kT
衡量着谐振子能级和

平均热能 kT 的相对大小謮 若后者非常大謬 能谱的离散结构不会展示出来謮 由此得到经典极限謮 另

謕 謱謶謶 謕
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一方面謬 若 T → 0 或 β~ω →∞謬 结果将远远偏离经典情况謬

U ≈ N

2 ~ω.

图 謸謮謱给出了单位振子平均能量謮曲线 謱是正确的量子结果謮当 T = 0时謬 保留了零点能量 ~ω
2 謮 当

T →∞ 时 ∝ kT 謬 趋于经典结果的曲线 謲謮 曲线 謳 对应于最初的 譐譬譡譮譣譫 振子謮
謱謹謰謰 年左右謬 譐譬譡譮譣譫 首先将振子的分立能级与黑体的热辐射联系起来謮 与式 謨謸謮謱謩 不同謬 他的振
子没有零点能量謬 这使得高温时并不能重现经典结果謮 直到 謱謹謲謴 年 譓譣譨譲诶譤譩譮譧譥譲 方程的建立謬 自
动给出了零点能量謬 这个矛盾才得以解决謮
量子力学振子的热容量在低温时与经典值 譛参考方程 謨謶謮謶謰謩譝

Ccl
V = Ccl

p = Nk

相比也有很大偏离謬 现在为

CV = ∂U

∂T

∣∣∣∣
N,V

= Nk
(β~ω)2 exp (β~ω)
[exp (β~ω)− 1]2

. 謨謸謮謱謵謩

与方程 謨謸謮謱謴謩 展开类似謬 当 β~ω → 0 时謬 正如应该的那样謬 CV → Ccl
V 謮 然而謬 对于低温情况謬

β~ω → 0謬 CV 像 x2e−x 謨x→∞謩 那样趋于零謮 这可以立刻清楚地看出謬 如果热能量 kT � ~ω謬 一
个振子无法 謨只有极小概率謩被激发到更高的能级上謮 系统因此没有能力吸收来自热源的能量 kT 謮
另一方面謬 经典系统能吸收任意小的能量 kT 謮 热容量在低温情况下趋于零是有离散谱量子系统的
特征謬 如图 謸謮謲
从配分函数 謨謸謮謹謩 来计算对应 N 謭振子系统的态密度很有启发性謮 为此謬 利用二项式展开謬 可以得到

Z(T, V,N) =
∞∑
l=0

(
l +N − 1

l

)
exp

[
−β~ω

(
N

2 + l

)]
.

与

Z(T, V,N) =
∫
dE g(E) exp (−βE)

比较謬 分立能级为

Z(T, V,N) =
∑
l

gl exp (−βEl) .

謕 謱謶謷 謕
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那么

El =
(
l + N

2

)
~ω, gl =

(
l +N − 1

l

)
. 謨謸謮謱謶謩

能量 El 正好是 N 个振子的零点能量加上 l 份能量为 ~ω 的量子 謨譱譵譡譮譴譡謩謮 正好有 gl 种方式在

N 个可分辨振子中分配这些不可分辨能量子謬 如图 謸謮謳謮 分配的不同方式数是

g(N, l) = (N + l − 1)!
l!(N − 1)! =

(
N + l − 1

l

)
. 謨謸謮謱謷謩

不可分辨量子的分布取代可编号粒子是量子统计的开始謮 由简并因子我们也知道了给定能量的微
观态数目 謨謸謮謱謶謩謬 简单地为 Ω = gl謮 从而可以检查熵 S = k ln Ω 是否和表达式 謨謸謮謱謰謩 一致謮 对方
程 謨謸謮謱謷謩 利用 l, N � 1 和 譓譴譩譲譬譩譮譧 公式

S = k [(l +N) ln (l +N)− l ln l −N lnN ] ,

为得到 S(E, V,N)謬 需代入 l = E
~ω −

N
2 謬 由方程 謨謸謮謱謶謩謬

S = k

[(
E

~ω
+ N

2

)
ln
(
E

~ω
+ N

2

)
−
(
E

~ω
− N

2

)
ln
(
E

~ω
− N

2

)
−N lnN

]
. 謨謸謮謱謸謩

将该式与方程 謨謸謮謱謰謩 比较謬 要将能量用温度表示謬

1
T

= ∂S

∂E

∣∣∣∣
V,N

= k

~ω
ln
E + N~ω

2
E − N~ω

2

或

E = N~ω
2

exp(β~ω) + 1
exp(β~ω)− 1 , 謨謸謮謱謹謩

和方程 謨謸謮謱謱謩 相同謮 代回到方程 謨謸謮謱謸謩謬 我们回到方程 謨謸謮謱謰謩謮

8.2 顺顺顺磁磁磁质质质

经典统计力学 謨譂譯譬譴譺譭譡譮譮 统计謬 正则系综謩 一个很有趣的应用是物质的顺磁 謨議譡譲譡譭譡譧譮譥譴譩譣謩 性謮
众所周知謬 很多物质的原子有一个固有磁矩 µ謮 这样的物质放在一个磁场 H 中謮 磁矩将试图沿着磁场
方向排列謬 以使每个磁矩的势能 −µ ·H 变成最小的 謨最小能量原理謩謮 这种情况下所有原子的磁矩加起
来形成了物质的总磁矩 Dm謮 另一方面謬 给定温度时謬 磁矩的统计运动抵消这种排列謮 即謬 相比都沿着同
一方向排列謬 磁矩的方向是任意的微观态更多 謨最大熵原理謩謮

謕 謱謶謸 謕
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图 8.1. 每个振子的平均能量. 图 8.2. N 个量子力学谐振子的比热. 图 8.3. 关于式 (8.17) 的推导.

作为顺磁质模型謬 我们考虑一由 N 个自由转动磁矩组成的系统謬 忽略它们的平动26謮 这样謬 需用能 26 固体中原子被放在某个晶

格位置謬 对应液体和气体顺磁
质謬 也可以假设它们的平动与
磁性质是相互独立的謮

量

E = −
N∑
i=1
µi ·H 謨謸謮謲謰謩

计算系统的配分函数謮 若均匀磁场沿着 z謭方向謬 每个磁矩的指向可以用极坐标 θi 和 φi 来表示謮 每个微
观态精确地对应于一组所有磁矩指向的 (θi, φi) 集合謮 所有微观态上的配分函数依赖于 T 謬 H 和 N 謬 磁
场起着类似于体积的作用謬

Z(T,H,N) =
∫
dΩ1 · · ·

∫
dΩN exp

(
βµH

N∑
i=1

cos θi

)
. 謨謸謮謲謱謩

积分
∫
dΩi 遍及所有空间角度謮 假定磁矩没有相互作用謬 那么

Z(T,H,N) = [Z(T,H, 1)]N , Z(T,H, 1) =
∫
dΩ exp (βµH cos θ) . 謨謸謮謲謲謩

积分得

Z(T,H, 1) = 2π
∫ +1

−1
dx exp (βµHx) = 4π sinh (βµH)

βµH
. 謨謸謮謲謳謩

一个磁矩在方向 θ 与 θ + dθ謬 φ 与 φ+ dφ 之间的几率为

ρ(θ, φ)dΩ = exp (βµH cos θ)
Z(T,H, 1) sin θdθdφ. 謨謸謮謲謴謩

謕 謱謶謹 謕
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类似地謬 发现磁矩 謱 在 dΩ1 内謬 磁矩 謲 在 dΩ2 内謬 等等的几率是形式如式 謨謸謮謲謴謩 的各项乘积謮 平均磁
矩

〈µ〉 = 1
Z

∫
µ (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ) exp (βµH cos θ) sin θdθdφ. 謨謸謮謲謵謩

可以立刻看到 〈µx〉 = 〈µy〉 = 0謬

〈µz〉 = µ

Z

∫
cos θ exp (βµH cos θ) sin θdθdφ. 謨謸謮謲謶謩

这个积分很容易计算 謨留给读者謩謮 我们通过另一种方式来得到謬 可以写出

〈µz〉 = 1
β

∂

∂H
lnZ(T,H, 1) = − ∂

∂H
F (T,H, 1) 謨謸謮謲謷謩

或 z謭方向的总平均磁矩謬

〈Dz〉 = − ∂

∂H
F (T, V,N). 謨謸謮謲謸謩

〈Dz〉 和 H 的关系与理想气体中 p 和 V 的关系相似謮 因此知道自由能

F (T,H,N) = −kT lnZ(T,H,N) = −NkT ln
[4π sinh (βµH)

βµH

]
謨謸謮謲謹謩

后也能计算所有的热力学性质謮 式 謨謸謮謲謶謩 或 謨謸謮謲謸謩 的计算容易给出

〈Dz〉 = N 〈µz〉 = Nµ

[
coth (βµH)− 1

βµH

]
. 謨謸謮謳謰謩

作为 x = βµH 函数的总磁矩謬 其特性如图 謸謮謴 所示謮 x 很小时謬 譌譡譮譧譥譶譩譮 函数

L(x) = coth x− 1
x
≈ x

3 −
x3

45 + · · · . 謨謸謮謳謱謩

图 8.4. 总磁矩, x = βµH.

如果在特定温度情况下增强磁场謬 总极矩随 H 线性增加謮 在室温和强磁场条件下謬 原子的偶极矩
强度是 譂譯譨譲 磁矩 謨譂譯譨譲 譭譡譧譮譥譴譯譮謩 µB = e~

2mc 的量级謬 因此 x � 1謮 几乎在所有的温度范围謬 这个
区域令人感兴趣謮 只有在极低温情况下謬 T → 0謬 x � 1謬 此时几乎所有的偶极矩都沿着同一方向排列謬
L(x) ≈ 1謮 在 x� 1 的区域謬 总磁矩正比于磁场强度謬

〈Dz〉 ≈
Nµ2

3kT H. 謨謸謮謳謲謩

謕 謱謷謰 謕
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这个比例常量即为磁化率 謨譳譵譳譣譥議譴譩譢譩譬譩譴譹謩

χ = lim
H→0

∂ 〈Dz〉
∂H

= Nµ2

3kT = C

T
. 謨謸謮謳謳謩

关系 謨謸謮謳謳謩 称为 譃譵譲譩譥 定律 謨譃譵譲譩譥謧譳 譬譡護謩謮 量 C 称为 譃譵譲譩譥 常量 謨譃譵譲譩譥謧譳 譣譯譮譳譴譡譮譴謩謮 系统的熵

S(T,H,N) = − ∂F

∂T

∣∣∣∣
V,N

= Nk ln
(4π sinh x

x

)
− NµH

T
L(x). 謨謸謮謳謴謩

由方程 謨謸謮謲謹謩謬 謨謸謮謳謰謩 和 謨謸謮謳謴謩謬 平均能量

U = F + TS = −〈Dz〉H, 謨謸謮謳謵謩

正是平均偶极矩在磁场中的能量謮 可以以此计算常磁场情况下的热容量

CH = ∂U

∂T

∣∣∣∣
H,N

= Nk

H

(
1− x2

sinh2 x

)
. 謨謸謮謳謶謩

它显示出有趣的行为謬 如图 謸謮謵謮 很高温度时謬 x → 0謬 U ≈ 0謬 CH → 0謮 这在能量上限的系统很典型謮
T → ∞ 謨完全无序謩 时 U 总不能大于 謰謬 系统不能吸收更多的能量謬 limT→∞CH = 0謮 因此謬 在高温情
况下謬 磁极矩对顺磁质的热容量没有贡献謮

图 8.5. 顺磁质的比热.

到此为此謬 我们讨论了经典偶极矩謬 它们可以有任意指向謮 然而謬 原子的磁矩遵从量子力学行为謬 我
们也要讨论量子磁矩謮 设磁场仍沿 z謭方向謮 量子力学中謬 磁矩 µ 是一个算符

µ = (gll+ gss)µB. 謨謸謮謳謷謩

这里 l 和 s 分别是轨道角动量和自旋算符謬 它们都已无量纲化謮 一般地謬 比例系数 gl 和 gs 不相等謮 对
于电子謬 gl = 1 和 gs = 2謮 这样一来謬 µ 不再平行于总角动量 j = l + s謬 从而不是一个守恒量謮 在总角
动量守恒的系统 謨比如原子謩 里謬 µ 会绕着 j 进动謬 且平均地 µ 到 j 的投影会保持常量謬

µp = µ · j
|j|

j

|j|
= (gll · j + gss · j)µB

j

|j|2
. 謨謸謮謳謸謩

简单整理后得

µp = 1
2
[
(gl − gs) l2 + (gs − gl) s2 + (gl + gs) j2]µB j

j2 . 謨謸謮謳謹謩

在原子的一个给定电子态中謬 l2謬 s2 和 j2 是好量子数謮 方程 謨謸謮謳謹謩 中可以替换为它们的本征值 l(l+ 1)謬

謕 謱謷謱 謕
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s(s+ 1) 和 j(j + 1)謮 由此得

µp = gµBj, g = 3
2 + s(s+ 1)− l(l + 1)

2j(j + 1) . 謨謸謮謴謰謩

这里用了电子的 gl = 1 和 gs = 2謮 投影因子 g 是磁旋比 謨譧譹譲譯譭譡譧譮譥譴譩譣 譲譡譴譩譯謩 或 譌譡譮譤譥 因子謮 相应地
换成总量 S謬 L 和 J 謬 式 謨謸謮謴謰謩 对电子的总磁矩也是成立的謮
磁场中一个磁矩的能量本征值为

E = −µp ·H = −gµBjzH = −gµBHm, m = −j,−j + 1, · · · ,+j. 謨謸謮謴謱謩

m 是 j 在场方向 謨z謭方向謩 的分量謮 对于一个 N 偶极矩系统謬 配分函数

Z(T,H,N) =
j∑

m1,··· ,mN=−j
exp

(
βgµBH

N∑
i

mi

)
. 謨謸謮謴謲謩

再一次地謬 对于无相互作用系统謬

Z(T,H,N) = [Z(T,H, 1]n , 謨謸謮謴謳謩

而

Z(T,H, 1) =
+j∑

m=−j
exp (xm) =

+j∑
m=−j

qm = q−j
2j∑
m=1

qm. 謨謸謮謴謴謩

这里謬 我们用了特征量 x = βgµBH 和 q = ex謮 简单计算得到

Z(T,H, 1) =
exp

[(
j + 1

2
)
x
]
− exp

[
−
(
j + 1

2
)
x
]

exp
(
x
2
)
− exp

(
−x

2
) . 謨謸謮謴謵謩

方程 謨謸謮謴謳謩 可以重新写为

Z(T,H,N) =
{

sinh
[
βgµBH

(
j + 1

2
)]

sinh
( 1

2βgµBH
) }N

. 謨謸謮謴謶謩

由此自由能

F (T,H,N) = −kT lnZ(T,H,N) = −NkT ln
sinh

[
βgµBH

(
j + 1

2
)]

sinh
( 1

2βgµBH
) . 謨謸謮謴謷謩

謕 謱謷謲 謕
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利用方程 謨謸謮謲謸謩謬 容易再次计算总平均磁矩 〈Dz〉謬

〈Dz〉 = − ∂

∂H
F (T,H,N)

= NgµB

{(
j + 1

2

)
coth

[
βgµBH

(
j + 1

2

)]
− 1

2 coth
(1

2βgµBH
)}

. 謨謸謮謴謸謩

类似于 譌譡譮譧譥譶譩譮 函数謬 这里引进带有角标 j 的 譂譲譩譬譬譯譵譩譮 函数

Bj(y) =
(

1 + 1
2j

)
coth

[(
1 + 1

2j

)
y

]
− 1

2j coth y

2j . 謨謸謮謴謹謩

令 y = βgµBH謬 方程 謨謸謮謴謸謩 化为

〈Dz〉 = NgµBjBj(y). 謨謸謮謵謰謩

函数 Bj(y) 展示在图 謸謮謶 中謮 j → ∞ 时謬 Bj(y) → L(y)謬 回到经典结论謬 这时 j → ∞ 的量子磁矩有几
乎连续的所有指向謮

图 8.6. Brillouin 函数.

自然地謬 最大的偏差出现在 j = 1
2 謮 即謬 偶极矩能平行或反平行于磁场方向謮 对于高温謬 譹 謽

βgµBHj → 0謬 Bj(y) 也是线性的謬

Bj(y) ≈ 1
2

(
1 + 1

j

)
y − 1

45

[(
1 + 1

2j

)4

−
( 1

2j

)4
]
y3 + · · · 謨謸謮謵謱謩

及由

〈Dz〉 ≈ N
g2µ2

Bj(j + 1)
3kT H

得到的磁化率

χ = N
g2µ2

Bj(j + 1)
3kT = C

T
. 謨謸謮謵謲謩

同样确认了经典极限 謕 系数 C 不同的 譃譵譲譩譥 定律謮 如果在方程 謨謸謮謳謳謩 中代入 µ = gµBj謬 j →∞ 时正
好重现方程 謨謸謮謵謲謩謮 图 謸謮謷 展示了理论与试验的吻合程度謮

图 8.7. 偶极矩: 理论计算与试验.

由于其特别的重要謬 我们来更仔细地检查 j = 1
2 的情况謮 g = 2 时偶极矩只有两个可能的能量值謬

E = −gµBHm =

+ε, m = − 1
2 ,

−ε, m = + 1
2 .

謨謸謮謵謳謩

謕 謱謷謳 謕
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ε = µBH謮 单粒子配分函数

Z(T,H, 1) =
1
2∑

m=− 1
2

exp (−βE) = 2 cosh (βε) . 謨謸謮謵謴謩

N 謭粒子配分函数还是 Z(T,H,N) = [Z(T,H, 1)]N 謮 自由能

F (T,H,N) = −NkT ln [2 cosh (βε)] . 謨謸謮謵謵謩

这是方程 謨謸謮謴謵謩謭 謨謸謮謴謷謩 在 j = 1
2 时的特殊情况謮 方程 謨謸謮謵謵謩 给出的热力学性质

S(T,H,N) = ∂F

∂T

∣∣∣∣
H,N

= Nk {ln [2 cosh (βε)]− βε tanh (βε)} , 謨謸謮謵謶謩

U = F + TS = −Nε tanh lr(βε), 謨謸謮謵謷謩

〈Dz〉 = ∂F

∂H

∣∣∣∣
T,N

= NµB tanh (βε) , 謨謸謮謵謸謩

CH = ∂U

∂T

∣∣∣∣
H,N

= Nk

[
βε

cosh (βε)

]2

. 謨謸謮謵謹謩

这些量作为 1
βε

= kT
ε
的函数如图 謸謮謸 和 謸謮謹 所示謮 在 T → 0 时熵消失謬 因为整个系统只有一个可能的

态 謨完全对齐謬 Ω = 1謩謮 T →∞ 时每个偶极矩有 謲 个可能的态謬 Ω = 2N 謬 熵 S
Nk
趋于 ln 2謮 可以看到謬 量

子力学中熵是一个很形象的量謮

图 8.8. j = 1
2 时偶极矩系统的熵

和内能.

图 8.9. j = 1
2 时偶极矩系统的比

热和总磁矩.

在 T → 0 时 U = −Nε謬 所有偶极矩对齐謮 此时热容量趋于 謰謬 这意味着系统不吸收能量謬 换种说
法謬 在 βε� 1 情况下偶极矩很难脱离对齐排列謮 T →∞ 时謬 U → 0 謨所有偶极矩处于统计方向謩謮 此时
同样无法再吸收能量謮

T →∞ 时顺磁质经典和量子处理的结果相同謬 CH → 0謮 而在低温情况下謬 经典结果为 CH ≈ Nk謬
量子结果为 CH → 0謮 这又是一个有离散谱的量子系统在 T → 0 时 C → 0 的例子謮 比热在 ε ≈ kT 时

达到极大值謮 热容的一般表达式

C = Nk

( ∆
kT

)2

exp
( ∆
kT

)[
1 + exp

( ∆
kT

)]2

謨謸謮謶謰謩

在差为 ∆ = 2ε 的双能级系统中是典型的謮 称之为 譓譣譨譯譴譴譫譹 热容謮 其重要性在于事实上很多系统可以
用双能级系统的方式处理謮

謕 謱謷謴 謕
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8.3 双双双能能能级级级系系系统统统中中中的的的负负负温温温度度度

j = 1
2 的顺磁质系统例子让我们可以讨论一种温度概念的可能推广謮 N 謭粒子系统的每一个粒子可

能有两个能量值謬 ±ε謮 假设处于能级 +ε 和 −ε 的粒子数目分别为 N+ 和 N−謮 那么

N = N+ +N−. 謨謸謮謶謱謩

总能量

E = (N+ −N−) ε. 謨謸謮謶謲謩

由方程 謨謸謮謶謱謩 和 謨謸謮謶謲謩 可以解出 N+ 和 N−謬

N+ = 1
2

(
N + E

ε

)
, N− = 1

2

(
N − E

ε

)
. 謨謸謮謶謳謩

给定能量 E 和粒子数 N 时系统可能的态数目为

Ω(E,N) = N !
N+!N−! = N ![ 1

2
(
N + E

ε

)]
!
[ 1

2
(
N − E

ε

)]
!
. 謨謸謮謶謴謩

由此立刻可以得到熵

S(E,N) = k

{
N lnN − 1

2

(
N + E

ε

)
ln
[1

2

(
N + E

ε

)]
− 1

2

(
N − E

ε

)
ln
[1

2

(
N − E

ε

)]}
.

謨謸謮謶謵謩

进而温度

T = βk = ∂S

∂E

∣∣∣∣
N

= k

2ε ln
N − E

ε

N + E
ε

. 謨謸謮謶謶謩

只要 E < 0謬 即在能级 −ε 的粒子更多謬 那么和往常一样 T > 0謮 将温度作为自变量謬 那么 T → ∞ 时謬
粒子等分于两个能级中 謨N+ = N−謬 E = 0謩謮

图 8.10. 关于负温度问题.

这并不带来新的情况謮 然而謬 这样系统的粒子可能被特殊的机制触发謬 使得占据高能级 +ε 的粒
子数胜出謮 激光中这种极值称为泵送 謨議譵譭議譩譮譧謩謬 比如光学上它可以光辐射来完成謮 然而这种情况发
生的前提是謬 粒子停留在高能级 譛准稳态 謨譭譥譴譡譳譴譡譢譬譥 譬譥譶譥譬謩譝 足够长时间謬 否则无法获得一个高占有数
N+ � N−謮 N+ � N− 的态称为反转 謨譩譮譶譥譲譳譩譯譮謩謮 因为 E = (N+ −N−) ε > 0謬 由方程 謨謸謮謶謶謩謬 反转态
对应着负温度謡
为更好地理解謬 将方程 謨謸謮謶謵謩 作为 E

Nε
的函数 S

Nk
展示于图 謸謮謱謰 中謮 E

Nε
= −1 时謬 所有的粒子在

低能级上謬 斜率 β ∝ ∂S
∂E
是无穷謬 T = 0謮

謕 謱謷謵 謕
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当在两个能级的分布相等时 謨N+ = N−謩謬 E
Nε

= 0 以及 β = 0謮 此处高能级上稍多出一些粒子謬 温
度就从 +∞ 突然跳到 −∞謮 若最终所有粒子都在高能级上 謨泵送謡謩謬 则 E

Nε
= 1謬 再次有 T = 0謮

因此謬 这样的系统中确实有理由用负温度描述一个反转态謮 这样的反转态不仅在激光謬 在有原子核
磁矩的物质中也很重要謮

8.4 有有有内内内部部部自自自由由由度度度的的的气气气体体体

在理想气体的处理中我们假设粒子是理想的质点謮 然而这种近似只适用于单原子的惰性气体 謨譮譯謭
譢譬譥 譧譡譳譥譳謩謮 作为比较謬 大多数气体所含的分子有内部的自由度 謨转动謬 振动謬 等等謩謮 现在来计算它们对
热力学性质的影响謮
很多情况下謬 假设分子之间相互没有影响是一个很好的近似謮 这样单个分子的 譈譡譭譩譬譴譯譮 量

H = Htrans(R,P ) +Hrot (φi,pφi) +Hvib(qj , pj). 謨謸謮謶謷謩

第一项描述了分子质心的运动 R謬 第二项是转动能量謬 依赖于 譅譵譬譥譲 角 φi = (θ, φ, ψ) 和对应的角动量謬
第三项是用正则坐标和对应动量表示的振动能量謮 无相无作用系统中单个分子的配分函数

Z(T, V, 1) = 1
h3

∫
d3R

∫
d3P

1
h3

∫
d3φ

∫
d3pφ

1
hf

∫
dfq

∫
dfp exp [−β (Htrans +Hrot +Hvib)]

= ZtransZrotZvib, 謨謸謮謶謸謩

其中

Ztrans = 1
h3

∫
d3R

∫
d3P exp (−βHtrans) , 謨謸謮謶謹謩

Zrot = 1
h3

∫
d3φ

∫
d3pφ exp (−βHrot) , 謨謸謮謷謰謩

Zvib = 1
hf

∫
dfq

∫
dfp exp (−βHvib) . 謨謸謮謷謱謩

N 分子气体的总配分函数

Z(T, V,N) = 1
N ! [Z(T, V, 1)]N = 1

N !Z
N
transZ

N
rotZ

N
vib. 謨謸謮謷謲謩

N � 1 时自由能

F (T, V,N) = −kT lnZ(T, V,N) = −NkT
(

ln Ztrans

N
+ 1
)
−NkT lnZrot −NkT lnZvib

= Ftrans + Frot + Fvib. 謨謸謮謷謳謩

謕 謱謷謶 謕
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利用

Htrans = P 2

2M , 謨謸謮謷謴謩

理想气体平动的配分函数

Ztrans = V

(2πMkT

h2

) 3
2

. 謨謸謮謷謵謩

因而自由能部分 Ftrans 与之前的相同謮 对于 譅譵譬譥譲 角为 θ謬 φ 和 ψ謬 转动惯量为 I1 = I2 和 I3 的对称转

子謬 如图 謸謮謱謱謬 譌譡譧譲譡譮譧譥 量为

图 8.11. Euler 角.

Lrot = I1

2

(
θ̇2 + φ̇2 sin2 θ

)
+ I3

2

(
ψ̇ + φ̇ cos θ

)2
. 謨謸謮謷謶謩

进而得到 譈譡譭譩譬譴譯譮 量

Hrot = p2
θ

2I1
+
p2
ψ

2I3
+ (pφ − pψ cos θ)2

2I1 sin2 θ
. 謨謸謮謷謷謩

角度 θ ∈ [0, π]謬 φ ∈ [0, 2π] 和 ψ ∈ [0, 2π]謮 ψ 表示绕着对称轴 z′ 的转动角度謮 配分函数

Zrot = 1
h3

∫
dθ

∫
dφ

∫
dψ

∫ +∞

−∞
dpθdpφdpψ exp

{
−β

[
p2
θ

2I1
+
p2
ψ

2I3
+ (pφ − pψ cos θ)2

2I1 sin2 θ

]}
. 謨謸謮謷謸謩

被积量不依赖于 φ 和 ψ謬 对它们的积分给出 (2π)2謮 pθ 的积分中是一个 譇譵譡譳譳 积分謬 积分得到
√

2πI1
β

謮
因此

Zrot = (2π)2

h3

√
2πI1

β

∫ π

0
dθ

∫ +∞

−∞
dpψ exp

(
−β

p2
ψ

2I3

)∫ +∞

−∞
dpφ exp

[
−β (pφ − pψ cos θ)2

2I1 sin2 θ

]
. 謨謸謮謷謹謩

最后一个积分又是 譇譡譵譳譳 积分謮 我们得

Zrot = (2π)2

h3

√
2πI1

β

√
2πI1

β

√
2πI1

β

∫ π

0
dθ

∫ +∞

−∞
dpψ exp

(
−β

p2
ψ

2I3

)
sin θ. 謨謸謮謸謰謩

最后得

Zrot =
π~3

√
2πI1

β

√
2πI1

β

√
2πI1

β

√
2πI3

β
. 謨謸謮謸謱謩

謕 謱謷謷 謕
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这个结果形式上和平动结果类似謮 特别有趣的情况是双原子分子謬 比如 HCl謬 H2謬 O2謬 N2謬 等等謮 绕对称
轴的转动惯量 I3 非常小謮 如图 謸謮謱謲謮 这种情况下不能简单地取 I3 = 0謬 而是在 譌譡譧譲譡譮譧譥 量中消去自由
度 ψ謬 这样得到

图 8.12. 双原子分子.

H ′rot = p2
θ

2I1
+

p2
φ

2I1 sin2 θ
. 謨謸謮謸謲謩

得到的转动部分的配分函数

Z ′rot = 2I1kT

~2 . 謨謸謮謸謳謩

对于含相同原子的双原子分子謬 如 N2謬 O2謬 等等謬 另一个特性需要考虑謮 如图 謸謮謱謳 这样的分子因为
不可分辨性謬 转动 φ = π 时謬 和原来一样謮 由于积分

∫
dφ 只是贡献了一个因子 2π謬 对于同核分子

謨譨譯譭譯譮譵譣譬譥譡譲 譭譯譬譥譣譵譬譥譳謩 拿掉 謲謮 这个问题和 譇譩譢譢譳 因子相似謬 但经典理论无法理解謮 这样双原子分子
转动自由能为

图 8.13. 同核分子.

F ′rot = −NkT lnZ ′rot = −NkT ln
(
φmaxI1kT

π~2

)
. 謨謸謮謸謴謩

这里一般地 φmax = 2π謬 但对于同核分子 φmax = π謮 熵

S′rot = −∂F
′
rot

∂T

∣∣∣∣
N

= Nk

(
ln φmaxI1kT

π~2 + 1
)

謨謸謮謸謵謩

和内能

U ′rot = F ′rot + TS′rot = NkT. 謨謸謮謸謶謩

对应地謬 更多原子分子气体需用完整配分函数 謨謸謮謸謱謩謬

Frot = −NkT lnZrot = −NkT ln
[

1
π

√
2πI1

~2

√
2πI1

~2

√
2πI3

~2 (kT )
3
2

]
,

謨謸謮謸謷謩

Srot = ∂Frot

∂T

∣∣∣∣
N

= Nk

{
ln
[

1
π

√
2πI1

~2

√
2πI1

~2

√
2πI3

~2 (kT )
3
2

]
+ 3

2

}
,

謨謸謮謸謸謩

Urot = Frot + TSrot = 3
2NkT. 謨謸謮謸謹謩

謕 謱謷謸 謕
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总内能由理想气体内能 Uideal = 3
2NkT 加上旋转部分 謨謸謮謸謶謩 或 謨謸謮謸謹謩謮 对于双原子分子气体謬

U ′ = 3
2NkT +NkT = 5

2NkT 和 C ′V = 5
2Nk. 謨謸謮謹謰謩

对于更多原子分子气体謬

U = 3
2NkT + 3

2NkT = 3NkT 和 CV = 3Nk. 謨謸謮謹謱謩

理论值与试验结果的比较如表 謸謮謱謮

表 8.1. T = 20◦C 时外推到低压 (p→ 0) 时的气体比热.

8.5 相相相对对对论论论理理理想想想气气气体体体

略謮

謕 謱謷謹 謕
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9 巨巨巨正正正则则则系系系综综综

我们已经学习了微正则和正则系综理论謬现在来看看巨正则系综 謨譭譡譣譲譯譣譡譮譯譮譩譣譡譬 譥譮譳譥譭譢譬譥 譯譲 譧譲譡譮譤
譣譡譮譯譮譩譣譡譬 譥譮譳譥譭譢譬譥謩謬 它有很重要的应用謮 对于与环境交换热和粒子的开放系统 謨譯議譥譮 譳譹譳譴譥譭譳謩謬 T 謬 V
和 µ 是自变量謮 与热源的温度类似謬 与之相接触的粒子源建立了系统的化学势謮 若粒子源足够大謬 化学
势只依赖于这个源的性质謮 由于与源不停地交换粒子謬 系统不再有固定的粒子数謮 会有一个粒子数的平
均值和最可几值謬 正像给定温度时的平均能量和最可几能量謮

考察一个给定温度情况下与其蒸气处于平衡的液体 謨系统 液体謫蒸气 置于热源中謩謮 液气两相间会
持续交换分子謮 现在謬 整个系统 謨热源謫液体謫蒸气謩 可以用微正则系综描述謬 或系统 謨液体謫蒸气謩 可以
用正则系综描述謮 然而謬 若只对其中一个相的性质感兴趣謬 这样会很不方便 謕 需转换到巨正则系综謮
为此謬 我们需要先确定给定 T 謬 V 和 µ 时的相空间密度謮 和正则系综的过程类似謬 首先将微正则系

综用于整个系统謬 如图 謹謮謱謮 总能量

图 9.1. 所考虑系统示意图.
E = ES + ER 謨謹謮謱謩

是固定的謮 同样謬 总粒子数

N = NS +NR 謨謹謮謲謩

是常量謮 源和系统比较非常大謬

ES
E

= 1− ER
E
� 1, NS

N
= 1− NR

N
� 1. 謨謹謮謳謩

系统可取有可能的粒子数 NS ∈ [0, · · · , N ] 和所有的能量 ES ∈ [0, · · · , E]謮 对应于相空间点 i 的微观

态謬 粒子数和能量分别为 NS 和 ES = Ei謮 那么源对应地 NR = N −NS 和 ER = E −Ei謮 发现系统处
于微观态 i 的几率 pi,NS 会正比于 ΩR(ER, NR) = ΩR(E − Ei, N −NS)謬

pi,NS ∝ ΩR(ER, NR) = ΩR(E − Ei, N −NS). 謨謹謮謴謩

以小量 Ei 和 NS 展开謬

k ln ΩR(E − Ei, N −NS) = k ln ΩR(E,N)− ∂

∂E
[k ln ΩR(E,N)]Ei

− ∂

∂N
[k ln ΩR(E,N)]NS + · · · , 謨謹謮謵謩

謕 謱謸謰 謕
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我们有

∂

∂E
[k ln ΩR(E,N)] = ∂SR

∂E
= 1
T
, 謨謹謮謶謩

∂

∂N
[k ln ΩR(E,N)] = ∂SR

∂N
= −µ

T
, 謨謹謮謷謩

限于式 謨謹謮謵謩 的表达謬

ΩR(E − Ei, N −NS) ∝ ΩR(E,N) exp
(
− Ei
kT

+ µNS

kT

)
, 謨謹謮謸謩

或因为 ΩR(E,N) 是常量因子謬

pi,NS ∝ exp
(
− Ei
kT

+ µNS

kT

)
. 謨謹謮謹謩

缺失的比例因子可以有归一化条件
∑
NS

∑
i pi,NS = 1 来给定謬

pi,N = exp [−β (Ei − µN)]∑
N

∑
i exp [−β (Ei − µN)] . 謨謹謮謱謰謩

它的连续形式为

ρgc (N, qν , pν) = exp {−β [H(qν , pν)− µN ]}∑∞
N=0

1
h3N

∫
d3Nq

∫
d3Np exp {−β [H(qν , pν)− µN ]}

. 謨謹謮謱謱謩

式 謨謹謮謱謰謩 和 謨謹謮謱謱謩 中的相空间密度称为巨正则分布 謨譭譡譣譲譯譣譡譮譯譮譩譣譡譬 譤譩譳譴譲譩譢譵譴譩譯譮謩謮 更仔细地检查这个
分布之前謬 同样地我们通过系综理论来推导一遍謮 我们要证明方程 謨謹謮謱謰謩 或 謨謹謮謱謱謩 是给定 T 和 µ 时的

最可几分布謮
为此謬 在给定 T 謬 V 和 µ 时考察 N 个相同系统的系综謮 任一时刻謬 这些系统的每一个有一个粒子

数 N 且处于某个相空间点上謮 将所有对应于 N = 1, 2, · · · 的相空间等分为单元 ∆ωi,N 謬 以 i 和 N 编

号謮 角标 i 遍历所有粒子数为 N 的相空间单元謮 这些相空间单元中会有一定数目 ni,N的系综系统謬 现
在要求最可几分布

{
n∗i,N

}
謮

数 ni,N 需满足 謳 个条件謮 系统的总数不变∑
i,N

ni,N = N . 謨謹謮謱謲謩

謕 謱謸謱 謕
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给定温度时所有相空间单元上的能量 Ei 的平均值不变∑
i,N

ni,NEi = N 〈Ei〉 = NU. 謨謹謮謱謳謩

另一个条件为謬 处于平衡时粒子数的平均值不变謬∑
i,N

ni,NN = N 〈N〉 . 謨謹謮謱謴謩

对于分布 {ni,N}謬 直接用微正则系综和正则系综情况下给出的几率

W {ni,N} = N !
∏
i,N

(ωi,N )ni,N

ni,N ! , 謨謹謮謱謵謩

只是现在像空间单元有两个角标謮 ωi,N 还是微观态处于单元 ∆ωi,N 的几率謮 和前面的情况相同謬 求最
可几分布

{
n∗i,N

}
謬 使用对数

lnW {ni,N} = N lnN −N −
∑
i,N

[(ni,N lnni,N − ni,N )− ni,N lnωi,N ] 謨謹謮謱謶謩

并对应于 ni,N 求它的极值謮 利用 謳 个 譌譡譧譲譡譮譧譥 乘子 λ謬 −β 和 α謬 将约束条件 謨謹謮謱謲謩謭謨謹謮謱謴謩 消掉謬

d lnW {ni,N} = −
∑
i,N

(lnni,N − lnωi,N ) dni,N = 0, 謨謹謮謱謷謩

λ
∑
i,N

dni,N = 0, 謨謹謮謱謸謩

−β
∑
i,N

Eidni,N = 0, 謨謹謮謱謹謩

α
∑
i,N

Ndni,N = 0. 謨謹謮謲謰謩

加起来得∑
i,N

(lnni,N − lnωi,N − λ+ βEi − αN) dni,N = 0. 謨謹謮謲謱謩

那么

n∗i,N = ωi,Ne
λ exp (−βEi + αN) . 謨謹謮謲謲謩

謕 謱謸謲 謕
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量 λ 由方程 謨謹謮謱謲謩 确定謮 这里再次假定所有相同大小相空间单元上的几率ωi,N 相等謬

n∗i,N
N

= exp (−βEi + αN)∑
i,N exp (−βEi + αN) . 謨謹謮謲謳謩

β 和 α 由方程 謨謹謮謱謳謩 和 謨謹謮謱謴謩 确定謬

U =
∑
i,N Ei exp (−βEi + αN)∑
i,N exp (−βEi + αN) m 謨謹謮謲謴謩

〈N〉 =
∑
i,N N exp (−βEi + αN)∑
i,N exp (−βEi + αN) . 謨謹謮謲謵謩

为确定 α 和 β謬 我们再次用熟知的熵描述謮 方程 謨謹謮謲謳謩 的连续形式为

ρgc(N, qν , pν) = exp [−βH(qν , pν) + αN ]∑∞
N=1

1
h3N

∫
d3Nq

∫
d3Np exp [−βH(qν , pν) + αN ]

. 謨謹謮謲謶謩

类似于正则系综謬 分母记作

Z =
∞∑
N=0

1
h3N

∫
d3Nq

∫
d3Np exp [−βH(qν , pν) + αN ] , 謨謹謮謲謷謩

称为巨正则配分函数 謨譭譡譣譲譯譣譡譮譯譮譩譣譡譬 議譡譲譴譩譴譩譯譮 警譵譮譣譴譩譯譮謩謮
一般地熵作为系综平均值

S = 〈−k ln ρ〉 . 謨謹謮謲謸謩

对于巨正则分布謬 式 謨謹謮謲謸謩 表示为

S(β, V, α) =
∞∑
N=0

1
h3N

∫
d3Nq

∫
d3Np ρgc(N, qν , pν)k [lnZ + βH(qν , pν)− αN ] . 謨謹謮謲謹謩

式 謨謹謮謲謹謩 中方括弧内的第一项不依赖于相空间点和粒子数謬 可以提到积分符号外謮 第二项给出能
量平均值的定义謬

〈H(qν , pν)〉 =
∞∑
N=0

1
h3N

∫
d3Nq

∫
d3Np ρgc(N, qν , pν)H(qν , pν). 謨謹謮謳謰謩

謕 謱謸謳 謕
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最后一项对应于平均粒子数

〈N〉 =
∞∑
N=0

1
h3N

∫
d3Nq

∫
d3Np ρgc(N, qν , pν)N. 謨謹謮謳謱謩

由此謬 方程 謨謹謮謲謹謩 可以重新写为謬

S(β, V, α) = k lnZ(β, V, α) + kβ 〈H〉 − kα 〈N〉 . 謨謹謮謳謲謩

这个方程与式 謨謷謮謲謷謩 类似謮 若将平均能量 〈H〉 当作热力学内能謬 平均粒子数 〈N〉 当作热力学粒子数謬
即可从式 謨謹謮謳謲謩 解读 α 和 β謮 注意謬 由式 謨謹謮謲謴謩謬 β 是 U 和 α 的函数謮 同样地謬 由式 謨謹謮謲謵謩謬 α 是 〈N〉
和 β 的函数謮

∂S

∂U
= ∂β

∂U

∂

∂β
k lnZ(β, V, α) + k

∂β

∂U
U + kβ. 謨謹謮謳謳謩

这里 lnZ(β, V, α) 只需对 β 的显含关系求导謬 因为 α 不依赖于 U 謮 ∂k lnZ
∂β

= −kU 謬 因此

∂S

∂U
= 1
T

= kβ, 从而 β = 1
kT

. 謨謹謮謳謴謩

进一步地謬

∂S

∂ 〈N〉
= ∂α

∂ 〈N〉
∂

∂α
k lnZ(β, V, α)− k ∂α

∂ 〈N〉
〈N〉 − kα. 謨謹謮謳謵謩

因为 dS = 1
T
dU + p

T
dV − µ

T
dN 謬 ∂k lnZ

∂α
= k 〈N〉 謨同样只对 α 的显含关系求导謩謬 那么

∂S

∂ 〈N〉
= −µ

T
= −kα 因此 α = µ

kT
. 謨謹謮謳謶謩

这确定了 α 和

beta謮 现在回顾巨势 謨謴謮謱謱謱謩謮 方程 謨謹謮謳謲謩 给出更多的信息謬

U − TS − µ 〈N〉 = −kT lnZ(T, V, µ). 謨謹謮謳謷謩

由方程 謨謴謮謱謱謱謩謬 我们能从巨配分函数计算巨势 φ

φ(T, V, µ) = −kT lnZ(T, V, µ). 謨謹謮謳謸謩

謕 謱謸謴 謕
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由于巨配分函数 Z 的核心重要性质謬 与正则情况一样謬 对不可分辨粒子謬 再次写下它有 譇譩譢譢譳 修
正因子 1

N !时的形式謬

Z(T, V, µ) =
∞∑
N=1

1
h3NN !

∫
d3Nq

∫
d3Np exp [−βH(qν , pν)− µN ] . 謨謹謮謳謹謩

这个表达式给出了它与正则配分函数的一个非常重要的关系

Z(T, V, µ) =
∞∑
N=0

[
exp

( µ

kT

)]N
Z(T, V,N). 謨謹謮謴謰謩

巨正则配分函数不过是所有正则配分函数的带权和 謨護譥譩譧譨譴譥譤 譳譵譭 譯警 譡譬譬 譣譡譮譯譮譩譣譡譬 議譡譲譴譩譴譩譯譮 警譵譮譣譴譩譯譮譳謩謮
权因子 z = exp

(
µ
kT

)
称为逸度 謨警譵譧譡譣譩譴譹謩謮 在方程 謨謹謮謴謰謩 中可以很清楚地看到联系微正则謬 正则以及巨

正则系综的原理 謕 我们知道謬 正则配分函数 Z 是所有微正则 謐配分函数謑 g 在能量 E謬 体积 V 和粒子

数 N 上以权为 exp (−βE) 的和謬

Z(β,N, V ) =
∑
E

exp (−βE) g(E, V,N), 謨謹謮謴謱謩

E 在这里不再是一个固定量謬 但其平均值 〈E〉 = U 是固定的謮 另一方面謬 温度 T = 1
kβ
由热源给定謮

巨正则配分函数 Z 则是所有正则配分函数 Z 在温度 T 謬 体积 V 和粒子数 N 上以权为 exp (βµN)
的和謮 粒子数 N 不再固定謬 但有一个不变的平均值謬 化学势 µ 由粒子源给定謮
一般地謬 对于无相互作用系统可以估算方程 謨謹謮謴謰謩謮 对于这样的系统 謨不可分辨粒子謩謬

Z(T, V,N) = 1
N ! [Z(T, V, 1)]N . 謨謹謮謴謲謩

代回式 謨謹謮謴謰謩謬 得

Z =
∞∑
N=0

1
N !

[
exp

( µ

kT

)
Z(T, V, 1)

]N
= exp

[
exp

( µ

kT

)
Z(T, V, 1)

]
. 謨謹謮謴謳謩

因此謬 对很多正则系综处理过的问题謬 可以直接写下 Z(T, V, µ)謮

Example (巨正则系综里的理想气体). 由方程 謨謹謮謴謳謩 和第 謷 章中的例子謬

Z(T, V, 1) = V

λ3 , λ =
(

h2

2πmkT

) 1
2

謕 謱謸謵 謕
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那么

Z = exp
[
exp

( µ

kT

)
V

(2πmkT
h2

) 3
2
]

巨势

φ(T, V, µ) = −kT lnZ(T, V, µ) = −kT exp
( µ

kT

)
V

(2πmkT
h2

) 3
2

.

这立刻给出了状态方程謬

S(T, V, µ) = − ∂φ
∂T

∣∣∣∣
V,µ

= exp
( µ

kT

)
V

(2πmkT
h2

) 3
2

k

(5
2 −

µ

kT

)
, 謨謹謮謴謴謩

p(T, V, µ) = − ∂φ
∂V

∣∣∣∣
T,µ

= kT exp
( µ

kT

)(2πmkT
h2

) 3
2

, 謨謹謮謴謵謩

N(T, V, µ) = −∂φ
∂µ

∣∣∣∣
T,V

= exp
( µ

kT

)
V

(2πmkT
h2

) 3
2

. 謨謹謮謴謶謩

将式 謨謹謮謴謶謩 代入 謨謹謮謴謴謩 和 謨謹謮謴謵謩謬 即得到理想气体方程及其熵 S(T, V,N)謮

9.1 巨巨巨正正正则则则系系系综综综中中中的的的涨涨涨落落落

前面我们计算了巨正则系综里发现一个系统的几率 pi,N

pi,N = 1
Z

exp [−β (Ei − µN)] . 謨謹謮謴謷謩

对应的配分函数

Z =
∑
i,N

exp [−β (Ei − µN)] . 謨謹謮謴謸謩

和正则系综类似謬 若 gN (E) 表示在能量区间 E 和 E+ dE 之间微观态 i 的数目謬 一个系统在能量 E 和

粒子数 N 得几率

p(E,N) = 1
Z
gN (E) exp [−β (Ei − µN)] . 謨謹謮謴謹謩

謕 謱謸謶 謕
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而巨配分函数

Z =
∞∑
N=1

∫ ∞
0

dE gN (E) exp [−β (Ei − µN)] . 謨謹謮謵謰謩

我们再次来计算最可几态的能量值和粒子数謬

∂p(E,N)
∂E

∣∣∣∣
E=E∗

= 0, ⇐ ∂gN (E)
∂E

∣∣∣∣
E=E∗

= βgN (E∗). 謨謹謮謵謱謩

由于 gN (E) ≈ Ω(E,V,N)
∆E 謬 和正则系综情况一样謬

∂S

∂E

∣∣∣∣
E=E∗

= 1
T
. 謨謹謮謵謲謩

最可几态的粒子数 N∗ 满足

∂p(E,N)
∂N

∣∣∣∣
N=N∗

= 0, ⇐ ∂gN (E)
∂N

∣∣∣∣
N=N∗

= −βµgN (E∗). 謨謹謮謵謳謩

或

∂S

∂N

∣∣∣∣
N=N∗

= −µ
T
. 謨謹謮謵謴謩

类似于正则情况謬 N∗ = 〈N〉 = Nmc謬 E∗ = 〈E〉 = Emc謬 因为

〈E〉 = φ+ TS + µN, 謨謹謮謵謵謩

平均能量和热力学的内能等同謮 相应地謬 平均粒子数总结为

〈N〉 =
∑
i,N

Npi,N = 1
Z
∑
i,N

N exp [−β (Ei − µN)] = ∂

∂µ
(kT lnZ)

∣∣∣∣
T,V

= −∂φ
∂µ

∣∣∣∣
T,V

. 謨謹謮謵謶謩

平均粒子数 〈N〉 等同于热力学的粒子数 N = −∂φ
∂µ

∣∣∣
T,V

謮 对于巨正则系综謬 分布的标准偏差

σ2
N =

〈
N2〉− 〈N〉2 謨謹謮謵謷謩

謕 謱謸謷 謕
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而

〈
N2〉 =

∑
I,N

N2pi,N = (kT )2

Z
∂2

∂µ2Z
∣∣∣∣
T,V

謨謹謮謵謸謩

或由 kT ∂Z
∂µ

∣∣∣
T,V

= Z 〈N〉謬

〈
N2〉 = kT

Z
∂

∂µ
(Z 〈N〉)

∣∣∣∣
T,V

= 〈N〉2 + kT
∂ 〈N〉
∂µ

∣∣∣∣
T,V

謨謹謮謵謹謩

σ2
NkT

∂ 〈N〉
∂µ

∣∣∣∣
T,V

= kT
∂N

∂µ

∣∣∣∣
T,V

. 謨謹謮謶謰謩

最后用热力学粒子数 N 替代了 〈N〉謮 热力学量 ∂N
∂µ

∣∣∣
T,V
可以换成系统的压缩率 κ謮

以强度量表示的 譇譩譢譢譳謭譄譵譨譥譭 关系 謨謲謮謷謴謩

dµ = vdp− sdT, v = V

N
, s = S

N
. 謨謹謮謶謱謩

温度和体积不变时謬

∂µ

∂v

∣∣∣∣
T

= v
∂p

∂v

∣∣∣∣
T

. 謨謹謮謶謲謩

这里取 T 謬 V 和 N 为自变量謮 p(T, V,N) 可以写成 p(T, v) = p
(
T, V

N

)
的形式謮 这样

∂

∂N
p

(
T,
V

N

)∣∣∣∣
T,V

= − V

N2
∂p(T, v)
∂v

∣∣∣∣
T

. 謨謹謮謶謳謩

另一方面謬

∂

∂V
p

(
T,
V

N

)∣∣∣∣
T,N

= 1
N

∂p(T, v)
∂v

∣∣∣∣
T

. 謨謹謮謶謴謩

比较式 謨謹謮謶謳謩 和 謨謹謮謶謴謩謬 有等式

∂p

∂N

∣∣∣∣
T,V

= −V
N

∂p

∂V

∣∣∣∣
T,N

. 謨謹謮謶謵謩

謕 謱謸謸 謕
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代回方程 謨謹謮謶謲謩 给出

∂µ

∂N

∣∣∣∣
T,V

= −
(
V

N

)2 ∂p

∂V

∣∣∣∣
T,N

. 謨謹謮謶謶謩

再代回方程 謨謹謮謶謰謩 得到最终结果

σ2
N

N2 = kT

V
κ 或

σN
N

=
√
kT

V
κ. 謨謹謮謶謷謩

相比于 N 謬 粒子数的相对涨落正比于 1√
V

謮 热力学极限 謨N → ∞謬 V → ∞謬 V
N

= 譣譯譮譳譴謮謩 下謬 类似于
O
(

1√
N

)
謮

然而謬 这只在有限压缩率的情况下成立謮 比如一种例外情况是气液相变謮 第 謳 章的 譍譡譸護譥譬譬 构造情
况中謬 pV 图中的等温线在相共存区域是水平的謬对应于无穷大的压缩率謮因此謬 特别地在气体的临界点謬
两相的粒子数涨落都变得非常大謮 这即为实验中观察到的临界乳光 譯議譡譬譥譳譣譥譮譣譥 现象謮
巨正则能量的标准偏差可以用类似的过程得到謬

σ2
E

U2 = σ2
can
U2 + σ2

N

U2

(
∂U

∂N

∣∣∣∣
T,V

)2

. 謨謹謮謶謸謩

是正则系综的结果加上粒子数变化的因素謮
已经看到謬 从正则配分函数 Z(β, V,N) 通过 譌譡議譬譡譣譥 逆变换謬 可以计算与微正则量 Ω(E, V,N) 密

切相关的态密度 gN (E)謮 对应地謬 也能从巨正则配分函数 Z 计算正则配分函数謮 为此从方程 謨謹謮謴謰謩 开
始謬

Z(T, V, z) =
∞∑
N=1

znZ(T, V,N). 謨謹謮謶謹謩

将变量 z = eβµ 当作复数謬 式 謨謹謮謶謹謩 即为解析函数 Z(z) 的复数 譔譡譹譬譯譲 展开式謮 由函数理论謬 展开系数
为

Z(T, V,N) = 1
2πi

∮
∂K

Z(T, V, z)
zN+1 dz. 謨謹謮謷謰謩

积分是在式 謨謹謮謶謹謩 收敛半径内謬 绕着 z = 0 的一个球面上进行謮 对于无相互作用系统謬 式 謨謹謮謷謰謩 是平凡
的謬 因为

Z(T, V, z) = exp [zZ(T, V, 1] =
∞∑
N=1

zN

N ! [Z(T, V, 1]N , 謨謹謮謷謱謩

謕 謱謸謹 謕
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由此得到

Z(T, V,N) = 1
N ! [Z(T, V, 1)]N . 謨謹謮謷謲謩

謕 謱謹謰 謕
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Part

III
量子统计

10 密密密度度度算算算符符符

10.1 基基基础础础

经典统计力学的起始点是謬 对于给定的宏观 謨热力学謩 状态量謬 一个系统可以处于有很多不同的微
观态之一謮 在系综理论框架中謬 我们用很少的謬 非常普遍的假设求得系统处于某微观态的几率密度謮 全
部可观察量作为对应这个几率密度在所有微观态上的平均謮 这个概念将推广到量子系统謮
为此謬 先考虑如何定义一个量子力学微观态謮 经典力学中微观态对应于相空间中的点 (ri,pi)謮 对

于量子力学系统謬 不可能同时确定粒子的坐标和动量謮 经典的相空间轨迹 (ri(t).pi(t)) 在量子力学中以
随时间演化的系统波函数 Ψ(r1, · · · , rN , t) 取代謮 暂时先考察一个给定宏观量 E謬 V 和 N 的孤立系统謮
系统的总波函数是 譓譣譨譲诶譤譩譮譧譥譲 方程27 27 这里沿用 譄譩譲譡譣譛謱謳譝 中的符

号规则謮 算符 f 不使用通常

教科书的 f̂ 謬 且在能明显区分
算符和数的情况下混用这些符

号謮 这样做的原因在于謬 经典
理论中常规使用的这些符号只

需在表达式中注意它们的乘积

次序謬 不需要再额外地加以关
注謮 且当这些量作为数值的时
候謬 乘积的交换律自动成立謮

i~
∂

∂t
Ψ(r1, · · · , rN , t) = H(ri,pi)Ψ(r1, · · · , rN , t) 謨謱謰謮謱謩

的解謮 因为孤立系统的总能量量子力学中仍是一个守恒量謬 方程 謨謱謰謮謱謩 的解可以分解为

Ψ(r1, · · · , rN , t) = ΨE(r1, · · · , rN ) exp
(
− iEt

~

)
, 謨謱謰謮謲謩

ΨE 满足定态 譓譣譨譲诶譤譩譮譧譥譲 方程

HΨE(r1, · · · , rN ) = EΨE(r1, · · · , rN ). 謨謱謰謮謳謩

方程 謨謱謰謮謳謩 一般地只有特定能量本征值的解謬 系统总能量只能取这些值謮 然而对于宏观尺度的系统謬 能
量本征值之间靠得非常近謬 且由于简并很多解对应于同一能量 E謮 在 謵謮謵 节的例子 謕 容器中 N 量子力

学粒子系统的微正则处理中我们已经碰到过謮
更进一步地謬 对于宏观系统而言謬 能量的精确确定不太现实謬 因而允许有一定的不确定性 ∆E謮 那

么会有很多态处于 E 和 E + ∆E 之间謮 当然这对于有连续能谱的系统更有效謮 这些微观态对应着不同
的波函数 Ψ(i)

E (r1, · · · , rN )謮 现在通过简单地计数能量本征值处于 E 和 E + ∆E 之间的态的数目以确
定态密度 g(E) 和 Ω(E) = g(E)∆E謮
取代能量壳 E ≤ H(ri,pi) ≤ E + ∆E 中所有相空间点的平均謬 我们对所有在 E ≤ H(ri,pi) ≤

E + ∆E 中的态 Ψ(i)
E 进行平均謮 然而謬 微观态 Ψ(i)

E 对某个任意的可观察量 f(ri,pi) 不会给出确定的值謬

謕 謱謹謱 謕
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而是给出其可能测量值的几率謮
量子力学中謬 每个可观察量对应于其本征值 f ′ 有本征态 φf ′ 謬 满足其本征方程

fφf ′ = f ′φf ′ . 謨謱謰謮謴謩

对微观态 Ψ(i)
E 测量得到的本征值 f 的几率幅 謨議譲譯譢譡譢譩譬譩譴譹 譡譭議譬譩譴譵譤譥謩〈

φf |Ψ(i)
E

〉
=
∫
d3r1 · · · d3rN φf (r1, · · · , rN )Ψ(i)

E (r1, · · · , rN ). 謨謱謰謮謵謩

量子力学中所有这些测量值的平均为其期望值 謨譥譸議譥譣譴譡譴譩譯譮 譶譡譬譵譥謩〈
Ψ(i)
E |f |Ψ

(i)
E

〉
=
∫
d3r1 · · · d3rN Ψ(i)

E (r1, · · · , rN )f(ri,pi)Ψ(i)
E (r1, · · · , rN ). 謨謱謰謮謶謩

量子统计中再加上另一个平均謮 我们不再知道系统处于哪个微观态 Ψ(i)
E 謬 只能知道其处于这个态的几率

ρi謮 那么在这样完全相同的系统中测量可观察量 f 謬 只能得到一个以权为 ρi 的期望值平均

〈f〉 =
∑
i

ρi
〈

Ψ(i)
E |f |Ψ

(i)
E

〉
. 謨謱謰謮謷謩

但这不是最普遍的表达式謬 因为这里只考虑了对角的期望值謮 量子力学中也存在依赖于任意矩阵元素〈
Ψ(i)
E |f |Ψ

(k)
E

〉
的可测量謬 式 謨謱謰謮謷謩 拓展为

〈f〉 =
∑
i,k

ρki
〈

Ψ(i)
E |f |Ψ

(k)
E

〉
. 謨謱謰謮謸謩

ρki 理解为矩阵元素
〈

Ψ(i)
E |f |Ψ

(k)
E

〉
对可观察量 f 统计平均 〈f〉 的贡献謮 方程 謨謱謰謮謷謩 到 謨謱謰謮謸謩 的推广很

容易以下面的方式说明謮 将 Ψ(i)
E 用 φk 的完全集展开謬

Ψ(i)
E =

∑
k

a
(i)
k φk. 謨謱謰謮謹謩

代回方程 謨謱謰謮謷謩謬 有

〈f〉 =
∑
i

ρi
∑
k,k′

a
(i)
k a

(i)
k′ 〈φk|f |φk′〉 =

∑
k,k′

[∑
i

ρia
(i)
k a

(i)
k′

]
〈φk|f |φk′〉 . 謨謱謰謮謱謰謩

謕 謱謹謲 謕
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这个表达式中方括弧内的项可以记为含非对角项的更普遍几率 ρk′k謬

ρk′k =
∑
i

ρia
(i)
k a

(i)
k′ . 謨謱謰謮謱謱謩

现在式 謨謱謰謮謱謰謩 可以写成

〈f〉 =
∑
k,k′

ρk′k 〈φk|f |φk′〉 . 謨謱謰謮謱謲謩

ρk′k 可以看作是算符 ρ 在基 φk 中的矩阵元謬 ρk′k = 〈φk′ |ρ|φk〉謮 这样式 謨謱謰謮謱謲謩 可以写成

〈f〉 =
∑
k,k′

〈φk′ |ρ|φk〉 〈φk|f |φk′〉 謨謱謰謮謱謳謩

或由于基的封闭中性质謬

1 =
∑
k

|φk〉 〈φk| 謨謱謰謮謱謴謩

写为

〈f〉 =
∑
k′

〈φk′ |ρf |φk′〉 = Tr (ρf) 謨謱謰謮謱謵謩

可以看到謬可观察量 f 的统计平均对应于这个算符与一个统计算符謬称之为密度算符 謨譤譥譮譳譩譴譹 譯議譥譲譡譴譯譲謩
ρ 的乘积的迹謮 但迹的值不依赖于所选的基謮 因此若选择算符 ρ 或 f 的本征态作为基謬 方程 謨謱謰謮謱謵謩 退
化为式 謨謱謰謮謷謩謮 这种情况下謬 ρik = ρiδik 或 〈i|f |k〉 = 〈i|f |i〉 δik謮
量子力学中统计平均的处理正如经典系综平均那样謬

〈f(ri,pi)〉 = 1
h3N

∫
dω ρ(ri,pi)f(ri,pi), 謨謱謰謮謱謶謩

唯一的区别是量子力学中求和不遍历所有相空间点 (ri,pi)謬 而是遍历所考察系统的 譈譩譬譢譥譲譴 空间謮 量
子力学中的密度算符起着与经典统计力学中相空间密度同样的作用謮 原理上謬 我们只要将经典理论中
的相空间密度当作算符謬 就可以作为量子力学的密度算符謮 但这样做之前謬 需要知道经典与量子统计平
均之间的差别謬 还有就是密度算符更详细的普遍性质謮

10.2 纯纯纯态态态与与与混混混合合合态态态

如果系统处于一个确定的微观态
∣∣Ψ(i)〉謬 称它是一个纯态 謨議譵譲譥 譳譴譡譴譥謩謮 另一方面謬 系统可能处于几

个不同微观态迭加的态謬 对应
∣∣Ψ(i)〉 的权为 ρi謮 这种态称之为混合态 謨譭譩譸譥譤 譳譴譡譴譥謩謮 现在要证明謬 不管

謕 謱謹謳 謕
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混合态还是纯态謬 都可以用密度算符的矩阵元完全描述謬 即只要知道密度矩阵謬 任意可观察量的所有量
子力学与统计平均都可以计算謮
为此謬 我们用 譄譩譲譡譣 标注还表示任意基 |φk〉 中的密度算符謬

ρ =
∑
k,k′

|φk′〉 ρk′k 〈φk| . 謨謱謰謮謱謷謩

对角矩阵元 ρkk = 〈φk|ρ|φk〉 正是系统处于态 |φk〉 的几率謬 而非对角矩阵元 ρk′k = 〈φk′ |ρ|φk〉 给出系
统从态 |φk〉 到态 |φk′〉 的自发跃迁几率謮 若这样制备系统謬 使得其处于态

∣∣Ψ(i)〉 的几率为 ρii謬 且对于
i 6= k謬 ρik = 0謬 则密度算符是对角的謬

ρ =
∑
i

∣∣∣Ψ(i)
〉
ρii
〈

Ψ(i)
∣∣∣ . 謨謱謰謮謱謸謩

这里我们假设态
∣∣Ψ(i)〉 构成一个正交系统謮 注意謬

∣∣Ψ(i)〉 不要求在整个 譈譩譬譢譥譲譴 空间是完备的謬 它们只
扫过态矢量未完全确定时的 譈譩譬譢譥譲譴 空间中的子空间謮

当且仅当系统的态矢量
∣∣Ψ(i)〉 已知且 ρ 除 ρii = 1 外其他值为零时是一个纯态謮 对于纯态謬 方程

謨謱謰謮謱謸謩 化为

ρpure =
∣∣∣Ψ(i)

〉〈
Ψi)
∣∣∣ . 謨謱謰謮謱謹謩

密度算符退化为到这个态的投影算符 謨議譲譯譪譥譣譴譩譯譮 譯議譥譲譡譴譯譲謩

P|Ψ(i)〉 =
∣∣∣Ψ(i)

〉〈
Ψ(i)

∣∣∣ . 謨謱謰謮謲謰謩

对应的子空间是一维的謮 然而謬 注意到对任意的基謬 纯态的密度矩阵包含多个不为零的矩阵元謮

ρpure =
∑
k,k′

|φk〉 〈φk|
∣∣∣Ψ(i)

〉〈
Ψ(i)

∣∣∣ |φk′〉 〈φk′ | = ∑
k,k′

|φk〉 a(i)
k a

(i)
k′ 〈φk′ | , 謨謱謰謮謲謱謩

a
(i)
k 是方程 謨謱謰謮謹謩 的展开系数謮 对于这组基謬 密度矩阵为

ρpurekk′ = a
(i)
k a

(i)
k′ . 謨謱謰謮謲謲謩

由投影算符的普遍性质謬

P 2
|Ψ〉 = P|Ψ〉, 謨謱謰謮謲謳謩

謕 謱謹謴 謕
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不依赖于基謬 描述纯态密度矩阵的方便判据是

(ρpure)2 = ρpure. 謨謱謰謮謲謴謩

另一方面謬 当系统处于多个
∣∣Ψ(i)〉 的迭加謬 发现混合态的特殊分量

∣∣Ψ(i)〉 的几率是 ρii 时謬 成立∑
i

ρii = 1, 0 ≤ ρii ≤ 1. 謨謱謰謮謲謵謩

令 f 是系统的一个可观察量謬 |φf 〉 是其对应于本征值 f 的本征态謮 对纯态
∣∣Ψ(i)〉 测量 f 謬 最普遍的

测量量是几率
∣∣〈φf |Ψ(i)〉∣∣2謮 要将这个几率用密度矩阵 ρpure =

∣∣Ψ(i)〉 〈Ψ(i)∣∣ 表示謬 取投影算符 P|φf 〉 =
|φf 〉 〈φf |謬 那么有恒等式∣∣∣〈φf |Ψ(i)

〉∣∣∣2 = Tr
(
ρpureP|φf 〉

)
謨謱謰謮謲謶謩

为证明它謬 以算符 f 的本征态 |φf 〉 为基即可

Tr
(
ρpureP|φf 〉

)
=
∑
f ′

〈
φf ′ |ρpureP|φf 〉|φf ′

〉
=
∑
f ′

〈
φf ′ |Ψ(i)

〉〈
Ψ(i)|φf

〉
〈φf |φf ′〉

=
〈
φf |Ψ(i)

〉〈
Ψ(i)|φf

〉
. 謨謱謰謮謲謷謩

类似地謬 对于混合态

Tr
(
ρP|φf 〉

)
=
∑
f ′

∑
i

〈
φf ′ |Ψ(i)

〉
ρii
〈

Ψ(i)|φf
〉
〈φf |φf ′〉

=
∑
i

〈
φf |Ψ(i)

〉
ρii
〈

Ψ(i)|φf
〉

=
∑
i

ρii

∣∣∣〈φf |Ψ(i)
〉∣∣∣2 . 謨謱謰謮謲謸謩

即量子力学几率
∣∣〈φf |Ψ(i)〉∣∣2 以统计几率 ρii 为权的和謮

謕 謱謹謵 謕
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一般地謬 对于任意算符 f 和任意基 |Φk〉謬

〈f〉 = Tr (ρf) =
∑
k,i

〈
Φk|Ψ(i)

〉
ρii
〈

Ψ(i)|f |Φk

〉
=
∑
i

ρii
∑
k,k′

〈
Φk|Ψ(i)

〉〈
Ψ(i)|Φk′

〉
〈Φk′ |f |Φk〉

=
∑
i

ρii
∑
k,k′

a
(i)
k a

(i)
k′ 〈Φk′ |f |Φk〉 . 謨謱謰謮謲謹謩

和方程 謨謱謰謮謱謰謩謬 謨謱謰謮謱謲謩 和 謨謱謰謮謱謶謩 一致謮 方程 謨謱謰謮謲謹謩 中謬 主要的区别在于以幅 a
(i)
k 标志的量子力学平

均和以 ρii 标志的统计謮 a(i)
k 是复的而 ρii 是实的謮 这意味着在量子平均中可能发生干涉謮

举例来说謬 对于
∣∣Ψ(i)〉 张成的子空间謬 若态 |Ψ〉 表示为

|Ψ〉 =
∑
i

ai

∣∣∣Ψ(i)
〉
. 謨謱謰謮謳謰謩

∣∣Ψ(i)〉 可以 謨在加入更多的矢量后謩 构成完备正交系统謮 系数 ai =
〈
Ψ(i)|Ψ

〉
是复数謮 可观察量 f 的期望

值

〈Ψ|f |Ψ〉 =
∑
i,k

aiak
〈

Ψ(i)|f |Ψ(k)
〉
. 謨謱謰謮謳謱謩

然而对于几率为 ρii 的
∣∣Ψ(i)〉 迭加的混合态謬 纯统计平均为

〈f〉 =
∑
i

ρii
〈

Ψ(i)|f |Ψ(i)
〉
. 謨謱謰謮謳謲謩

可以看到混合项在这里丢掉了謮 a(i)
k 的相位信息没有被包含在统计平均中謮 量子力学平均 謨謱謰謮謳謱謩 称

为相干的 謨譣譯譨譥譲譥譮譴謩謬 而统计平均 謨謱謰謮謳謲謩 称为非相干的 謨譩譮譣譯譨譥譲譥譮譴謩謮

Example (自由电子). 一个带自旋的电子由波函数

Φk,s(r) = 1
(2π)

3
2

exp (ik · r)χs, χ+ 1
2

=
(

1
0

)
, χ− 1

2
=
(

0
1

)
,

描述謮 s = ± 1
2 謮 组合

Ψk = a+Φk,+ 1
2

+ a−Φk,− 1
2

謨謱謰謮謳謳謩

謕 謱謹謶 謕
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是自由电子 譈譡譭譩譬譴譯譮 量的本征函数謮 电子的自旋对应着极化 謨議譯譬譡譲譩譺譥譤謩 电子波謮 比如 a+ = 0
对应于右手极化謬 而 a− = 0 对应于左手极化謮 由方程 謨謱謰謮謳謳謩謬 所有相关的线性组合都对应一个确
定的偏振态 謨議譯譬譡譲譩譺譡譴譩譯譮 譳譴譡譴譥謩謬 一般地为椭圆偏振謮 可以用极化矢量

P = 〈Ψk|σ|Ψk〉

来定义偏振謮 这里 σ 是 譐譡譵譬譩 算符謮 代入方程 謨謱謰謮謳謳謩謬 得到

P =
(
a+ a−

)
σ

(
a+

a−

)
= []a+a− + a−a+, i(a−a+ − a+a−), a+a+ − a−a−] .

可以看到謬 |P | = 1謬 系统具有最大的极化率謮 然而 謨比如对阴极射线管发出的射线謩 统计测量表
明謬 一般情况下没有发生任何极化謮 这不能简单地认为自旋 s = ± 1

2 的态均等地处于非极化下

謨|a+| = |a−| = 1√
2 对应于线偏振謩謬 而是这种情况下对应于 s = ± 1

2 的态矢量未被确定謮 只有态处
于 Ψk,± 1

2
的 謨实謩 几率 ρ± 信息謮 这对应着非相干 謨统计謩 平均的极化矢量

〈P 〉 = ρ+

〈
Ψk,+ 1

2
|σ|Ψk,+ 1

2

〉
+ ρ−

〈
Ψk,− 1

2
|σ|Ψk,− 1

2

〉
= (0, 0, ρ+ − ρ−) .

当 ρ+ = ρ− = 1
2 时謬 射线是完全非极化的 |〈P 〉| = 0謮

这个例子中謬 如果没有以量子力学方式获得最大的信息量謬 很清楚地我们是在处理一个混合态謮 即
从多个量子数 謨能量謬 自旋分量謬 等等謩 中只确定了部分量子数 謨如能量謩謮
一个态的多个量子数对应着互易的算符謬 可以同时表示为对角形式謮 这些未确定量子数的算符本

征态现在扫过 譈譩譬譢譥譲譴 空间的子空间謮 前面例子中的密度矩阵用电子的自旋表示为

ρs,s′ =
(
ρ+ 0
0 ρ−

)
, ρ+ + ρ− = 1. 謨謱謰謮謳謴謩

另一方面謬 纯态 謨謱謰謮謳謳謩 可以表示为

ρpures,s′ =
(
a+

a−

)(
a+ a−

)
=
(
a+a+ a−a+

a+a− a−a−

)
= 1

2

(
1 + Pz Px − iPy
Px + iPy 1− Pz

)
. 謨謱謰謮謳謵謩

10.3 密密密度度度矩矩矩阵阵阵的的的性性性质质质

略謮

謕 謱謹謷 謕
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10.4 量量量子子子统统统计计计的的的密密密度度度算算算符符符

由于相空间密度只依赖于 譈譡譭譩譬譴譯譮 量謬 对于定态系综 謨譳譴譡譴譩譯譮譡譲譹 譥譮譳譥譭譢譬譥譳謩 H 是守恒量謬 ρ 同
样是謮 方便的作法是以能量本征态 φn 为基謬

H |φn〉 = En |φn〉 . 謨謱謰謮謳謶謩

这样密度算符是对角的謬

ρmn = ρnδmn, 謨謱謰謮謳謷謩

其中 ρn = 〈φn|ρ|φn〉 是系统处于态 φn 的几率謮
对于微正则情况謬

ρn =

 1
Ω , E ≤ En ≤ E + ∆E,
0, 譯譴譨譥譲護譩譳譥.

謨謱謰謮謳謸謩

Ω(E, V,N) 是对应能量区间态的数目謮 对于任意基矢謬 由方程 謨謶謮謳謩謬

ρ = δ(H − E)
Tr [δ(H − E)] . 謨謱謰謮謳謹謩

正则密度算符

ρn = exp (−βEn)∑
n exp (−βEn) , 謨謱謰謮謴謰謩

配分函数

Z(T, V,N) =
∑
n

exp (−βEn) . 謨謱謰謮謴謱謩

这种情况对于任意基矢謬

ρ = exp (−βH)
Tr [exp (−βH)] . 謨謱謰謮謴謲謩

配分函数

Z(T, V,N) = Tr [exp (−βH)] . 謨謱謰謮謴謳謩

謕 謱謹謸 謕
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可观察量 〈f〉 由

〈f〉 = Tr (ρf) = Tr [exp (−βH) f ]
Tr [exp (−βH)] 謨謱謰謮謴謴謩

给出謮 对于平均能量謬

U = 〈H〉 = Tr (ρf) = Tr [exp (−βH)H]
Tr [exp (−βH)] = − ∂

∂β
ln [Tr exp (−βH)] 謨謱謰謮謴謵謩

或

U = − ∂

∂β
lnZ(T, V,N). 謨謱謰謮謴謶謩

熵

S = 〈−k ln ρ〉 = −kTr (ρ ln ρ) . 謨謱謰謮謴謷謩

由方程 謨謱謰謮謴謲謩謬 得到

S = −kTr {ρ [−βH − lnZ(T, V,N)]} = kβ 〈H〉+ k lnZ(T, V,N). 謨謱謰謮謴謸謩

利用 β = 1
kT
以及方程 謨謱謰謮謴謵謩謬

F = U − TS = −kT lnZ(T, V, Z) = −kT ln {Tr [exp (−βH)]} . 謨謱謰謮謴謹謩

除了用算符替代外謬 及用式 謨謱謰謮謴謱謩 或 謨謱謰謮謴謳謩 计算配分函数外謬 这些方程与经典情况的一样謮
据正则密度算符写为

ρn = exp [−β(En − µN)]∑
n,N exp [−β(En − µN)] . 謨謱謰謮謵謰謩

配分函数为

Z(T, V, µ) =
∑
n,N

exp [−β(En − µN)] =
∞∑
N=0

zNZ(T, V,N). 謨謱謰謮謵謱謩

z = exp (βµ) 是逸度謮 任意表象中謬

ρ = exp [−β (H − µN)]
Tr {exp [−β (H − µN)]} . 謨謱謰謮謵謲謩

謕 謱謹謹 謕
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对应地謬 巨正则配分函数

Z(T, V, µ) = Tr {exp [−β (H − µN)]} . 謨謱謰謮謵謳謩

在有粒子产生和湮灭 謨譣譲譥譡譴譩譯譮 譡譮譤 譡譮譮譩譨譩譬譡譴譩譯譮謩 的系统中謬 算符 ρ 作用于更普遍的 譈譩譬譢譥譲譴 空间 謕
譆譯譣譫 空间謮 熵

S = 〈−k ln ρ〉 = −kTr {ρ [−βH + βµN − lnZ(T, V, µ)]} = kβ 〈H〉 − kβµ 〈N〉+ k lnZ. 謨謱謰謮謵謴謩

用热力学量表示则为

Φ = U − TS − µN = −kT lnZ. 謨謱謰謮謵謵謩

正如经典情况謬 密度算符可以进一步推广謮 若守恒量 O 謨[O,H] = 0謩 不含陡峭的本征值謬 只是平均
意义上的守恒謬 我们需设

ρ = exp [−β (H − µN + αO)]
Tr {exp [−β (H − µN + αO)]} . 謨謱謰謮謵謶謩

强度量 α 謨譌譡譧譲譡譮譧譥 乘子謩 联系于 O 的平均

〈O〉 = Tr (ρO) . 謨謱謰謮謵謷謩

显然密度算符的引入仍然没有解决不可分辨粒子的问题謮和经典情况一样謬结果还得通过 譇譩譢譢譳因
子修正謮 这个问题只有在自洽的量子统计理论中考虑全同粒子在量子力学态中的不可分辨性质后才能
得以解决謮 在此之前謬 先就已有的内容充实一些像是的例子謮

Example (动量表象中的自由粒子). 我们来求在体积 V = L3 的容器内并使用周期条件的自由粒

子在动量表象中的正则密度矩阵謮 自由粒子的 譈譡譭譩譬譴譯譮 量是 H = p
2m 謬 其本征函数是平面波謮

H |φk〉 = E |φk〉 , E = ~2k2

2m

而

φk(r) = 1√
V

exp (ik · r) , k = 2π
L

(nx, ny, nz) , ni = 0,±1,±2, · · · . 謨謱謰謮謵謸謩

謕 謲謰謰 謕
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使用容器和周期边界条件的优点在于自动地描述了有限体积内的粒子謬 不是自由平面波的情况謮
波函数 φk(r) 是正交归一化的謬

〈φk′ |φk〉 = δk′k = δn′xnxδn′ynyδn′znz

且完备的謬

∑
k

φk(r′)φk(r) = δ(r − r′), −L2 ≤ ri, r
′
i ≤

L

2 . 謨謱謰謮謵謹謩

先来计算矩阵元

〈φk′ | exp (−βH) |φk〉 = exp
(
−β~

2k2

2m

)
〈φk′ |φk〉 = exp

(
−β~

2k2

2m

)
δkk′ . 謨謱謰謮謶謰謩

正则配分函数

Z(T, V, 1) = Tr exp (−βH) =
∑

k

〈φk| exp (−βH) |φk〉 =
∑

k

exp
(
−β~

2k2

2m

)
. 謨謱謰謮謶謱謩

正如已经提到过的謬 在大的体积内本征值 k 相互之间靠得很近謬 求和可以换成积分謬

Z(T, V, 1) = V

(2π)3

∫
d3k exp

(
−β~

2k2

2m

)
= V

λ3 . 謨謱謰謮謶謲謩

和经典结果相同謮 然而不同之处在于謬 由归一化条件带来的因子 h−3 在这里是自动出现的謮 密度
矩阵因此为

〈φk′ |ρ|φk〉 = λ3

V
exp

(
−β~

2k2

2m

)
δk′k.

Example (坐标表象中的自由粒子). 与前一个例子相同謬 但在坐标表象中计算 ρ 的矩阵元謮 现在只
需将结果转换到坐标表项中謬

〈r′|ρ|r〉 =
∑
k′,k

〈r′|k′〉 〈k′|ρ|k〉 〈k|r〉

=
∑
k′,k

φk′(r′)
[
λ3

V
exp

(
−β~

2k2

2m

)
δk′k

]
φk(r)

= λ3

V

1
(2π)3

∫
d3k exp

[
−β~

2k2

2m + ik · (r′ − r)
]
. 謨謱謰謮謶謳謩

謕 謲謰謱 謕
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这里求和再次换成了积分謮 简记 k0 = im
β~2 (r′ − r)謬 式 謨謱謰謮謶謳謩 化为

〈r′|ρ|r〉 = λ3

V

1
(2π)3 exp

[
− m

2β~2 (r′ − r)2
] ∫

d3k exp
[
−β~

2

2m (k − k0)2
]

最后得

〈r′|ρ|r〉 = λ3

V

1
(2π)3 exp

[
− m

2β~2 (r′ − r)2
](2πm

β~2

) 3
2

= 1
V

exp
[
− π

λ2 (r − r)2
]
. 謨謱謰謮謶謴謩

这里再次用了热波长 λ =
√

h2

2πmkT 謮 可以看到謬 坐标表象中密度矩阵不再是对角的謬 而是一个
(r′ − r) 的 譇譡譵譳譳 函数謮 密度矩阵的对角元与经典的常数密度相一致謬

〈r|ρ|r〉 = ρ(r) = 1
V
.

非对角元可以理解为粒子从位置 r 移到 r′ 的 謨跃迁謩 几率謮 对于长波段 謨λ → 0謩 这很难观察到謬
但在低温情况下謬 λ 可以变得非常大謮 这是在低温情况下量子效应显著的最早提示謮
在后面会经常用到矩阵元

〈r′| exp (−βH) |r〉 = 1
λ3 exp

[
− π

λ3 (r′ − r)2
]

= f(r′ − r), 謨謱謰謮謶謵謩

因此这里引入简写 f(r′ − r) 来表示它謮

Example (Wigner 变换). 如果知道矩阵元 〈r′|O|r〉謬 可以通过 譗譩譧譮譥譲 变换謬 赋予单粒子算符
O(r,p) 对应的经典可观察量 OW (r,p)謬

OW (R,p) =
∫ 〈

R− 1
2r|O|R+ 1

2r
〉

exp
(
ip · r
~

)
d3r. 謨謱謰謮謶謶謩

譗譩譧譮譥譲 变换 謨謱謰謮謶謶謩 的反变换是 譗譥譹譬 量子化方法謬 它给每个经典可观察量 OW (r,p) 赋予量子
算符 O 的矩阵元 〈r′|O|r〉謬

〈r′|O|r〉 = 1
h3

∫
OW

[1
2(r′ + r),p

]
exp

[
ip · (r′ − r)

~

]
d3p. 謨謱謰謮謶謷謩

证明

譩謮 量子密度算符 謨謱謰謮謶謴謩 的矩阵元 〈r′|ρ|r〉 的 譗譩譧譮譥譲 变换 謨謱謰謮謶謶謩 给出经典正则相空间密度
ρ(r,p)謮

謕 謲謰謲 謕
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譩譩謮 应用譗譥譹譬 量子化方法于经典正则相空间密度謬 得到量子密度算符的矩阵元 〈r′|ρ|r〉謮

Solution. 略謮

Example (自由粒子 〈H〉 的计算). 计算在前面例子中自由粒子的 譈譡譭譩譬譴譯譮 量平均值謮

Solution. 略謮

Example (N 个自由粒子的正则密度矩阵). 分别计算在动量和坐标表象中謬使用周期边界条件謬体
积为 V = L3 内的 N 个自由粒子的正则密度矩阵謮 假设多粒子的波函数是单粒子态 謨謱謰謮謵謸謩 的乘
积謮

Solution. 配分函数为

Z(T, V,N) = V N

λ3N . 謨謱謰謮謶謸謩

Example (谐振子的密度矩阵). 分别计算一个谐振子在能量和坐标表象中的密度矩阵謮 并讨论
T →∞ 和 T → 0 极限下的结果謮
提示謺 坐标表象中能量本征函数为

Ψn(q) =
(mω
π~

) 1
4 Hn(x)√

2nn!
exp

(
−x

2

2

)
, 謨謱謰謮謶謹謩

x =
√

mω
~ q謬 En =

(
n+ 1

2
)
~ω謮 可利用积分表示

Hn(x) = (−1)n exp
(
x2)( d

dx

)n
exp

(
−x2)

= exp (x2)√
π

∫ +∞

−∞
(−2iu)n exp

(
−u2 + 2ixu

)
du. 謨謱謰謮謷謰謩

Solution. 略謮

謕 謲謰謳 謕
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11 多多多粒粒粒子子子波波波函函函数数数的的的对对对称称称性性性质质质

粒子的不可分辨性与 譈譡譭譩譬譴譯譮 量在交换粒子坐标和动量时的不变性密切相关謮 这个不变性带来
的效果在量子力学比在经典力学中深远謮 量子力学中 譈譡譭譩譬譴譯譮 量的这种对称性属于额外的与 H 对易

的算符謮 不难看到謬 这种保持 譈譡譭譩譬譴譯譮 量对称性的算符对应于编号的交换謮 它们正是交换波函数坐标
ri 和 rk 的算符 Pik謬

PikΨ(r1, · · · , ri, · · · , rk, · · · , rN ) = Ψ(r1, · · · , rk, · · · , ri, · · · , rN ). 謨謱謱謮謱謩

若 譈譡譭譩譬譴譯譮 量对在所有粒子编号中的交换保持不变謬 那么

[H,Pik] = 0, i, k = 1, · · · , N, i 6= k. 謨謱謱謮謲謩

Pik 的本征函数满足方程

PikΨ(· · · , ri, · · · , rk, · · · ) = λΨ(· · · , ri, · · · , rk, · · · ) = Ψ(· · · , rk, · · · , ri, · · · ). 謨謱謱謮謳謩

再次用 Pik 作用于式 謨謱謱謮謳謩 可得

P 2
ikΨ(· · · , ri, · · · , rk, · · · ) = Ψ(· · · , ri, · · · , rk, · · · ) = λ2Ψ(· · · , ri, · · · , rk, · · · ), 謨謱謱謮謴謩

即本征值 λ = ±1謮 交换算符的推广是置换算符 謨議譥譲譭譵譴譡譴譩譯譮 譯議譥譲譡譴譯譲謩 P 謬

PΨ(r1, · · · , rN ) = Ψ(rP1 , · · · , rPN ), 謨謱謱謮謵謩

这里 P1, · · · , PN 是 1, · · · , N 的一个排列謮 若 譈譡譭譩譬譴譯譮 量与所有的 Pik 对易謬 或等价地謬 与所有的置
换算符对易謬 那么能量本征函数可以完全对称或完全反对称的方式构造謬 它们相对于任意两个坐标 謨或
粒子编号謩 的交换是完全对称或完全反对称的謮

从一个随意的謬 无对称性的能量本征函数 Ψ(r1, · · · , rN )謬 可以构造完全对称和反对称的波函数謬

ΨS(r1, · · · , rN ) = A
∑
P

PΨ(r1, · · · , rN ), 謨謱謱謮謶謩

ΨA(r1, · · · , rN ) = B
∑
P

(−1)PPΨ(r1, · · · , rN ). 謨謱謱謮謷謩

求和遍历所有排列謬 且

(−1)P =

+1, P 是偶排列,

−1, P 是奇排列.
謨謱謱謮謸謩

謕 謲謰謴 謕
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因子 A 和 B 由归一化条件确定謮
试验的事实是謬 自然界只用对称性质完整的波函数描述謮 更进一步地謬 本征值 λ 对于每个粒子种类

有相同不变的值謮 换句话说謬 自然界只存在两类粒子謬 由对称波函数描述的粒子謕玻色子 謨譢譯譳譯譮譳謩28謬 和 28 以印度物理学家 譂譯譳譥 命
名謮有反对称波函数描述的粒子謕费米子 謨警譥譲譭譩譯譮譳謩29謮
29 以意大利物理学家 譆譥譲譭譩
命名謮

正如经典情况謬 对于无相互作用粒子系统謬 对应的 譈譡譭譩譬譴譯譮 量是单粒子的 譈譡譭譩譬譴譯譮 量之和謬

H(r1, · · · , rN ,p1, · · · ,pN ) =
N∑
i=1

h(ri,pi). 謨謱謱謮謹謩

若已知算符 h(ri,pi) 的本征值问题

hφk(r) = εkφk(r) 謨謱謱謮謱謰謩

的解謬 可以由 φk(r) 构造整个波函数謮 譈譡譭譩譬譴譯譮 量 謨謱謱謮謹謩 的最简单本征函数是

ΨE
k1,··· ,kN (r1, · · · , rN ) =

N∏
i=1

φki(ri). 謨謱謱謮謱謱謩

波函数对应的能量本征值

E =
N∑
i=1

εki . 謨謱謱謮謱謲謩

式 謨謱謱謮謱謱謩 可以用 譄譩譲譡譣 符号规则表示成

|k1, · · · , kN 〉 = |k1〉 · · · |kN 〉 . 謨謱謱謮謱謳謩

若单粒子态是正交归一化并且是完备的謬 系统的态矢量也是正交归一化的謬

〈k′1, · · · , k′N |k1, · · · , kN 〉 = 〈k′1|k1〉 · · · 〈k′N |kN 〉 = δ(k′1 − k1) · · · δ(k′N − kN ). 謨謱謱謮謱謴謩

且是完备的謬

1 =
∑

k1,··· ,kN

|k1, · · · , kN 〉 〈k1, · · · , kN | . 謨謱謱謮謱謵謩

对于分立量子数謬 式 謨謱謱謮謱謴謩 中的 δ謭函数换成 譋譲譯譮譥譣譫譥譲 δ 符号謮 方程 謨謱謱謮謱謱謩 是态矢量在坐标表象中
的表达式謬

ΨE
k1,··· ,kN (r1, · · · , rN ) = 〈r1, · · · , rN |k1, · · · , kN 〉 . 謨謱謱謮謱謶謩

謕 謲謰謵 謕
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由此可以定义具有完全对称特征的本征函数

ΨS,E
k1,··· ,kN (r1, · · · , rN ) = 譎譯譲譭

∑
P

Pφk1(r1) · · ·φkN (rN ), 謨謱謱謮謱謷謩

ΨA,E
k1,··· ,kN (r1, · · · , rN ) = 1√

N !

∑
P

(−1)PPφk1(r1) · · ·φkN (rN ). 謨謱謱謮謱謸謩

式 謨謱謱謮謱謸謩 可以表示成行列式

ΨA,E
k1,··· ,kN (r1, · · · , rN ) = 1√

N !

∣∣∣∣∣∣∣∣
φk1(r1) · · · φk1(rN )

謮謮謮
謮謮謮

φkN (r1) · · · φkN (rN )

∣∣∣∣∣∣∣∣ . 謨謱謱謮謱謹謩

这个行列式也称为 譓譬譡譴譥譲 行列式謮 这里明显地体现了熟知的謬 费米子遵循的 譐譡譵譬譩 不相容原理 謕 两个
相同的费米子不能占据同一个单粒子态謮
相反謬 任意多的玻色子可以占据相同的单粒子态謮 这使得对称波函数 謨謱謱謮謱謷謩 的归一化更为复杂謮

若玻色子中的 n1 个占据 k1 态謬 n2 个占据 k2 态謬 等等謬 N =
∑
i ni謬 式 謨謱謱謮謱謷謩 的归一化因子为

譎譯譲譭 = 1√
N !n1!n2! · · ·

. 謨謱謱謮謲謰謩

謮

Example (对称 2-粒子波函数的归一化). 计算对称 謲謭粒子波函数的归一化謬

ΨS(r1, r2) = φ1(r1)φ2(r2) + φ1(r2)φ2(r1),
ΨSΨS = φ1(r1)φ2(r2)φ1(r1)φ2(r2) + φ1(r1)φ2(r2)φ1(r2)φ2(r1)

+ φ1(r2)φ2(r1)φ1(r1)φ2(r2) + φ1(r2)φ2(r1)φ1(r2)φ2(r1).

若 φ1 和 φ2 正交謬 第二个式子等号右边的第二和第三项消失謬
〈
ΨS |ΨS

〉
= 2謮 但是謬 若两个粒子占

据了同样的态 φ1謬 交叉项也有贡献謬
〈
ΨS |ΨS

〉
= 4謮 第一种情况 N = 2謬 n1 = n2 = 1謻 第二种情况

N = 2謬 n1 = 2謬 n2 = 0謻 等等謮

对称和反对称波函数可以更清楚地表示在 譄譩譲譡譣 符号系统中謬

|k1, · · · , kN 〉A = 1√
N !

∑
P

(−1)PP |k1, · · · , kN 〉 = 1√
N !S

∑
P

(−1)P |kP1 , · · · , kPN 〉 , 謨謱謱謮謲謱謩

|k1, · · · , kN 〉S = 1√
N !S

∑
P

P |k1, · · · , kN 〉 = 1√
N !S

∑
P

|kP1 , · · · , kPN 〉 . 謨謱謱謮謲謲謩

謕 謲謰謶 謕
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1√
S
表示额外的归一化因子謮 显然謬

P |k1, · · · , kN 〉A = |kP1 , · · · , kPN 〉
A = (−1)P |k1, · · · , kN 〉A , 謨謱謱謮謲謳謩

P |k1, · · · , kN 〉S = |kP1 , · · · , kPN 〉
S = |k1, · · · , kN 〉A . 謨謱謱謮謲謴謩

且它们是正交归一化的謮 对于反对称态謬

A 〈k′1, · · · , k′N |k1, · · · , kN 〉
A = 1

N !
∑
P

(−1)P
∑
P ′

(−1)P
′
〈
k′P ′1 , · · · , k

′
P ′
N
|kP1 , · · · , kPN

〉
=
∑
P

(−1)P 〈k′1, · · · , k′N |kP1 , · · · , kPN 〉

=
∑
P

(−1)P δ(k′1 − kP1) · · · δ(k′N − kPN ). 謨謱謱謮謲謵謩

对于对称态謬

S 〈k′1, · · · , k′N |k1, · · · , kN 〉
S = 1√

SS′

∑
P

δ(k′1 − kP1) · · · δ(k′N − kPN ). 謨謱謱謮謲謶謩

态矢量 謨謱謱謮謲謱謩 和 謨謱謱謮謲謲謩 分别构成反对称和对称态子空间的完备集謬

1A = 1
N !

∑
k1,··· ,kN

|k1, · · · , kN 〉A A 〈k1, · · · , kN | , 謨謱謱謮謲謷謩

1S = 1
N !

∑
k1,··· ,kN

|k1, · · · , kN 〉S S 〈k1, · · · , kN | . 謨謱謱謮謲謸謩

1A 和 1S 分别表示对应子空间的单位算符謮
态的对称与反对称化对系统的可观察量也带来了影响謮 在可观察量期望值上謬 现在对以某种方式标

注的特殊粒子不再敏感謮 比如謬 不再可能指出粒子 謲 处于 r1 的几率謬 只有 N 粒子之一处于 r1 的几率

密度謮 这意味着不可分辨粒子系统的所有可观察量O謬 对于粒子的重排是不变的謬

[O,P ] = 0. 謨謱謱謮謲謹謩

波函数的对称特征对系统的热力学和统计性质也有着重要的影响謮 它们分别称为对应于玻色子的
譂譯譳譥謭譅譩譮譳譴譥譩譮 统计和对应于费米子的 譆譥譲譭譩謭譄譩譲譡譣 统计謮 若所有粒子是可分辨的謬 可以用态 謨謱謱謮謱謳謩 表
示謬 这是极限情况下的 譍譡譸護譥譬譬謭譂譯譬譴譺譭譡譮譮 统计謮 很多情况下謬 式 謨謱謱謮謱謳謩 也能作为全同 謨不可分辨謩 粒
子系统的近似謬 之后再手动补上 譇譩譢譢譳 修正因子謬 正如我们前面做过的謮 很快会认识到謬 这种近似对于
处理低密度高温的系统非常好謮 量子 謨譂譯譳譥謭譅譩譮譳譴譥譩譮 或 譆譥譲譭譩謭譄譩譲譡譣謩 统计近似为 譍譡譸護譥譬譬謭譂譯譬譴譺譭譡譮譮
统计謮 直观上这是很清楚的謬 粒子的波包之间相距很远时謬 重叠部分很小謬 不带来可观的相干效应謮 另一

謕 謲謰謷 謕
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方面謬 当温度很低或密度很高时謬 量子效应起着重要的作用謮

Example (理想气体). 现在来考察第 謱謰 章中理想气体的例子謮 用符号 δP = (±1)P 把对称和反对
称态矢量写成统一的形式謮

|k1, · · · ,kN 〉A,S = 1√
N !

∑
P

δP |kP1 , · · · ,kPN 〉

那么

A,S 〈k′1, · · · ,k′N | exp (−βH) |k1, · · · ,kN 〉
A,S

=
∑
P

δP 〈k′1, · · · ,k′N | exp(−βH)|kP1 , · · · ,kPN 〉

= exp
[
−β~

2

2m
(
k2

1 + · · ·+ k2
N

)]∑
P

δP δ (k′1 − kP1) · · · δ (k′N − kPN ) . 謨謱謱謮謳謰謩

配分函数

ZA,S(T, V,N) = Tr [exp (−βH)]

= 1
N !

∑
k1,··· ,kN

A,S 〈k1, · · · ,kN | exp (−βH) |k1, · · · ,kN 〉A,S

= 1
N !

∑
k1,··· ,kN

∑
P

δP exp(−βE)δ (k′1 − kP1) · · · δ (k′N − kPN ) . 謨謱謱謮謳謱謩

我们在后面的章节中再详细讨论謮 现在来计算坐标表象下 exp (−βH) 的表达式謬

A,S 〈r′1, · · · , r′N | exp (−βH) |r1, · · · , rN 〉
A,S

=
∑
P

δP 〈r′1, · · · , r′N | exp (−βH) |rP1 , · · · , rPN 〉 . 謨謱謱謮謳謲謩

利用简记符号 謨謱謰謮謶謵謩謬 方程 謨謱謱謮謳謲謩 化为

A,S 〈r′1, · · · , r′N | exp (−βH) |r1, · · · , rN 〉
A,S =

∑
P

δP f (r′1 − rP1) · · · f (r′N − rPN ) .

謕 謲謰謸 謕
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配分函数为

ZA,S(T, V,N) = Tr [exp (−βH)]

= 1
N !

∫
d3r1 · · · d3rN

A,S 〈r1, · · · , rN | exp (−βH) |r1, · · · , rN 〉A,S

= 1
N !
∑
P

δP

∫
d3r1 · · · d3rNf (r1 − rP1) f (rN − rPN ) . 謨謱謱謮謳謳謩

为看到和前面用 譍譡譸護譥譬譬謭譂譯譬譴譺譭譡譮譮 统计结果的主要变化謬 考察 N = 2 粒子系统的特殊例子謮 式
謨謱謱謮謳謰謩 写为

A,S 〈k′1,k′2| exp (−βH) |k1,k2〉
A,S

= exp
[
−β~

2

2m
(
k2

1 + k2
2
)]

[δ (k′1 − k1) δ (k′2 − k2)± δ (k′1 − k2) δ (k′2 − k1)] .

配分函数为

ZA,S(T, V, 2) = 1
2!
∑

k1,k2

exp
[
−β~

2

2m
(
k2

1 + k2
2
)]

[1± δ (k1 − k2)] .

謨ki 实际上取分立值謬 所以应该用 δkikj 取代 δ (ki − kj)謩謮 将求和换成积分謬

ZA,S(T, V, 2) = 1
2
V 2

(2π)6

∫
d3k1d

3k2 exp
[
−β~

2

2m
(
k2

1 + k2
2
)]

± 1
2

V

(2π)3

∫
d3k exp

(
−β~

2k2

m

)
. 謨謱謱謮謳謴謩

最后得

ZA,S = 1
2
V 2

λ6

(
1± 1

2 3
2

λ3

V

)
. 謨謱謱謮謳謵謩

与之前由方程 謨謱謰謮謶謸謩 带上 譇譩譢譢譳 修正因子得到的结果

Z(T, V, 2) = 1
2
V 2

λ6 謨謱謱謮謳謶謩

相比较謬 多了一项謮 这些多出来的项是 λ3

V
的展开式謬 在体积很大 謨低密謩 或高温时很小謮 而第一项

正对应着经典结果謮 不幸的是謬 照方程 謨謱謱謮謳謱謩 来计算一般的配分函数很不容易謮 而用巨正则配分
函数要容易得多謬 我们将在第 謱謲 章讲述謮

謕 謲謰謹 謕
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现在来看附加项謬 为此謬 把 exp (−βH) 显式地在坐标表象写出来謬

A,S 〈r′1, r′2| exp (−βH) |r1, r2〉
A,S = f (r′1 − r1) f (r′2 − r2)± f (r′1 − r2) f (r′2 − r1)

= 1
λ6

{
e
− π
λ2

[
(r′1−r1)2+(r′2−r2)2]

± E−
π
λ2

[
(r′1−r2)2+(r′2−r2)1]}

.

其对角元表示两个粒子的几率密度謬

A,S 〈r1, r2|ρ|r1, r2〉A,S = 1
ZA,Sλ6

{
1± exp

[
−2π
λ2 (r1 − r2)2

]}
. 謨謱謱謮謳謷謩

粒子现在不再像经典情况那样是整个空间均匀分布的謮 玻色子和费米子 謐感觉到謑 其他在附近的
同种类粒子謮 可以将多出来的项理解为有一个额外的 謨对于玻色子謩 引力势或 謨对于费米子謩 斥力
势謬 如图 謱謱謮謱 所示謮

图 11.1. 模拟对称反对称的 “势”.

謕 謲謱謰 謕
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12 理理理想想想量量量子子子系系系统统统的的的巨巨巨正正正则则则系系系综综综描描描述述述

前一章中给出的理想的謬无相互作用量子系统的公式需作进一步的推导謮 描述此类系统的是譈譡譭譩譬謭
譴譯譮 量 謨謱謱謮謹謩謬 正则配分函数为

Z(T, V,N) = Tr [exp (−βH)]

= 1
N !

∑
k1,··· ,kN

S,A 〈k1, · · · ,kN | exp (−βH) |k1, · · · ,kN 〉S,A . 謨謱謲謮謱謩

取决于方程 謨謱謲謮謱謩 中态矢量謬 可以有三种情况謬 譍譡譸護譥譬譬謭譂譯譬譴譺譭譡譮譮 统计 謨譍譂謬 乘积态謩謬 譂譯譳譥謭譅譩譮譳譴譥譩譮
统计 謨譂譅謬 对称态謩 和 譆譥譲譭譩謭譄譩譲譡譣 统计 謨譆譄謬 反对称态謩謮 1

N ! 在第一种情况 謨譍譂謩 中代表了 譇譩譢譢譳 修
正因子謬 其他两种情况中则是态矢量的归一化因子謮 原理上謬 任意表象中都能计算迹 謨謱謲謮謱謩謬 但能量表象
特别有用謮 能量本征态满足条件

H |k1, · · · ,kN 〉S,A = E |k1, · · · ,kN 〉S,A , E =
N∑
i=1

εki . 謨謱謲謮謲謩

算符 exp (−βH) 应用到这些态中謬 所有三种情况下给出本征值 exp (−βE)謮 在 譍譡譸護譥譬譬謭譂譯譬譴譺譭譡譮譮 统
计中謬 配分函数 謨謱謲謮謱謩 可以通过单粒子配分函数 Z(T, V, 1) 计算得到

ZMB(T, V,N) = 1
N !

N∏
i=1

∑
ki

〈ki| exp (−βhi) |ki〉 = 1
N ! [Z(T, V, 1)]N . 謨謱謲謮謳謩

h 表示单粒子的 譈譡譭譩譬譴譯譮 量謮
现在试着来对其他两种情况作类似的推导謮 为此謬注意到当单粒子态的占有数已知时謬完全 謨反謩对

称态的特征是确定了的謮 若以角标 k 表示单粒子态 |k〉謬 为确定 N 謭粒子态謬 知道每个单粒子态的占有数
謨譯譣譣譵議譡譴譩譯譮 譮譵譭譢譥譲譳謩 {n1, n2, · · · }就足够了謮对于玻色子謬每个占有数可以取的值为 nk = 0, 1, · · · , N 謮
另一方面謬 对于费米子謬 nk = 0, 1謮 占有数当然还需满足条件

∞∑
k=1

nk = N. 謨謱謲謮謴謩

能量本征值也可以用占有数表示謬

E =
∞∑
k=1

nkεk. 謨謱謲謮謵謩

謕 謲謱謱 謕
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与式 謨謱謲謮謲謩 比较謬 角标现在遍历所有单粒子态謬 而不是所有单个粒子謮 类似地謬 态 |k1, · · · ,kN 〉 也可以
将 k1, ·,kN 替换成占有数 n1, n2, · · · 来表示謬

|n1, n2, · · · 〉S,A ≡ |k1, · · · ,kN 〉S,A . 謨謱謲謮謶謩

方程 謨謱謲謮謶謩 只是一个基矢量 |k1, · · · ,kN 〉 的新表达式謮 然而謬 占有数自身并不决定量子数 k1, · · · ,kN
出现的次序謮 因此现在先约定单粒子态的占有总是 謐从低到高謑 謨警譲譯譭 譢譥譬譯護 譴譯 譡譢譯譶譥謩 来写出来的謮 量
子数 k1, · · · ,kN 总是以递增顺序写出謮

占有数表象在二次量子化中特别有用謬 这里我们不讨论謮 由等式 謨謱謲謮謶謩謬 |n1, n2, · · · 〉S,A 满足

H |n1, n2, · · · 〉S,A = E |n1, n2, · · · 〉S,A , E =
∞∑
k=1

nkεk 謨謱謲謮謷謩

和

N |n1, n2, · · · 〉S,A = N |n1, n2, · · · 〉S,A , N =
∞∑
k=1

nk. 謨謱謲謮謸謩

态 |k〉 的占有数 nk 也是可观察量謬 类似地謬

nk |n1, · · · , n′k, · · · 〉
S,A = n′k |n1, · · · , n′k, · · · 〉

S,A
, n′k =

0, 1, 费米子,

0, 1, · · · , 玻色子.
謨謱謲謮謹謩

集 {n1, n2, · · · } 加上波函数的对称性质唯一地决定了系统的微观态謮 由此謬 可以立刻构造出对称或反对
称的波函数謮 两个态是相同的謬 当且仅当所有的占有数 nk 相同謬

S,A 〈n′1, n′2, · · · |n1, n2, · · · 〉
S,A = δn′1n1δn′2n2 · · · . 謨謱謲謮謱謰謩

密度算符的矩阵元在这个表象中有明显的诠释謮 对于正则密度算符

S,A 〈n′1, n′2, · · · |ρ|n1, n2, · · · 〉
S,A = 1

Z(T, V,N)
S,A 〈n′1, n′2, · · · | exp (−βH) |n1, n2, · · · 〉

S,A

= 1
Z(T, V,N) exp

(
−β

∞∑
k=1

nkεk

)
δn′1n1δn′2n2 · · · . 謨謱謲謮謱謱謩

配分函数

Z(T, V,N) =
′∑
{nk}

exp
(
−β

∞∑
k=1

nkεk

)
, 謨謱謲謮謱謲謩

謕 謲謱謲 謕
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这里

∞∑
k=1

= N, nk =

0, 1, 费米子,

0, 1, 2, · · · , 玻色子

且
∑′ 遍历所有占有数允许的集合 {n1, n2, · · · }謮 每一个集合对应系统的一个微观态謮 求和符号上的撇

表示只有满足条件 謨謱謲謮謴謩 这样的占有数有贡献謮 更进一步謬 对于费米子謬 只能是 nk = 0, 1謻 而对于玻色
子謬 求和遍历所有的自然数謮 现在謬 可以理解密度矩阵的对角元

P {nk} = S,A 〈n1, n2, · · · |ρ|n1, n2, · · · 〉S,A = 1
Z

exp
(
−β

∞∑
k=1

nkεk

)
謨謱謲謮謱謳謩

为系统特定占有数集 {n1, n2, · · · } 的出现几率謮
非常类似地謬 可以得到巨正则密度算符

S,A 〈n′1, n′2, · · · |ρ|n1, n2, · · · 〉
S,A = 1

Z(T, V, µ)
S,A 〈n′1, n′2, · · · | exp [−β (H − µN)] |n1, n2, · · · 〉

S,A

= 1
Z(T, V, µ) exp

[
−β

∞∑
k=1

nk (εk − µ)
]
δn′1n1δn′2n2 · · · . 謨謱謲謮謱謴謩

和配分函数

Z(T, V, µ) =
∑
{nk}

exp
[
−β

∞∑
k=1

nk (εk − µ)
]
, nk =

0, 1, 费米子,

0, 1, · · · , 玻色子.
謨謱謲謮謱謵謩

因为对不同粒子数 N 的微观态都要求和謬 这里对于求和角标占有数不再有附加限制謮 若将巨正则配分
函数写成

Z(T, V, µ) =
∞∑
N=1

zNZ(T, V,N) =
∞∑
N=0

zN
′∑
{nk}

exp
(
−β

∞∑
k=1

nkεk

)

=
∞∑
N=0

′∑
{nk}

exp
[
−β

∞∑
k=1

nk (εk − µ)
]
, 謨謱謲謮謱謶謩

容易看到謬 带撇号的求和有约束 謨謱謲謮謴謩謬 而粒子数的的所有可能值求和解除了这个限制謮 同样地謬 对角
矩阵元

P {nk} = S,A 〈n1, n2, · · · |ρ|n1, n2, · · · 〉S,A = 1
Z

exp
[
−β

∞∑
k=1

nk (εk − µ)
]

謨謱謲謮謱謷謩

謕 謲謱謳 謕
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理解为巨正则系综中系统特定占有数集 {n1, n2, · · · } 的出现几率謮 有启发意义地謬 把占有数表象应用到
经典 譍譡譸護譥譬譬謭譂譯譬譴譺譭譡譮譮统计謮 因为占有数不含哪个粒子处于哪个单粒子态的信息謬 集合 {n1, n2, · · · }
现在不唯一地决定乘积波函数 |k1, · · · ,kN 〉謮 然而謬 所有与集合 {n1, n2, · · · } 相容的乘积态有相同的能
量因此它们是等几率的謮 所以只要数出这些态的数目謮 首先粒子的排列数目有 N !謬 但对于处于 |k〉 态的
nk 个粒子謬 它们的重新排列有 nk! 个謬 并不产生新的微观态謮 因此每个集合 {n1, n2, · · · } 对应的态数目
是 N !

n1!n2!··· 謮 对于 譍譡譸護譥譬譬謭譂譯譬譴譺譭譡譮譮 情况謬 也可以在占有数表象中写出正则配分函数謬

ZMB(T, V,N) = 1
N !

′∑
{nk}

N !
n1!n2! · · · exp

(
−β

∞∑
k=1

nkεk

)
. 謨謱謲謮謱謸謩

譇譩譢譢譳 因子是手动加上的謮 由多项式定理謬 方程 謨謱謲謮謱謸謩 可以再次得到方程 謨謱謲謮謳謩謬

ZMB(T, V,N) = 1
N !

N∑
n1,n2,···=0

′
N !

n1!n2! · · · [exp (−βε1)]n1 [exp (−βε2)]n2 · · ·

= 1
N !

[ ∞∑
k=1

exp (−βεk)
]N

= 1
N ! [Z(T, V, 1)]N . 謨謱謲謮謱謹謩

若现在定义占有数集合 {n1, n2, · · · } 的统计权重

gMB {nk} = 1
n1!n2! · · · , 謨謱謲謮謲謰謩

gBE {nk} = 1, 謨謱謲謮謲謱謩

gFd {nk} =

1, 所有的 nk = 0 或 謱,
0, 其他.

謨謱謲謮謲謲謩

那么三种情况可以写成统一形式謮 正则配分函数由

Z(T, V,N) =
′∑
{nk}

g {nk} exp
(
−β

∞∑
k=1

nkεk

)
謨謱謲謮謲謳謩

给出謮 类似地謬 巨正则配分函数由

Z(T, V, µ) =
∑
{nk}

g {nk} exp
[
−β

∞∑
k=1

nk (εk − µ)
]

謨謱謲謮謲謴謩

謕 謲謱謴 謕
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给出謮 几率 謨謱謲謮謱謳謩 和 謨謱謲謮謱謷謩 写成正则的

P {nk} = 1
Z
g {nk} exp

(
−β

∞∑
k=1

nkεk

)
謨謱謲謮謲謵謩

和巨正则的

P {nk} = 1
Z
g {nk} exp

[
−β

∞∑
k=1

nk (εk − µ)
]
. 謨謱謲謮謲謶謩

到目前为此謬 我们只是用另一种语言形成了公式謬 没有做实际的简化謮 不幸的是謬 对于 譂譯譳譥謭譅譩譮譳譴譥譩譮 或
譆譥譲譭譩謭譄譩譲譡譣 统计不可能作这样的简化謮 在方程 謨謱謲謮謲謳謩 中的额外约束 N =

∑N
k=1 nk 使得方程 謨謱謲謮謲謳謩

中的求和除在 譍譡譸護譥譬譬謭譂譯譴譺譭譡譮譮 情况外很难做进一步的简化謮 然而在巨正则配分函数中没有这个约
束謬 极大地简化了玻色子和费米子的计算謮

ZBE(T, V, µ) =
∞∑

n1,n2,···=0
{exp [−β (ε1 − µ)]}n1 {exp [−β (ε2 − µ)]}n2 · · ·

=
∞∏
k=1

∞∑
nk=0

{exp [−β (εk − µ)]}nk . 謨謱謲謮謲謷謩

求和是一个几何级数謬 其值为

∞∑
nk=0

{exp [−β (εk − µ)]}nk = [1− z exp (−βεk)]−1
. 謨謱謲謮謲謸謩

这里 z = exp (βµ)謮 那么

ZBE(T, V, µ) =
∞∏
k=1

1
1− z exp (−βεk)

. 謨謱謲謮謲謹謩

而

ZFD(T, V, µ) =
1∑

n1,n2,···=0
{exp [−β (ε1 − µ)]}n1 {exp [−β (ε2 − µ)]}n2 · · ·

=
∞∏
k=1

1∑
nk=0

{exp [−β (εk − µ)]}nk

=
∞∏
k=1

[1 + z exp (−βεk)] . 謨謱謲謮謳謰謩

謕 謲謱謵 謕
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为保持完整性謬 也给出

ZMB(T, V, µ) =
∞∑

n1,n2,···=0

1
n1!n2! · · · {exp [−β (ε1 − µ)]}n1 {exp [−β (ε2 − µ)]}n2 · · ·

=
∞∏
k=1

∞∑
nk=0

1
nk!
{exp [−β (εk − µ)]}nk

=
∞∏
k=1

exp [z exp (−βεk)] . 謨謱謲謮謳謱謩

原理上也可以利用式 謨謹謮謷謰謩 由巨正则配分函数来计算正则配分函数謮 但这个过程的积分颇为复杂謮
另一方面也没有必要謬 因为巨正则系综描述的热力学性质与微正则或正则系综的相同謮 很多情况下謬 可
能化学势 µ 或系统的逸度 z 没有给出謬 只知道粒子数 N 謮 这使得显式地计算理想量子气体的性质变得
更困难謬 但我们很快会知道謬 这不是一个原理性问题謮
由巨正则配分函数可以立刻得到巨正则势

Φ(T, V, µ) = −kT lnZ(T, V, µ) = U − TS − µN = −pV 謨謱謲謮謳謲謩

利用状态方程 謨謴謮謱謱謳謩

S(T, V, µ) = −∂Φ
∂T

∣∣∣∣
V,µ

, p(T, V, µ) = −∂Φ
∂V

∣∣∣∣
T,µ

, N(T, V, µ) = −∂Φ
∂µ

∣∣∣∣
T,V

. 謨謱謲謮謳謳謩

更详细地写为

ΦMB(T, V, µ) = −kT
∞∑
k=1

z exp (−βεk) = −kT
∞∑
k=1

exp [−β (εk − µ)] , 謨謱謲謮謳謴謩

ΦBE(T, V, µ) = −kT
∞∑
k=1

ln [1− z exp (−βεk)] = kT
∞∑
k=1

[1− exp [−β (εk − µ)]] , 謨謱謲謮謳謵謩

ΦFD(T, V, µ) = −kT
∞∑
k=1

ln [1 + z exp (−βεk)] = −kT
∞∑
k=1

[1 + exp [−β (εk − µ)]] . 謨謱謲謮謳謶謩

总结为一个方程

lnZ = pV

kT
= 1
a

∞∑
k=1

ln [1 + az exp (−βεk)] , 謨謱謲謮謳謷謩

謕 謲謱謶 謕
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a 定义为

a =


+1, 譆譄,
0, 譍譂,
−1, 譂譅.

謨謱謲謮謳謸謩

也可以方面地用热力学量 N(T, V, µ) = 〈N〉 和 U(T, V, µ) = 〈H〉 来表示方程 謨謱謲謮謳謷謩謬

N(T, V, µ) = kT
∂

∂µ
lnZ

∣∣∣∣
T,V

=
∞∑
k=1

1
z−1 exp (βεk) + a

, 謨謱謲謮謳謹謩

U(T, V, µ) = − ∂

∂β
lnZ

∣∣∣∣
V,z

=
∞∑
k=1

εk
z−1 exp (βεk) + a

. 謨謱謲謮謴謰謩

方程 謨謱謲謮謳謹謩 和 謨謱謲謮謴謰謩 也可以直接通过算符 N 和 H 的统计平均得到謮 巨正则系综描述可观察量 O

的平均

〈O〉 = Tr (ρO) = Tr {exp [−β (H − µN)]O}
Tr {exp [−β (H − µN)]}

= 1
Z
∑
lrnk

g {nk} S,A 〈n1, n2, · · · | exp [−β (H − µN)]O|n1, n2, · · · 〉S,A 謨謱謲謮謴謱謩

= 1
Z
∑
{nk}

g {nk} exp
[
−β

∞∑
k=1

nk (εk − µ)
]
S,A 〈n1, n2, · · · |O|n1, n2, · · · 〉S,A . 謨謱謲謮謴謲謩

记 O(n1, n2, · · · ) 为可观察量 O 的期望值

O(n1, n2, · · · ) = S.A 〈n1, n2, · · · |O|n1, n2, · · · 〉S,A , 謨謱謲謮謴謳謩

那么

〈O〉 = 1
Z
∑
{nk}

g {nk} exp
[
−β

∞∑
k=1

nk (εk − µ)
]
O(n1, n2, · · · ). 謨謱謲謮謴謴謩

謕 謲謱謷 謕



郑
惠
南
热
力
学
与
统
计
物
理

由此謬 粒子数算符的平均值为

〈N〉 = 1
Z
∑
{nk}

g {nk} exp
[
−β

∞∑
k=1

nk (εk − µ)
] ∞∑
k=1

nk

= 1
Z

 1
β

∂

∂µ

∑
{nk}

g {nk} exp
[
−β

∞∑
k=1

nk (εk − µ)
]

T,µ

= kT
∂

∂µ
lnZ

∣∣∣∣
T,µ

, 謨謱謲謮謴謵謩

和

〈H〉 = 1
Z
∑
{nk}

g {nk} exp
[
−β

∞∑
k=1

nk (εk − µ)
] ∞∑
k=1

nkεk

= 1
Z

− ∂

∂β

∑
{nk}

g {nk} exp
[
−β

∞∑
k=1

nk (εk − µ)
]

V,z

= − ∂

∂β
lnZ

∣∣∣∣
V,µ

. 謨謱謲謮謴謶謩

显然謬 占有数的平均为

〈nk〉 = 1
z−1 exp (βεk) + a

= 1
exp [β (εk − µ)] + a

. 謨謱謲謮謴謷謩

也可以通过直接计算得到

〈nk〉 = 1
Z
∑
{nk}

g {nk} exp
[
−β

∞∑
k=1

nk (εk − µ)
]
nk

= 1
Z

− 1
β

∂

∂εk

∑
{nk}

g {nk} exp
[
−β

∞∑
k=1

nk (εk − µ)
]

V,z,εi6=k

= − 1
β

∂

∂εk
lnZ

∣∣∣∣
V,Z,εi6=k

. 謨謱謲謮謴謸謩

单粒子态 |k〉 的平均占有数作为无量纲量 x = β (εk − µ) 的函数如图 謱謲謮謱 所示謮 可以看到謬 对于
大的 x 值 謨x� 1謩謬 所有情况的占有数变得相同謮 这个区域中三种分布没有区别謮 对这个似乎是低温情
况 謨T → 0謬 β → ∞謬 εk > µ謩 的极限不应感到困惑謮 需考虑到在给定粒子数时化学势也是温度謬 粒子数
和体积的函数謮 对于 x → 0謬 玻色子的平均占有数是发散的謮 玻色系统的化学势总是比单粒子态最低能

謕 謲謱謸 謕
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级的能量小謬 当然是非物理的謮 对于给定的粒子数謬 化学势由方程 謨謱謲謮謳謹謩 确定謮 下面会看到限制 µ < εk
总是被满足謮

图 12.1. 平均占有数 〈nk〉 和 x =
β (εk − µ) 的关系.

图 謱謲謮謲 重画了不同温度下费米子系统的平均占有数謮 这里对应于常量化学势謬 单粒子态能量 εk 用

作自变量謮 〈nk〉FD 不会超过 謱謬 这是 譐譡譵譬譩 不相容原理的结果謮

图 12.2. 不同温度下费米子的平均
占有数.

在温度为零时謬 所有直到单粒子能量 εk = µ 的态都被一个粒子占据謮 所有 εk > µ 的态是空着的謮
费米子系统的化学势在 T = 0 时与 譆譥譲譭譩 能量 εf 相同謮 对于 T > 0謬 越来越多的费米子统计地被激发
到较高的能级謮
现在来计算占有数的涨落 謨謝譵譣譴譵譡譴譩譯譮譳 譯警 譴譨譥 譯譣譣譵議譡譴譩譯譮 譮譵譭譢譥譲譳謩謮 利用式 謨謱謲謮謴謸謩謬

〈
n2
k

〉
= 1
Z

(
− 1
β

∂

∂εk

)2

Z
∣∣∣∣∣
T,z,εi6=k

, 謨謱謲謮謴謹謩

σ2
nk

=
〈
n2
k

〉
− 〈nk〉2 =

(
− 1
β

∂

∂εk

)2

Z
∣∣∣∣∣
T,z,εi6=k

= − 1
β

∂

∂εk
〈nk〉

∣∣∣∣
T,z,εi6=k

= exp [β (εk − µ)]
{exp [β (εk − µ)] + a}2

. 謨謱謲謮謵謰謩

相对涨落

σ2
nk

〈nk〉2
= exp [β (εk − µ)] = z−1 exp (βεk) = 1

〈nk〉
− a, 謨謱謲謮謵謱謩

反比于平均占有数自身謮 对于经典 譍譡譸護譥譬譬謭譂譯譬譴譺譭譡譮譮 统计謬 aMB = 0謬 为正常涨落謮 相比于经典情况謬
玻色子 aBE = −1謬 涨落要大謬 费米子 aFD = +1謬 涨落要小謮
不应满足于占有数的相对涨落计算謬 可以直接计算能级 k 占据 nk 粒子的机率分布 pk(nk)謮 这个

分布平均由方程 謨謱謲謮謴謷謩 给出謮

Example (占有数分布). 将能级 εk 当作整个系统的一部分考察謮 其他能级作为粒子源謮 这正是巨
正则系综的情况謬 只是应用到了只有一个能级的系统上謮 对这个子系统计算发现 nk 个粒子的几

率 pk(nk)謮 而在巨正则系综里发现占有数分布 {n1, n2, · · · } 的几率由方程 謨謱謲謮謲謶謩 给出謮 应用到
一个能级謬 占有数为 nk 的子系统謬

p {nk} = g {nk} exp [−β (E − µN)]∑
{nk} g {nk} exp [−β (E − µN)] = gnk exp [−βnk (εk − µ)]∑

nk
gnk exp [−βnk (εk − µ)]

謕 謲謱謹 謕
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p(nk) 是方程 謨謱謲謮謱謷謩 中 P {nk} 的部分几率 謨因子謩謮 特别地謬

pMB
k (nk) =

1
nk! exp [−βnk (εk − µ)]∑
nk

1
nk! exp [−βnk (εk − µ)]

=
1

nk![z exp(−βεk)]nk

exp [z exp (−βεk)]
, 謨謱謲謮謵謲謩

pBEk (nk) = exp [−βnk (εk − µ)]∑
nk

exp [−βnk (εk − µ)] = [z exp (−βεk)]nk [1− z exp (−βεk)] . 謨謱謲謮謵謳謩

费米子只存在两种情况謬

pFDk (1) = exp [−β (εk − µ)]
1 + exp [−β (εk − µ)] = 1

1 + z−1 exp (βεk)
, 謨謱謲謮謵謴謩

pFDk (0) = 1
1 + exp [−β (εk − µ)] = 1

1 + z exp (−βεk)
. 謨謱謲謮謵謵謩

分布 謨謱謲謮謵謲謩謭 謨謱謲謮謵謵謩 已经是归一化了的∑
nk

pk(nk) = 1.

现在证明方程 謨謱謲謮謴謷謩 实际上是这些分布的平均謬

〈nk〉MB =
∞∑

nk=0
nkp

MB
k (nk)

= 1
exp [z exp (−βεk)]

∞∑
nk=0

nk
1
nk!

exp [−βnk (εk − µ)]

= 1
exp [z exp (−βεk)]

{
− 1
β

∂

∂εk
exp [z exp (−βεk)]

}
β,z

= z exp (−βεk) . 謨謱謲謮謵謶謩

与式 謨謱謲謮謴謷謩 取 aMB = 0 时的结果相同謮 同样地謬

〈nk〉BE =
∞∑

nk=0
nkp

BE
k (nk)

= 1
z−1 exp (βεk)− 1 . 謨謱謲謮謵謷謩

謕 謲謲謰 謕
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与式 謨謱謲謮謴謷謩 取 aBE = −1 时的结果相同謬

〈nk〉FD =
∞∑

nk=0
nkp

FD
k (nk)

= 1
z−1 exp (βεk) + 1 . 謨謱謲謮謵謸謩

与式 謨謱謲謮謴謷謩 取 aFD = +1 时的结果相同謮 将方程 謨謱謲謮謵謲謩謭 謨謱謲謮謵謵謩 用它们的平均值表示可以获得
更多的物理内容謬

pMB
k =

(
〈nk〉MB

)nk
nk!

exp
(
−〈nk〉MB

)
.

它是一个平均值为 〈nk〉MB
的 譐譯譩譳譳譯譮 分布謮 类似地謬 利用

z exp (−βεk) =
(

1
〈nk〉BE

+ 1
)−1

,

可得

pBEk (nk) =

(
〈nk〉BE

)nk
(
〈nk〉Be + 1

)nk+1 .

这是一个均值为 〈nk〉BE 的几何分布 謨譧譥譯譭譥譴譲譩譣 譤譩譳譴譲譩譢譵譴譩譯譮謩謮 最后

pFDk (1) = 〈nk〉FD ,

pFDk (0) = 1− 〈nk〉FD .

譍譡譸護譥譬譬謭譂譯譬譴譺譭譡譮譮 情况中的 譐譯譩譳譳譯譮 分布说明粒子统计行为是相互独立的謮 对于 譂譯譬譴譺譭譡譮譮 粒
子謬 它不管其他粒子占据的态謮 作为对比謬 玻色子存在正的统计相关性謮 发现一个玻色子在已经被
其他玻色子占据的态中的几率比 譂譯譬譴譺譭譡譮譮 分布的要大謮 另一方面謬 费米子则有负的统计相关性謮
由于 譐譡譵譬譩 不相容原理謬 若态已经被占据了謬 将不允许其他粒子占据謮

图 12.3. 结合单粒子能级的能量单
元.

Example (平均占有数的推导). 由于平均占有数 〈nk〉 在量子统计中的重要性謬 我们再次用形象的
方式推导它謮 为此謬 我们用类似于第 謸 章开头正则相空间密度的推导方式謮
对应于宏观体积謬 单粒子能级间隔很近謬 当 V →∞ 时变为连续的謮 因此謬 将如图 謱謲謮謳 的能谱以能
量单元 εk 分割謬 每个单元含 gk 个单粒子能级謮 对于一个单个分立能级謬 gk 是简并度 謨譤譥譧譥譮譥譲譡譣譹

謕 謲謲謱 謕
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警譡譣譴譯譲謩謮
有 gk 各不同能级的能量单元 εk 可以含有 nk 个粒子謬 现在求在这样一个单元中的最可几粒子数
n∗k謮 数 nk 满足条件

N =
∑
k

nk, E =
∑
k

nkεk. 謨謱謲謮謵謹謩

现在考虑分布 {n1, n2, · · · } 的可能方式数謮 这当然依赖于粒子是否可分辨謬 以及多少个粒子处于
同一个能级謮 对于不可分辨费米子謬 某个单元正好有

wFD(nk, gk) =
(
gk
nk

)
= gk!
nk! (gk − nk)!

. 謨謱謲謮謶謰謩

方式把 nk 个费米子分配到 gk 个态中謬 因为每个能级只能最多有一个费米子謬 需成立 gk ≥ nk謮 对
于费米子的所有排列总的分布是

wFD {nk} =
∏
k

gk!
nk! (gk − nk)!

.

对于玻色子謬 类似地謬 要将 nk 个不可分辨粒子放入单元的 gk 个态中謬 但每个能级没有数目限制謬

wBE(nk, gk) =
(
nk + gk − 1

nk

)
= (nk + gk − 1)!

nk! (gk − 1)! . 謨謱謲謮謶謱謩

总的排列数为

wBE {nk} =
∏
k

(nk + gk − 1)!
nk! (gk − 1)! . 謨謱謲謮謶謲謩

最后謬 也处理一下可分辨粒子的 譍譡譸護譥譬譬謭譂譯譬譴譺譭譡譮譮 情况謮 先假设能级 εk 选择了固定的 nk 粒子

数集合謮 对这 nk 个粒子中的每一个謬 能级仍有 gk 种不同的选择謮 因此

wMB(nk, gk) = gnkk . 謨謱謲謮謶謳謩

而为得到所有的排列数謬 不仅要计算式 謨謱謲謮謶謳謩 在所有能级上的乘积謬 还要乘以 N 个粒子分成

n1, n2, · · · 的方式数謮 因此

wMB {nk} = N !
n1!n2! · · ·

∏
k

gnkk = N !
∏
k

gnkk
nk!

.

謕 謲謲謲 謕
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下一步的过程很清楚謮 求分布 {nk} 给出的的最大排列数謮 取 w {nk} 的对数并对 nk 求导謬 通过两
个 譌譡譧譲譡譮譧譥 乘子 α 和 β 加进约束 謨謱謲謮謵謹謩謬

δ lnw {nk} − α
∑
k

δnk − β
∑
k

εkδnk = 0, 謨謱謲謮謶謴謩

为能进行微分謬 设 nk, gk � 1謬 利用 譓譴譩譲譬譩譮譧 公式 lnn! ≈ n lnn− n謬 得到

lnwFD {nk} ≈
∑
k

[gk ln gk − nk lnnk − (gk − nk) ln (gk − nk)]

=
∑
k

[
nk ln

(
gk
nk
− 1
)
− gk ln

(
1− nk

gk

)]
, 謨謱謲謮謶謵謩

lnwBE {nk} ≈
∑
k

[(nk + gk − 1) ln (nk + gk − 1)− nk lnnk − (gk − 1) ln (gk − 1)]

=
∑
k

[
nk ln

(
gk
nk

+ 1
)

+ gk ln
(

1 + nk
gk

)]
, 謨謱謲謮謶謶謩

lnwMB {nk} ≈ lnN ! +
∑
k

[nk ln gk − nk lnnk + nk] . 謨謱謲謮謶謷謩

方程 謨謱謲謮謶謷謩 中的第一项是常量謬 对微分没有贡献謬 因此可以用

lnwMB {nk} ≈
∑
k

(
nk ln gk

nk
+ nk

)
謨謱謲謮謶謸謩

取代謮 这样的优点是可以用一个统一的形式表示所有三种情况謬

lnw {nk} =
∑
k

[
nk ln

(
gk
nk
− a

)
− gk

a
ln
(

1− ank
gk

)]
. 謨謱謲謮謶謹謩

a = +1, 0,−1 分别对应于 譆譥譲譭譩謭譄譩譲譡譣謬 譍譡譸護譥譬譬謭譂譯譬譴譺譭譡譮譮 和 譂譯譳譥謭謭譅譩譮譳譴譥譩譮 情况謮 代回到微分
謨謱謲謮謶謴謩謬

∑
k

[
ln
(
gk
nk
− a

)
− α− βεk

]
nk=n∗

k

δnk = 0. 謨謱謲謮謷謰謩

因此

ln
(
gk
n∗k
− a

)
− α− βεk = 0.

謕 謲謲謳 謕
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N 粒子在单粒子态的最可几分布因此为

n∗k = gk
exp (α+ βεk) + a

. 謨謱謲謮謷謱謩

比值
n∗k
gk
可以理解为每个能级的最可几粒子数謮 α 和 β 由条件

N =
∑
k

gk
exp (α+ βεk) + a

, E =
∑
k

gkεk
exp (α+ βεk) + a

謨謱謲謮謷謲謩

确定謮 这里注意求和不对单个能级进行謬 而是对有 gk 能级的能量单元进行謮 这样謬 可以看到公式
謨謱謲謮謷謱謩 和 謨謱謲謮謷謲謩 与方程 謨謱謲謮謴謷謩 和 謨謱謲謮謳謹謩謭謨謱謲謮謴謰謩 完全等价謮

謕 謲謲謴 謕
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13 理理理想想想 Bose 气气气体体体
作为量子统计的第一个实在应用謬 我们来计算理想不可分辨玻色子气体的性质謮 应该预期到在高

温和低密情况下謬 理想 譂譯譳譥 气体退化为理想 譂譯譬譴譺譭譡譮譮 气体 謨经典理想气体謩謮 热力学性质的最大偏
差应出现在条件

nλ3 = N

V
λ3 = N

V

(
h2

2πmkT

) 3
2

� 1 謨謱謳謮謱謩

不再满足时謮 然而参数 nλ3 不能太大謬 因为真实系统在很低温度和很高密度情况时不能忽略相互作用謮
理想 譂譯譳譥 气体因此是一个可以很好研究量子效应的模型系统謬 但只能是对真实系统的近似謮 现在来计
算巨正则配分函数謬 参考式 謨謱謲謮謳謷謩謬 它的对数

q(T, V, z) = lnZ(T, V, z) = −
∑
k

ln [1− z exp (−βεk)] , 謨謱謳謮謲謩

这里用了简记符号 q(T, V, z)謮 单粒子能量 εk 即为在一个体积 V 的容器内的自由粒子謮 若对这样的系
统謬 化学势 µ 或逸度 z 不是固定的謬 而粒子数给定謮 那么参照式 謨謱謲謮謳謹謩謬 z 可以通过方程

N =
∑
k

〈nk〉BE =
∑
k

1
z−1 exp (βεk)− 1 謨謱謳謮謳謩

确定謮 由此可以立刻得到一个重要结论謮 对于单粒子态 |k〉謬 总有 0 ≤ 〈Nk〉 ≤ N 謬 即 z−1 exp (βεk) =
exp [β (εk − µ)] > 1謬 因此对于所有 k謬 εk > µ謮 理想 譂譯譳譥 气体的化学势总是小于单粒子最低能级的能
量 ε = 0謬 即 µ ≤ 0謬 0 ≤ z ≤ 1謮 这等价于玻色子似乎感觉到一个引力势謬 加入更多的玻色子不需要能
量謮 逸度的限制区间 0 ≤ z ≤ 1 非常重要謮 体积很大时謬 对单粒子态的求和可以用积分代替謬

∑
k

→ V

(2π)3

∫
d3k = 2πV

h3 (2m)
3
2

∫
ε

1
2 dε. 謨謱謳謮謴謩

这里用了关系 εk = ~2k2

2m 謮 这个公式也可以用经典相空间的结果得到謮 量

Σ = 2πV
h3 (2m)

3
2

∫
ε

1
2 dε 謨謱謳謮謵謩

是单粒子相空间中态的数目謬

g(ε) = dΣ
dε

= 2πV
h3 (2m)

3
2 ε

1
2 謨謱謳謮謶謩

謕 謲謲謵 謕
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则是单粒子态密度謮 然而謬 还需仔细考虑一个细节謬 那就是在 ε → 0 时积分近似并不好謮 使用周期边界
条件的容器中存在 ε = 0 的态 φ0(r) = V −

1
2 謮 这个态不出现在积分近似中謬 因为 g(0) = 0謮 第一眼看这

好像不重要謬 因为所有其他态都近似得很好謮 然而謬 很快会看到 ε = 0 的态在 譂譯譳譥 气体中有特别的作
用謮 需显式地在求和 謨謱謳謮謲謩 和 謨謱謳謮謳謩 中计入 k = 0 謨ε = 0謩 的项謬

q(T, V, z) = −2πV
h3 (2m)

3
2

∫ ∞
0

ε
1
2 dε ln [1− z exp (−βε)]− ln (1− z)

= 2πV
h3 (2m)

3
2

2
3β
∫ ∞

0
dε

ε
3
2

z−1 exp (βε)− 1 − ln (1− z) . 謨謱謳謮謷謩

这里用了分部积分謮 最后一项正是式 謨謱謳謮謲謩 在 ε = 0 时的结果謮 式 謨謱謳謮謳謩 确定粒子数

N(T, V, z) = 2πV
h3 (2m)

3
2

∫ ∞
0

dε
ε

1
2

z−1 exp (βε)− 1 + z

1− 1 . 謨謱謳謮謸謩

对整个 謨平均謩 粒子数 謨謱謳謮謳謩 的贡献中謬 最后一项 N0 = z
1−z 表示了处于能级 ε = 0 的粒子数謮 用一般

形式函数

gn(z)− 1
Γ(n)

∫ ∞
0

xn−1dx

z−1 exp(x)− 1 , 0 ≤ z ≤ 1, n ∈ R 謨謱謳謮謹謩

表示謬 式 謨謱謳謮謷謩 和 謨謱謳謮謸謩 化为

q(T, V, z) = V

λ3 g 5
2
(z)− ln(1− z), 謨謱謳謮謱謰謩

N(T, V, z) = V

λ3 g 3
2
(z) +N0(z). 謨謱謳謮謱謱謩

现在从方程 謨謱謳謮謱謱謩 来确定粒子数给定时的逸度 z謬 再随后代入式 謨謱謳謮謱謰謩謮 不幸的是謬 gn(z) 不能用简单
函数写出謮 可以先考察 gn(z) 的性质謮 先展开被积量

1
z−1 exp(x)− 1 = z exp(−x) 1

1− z exp(−x) = z exp(−x)
∞∑
k=0

[z exp(−x)]k =
8∑
k=1

zk exp (−kx) .

謨謱謳謮謱謲謩

由此得到

gn(z) = 1
Γ(n)

∞∑
k=1

zk
∫ ∞

0
xn−1 exp (−kx) dx = 1

Γ(n)

∞∑
k=1

zk

kn

∫ ∞
0

yn−1 exp (−y) dy. 謨謱謳謮謱謳謩

謕 謲謲謶 謕
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最后的积分就是简单的 Γ(n)謬 因此

gn(z) =
∞∑
k=1

zk

kn
, 0 ≤ z ≤ 1. 謨謱謳謮謱謴謩

该式与 譒譩譥譭譡譮譮 譚譥譴譡 函数 ζ(n) 的关系很有意思謮 对于 z = 1 謨µ = 0謩謬

gn(1) =
∞∑
k=1

1
kn

= ζ(n), n > 1. 謨謱謳謮謱謵謩

这个级数只在 n > 1 时收敛謬 但这不意味着函数 gn(z) 在 n > 1 时才有定义謬 只是 n ≤ 1 即 z → 1 时
gn(z)→∞謮 换句话说謬 在 n > 1 时对所有的 0 ≤ z ≤ 1謬 gn(z)取有限值謮 这里列出一些ζ謭函数经常用的
值謬

ζ(1)→∞ ζ
( 3

2
)
≈ 2.612 ζ(2) = π2

6 ≈ 1.645
ζ
( 5

2
)
≈ 1.341 ζ(3) ≈ 1.202 ζ

( 7
2
)
≈ 1.127

ζ(4) = π4

90 ≈ 1.082 ζ(6) = π6

945 ≈ 1.017 ζ(8) = π8

9450 ≈ 1.004
謨謱謳謮謱謶謩

如图 謱謳謮謱謬 gn(z) 都以斜率 謱 起始于原点 謨z = 0謩謬 n ≤ 1 时在 z → 1 时发散謮 当 n > 1 时謬 它们在 z = 1
时有有限值謬 由方程 謨謱謳謮謱謶謩謬 这个值随 n 的增加已很小的量持续增加謮 n → ∞ 时謬 gn(z) ≈ z謮 由于对
于小的 n 值謬 级数 謨謱謳謮謱謵謩 只在 z = 1 时极慢地收敛謬 实际用数值方法积分 謨謱謳謮謷謩 和 謨謱謳謮謸謩謮

图 13.1. 函数 gn(z).

由式 謨謱謳謮謱謱謩謬 给定 N 謬 V 和 T 后需确定逸度 z

N = V

λ3 g 3
2
(z) + z

1− z = Nε +N0. 謨謱謳謮謱謷謩

第一项 Nε 表示了处于激发态中的粒子数謬 N0 则是态 ε = 0 中的粒子数謮 对于 N � 1 且温度不太低
时謬 一般地 V λ3 � 1謮 另一方面謬 0 ≤ g 3

2
(z) ≤ ζ

( 3
2
)

= 2.612謮 式 謨謱謳謮謱謷謩 大多取值为

Nmax
ε = V

λ3 ζ

(3
2

)
= V

(2πmkT
h2

) 3
2

ζ

(3
2

)
∝ V T 3

2 . 謨謱謳謮謱謸謩

因此不会多于 Nmax
ε 的粒子处于激发态謮 另一方面謬 项 N0 = z

1−z 在 z 不靠近 謱 时可以忽略謮 但如果
N0 贡献了可观的粒子数謬 则

N ≈ N0 = z

1− z , 或 z ≈ N

N + 1 ≈ 1 謨謱謳謮謱謹謩

成立謮

謕 謲謲謷 謕
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讨论式 謨謱謳謮謱謷謩 的热力学极限 謨N →∞謬 V →∞謬 N
V

= 譣譯譮譳譴謮謩謮 为此将式 謨謱謳謮謱謷謩 写成

1 = Nε

N
+ N0

N
, Nε = V

λ3 g 3
2
(z), N0 = z

1− z . 謨謱謳謮謲謰謩

现在要区分两种情况謮 对于 z 6= 1謬 N0 有限且
N0
N
→ 0謮 处于基态的粒子数小得可以忽略謬 所有粒子都

在激发态上謮 若 z = 1謬 Nε = Nmax
ε 謮 原理上謬 N0 是发散的謬 N0

N
是一个不确定数謮 这种情况下謬 N0 赋予

净值 N −Nmax
ε 謮 激发态不再包含所有粒子謬 多余的粒子填入态 ε = 0謮 总之謬

1 = Nε

N
+ N0

N
, lim

N→∞

1 = Nε
N
, N0

N
= 0, z < 1,

1 = Nmax
ε

N
+ N0

N
, z = 1.

謨謱謳謮謲謱謩

更仔细地来考察这种称为 譂譯譳譥 凝聚 謨譣譯譮譤譥譮譳譡譴譩譯譮謩 的现象謮 对于给定 N 謬 V 和 T 的系统謬 如果成立

N < Nmax
ε

V

λ3 ζ

(3
2

)
或

Nλ3

V
< ζ

(3
2

)
, 謨謱謳謮謲謲謩

所有粒子可以处在激发态中謮 不等于 謱 的逸度由方程

N = V

λ3 g 3
2
(z) 謨謱謳謮謲謳謩

确定謮 这种情况下謬 式 謨謱謳謮謱謱謩 或 謨謱謳謮謱謱謩 中的第二项 N0 可忽略謮 然而謬 若现在

N > Nmax
ε = V

λ3 ζ

(3
2

)
, 謨謱謳謮謲謴謩

激发态 謨ε > 0謩 不足以容纳所有的粒子謮 那么 z = 1謬 余量

N0 = N −Nmax
ε = N − V

λ3 ζ

(3
2

)
謨謱謳謮謲謵謩

凝聚于基态 ε = 0 中謮 方程 謨謱謳謮謲謩 与 謨謱謳謮謲謴謩 之间的转变发生在

Nλ3

V
= ζ

(3
2

)
謨謱謳謮謲謶謩

时謮 对于高温低密謬 结果为方程 謨謱謳謮謲謲謩謮 热能足以激发 謨几乎謩 所有粒子到较高能级 ε > 0 中謮 相反地謬
温度很低或密度很高时謬 明显地可以注意到玻色子的统计正相关謮 它们趋于聚集在态 ε = 0謮 系统不再
可能在所有粒子上均匀地分布热激发能謬 只将其分布在 Nmax

ε

N
部分的粒子中謬 而将剩余的 N0 个粒子置

謕 謲謲謸 謕
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于基态 ε = 0謮 引入参量

x = Nλ3

V
, 謨謱謳謮謲謷謩

由式 謨謱謳謮謲謳謩謬 得到逸度

z =

1, x ≥ ζ
( 3

2
)
,

x = g 3
2
(z) 的解, x < ζ

( 3
2
)
.

謨謱謳謮謲謸謩

方程 謨謱謳謮謲謸謩 的数值解如图 謱謳謮謲謮 注意到曲线 z(x) 在 x = ζ
( 3

2
)
处有一个转折 謨譫譩譮譫謩謮 这只在热力

学极限情况下出现謬 对于有限的粒子数 謨N � 1謩 平滑掉了謬 所有的 z < 1謮

图 13.2. 方程 (13.28)确定的 z(x).

譂譯譳譥 凝聚在 x = ζ
( 3

2
)
不再自发出现謬 但总有 N0 > 0 和 Nε < Nmax

ε 謮 对于很小的 x 譛= g 3
2
(z)譝 值

謨xll1謩謬 g 3
2
收敛并基本上由展开式 謨謱謳謮謱謴謩 的前几项给出謬

x = z + z2

2 3
2

+ · 或 z ≈ x = Nλ3

V
. 謨謱謳謮謲謹謩

这正是经典理想气体的极限謬 如图 謱謳謮謲 中的虚线所示謮 利用方程 謨謱謳謮謲謸謩 和 謨謱謳謮謲謱謩謬 粒子数 Nε 和 N0

为

Nε =

N, x < ζ
( 3

2
)
即 N < Nmax

ε ,

Nmax
ε , x ≥ ζ

( 3
2
)
即 N ≥ Nmax

ε ,
謨謱謳謮謳謰謩

N0 =

0, x < ζ
( 3

2
)
,

N −Nmax
ε , x ≥ ζ

( 3
2
)
.

謨謱謳謮謳謱謩

现在考虑给定作为温度函数的密度 N
V
时的一理想 譂譯譳譥 气体謮 式 謨謱謳謮謲謶謩 定义了一个临界温度 Tc謬

kTc =
(
N

V

) 2
3 h2

2πm
[
ζ
( 3

2
)] 2

3
, 謨謱謳謮謳謲謩

謕 謲謲謹 謕
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在此温度下发生 譂譯譳譥 凝聚謮 如果用温度来表示式 謨謱謳謮謱謸謩 中的 Nmax
ε 謬 式 謨謱謳謮謳謰謩 和 謨謱謳謮謳謱謩 化为

Nε

N
=

1, T ≥ Tc,(
T
Tc

) 3
2
, T < Tc,

謨謱謳謮謳謳謩

N0

N
=

0, T ≥ Tc,

1−
(
T
Tc

) 3
2
, T < Tc.

謨謱謳謮謳謴謩

如图 謱謳謮謳 所示謮 可以注意到謬 从 T = Tc 开始謬 随着系统进一步的冷切謬 态 ε = 0 包含越来越多的粒子謮
但这个图象实际上只在热力学极限情况即 N →∞ 时成立謮 对于有限的粒子数謬 T = Tc 处不存在扭折謮

图 13.3. Nε(T )
N
和 N0(T )

N
.

由于逸度 z(T, V,N) 现在是已知的謬 我们能考察巨正则势或 q(T, V, z)謮 方程 謨謱謳謮謳謲謩 给出 pV =
kTq(T, V, z)謮 由式 謨謱謳謮謱謰謩謬 压强满足

p = kT

λ3 g 5
2
(z)− kT

V
ln(1− z). 謨謱謳謮謳謵謩

同样先讨论热力学极限 N → ∞謮 容易看到式 謨謱謳謮謳謵謩 的最后一项总是能被忽略掉謮 若 z < 1謬 ln(1− z)
有限謬 在 V → ∞ 该项趋于零謮 更有甚者謬 由式 謨謱謳謮謲謰謩謬 1 − z 至多随 1

N+1 减小謬 乘以 V −1 后对数项

ln(N + 1) 在 N → ∞ 和 V → ∞ 謨N
V

= 譣譯譮譳譴謮謩 时消失謮 这简单地意味着基态 ε = 0 中的粒子没有动
能謬 明显地对压强不做贡献謬 即

p = kT

λ3 g 5
2
(z). 謨謱謳謮謳謶謩

在临界温度以下 謨T < Tc謩 可以令 z = 1謮 这个区域中謬 压强

p = kT

λ3 ζ

(5
2

)
謨謱謳謮謳謷謩

只是温度的函数謬 不依赖于体积和粒子数謮 这当然也基于基态的粒子对压强不做贡献的事实謮 类似的考
虑对体积减少的情况同样成立謮 式 謨謱謳謮謲謶謩 在给定密度时定义了一个临界温度謬 类似地謬 这个方程对于
给定的温度謬 定义一个临界密度(

N

V

)
c

=
ζ
( 3

2
)

λ3 , 或 Vc = Nλ3

ζ
( 3

2
) . 謨謱謳謮謳謸謩

在这个密度之上发生 譂譯譳譥 凝聚謮 由式 謨謱謳謮謳謷謩 和 謨謱謳謮謳謸謩謬 可以得出结论謬 像 譶譡譮 譤譥譲 譗譡譡譬譳 气体的气液
共存区域那样謬 譂譯譳譥 气体在 pV 图中的等温线在体积 V < Vc 的区域内是水平线謮 因此可以将这种系
统的 譂譯譳譥 凝聚理解为一种相变謬 另一个相是由态 ε = 0 的粒子形成的謮

謕 謲謳謰 謕
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从式 謨謱謳謮謳謷謩 和 謨謱謳謮謳謸謩 消去温度謬 就可以得到 pV 图中的极限曲线謬 这时 譂譯譳譥 凝聚发生在

pV
5
3
c = h2

2πm
ζ
( 5

2
)[

ζ
( 3

2
)] 5

3
N

5
3 = 譣譯譮譴譳謮. 謨謱謳謮謳謹謩

在 T > Tc 或 V > Vc 区域謬 x� 1 时謬 利用方程 謨謱謳謮謲謹謩 可以得到理想气体的经典极限謮 用级数 謨謱謳謮謱謴謩
的第一项来近似方程 謨謱謳謮謳謶謩 中的 g 5

2
(z)謬 得

p = kT

λ3

(
z + z2

2 5
2

+ ·
)
. 謨謱謳謮謴謰謩

若只限于第一项 謨x ≈ z � 1謩謬 有理想气体定律

p = kT

λ3 x = kT

λ3 x = NkT

V
. 謨謱謳謮謴謱謩

同时考虑高阶项时謬 可以从展开式 謨謱謳謮謳謹謩 和 謨謱謳謮謴謰謩 消去逸度 z謬 得到一个以 x 表达的展开式

pV

NkT
=
∞∑
l=1

alx
l−1, x = Nλ3

V
. 謨謱謳謮謴謲謩

譂譯譳譥 气体的这个 譶譩譲譩譡譬 展开式的前几项系数为

a1 = 1, a2 = − 1
4
√

2
, a3 = −

( 2
9
√

3
− 1

8

)
. 謨謱謳謮謴謳謩

图 謱謳謮謴 中展示了从式 謨謱謳謮謴謰謩 或 謨謱謳謮謳謷謩计算得到的 譂譯譳譥 气体等温线謮 虚线謬 即方程 謨謱謳謮謳謹謩 表示了相
变发生的位置謮

图 13.4. 理想 Bose 气体的等温线.

最后謬 考察 譂譯譳譥 气体的内能和比热謮

U = − ∂

∂β
lnZ

∣∣∣∣
V,z

= 3
2kT

V

λ3 g 5
2
(z). 謨謱謳謮謴謴謩

与式 謨謱謳謮謳謶謩 比较謬 可得

p = 2
3
U

V
, 謨謱謳謮謴謵謩

不依赖于系统处于单相还是两相区域謮 对于定容热容量 CV 謬 我们这样处理

U = 3
2pV = 3

2kT
V

λ3 f 5
2
(z). 謨謱謳謮謴謶謩

謕 謲謳謱 謕
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T < Tc 时 z = 1謬 不依赖于温度謬 那么

CV
Nk

= 1
Nk

∂U

∂T

∣∣∣∣
V,N

= 3
2
V

N
ζ

(5
2

)
∂

∂T

(
T

λ3

)
= 15

4 ζ
(5

2

)
V

Nλ3 ∝ T
3
2 . 謨謱謳謮謴謷謩

T > Tc 时 z 不再不依赖于 T 謮 但因为现在 N0 ≈ 0謬 利用方程 謨謱謳謮謲謳謩 可以从式 謨謱謳謮謴謶謩 中消去 V λ3 的

项謬

U = 3
2NkT

g 5
2
(z)

g 3
2
(z) . 謨謱謳謮謴謸謩

z � 1 时为经典极限謮 对于比热謬 可得

CV
Nk

= 1
Nk

∂U

∂T

∣∣∣∣
V,N

= 3
2
g 5

2
(z)

g 3
2
(z) + 3

2T
∂

∂T

[
g 5

2
(z)

g 3
2
(z)

]∣∣∣∣∣
V,N

. 謨謱謳謮謴謹謩

利用级数展开式 謨謱謳謮謱謴謩謬 可以立刻得到递推关系

g′n(z) = 1
z
gn−1(z). 謨謱謳謮謵謰謩

从而可得

∂

∂T

[
g 5

2
(z)

g 3
2
(z)

]
= ∂z

∂T

1
z

1−
g 5

2
(z)g 1

2
(z)[

g 3
2
(z)
]2

 . 謨謱謳謮謵謱謩

∂z
∂T
的表达式可由式 謨謱謳謮謲謳謩 确定謬

∂

∂T
g 3

2
= ∂

∂T

(
Nλ3

V

)
,

∂

∂T

1
z
g 1

2
= − 3

2T
∂

∂T

(
Nλ3

V

)
= − 3

2T g
3
2
(z),

∂z

∂T
= − 3z

2T
g 3

2
(z)

g 1
2
(z) . 謨謱謳謮謵謲謩

謕 謲謳謲 謕
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代回方程 謨謱謳謮謴謹謩謬 并利用 謨謱謳謮謵謱謩謬 可得

CV
Nk

= 15
4
g 5

2
(z)

g 3
2
(z) −

9
4
g 3

2
(z)

g 1
2
(z) , T > Tc. 謨謱謳謮謵謳謩

z → 0 时回到经典极限 謨理想气体謩 CV =
( 15

4 −
9
4
)
Nk = 3

2Nk謮 z → 1 謨T → Tc謩 时謬 g 1
2
是发散的謬 但

式 謨謱謳謮謵謳謩 中的第二项消失謬 而 g 3
2
(z) = x = Nλ3

V
謬 因此等同于式 謨謱謴謮謴謷謩謮 比热为

CV (Tc)
Nk

= 15
4
ζ
( 5

2
)

ζ
( 3

2
) = 1.925 > cidealV . 謨謱謳謮謵謴謩

如图 謱謳謮謵謬 在 譂譯譳譥 凝聚区域 T < Tc謬 比热随 T
3
2 变化謬 直到最大值 謨謱謳謮謵謴謩謮 在 T = Tc 处出现一个尖

峰謬 而 T →∞ 时謬 CV 趋于理想气体的值謮

图 13.5. 理想 Bose 气体的比热.

比热中出现尖峰在二阶相变 謨无潜热謩 中是典型的謮 热力学势 U 的一阶导数有一个扭折謬 二阶导数
∂CV
∂T

= ∂2U
∂T 2 则出现一个间断謮

图 13.6. 4He 的相图.

图 13.7. 4He 的比热.

Example (4He 中的 λ-点). 4He 的比热在非常低温度时会出现这样的行为謮 譌譯譮譤譯譮 謨謱謹謳謸謩 已经
总结出謬 譂譯譳譥謭譅譩譮譳譴譥譩譮 凝聚是这种奇怪行为的原因謮
由方程 謨謱謳謮謳謲謩謬 代入 m = 6.65× 10−24譧 和 v = 2.76× 10−5譭3譭譯譬−1謬 得到 Tc = 3.13譋謬 至少在测
量值附近謮 然而謬 实验发现尖峰比预料的远远锋利謮 它有着希腊字母 λ 的形状謬 这是引入 4He 在临
界温度时得名 λ謭点的由来謮 定量的解释需考虑 4He 粒子的相互作用謮 图 謱謳謮謶 给出了 4He 的相图謬
它的比热显示在图 謱謳謮謷 中謮
在 謨稍稍依赖于压强的謩 临界温度 謨λ謭曲线謩 之下謬 液氦突然显示出非常有趣的新性质謮 从极限水
平线 謨固謭液謩 T → 0謬 利用 譃譬譡譵譳譩譵譳謭譃譬譡議譥譹譲譯譮 方程謬

dp

dT
= 0 = sfl − ssolid

vfl − vsolid
謨謱謳謮謵謵謩

液相 He II 的熵不比固体氦的大謮 粒子在态 ε = 0 的凝聚已表明 He 处于高度有序的形态謮 更进一
步地謬 He II的粘性值很小 謨取决于实验条件謩謮 液相 He II可以渗透过非常窄的毛细管 謨譣譡議譩譬譬譡譲譩譥譳謩謬
甚至连气体 He 都泄露不出去的多孔筛容器 謨議譯譲譯譵譳 譶譥譳譳譥譬譳謩謮 可以理解 He II 为两相謬 超流体 He
謨粒子处于态 ε = 0謬 S = 0謩 和正常液氦的混合謮 He II 更有趣的性质是它有非常大的热传导率謮 如謬
由于局地温度涨落不能发展謬 He II 在 λ謭点之下不沸腾謬 但会从表面稳定而平静地挥发謮

13.1 极极极相相相对对对论论论 Bose 气气气体体体
另一个有意思的模型系统是有相对论能量謭动量关系以及零质量无相互作用玻色子的理想气体謮 对

应于第 謶 章中的例子 和第 謷 章中的例子謮 单粒子能量

εk = c |p| = ~c |k| . 謨謱謳謮謵謶謩

謕 謲謳謳 謕
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正如前面一节謬 该系统的巨正则配分函数的计算为

q(T, V, z) = lnZ = −
∑
k

ln [1− z exp (−βεk)] . 謨謱謳謮謵謷謩

平均粒子数和内能

N(T, V, z) =
∑
k

1
z−1 exp (βεk)− 1 , 謨謱謳謮謵謸謩

U(T, V, z) =
∑
k

εk
z−1 exp (βεk)− 1 . 謨謱謳謮謵謹謩

原理上在周期边界条件下的容器中謬 矢量 k 是分立的謮 但对于大的体积謬 还是可以用积分替换求和謮 謨经
典謩 相空间中态的总数目

Σ =
∫
d3rd3p

h3 = 4πV
h3

∫ ∞
0

p2dp = 4πV
h3c3

∫ ∞
0

ε2dε, 謨謱謳謮謶謰謩

单粒子态密度

g(ε) = ∂Σ
∂ε

= 4πV
h3c3 ε

2. 謨謱謳謮謶謱謩

态密度与非相对论结果不同謮
对于极相对论 譂譯譳譥 气体謬 还需考察一下化学势謮 在相对论情况下謬 如果用掉了至少 E = m0c

2 的

能量謬 有可能制造出一个静质量 m0 的粒子 謨或能量为 2m0c
2謬 而出现一个粒子和一个反粒子謩謮 但由于

极相对论粒子没有静质量謬 这可能无需能量而造出任意多个处于 ε = 0 的粒子謮 即謬 态 ε = 0 中原理上
可以存在任意多的粒子謮 所以固定极相对论粒子的数目没有任何意义謬 它可以变得无穷大謮 因此謬 化学
势 µ 也必须有值 謰 謨µ = 0謬 z = 1謩謮 这个占有数 〈n0〉 的发散当然没有任何的物理效应謬 因为没有贡献謮
因为现在 z = 1謬

q(T, V ) = − 4πV
(hc)3

∫ ∞
0

dε ε2 ln [1− exp (−βε)] = 4πV
(hc)3

1
3β
∫ ∞

0
dε

ε3

exp (βε)− 1 . 謨謱謳謮謶謲謩

内能

U(T, V ) = 4πV
(hc)3

∫ ∞
0

dε
ε3

exp (βε)− 1 . 謨謱謳謮謶謳謩

謕 謲謳謴 謕
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因为 q = pV
kT

謬 由式 謨謱謳謮謶謲謩 和 謨謱謳謮謶謳謩 可得

p = 1
3
U

V
. 謨謱謳謮謶謴謩

做替换 x = βε謬 用标准积分 gn(z) 表示方程 謨謱謳謮謶謲謩 和 謨謱謳謮謶謳謩謬 当然现在 z = 1謬

q(T, V ) = pV

kT
= 4πV

(hc)3
2
β
g4(1). 謨謱謳謮謶謵謩

由式 謨謱謳謮謱謶謩謬 g4(1) = ζ(4) = π4

90 謬 因此

p = 1
3
U

V
= 8π

(hc)3 (kT )4 π
4

90 . 謨謱謳謮謶謶謩

压强和能量密度只是温度的函数謬 在 pV 图中等温线是水平线謮 而 U = TS − pV + µN = TS − pV
謨µ = 0謩謬 自由能

F = −pV = −1
3U = − 8π5

90(hc)3V (kT )4 謨謱謳謮謶謷謩

和熵

S = 1
T

(U − F ) = 4
3
U

T
= 32π5

90(hc)3 (kT )3kV. 謨謱謳謮謶謸謩

熵密度正比于温度的 謳 次方謮 定容热容量

CV = ∂U

∂T

∣∣∣∣
V

= 3S. 謨謱謳謮謶謹謩

最后由方程 謨謱謳謮謶謶謩 和 謨謱謳謮謶謸謩謬 得到绝热过程 謨S = 譣譯譮譳譴謮謩

V T 3 = 譣譯譮譳譴謮, pT−4 = 譣譯譮譳譴謮, pV
4
3 = 譣譯譮譳譴謮. 謨謱謳謮謷謰謩

那么 p ∝ n 4
3 謨n = N

V
謩謮 再由方程 謨謱謳謮謵謸謩 计算平均粒子数

N(T, V ) = 4πV
(hc)3

∫ ∞
0

dε
ε2

exp (βε)− 1 = 8πV
(hc)3

1
β3 g3(1). 謨謱謳謮謷謱謩

謕 謲謳謵 謕
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因为 g3(1) = ζ(3)謬

N(T, V ) = 8πV
(hc)3 ζ(3)(kT )3. 謨謱謳謮謷謲謩

这个粒子数不包含态 ε = 0 中的无穷粒子数謬 另外需考虑这个数的涨落大小謮 和经典情况的计算过程相
同謬 标准偏差

σ2
N

N2 = kT

V
κ, κ = − 1

V

∂V

∂p

∣∣∣∣
T,N

. 謨謱謳謮謷謳謩

κ 是无穷大謬 因为 ∂p
∂V

∣∣∣
T

= 0謮 换句话说謬 围绕平均粒子数 謨謱謳謮謱謷謩 的涨落是无穷大謬 关于它的描述只涉
及到有限值部分謮

图 13.8. 含温度为 T 光子气体的
谐振空腔.

Example (Planck 辐射公式). 我们将这一节的结果应用于在理想反射墙面空腔谐振器中温度为 T

的光子气体謬 如图 謱謳謮謸謮 特别地謬 要计算一下通过一个面积为 dF 的小开孔离开空腔的辐射功率謬
以及辐射功率谱謮 这个模型系统的重要性在于任意的散热器的辐射谱密度 Q(ω, T ) 謨单位频率单
位发射面积的辐射功率謩 可以通过所谓的黑体表示为 譋譩譲譣譨譨譯講 定律謬

Q(ω, T ) = A(ω, T )Qblack(ω, T )

因子 A(ω, T ) 是实际物体的吸收率謮 黑体的吸收率 Ablack(ω, T ) = 1謮 空腔内部的光子气体是一种
极相对论 譂譯譳譥 气体謬

ε = c |p| , ε = ~ω, p = ~k. 謨謱謳謮謷謴謩

进一步地謬 光子的自旋为 謱謮 需要考虑这个额外的自旋自由度謮 原理上謬 在无相互作用系统中謬 同
一能量的态中謬 自旋量子数为 s 的粒子有 2s + 1 个分量值謮 单粒子态密度 謨謱謳謮謶謱謩 因此需乘以一
个简并因子 gs = 2s + 1謮 但对于光子并不是这样謬 因为电磁场是横波謬 只有两种可能的偏振自由
度謮 所以对于真实光子謬 自旋分量 sz = ±1謬 属于纵波成分的 sz = 0 不予考虑謮 由此光子的单粒子
态密度带有的简并因子为 gs = 2謬

g(ε) = gs
4πV
h3c3 ε

2, gs = 2. 謨謱謳謮謷謵謩

化学势 µ = 0 的光子能级的平均占有数 〈nε〉 现在由

〈nε〉 = 1
exp (βε)− 1 謨謱謳謮謷謶謩

謕 謲謳謶 謕



郑
惠
南
热
力
学
与
统
计
物
理

给出謮 能量区间 dε 的光子数因此为

dN(ε) = 〈nε〉 g(ε)dε = 8πV
h3c3

ε2dε

exp (βε)− 1 ,

或者謬 以 n = N
V
表示光子的 謨空间謩 密度謬 利用式 謨謱謳謮謷謴謩 以频率表示謬

dn(ω)
dω

= 1
π2c3

ω2

exp (β~ω)− 1 . 謨謱謳謮謷謷謩

类似地謬 单位频率区间的 謨空间謩 能量密度 u = U
V
为

du(ω)
dω

= ~ω
dn(ω)
dω

= ~
π2c3

ω3

exp (β~ω)− 1 . 謨謱謳謮謷謸謩

这些量均对应在空腔的内部謮 与第 謷 章的例子 相同的考虑謬 可以估计逃逸率 R

R = d2N

dtdF
= 1

4
N

V
〈v〉 .

现在 N
V
由式 謨謱謳謮謷謷謩 给出謬 而 〈v〉 = c謮 因此

R(ω) = c

4
dn(ω)
dω

= 1
4π2c2

ω2

exp (β~ω)− 1 . 謨謱謳謮謷謹謩

单位孔面积单位时间单位频率的能量通量

d3E

dFdωdt
= ~ωR(ω). 謨謱謳謮謸謰謩

而单位时间的能量正是功率 p謬 式 謨謱謳謮謸謰謩 即为单位孔面积单位频率的辐射功率謬 表示为谱密度

Qs(ω, T ) = ~ωR(ω) = ~
4π2c2

ω3

exp (β~ω)− 1 . 謨謱謳謮謸謱謩

这就是描述热力学平衡时黑体的著名 譐譬譡譮譣譫 辐射定律謮 然而历史上謬 譐譬譡譮譣譫 在 謱謹謰謰 年以稍微不
同的方式得到这个公式謮 从玻色子出发再次以此方法推导很有指导意义謮 譐譬譡譮譣譫 没有将气体当作
不可分辨光子謬 而是当作频率为 ω 的可分辨谐振子謮 这种情况下謬 要用 譍譡譸護譥譬譬謭譂譯譬譴譺譭譡譮譮 统计謮
但 譐譬譡譮譣譫 进一步假定只能吸收或发射的能量为 ~ω謮 我们在第 謸 章的例子 中处理过这种情况謬 一
个频率为 ω 的谐振子的平均激发态能级由

〈νω〉 = 1
exp (β~ω)− 1

謕 謲謳謷 謕
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给出謬 这正是公式 謨謱謳謮謷謶謩謮 谱能量密度为平均能量 〈εω〉 乘以单位能量区间单位体积的谐振子数謬

du(ω)
dω

= 〈εω〉
g(ω)
V

=
[

~ω
exp (β~ω)− 1 + ~ω

2

] 1
π2c3ω

2, 謨謱謳謮謸謲謩

g(ω) 可由式 謨謱謳謮謷謵謩謬 把能量 ε 用 ω 替换后求得謮
方程 謨謱謳謮謸謲謩 与 謨謱謳謮謷謸謩 一致到一个谐振子零点能量的差别 謨譐譬譡譮譣譫 当时并不知道这个謩謮 频率 ω

的不可分辨光子明显等价于可分辨谐振子的单个能量部分 ~ω謬 两种方式得到的结果相同謮 然而謬
若光子真的是经典可分辨极相对论气体謬 式 謨謱謳謮謷謶謩 应换为

〈n〉MB = exp (−βε) .

重新推导求得谱辐射密度

QMB
s = ~

4π2c2ω
3 exp (−βω) .

这是 譗譩譥譮 辐射定律 謕 此时并不知道 譐譬譡譮譣譫 常量 謕 先于 譐譬譡譮譣譫 辐射定律为我们所知謮 它是方
程 謨謱謳謮謸謱謩 在 ~ω � kT 下的经典极限謮
另一方面謬 也考虑 ~ω � kT 的极限情况謮 这种情况下分离能级的重要性不明显謬 可以当作经典谐
振子处理謮 由均分定理謬 这些谐振子平均地处于热力学激发能级 〈εω〉 = kT 謮 这对应于纯粹的经典
波动图像謮 把这个平均能量代入式 謨謱謳謮謸謲謩謬

du(ω)
dω

= 〈εω〉
g(ω)
V

= kT
ω2

π2c3 ,

由此得到 譒譡譹譬譥譩譧譨 和譊譥譡譮譳 辐射定律謬

Qcl, wave pict.
s (ω, T ) = ω2

4π2c2 kT.

它也可以从普遍公式 謨謱謳謮謸謱謩取 ~ω � kT 的极限得到謮 总结在表 謱謳謮謱中謮 三个辐射定律对 ω 的依

赖关系如图 謱謳謮謹 所示謮 譒譡譹譬譥譩譧譨謭譊譥譡譮譳 定律在高频段给出过大的辐射密度 謨ω → ∞ 时 Q → ∞謩謮
这是当时共识的紫外灾难 謨譵譬譴譲譡譶譩譯譬譥譴 譣譡譴譡譳譴譲譯議譨譥謩謮 另一方面謬 譗譩譥譮 定律至少定性正确地给出了
辐射密度的形状謬 但它在中间频段失效謮 由式 謨謱謳謮謸謱謩謬 譐譬譡譮譣譫 分布的最大值 ~ωmax 满足

exp (βx) (3− βx) = 3, x = ~ω.

数值求解得到謬

βxmax = 2.821, 或 ~ωmax = 2.821kT.

謕 謲謳謸 謕
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辐射分布的最大值在往高频变化时謬 随温度线性地偏移謮 譗譩譥譮 辐射定律给出的最大值 xmax =
3kT 或 βxmax = 3謮 这个分布最大值随温度变化的线性位移 謨譬譩譮譥譡譲 譳譨譩警譴謩 以 譗譩譥譮 位移定律为我
们所知謮 图 謱謳謮謱謰 给出了不同温度下作为频率的函数的 譐譬譡譮譣譫 辐射定律謮 可以看到謬 直到 謲謰謰謰 譋
的温度謬 辐射功率中也只有很小一部分落入可见光谱的范围謮 辐射的大部分位于紫外区域 謨热辐
射謩謮
这是为什么灯泡将电能转换成成可见光的效率如此低下的原因謮 灯丝的温度不能超过材料的熔点
T tungsten
melt = 3683譋謮 另一方面謬 处于温度 謵謸謰謰 譋的太阳謬 大部分辐射在可见光范围謮
最后謬 来计算黑体的总辐射密度 Q(T )謬

Qtot(T ) =
∫ ∞

0
dωQs(ω, T ) = (kT )4

4π2~3c2

∫ ∞
0

dx
x3

ex − 1 .

积分部分的值为 Γ(4)g4(1) = 6ζ(4) = π4

15 謮 因此得到众所周知的 譓譴譥警譡譮謭譂譯譬譴譺譭譡譮譮 定律

Qtot(T ) = σT 4, σ = p2k4

60~3c2 = 5.67× 10−8譗 ·譭−2 ·譋−4.

图 13.9. 三个辐射定律.

图 13.10. 对应于不同温度的
Planck 辐射定律.

表 13.1. 三个辐射定律.

Example (宇宙的 3K 背景辐射). 略謮

Example (推导 Kirchhoff 定律). 略謮

Example (固体中的晶格震荡: Einstein 和 Debye 模型). 略謮

謕 謲謳謹 謕
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14 理理理想想想 Fermi 气气气体体体
进一步地謬 无相互作用非相对论 譆譥譲譭譩 粒子气体是一个非常有用的模型系统謮 原子的核謬 金属中的

电子謬都首先近似为理想 譆譥譲譭譩气体謮对 T → 0的情况有着特别的重要性謮由式 謨謱謲謮謳謷謩謬 理想 譆譥譲譭譩气
体的巨正则配分函数的对数

q(T, V, z) = lnZ =
∑
k

ln [1 + z exp (−βεk)] , 謨謱謴謮謱謩

求和遍历所有单粒子能量本征态謮 给定粒子数 N 时逸度 z = exp
(
µ
kT

)
通过方程

N(T, V, z) =
∑
k

〈nk〉 =
∑
k

1
z−1 exp (βεk) + 1 謨謱謴謮謲謩

得到謮 这里 µ 可以取所有可能的值謬 因此 0 ≤ z ≤ ∞謮 和第 謱謳 章一样謬 把求和换成积分謬

q(T, V, z) =
∫ ∞

0
dε g(ε) [1 + z exp (−βε)] , 謨謱謴謮謳謩

N(T, V, z) =
∫ ∞

0
dε g(ε) 1

z−1 exp (βε) + 1 . 謨謱謴謮謴謩

原理上謬 单粒子态密度可由式 謨謱謳謮謶謩 直接获得謮 但对于无相互作用粒子謬 在简并能级中有 2s+ 1 个自旋
分量值謬 式 謨謱謳謮謶謩 需乘以额外因子 g = 2s+ 1謬

g(ε) = g
2πV
h3 (2m)

3
2 ε

1
2 . 謨謱謴謮謵謩

代入并分部积分方程式 謨謱謴謮謳謩謬

q(T, V, z) = g
2πV
h3 (2m)

3
2

2
3β
∫ ∞

0
dε

ε
3
2

z−1 exp (βε) + 1 . 謨謱謴謮謶謩

N(T, V, z) = g
2πV
h3 (2m)

3
2

∫ ∞
0

dε
ε

1
2

z−1 exp (βε) + 1 . 謨謱謴謮謷謩

令 x = βε謬 定义

fn(x) = 1
Γ(n)

∫ ∞
0

xn−1dx

z−1ex + 1 , 0 ≤ z ≤ ∞, 謨謱謴謮謸謩

謕 謲謴謰 謕
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方程 謨謱謴謮謶謩 和 謨謱謴謮謷謩 化为

q(T, V, z) = pV

kT
= gV

λ3 f 5
2
(z), 謨謱謴謮謹謩

N(T, V, z) = gV

λ3 f 3
2
(z). 謨謱謴謮謱謰謩

z < 1 时謬 有级数展开式

1
z−1zx + 1 = ze−x

1
1 + ze−x

= ze−x
∞∑
k=0

(
−ze−x

)k =
∞∑
k=1

(−1)k−1
zke−kx. 謨謱謴謮謱謱謩

代回到式 謨謱謴謮謸謩謬 可得

fn(z) = 1
Γ(n)

∞∑
k=1

(−1)k−1 z
k

kn

∫ ∞
0

dy yn−1e−y =
∞∑
k=1

(−1)k−1 z
k

kn
, y = kx. 謨謱謴謮謱謲謩

它与 譂譯譳譥 情况 謨謱謳謮謱謴謩 的区别仅在级数项的交替正负号謮 对 fn(z) 求导可得递推关系

∂

∂z
fn(z) = 1

z
fn−1(z). 謨謱謴謮謱謳謩

该式只在 z < 1 时成立謮 但可以相信

z
∂

∂z
fn(z) = 1

Γ(n)

∫ ∞
0

xn−1z−1ex

(z−1ex + 1)2 dx

= 1
Γ(n)

[
− xn−1

z−1ex + 1

∣∣∣∣∞
0

+ (n− 1)
∫ ∞

0

xn−2

z−1ex + 1dx
]
. 謨謱謴謮謱謴謩

方括弧内的第一项在 n > 1 时消失謬 从而退化为式 謨謱謴謮謱謳謩謮
对于大的 z謬 令 Fn(y) = Γ(n)fn(z) 謨z = ey謩謬

Fn(y) =
∫ ∞

0

xn−1dx

ex−y + 1

=
∫ ∞

0
dxxn−1

{
Θ(y − x) +

[ 1
ex−y + 1 −Θ(y − x)

]}
= yn

n
+
∫ ∞

0
dxxn−1

[ 1
ex−y + 1 −Θ(y − x)

]
. 謨謱謴謮謱謵謩

謕 謲謴謱 謕



郑
惠
南
热
力
学
与
统
计
物
理

积分项现在是一个小量謮

I =
∫ ∞

0
dxxn−1

[ 1
ex−y + 1 −Θ(y − x)

]
=
∫ y

0
dxxn−1

( 1
ex−y + 1 − 1

)
+
∫ ∞
y

xn−1dx
1

ex−y + 1

= −
∫ y

0
dx

xn−1

1 + ey−x
+
∫ ∞
y

dx
xn−1

ex−y + 1 . 謨謱謴謮謱謶謩

做替换 u = y − x 和 v = x− y謬

I =
∫ 0

y

du
(y − u)n−1

1 + eu
+
∫ ∞

0
dv

(y + v)n−1

1 + ev
. 謨謱謴謮謱謷謩

因为 y � 1謬 第一项积分可以用 y →∞ 近似謬 再将两个积分写在一起謬

I ≈
∫ ∞

0
du

(y + u)n−1 − (y − u)n−1

1 + eu
. 謨謱謴謮謱謸謩

使用u
y
的二项式展开謬 所有的偶数项消失謬

Fn(y) = yn

n
+ 2

∞∑
j=0

(
n− 1
2j + 1

)
yn−1−(2j+1)

∫ ∞
0

u2j+1

eu + 1du. 謨謱謴謮謱謹謩

这个积分同样可以用 譒譩譥譭譡譮譮 ζ謭函数来估算謮 因为这个积分区间内 e−u < 1謬 而

1
eu + 1 = e−u

1 + e−u
= e−u

∞∑
k=0

(−1)k exp (−ku) , 謨謱謴謮謲謰謩

成立 ∫ ∞
0

u2j+1

eu + 1du =
∫ ∞

0
duu2j+1e−u

∞∑
k=0

(−1)k exp (−ku)

=
∞∑
k=1

(−1)k−1

k2j+2

∫ ∞
0

dww2j+1e−w

= Γ(2j + 2)
∞∑
k=1

(−1)k−1

k2j+2 . 謨謱謴謮謲謱謩

謕 謲謴謲 謕
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式 謨謱謴謮謲謱謩 中的求和如果偶数项的符号正确謬 正是 ζ謭函数謬 因此

∞∑
k=1

(−1)k−1

kl
=
∞∑
k=1

1
kl
− 2

∞∑
k=1

1
(2k)l =

∞∑
k=1

1
kl

(
1− 2

2l

)
= ζ(l)

(
1− 1

2l−1

)
. 謨謱謴謮謲謲謩

从而有级数展开式

Fn(y) = yn

n
+ 2

∞∑
j=0

(
n− 1
2j + 1

)
yn−(2j+2)Γ(2j + 2)ζ(2j + 2)

(
1− 1

22j+1

)
謨謱謴謮謲謳謩

和

fn(y) = yn

Γ(n+ 1)

1 +
∞∑
j=1

2
(
n− 1
2j − 1

)
ny−2jΓ(2j)ζ(2j)

(
1− 1

22j−1

) . 謨謱謴謮謲謴謩

这个公式最先由 譓譯譭譭譥譲謜譥譬譤 在 謱謹謲謸 年给出謮
方程 謨謱謴謮謲謴謩 数学意义上并不是 fn(z) 的严格展开式謬 但忽略的是指数量级的小量謬 仔细的分析2表

明式 謨謱謴謮謲謴謩 只少了一项 cos [(n− 1)π] fn(−y)謮 而 fn(−y) = fn
( 1
z

)
对于 y � 1 是指数量级的小量謮

n = 1
2 ,

3
2 ,

5
2 , · · · 时展开式 謨謱謴謮謲謴謩 总是对的謬 因为正比于 cos [(n− 1)π] 的第二项消失了謮

fn(z) 的样子如图 謱謴謮謱 所示謮 由方程 謨謱謴謮謱謳謩謬

图 14.1. 函数 fn(z).

fn(z) ≈ z, z � 1, 謨謱謴謮謲謵謩

而由方程 謨謱謴謮謲謵謩謬

fn(z) ≈ (ln z)n

n! , z � 1. 謨謱謴謮謲謶謩

对于 z = 1謬 利用式 謨謱謴謮謱謲謩 和 謨謱謴謮謲謲謩 可得

fn(1) =
(

1− 1
2n−1

)
ζ(n). 謨謱謴謮謲謷謩

例如謬 f 3
2
(1) = 0.765謬 f 5

2
(1) = 0.866 和 f 7

2
(1) = 0.9277謮 fn(z) > 0 和 ∂

∂z
fn(z) = 1

z
fn−1(z) > 0謬 所以

fn(z) 是严格递增函数且存在唯一反函数謮
2P. Rhodes, Proc. Roy. Soc. London A 204 (1950) 396; R. B. Dingle, J. App. Res. B 6 (1956) 225.
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现在回到 譆譥譲譭譩 气体的热力学謮 先计算内能

U = − ∂

∂β
lnZ

∣∣∣∣
V,z

= kT 2 ∂

∂T
lnZ

∣∣∣∣
V,z

= 3
2kT

gV

λ3 f 5
2
(z). 謨謱謴謮謲謸謩

利用式 謨謱謴謮謱謰謩 消去项 gV
λ3 謬

U = 3
2NkT

f 5
2
(z)

f 3
2
(z) , 謨謱謴謮謲謹謩

完全类似于 譂譯譳譥 气体的公式 謨謱謳謮謴謸謩謮 特别地经典极限为 Nλ3

gV
� 1 謨低密謬 高温謩謮 由方程 謨謱謴謮謱謰謩謬 并利

用式 謨謱謴謮謲謵謩謬 U = 3
2NkT 謮 比较方程 謨謱謴謮謲謸謩 和 謨謱謴謮謹謩 得到

p = 2
3
U

V
. 謨謱謴謮謳謰謩

正如经典理想 譍譡譸護譥譬譬謭譂譯譬譴譺譭譡譮譮 气体和理想 譂譯譳譥 气体謬 压强是能量密度的 2
3 倍謮 因此謬 这个公式一

般地謬 对于非相对论理想气体都成立謮
利用式 謨謱謴謮謱謰謩謬

∂

∂T
f 3

2
(z) = ∂

∂T

(
Nλ3

V g

)
,

∂z

∂T

1
z
f 1

2
(z) = − 3

2T

(
Nλ3

V g

)
= − 3

2T f
3
2
(z). 謨謱謴謮謳謱謩

或

∂z

∂T

∣∣∣∣
V,N

= −3
2
z

T

f 3
2
(z)

f 1
2
(z) . 謨謱謴謮謳謲謩

再由式 謨謱謴謮謱謳謩謬 得到比热

CV = ∂U

∂T
= 3

2Nk
f 5

2
(z)

f 3
2
(z) + 3

2NkT
[
1−

f 5
2
(z)f 1

2
(z)

f2
3
2
(z)

] [
− 3

2T
f 3

2
(z)

f 1
2
(z)

]
,

CV
Nk

= 15
4
f 5

2
(z)

f 3
2
(z) −

9
4
f 3

2
(z)

f 1
2
(z) , 謨謱謴謮謳謳謩

也类似于 譂譯譳譥 气体 謨謱謳謮謵謳謩謮 z → 0 时方程 謨謱謴謮謳謳謩 给出经典值 CV = 3
2Nk謮 自由能

F = U − TS = Nµ− pV = NkT

[
ln z −

f 5
2
(z)

f 3
2
(z)

]
. 謨謱謴謮謳謴謩

謕 謲謴謴 謕
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熵

S = 1
T

(U − F ) = Nk

[
5
2
f 5

2
(z)

f 3
2
(z) − ln z

]
. 謨謱謴謮謳謵謩

与第 謹 章的例子 比较表明这些公式在 z � 1 时再次重现经典结果謮 至于 譂譯譳譥 气体謬 在

f 3
2
(z) = N

gV

(
h2

2πmkT

) 3
2

� 1 即 f 3
2
(z) ≈ z, z � 1 謨謱謴謮謳謶謩

时经典极限成立謮 若 Nλ3

gV
是小量但不是非常小謬 则可以类似于式 謨謱謳謮謴謲謩謬 从方程 謨謱謴謮謹謩 和 謨謱謴謮謱謰謩 中

fn(z) 的级数展开式中逐项消去逸度謬 得到一个 譆譥譲譭譩 气体状态方程的 譶譩譲譩譡譬 展开式謬

pV

NkT
=
∞∑
l=1

(−1)l−1alx
l−1, x = λ3

gv
= Nλ3

gV
. 謨謱謴謮謳謷謩

系数 al 和方程 謨謱謳謮謴謳謩 中的相同謬 只是符号改变了謮

14.1 简简简并并并 Fermi 气气气体体体
现在来讨论另一种极限情况謬 即低温和高密情况謮 特别有趣的是 T = 0 的极限情况謬 因为此时很多

量子力学 謨如原子謩 系统中典型的激发能量大于几十个 譥譖謮 而室温下平均热能只有大概 1
40譥譖謬 这比需

要的激发能量低謬 因此对于这样的系统 謨如金属中的电子气体謩謬 室温和 T = 0 的情况相同謬
这种情况下謬 平均占有数 〈nk〉FD 可以用阶梯函数 Θ(µ− ε) 很好地近似謮 函数 fn(z) 则近似为方程

謨謱謴謮謲謶謩謮 因此由式 謨謱謴謮謹謩 和 謨謱謴謮謱謰謩謬

p

kT
≈ g

λ3

( µ

kT

) 5
2 1

Γ
( 7

2
) 或 p ≈ g

(2πm
h2

) 3
2

µ
5
2

8
15
√
π
, 謨謱謴謮謳謸謩

N

V
≈ g

λ3

( µ

kT

) 3
2 1

Γ
( 5

2
) 或

N

V
≈ g

(2πm
h2

) 3
2

µ
3
2

4
3
√
π
. 謨謱謴謮謳謹謩

这个极限也能直接推导得来謮 T = 0 时謬

〈nε〉FDT=0 = Θ(µ− ε) =

1, ε ≤ µ,
0, ε > µ.

謨謱謴謮謴謰謩

对于 T = 0 化学势 µ 等于系统 譆譥譲譭譩 能量 εf 謨被占据最高能级的能量謩謮 粒子数和内能直接用方程

謕 謲謴謵 謕
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謨謱謴謮謴謰謩 计算謬

N =
∫ ∞

0
dε g(ε)Θ(µ− ε) = g

2πV
h3 (2m)

3
2

∫ µ

0
ε

1
2 dε

= gV

(2πm
h2

) 3
2 4

3
√
π
µ

3
2 , 謨謱謴謮謴謱謩

U =
∫ ∞

0
dε g(ε)Θ(µ− ε)ε = g

2πV
h3 (2m)

3
2

∫ µ

0
ε

3
2 dε

= gV

(2πm
h2

) 3
2 4

5
√
π
µ

5
2 , 謨謱謴謮謴謲謩

与方程 謨謱謴謮謳謸謩 和 謨謱謴謮謳謹謩 完全一致謮 式 謨謱謴謮謴謲謩 除以式 謨謱謴謮謴謱謩謬 得到

U

N
= 3

5µ, µ = εf , T = 0. 謨謱謴謮謴謳謩

单位粒子平均能量为 譆譥譲譭譩 能量的 3
5 謮 由式 謨謱謴謮謴謱謩 可以计算得到

εf = µ = ~2

2m

(6π2

g

N

V

) 2
3

和

U

V
= 3

2p = 3
5

(6π2

g

) 2
3 ~2

2m

(
N

V

) 5
3

, 謨謱謴謮謴謴謩

即能量密度与粒子密度的五分之三次方成正比謮 接下来计算这个极限下 謨即温度不为零时謩 的修正謮 为
此謬 保留 fn(z) 在 z � 1 时展开式的下一项謬

f 5
2
(z) ≈ 8

15
√
π

ln
5
2 z

[
1 + 5π2

8 ln−2 z + · · ·
]

f 3
2
(z) ≈ 4

3
√
π

ln
3
2 z

[
1 + π2

8 ln−2 z + · · ·
]

f 1
2
(z) ≈ 2√

π
ln

1
2 z

[
1− π2

24 ln−2 z + · · ·
]
. 謨謱謴謮謴謵謩

先由式 謨謱謴謮謱謰謩 再次确定 z謬

N

V
= 4πg

3

(2m
h2

) 3
2

(kT ln z)
3
2

(
1 + π2

8 ln−2 z

)
. 謨謱謴謮謴謶謩

謕 謲謴謶 謕
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这个式子中的第二项用 z 的零阶近似表示謬

kT ln z = µ =
( 3N

4πgV

) 2
3 h2

2m = εf , 謨謱謴謮謴謷謩

由此得到一个更好的近似

kT lnZ = µ ≈ εf

[
1− π2

12

(
kT

εf

)2
]
. 謨謱謴謮謴謸謩

化学势随着温度增加而减小謮 展开参数现在是热激发能和系统 譆譥譲譭譩 能量的比謮 内能

U

N
= 3

2kT
f 5

2
(z)

f 3
2
(z) ≈

3
2kT

2
5 ln z

1 + 5π2

8 ln−2 z + · · ·
1 + π2

8 ln−2 z + · · ·
. 謨謱謴謮謴謹謩

进一步近似为

U

N
≈ 3

5kT ln z
(

1 + π2

2 ln−2 z + · · ·
)
. 謨謱謴謮謵謰謩

最后将式 謨謱謴謮謴謸謩 的 ln z 代入謬

U

N
≈ 3

5εf

[
1 + 5π2

12

(
kT

εf

)2

+ · · ·
]
. 謨謱謴謮謵謱謩

譆譥譲譭譩系统的内能在低温时不像经典理想气体或理想 譂譯譳譥气体那样趋于零謬 它收敛于一个由 T = 0时
占有态总能量所确定的有限值謮 利用式 謨謱謴謮謵謱謩謬 比热

CV
Nk

= 1
Nk

∂U

∂T

∣∣∣∣
V,N

= π2

2
kT

εf
+ · · · , 謨謱謴謮謵謲謩

如图 謱謴謮謲 所示謮 现在我们知道謬 金属或固体中的电子在室温下为什么对比热没有贡献謬 这在经典统计力
学中是一个很大的问题謮

图 14.2. Fermi 气体的比热.

我们曾经证明多原子分子中的转动和振动贡献额外的自由度謬 每个自由度贡献平均内能 1
2kT 和比

热 1
2k謮 然而謬 电子謬 更进一步地謬 原子核的组成部分謬 因为 譆譥譲譭譩 能量非常大謬 对比热没有贡献謮 因此謬

在几百或几千 譋 的温度下不发生电子的激发謬 而核激发需要甚至更高的温度謮
然而謬 这个论断需要小心处理謮 在很低的温度下比热非常小謬 电子的贡献线性地正比于温度謬 同时

光子压倒性的其他贡献以 T 3 趋于零謮 因此非常低温度时謬 对比热的主要贡献既不来自电子也不来自光

謕 謲謴謷 謕
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子謮 对于低温比热是 T 和 T 3 的迭加謬

CV ≈ αT + γT 3. 謨謱謴謮謵謳謩

图 謱謴謮謳 给出了 CV
T
与 T 2 的关系謬 在 T → 0 时为一条直线謮 可以看到謬 理论值 謨线謩 与实验 謨点謩 值吻合

得非常好謮

图 14.3. 铜的比热.

对于金属謬 α 的量级是 0.8譭 譊 ·譭譯譬−1 ·譋−2謮 对于盐謬 如 KCl謬 α 却很小謬 因为盐中电子不能描述成
自由电子气体謮很多金属的其他性质只有用在 T = 0时金属电子的自由 譆譥譲譭譩气体 謨称之为简并 譆譥譲譭譩
气体謩 模型才得以理解謮 这样的性质带来了良好的导热和导电性质謬 以及这些性质对温度的依赖关系謮
最后謬 以自由能和熵的计算来结束謬

F

N
= 3

5εf

[
1− 5π2

12

(
kT

εf

)2

+ · · ·
]
, 謨謱謴謮謵謴謩

S

Nk
= π2

2
kT

εf
. 謨謱謴謮謵謵謩

特别地謬 T → 0 时 S → 0謮 简并 譆譥譲譭譩 气体在 T → 0 时正如 譂譯譳譥 凝聚那样謬 代表了系统处于最高次
序的状态謮

Example (Richardson 效应, 热离子 (thermionic) 发射). 略謮

Example (Hallwachs 效应, 光电子发射). 略謮

Example (Schottky 效应). 略謮

Example (T = 0 时的相对论 Fermi 气体). 略謮

Example (白矮星 (white dwarfs,超新星 (supernovae),中子星 (neutron stars),夸克星 (quark stars)
和黑洞 (black holes)). 略謮

Example (Pauli 顺磁质). 略謮

Example (Landau 反磁质). 略謮

Example (de Haas-van Alphen 效应). 略謮

Example (Landau 反磁质态密度的计算). 略謮

Example (极相对论 Fermi 气体). 略謮

謕 謲謴謸 謕
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14.2 附附附: 自自自然然然单单单位位位
到此謬 我们需要略提一下在近代物理中使用的单位体系謬 即所谓的自然单位 謨譮譡譴譵譲譡譬 譵譮譩譴譳謩謬

~ = c = k = 1. 謨謱謴謮謵謶謩

这种单位制在理论物理中有很多的优势謮 缺点是不得不把记住很多相同单位的不同可观察量以对应于
日常生活中的量謮

譐譬譡譮譣譫常量謬光速和 譂譯譬譴譺譭譡譮譮常量在国际单位制 譛基本单位为謺 米謬千克謬秒謬安培 謨譁譭議诨譲譥謩謬开
尔文 謨譋譥譬譶譩譮謩謬 坎德拉 謨譣譡譮譤譥譬譡謩謬 摩尔 謨譭譯譬謩譝謬 或实际的核物理单位制 謨1譥譖 = 1.6022 × 10−9譊謬 1警譭 =
10−15譭謩 中分别为

~ = h

2π = 1.0546× 10−34譊 · 譳 = 6.5821× 10−16譥譖 · 譳,

c = 2.9979× 108譭 · 譳−1 = 2.9979× 1023警譭 · 譳−1

k = 1.3807× 10−23譊 ·譋−1 = 0.86174× 10−4譥譖 ·譋−1. 謨謱謴謮謵謷謩

这三个常量含有四个不同的单位謬 即 譥譖謬 譳謬 警譭 和 譋謮 由式 謨謱謴謮謵謶謩謬 可以消去三个单位謮 独立单位通常选
譥譖 謨更好的 譍譥譖謩 或 警譭謮 这两个单位通过关系

~c = 197.327譍譥譖 · 警譭 = 1 謨謱謴謮謵謸謩

相联系謮 记住进行单位转换时记住近似值 ~c ≈ 200譍譥譖 · 警譭 足以謮
在自然单位制中謬 长度和时间具有相同的量纲謮 t = 1警譭 对应于光走过 謱 警譭 的时间謮 相应地謬 速度

是无量纲量謬 由光速的分数给出謮 相似地謬 能量和频率謬 动量和波矢都有单位 譍譥譖 謨或 警譭−1謩謮 经常出现
在平面波中的标量积 xµp

µ 是无量纲量謬 以 ~ 的倍数衡量謮
这个单位制也可以用于电动力学謮 为此謬 需先对电动力学的单位制作一点修补謮 在 譇譡譵譳譳 单位制

中謬 基本电量的平方

e2 = 1.44譍譥譖 · 警譭 = 1
137 或 α = e2

~c
= 1

137 . 謨謱謴謮謵謹謩

因此謬 在自然单位制中謬 e2 等同于不依赖于单位制的精细结构常量 α謮 必须注意到电动力学中 謨特别在
协变形式中謩 通常使用 譈譥譡譶譩譳譩譤譥謭譌譯譲譥譮譴譺 单位制謬 这个单位制中謬 e2|HL = 4πe2|Gauss謬 所以式 謨謱謴謮謵謹謩
中有一个附加因子 4π謬 利用 ~c = 1謬 α = e2

4π

∣∣∣
HL

= 1
137 謮 譈譥譡譶譩譳譩譤譥謭譌譯譲譥譮譴譺 单位制的优势在于势方程

�Aµ = 4πjµ|Gauss 謨謱謴謮謶謰謩

謕 謲謴謹 謕
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中不再含有因子 4π謬

�Aµ = jµ|HL . 謨謱謴謮謶謱謩

另一方面謬 譃譯譵譬譯譭譢 势

e2

r

∣∣∣∣
Gauss

→ e2

4πr

∣∣∣∣
HL
. 謨謱謴謮謶謲謩

在近代量子场论 謨譑譅譄謬 譑譃譄謩 中通常使用 譈譥譡譶譩譳譩譤譥謭譌譯譲譥譮譴譺 单位制謮
最后謬 温度单位 譋譥譬譶譩譮 通过 k = 1 被削除了謮 温度在自然单位制中和能量的量纲相同謮 熵和热容

量有和 譂譯譬譴譺譭譡譮譮 常量相同的单位謬 即是无量纲量謬 它们以 k 的倍数衡量謮

謕 謲謵謰 謕
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15 极极极相相相对对对论论论 Bose 和和和 Fermi 气气气体体体的的的应应应用用用
略謮

15.1 大大大爆爆爆炸炸炸和和和重重重离离离子子子碰碰碰撞撞撞中中中的的的夸夸夸克克克-胶胶胶子子子等等等离离离子子子体体体
略謮

謕 謲謵謱 謕



郑
惠
南
热
力
学
与
统
计
物
理

Part

IV
真实气体和相变

16 真真真实实实气气气体体体

16.1 更更更好好好的的的理理理解解解: Mayer 的的的集集集束束束展展展开开开
略謮

16.2 Virial 展展展开开开
略謮
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17 相相相变变变分分分类类类

17.1 对对对应应应态态态定定定理理理

略謮

17.2 关关关键键键指指指数数数

略謮

17.3 相相相变变变例例例子子子

略謮

謕 謲謵謳 謕



郑
惠
南
热
力
学
与
统
计
物
理

18 Ising (伊伊伊辛辛辛) 和和和 Heisenberg (海海海森森森堡堡堡) 模模模型型型
略謮
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