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第一章 随机变量及其分布

1.1 概率论简介

所谓试验，应当在相同条件下可以重复进行。若试验的所有可能结果都已明确知晓，

但每次试验结果无法确定，此类试验称为随机试验。随机试验的可能结果称为随机事件，

简称事件。

随机试验的结果（即所有可能的事件）由样本空间描述。样本空间的任一子集即为

随机试验的一个可能事件。记：S 为样本空间，

A = {e} e ∈ S （基本事件）

A = S （必然事件）

A = ∅ （不可能事件）

基于集合论，我们可以引入关于事件的如下概念：

定义 1.1

♣

（和事件）A ∪B：事件 A 和事件 B 至少有一个发生。

（积事件）A ∩B：事件 A 和事件 B 同时发生。

（差事件）A−B：事件 A 发生而事件 B 不发生。

（不相容）A ∩B = ∅

（对立事件）A = S −A

Ai 6= ∅ (i = 1, 2, ......, n) 为随机试验的 n 个事件，满足 Ai ∩Aj = ∅, ∀ i 6= j

A1 ∪A2 ∪ ... ∪An = S

称 {Ai | i = 1, 2, ......, n}为样本空间 S 的一个划分。

1.1.1 概率及其性质

为定量描述随机试验中各随机事件发生的可能性的大小，引入概率。

定义 1.2.（概率）

♣

P : A ⊂ S 7−→ P (A) ∈ R ，满足

(1) 0 ⩽ P (A) ⩽ 1, ∀A ⊂ S

(2) P (S) = 1

(3) P (A1 ∪A2 ∪ ... ∪An ∪ ...) =
∑
k

P (Ak), {Ak | k = 1, 2, ...}两两不相容

通常，先验概率基于某种假定而获得。如

等概率假定：样本空间为包含 n 个元素的有限集时，每个基本事件的概率为 1/n。



1.1 概率论简介

性质

(1)
n∑

i=1

P (Ai) = 1, {Ai | i = 1, 2, ..., n}为分割

(2) P (A−B) = P (A)− P (B) ⩾ 0, A ⊃ B

(3) P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (AB)

P (A1 ∪A2 ∪A3) = P (A1) + P (A2) + P (A3)

− P (A1A2)− P (A2A3)− P (A3A1) + P (A1A2A3)

1.1.2 条件概率

A,B 为一随机试验的两个事件（A 6= ∅），概率分别为 P (A) 和 P (B)。问：事件 A

发生的条件下事件 B 发生的概率是多少？

回答这个问题需要注意两件事情：

1. 事件 A 条件下的事件 B，即为积事件 AB。该积事件的概率为 P (AB)；

2. 以事件 A 为条件时，样本空间为 A。概率的归一性诱导出归一化因子 1/P (A)。

因此，

定理 1.1.（条件概率）

♥

事件 A 条件下，事件 B 的条件概率为

P (B|A) =
P (AB)

P (A)

条件概率定理：条件概率即为重新归一化后的积事件概率。反之，AB 积事件的概

率亦可由 A 事件和 B 事件的概率相乘而得到。

定理 1.2.（积事件概率）

♥

P (AB) = P (A|B)P (B) = P (B|A)P (A)

推论：
P (AnAn−1An−2...A2A1) =P (An|An−1An−2...A2A1)

P (An−1|An−2...A2A1)

......

P (A2|A1)

P (A1)

什么是相互独立的事件？n 个事件 Ai (i = 1, 2, ..., n) 之间彼此独立，则

P (Aj1Aj2 ...Ajk) = P (Aj1)P (Aj2)...P (Ajk)

∀ 0 ⩽ j1 < j2 < ... < jk ⩽ n

特别地，对于两个相互独立的事件 A 和 B，

P (AB) = P (A)P (B) −→ P (A|B) = P (A), P (B|A) = P (B)
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1.1 概率论简介

例 1.1 某种粒子探测器，信号粒子触发概率为 η ∼ 1，偶然虚假触发概率为 ε ∼ 0。问：如

何提高粒子探测效率？

解探测器随机试验为伯努利试验，基本事件为 A = {触发} P (A) = p

A = {未触发} P (A) = q
(p+ q = 1)

进行了多次彼此独立的相同伯努利试验。

（1）P (A1 ∪A2 ∪ ... ∪An)：

P (A1 ∪A2 ∪ ... ∪An) = 1− P (A1 ∪A2 ∪ ... ∪An)

= 1− P (A1 ∩A2 ∩ ... ∩An)

= 1− qn

（2）P (A1 ∩A2 ∩ ... ∩An)：

P (A1 ∩A2 ∩ ... ∩An) = pn

可以看到

P (A1 ∪A2 ∪ ... ∪An) > P (A) > P (A1 ∩A2 ∩ ... ∩An)

这一结论与触发概率 p 无关。显然，上面任何一种方案均无法实现增加 η 的同时减小 ε。

考察如下事件：

D =

m⋂
a=1

( n⋃
i=1

A
(a)
i

)
−→ P (D) = (1− qn)m

情形一（p ∼ 1, q ∼ 0）：

P (D) = (1− qn)m ' 1−mqn P (D) > P (A)

情形二（p ∼ 0, q ∼ 1）：

P (D) = (1− qn)m = [1− (1− p)n]m ' (np)m P (D) < P (A)

因此，定义事件 D 为试验成功，可以提高粒子探测效率。

1.1.3 贝叶斯公式

利用样本空间分割的性质，我们可以得到如下的全概率公式和贝叶斯公式。

定理 1.3.（全概率公式）

♥

(1) P (B) =

n∑
k=1

P (B|Ak)P (Ak) (2) P (B|C) =

n∑
k=1

P (B|AkC)P (Ak|C)

{Ak | k = 1, 2, ..., n}为样本空间的划分

全概率公式 (2) 可以等价地写为

P (B|C) =

n∑
k=1

P (B|AkC)P (AkC|C)
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1.1 概率论简介

与全概率公式 (1) 相比较，

样本空间：S −→ C 分割：{Ak | k = 1, 2, ..., n} −→ {AkC | k = 1, 2, ..., n}

需要说明的是，AkC 不能为 ∅，否则从分割中去除之。

定理 1.4.（贝叶斯公式）

♥

P (Ai|B) =
P (B|Ai)P (Ai)

P (B)

= P (B|Ai)P (Ai)
/ n∑

k=1

P (B|Ak)P (Ak)

{Ak | k = 1, 2, ..., n}为样本空间的划分

贝叶斯公式中，有别于先验概率 P (Ai)，P (Ai|B) 称为后验概率。

例 1.2 盒中装有 a 个黑球和 b 个白球。随机从盒中取出一个小球，然后在盒中添加 c 个同

种颜色的小球，并将取出的小球放回。问：这之后从盒中取出白球的概率是多少？

解
A1 = {第一次取出黑球} A2 = {第一次取出白球}

B = {第二次取出白球}

等概率假设 
P (A1) =

a

a+ b

P (A2) =
b

a+ b


P (B|A1) =

b

a+ b+ c

P (B|A2) =
b+ c

a+ b+ c

全概率公式

P (B) =

2∑
k=1

P (B|Ak)P (Ak)

=
b

a+ b+ c
× a

a+ b
+

b+ c

a+ b+ c
× b

a+ b
=

b

a+ b

例 1.3 有 5 个完全一样的盒子，每个盒子分别装有 4 个小球，黑球和白球数目分别为

(4, 0), (3, 1), (2, 2), (1, 3), (0, 4)。随机地从 5 个盒中取出 1 个小球，之后继续从原来盒中

取出一球。问：在第一次取出黑球条件下，第二次取出黑球的概率。

解
Ai = {摸取第 i 个盒子} (i = 1, 2, 3, 4, 5)

B = {第一次取出黑球}

C = {第二次取出黑球}

等概率假设

P (Ai) =
1

5

P (B|A1) = 1 P (B|A2) =
3

4
P (B|A3) =

2

4
P (B|A4) =

1

4
P (B|A5) = 0

P (C|BA1) = 1 P (C|BA2) =
2

3
P (C|BA3) =

1

3
P (C|BA4) = 0

4



1.2 一维随机变量

（1）P (B)：

P (B) =

5∑
i=1

P (B|Ai)P (Ai) =
1

2

（2）P (Ai|B)：

P (Ai|B) =
P (B|Ai)P (Ai)

P (B)
=



4/10 i = 1

3/10 i = 2

2/10 i = 3

1/10 i = 4

0 i = 5 (BA5 = ∅)

（3）P (C|B)：

P (C|B) =

4∑
i=1

P (C|BAi)P (Ai|B) =
2

3

1.2 一维随机变量

一维随机变量是定义在样本空间 S 上的单值实函数，分为离散型随机变量和连续型

随机变量。

X : e ∈ S 7−→ X(e) = x ∈ R

1.2.1 分布特征

定义 1.3

♣

一维随机变量 X 的分布函数：

F (x) = P (X ⩽ x)

（如果存在）分布密度函数：

f(x) =
dF (x)

dx
F (x) =

∫ x

f(τ)dτ

性质

(1) 0 ⩽ F (x) ⩽ 1 (1) f(x) ⩾ 0

(2) F (+∞) = 1 (2)

∫ +∞

−∞
f(x)dx = 1

(3) F (x2)− F (x1) ⩾ 0 (3)

∫ x2

x1

f(x)dx = F (x2)− F (x1) ∀ x2 > x1

对于离散型随机变量，我们一般不采用分布函数描述，只需给出随机变量取各种不

同值的概率：

P (X = xi) = pi (i = 1, 2, ...)
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1.2 一维随机变量

显然，离散型随机变量的分布函数为右连续阶跃函数：

F (x) =
∑
xi⩽x

pi

随机变量 Y 为随机变量 X 的函数，则 Y 的分布由 X 的分布唯一决定。

离散型 X = x ∈ {xi | i = 1, 2, ... }：

y ∈ { y(xi) | i = 1, 2, ... } P (Y = y) =
∑

x=x(y)

P (X = x)

连续型 X = x ∈ R：

g(y) =
∑

x=x(y)

f(x)

∣∣∣∣dxdy
∣∣∣∣

特别地，y = y(x) 为一一映射时，有

g(y) = f(x)

∣∣∣∣dxdy
∣∣∣∣ 即：

 g(y)dy = +f(x)dx （单调递增映射）

g(y)dy = −f(x)dx （单调递减映射）

例 1.4 X 为取值在 [−1, +1] 区间上的均匀分布随机变量，Y 为 X 的函数：

Y = tanπX

求 Y 的概率分布。

解记 X 和 Y 的分布密度函数分别为 f(x) 和 g(y)。由题意知：f(x) = 1。X 7→ Y 为单

调递增映射，因此，有

g(y)dy = f(x)dx

= d

[
1

π
arctan y

]
=

1

π

1

1 + y2
dy

∴ g(y) =
1

π

1

1 + y2

随机变量的分布特征可由分布函数、分布密度函数或随机变量的各阶矩描述。本质

上，矩是分布密度函数傅立叶像的泰勒展开系数。常用的随机变量数字特征包括：期望

值、方差、偏度、峰度，分别为随机变量的一、二、三、四阶矩。

定义 1.4

♣

期望值： µ = 〈 X 〉

方差： σ2 = 〈 (X − µ)2 〉

偏度： γ1 =
〈 (X − µ)3 〉

σ3

峰度： γ2 =
〈 (X − µ)4 〉

σ4
− 3

其中，〈 ... 〉定义为

〈 X 〉 =


∫

xf(x)dx （连续型）∑
i

xipi （离散型）

σ2 定量地反映出了随机变量相对其期望值的离散程度，γ1 描述了分布密度函数相对于期

望值的不对称程度，而 γ2 则给出了分布密度函数相对于正态分布 N(µ, σ2) 的尖锐程度。
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1.2 一维随机变量

1.2.2 均匀分布

均匀分布是最简单的连续型随机变量分布。顾名思义，[a, b] 区间上均匀分布随机变

量在任意等长度子区间内取值的概率相同，因此，在 [a, b] 区间内分布密度函数为常数。

f(x) =


1

b− a
0 ⩽ x ⩽ b

0 else

几个主要数字特征分别为

µ =
a+ b

2
σ2 =

(b− a)2

12
γ1 = 0 γ2 = −1.2

均匀分布随机变量在蒙特卡洛方法中是非常基本而重要的。原则上，任意分布的随机数

序列均可通过对 [0, 1] 区间上均匀分布的随机数序列的改造来得到。

1.2.3 指数衰减分布

以不稳定粒子的寿命 T 为例，指数衰减分布密度函数为

f(t;λ) =

 λe−λt t ⩾ 0

0 t < 0
(λ > 0)

几个主要数字特征分别为

µ =
1

λ
σ2 =

1

λ2
γ1 = 2 γ2 = 6

衰变宽度 λ = 1/t0，t0 为该不稳定粒子的平均寿命。不稳定粒子寿命大于 t 的概率为

P (T > t) =

∫ t

f(τ, λ)dτ = 1− F (t;λ) = e−λt

记 t 时刻不稳定粒子数目为 N(t)。若初始时刻粒子数目足够大，则终了与初始时刻

不稳定粒子数目之比为
N(t2)

N(t1)
' P (T > t2 − t1) = e−λ(t2−t1)

由此可得衰变宽度

λ =
1

t2 − t1
Ln

N(t1)

N(t2)

命题 1.1

♠

不稳定粒子数目足够大时

N(t) = N0e
−λt 1

N

dN

dt
= −λ

∵ 1

N

dN

dt
= −λ = const. ∴ N(t1)

N(t2)
=

dN(t1)

dt

/
dN(t2)

dt

衰变宽度又可写为

λ =
1

t2 − t1
Ln

[
dN(t1)

dt

/
dN(t2)

dt

]
显然，dN/dt 比 N 更易于测量。

7

β Gem.
a



1.2 一维随机变量

1.2.4 二项分布

只有两个基本事件的随机试验称为伯努利试验。方便起见，我们将两个基本事件 A

和 A 分别记为“成功”和“失败”。P (A) = p，P (A) = q ≡ 1− p。

定义 1.5

♣

伯努利变量 R： 单次伯努利试验中试验成功的次数。

R = r ∈ {0, 1}

伯努利分布 B(p)： 成功概率为 p 的伯努利变量服从的分布。

B(r; p) = prq1−r =

 p r = 1

q r = 0

伯努利变量的期望值和方差分别为

µ = p σ2 = pq

A 为随机试验 E 的一个事件，对立事件为 A。P (A) = p，P (A) = q。事件 A 诱导出

伯努利试验 EA，其基本事件为 A 和 A。记事件 A 为“成功”，则 EA 试验成功概率为 p。

定理 1.5

♥

Ri (i = 1, 2, ..., n) 为彼此独立的同分布（试验成功概率为 p）伯努利随机变量。

R = R1 +R2 + ...+Rn

则 R 服从二项分布 B(n, p)：

B(r;n, p) = Cr
np

rqn−r (r = 0, 1, 2, ..., n)

显然，R 是独立进行 n 次相同伯努利试验中试验成功的次数。二项分布随机变量的

期望值、方差、偏度、峰度分别为

µ = np σ2 = npq γ1 = −
p− q

σ
γ2 =

1− 6pq

σ2

推论 1.1

♥

X 和 Y 相互独立，X ∼ B(n, p)，Y ∼ B(m, p)。则

X + Y ∼ B(n+m, p)

注（1）伯努利分布为 n = 1 的二项分布；（2）二项分布为伯努利分布的和分布。

例 1.5 LEP (Large Electron Positron Collider) 上 e+e− → ff̄ 过程前后不对称性 (Forward-

Backward Asymmetry, AFB) 和左右不对称性 (Left-Right Asymmetry, ALR) 的精确测量是

研究弱相互作用宇称不守恒、确定弱混合角的重要实验方法。

AFB =
NF −NB

N
ALR =

NL −NR

N

e+e− → ff̄ 事例总数为 N，前后向事例数和左右手事例数分别为 NF,B 和 NL,R，方向及

手征性由末态费米子 f 决定。试讨论 AFB 和 ALR 的期望值及方差。
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1.2 一维随机变量

解以 AFB 为例，记

E：e+e− → ff̄

〈
F = {f前向： cos θ > 0} P (F ) = p

B = {f后向： cos θ < 0} P (B) = q

事件 F 诱导伯努利试验 EF。显然，NF 为 N 次独立伯努利试验 EF 中试验成功的次数，

NF ∼ B(N, p)。〈 NF 〉 = Np，V (NF ) = Npq。

命题 1.2

♠

Xi (i = 1, 2, ..., n) 为彼此独立的随机变量，期望值和方差分别为 µi 和 σ2
i 。

Y =
n∑

i=1

αiXi

则 Y 的期望值和方差分别为

〈 Y 〉 =
n∑

i=1

αiµi V (Y ) =

n∑
i=1

α2
i σ

2
i

由上述命题，

∵ AFB =
2NF

N
− 1 ∴


〈 AFB 〉 =

2

N
〈 NF 〉 − 1 = p− q

V (AFB) =

(
2

N

)2

V (NF ) =
4pq

N

1.2.5 泊松分布

泊松分布是一种统计与概率学里常见到的离散机率分布，适合于描述单位时间（或

空间）内随机事件发生的次数。

定理 1.6

♥

R(t)：[0, t] 时间段内随机事件发生的次数。 P (r; t)：R(t) = r (r ∈ N) 的概率。

假设 (Poisson)

1. R(dt) 为伯努利变量。

P (r; dt) =


1− λdt r = 0

λdt r = 1

0 r ⩾ 2

λ = const.

2. ∆t > 0 时，R(t) 与 R(t+∆t)−R(t) 相互独立。

则

P (r; t) =
1

r!
(λt)re−λt

证明

R(t+ dt) = R(t) +R(dt)

由独立性可知

P (r; t+ dt) = P (r; t)⊗ P (r; dt)

= P (r; t)P (0; dt) + P (r − 1; t)P (1; dt)

9



1.2 一维随机变量

（1）r = 0：

P (0; t+ dt) = P (0; t)P (0; dt) 说明：P (−1; t) = 0

得到如下一阶微分方程 
dP (0; t)

dt
= −λP (0; t)

P (0; 0) = 1

方程解为

P (0; t) = e−λt

注 P (0; t)为 [0, t]时间段内事件不发生的概率。由此可知，事件首次发生的时刻 t服从指

数衰减分布：f(t) = λe−λt

（2）r ⩾ 1：

P (r; t+ dt) = P (r; t)P (0; dt) + P (r − 1; t)P (1; dt)

由此得到如下递推微分方程

dP (r; t)

dt
= −λ [P (r; t)− P (r − 1; t)]

方程解为

P (r; t) =
1

r!
(λt)re−λt

定理 1.7

♥

满足泊松假设的随机变量 R 称为泊松变量，服从泊松分布 P (µ)：

P (r;µ) =
1

r!
µre−µ r ∈ N

泊松变量的期望值、方差、偏度、峰度分别为

µ = µ σ2 = µ γ1 =
1
√
µ

γ2 =
1

µ

泊松分布可以看作二项分布在保持期望值恒定条件下 n→ +∞的极限。

推论 1.2

♥
lim

n→+∞
B(n, µ/n) = P (µ)

证明

P (r;n, µ/n) =
n!

r!(n− r)!

(µ
n

)r (
1− µ

n

)n−r

=
1

r!
µr n!

nr(n− r)!

(
1− µ

n

)n−r

藉由如下极限

lim
n→+∞

n!

nr(n− r)!
= 1 lim

n→+∞

(
1− µ

n

)n−r
= e−µ

得证结论。
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第二章 蒙特卡洛方法

蒙特卡洛（Monte Carlo）方法是一种统计试验方法，其基本思想是：选择或建立合

适的概率模型或概率过程，将待求解问题关联至相关随机变量的期望值，通过对概率模

型进行随机模拟或随机抽样，得到期望值的估计值，从而得到所求问题的近似值。

2.1 大数定律和中心极限定理

蒙特卡洛方法的数学理论基础为大数定律和中心极限定理。大数定律反映的是相互

独立随机变量序列的代数平均所具有的稳定性；而中心极限定理则告诉我们大样本统计

蒙特卡洛估计值的具体分布。

2.1.1 大数定律

首先，我们介绍什么是随机变量序列依概率收敛和依分布收敛。

定义 2.1

♣

Xn (n = 1, 2, ...) 为随机变量序列，X 为随机变量。

若

∀ ε > 0 , lim
n→+∞

P
(
|Xn −X| < ε

)
= 1

称随机变量序列 Xn (n = 1, 2, ...) 依概率收敛于随机变量 X。

定义 2.2

♣

Xn (n = 1, 2, ...)为随机变量序列，X 为随机变量，分布函数分别为 Fn(x)和 F (x)。

若

lim
n→+∞

Fn(x) = F (x)

称随机变量序列 Xn (n = 1, 2, ...) 依分布收敛于随机变量 X。

需要说明的是：（1）依分布收敛是依概率收敛的必要条件；

（2）当 X 为常数时，依分布收敛与依概率收敛等价。

定理 2.1.切比雪夫（Chebyshev）大数定律

♥

Xi (i = 1, 2, ...) 为相互独立随机变量序列，期望值为 µi，方差存在且一致有上界。

则

∀ ε > 0 , lim
n→+∞

P

(∣∣∣ 1
n

n∑
i=1

Xi −
1

n

n∑
i=1

µi

∣∣∣ < ε

)
= 1

注切比雪夫大数定律可以由切比雪夫不等式方便证明。

〈 X 〉 = µ , V (X) = σ2 −−−→ P
(
|X − µ| ⩾ ε

)
⩽ σ2

ε2



2.1 大数定律和中心极限定理

定理 2.2.辛钦（Khinchin）大数定律（同分布大数定律）

♥

Xi (i = 1, 2, ...) 为相互独立同分布随机变量序列，期望值为 µ。

则

∀ ε > 0 , lim
n→+∞

P

(∣∣∣ 1
n

n∑
i=1

Xi − µ
∣∣∣ < ε

)
= 1

即：Yn ≡
X1 +X2 + ...+Xn

n
依概率收敛于 µ。

（有别于切比雪夫大数定律，辛钦大数定律中并不要求存在有限的方差。）

切比雪夫大数定律中，若 Xi (i = 1, 2, ...) 为伯努利变量，则

定理 2.3.泊松（Poisson）大数定律

♥

Xi ∼ B(pi) (i = 1, 2, ...) 为相互独立伯努利变量序列。

则

∀ ε > 0 , lim
n→+∞

P

(∣∣∣ 1
n

n∑
i=1

Xi −
p1 + p2 + ...+ pn

n

∣∣∣ < ε

)
= 1

泊松大数定律中，若 Xi (i = 1, 2, ...) 服从相同的伯努利分布，则

定理 2.4.伯努利（Bernoulli）大数定律

♥

Rn ∼ B(n, p)。则

∀ ε > 0 , lim
n→+∞

P
(
|Rn/n− p| < ε

)
= 1

即：Rn/n 依概率收敛于 p。

（大样本统计 n→ +∞下，试验成功的频率 Rn/n 趋于试验成功的概率。）

简而言之，

Yn ≡
X1 +X2 + ...+Xn

n

P−−−−→ µ ≡ 〈X 〉 （同分布大数定律）

同分布大数定律揭示了大量相互独立同分布随机变量的算数平均结果，但没有涉及

该算数平均的分布问题；这一问题的答案由中心极限定理给出。

2.1.2 中心极限定理

定理 2.5.列维-林德伯格（Levy-Lindeberg）中心极限定理（同分布中心极限定理）

♥

Xi (i = 1, 2, ...) 为相互独立同分布随机变量序列，期望值和方差分别为 µ 和 σ2。

则

∀x ∈ R , lim
n→+∞

P

(
(X1 +X2 + ...+Xn)− nµ√

nσ
⩽ x

)
=

1√
2π

∫ x

e−t/2dt

从中心极限定理看到：无论 Xi (i = 1, 2, ...) 服从什么样的分布，大样本算数平均近

似地服从正态分布。

n→ +∞： Yn ≡
X1 +X2 + ...+Xn

n
∼ N(µ, σ2/n) （同分布中心极限定理）
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2.2 减小蒙特卡洛方差的方法

若 Xi (i = 1, 2, ...) 为同分布伯努利变量，则

定理 2.6.棣莫佛-拉普拉斯（de Moivre-Laplace）中心极限定理

♥

Rn ∼ B(n, p)。则

∀x ∈ R , lim
n→+∞

P

(
Rn − np√
np(1− p)

⩽ x

)
=

1√
2π

∫ x

e−t/2dt

实际问题中，常遇到 Xi (i = 1, 2, ...) 相互独立但分布并不相同的情形，例如：实验

测量误差的合成。此种情形下，也存在类似的中心极限定理，这里不再赘述。

基于大数定律和中心极限定理，有如下（关于蒙特卡洛方法的）命题：

命题 2.1.蒙特卡洛方法

♠

Yn =
X1 +X2 + ...Xn

n
，Xi (i = 1, 2, ...)相互独立并与X 服从相同分布。I = 〈X 〉。

则

1. 蒙特卡洛估计：In = yn ≡
1

n
(x1 + x2 + ...+ xn)

{xi | i = 1, 2, ..., n}：X 抽样序列

2. 蒙特卡洛方差：σ2 =
V (X)

n

2.2 减小蒙特卡洛方差的方法

待求解问题为 I。若 I = 〈X 〉，由此诱导出的蒙特卡洛估计值的方差为 σ2 =
V (X)

n
。


∂σ2

∂n
< 0

lim
n→∞

σ2 = 0

lim
n→∞

∂σ2

∂n
= 0

可以看到：增加样本数 n 是减小蒙特卡洛方差的普适方法之一，但蒙特卡洛方差减小的

速度随 n 的增大趋近于 0。

2.2.1 重要抽样法

选择方差较小的随机变量 X，是减小蒙特卡洛方差的另一普适方法。连续型随机变

量的期望值问题为定积分问题，因此，下面的讨论中均以定积分为例。

I =

∫ b

a
f(x)dx

选择函数 h(x) 和 g(x)，要求：（1）g(x) 为分布密度函数；（2）h(x)g(x) = f(x)。则

I =

∫ b

a
h(x)g(x)dx = 〈 h(X) 〉

X = x ∈ [a, b]，分布密度函数为 g(x)

∴ In =
1

n

n∑
i=1

h(xi) , {xi | i = 1, 2, ..., n}：服从 g(x)分布； σ2 =
V (h)

n

13



2.2 减小蒙特卡洛方差的方法

其中

V (h) =

∫ b

a

(
f(x)

g(x)
− I

)2

g(x)dx

显然，选择合适的分布密度函数 g(x)，要求
f(x)

g(x)
在 [a, b] 区间内的变化不要太大，尽量

接近于常数，则可以有效地减小蒙特卡洛方差。

例 2.1 如图 (2.1) 所示，曲线 y = f(x) 定域于边长为 1 的正方形区域内，利用蒙特卡洛方

法计算该曲线下面积。

图 2.1: 定积分计算

解所求解问题为如下一维定积分

I =

∫ 1

0
f(x)dx 0 ⩽ f(x) ⩽ 1

（1）蒙特卡洛估计一：

伯努利试验E：在 [0, 1]× [0, 1]区域内随机投点，落在曲线 y = (x)下方为成功事件；

落在曲线 y = (x) 上方为失败事件。

注 二维随机向量 (X,Y ) = (x, y) ∈ [0, 1] × [0, 1] 服从均匀分布。上述的单次伯努利试验

相当于对该随机向量 (X,Y ) 的一个抽样。y ⩽ f(x) 为成功事件；y > f(x) 为失败事件。

伯努利试验 E 诱导出伯努利随机变量 R：

R = r ∈ {0, 1} r = h(x, y) =

 1 y ⩽ f(x)

0 y > f(x)

p ≡ P (r = 1) = P ({(x, y) | 0 ⩽ y ⩽ f(x), 0 ⩽ x ⩽ 1})

=

∫ 1

0
dx

∫ f(x)

0
dy g(x, y)

=

∫ 1

0
f(x)dx

其中，g(x, y) = 1 为二维随机向量 (X,Y ) 的分布密度函数。 ∴ I = p = 〈 R 〉

14



2.2 减小蒙特卡洛方差的方法

蒙特卡洛估计值：

In =
1

n
(r1 + r2 + ...+ rn) =

m

n

{ri | i = 1, 2, ..., n}服从伯努利分布。伯努利变量 R 的抽样可由如下变换法实现。

(X,Y ) 7−→ R = h(X,Y )

蒙特卡洛方差：

σ2 =
V (R)

n

（2）蒙特卡洛估计二：

引入随机变量 Z，它是 [0, 1] 区间上均匀分布随机变量 X 的函数：Z = f(X)。则

I =

∫ 1

0
f(x)dx = 〈 Z 〉

蒙特卡洛估计值：

I ′n =
1

n
(z1 + z2 + ...+ zn)

zi = f(xi) (i = 1, 2, ..., n)，{xi | i = 1, 2, ..., n}为 [0, 1] 区间上均匀分布随机数序列。

蒙特卡洛方差：

σ′ 2 =
V (Z)

n

（3）蒙特卡洛方差比较：

V (R)− V (Z) =
(
I − I2

)
−
(
〈 Z2 〉 − I2

)
= I − 〈 Z2 〉

=

∫ 1

0
f(x)

[
1− f(x)

]
dx ⩾ 0 ∴ σ2 ⩾ σ′ 2

注

In计算：

I = 〈 R 〉 = 〈 h(X,Y ) 〉

(X,Y )：□ 上均匀分布

=

∫
h(x, y)dxdy

I ′n计算：

I = 〈 Z 〉 = 〈 f(X) 〉

X：[0, 1] 上均匀分布

=

∫
f(x)dx

∫
□

h(x, y)dxdy =

∫ 1

0
dx

∫ f(x)

0
dy h(x, y) +

∫ 1

0
dx

∫ 1

f(x)
dy h(x, y) =

∫
[0,1]

f(x)dx

In 是 h(x, y) 二重积分的蒙特卡洛估计；

h(x, y) 对变量 y 积分解析计算后得到 f(x)，I ′n 是 f(x) 一重积分的蒙特卡洛估计。

结论 “可以精确计算的不作蒙特卡洛计算”是多重积分计算中的基本指导原则，能够帮助

有效地减小方差。

15



2.2 减小蒙特卡洛方差的方法

2.2.2 分层抽样法

以一维定积分为例，

I = 〈 Y 〉 =
∫ b

a
h(x)g(x)dx

X = x ∈ [a, b]，分布密度函数为 g(x)，Y = f(X)

此期望值诱导的蒙特卡洛估计值和方差分别为

估计值：

In =
1

n

n∑
i=1

h(xi) {xi | i = 1, 2, ..., n}：服从 g(x)分布

方差：

σ2 =
V (Y )

n
V (Y ) =

∫ b

a

[
h(x)− I

]2
g(x)dx

如果对积分区间作分割：a = x0 < x1 < ... < xJ−1 < xJ = b，则有

I =
J∑

j=1

pjIj Ij = 〈 Yj 〉 =
∫ xj

xj−1

h(x)gj(x)dx

Xj = x ∈ [xj−1, xj ]，分布密度函数为 gj(x)，Yj = h(Xj)

其中 〈 gj(x) =
1

pj
g(x) , x ∈ [xj−1, xj ]

pj =

∫ xj

xj−1

g(x)dx

给出的蒙特卡洛估计值和方差分别为（要求：n = n1 + n2 + ...+ nJ）

估计值：

I ′n =
J∑

i=1

pjIj,nj

Ij,nj =
1

nj

nj∑
i=1

h(xij) {xij | i = 1, 2, ..., nj}：服从 gj(x)分布

方差：

σ′ 2 =
J∑

j=1

p2jσ
2
j

σ2
j =

V (Yj)

nj
V (Yj) =

∫ xj

xj−1

[
h(x)− Ij

]2
gj(x)dx

推导：

V (Y ) =

∫ b

a

[
h(x)− I

]2
g(x)dx

=

J∑
j=1

pj

∫ xj

xj−1

[
(h(x)− Ij)

2 + (Ij − I)2 + 2 (Ij − I) (h(x)− Ij)
]
gj(x)dx

=
J∑

j=1

pjV (Yj) +
J∑

j=1

pj(Ij − I)2
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2.3 一维随机变量抽样方法

因此，有

σ2 − σ′ 2 =
1

n

[ J∑
j=1

pjV (Yj) +
J∑

j=1

pj(Ij − I)2
]
−

J∑
j=1

p2j
nj

V (Yj)

=
J∑

j=1

pj

(
1

n
− pj

nj

)
V (Yj) +

1

n

J∑
j=1

pj(Ij − I)2

可以看到：若取
1

n
=

pj
nj

−−−→ nj = npj

分层抽样可以减小蒙特卡洛方差。

�
笔记

减除法：被积函数 f(x) 在积分区间内存在 (pseudo-)singularity 是常见的。例如：当

我们利用量子场论来研究基本粒子散射时，需要计算圈积分及末态相空间积分。这些积

分中会遇到（赝）极点问题，直接采用蒙特卡洛方法计算是不可行的。如果我们清楚被

积函数在（赝）极点附近的解析行为，则可以采用合适的减除方法来完成蒙特卡洛计算，

减小蒙特卡洛方差。

在减除法中，我们需要引入减除项 g(x)，不同的减除项对应不同的减除方案。∫
f(x)dx =

∫ [
f(x)− g(x)

]
dx+

∫
g(x)dx

减除项 g(x) 需要满足如下条件：

1. g(x) 与 f(x) 有相同的极点行为；

2. g(x) 在整个区间上的积分可以精确计算。

2.3 一维随机变量抽样方法

随机变量的抽样方法很多，不同分布随机变量采用的抽样方法不尽相同。其中，[0, 1]

区间上均匀分布随机变量的抽样是最基本的，其它各种分布随机变量的抽样可在此基础

上实现。

真随机数序列除了统计规律外完全无法预计，因而真随机数序列是不可重复产生的。

真随机数序列需要借助物理随机过程来产生，例如不稳定粒子的衰变。实际蒙特卡洛模

拟中使用的是按照某种算法产生的伪随机数。伪随机数的产生方法可以表述为如下形式

的递推公式：

ξn+k = G(ξn, ξn+1, ..., ξn+k−1) (n = 1, 2, ...)

其中，ξ1,2,...,k 为给定的初始值。

例 2.2 线性同余伪随机数产生器。 xn = (λxn−1 + c) mod M

ξn = xn/M
(n = 1, 2, ...)

由此得到 [0, 1] 区间上均匀分布伪随机数序列 {ξn |n = 1, 2, ...}。

17



2.3 一维随机变量抽样方法

注伪随机数序的两个特点：

1. 整个伪随机数序列由递推公式和初始值唯一确定，因此，伪随机数序列不满足随机

数相互独立的要求。

2. 计算机上所能表示的 [0, 1] 区间上的数是有限多的，而伪随机数序列由递推公式给

出，因此，伪随机数序列存在周期性。

（有些递推公式本身就会给出周期性。例如：线性同余法给出的伪随机数序列，周

期不会大于M。）

选择合适的递推公式，可以让伪随机数序列的周期足够大（大于蒙特卡洛计算/模拟需要

的随机数的个数），且相互独立性也近似满足。

2.3.1 变换抽样法

（1）离散型随机变量

定理 2.7

♥

X = x ∈ [0, 1]，R = r ∈ {ri | i = 1, 2, ..., n}。

映射 ϕ : X 7−→ R ϕ(x) =



r1 q0 ⩽ x ⩽ q1

r2 q1 < x ⩽ q2

......

rn qn−1 < x ⩽ qn

(0 = q0 < q1 < ... < qn−1 < qn = 1)

若：f(x) = 1，则

P (R = ri) = qi − qi−1

（2）连续型随机变量

定理 2.8

♥

X 7−→ Y：一一映射

 X：服从 f(x) 分布

Y：服从 g(x) 分布

则

f(x)dx = ±g(y)dy

特别地，若 X 为 [0, 1] 区间上均匀分布随机变量，即：

X = x ∈ [0, 1], f(x) = 1

1. 单调递增映射：

dx = +g(y)dy
y(x=0)=ymin−−−−−−−−−−−−−→

∫ x

0
dx′ = +

∫ y

ymin

g(y′)dy′

2. 单调递减映射：

dx = −g(y)dy y(x=1)=ymin−−−−−−−−−−−−−→
∫ x

1
dx′ = −

∫ y

ymin

g(y′)dy′

18



2.3 一维随机变量抽样方法

因此，映射为  Y = G−1(X) （单调递增）

Y = G−1(1−X) （单调递减）

注X 为 [0, 1] 区间上均匀分布随机变量时，(1−X) 也是 [0, 1] 区间上均匀分布随机变量。

例 2.3 指数衰减分布随机变量抽样。

解衰减常数为 λ 的指数分布：

F (x) = 1− e−λx −−−→ F−1(x) = − 1

λ
ln(1− x)

定义映射：
ϕ : X 7−→ Y

y = ϕ(x) ≡ F−1(1− x) = − 1

λ
lnx

X 为 [0, 1] 区间上均匀分布随机变量时，Y 为指数衰减分布随机变量，衰减常数为 λ。

�
笔记

变换法：更一般的变换法是随机向量变换，且不必是一一映射。例如下面两个例子。

命题 2.2

♠

Xi (i = 1, 2, ..., n) 为相互独立的 [0, 1] 区间上均匀分布随机变量。

X = max{X1, X2, ..., Xn}

则

X = x ∈ [0, 1]，分布密度函数为：f(x) = nxn−1

证明
F (x) ≡ P (X = max{X1, X2, ..., Xn} ⩽ x)

= P (X1 ⩽ x, X2 ⩽ x, ..., Xn ⩽ x)

= xn

命题 2.3

♠

(U, V ) = (u, v) ∈ [0, 1]2，(X,Y ) = (x, y) ∈ R2。

映射 ϕ : (U, V ) 7−→ (X,Y )

 x =
√
−2 lnu cos 2πv

y =
√
−2 lnu sin 2πv

若：g(u, v) = 1，则

f(x, y) =
1

2π
e−

1
2
(x2+y2)

证明  x2 + y2 = −2 lnu
y

x
= tan 2πv

−−−→


du = −u (xdx+ ydy)

dv =
1

2π(x2 + y2)
(−ydx+ xdy)
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2.3 一维随机变量抽样方法

du ∧ dv = − u

2π(x2 + y2)
(xdx+ ydy) ∧ (−ydx+ xdy) = − u

2π
dx ∧ dy

∴ J =

∣∣∣∣det
∂(u, v)

∂(x, y)

∣∣∣∣ = u

2π
f(x, y) = g(u, v)× J

2.3.2 舍选抽样法

（1）第一类舍选法

图 2.2: 第一类舍选法

X = x ∈ [a, b]，分布密度为 f(x)。 L = max {f(x) | a ⩽ x ⩽ b}

抽样步骤

1. 在 [a, b] × [0, 1] 长方形区域内均匀投点，即：对 [a, b] × [0, 1] 区域内均匀分布二维

随机向量 (U, V ) 抽样。

{(ui, vi) | i = 1, 2, ..., n}

2. 保留曲线 v = f(u)/L 下方的点，取其横坐标。

{ui | vi ⩽ f(ui)/L, i = 1, 2, ..., n} = {x1, x2, ..., xm}

⋆ 舍选效率期望值：

E =
1

(b− a)L

证明

P (X ⩽ x) = P (U ⩽ x |V ⩽ f(U)/L) =
P (U ⩽ x, V ⩽ f(U)/L)

P (V ⩽ f(U)/L)

=

[∫ x

a
du

∫ f(u)/L

0
dv g(u, v)

]/[∫ b

a
du

∫ f(u)/L

0
dv g(u, v)

]

=

∫ x

a
du f(u) 其中：g(u, v) =

1

(b− a)
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2.3 一维随机变量抽样方法

E = P (V ⩽ f(U)/L) =

∫ b

a
du

∫ f(u)/L

0
dv g(u, v) =

1

(b− a)L

例 2.4 X = x ∈ [0, 1]，分布密度函数为 f(x) = 2x。利用舍选法对该随机变量抽样。

解分布密度函数定出判选函数：

L = max {f(x) | 0 ⩽ x ⩽ 1} = 2 f(x)/L = x

由第一类舍选法，抽样结果为

{ui | vi ⩽ ui, i = 1, 2, ..., n}

其中，{ui | i = 1, 2, ..., n}和 {vi | i = 1, 2, ..., n}均为 [0, 1] 区间上均匀分布随机数序列。

注上述抽样中，{ui | i = 1, 2, ..., n}为备选序列，{vi | i = 1, 2, ..., n}为判选序列。考虑到这

两个序列是同分布的，我们也可将 {vi | i = 1, 2, ..., n}当作备选序列，{ui | i = 1, 2, ..., n}
当作判选序列。这样得到的抽样结果为

{vi |ui ⩽ vi, i = 1, 2, ..., n}

显然，优化后的抽样结果为二者之结合：

{max{ui, vi} | i = 1, 2, ..., n}

（2）第二类舍选法

X = x ∈ R，分布密度为 f(x) = Lh(x)g(x)。 max {h(x) |x ∈ R} ⩽ 1

g(x)为分布密度函数

抽样步骤

1. U = u ∈ R，分布密度为 g(u)。对随机变量 U 抽样，得到备选序列。

{ui | i = 1, 2, ..., n}

2. V = v ∈ [0, 1]，分布密度为 1。对随机变量 V 抽样，得到判选序列。

{vi | i = 1, 2, ..., n}

3. 舍选：保留备选序列中满足判选条件 vi ⩽ h(ui) 的随机数。

{ui | vi ⩽ h(ui), i = 1, 2, ..., n} = {x1, x2, ..., xm}

⋆ 舍选效率期望值：

E =
1

L

证明

P (X ⩽ x) = P (U ⩽ x |V ⩽ h(U)) =
P (U ⩽ x, V ⩽ h(U))

P (V ⩽ h(U))

=

[∫ x

−∞
du g(u)

∫ h(u)

0
dv

]/[∫ +∞

−∞
du g(u)

∫ h(u)

0
dv

]

=

∫ x

−∞
du f(u)

E = P (V ⩽ h(U)) =

∫ +∞

−∞
du g(u)

∫ h(u)

0
dv =

1

L
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2.3 一维随机变量抽样方法

例 2.5 采用舍选法对随机变量 X 抽样。X = x ∈ [0,+∞)，分布密度函数为

f(x) = 2× 1√
2π

e−x2/2

解X 的取值范围 [0,+∞) 为无穷区间，因此，第一类舍选法无法实现，需要采用第二类

舍选法对其抽样。考虑到 f(x) 在 [0,+∞) 内单调递减，我们要求备选序列服从衰减常数

为 1 的指数衰减分布。这样选择，不仅备选序列容易抽样得到，而且舍选效率较高。

f(x) = Lh(x)g(x) , g(x) = e−x

判选函数 h(x)：

Lh(x) =
f(x)

g(x)
=

√
2e

π
e−

1
2
(x−1)2 −−−→


h(x) = e−

1
2
(x−1)2

L =

√
2e

π

抽样结果：

{ui | vi ⩽ h(ui), i = 1, 2, ..., n} 其中，{ui | i = 1, 2, ..., n}：[0,+∞] 上指数衰减分布

{vi | i = 1, 2, ..., n}：[0, 1] 上均匀分布

结论

第一类舍选法是第二类舍选法的特例：

g(x) =
1

b− a

优点是易于抽样，但当分布密度函数 f(x)在 [a, b]区间变化剧烈时，舍选效率较低。

第二类舍选法是第一类舍选法的改进。选择
g(x)

f(x)
∼ const.

舍选效率会大大提高，但备选序列的抽样较为复杂。

2.3.3 叠加原理

定理 2.9

♥

G(x) =

〈
{gi(x) | i = 1, 2, ..., n} 概率：pi （离散型）

{g(x|y) | y ∈ R} 分布密度：h(y) （连续型）

其中：gi(x)，g(x|y) 为分布密度函数。

f(x) ≡ 〈 G(x) 〉 =

〈 n∑
i=1

pi gi(x) （离散型）∫
R

dy h(y) g(x|y) （连续型）

叠加原理：

1. 依概率 pi 或分布密度 h(y) 抽样，得 i 或 y；

2. 依分布密度 gi(x) 或 g(x|y) 抽样，得 x。

则：x 服从 f(x) 分布。
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2.4 高维随机向量抽样方法

例 2.6 X = x ∈ [a, b]，分布密度函数为 f(x) ∼ x3。对该随机变量抽样。

解 [0, 1] 区间上幂函数分布随机变量的抽样方法是已知的。因此，引入如下的线性映射：

X = a+ (b− a)Y

Y = y ∈ [0, 1]，分布密度函数

g(y) ∼ f(x) ∼ [a+ (b− a)y]3

= a3 + 3a2(b− a)y + 3a(b− a)2y2 + (b− a)3y3

=

4∑
i=1

λi gi(y)

其中 

λ1 = a3

λ2 =
3

2
a2(b− a)

λ3 = a(b− a)2

λ4 =
1

4
(b− a)3

gi(y) = iyi−1 (i = 1, 2, 3, 4)

∴ g(y) =
4∑

i=1

pi gi(y) 权重因子： pi =
λi

λ1 + λ2 + λ3 + λ4

抽样方法简述如下：

1. 依权重因子（概率）pi (i = 1, 2, 3, 4) 抽样，确定分布密度函数 gi(y)；

2. 依分布密度函数 gi(y) 抽样，得 y；

3. 作映射：x = a+ (b− a)y。

�
笔记

近似抽样法：利用叠加原理，可以方便地对复杂分布随机变量抽样。

命题 2.4

♠

f(x) = pf1(x) + qf2(x)

1. 分布密度函数 f1(x)：
f1(x)（简单，易于抽样）

f(x)（复杂，不易抽样）
∼ 1

2. 权重因子 p：

pf1(x) ⩽ f(x) ∀x ∈ R 尽可能大−−−−−−−→ p = min

{
f(x)

f1(x)

∣∣∣∣ f1(x) 6= 0, x ∈ R
}

3. 修正项 qf2(x)：

q = 1− p f2(x) =
f(x)− pf1(x)

q

结论：

大部分成员依 f1(x) 抽样 (approximation)；少部分成员依 f2(x) 抽样 (correction)。
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2.4 高维随机向量抽样方法

2.4 高维随机向量抽样方法

高维随机向量的每个坐标均为一维随机变量，因此，高维随机向量抽样问题可以转

化为一维随机变量抽样问题。此外，第一类舍选抽样法也适用于高维随机向量。

2.4.1 条件分布密度法

(X1, X2, ..., Xn) = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn，分布密度为 f(x1, x2, ..., xn)。

定义 2.3

♣

（1）边沿分布密度：

f(xi∈A) =

∫
f(x1, x2, ..., xn)

∏
j /∈A

dxj A ⊂ {1, 2, ..., n}

（2）条件分布密度：

f(xi∈A |xj∈B) =
f(xi∈A, xj∈B)

f(xj∈B)
A ∩ B = ∅ , A,B ⊂ {1, 2, ..., n}

据上述条件分布密度定义，得到如下的乘法定理：

定理 2.10

♥f(x1, x2, ..., xn) = f(x1) f(x2 |x1) f(x3 |x1, x2) · · · f(xn |x1, x2, ..., xn−1)

抽样步骤

1. 依分布密度 f(x1) 抽样，得 x1；

2. For i = 2 to n，

依条件分布密度 f(xi |x1, x2, ..., xi−1) 抽样，得 xi。

注 条件分布密度法下，高维随机向量的抽样即为其各个坐标（一维随机变量）的抽样。

乘法定理具体形式决定了各坐标的抽样顺序。

例 2.7 中子入射角 (Φ,Θ) 抽样。

f(ϕ, θ) ∼
(
1 +
√
3 sinϕ sin θ

)
sinϕ sin2 θ ϕ, θ ∈ [0, π/2]

解作变换：

(Φ,Θ) 7−→ (X,Y )

 x = cosϕ

y = cos θ
x, y ∈ [0, 1]

(X,Y ) 的分布密度：

g(x, y) = f(ϕ, θ)×
∣∣∣∣det

∂(x, y)

∂(ϕ, θ)

∣∣∣∣−1

∼
[
1 +
√
3
√
(1− x2)(1− y2)

]√
1− y2

X 的边沿分布密度：

g(x) =

∫ 1

0
g(x, y)dy ∼ π

4
+

2√
3

√
1− x2

Y 的条件分布密度：

g(y|x) = g(x, y)

g(x)
∼ g(x, y)
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2.4 高维随机向量抽样方法

叠加原理：

g(x) = p1 g1(x) + p2 g2(x) 
g1(x) = 1 p1 ∼ 1

g2(x) =
4

π

√
1− x2 p2 ∼

2√
3

g(y|x) = q1 h1(y) + q2 h2(y) 
h1(y) =

4

π

√
1− y2 q1 ∼

π

4

h2(y) =
3

2
(1− y2) q2 ∼

2√
3

√
1− x2

抽样流程简述：

（1）X 抽样：依分布密度 g1(x) 或 g2(x) 抽样（概率分别为 p1 和 p2），得 x；

（2）Y 抽样：依分布密度 h1(x) 或 h2(x) 抽样（概率分别为 q1 和 q2），得 y；

（3）(Φ,Θ) 抽样值：(ϕ, θ) = (arccosx, arccos y)。

两点说明：

条件分布密度函数 g(y|x) 对条件的依赖反映于权重因子的 x-dependence。

q1 =

π

4
π

4
+

2√
3

√
1− x2

q2 =

2√
3

√
1− x2

π

4
+

2√
3

√
1− x2

一维随机变量抽样。

g1(x)：

（均匀分布）

g2(x)，h1(x)：

（第一类舍选法）x2 + y2 ⩽ 1

h2(x)：

（第一类舍选法）x2 + y ⩽ 1

2.4.2 舍选抽样法

第一类舍选法可以很方便地推广至高维随机向量抽样。

X⃗ = x⃗ ∈ D，分布密度为 f(x⃗)。 L = max{f(x⃗) | x⃗ ∈ D}

D = [a1, b1]× [a2, b2]× ...× [an, bn]

抽样步骤

1. 在 D× [0, 1] ⊂ Rn+1 区域内均匀投点，即：对 D× [0, 1] 区域内均匀分布 (n+1) 维

随机向量 (U⃗ , V ) 抽样。

{(u⃗i, vi) | i = 1, 2, ..., N}

2. 保留超曲面 v = f(u⃗)/L 下方的点，取其前 n 坐标。

{u⃗i | vi ⩽ f(u⃗i)/L, i = 1, 2, ..., N} = {x⃗1, x⃗2, ..., x⃗M}

⋆ 舍选效率期望值：

E =

[
L

n∏
i=1

(bi − ai)

]−1
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第三章 蒙特卡洛方法应用

3.1 多体末态相空间产生

与经典物理不同，量子理论中描述一个自由粒子运动的状态参量为(
p⃗（外部运动：动量） , λ（内禀运动：极化）

)
不考虑粒子的内禀自由度（例如：自旋为 0 的标量和赝标量粒子），n 个自由粒子的运动

状态 (p⃗1, p⃗2, ..., p⃗n) 即为 dim = 3n 相空间中一点。粒子相互作用过程分为如下两类：

衰变：A −−→ 1 + 2 + ...+ n

散射：a+ b −−→ 1 + 2 + ...+ n

反应末态 (p⃗1, p⃗2, ..., p⃗n) 为随机向量，分布密度由相互作用动力学给出。

定义 3.1

♣

dim = 3n 末态相空间体积元：

dΦn(P ; p1, ..., pn) = (2π)4δ4(P −
n∑

i=1

pi)
n∏

i=1

d3p⃗i
(2π)32Ei

其中

初态总能动量： P = (E, P⃗ )

末态各粒子能动量： pi = (Ei, p⃗i) , Ei =
√

p⃗ 2
i +m2

i

衰变和散射过程的反应率分别由微分宽度和微分截面描述，且依赖于参考系。质心系下，

微分宽度：

dΓ =
1

2M
|M|2 dΦn(P ; p1, ..., pn) P = pA = (M, 0⃗)

微分截面：

dσ =
1

4 |p⃗a|M
|M|2 dΦn(P ; p1, ..., pn) P = pa + pb = (M, 0⃗)

因此，

f(p⃗1, p⃗2, ..., p⃗n)
n∏

i=1

d3p⃗i ∼

 dΓ （衰变）

dσ （散射）

力学量 O的期望值为

〈 O 〉 =
∫

O(p⃗1, p⃗2, ..., p⃗n) f(p⃗1, p⃗2, ..., p⃗n)

n∏
i=1

d3p⃗i

3.1.1 事例

相空间点也称为事例，记为 e ≡ (p⃗1, p⃗2, ..., p⃗n)。依分布密度 f(p⃗1, p⃗2, ..., p⃗n) 抽样

得到的事例称为非加权事例，否则称为加权事例。



3.1 多体末态相空间产生

定理 3.1

♥

〈 O 〉 =
∫

O(p⃗1, p⃗2, ..., p⃗n) f(p⃗1, p⃗2, ..., p⃗n)

n∏
i=1

d3p⃗i

1. 非加权事例：

〈 O 〉 ' 1

N

N∑
i=1

O(ei)

2. 加权事例：

〈 O 〉 ' 1

N

N∑
i=1

ω(ei)O(ei) ω(e) =
f(e)

g(e)
（权重因子）

加权事例服从 g(e)分布

3.1.2 两体末态相空间

p
1
, m

1

p
2
, m

2

P, M

图 3.1: 两体末态相空间

两体末态相空间体积元：

dΦ2(P ; p1, p2) = (2π)4δ4(p1 + p2 − P )
d3p⃗1

(2π)32E1

d3p⃗2
(2π)32E2

=
1

(2π)2
1

4E1E2
δ(E1 + E2 − E) |p⃗1|2 d|p⃗1|dΩ1

=
1

(2π)2
|p⃗1|2

4E1E2

[
1

/
∂ (E1 + E2)

∂ |p⃗1|

]
dΩ1

其中

p⃗1 + p⃗2 = P⃗ E1 + E2 = E

定义 3.2

♣

以 n̂ 为参考方向，

投影算符：

 PL ≡ n̂n̂ （纵向）

PT ≡ 1− n̂n̂ （横向）

任意向量 r⃗，有

r⃗ = r⃗L + r⃗T

〈
r⃗L ≡ PL · r⃗ = rLn̂ rL ≡ r⃗ · n̂

r⃗T ≡ PT · r⃗ = r⃗ − r⃗L
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3.1 多体末态相空间产生

命题 3.1

♠

雅可比因子：
∂ (E1 + E2)

∂ |p⃗1|
=

(
p⃗1
E1
− p⃗2

E2

)
· p̂1

证明

E2 = p⃗ 2 +m2 −−−→ d(E1 + E2) =
1

2E1
d|p⃗1|2 +

1

2E2
d|p⃗2|2

以 p̂1为参考方向，

p⃗2 = p⃗2,L + p⃗2,T

由动量守恒

p⃗2 = P⃗ − p⃗1 −−−→

 p⃗2,L = P⃗L − p⃗1 p2,L = PL − |p⃗1|

p⃗2,T = P⃗T

PL = p̂1p̂1

PT = 1− p̂1p̂1
−−−→ P⃗L,T 依赖 cos θ1和 ϕ1，但与 |p⃗1|无关。

因此，  dPL ∧ dΩ1 = 0

d|P⃗T | ∧ dΩ1 = 0
−−−→

 dp2,L ∧ dΩ1 = −d|p⃗1| ∧ dΩ1

d|p⃗2,T | ∧ dΩ1 = 0

代入 d(E1 + E2)，有

d(E1 + E2) ∧ dΩ1 =

(
1

2E1
d|p⃗1|2 +

1

2E2
d|p⃗2|2

)
∧ dΩ1

=

[
1

E1
|p⃗1| d|p⃗1|+

1

E2

(
p2,Ldp2,L + |p⃗2,T | d|p⃗2,T |

)]
∧ dΩ1

=

(
|p⃗1|
E1
−

p2,L
E2

)
d|p⃗1| ∧ dΩ1

即

d(E1 + E2) ∧ dΩ1 =

(
p⃗1
E1
− p⃗2

E2

)
· p̂1 d|p⃗1| ∧ dΩ1

定理 3.2

♥

质心系下，

dΦ2(P ; p1, p2) =
1

(2π)2
|p⃗1|
4M

dΩ1

注能动量守恒：

映射： (cos θ1, ϕ1) 7−→ (p⃗1, p⃗2)

在变换法意义下，(p⃗1, p⃗2) 的抽样即为 (cos θ1, ϕ1) 的抽样。

上述映射与参考系有关。

因此，求解出上述映射是变换法抽样 (p⃗1, p⃗2)（即：两体末态事例）的前提。
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3.1 多体末态相空间产生

定理 3.3

♥

质心系下，p⃗1 = −p⃗2。

|p⃗1| =
1

2M

√
λ(M2,m2

1,m
2
2)


E1 =

1

2M
(M2 +m2

1 −m2
2)

E2 =
1

2M
(M2 +m2

2 −m2
1)

λ(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 2xy − 2yz − 2zx

映射：(cos θ1, ϕ1) 7−→ (p⃗1, p⃗2) p⃗1 = |p⃗1| (sin θ1 cosϕ1, sin θ1 sinϕ1, cos θ1)

p⃗2 = −p⃗1

加权事例产生

依均匀分布抽样 (cos θ1, ϕ1)，再作映射：(cos θ1, ϕ1) 7−→ (p⃗1, p⃗2)。

权重因子：

ω =
f(p⃗1, p⃗2)d

3p⃗1d
3p⃗2

1

4π
dΩ1

=
dΦ2(P ; p1, p2)

1

4π
dΩ1

×


1

2M
|M|2

/
Γ （衰变）

1

4 |p⃗a|M
|M|2

/
σ （散射）

（质心系）

注散射过程：

M =
√
P 2 （初态不变质量） |p⃗a,cm| =

1

2M

√
λ(M2,m2

a,m
2
b)

3.1.3 多体末态相空间

因子化是多体末态相空间产生的普适方法。

定理 3.4

♥
dΦn(P ; p1, ..., pn) = dΦn−j+1(P ; q, pj+1, ..., pn) dΦj(q; p1, ..., pj)

1

2π
dq2

j = 2，有

dΦn = dΦn−1 ⊗ dΦ2

反复利用上述因子化定理，得

推论 3.1

♥

dΦn(P ; p1, ..., pn) =
n∏

j=2

dΦ2(qj ; qj−1, pj)×
n−1∏
j=2

1

2π
dM2

j

其中

qn = P q1 = p1 Mj =
√
q2j (j = 2, 3, ..., n− 1)
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3.1 多体末态相空间产生

因此，

dΦn = dΦ2 ⊗ dΦ2 ⊗ · · · ⊗ dΦ2︸ ︷︷ ︸
(n−1)

n 体相空间因子化为 (n− 1) 个两体相空间。

命题 3.2

♠

dΦn(P ; p1, ..., pn) = (2π)4δ4(P −
n∑

i=1

pi)
n∏

i=1

θ(p0i )δ(p
2
i −m2

i )
d4pi
(2π)3

（顺时正洛伦兹不变）

证明

δ(p2 −m2) = δ(p02 − E2) =
1

2E

[
δ(p0 − E) + δ(p0 + E)

]
E =

√
p⃗ 2 +m2

因此，有

θ(p0)δ(p2 −m2)
d4p

(2π)3
=

d3p⃗

(2π)32E

注利用相空间因子化及顺时正洛伦兹不变性，可以实现多体末态相空间产生。

（1）两体相空间

（洛伦兹变换） Λj :


qj 7−→ q′j = (Mj , 0, 0, 0)

qj−1 7−→ q′j−1

pj 7−→ p′j

dΦ2(qj ; qj−1, pj) = dΦ2(q
′
j ; q

′
j−1, p

′
j) =

1

(2π)2
|p⃗ ′

j |
4Mj

dΩ′
j （顺时正洛伦兹不变性）y

dΩ′
j = d(cos θ′j)dϕ

′
j

（2）不变质量

dM2
j = 2MjdMj

结论

(3n− 4) 维随机向量： (
cos θ′j , ϕ′

j︸ ︷︷ ︸
j=n, ..., 2

, Mj︸︷︷︸
j=n−1, ..., 2

)
抽样分布密度函数：

1. 不变质量

g(Mj) =
1

Mj+1 − m̂j+1
Mj ∈ [m̂j , Mj+1 −mj+1] m̂j ≡

j∑
i=1

mi

2. 方位角

g(cos θ′j , ϕj) =
1

4π
(cos θ′j , ϕ

′
j) ∈ [−1, 1]× [0, 2π]
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3.1 多体末态相空间产生

加权事例产生

For j = n to 2,

确定 Λj。

（洛伦兹变换） Λj : qj 7−→ q′j = (Mj , 0, 0, 0)

抽样 Mj−1。

（均匀分布） Mj−1 ∈ [m̂j−1, Mj−mj ] M1 ≡ m1 Mn ≡M

抽样 (cos θ′j , ϕ
′
j)。

（均匀分布） (cos θ′j , ϕ
′
j) ∈ [−1, 1]× [0, 2π]

确定 pj 和 qj−1。

p′j = (E′
j , p⃗

′
j) q′j−1 = q′j − p′j

其中
p⃗ ′
j =

∣∣p⃗ ′
j

∣∣ (sin θ′j cosϕ′
j , sin θ

′
j sinϕ

′
j , cos θ

′
j)

∣∣p⃗ ′
j

∣∣ = 1

2Mj

√
λ(M2

j ,M
2
j−1,m

2
j )

E′
j =

1

2Mj
(M2

j +m2
j −M2

j−1)

（逆洛伦兹变换） Λ−1
j :

 q′j−1 7−→ qj−1

p′j 7−→ pj
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第四章 微分方程数值求解方法

4.1 常微分方程

高阶常微分方程组通过降阶可以转化为一阶常微分方程组。因此，我们首先介绍一

阶常微分方程（组）的各种数值求解方法，并对比讨论各种方法的截断误差。

4.1.1 一阶常微分方程求解

考虑一阶常微分方程初值问题： ẋ = f(t, x)

x(0) = x0

将时间离散化，选择步长为 τ，记

ti+p = (i+ p) τ , (i = 0, 1, 2, ... 0 ⩽ p ⩽ 1)

命题 4.1

♠

时间格点上函数值 x(ti) 的递推公式：

x(ti+1) = x(ti) +Kτ

其中

K ≡ x(ti+1)− x(ti)

τ
（割线斜率） = ẋ(ξ)（切线斜率） ξ ∈ [ti, ti+1]

Ki+p = ẋ(ti+p) = f(ti+p, xi+p)

（1）矩形近似

xi+p = xi+p ≡ xi + p τKi , Ki = f(ti, xi) K ' Ki

截断误差：O(τ2)

（2）梯形近似

xi+1 = xi +
τ

2

[
f(ti, xi) + f(ti+1, xi+1)

]
K ' 1

2
(Ki +Ki+1)y （迭代法）

x
(k)
i+1 = xi +

τ

2

[
f(ti, xi) + f(ti+1, x

(k−1)
i+1 )

]
, x

(0)
i+1 = xi+1

k = 1：

x
(1)
i+1 = xi +

τ

2
(Ki +Ki+1) ,

〈
Ki = f(ti, xi)

Ki+1 = f(ti+1, xi+1)

截断误差：O(τ3)

β Gem.
基于数值积分



4.1 常微分方程

（3）中点近似

xi+1 = xi + τf(ti+1/2, xi+1/2) K ' Ki+1/2y （迭代法）

x
(k)
i+1 = xi + τf(ti+1/2, x

(k−1)
i+1/2) , x

(0)
i+1/2 = xi+1/2

k = 1：

x
(1)
i+1 = xi + τKi+1/2 , Ki+1/2 = f(ti+1/2, xi+1/2)

截断误差：O(τ3)

定义 4.1

♣

（Runge-Kutta 方法） xi+1 = xi + τ

N∑
m=1

λmKm

Km = f(ti + pmτ, xi + qmτ) , p1 = q1 = 0

qm =

m−1∑
n=1

βmnKn (m = 2, 3, ..., N)

例 4.1 二阶 Runge-Kutta 方法。

解

递推公式： xi+1 = xi + τ (λ1K1 + λ2K2)

选择： K2 = f(ti+p, xi+p) λ1，λ2，p 由截断误差优化确定。

K1 = f(ti, xi) = ẋ(ti)

K2 = f(ti + pτ, xi + pτK1)

=

[
1 + pτ

( ∂

∂t
+K1

∂

∂x

)]
f(ti, xi) +O(τ2)

=

[
1 + pτ

1

dt

]
ẋ(ti) +O(τ2)

= ẋ(ti) + pτẍ(ti) +O(τ2)

递推结果为
xi+1 = xi + τ (λ1K1 + λ2K2)

= x(ti) + (λ1 + λ2) τ ẋ(ti) + pλ2τ
2ẍ(ti) +O(τ3)

截断误差 O(τ3)，应取 
λ1 + λ2 = 1

λ2p =
1

2

两个常用的特解为

p = 1 , λ1 = λ2 =
1

2
（梯形近似）

p =
1

2
, λ1 = 0 , λ2 = 1 （中点近似）
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4.1 常微分方程

例 4.2 三阶 Runge-Kutta 方法。

解

递推公式： xi+1 = xi + τ (λ1K1 + λ2K2 + λ3K3)

选择：
K2 = f(ti+p, xi+p) , xi+p = xi + τpK1 （Euler 法）

K3 = f(ti+q, x̃i+q) , x̃i+q = xi + τq (ρ1K1 + ρ2K2)

（二阶 Runge-Kutta 法）

可以证明，截断误差 O(τ4)，应取

λ1 + λ2 + λ3 = 1

ρ1 + ρ2 = 1

λ2p+ λ3q =
1

2

λ2p
2 + λ3q

2 =
1

3

λ3ρ2pq =
1

6

常用的特解为

p =
1

2
, q = 1 , λ1 =

1

6
, λ2 =

2

3
, λ3 =

1

6
, ρ1 = −1 , ρ2 = 2

�
笔记常用龙格-库塔算法：

命题 4.2.（二阶 Runge-Kutta算法）

♠

（梯形近似） （中点近似）

xi+1 = xi +
τ

2
(K1 +K2)K1 = f(ti, xi)

K2 = f(ti + τ, xi + τK1)

xi+1 = xi + τK2 K1 = f(ti, xi)

K2 = f(ti +
τ

2
, xi +

τ

2
K1)

截断误差：O(τ3)

命题 4.3.（三阶 Runge-Kutta算法）

♠

（三点近似）

xi+1 = xi +
τ

6
(K1 + 4K2 +K3)

K1 = f(ti, xi)

K2 = f(ti +
τ

2
, xi +

τ

2
K1)

K3 = f(ti + τ, xi + τ(−K1 + 2K2))

截断误差：O(τ4)
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4.1 常微分方程

命题 4.4.（四阶 Runge-Kutta算法）

♠

（改进三点近似）

xi+1 = xi +
τ

6
(K1 + 2K2 + 2K3 +K4)

K1 = f(ti, xi)

K2 = f(ti +
τ

2
, xi +

τ

2
K1)

K3 = f(ti +
τ

2
, xi +

τ

2
K2)

K4 = f(ti + τ, xi + τK3)

截断误差：O(τ5)

上述一阶常微分方程数值求解方法同样适用于一阶常微分方程组，这里不再赘述。

4.1.2 一类特殊二阶常微分方程求解

二阶线性常微分方程初值问题：
ẍ = H(t)

=0
ẋ+ F (t)x+G(t)

x(t0) = x0

ẋ(t0) = v0

（不含一阶微商）

数值求解方法：Numerov 算法。

注对于任意高阶常微分方程，可以采用“降阶 +Runge-Kutta 算法”数值求解。

解

由 xi±1 精确至 O(τ5) 的泰勒展开式，知

xi+1 + xi−1 − 2xi = τ2
(
x
(2)
i +

1

12
τ2x

(4)
i

)
+O(τ6)

对于任意函数 x(t)，定义

∆2xi = xi+1 + xi−1 − 2xi

则

∆2xi = τ2
(
x
(2)
i +

1

12
τ2x

(4)
i

)
+O(τ6)y

∆2x
(2)
i = τ2

(
x
(4)
i +

1

12
τ2x

(6)
i

)
+O(τ6)


−−−→ ∆2

(
xi −

1

12
τ2x

(2)
i

)
= τ2x

(2)
i +O(τ6)

其中：x
(2)
i = Fi xi +Gi

因此，有

∆2

(
xi −

1

12
τ2Fi xi

)
= τ2

(
Fi xi +Gi +

1

12
∆2Gi

)
+O(τ6)

至此，我们得到不含一阶微商的二阶线性常微分方程的 Numerov 算法。
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4.2 偏微分方程有限差分法

命题 4.5.（Numerov算法）

♠

定义： y =

(
1− 1

12
τ2F

)
x

yi+1 − 2yi + yi−1 = τ2

 Fi

1− 1

12
τ2Fi

yi +Gi +
1

12

(
Gi+1 − 2Gi +Gi−1

)
（y0，y1 由初始条件给出）

截断误差：O(τ6)

4.2 偏微分方程有限差分法

差分法的基本思想是将微分用差分、微商用差商来代替，从而将微分方程转化为代

数方程。

4.2.1 差分和差商

以一元函数 f(x) 为例，步长 h 的一阶、二阶差分定义如下：

定义 4.2

♣

一阶差分： ∆f(x) =


f(x+ h/2)− f(x− h/2) （中心）

f(x+ h)− f(x) （向前）

f(x)− f(x− h) （向后）

二阶差分： ∆2f(x) = f(x+ h)− 2f(x) + f(x− h) （中心）

由泰勒展开式，知

命题 4.6

♠

一阶差商：
∆f(x)

h
− f ′(x) =

 O(h
2) （中心）

O(h) （向前/向后）

二阶差商： ∆2f(x)

h2
− f ′′(x) = O(h2) （中心）

注对于中心差分、差商格式，有

∆2 = ∆∆ ,
∆2

h2
=

∆

h

∆

h

证明
∆∆f(x) = ∆f(x+ h/2)−∆f(x− h/2)

=
[
f(x+ h)− f(x)

]
−
[
f(x)− f(x− h)

]
= ∆2f(x)
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4.2 偏微分方程有限差分法

物理上，基本的动力学方程是二阶偏微分方程；因此，我们仅引入一阶和二阶差分

格式。本节将以例分别讨论如下三类简单的二阶偏微分方程：

抛物型： [
∂

∂t
− k

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)]
φ(x, y, z, t) = q(x, y, z, t)

双曲型： [
∂2

∂t2
− c2

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)]
φ(x, y, z, t) = f(x, y, z, t)

椭圆型： (
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
φ(x, y, z) = −ρ(x, y, z)

上述微分方程求解需要附加初始条件和边界条件。抛物型方程需要一个初始条件：初始

时刻场；双曲型方程需要两个初始条件：初始时刻场及其时间变化率；椭圆型方程为定

态方程，无需初始条件。边界条件有以下三种类型：

第一类（Dirichlet）：

φ(x, y, z, t)

∣∣∣∣
∂V

= g(x, y, z, t)

第二类（Neumann）：
∂

∂n̂
φ(x, y, z, t)

∣∣∣∣
∂V

= g(x, y, z, t)

第三类： (
α

∂

∂n̂
+ β

)
φ(x, y, z, t)

∣∣∣∣
∂V

= g(x, y, z, t)

4.2.2 一维无源热传导方程

q = 0（无热源）： (
∂

∂t
− k

∂2

∂x2

)
φ(x, t) = 0 (0 ⩽ x ⩽ L, t ⩾ 0)

离散化：

φi, j = φ(xi, tj) ,

〈
xi = ih (i = 0, 1, 2, ..., N) h =

L

N

tj = jτ (j = 0, 1, 2, ...)

差分方程： (
∆t

τ
− k

∆2
x

h2

)
φi, j = 0 −−−→ ∆t φi, j =

τ

h2
k

≡λ

∆2
x φi, j

其中，取定

∆2
x φi, j = φi−1, j − 2φi, j + φi+1, j

（1）显式格式

φi, j+1 − φi, j = λ∆2
x φi, j −−−→ φi, j+1 =

(
1 + λ∆2

x

)
φi, j

（2）隐式格式

φi, j − φi, j−1 = λ∆2
x φi, j −−−→

(
1− λ∆2

x

)
φi, j+1 = φi, j
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4.2 偏微分方程有限差分法

（3）Crank-Nicolson格式(
1− λ∆2

x/2
)
φi, j+1 =

(
1 + λ∆2

x/2
)
φi, j

命题 4.7.（一维无源热传导方程差分格式）

♠

（显式格式） φi, j+1 =
(
1 + λ∆2

x

)
φi, j （隐式格式） φi, j+1 =

1

1− λ∆2
x

φi, j

（Crank-Nicolson 格式） φi, j+1 =
1 +

1

2
λ∆2

x

1− 1

2
λ∆2

x

φi, j

其中

λ =
τ

h2
k , ∆2

x φi, j = φi−1, j − 2φi, j + φi+1, j

注 显式和隐式格式分别对应于 ∆t 的向前及向后差分格式；Crank-Nicolson 六点格式则

为显式格式和隐式格式的算术平均。上述求解格式为时间扫描递推公式，t = 0 时刻由初

始条件给出。显式格式中，稳定性条件要求 λ ∈ [0, 1/2]；隐式格式及 Crank-Nicolson 格

式中，每一扫描时刻均面临代数线性方程组求解。

4.2.3 一维无源波动方程

f = 0（无振源）： (
∂2

∂t2
− c2

∂2

∂x2

)
φ(x, t) = 0 (0 ⩽ x ⩽ L, t ⩾ 0)

（离散化）

y(
∆2

t

τ2
− c2

∆2
x

h2

)
φi, j = 0

取二阶微商的中心差商格式，得

命题 4.8.（一维无源波动方程差分格式）

♠

（显式格式） φi, j+1 = λ (φi−1, j + φi+1, j) + 2 (1− λ)φi, j − φi, j−1 λ =
τ2

h2
c2

稳定性条件：λ < 1

注 与热传导方程不同，波动方程需要两个初始条件。初始条件确定 φi, 0 和 φi, 1，进而

由上面递推公式得到 φi, j (j ⩾ 2)。

初始条件：


φ(x, 0) = u(x)

∂φ

∂t
(x, 0) = v(x)

差分近似−−−−−−−−−→


φi, 0 = ui

∆t

τ
φi, 0 = vi

∆t 的不同差分格式给出不同的初值 φi, 1。
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4.2 偏微分方程有限差分法

向前差分格式

∆t φi, 0 = φi, 1 − φi, 0 ∴ φi, 1 = ui + viτ

中心差分格式

∆t φi, 0 =
φi, 1 − φi,−1

2

联立 
φi, 1 − φi,−1

2
= viτ （差分格式）

φi, 1 = λ (φi−1, 0 + φi+1, 0) + 2 (1− λ)φi, 0 − φi,−1 （递推公式）y 消元：φi,−1

∴ φi, 1 =
λ

2
(ui−1 + ui+1) + (1− λ)ui + viτ

因此，有

φi, 0 = ui , φi, 1 =

[
ui or

λ

2
(ui−1 + ui+1) + (1− λ)ui

]
+ viτ

4.2.4 泊松方程

时间维数 空间维数 自变量数

热传导方程 1 n 1 + n

波动方程 1 n 1 + n

泊松方程 0 n n

表 4.1: 常见偏微分方程比较。

注 热传导和波动问题为含时问题，而泊松方程描述的是静态问题。表4.1表明：热传导

方程和波动方程必为偏微分方程；而泊松偏微分方程则要求 n ⩾ 2。

二维泊松方程：

∇2φ(x, y) = −ρ(x, y) (x, y) ∈ D

n ⩾ 2 时，边界条件是非平庸的。假定

φ(x, y)
∣∣∣
∂D

= g(x, y)（边界条件） D = [0, L]2（区域）

离散化：

φi, j = φ(xi, yj) = φ(ihx, jhy) , hx = hy = h =
L

N
, (i, j = 0, 1, ..., N)

取

∇2φi, j =
1

h2

(
φi+1, j+φi, j+1+φi−1, j+φi, j−1−4φi, j

)
（Laplace 算子）

则有  ∇
2φi, j = −ρi, j (i, j = 1, 2, ..., N − 1)

φi, j = gi, j (i, j = 0, N)

这是 (N − 1)2 个未知数 φi, j (i, j = 1, 2, ..., N − 1) 的代数线性方程组。
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4.2 偏微分方程有限差分法

（1）Monte Carlo方法

0 为区域D内正则节点（相邻节点都在区域D内或边界上），相邻（右、上、左、下）

四个节点记为 1，2，3，4。

φ0 =
1

4
(φ1 + φ2 + φ3 + φ4) +

h2

4
ρ0y Monte Carlo 估计值

=



φ1 ξ ⩽ 1

4

φ2
1

4
< ξ ⩽ 1

2

φ3
1

2
< ξ ⩽ 3

4

φ4 ξ >
3

4

ξ ∈ [0, 1] （均匀分布）

因此，有

φ0 = φ0+∆ +
h2

4
ρ0 游走方向：∆ ∈ {→, ↑, ←, ↓ } （等概率离散型随机变量）y

0 + ∆ = 1, 2, 3, 4

继续游走，直至边界节点，得到 φ0 的一个 Monte Carlo 估计值。重复上述随机游走过程，

即可得到 φ0 的估计值序列： {
φ
(m)
0

∣∣m = 1, 2, ..., M
}

其中

φ
(m)
0 = gf (m) +

h2

4

∑
v ∈m-path

ρv ,


m-path：第 m 条随机游走路径

v ∈ m-path：m-path 的正则节点

f (m)：m-path 的终点（边界节点）

为减小 Monte Carlo 方差，取

φ0 =
1

M

M∑
m=1

φ
(m)
0

（2）迭代法

迭代法是代数线性方程组数值求解的普适方法。

同时位移迭代法

φ
(k+1)
i, j =

1

4

(
φ
(k)
i+1, j + φ

(k)
i, j+1 + φ

(k)
i−1, j + φ

(k)
i, j−1 + h2ρi, j

)
（缺点：收敛速度极慢；占用内存单元多）

高斯-塞德尔（Gauss-Seidal）迭代法

φ
(k+1)
i, j =

1

4

(
φ
(k)
i+1, j + φ

(k)
i, j+1 + φ

(k+1)
i−1, j + φ

(k+1)
i, j−1 + h2ρi, j

)
（扫描顺序：沿 x 和 y 正方向）
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4.3 偏微分方程有限元素法

超松驰（Over-Relaxation）迭代法

φ
(k+1)
i, j (ω) = (1− ω)φ

(k)
i, j + ω φ

(k+1)
i, j

（1 < ω < 2：超松驰迭代）

迭代法的初次启动值 φ
(k=0)
i, j 可以取为边界节点处数值的平均。

�
笔记

二维拉普拉斯算子五点差商格式：

0 = (x, y) , 1 = (x+ h1, y) , 2 = (x, y + h2) , 3 = (x− h3, y) , 4 = (x, y − h4)

有

∇2φ0 = 2

[
h3 (φ1 − φ0) + h1 (φ3 − φ0)

h1h3 (h1 + h3)
+

h4 (φ2 − φ0) + h2 (φ4 − φ0)

h2h4 (h2 + h4)

]
y h1 = h3 = hx , h2 = h4 = hy

∇2φ0 =
φ1 + φ3 − 2φ0

h2x
+

φ2 + φ4 − 2φ0

h2yy hx = hy = h

∇2φ0 =
1

h2

(
φ1 + φ2 + φ3 + φ4 − 4φ0

)
一阶微商差商格式：

f ′(x) =
1

h1 + h3

[
h3
h1

f(x+ h1)−
h1
h3

f(x− h3)

]
+

h1 − h3
h1h3

f(x)y h1 = h3 = h

f ′(x) =
1

2h

[
f(x+ h)− f(x− h)

]
当区域D和边界条件较为复杂时，会用到上述非等步长差分格式。这里将不再展开讨论。

4.3 偏微分方程有限元素法

有限元素法是把变分法与有限差分法结合起来的一种方法。理论上，它以变分原理

为基础，将偏微分方程边值问题转化为泛函极值问题；计算方法上，它利用了差分法的

离散化思想。

二维区域 D 上、电荷密度为 ρ(x, y) 的齐次第一类边界泊松方程可以归结为如下作

用量泛函的极值问题：

A [φ] =

∫
D

dxdy

[
1

2
(∇φ)2 − ρφ

]

（1）单元划分

将求解区域 D 划分为有限个互不重迭的三角形基本单元，三角形的顶点称为节点。

相邻两个三角形元素有两个公共顶点；边界三角形元素有两个顶点落于边界。
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4.3 偏微分方程有限元素法

（2）元素内线性插值函数的确定

三角形元素 e的顶点为 (xi, yi)，(xj , yj)，(xm, ym)，顶点处的函数值为 φi，φj，φm。

在三角形内作线性插值：

φ(x, y) = g1 + g2x+ g3y , (x, y) ∈ e

其中 
g1 =

1

2∆
(aiφi + ajφj + amφm)

g2 =
1

2∆
(biφi + bjφj + bmφm)

g3 =
1

2∆
(ciφi + cjφj + cmφm)

∆ =
1

2
(bicj − bjci) =

1

2

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 xi yi

1 xj yj

1 xm ym

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,


ai = xjym − xmyj

bi = yj − ym

ci = xm − xj

（i, j, m 轮换）

引入三角形型函数

Nl(x, y) =
1

2∆
(al + blx+ cly) , (l = i, j, m)

则

φ(x, y) =
∑

l=i,j,m

φlNl(x, y)

（3）作用量函数

A [φ] =
∑
e

Ae [φ] =
∑
e

(
A1e [φ]−A2e [φ]

)
其中

A1e [φ] =

∫
e

dxdy
1

2
(∇φ)2 , A1e [φ] =

∫
e

dxdy ρφ

定义

Φ(e) =


φi

φj

φm

 N (e) =


Ni

Nj

Nm

 B(e) =
1

2∆

 bi bj bm

ci cj cm


得

A1e [φ] =
1

2
Φ(e)T

[ ∫
e

dxdy B(e)TB(e)

]
Φ(e)

y
defined as K(e)

A2e [φ] = Φ(e)T

[ ∫
e

dxdy ρN (e)

]
y

defined as P (e)y
Ae [φ] =

1

2
Φ(e)TK(e)Φ(e) − Φ(e)TP (e)
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4.3 偏微分方程有限元素法

定义网格节点列向量 Φ，则

Φ(e) = R(e)Φ

作用量泛函为

A [φ] =
1

2
ΦTKΦ− ΦTP

其中

K =
∑
e

R(e)TK(e)R(e) , P =
∑
e

R(e)TP (e)

（4）代数线性方程组
∂A

∂ΦT
= 0 −−−→ KΦ = P （极值条件）

利用迭代法，即可求得此线性方程组的解。
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