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证明. 考虑线性映射 A : Fn → Fm, X 7→ AX 及 B : F p → Fn, Y 7→ BY . 令 A1 = A |Im(B). 首

先由 ker(A1) = ker(A ) ∩ Im(B) 知 dim ker(A1) ≤ dim ker(A ). 另一方面, 由维数公式,

dim ker(A ) = n− rank(A),

dim ker(A1) = dim Im(B)− dim Im(A B) = rank(B)− rank(AB).

综合这三个式子即得欲证.

习 题

习题 3.4.1. 证明: 模 W 同余关系是 V 上的等价关系, 且若 α1 ≡ β1 mod W , α2 ≡ β2 mod W ,

则对任意 λ, µ ∈ F , 均有

λα1 + µα2 ≡ λβ1 + µβ2 mod W.

习题 3.4.2. 设 (α1, · · · , αr) 是 W 的一组基, 将它扩充为 V 的一组基 (α1, · · · , αn). 证明:

(ᾱr+1, · · · , (ᾱn) 是商空间 W 的一组基.

习题 3.4.3. 设 A ∈ Fm×n, B ∈ Fn×p, C ∈ F p×r. 证明

rank(AB) + rank(BC) ≤ rank(ABC) + rank(B).

习题 3.4.4. 设 V1, V2 是线性空间 V 的子空间. 证明: 商空间 V1 + V1/V1 与 V2/V1 ∩ V2 同构.

习题 3.4.5. 设 V0, · · · , Vn+1 为 F 上有限维线性空间. V0 = Vn+1 = {0}. Ai : Vi −→ Vi+1 线性变

换, i = 0, 1, · · · , n. 且 ker(Ai+1) = Im(Ai), i = 0, 1, · · · , n− 1. 证明
n∑

i=1

(−1)i dimVi = 0.

3.5 线性变换与方阵

3.5.1 线性变换与方阵的一一对应

我们知道线性变换是线性空间到自身的线性映射,相对于线性映射的一般理论,线性变换有一

些特殊性. 对于一般线性映射, 我们可以分别取定定义域和值域的基, 而对于线性变换, 定义域和

值域是同一线性空间, 当然应该取同一组基.

设 V 是 n 维线性空间. 取定 V 的一组基 (α1, · · · , αn). 设 A : V → V 是 V 上的线性变换.

则

A (α1, · · · , αn) = (α1, · · · , αn)A,

其中 A = (aij)1≤i,j≤n 是 F 上的 n 阶方阵. 我们称 A 是 A 在基 (α1, · · · , αn) 下的矩阵. 根据线

性映射的理论, 在取定基 (α1, · · · , αn) 之后, A 与 A 一一对应.

记

End(V ) = L (V, V ) = {V上线性变换全体}.
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我们已经知道 End(V ) 是 n2 维线性空间, 并且根据线性映射的复合, 我们可以在 End(V ) 上定义

线性变换的乘积. 这样通过 § 3.3.3 中的两个定理, 我们得到线性变换与方阵的一一对应:

定理 3.5.1. 设 V 是 n 维线性空间. 设 (α1, · · · , αn) 是 V 的一组基. 设 A 是线性变换 A 在该

基下的矩阵. 则映射

σ : End(V )→ Fn×n, A 7→ A

是保持加法、数乘和乘法的一一对应, 其中恒等变换对应单位阵, 可逆线性变换对应为可逆方阵.

证明. 只需证明可逆线性变换和可逆方阵的对应. 若 A 可逆, B 是它的逆, 则 A B = I , 从而

σ(A )σ(B) = In 即 σ(A ) 可逆. 反之, 若 A 可逆, 对应线性变换 A . 令 B 是在基 (α1, · · · , αn)

下矩阵为 A−1 的线性变换, 则 A B = I .

注记. 定理 3.5.1 就是在说 σ 是环 End(V ) 和环 Fn×n 之间的同构. 根据这个定理, 就可以将线性

变换和方阵的结果互相翻译. 这是本章和下一章的主要指导思想.

对于任意变换 A ∈ End(V ) (包括零变换!), 记 A 0 = I . 同理对 n 阶方阵 A (包括零方阵!),

记 A0 = In. 对于多项式 f(x) =
∑n

i=0 aix
i = a0 + a1x+ · · ·+ anx

n ∈ F [x], 根据变换和方阵的加

法、数乘和乘法, 就有

f(A ) =
n∑

i=0

aiA
i = a0I + a1A + · · ·+ anA n,

f(A) =
n∑

i=0

aiA
i = a0In + a1A+ · · ·+ anA

n.

定义 3.5.1. F [A ] := {f(A ) | f(x) ∈ F [x]}, F [A] := {f(A) | f(x) ∈ F [x]}.

命题 3.5.2. F [A ] 是 End(V ) 的子空间, F [A] 是 Fn×n 的子空间. 定理 3.5.1 的对应将 F [A ] 对

应到 F [A], 将 f(A ) 对应到 f(A).

对于可逆线性变换, 定理 3.4.9 给出下述结果:

定理 3.5.3. 设 A : V → V 是线性变换. 则下列条件等价:

(1) A 是可逆线性变换.

(2) A 是单射, 即 ker(A ) = 0.

(3) A 是满射, 即 Im(A ) = V .

(4) A 在任意基下的矩阵是可逆阵.

(5) A 将 V 的一组基变为另外一组基.

证明. (1), (2), (3) 的等价是定理 3.4.9 的直接推论.

(1) 与 (4) 的等价是定理 3.5.1 的结果.
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(1) ⇒ (5) 是同构映射的性质. 反过来, 若 A 将基 (α1, · · · , αn) 映到基 (β1, · · · , βn). 设 P 是

(α1, · · · , αn) 到 (β1, · · · , βn) 的过渡矩阵, 则 P 可逆, 且

A (α1, · · · , αn) = (α1, · · · , αn)P,

故 A 是可逆线性变换.

现在假设 (β1, · · · , βn) 是 V 的另外一组基. 则存在可逆阵 P , 使得

(β1, · · · , βn) = (α1, · · · , αn)P.

所以

A (β1, · · · , βn) = A (α1, · · · , αn)P = (α1, · · · , αn)AP = (β1, · · · , βn)P−1AP.

我们得到

定理 3.5.4. 设 A 是线性变换, 它在基 (α1, · · · , αn) 下的矩阵是 A. 如果从基 (α1, · · · , αn) 到基

(β1, · · · , βn) 的过渡矩阵是 P，则 A 在基 (β1, · · · , βn) 下的矩阵是 P−1AP . 反之, 如果 P 是可

逆阵, 则 A 在基 (β1, · · · , βn) = (α1, · · · , αn)P 下的矩阵是 P−1AP .

3.5.2 特征多项式、特征值和特征向量

定义 3.5.2. 设 A,B 是 n阶方阵. 若存在可逆阵 P 使得 B = P−1AP ,则称 A与 B 相似 (similar).

命题 3.5.5. 相似关系是等价关系.

证明. 这由可逆阵的性质立得. 由单位阵是可逆阵知自反性, 由 P 可逆则 P−1 可逆且 (P−1)−1 =

P 知对称性, 由 (PQ)−1 = Q−1P−1 得到传递性.

由方阵相似的定义, 定理 3.5.4 就是说线性变换 A 在不同基下的矩阵彼此相似, 而相似的矩

阵是同一线性变换在不同基下的矩阵. 如何寻找恰当的基使得线性变换在此基下有简单的形式,

或者等价地说在方阵的相似等价类里面找到最简单的矩阵, 就是相似标准形理论的主要内容. 为

了这个目标, 我们需要引入一些概念.

首先相似矩阵有如下性质.

定理 3.5.6. 设方阵 A 与 B 相似, 即 B = P−1AP . 则

(1) rank(A) = rank(B), det(A) = det(B), tr(A) = tr(B).

(2) 对任意 f(x) ∈ F [x], f(B) = P−1f(A)P .

(3) 多项式 det(xIn −A) = det(xIn −B).

证明. (1) 根据 B = P−1AP , 故 B 与 A 相抵, 所以

rank(A) = rank(B).



112 第三章 线性空间和线性变换理论进阶

由行列式的积性,

det(B) = det(P−1) det(A) det(P ) = det(A).

根据 tr(AB) = tr(BA), 故

tr(B) = tr(P−1(AP )) = tr((AP )P−1) = tr(A).

(2) 这是由于对每个 n 均有 Bn = (P−1AP )n = P−1AnP , 再由矩阵加法即得.

(3) 由 xIn −B = P−1(xIn −A)P 立得.

根据上述定理, 我们可以定义

定义 3.5.3. 方阵 A 的特征多项式 φA(x) = det(xIn −A).

线性变换 A 的行列式 det(A ), 迹 tr(A ) 与特征多项式 φA (x) 定义为它在某组基下矩阵 A

的行列式 det(A), 迹 tr(A) 与特征多项式 φA(x).

在学习数乘变换 λI 的时候, 我们曾指出它将每个向量 α 变为 λα, 即拉伸或者压缩 λ 倍. 如

果考虑对某一个向量出现这种情况, 就有

定义 3.5.4. 设 A 是 V 上的线性变换. 若存在 α 6= 0 及 λ ∈ F 使得 A α = λα, 则称 λ 为 A 的

特征值 (eigenvalue), α 称为 A 关于 λ 的特征向量 (eigenvector).

同理, 对于 n 阶方阵 A, 若存在 0 6= X ∈ Fn×1 及 λ ∈ F 使得 AX = λX, 则称 λ 为 A 的 特

征值, X 称为 λ 的特征向量.

命题 3.5.7. 设 A 是线性变换, 它在基 (α1, · · · , αn) 下的矩阵是 A. 若 α 是 A 的特征值 λ 的特

征向量, 令 X 是 α 的坐标, 则 X 是 A 的特征值 λ 的特征向量. 反之亦然.

证明. 一方面, 若 0 6= α 且 A (α) = λα, 则 X 6= 0 且

A (α) = A (α1, · · · , αn)X = (α1, · · · , αn)(AX) = λα = (α1, · · · , αn)(λX),

故 AX = λX. 反之同理可得.

下述定理将特征多项式与特征值联系起来:

定理 3.5.8. λ 是线性变换 A (或者方阵 A) 的特征值当且仅当它是特征多项式 φA (x) (或者

φA(x)) 在 F 中的根.

证明. 只需证明矩阵情形, 线性变换情形由上述命题即得. 我们有

λ是 A 的特征值 ⇐⇒ 存在 0 6= X,AX = λX

⇐⇒ 齐次方程组 (λIn −A)X = 0 有非零解

⇐⇒ rank(λIn −A) < n ⇐⇒ det(λIn −A) = 0

⇐⇒ λ是 φA(x) 的根.

注记. 注意: 若 λ /∈ F 是 φA(x) 的根, λ 不是 A 在 F 上的特征值.
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注意到对于方阵 A = (aij), 特征多项式

φA(x) = det(xIn −A) = xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a0

是 F 上的 n 次首一多项式. 设它的 n 个根 (可以是在 F 的某个扩域里面, 比如复数域 C) 为

λ1, · · · , λn. 则

φA(x) = (x− λ1) · · · (x− λn).

另一方面, a0 = φA(0) = (−1)n det(A), an−1 = −a11 − · · · − ann = tr(A). 根据韦达定理, 则有

定理 3.5.9. 设特征多项式 φA(x) 的 n 个根为 λ1, · · · , λn. 则

tr(A) = λ1 + · · ·+ λn, det(A) = λ1 · · ·λn. (3.12)

3.5.3 最小多项式与零化多项式

设 A 是 n 阶方阵, 我们已经注意到 F [A] 是有限维线性空间 Fn×n 的子空间, 故它也是有限

维线性空间. 设 dimF [A] = d.

定理 3.5.10. (In, A, · · · , Ad−1) 是 F [A] 的一组基.

证明. 只需证明 {In, A, · · · , Ad−1} 线性无关即可. 否则, 设 λi 不全为 0 使得
∑d−1

i=0 λiA
i = 0. 令

g(x) =
∑d−1

i=0 λix
i, 则 g(x) 是次数 ≤ d − 1 的多项式. 对于任意 f(x) ∈ F [x], 根据多项式带余除

法, f(x) = q(x)g(x) + r(x), 其中 deg(r) < deg(g) ≤ d − 1. 故 f(A) = q(A)g(A) + r(A) = r(A).

这说明 f(A) 都是 {In, · · · , Ad−2} 的线性组合, 与 dimF [A] = d 矛盾.

根据上面的定理, 存在唯一的 ci ∈ F , 使得 Ad =
∑d−1

i=0 ciA
i. 令

dA(x) = xd −
d−1∑
i=0

cix
i. (3.13)

定义 3.5.5. 多项式 dA(x) 称为 A 的最小多项式 (minimal polynomial). 线性变换 A 的最小多项

式即它在某组基下矩阵的最小多项式.

注意到 F [A] 与 F [P−1AP ] 同构, 且

Ad =
d−1∑
i=0

ciA
i ⇐⇒ (P−1AP )d =

d−1∑
i=0

ci(P
−1AP )i,

这就说明

定理 3.5.11. 相似方阵有着相同的最小多项式, 从而线性变换的最小多项式是良定义的.

根据定义, dA(A) = 0 (dA (A ) = O). 将这条性质推广, 就有

定义 3.5.6. 若 0 6= f(x) ∈ F [x] 使得 f(A) = 0 (或者 f(A ) = O), 称 fx) 是 A (或者 A ) 的一个

零化多项式 (annihilator).
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定理 3.5.12. 所有零化多项式都是最小多项式的倍式, 故最小多项式是唯一的次数最低的首一零

化多项式.

证明. 由于 (In, A, · · · , Ad−1) 线性无关, 故不存在次数 ≤ d − 1 的零化多项式. 设 f(x) 是 A

的零化多项式, 对 dA(x) 做带余除法, 则 f(x) = q(x)dA(x) + r(x) (deg r ≤ d − 1) 且 r(A) =

f(A)− q(A)dA(A) = 0. 这就说明 r(x) = 0 即 dA(x) | f(x). 线性变换情形同理可得.

注记. 我们可以直接定义最小多项式为唯一的次数最低的首一零化多项式.

设 F 是 K 的子域. 我们可以将 A 看作是 F 上的矩阵, 也可以看作是 K 上的矩阵. 定

理 3.5.10 说明 dA(x) 与域的变化无关, 它总是由 A 的元素生成的最小子域上的多项式.

定理 3.5.13. A 的特征多项式的根均为最小多项式 dA(x) 的根, 且 dA(x) 没有其他根.

证明. 我们假设 F 足够大 (例如 F = C) 使得 A 的特征多项式的根均在 F 中, 即

φA(x) = (x− λ1) · · · (x− λn), λi ∈ F.

对于 λ = λi, 设 X 是它的特征值. 则对于任意 f(x) ∈ F [x], f(A)X = f(λ)X. 所以

0 = dA(A)X = dA(λ)X.

由 X 6= 0 即得 dA(λ) = 0.

另一方面, 若 λ 6= λi 是 dA(x) 的根, 则 dA(x) = (x− λ)d′(x). 所以 0 = (A− λI)d′(A). 但由

于 det(A− λI) 6= 0, 故 A− λI 可逆, 所以 d′(A) = 0, 这与 dA(x) 是最小多项式矛盾.

命题 3.5.14. 若 f(x) 与 dA(x) 互素, 则 f(A) 可逆. 反之亦然.

证明. 由 Bezout 等式, 设 u(x)f(x) + v(x)dA(x) = 1. 两边代入 x = A, 则有 u(A)f(A) = In, 即

f(A) 可逆.

反之, 若 f(A) 可逆. 若 gcd(f(x), dA(x)) = w(x) 6= 1. 由 f(A) 可逆则 w(A) 可逆. 令

d′(x) = dA(x)/w(x). 则 d′(A) = 0, 与 dA(x) 是最小多项式矛盾.

例 3.5.1. 设 A =


2 1 1

1 2 1

1 1 2

 求 A 的最小多项式及 A−1.

证明. 首先计算 A 的特征多项式, 得

φA(x) = (x− 1)2(x− 4).

这说明 dA(x) 的两个根为 1 和 4, 从而 dA(x) = (x− 1)(x− 4) 或者 (x− 1)2(x− 4). 经计算,

(A− I)(A− 4I) = A2 − 5A+ 4I = 0,

故 dA(x) = (x− 1)(x− 4). 由 A(5I3 −A) = 4I 知

A−1 =
1

4
(5I3 −A) =

1

4


3 −1 −1

−1 3 −1

−1 −1 3

 .
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例 3.5.2. 设 A ∈ Cm×n, B ∈ Cn×m, 则 AB 与 BA 有相同的非零特征值.

证明. 若 λ 6= 0, X 6= 0 且 (AB)X = λX, 则 BX 6= 0 且 (BA)(BX) = λ(BX), 故 λ 也是 BA 的

特征值.

例 3.5.3. 方阵 A 称为幂零方阵 (nilpotent) 是指存在正整数 k 使得 Ak = 0. 证明: A 为幂零方

阵当且仅当它的唯一特征值为 0.

证明. 若 A 幂零, 则 xk 是 A 零化多项式, 所以 dA(x) = xl 对某个 l ≤ k 成立, 它只要一个根 0.

反之, 若 A 的唯一特征值为 0, 则 dA(x) = xl 所以 dA(A) = Al = 0, 即 A 为幂零方阵.

3.5.4 特征子空间

将特征多项式的相同根合并, 我们有

φA(x) = (x− λ1)
n1 · · · (x− λs)

ns ,
∑

ni = n, λi 两两不同. (3.14)

定义 3.5.7. ni 称为 λi 的代数重数.

定义 3.5.8. λi 的特征子空间 Vλi
, 即齐次线性方程组 (λiI −A)X = 0 的解空间 ker(λiI −A), 它

的维数 mi = dimVλi
称为 λi 的几何重数.

定理 3.5.15. 下列条件成立:

(1) Vλi
6= 0 或者说 mi ≥ 0 当且仅当 λi 是 A 在 F 上的特征值.

(2) W = Vλ1
+ · · ·+ Vλs

是直和.

(3) 几何重数不大于代数重数: mi ≤ ni.

证明. (1) 即特征值的定义.

(2)我们要证明 W 中零向量的分解式唯一. 若不然,不妨设 X1+ · · ·+Xt = 0,其中 0 6= Xi ∈

Vλi
(1 ≤ i ≤ t). 则 AXi = λiXi. 将 Aj (0 ≤ j ≤ t− 1) 作用到 X1 + · · ·+Xt = 0, 就有

λj
1X1 + · · ·+ λj

tXt = 0

用矩阵语言, 就是 
1 1 · · · 1

λ1 λ2 · · · λt

λt−1
1 λt−1

2 · · · λt−1
t




X1

X2

· · ·

Xt

 = 0.

左边的矩阵是 Vandermonde 矩阵, 它可逆, 故 X1 = · · · = Xt = 0, 矛盾.
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(3) 取 Vλi
的基 Mi, 将 W 的基 M1 ∪ · · · ∪Ms 扩充为 V = Fn×1 的基 (X1, · · · , Xn). 则

A(X1, · · · , Xn) = (X1, · · · , Xn)



λ1Im1
∗

λ2Im2
∗

. . . ∗

λsIms
∗

B


.

这就说明 φA(x) = (x− λ1)
m1 · · · (x− λs)

msφB(x). 比较等式两边的项就得到 mi ≤ ni.

习 题

习题 3.5.1. 设 m 阶方阵 A1 与 B1 相似, n 阶方阵 A2 与 B2 相似. 证明: diag(A1, A2) 与

diag(A2, A1) 相似, 也与 diag(B1, B2) 相似.

习题 3.5.2. 设 A 是域 F 上 n 阶方阵. 设 f(x) ∈ F [x] 是非零多项式且满足条件 f(A) = 0. 设

多项式 g(x) 与 f(x) 互素. 证明: g(A) 一定是可逆矩阵.

习题 3.5.3. 设方阵 A 满足条件 A2 − 2A = 0. 试用 A 的多项式表示 A+ In 的逆.

习题 3.5.4. 若方阵 A, B 都是幂零阵且 AB = BA, 证明: A+B 也是幂零阵.

习题 3.5.5. 设 n 阶方阵 A 的秩为 n− 1. 证明: 对任意正整数 k, rank(A) ≥ n− k.

习题 3.5.6. 给出 4 个互不相似的 4 阶方阵 A, 满足条件 (A− I)3 = 0.

习题 3.5.7. 设实数方阵 A =


B I I

I B I

I I B

, 其中 B =


0 1 1

1 0 1

1 1 0

. 试求 A 的特征多项式与最

小多项式.

习题 3.5.8. 设复方阵 A 满足 det(A+ I) = 1. 证明: 存在矩阵 B, 使得 B2 + 2B = A.

3.6 对角化和准对角化

定义 3.6.1. 若存在 V 的基使得 A 在该基下的矩阵是对角阵 (上三角阵, 准对角阵), 则称 A 可

对角化 (上三角化, 准对角化). 换言之, 若存在可逆阵 P 使得方阵 P−1AP 是对角阵 (上三角阵,

准对角阵), 则称 A 可对角化 (上三角化, 准对角化).

3.6.1 方阵的对角化

首先考虑对角化情形. 若方阵 A 在 F 中相似于对角阵 diag(λ1, · · · , λn), 则特征多项式

φA(x) = (x − λ1) · · · (x − λn) 的根全在 F 中, 即全部是特征值. 这个条件是 A 可对角化的必

要条件.
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定理 3.6.1. 设 A 的特征多项式的根全在 F 中. 则 A 可对角化等价于下列条件之一:

(1) Fn×1 有一组以特征向量组成的基.

(2) Fn×1 = Vλ1
⊕ · · · ⊕ Vλs

.

(3) 几何重数等于代数重数, 即 mi = ni, i = 1 · · · s.

(4) dA(x) = (x− λ1) · · · (x− λs) 没有重根.

证明. (1) 设 A 有一组以特征向量组成的基 (X1, · · · , Xn), 对应的特征值为 λ1, · · · , λn. 则

A(X1, · · · , Xn) = (X1, · · · , Xn)


λ1

...

λn

 .

记 P = (X1, · · · , Xn), 那么 A = PΛP−1. 反之亦然.

(2) 由 (1), 若 A 可对角化, Fn×1 ⊆ Vλ1
⊕ · · · ⊕ Vλs

故二者必相等. 反之, 若 Fn×1 ⊆ Vλ1
⊕

· · · ⊕ Vλs
, 取 Mi 为 Vλi

的基, 则 M1 ∪ · · · ∪Ms 是 Fn×1 的一组以特征向量组成的基.

(3) 由 mi ≤ ni, 故 mi = ni, i = 1 · · · s 就等价于 Fn×1 = Vλ1
⊕ · · · ⊕ Vλs

.

(4) 一方面, 若 A 相似于对角阵 D = diag(λ1, · · · , λn), 由于对任意 f(x), 均有 f(D) =

diag(f(λ1), · · · , f(λn)), 因此 f(x) 是 D 的零化多项式当且仅当 f(x) 的根包括所有对角元 λi. 这

里面次数最小的首一多项式, 即 dA(x), 就是 (x− λ1) · · · (x− λs).

反过来, 设 dA(x) = (x − λ1) · · · (x − λs). 令 fi(x) = dA(x)/(x − λi), 则 f1(x), · · · , fs(x) 的

最大公因式是 1. 由 Bezout 定理, 存在 ui(x) ∈ F [x] 使得

u1f1 + · · ·+ usfs = 1.

故 u1(A)f1(A) + · · · + us(A)fs(A) = In. 对任意 X ∈ Fn×1, 令 Xi = ui(A)fi(A)X. 则 X =

X1 + · · ·+Xs, 并且

(λiI −A)Xi = ui(A)dA(A)X = 0,

即 Xi ∈ Vλi
, 所以 Fn×1 = Vλ1

⊕ · · · ⊕ Vλs
.

推论 3.6.2. 设 A 的特征多项式的根全在 F 中. 若 A 的几何重数均为 1 重, 则 A 可对角化.

证明. 此时几何重数和代数重数都等于 1.

例 3.6.1. 若 A2 = I, 证明 A 相似于对角阵.

证明. 这是由于 x2 − 1 是 A 的零化多项式没有重根, 故最小多项式也没有重根.

例 3.6.2. 设方阵 A,B 均可对角化且 AB = BA. 证明: A,B 可同时对角化.
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证明. 设

A1 = P−1AP =


λ1In1

. . .

λsIns


并将 B1 = P−1BP = (Bij) 与左边矩阵同样分块. 由 AB = BA 知 A1B1 = B1A1, 比较等式两边

就得 Bij = 0 对所有 i 6= j 成立, 即

B1 = P−1BP =


B11

. . .

Bss

 .

由 B 可对角化, 故 B1 可对角化所以 B1 的最小多项式无重根, 从而得知 Bii 可对角化. 因而

Bii = PiiΛiP
−1
ii .

令

Q = P


P11

. . .

Pss

 ,

则 Q−1AQ = diag(λ1In1
, · · · , λsIns

), Q−1BQ = diag(Λ1, · · · ,Λs), 它们同为对角阵.

3.6.2 三角化和准对角化

定理 3.6.3. 设 φA(x) 的根全在 F 中 (例如 F = C), 则 A 在 F 中相似于上三角阵.

证明. 首先取 X1 为 λ1 的特征值, 将它扩充为 Fn×1 的一组基 (X1, · · · , Xn), 则

A(X1, · · · , Xn) = (X1, · · · , Xn)

λ1 ∗

0 B

 .

将 (X1, · · · , Xn) 看作可逆矩阵 P , 则 P−1AP =

λ1 ∗

0 B

. 此时 φB(x) 的根全在 F 中. 对方阵

的阶 n 做归纳, 设 Q−1BQ = U 是上三角阵, 则1 0

0 Q

−1

P−1AP

1 0

0 Q

 =

λ1 0

0 U


是上三角阵.

定理 3.6.4 (Cayley-Hamilton 定理). 对任意 A ∈ Fn×n, 均有 φA(A) = 0, 即 dA(x) | φA(x).

证明. 设 xI −A 的伴随方阵为 B(x) = Bn−1x
n−1 + · · ·+B1x+B0. 则

(xI −A)B(x) = det(xI −A) · In = φA(x) · In.
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设 φA(x) = xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0. 则上式就是说

Bn−1x
n+(Bn−2−ABn−1)x

n−1+ · · ·+(B0−AB1)x−AB0 = (xn+ an−1x
n−1+ · · ·+ a1x+ a0)In.

比较两边的系数, 就得到 

Bn−1 = In,

Bn−2 −ABn−1 = an−1In,

...

B0 −AB1 = a1In,

−AB0 = a0In.

所以 φA(A) = An + an−1A
n−1 + · · ·+ a1A+ a0In 就等于

AnBn−1 +An−1(Bn−2 −ABn−1) + · · ·+A(B0 −AB1)−AB0 = 0.

证 2. 由于等式左边与域没有关系, 我们可以扩充域 F 使得它包含所有的 λi. 则 A 相似于上三角

阵. 故只需要对

A =


λ1 ∗

. . .

λn

 =

λ1 ∗

0 B


证明即可, 其中 B 是 n− 1 阶上三角阵, 且

φA(x) = (x− λ1) · · · (x− λn), φB(x) = (x− λ2) · · · (x− λn).

我们对 n 做归纳证明. 若 n = 1 显然成立. 设定理对 n− 1 阶上三角阵成立, 则 φB(B) = 0. 故

φA(A) = (A− λ1I)φB(A) =

0 ∗

0 ∗

∗ ∗
0 0

 = 0.

例 3.6.3. 设 A ∈ Fm×m, B ∈ Fn×n, 且 φA(x) 与 φB(x) 互素. 则线性变换

A : Fm×n −→ Fm×n, X −→ AX −XB

是可逆线性变换.

证明. 只要证明 ker(A ) = 0 即可. 也就是说若 AX = XB, 则 X = 0.

由 AX = XB, 故 A2X = AXB = XB2, 从而 AkX = XBk, f(A)X = Xf(B) 对任意

f(x) ∈ F [x] 成立. 取 f(x) = φA(x). 一方面 φA(A)X = 0. 另一方面, φA(x) 与 φB(x) 互素, 则

φA(B) 是可逆阵. 故 X = 0.

例 3.6.4. 设

φA(x) = (x− λ1)
n1 · · · (x− λs)

ns , λi ∈ F, 两两不同.



120 第三章 线性空间和线性变换理论进阶

则 A 在 F 上相似于准对角阵

D =


A11

A22

. . .

Ass

 , 其中 Aii =


λi ∗

. . .

0 λi

 .

证明. 我们不妨假设

A =

A11 B

0 A1



的形式, 其中 A11 =


λ1 ∗

. . .

0 λ1

 为 n1 阶方阵. 由 φA11
(x) = (x − λ1)

n1 知 φA(x) = (x −

λ2)
n2 · · · (x− λs)

ns , 它们两者互素. 根据例 3.6.3, 存在 X 使得 A11X −XA1 = B. 故I X

0 I

A11 B

0 A1

I −X

0 I

 =

A11 0

0 A1

 .

这样只需要证明 A1 可以如定理所示准对角化即可. 这由对 s 的归纳即得.

习 题

习题 3.6.1. 证明: 方阵 A 是幂零阵当且仅当 A 只有一个特征值 0.

习题 3.6.2. 设 W 是 Fn×n 的子空间, 且对于任意 A,B ∈W 均有 AB = BA. 试证明: dimW ≤

n.

习题 3.6.3. 设 A 是有限维复空间的线性变换, λ1, · · · , λt 是它所有的特征值. 证明: A 可对角

化当且仅当对所有的特征值 λi, ker(A − λiI )2 与 λi 的特征子空间是同一个空间.
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本章主要目的是研究相似标准形理论. 给定方阵, 相似标准形理论就是寻找尽可能简单的矩

阵与它相似, 或者从线性变换的观点来说, 就是对于一个线性变换, 寻找一组基, 使得它在该基下

的矩阵足够简单. 所谓简单, 一个判断标准就是要有尽可能多的 0, 这样运算的时候会方便许多,

这是所谓的打洞.

标准形理论是线性代数重要组成部分. 在矩阵部分的学习中, 我们知道矩阵是否相抵是由秩

唯一确定的, 一个秩为 r 的 m× n 矩阵 A 与

Ir 0

0 0


m×n

相抵, 后者是一个很简单的矩阵, 它只

有 r 个位置是 1, 而其他位置都是 0, 而由于相抵矩阵的秩不变性, 我们也不能找到更简单的矩阵

与 A 相抵. 这样得到的相抵标准形, 在矩阵运算中起到很大的作用.

对于方阵的相似标准形, 当然我们希望它也足够简单, 比如里面有尽可能多的 0, 实在不行 1

也可以, 并且最好是对角阵或者准对角阵, 或者退而求其次是上三角阵. 但必须注意到, 相较于相

抵的情况, 相似要复杂得多.

首先, 由于相似的方阵有相同的特征多项式和特征值, 如果域 F 上的方阵与上三角阵在域 F

上相似, 那么它的特征值就是上三角阵的主对角元, 因此必须在域 F 中, 即特征多项式的根都在

F 中. 当然, 通过数学归纳法, 这个结论反过来也是对的, 如果方阵 A 的特征值全在 F 中, 则 A

一定 F 相似于上三角阵. 这就说明实矩阵

 0 1

−1 0

 永远不可能实相似于对角阵, 因为它的特征

多项式 x2 + 1 没有实根.

进一步说, 如果方阵特征值都在域中, 比如说在 F = C 的情形 (代数基本定理), 这时候方

阵相似于上三角阵, 但这个上三角阵主对角元是确定的, 就是方阵特征值 (包含重数) 的一个排列,

也就是说一般而言这些元素不是 0 或者 1. 这个时候大家的美好愿望是这个上三角阵可以进一

步相似于对角阵, 但这个愿望也是达不到的. 我们举个例子. 设 n ≥ 2. 通过计算可得 Nn =0 In−1

0 0


n×n

的最小多项式是 xn, 它有重根. 根据上一章学到的线性变换和方阵的对角化理论,

我们知道可对角化的方阵的最小多项式没有重根, 故 Nn 一定不可以对角化.

基于这些原因, 本章得到的相似标准形是准对角阵. 若方阵或线性变换的特征值都在域中, 我

们将给出 Jordan 标准形理论, 此时准对角块是 Jordan 块, 而在一般情况则给出 有理标准形理

论, 此时准对角块是特征多项式因子的友阵. 我们将首先使用空间分解定理给出 Jordan 标准形的

证明, 然后发展整系数和多项式矩阵的 Smith(相抵) 标准形理论, 给出有理标准形理论的证明, 并

给出 Jordan 标准形第二个证明. 概括而言, Jordan 标准形在计算上有更多应用, 而 Smith 标准形

121
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和有理标准形则在理论上有更多应用.

4.1 空间分解定理

如不做特别说明, 本节总假定 A 是有限维 F -线性空间 V 上的线性变换.

4.1.1 不变子空间

定义 4.1.1. 设 A是 (有限维) F -线性空间 V 上的线性变换. 若 W 是 V 的子空间且 A(W ) ⊆W ,

则称 W 是 A 的不变子空间 (invariant subspace), 并记 A|W : W → W,w 7→ A(w) 为变换 A 在

W 上的限制变换.

注记. 对于任意线性映射 A : V → U 以及 V 的任意子空间 W , 总可以定义限制映射 AW :W →

U,w 7→ A(w). 当 U = V 且 W 是 A 的不变子空间时, 限制映射 AW 是从 W 到 V 的线性映射,

而限制变换 A|W 则是从 W 到自身的线性映射 (变换).

例 4.1.1. 设 A : V → V 是线性变换.

(1) 全空间 V 和零空间 {0} 显然都是 A 的不变子空间.

(2) 对 λ ∈ F , 特征子空间 Vλ = {α ∈ V | A(α) = λα} 是 A 的不变子空间, 且 Vλ 6= {0} 当且仅

当 λ 是 A 的特征值.

(3) 核空间 ker A 与像空间 imA 是 A-不变子空间.

(4) 不变子空间的和和交都是不变子空间.

例 4.1.2. 设 α 是 A 在 F 上的特征值 λ 的特征向量, 则 Fα 是 A 的 1 维不变子空间. 反之, 若

W 是 A 的 1 维不变子空间, 则对于任意非零向量 α ∈W , 存在同一个 λ ∈ F , 使得 α 是 A 关于

特征值 λ 的的特征向量.

命题 4.1.1. 设 A 是 V 上的线性变换. 设 {α1, · · · , αn} 是 V 的一组基, 且

A(α1, · · · , αn) = (α1, · · · , αn)A = (α1, · · · , αn)

A1 B

C A2

 ,

其中 A1 是 m 阶方阵 (m < n). 则下列结论成立:

(1) W = 〈α1, · · · , αm〉是 A的的不变子空间当且仅当 C = 0,此时限制变换 A|W 在基 {α1, · · · , αm}

下的矩阵为 A1.

(2) U = 〈αm+1, · · · , αn〉 是 A 的的不变子空间当且仅当 B = 0, 此时限制变换 A|U 在基

{αm+1, · · · , αn} 下的矩阵为 A2.

(3) W = 〈α1, · · · , αm〉 与 U = 〈αn+1, · · · , αn〉 都是 A 的不变子空间当且仅当 B 和 C 均是零

矩阵.
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证明. (3) 由 (1) 和 (2) 立得, (2) 与 (1) 实际上是一回事, 我们只需证明 (1).

根据定义, W 是 A 的不变子空间是说 A(W ) ⊆ W , 也就是说对所有 1 ≤ i ≤ m, A(αi) =∑m
j=1 aijαj ∈W , 这等价于 C = 0.

将上述命题推广一下, 就得到

命题 4.1.2. 设 A : V → V 为线性变换.

(1) 若 V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vs 且 Vi 是 A 的不变子空间, 设 Bi 为 Vi 的一组基且 A|Vi
在此基下的

矩阵为 Ai, 则 A 在基 B = B1 ∪ · · · ∪Bs 下的矩阵是准对角阵 diag(A1, · · · , As).

(2) 反之, 若 A 在基 B = {α1, · · · , αn} 下的矩阵是准对角阵 diag(A1, · · · , As), 其中 Ai 是 ni

阶方阵, 令

Bi = {αn1+···+ni−1+1, · · · , αn1+···+ni
},

则 Vi = 〈Bi〉 是 A 的不变子空间, A|Vi
在基 Bi 下的矩阵为 Ai, 且 V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vs.

根据上述命题, 线性变换 A 能否准对角化的关键在于全空间 V 能否分解为 A 的不变子空间

的直和.

4.1.2 循环子空间

定义 4.1.2. 设 α ∈ V . 包含 α 的最小的 A-不变子空间称为 α 生成的循环子空间 (cyclic sub-

space).

由例 4.1.2可知, 1 维不变子空间是特征向量生成的循环子空间, 反之特征向量生成的循环子

空间一定是 1 维的. 更进一步地, 我们有

引理 4.1.3. 向量 α 生成的循环子空间即 F [A]α := {f(A)(α) | f(x) ∈ F [x]}.

证明. 容易验证 F [A]α 是包含 α 的 A-不变子空间, 我们只需证明 F [A]α ⊆ W 对所有包含 α 的

不变子空间 W 成立即可.

由于 A(W ) ⊆W , 故 A(α) ∈W , 对 i ≥ 0 做归纳即得 Ai(α) ∈W . 再由于 W 是线性子空间,

故对于任意 f(x) ∈ F [x], 均有 f(A)(α) ∈W , 因此 F [A]α ⊆W .

定义 4.1.3. 设 0 6= α ∈ V . 若多项式 0 6= f(x) ∈ F [x] 满足 f(A)(α) = 0, 则称 f(x) 是 α 的零化

多项式. 称次数最低的首一零化多项式为 α 的最小多项式 (minimal polynomial), 记为 dA,α(x) 或

dα(x).

命题 4.1.4. 多项式 f(x) 是向量 α 的零化多项式当且仅当它是最小多项式 dα(x) 的非零倍式. 特

别地,

(1) A 的零化多项式均是 dα(x) 的非零倍式, 因而 dα(x) | dA(x) | φA(x).

(2) A 的最小多项式 dA(x) 是所有 dα(x) (0 6= α ∈ V ) 的最小公倍式.
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证明. 显然.

例 4.1.3. 设 A 是 f(x) 的友阵, A : Fn×1 → Fn×1, X 7→ ax. 则向量 e1 = (1, 0, · · · , 0)T 的最小

多项式等于 f(x), 因此 dA(x) = f(x).

命题 4.1.5. 设 α的最小多项式是 dα(x),它的次数等于 nα. 则循环子空间 F [A]α是以 {α,A(α), · · · ,Anα−1(α)}

为基的 nα 维线性子空间, 且 A|F [A]α 在此基下的矩阵是 dα(x) 的友阵.

证明. 若 g(x) ∈ F [x], 做带余除法 g(x) = q(x)dα(x) + r(x), 其中 deg r(x) < nα. 则 g(A)(α) =

r(A)(α),故 F [A]α由 {α,A(α), · · · ,Anα−1(α)}生成. 另一方面,若
∑nα−1

i=0 λiAi(α) = 0且 λi 不全

为 0,则
∑nα−1

i=0 λix
i 是 α的次数 < nα 的零化多项式,这不可能. 这说明 {α,A(α), · · · ,Anα−1(α)}

线性无关, 它是 F [A]α 的一组基.

记 dα(x) = xnα + anα−1x
nα−1 + · · ·+ a0. 则

A(α,A(α), · · · ,Anα−1(α)) = (α,A(α), · · · ,Anα−1(α))



0 0 · · · 0 −a0
1 0 · · · 0 −a1

. . .
. . .

. . . 0 −anα−2

1 −anα−1


.

即 A|F [A]α 在此基下的矩阵是 dα(x) 的友阵.

为 Jordan 标准形理论做准备, 我们先引入 Jordan 形矩阵的概念.

定义 4.1.4. 设 F 是域, λ ∈ F . 以 λ 为中心的 n 阶 Jordan 块 Jn(λ) 是指域 F 上的 n 阶方阵

λIn +Nn, 即 J1(λ) = (λ), 而当 n ≥ 2 时,

Jn(λ) =



λ 1

λ
. . .

. . . 1

λ


n×n

. (4.1)

若方阵 J 是对角块为 Jordan 块的准对角阵, 也就是说

J = diag(Jn1
(λ1), · · · , Jns

(λs)),

则称 J 是 Jordan 形矩阵. 我们称 Jordan 形矩阵中心是 λ 的块为 λ-块.

命题 4.1.6. 设 A : V → V 是线性变换.

(1) 若 α ∈ V 的最小多项式是 (x−λ)n, 则 A|F [x]α 在基 {(A−λIn)n−1α, (A−λIn)n−2α, · · · , α}

下的矩阵是 Jn(λ).

(2) 反之, 若 A在基 {α1, · · · , αn}下的矩阵是 Jordan块 Jn(λ), 则 αn 的最小多项式是 (x−λ)n,

V = F [A]α 且

αi = (A− λIn)n−i(αn) (1 ≤ i ≤ n).
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证明. (1) 的证明与命题 4.1.5的证明类似, 只要证明 {(A − λIn)n−1(α), (A − λIn)n−2(α), · · · , α}

是 F [x]α 的一组基即得.

对于 (2), 由 A(α1, · · · , αn) = (α1, · · · , αn)Jn(λ), 故得

A(α1) = λα1, A(α2) = α1 + λα2, · · · ,A(αn) = αn−1 + λαn.

从而 αi = (A− λIn)n−i(αn) (1 ≤ i ≤ n) 且 (A− λIn)nαn = 0.

命题 4.1.7. 设 α ∈ V 的最小多项式 dα(x) =
∏s

i=1 di(x), 其中 di(x) 是两两互素的首一多项式.

则存在唯一的 αi ∈ V (i = 1, · · · s), 使得 dαi
(x) = di(x) 且 α = α1 + · · · + αs, 此时循环子空间

F [A]α 是循环子空间 F [A]αi (i = 1, · · · s) 的直和.

证明. 先证唯一性. 若 α′
i 也满足条件, 则由等式 αi − α′

i =
∑

j 6=i(α
′
j − αj), 考虑等式左边它被

di(x) 零化, 考虑右边它被
∏

j 6=i dj(x) 零化, 但二者互素, 故 αi − α′
i = 0, 即 αi = α′

i.

记 Di(x) =
∏

j 6=i dj(x). 则 Di(x) (i = 1, · · · s) 的最大公因子是 1. 由 Bezout 定理, 存在

ui(x) ∈ F [x] 使得

u1(x)D1(x) + · · ·+ us(x)Ds(x) = 1.

令 αi = ui(A)Di(A)α,则 α = α1+· · ·+αs,且 di(A)αi = 0. 这说明 F [A]α是 F [A]α1+· · ·+F [A]αs

的子空间, 且 dimF F [A]αi ≤ deg(di(x)) 对每个 i 成立. 从而

deg(dα(x)) = dimF [A]α ≤
s∑

i=1

dimF [A]αi ≤
s∑

i=1

deg(di(x)) = deg(dα(x)).

故两不等号均是等号, 这就说明 di(x) 是 αi 的最小多项式, 且 F [A]α 是 F [A]αi 的直和.

4.1.3 根子空间与空间分解定理

要使 A 在某组基下的矩阵是 Jordan 形矩阵, 命题 4.1.6 说明这组基的向量需要是如下定义

的根向量:

定义 4.1.5. 设 λ 是 A 的特征值. 非零向量 α 称为 λ 的 根向量 (或者广义特征向量 (generalized

eigenvector) 是指存在正整数 k 使得 (A− λIn)k(α) = 0. 更进一步地, α 称为 λ 的 k 次根向量是

指

(A− λIn)k(α) = 0, (A− λIn)k−1(α) 6= 0. (4.2)

为方便起见, 称零向量是 0 次根向量.

记 λ 的所有根向量与零向量构成的集合为 Wλ, 故

Wλ =
⋃
k≥0

ker(A− λIn)k (4.3)

是 V 的子空间, 称为 λ 的根子空间 (root space). 记所有 ≤ k 次的根向量构成的子空间为 W k
λ , 故

W k
λ = ker(A− λIn)k. (4.4)

引理 4.1.8. 下列结果成立:
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(1) Wλ 和 W k
λ 都是 A-不变子空间, 即 A(Wλ) ⊂Wλ, A(W k

λ ) ⊂W k
λ .

(2) 存在 k 使得 W k
λ =W k+1

λ , 从而 W k
λ =W k′

λ =Wλ 对所有 k′ ≥ k 成立.

(3) 设 dλ = dimWλ 并设 kλ 是最小的 k 使得 W k
λ =W k+1

λ , 则 A|Wλ
的特征多项式是 (x−λ)dλ ,

最小多项式是 (x− λ)kλ .

(4) 设 α是 k次根向量,对于 j ≤ k,令 αj = (A−λIn)k−j(α). 则 αj 是 j 次根向量, {α1, · · · , αk}

是循环子空间 Vα 的一组基, 且限制变换 A|Vα
在此基下的矩阵是 Jk(λ).

证明. 显然.

定理 4.1.9 (根子空间分解定理, Root space decomposition). 设 A 是 n 维 F -线性空间 V 上的

线性变换, 并且它的特征值 λ1, · · · , λs 全在 F 中. 设 ni 是 λi 的代数重数. 则 Wλi
是 A 的 ni

维不变子空间, A|Wλi
的特征多项式为 (x− λi)

ni 且 V =
s⊕

i=1

Wλi
.

证明. 简记 Wλi
为 Wi. 首先证明 V = W1 + · · ·+Ws. 设 fi(x) =

φA(x)
(x−λi)ni

. 则 f1, · · · , fs 的最大

公因子是 1, 故由 Bezout 等式, 存在 F 上的多项式 u1(x), · · · , us(x) 使得

u1(x)f1(x) + · · ·+ us(x)fs(x) = 1.

故对于任意 α ∈ V , 我们有

u1(A)f1(A)(α) + · · ·+ us(A)fs(A)(α) = α.

令 ui(A)fi(A)(α) = αi. 由 Cayley-Hamilton 定理, φA(A) = 0, 故

(A− λiIn)ni(αi) = ui(A)φA(A)(α) = 0.

这说明 αi ∈Wi, 从而 V =W1 + · · ·+Ws.

我们暂时设 di = dimWi. 要证明 V =
s⊕

i=1

Wi 是直和, 设 α ∈ Wi ∩
∑
j 6=i

Wj , 只要证明 α = 0.

根据引理 4.1.8, 由 α ∈ Wi 知 (A − λiIn)di(α) = 0, 由 α ∈
∑
j 6=i

Wj 知
∏
j 6=i

(A − λjIn)dj (α) = 0. 由

于 (x− λi)
di 与

∏
j 6=i(x− λj)

dj 互素, 故存在 F 上的多项式 v1(x) 与 v2(x), 使得

v1(x)(x− λi)
di + v2(x)

∏
j 6=i

(x− λj)
dj = 1.

从而

α = v1(A)(A− λiIn)di(α) + v2(A)
∏
j 6=i

(A− λjIn)dj (α) = 0.

我们最后要证明 ni = di. 这是由于 A|Wi
的特征多项式是 (x− λi)

di , 故

φA(x) =

s∏
i=1

(x− λ)ni =
s∏

i=1

φA|Wi
(x) =

s∏
i=1

(x− λ)di ,

这说明 ni = di.
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4.1.4 方阵的根向量和空间分解定理

对于域 F 上的 n 阶方阵 A, 令

A : Fn×1 → Fn×1, X 7→ AX.

我们称 A的不变子空间、循环子空间、根向量和根子空间为对应的线性变换 A的不变子空间、循

环子空间、根向量和根子空间. 具体地说,

定义 4.1.6. 设 A 是域 F 上的 n 阶方阵.

(1) 设 W 是列向量空间 Fn×1 的子空间, 若 A(W ) = {AX | X ∈ W} ⊆ W , 则称 W 为 A 的不

变子空间.

(2) 设 X ∈ Fn×1, 线性空间 F [A]X = {f(A)X | f(x) ∈ F [x]} 称为 X 生成的循环子空间.

(3) 设 0 6= X ∈ Fn×1. 若存在正整数 k 使得 (λIn −A)kX = 0, 则称 X 是关于特征向量 λ 的根

向量. 所有关于 λ 的根向量集合 Wλ 构成的线性子空间称为 λ 的根子空间.

令 VB 表示齐次线性方程组 BX = 0 的解空间. 我们同样有

Wλ =
⋃
k≥1

V(λIn−A)k = V(λIn−A)nλ . (4.5)

定理 4.1.10 (空间分解定理, 矩阵形式). 设 n 阶方阵 A 的特征值 λ1, · · · , λs 全在 F 中. 设

ni 是 λi 的代数重数. 则 Wλi
是 A 的 ni 维不变子空间, A|Wλi

的特征多项式为 (x − λi)
ni 且

Fn×1 =
s⊕

i=1

Wλi
.

习 题

习题 4.1.1. 设 U 是 A : V → V 的不变子空间. 证明: A(U) = {A(u) | u ∈ U} 和 A−1(U) = {v |

A(v) ∈ U} 都是 A 的不变子空间.

习题 4.1.2. 设线性变换 A 与 B 满足条件 AB−BA = A. 证明对任意正整数 k, ker Ak 和 imAk

都是 B-不变子空间.

习题 4.1.3. 证明: 若 V 的任意子空间都是 A : V → V 的不变子空间, 则 A 必为数乘变换.

习题 4.1.4. 设 V = F 3×3, A : V → V,X 7→ X +XT . 求 V 中所有 A-不变子空间.

习题 4.1.5. 设 αi ∈ V (i = 1, · · · s) 且 dA,αi
(x) 两两两互素. 证明: α = α1 + · · · + αs 的最小多

项式 dA,α(x) =
∏s

i=1 dA,αi
(x), 且循环子空间 F [A]α 是 F [A]αi (i = 1, · · · s) 的直和.

习题 4.1.6. 设复线性空间 V 上的线性变换 A 与 B 可交换. 证明

(1) A 的特征子空间和根子空间都是 B 的不变子空间;

(2) A 与 B 有公共特征向量.
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附录: 代数基本定理的线性代数证明

我们使用线性代数方法证明代数基本定理, 这个证明由美国数学家 K. Conrad 首先给出, 只

用到特征值、特征向量和不变子空间的概念, 以及奇数次实多项式有实根这个数学分析熟知结果.

代数基本定理是说

定理 4.1.11. 所有次数大于 0 的复系数多项式都有复根. 即若 n ≥ 1, f(x) = xn + an−1x
n−1 +

· · ·+ a1x+ a0 ∈ C[x], 则存在 z ∈ C, 使得 f(z) = 0.

它等价于下面的定理:

定理 4.1.12. 任意 n 阶复方阵 A 必有复特征值和复特征向量. 等价地说, 若 V 是 n 维复空间,

A 是 V 上的线性变换, 则 A 有复特征值和复特征向量.

等价性的证明. 由定理 4.1.11推出定理 4.1.12是显然的. 另一方面, 取

A =



0 0 · · · 0 −a0
1 0 · · · 0 −a1

· · ·
. . .

. . . · · · · · ·

0 0
. . . 0 −an−2

0 0 · · · 1 −an−1


是 f(x) 的友阵, 即 A 的特征多项式 φA(x) = f(x). 由定理 4.1.12, 它有复特征值, 这就说明 f(x)

有复根.

引理 4.1.13. 奇数次实多项式均有实根.

证明. 由连续函数的介值定理立得.

引理 4.1.14. 代数基本定理对于二次复多项式成立.

证明. 这就是一元二次方程的求根公式.

引理 4.1.15. 设 m 是大于 1 的整数, F 是域. 假设如下条件成立:

任何维数 /∈ mZ 的线性空间上的线性变换均有 F -特征值, 等价地说, F 上的任意阶

/∈ mZ 的方阵均有 F -特征值.

那么对于任意维数 d /∈ mZ 的 F -线性空间 V , V 上任意两个互相交换的线性变换 A1 和 A2 在 V

中有公共特征向量.

证明. 我们对 d 做归纳来证明. 当 d = 1 时, V 上的任意非零向量都是 A1 和 A2 的公共特征向量.

现在假设对于所有 1 ≤ d′ < d 且 m ∤ d′, d′ 维线性空间上交换的两个线性变换有公共特征向量.

由引理的假设条件, 设 λ ∈ F 是 A1 的一个特征值. 令

U = im(A1 − λidV ), W = ker(A1 − λidV ).
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则 U 和 W 都是 A1 的不变子空间, 其中 W 6= 0 是 λ 的特征子空间, 且

dimU + dimW = dimV = d.

若 W = V , 则 A1 是数乘变换, A2 的任意特征向量都是 A1 和 A2 的公共特征向量. 故总可假设

W 6= V , 因此 dimU 和 dimW 均小于 d, 且至少有一个不被 m 整除.

对于 w ∈W , A1(w) = λw, 故 A1(A2(w)) = A2(λw) = λA2(w), 所以 A2(w) ∈W , 这说明 W

是 A2 的不变子空间. 对于 u = A1(v) − λv ∈ U , 则 A2(u) = A1(A2(v)) − λA2(v) ∈ U , 故 U 是

A2 的不变子空间.

现在考虑 A1 和 A2 在 U 和 W 上的限制变换. 由归纳假设, 它们在 U 或者 W 上有公共特征

向量, 故在 V 上也有公共特征向量.

根据引理 4.1.13, 引理 4.1.15的条件在 F = R, m = 2 时成立, 从而我们有

推论 4.1.16. 奇数维实线性空间上两个互相交换的线性变换有公共特征向量.

定理 4.1.12的证明. 设 n = 2kn′, 其中 n′ 是奇数. 我们对 k 做归纳来证明任意 n 阶复方阵 A 都

有复特征向量.

首先考虑 k = 0 即 n 是奇数的情况. 记 Hn 为 (Hermite) 矩阵集合

Hn = {M ∈Mn(C) :M =MH},

此处 MH = M
T
表示 M 的共轭转置. 则 Hn 是 n2 维实线性空间, 它的一组基是 {Eii, Eij +

Eji,
√
−1(Eij − Eji) | 1 ≤ i ≤ n, j < i}. 定义 Hn 上的实线性变换 L1 和 L2 如下:

L1(B) =
AB +BAH

2
, L2(B) =

AB −BAH

2
√
−1

.

验证得 L1L2 = L2L1. 由于 n2 是奇数, 由推论 4.1.16, 存在非零方阵 B ∈ Hn 和实数 λ1, λ2 使

得

L1(B) = λ1B, L2(B) = λ2B.

因此 AB = L1(B) +
√
−1L2(B) = �(λ1 +

√
−1λ2)B. 这说明 B 的任意非零列向量都是 A 关于

特征值 λ1 +
√
−1λ2 的特征向量. 这就证明了 k = 0 时的情形.

假设任意 2lm (0 ≤ l < k, 2 ∤ m) 阶方阵均有复特征向量, 我们要证明 n = 2kn′ (2 ∤ n′) 阶方

阵 A 也有复特征向量. 令 Sn 表示 n 阶复对称方阵的集合 {M ∈Mn(C) :M =MT }, 它是 n(n+1)
2

维复线性空间. 考虑 Sn 上的线性变换M1 和M2:

M1(B) = AB +BAT , M2(B) = ABAT .

同样验证得 M1M2 = M2M1. 注意到由 2k‖n 即得 2k−1‖n(n+1)
2

. 归纳假设说明引理 4.1.15的假

设条件对于 m = 2k, F = C 的情形成立. 由于 m ∤ n(n+1)
2

, 故 M1 和 M2 有公共特征向量, 即存

在方阵 0 6= B ∈ Sn 和 λ, µ ∈ C, 使得

AB +BAT = λB, ABAT = µB.
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因此 A2B +ABAT = A2B + µB = λAB, 即 (A2 − λA+ µIn)B = 0. 由引理 4.1.14, 令 a 和 b 是

x2 − λx+ µ 的两个复根, 故得

(A− aIn)(A− bIn)B = 0.

若 (A−bIn)B = 0,则 B 的任意非零列向量是 A关于特征值 b的特征向量. 若 B′ = (A−bIn)B 6=

0, 则 B′ 的任意非零列向量是 A 关于特征值 a 的特征向量. 这就完成了定理的证明.

4.2 Jordan 标准形

4.2.1 Jordan 标准形主要定理

对任意方阵 A (包括零方阵!), 我们规定 A0 是单位阵.

定义 4.2.1. 设 A 是域 F 上的 n 阶方阵, k ∈ Z+, λ ∈ F . 记

rk(A) = rankAk, rk(λ,A) = rk(A− λIn), (4.6)

δk(λ,A) = rk−1(λ,A) + rk+1(λ,A)− 2rk(λ,A). (4.7)

这里规定 r0(λ,A) = n.

定理 4.2.1 (Jordan 标准形, 矩阵形式). 若域 F 上方阵 A 的特征值都在 F 中, 则 A 相似于

Jordan 形矩阵 J , 且在不计 Jordan 块次序的情况下 J 是唯一的. 更确切地说, J 中形如 Jk(λ)

的块的个数等于 δk(λ,A), 总 λ-块的个数等于 λ 的几何重数.

注记. (1) 根据代数基本定理, 所有复方阵都满足定理的条件, 从而每个复方阵都复相似于 Jordan

形矩阵. 这是我们在其他教科书上最常见到的 Jordan 标准形定理.

(2)总可以将域 F 扩大让它包含方阵的所有特征值, 这样 Jordan标准形定理在扩大的域里面

成立, 例如将实矩阵看成复矩阵. 这时候需要注意运算是在扩域里进行的.

(3) 讨论相似时, 准对角块的次序是不重要的: 设 A1 与 A2 分别是 m 和 n 阶方阵, 则

diag(A1, A2) 与 diag(A2, A1) 通过

 Im

In

 相似.

(4) 我们可以这样理解 J 中 λ-块的个数等于 λ 的几何重数这个性质: 根据之后命题 4.2.4的

结果, 每一个 λ-块恰好贡献特征子空间 Vλ 中的一个 1 维子空间, 而这些 1 维子空间的直和就是

Vλ.

用线性变换的语言来表述, 定理 4.2.1 就等价于下述定理:

定理 4.2.2 (Jordan 标准形, 变换形式). 设 A 是 F -线性空间 V 上的线性变换且它的特征值都在

F 中, 则存在 V 的一组基, 使得 A 在此基下的矩阵是 Jordan 形矩阵 J , 且 J 中形如 Jk(λ) 的块

的个数等于 δk(λ,A), λ-块的总个数等于 λ 的几何重数..

定义 4.2.2. 上述两定理中的 Jordan 形矩阵 J 称为方阵 A 或者线性变换 A 的 Jordan 标准形

(Jordan canonical form).
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推论 4.2.3. 设方阵 A 的 Jordan 标准形中 λi-块中最大块的大小是 di. 则 A 的最小多项式

dA(x) =
∏s

i=1(x− λi)
di .

证明. 根据命题 4.2.4, Jd(λ) 的最小多项式是 (x− λ)d, 再由 Jordan 标准形定理立得.

4.2.2 唯一性的证明

我们证明矩阵形式 Jordan 标准形的唯一性. 首先讨论 Jordan 块 Jn(λ) = λIn +Nn 的性质:

命题 4.2.4. Jordan 块矩阵 Jn(λ) 的特征多项式和最小多项式都是 �(x− λ)n, 它有唯一特征值 λ,

其特征子空间维数是 1, 且

rk(λ, Jn(λ)) =

n− k, 若 1 ≤ k < n,

0, 若 k ≥ n;
(4.8)

rk(λ, Jn(λ
′)) = n (若 λ 6= λ′). (4.9)

另外, Jn(λ) 与自己的转置相似, 且对于 Jordan 块 Jk′(λ′),

δk(λ, Jk′(λ′)) =

1, 若 (k, λ) = (k′, λ′),

0, 若 (k, λ) 6= (k′, λ′).

(4.10)

证明. 等式 (4.10)由命题中关于秩的结果即得, 而这些结果只需要对 Nn = Jn(0) 情形证明即可.

经计算立得

Nk
n =



0 In−k

0 0

 , 若 1 ≤ k < n,

0, 若 k ≥ n.

(4.11)

故 Nn 的特征多项式和最小多项式都是 xn, 它有唯一特征值 0, 其几何重数是 n, 代数重数即特征

子空间的维数是 1, 且

rk(Nn) =

n− k, 若 1 ≤ k < n,

0, 若 k ≥ n.
(4.12)

另外, 由等式

NT
n =


1

. .
.

1

Nn


1

. .
.

1

 =


1

. .
.

1


−1

Nn


1

. .
.

1


即得 NT

n 与 Nn 相似.

注记. 当然, Nn 与 NT
n 相似还可以用线性变换的语言来证明. 设 V 是 n维线性空间, {e1, · · · , en}

是它的一组基. 令

Nn : V → V, e1 7→ 0, e2 7→ 1, · · · , en 7→ en−1.
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故

Nn(e1, · · · , en) = (e1, · · · , en)Nn,

Nn(en, · · · , e1) = (en, · · · , e1)NT
n ,

所以 Nn 与 NT
n 相似. 事实上上面证明出现的矩阵就是基 {e1, · · · , en} 到 {en, · · · , e1} 的过渡矩

阵.

由 Jordan 标准形定理, 命题立刻说明:

推论 4.2.5. 复方阵 A 与 AT 总相似.

命题 4.2.6. 关于 rk(λ,A) 与 δk(λ,A), 下列性质成立:

(1) 若 A 与 B 相似, 则 rk(λ,A) = rk(λ,B), 从而 δk(λ,A) = δk(λ,B).

(2) 若 λ 不是 A 的特征值或者 k > n, 则 δk(λ,A) = 0.

(3) 若 λ 是 A 的特征值, 则
n∑

k=1

δk(λ,A) = dimVλ 即 λ 的几何重数.

(4) Jordan 形矩阵 J 中 Jk(λ)-块的个数等于 δk(λ, J), 总 λ-块的个数等于 λ 的几何重数. 故

Jordan 形矩阵 J1 与 J2 相似当且仅当 δk(λ, J1) = δk(λ, J2) 对于任意 k ∈ Z+ 与 λ ∈ F 均

成立.

证明. (1) 由定义立得.

(2) 若 λ 不是 A 的特征值, 则 A− λIn 可逆, 故 rk(λ,A) 恒等于 n, 因此 δk(λ,A) = 0.

设 k > n. 我们知道对任意方阵 B, 若 ri(B) = ri+1(B), 则 rj(B) = ri(B) 对所有 j ≥ i 成立.

由于 ri(λ,A) (0 ≤ i ≤ n+ 1) 不能一直严格递降, 故总存在 i ≤ n < k, 使得 ri(λ,A) = ri+1(λ,A),

这说明

ri(λ,A) = rk−1(λ,A) = rk(λ,A) = rk+1(λ,A),

因此 δk(λ,A) = 0.

(3) 根据 (2) 的证明, rn(λ,A) = rn+1(λ,A) 恒成立. 故
n∑

k=1

δk(λ,A) =n− r1(λ,A)− rn(λ,A) + rn+1(λ,A)

=n− rank(A− λIn) = dimVλ.

(4) 由于 J = diag(Jn1
(λ1), · · · , Jns

(λs)) 是准对角阵, 故

δk(λ, J) =
s∑

i=1

δk(λ, Jni
(λi)).

因此 (4) 由(4.10) 立得.

注记. 事实上总有 δk(λ,A) ≥ 0. 这可由不等式

rankBk − rankBk+1 ≤ rankBk−1 − rankBk

得到. 如假设 A 相似于 Jordan 形矩阵, 它也可由 (1) 和 (4) 导出.
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注记. 根据线性变换与方阵的对应关系, 对于任意线性变换 A, 类似定义 rk(λ,A) 和 δk(λ,A). 类

似上述命题, 容易给出它们所满足的性质.

Jordan 标准形唯一性的证明. 这是命题 4.2.6 的直接推论.

4.2.3 存在性的证明

我们证明线性变换形式 Jordan 标准形的存在性. 首先证明幂零变换情形, 这需要如下引理:

引理 4.2.7. 设 A 是复线性空间 V 上的幂零变换, 最小多项式是 xk 且 k ≥ 2. 记 Vi = ker Ai.

设 B0 为空集, 设 Bk−2, Bk−2 ∪ Sk−1 和 Bk−2 ∪ Sk−1 ∪ Sk 分别是 Vk−2, Vk−1 和 Vk 的基. 则

A(Sk) ⊂ Vk−1 且它与 Bk−2 线性无关.

证明. k = 2 的情形是平凡情形. 现在设 k ≥ 3. 考虑 α ∈ 〈Sk〉. 则 0 = Ak(α) = Ak−1(A(α)), 这

说明 A(α) ∈ Vk−1, 故 A(Sk) ⊂ Vk−1. 若 A(α) ∈ 〈Bk−2〉 = Vk−2, 则 Ak−2(A(α)) = Ak−1(α) = 0,

故 α ∈ Vk−1 = 〈Bk−2, Sk−1〉. 但 Bk−2 ∪ Sk−1 ∪ Sk 是 Vk 的基, 这说明 α ∈ 〈Sk〉 ∩ Vk−1 = {0}.

定理 4.2.8. 设 A 是 F -线性空间 V 上的幂零变换, 则存在 V 的一组基使得 A 在此基下的矩阵

是 diag(Nk1
, · · · , Nkt

) 的形式.

证明. 令 Vi = ker Ai. 不妨设 k 是最小的正整数使得 Vk = V . 由于 Vi ⊂ Vi+1 且若 Vi = Vi+1, 则

必有 Vi = Vi+1 = · · · = V , 故我们有 V1 ⊊ V2 · · · ⊊ Vk = V , 这说明 xi (i ≤ k) 是 A|Vi
的最小多项

式. 如果 k = 1, A 是零变换, 定理显然成立, 故不妨设 k ≥ 2.

设 B1 = S1 是 V1 的一组基, 依次扩充, 使得 Bi = S1 ∪ · · · ∪ Si(i ≤ k) 是 Vi 的一组基. 设 B0

为空集合. 我们将 Bk 改造成 Vk 的一组新的基.

首先令 S̃k = Sk = S∗
k . 由引理 4.2.7 知 A(S̃k) ⊂ Vk−1 与 Bk−2 线性无关, 我们扩充 Bk−2 ∪

A(S̃k) 为 Vk−1 的一组基 Bk−2 ∪A(S̃k) ∪ S∗
k−1 并令 S̃k−1 = A(S̃k) ∪ S∗

k−1.

从 i = k 开始递降到 i = 2 为止, 假设已经构造了 S̃i 使得对于 j ≥ i, Bi−1 ∪ S̃i ∪ · · · ∪ S̃j 是

Vj 的基. 由引理 4.2.7 则 A(S̃i) ⊂ Vi−1 与 Bi−2 线性无关, 我们扩充 Bi−2 ∪A(S̃i) 为 Vi−1 的一组

基 Bi−2 ∪A(S̃i) ∪ S∗
i−1 并令 S̃i−1 = A(S̃i) ∪ S∗

i−1.

根据构造, 我们得到 V 的一组新基 S̃1 ∪ · · · ∪ S̃k, 其中

S̃i = Ak−i(S∗
k) ∪Ak−1−i(S∗

k−1) ∪ · · · ∪ S∗
i ,

记 S∗
i = {αij | 1 ≤ j ≤ ji}, 并令

Ti = {Ai−1(αi1),Ai−2(αi1), · · · , αi1, · · · ,Ai−1(αiji),Ai−2(αiji), · · · , αiji}.

那么

Tk ∪ Tk−1 ∪ · · · ∪ T1

还是 V 的基, 且在此基下, A 的矩阵就是定理所要求的形式.
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注记. 读者还可以通过商空间来构造向量集合 S∗
i . 考虑线性映射 fi : Vi+1/Vi → Vi/Vi−1, α 7→

A(α), 它是单射. 将 im(fi) 的一组基扩充为 Vi/Vi−1 的基, 扩充进来新向量组记为 S∗
i , 那么只要

取 S∗
i ⊆ Vi 为 S∗

i 的一组逆元即可.

Jordan 标准形存在性的证明. 设 A 是 V 上的线性变换且特征值均在 F 中. 记 Wi = Wλi
. 根据

空间分解定理, V =
s⊕

i=1

Wi 且 A|Wi
的特征多项式为 (x−λi)

ni . 故 A|Wi
−λiidWi

是 Wi 上的幂零

变换. 根据定理 4.2.8,存在 Wi 的一组基 Bi, A|Wi
−λiidWi

在此基下的矩阵为 diag(Nk1
, · · · , Nkt

)

的形式, 从而 A|Wi
在此基下的矩阵 Ai 是 diag(Jk1

(λi), · · · , Jkt
(λi)) 的形式. 故 A 在基 B =

B1 ∪ · · · ∪Bs 下的矩阵为 diag(A1, · · · , As), 它是 Jordan 形矩阵.

4.2.4 Jordan 标准形的计算

我们根据前面的理论证明来分析一下 Jordan 标准形的计算问题, 也就是说, 给定域 F 上的 n

阶方阵 A, 如何通过具体计算, 求得它的 Jordan 标准形 J (不计 Jordan 块的次序), 并求得可逆矩

阵 P , 使得 P−1AP = J .

首先, Jordan 标准形 J 的存在性基于如下条件: A 的特征值即特征多项式 φA(x) 的所有根

都需要在 F 中. 对于 F 是复数域的情形, 由代数基本定理, 这个条件自然满足. 对于其他情形, 这

就需要通过全面确定特征多项式 φA(x) 根的位置来判定. 若假设已知 J 的存在, 要求出它的具体

形式, 就必须知道 A 的所有特征值, 也就是知道特征多项式 φA(x) 的所有根 (从而也知道了根的

重数即特征值 λ 的代数重数 nλ). 这是 Jordan 标准形的计算必经的第一步骤. 由于伽罗瓦的著名

定理 (次数 ≥ 5 的一般复系数多项式没有通用求根公式), 实际计算中, 要么 n 较小 (比如 n ≤ 4),

要么 φA(x) 的根比较容易求出.

其次, 如果已经知道特征值 λ, 就可以计算 rk(λ,A) = rank(λIn − A)k (1 ≤ k ≤ nλ − 1), 从

而得到 δk(λ,A), 这是 J 中 Jk(λ)-块的个数. 遍历所有的特征值 λ 就得到 Jordan 标准形 J . 其

实, 如果 nλ 不大 (例如 ≤ 5), 通过计算得到 λ 的几何重数 mλ = n − r1(λ,A), 即 J 中 λ-块的个

数, 而 nλ 等于各 λ-块的阶之和. 这样的表达式 (不计次序) 只有很少几种情形, 往往只需要再计

算 r2(λ,A) 就可以确定具体情形, 即得到每个 λ-块的阶的大小.

最后考虑如何求 P . 将 P 写成有序列向量的形式 P = (X1, · · · , Xn). 由 A(X1, · · · , Xn) =

(X1, · · · , Xn)J 知 Xi 必须是 A 的根向量, 且 (X1, · · · , Xn) 是按 J 中 Jordan 块次序相应的有序

向量组的有序并, 其中块 Jk(λ) 对应的有序列向量组是 ((A − λIn)k−1X, (A − λIn)k−2X, · · · , X)

且 X 是 λ 的 k 次根向量. 这里需要好选择好来保证不同的 λ-块对应的向量组线性无关, 这正是

定理 4.2.8的证明中细心处理的内容. 同样, 在 nλ 不大时, 有序向量组的选择是容易处理的.

将上面的叙述总结一下, 我们得到如下算法:

算法 4.2.9 (Jordan 标准形算法). 输入: 域 F 上 n 阶方阵 A.

(1) 求特征多项式 φA(x), 以及所有特征值 λi 和对应的代数重数 ni (i = 1, · · · , s). 若特征值不

全在 F 中, 则 A 在 F 中没有 Jordan 标准形.

(2) 对每个 i,计算 rk(λ,A) = rank(λIn−A)k (1 ≤ k ≤ ni)并求得 δk(λi, A). 则 J 是由 δk(λi, A)

个 Jordan 块 Jk(λi) (i = 1, · · · , s) 组成的 Jordan 形矩阵.
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(3) 对每个 i, 求根子空间 Wi 的一组基, 它是形如 ((A−λiIn)
k−1X, (A−λiIn)

k−2X, · · · , X) (其

中 X 是 λi 的 k 阶根向量) 的有序列向量组之并. 将所有这些列向量依次横排, 即得到矩阵

P 使得 P−1AP = J .

输出: Jordan 标准形 J 和可逆矩阵 P 使得 P−1AP = J .

4.2.5 一些例子

例 4.2.1. 求 A =


3 −2 1

2 −2 2

3 −6 5

 的 Jordan 标准形及最小多项式.

解. 经计算得 φA(x) = (x− 2)3. 故 A 只有唯一的特征值 2, 它的 Jordan 标准形 J 的可能形式为

J1 = 2I3, J2 =

J2(2)
2

 和 J3 = J3(2).

由于只有 J2 满足

rank(A− 2I) = rank(J − 2I) = 1,

故 A 的 Jordan 标准形 J = J2 = diag(J2(2), 2), 最小多项式 dA(x) = (x− 2)2.

例 4.2.2. 求 A =


1 0 1 0

0 1 0 1

0 0 1 0

0 0 0 1

 的 Jordan 标准形.

解. 容易看出 φA(x) = (x− 1)4. 故 A 只有唯一的特征值 1, 它的 Jordan 标准形 J 只能是下面五

者之一:

I4,

J2(1)
I2

 ,

J2(1)
J2(1)

 ,

J3(1)
1

 和 J4(1).

由于只有 diag(J2(1), J2(1)) 满足

rank(J − I) = rank(A− I) = 2 且 rank(J − I)2 = rank(A− I)2 = 0,

故 J = diag(J2(1), J2(1)).

例 4.2.3. 设 1 ≤ m < n. 试求 n 阶方阵 A =

O In−m

O O

 的 Jordan 标准形.

解法 1. 注意到矩阵 A = Nm
n . 设 n = (q+1)m− r (0 ≤ r < m) , 则 Aq+1 = 0, 而对于 1 ≤ k ≤ q,

Ak = Nkm
n , 它的秩是 n− km > 0. 故 A 的最小多项式是 xq+1, 唯一的特征值 λ = 0, 且

δk(0, A) =


0, 如 k < q 或 k > q + 1;

r, 如 k = q;

m− r, 如 k = q + 1.
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故 A 的 Jordan 标准形为 J = diag(Nq+1, · · · , Nq+1︸ ︷︷ ︸
m−r

, Nq, · · · , Nq︸ ︷︷ ︸
r

).

解法 2. 令 A : Fn×1 → Fn×1, X 7→ AX. 则 A 在标准基 {e1, e2, · · · , en} 下的矩阵是 A, 而在基

{e1, em+1, · · · , eqm+1, · · · em−r, e2m−r, · · · , en, em−r+1, · · · }下的矩阵就是 J = diag(Nq+1, · · · , Nq+1︸ ︷︷ ︸
m−r

,

Nq, · · · , Nq︸ ︷︷ ︸
r

). 注意到这个解法实际上给出了 A 到 J 的过渡矩阵 P .

例 4.2.4. 设 A =


4 3 −4

−1 0 2

1 1 0

. 求可逆矩阵 P , 使得 P−1AP 是 Jordan 形矩阵.

解. 首先计算 A 的特征多项式, 得 φA(x) = (x− 1)2(x− 2). 这说明 A 有两个特征值, 1 和 2, 其中

特征值 1 的代数重数是 2, 而特征值 2 的代数重数和几何重数都是 1, 因此以 2 为中心的 Jordan

块只有 1 块.

求解齐次线性方程组 (A− 2I)X = 0, 即
2 3 −4

−1 −2 2

1 1 −2



x1

x2

x3

 =


0

0

0

 ,

它的解空间是 1 维的, 由 (2, 0, 1)T 生成.

求解线性方程组 (A− I)X = 0, 它的解空间也是 1 维的, 由 (1,−1, 0)T 生成. 这样 1 的几何

重数也是 1. 这说明 1 为中心的 Jordan 块只有 1 块.

根据 Jordan 标准形定理, A 就相似于 J = diag(2, J2(1)). 如果 P = (X1, X2, X3) 满足

P−1AP = J , 即 AP = PJ , 展开, 即

AX1 = 2X1, AX2 = X2, AX3 = X2 +X3.

这说明X1是 2的特征向量,可取为X1 = (2, 0, 1)T ; X2是 1的特征向量,可取为X2 = (1,−1, 0)T .

最后只要求线性方程组 (A− I)X = X2, 即
3 3 −4

−1 −1 2

1 1 −1



x1

x2

x3

 =


1

−1

0

 ,

得到一个解 X3 = (−1, 0,−1)T . 这样

P =


2 1 −1

0 −1 0

1 0 −1

 , P−1AP =


2 0 0

0 1 1

0 0 1

 .
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例 4.2.5. 求

A =



1 1 1 1 1 1

0 2 0 1 2 3

0 0 2 0 1 −1

0 0 0 2 1 2

0 0 0 0 2 0

0 0 0 0 0 2


的 Jordan 标准形 J , 并求可逆矩阵 P , 使得 P−1AP = J .

解. 首先 φA(x) = (x− 1)(x− 2)5, 故 A 的特征值为 1 (1 重) 和 2 (5 重).

经计算可得

A− 2I =



−1 1 1 1 1 1

0 0 0 1 2 3

0 0 0 0 1 −1

0 0 0 0 1 2

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0


, (A− 2I)2 =



1 −1 −1 0 3 3

0 0 0 0 1 2

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0


,

(A− 2I)3 =



−1 1 1 0 −2 −1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0


.

由于 rank(A − 2I) = 4, 故 J 中 2-块的个数是 6 − 4 = 2, 所以 2-块的大小应该是 {1, 4} 或者

{2, 3}. 再由于 rank(A− 2I)2 = 2, 故 {1, 4} 不可能. 因此 J = diag(1, J3(2), J2(2)).

现在需要求 P = (X1, X2, X3, X4, X5, X6), P 可逆且 AP = PJ .

由 AX1 = X1, 知 X1 是 1 的特征向量, 只要求解 (A− I)X = 0, 可取 X1 = (1, 0, 0, 0, 0, 0)T .

根据 Jordan 标准形定理存在性的证明, 其他 Xi 可以如下选择. 注意到 ker(A− 2I), ker(A−

2I)2 和 ker(A− 2I)3 分别是 F 6×1 的 2, 4 和 5 维子空间. 首先求解 (A− 2I)3X = 0, 得到它的一

组基础解系, 其中一定有 (可能多个) 向量满足 (A− 2I)2X 6= 0. 任取其中一个, 记为 X4, 比如

X4 = (0, 0, 0, 0, 1,−2)T .

令 X2 = (A− 2I)2X4, X3 = (A− 2I)X4. 将 {X2, X3} 扩充为 (A− 2I)2X = 0 的基础解系. 扩充

进来的两个向量中必有一个满足 (A− 2I)X 6= 0, 取它为 X6, 比如

X6 = (0, 0, 3, 0, 2,−1)T .



138 第四章 相似标准形

令 X5 = (A− 2I)X6. 则 P 满足要求. 在我们的选择中,

P =



1 −3 −1 0 4 0

0 −3 −4 0 1 0

0 0 3 0 3 3

0 0 −3 0 0 0

0 0 0 1 0 2

0 0 0 −2 0 −1


.

例 4.2.6. 证明任意复方阵 A ∈ Cn×n 均相似于上三角矩阵 B = (bij), 其中 |bij | < ε, i 6= j.

证明. 根据 Jordan 标准形定理, 我们不妨假设 A = Jn(λ) 是 Jordan 块矩阵, 只需证明对任意

ε > 0, Jn(λ)相似于 λn+εNn 即可. 令 P = diag(1, ε, · · · , εn−1),则 P−1Jn(λ)P = λIn+εNn.

例 4.2.7. 设 6 方阵 A 的最小多项式 dA(x) = x3. 求 A 的所有可能的 Jordan 标准形.

解. 条件说明 A 只有一个特征值 0 且最大 Jordan 块的大小是 3. 我们只要看 6 表示为正整数之

和且和项里中最大项为 3 的写法:

6 = 3 + 3 = 3 + 2 + 1 = 3 + 1 + 1 + 1.

故 A 的 Jordan 标准形有三种可能, 即 diag(N3, N3), diag(N3, N2, 0) 和 diag(N3, 0, 0, 0).

注记. 同样, 若 n 阶方阵 A 只有一个特征值 λ ∈ F , 则 A 的可能 Jordan 标准形数就等于 n 表为

正整数之和的个数, 也就是 n 的分拆数 p(n). 更进一步, 若 A 的最小多项式是 (x− λ)k, 则所有可

能的 Jordan 标准形数等于 n 表为最大项为 k 的正整数之和的个数.

习 题

习题 4.2.1. 已知 5 阶方阵只有两个特征值, 且满足

rankA = 3, rankA2 = 2, rank(A+ I) = 4, rank(A+ I)2 = 3.

试问它是否存在 Jordan 标准形? 如存在, 求出它的 Jordan 标准形.
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习题 4.2.2. 求复可逆矩阵 P 与 Jordan 标准形 J , 将下列方阵相似为 J :

(1)


6 5 −2

−2 0 1

−1 −1 3

 , (2)


−2 1 3

−22 11 33

4 −2 −6

 ,

(3)


1 3 4 7

0 1 2 0

0 0 1 4

0 0 0 1

 , (4)


4 3 0 0

−3 −2 0 0

1 2 −3 −2

3 4 8 5

 ,

(5)


a1

a2

. .
.

an

 , (6)



0 1

0
. . .

. . . 1

1 0


.

习题 4.2.3. 设方阵 A 的特征多项式 φA(x) = (x− 1)4(x+ 1)3x2, 试求 A 所有可能的 Jordan 标

准形, 并求每种情形时 A 的最小多项式.

习题 4.2.4. 设 9 阶方阵 A 的最小多项式 dA(x) = (x−1)2(x+1)2x2, 试求 A 所有可能的 Jordan

标准形, 并求每种情形时 A 的特征多项式.

习题 4.2.5. 已知 n 阶方阵 A 相似于 Jordan 形矩阵 J , 且 An−2 6= 0 但 An−1 = 0, 试求 J .

习题 4.2.6 (Jordan 分解). 证明: 任意复方阵 A 可以写为 A = B +C, 其中 B 相似于对角阵, C

是幂零阵且 BC = CB.

习题 4.2.7. 证明若 A 的特征值都是 1, 则 A 与 Ak 相似, 其中 k 是任意非零整数.

习题 4.2.8. 若方阵 A 相似于 diag (( 0 1
1 0 ) , In−2), 则称 A 为反射方阵. 证明: 若 A2 = I, 则 A 可

分解为有限个反射方阵之积.

习题 4.2.9. 给出 4 个互不相似的 4 阶方阵 A, 满足条件 (A− I)3 = 0.

习题 4.2.10. 证明若对所有非零整数 k, A 与 Ak 相似, 则 A 的特征值只能是 0 或者 1.

习题 4.2.11. 求所有与 A2 相似的复方阵 A.

4.3 Smith 标准形理论

4.3.1 整环上的矩阵

设 R 是整环, 为简单起见读者可以假设 R 是整数环 Z 或者域上的多项式环 F [x]. 环 R 上的

m× n 矩阵集合记为 Rm×n.

与域上的矩阵一样, 我们定义 R 上矩阵的加法、数乘和乘法运算, 以及方阵的行列式和余子

式等. 在研究域上矩阵的性质时, 只要性质的叙述和证明中只用到域的加减法和乘法运算, 而不涉

及除法运算, 那么这些性质就可以平行地推广到整环的矩阵上来, 特别地, 我们有:
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定理 4.3.1. 对于整环上的矩阵, 下列性质成立.

(1) 矩阵乘法满足结合律, 即 (AB)C = A(BC).

(2) 行列式是积性函数, 即 det(AB) = det(A) det(B).

(3) 行列式的 Laplace 展开公式成立.

(4) Binet-Cauchy 公式成立.

(5) 设 A 是 n 阶方阵, A∗ 是它的伴随阵. 则 AA∗ = A∗A = det(A)In.

定义 4.3.1. 矩阵 A 的秩即它的极大非零子式的阶.

方阵 A 可逆是指存在 R 上的方阵 B 使得 AB = BA = In, 此时 B 是唯一的, 称为 A 的逆,

记为 A−1.

引理 4.3.2. 方阵 A 可逆当且仅当 det(A) ∈ R×, 即 det(A) 是乘法可逆元.

证明. 若 A 可逆, AA−1 = In, 故 det(A) det(A−1) = 1, 因此 det(A) ∈ R×. 反之, 若 det(A) ∈ R×,

令 B = 1
det(A)

A∗, 则 AB = BA = In, 即 A 可逆.

例 4.3.1. 考虑 R = Z 和 F [x] 这两种常见情况.

(1) 当 R = Z 时, 整系数方阵 A 可逆当且仅当 det(A) ∈ Z× = {±1}. 需要注意 A 作为整系数

矩阵可逆和作为有理系数矩阵可逆是不一样的, 例如 A =

2 0

0 1

 作为有理系数矩阵可逆,

但作为整系数矩阵不可逆.

(2) 当 R = F [x] 时, 多项式方阵 A 可逆当且仅当 det(A) ∈ (F [x])× = F×.

显然, 方阵可逆则必满秩.

例 4.3.2. 设 A 是 F 上的 n 阶方阵. 则 xIn − A 是 F [x] 上的方阵, 它的行列式就是 A 的特征

多项式 φA(x) 6= 0, 故 xIn − A 的秩是 n, 即它是满秩方阵, 但它不是可逆阵. 这说明对于多项式

方阵而言, 满秩不保证可逆. 更一般地, 只要整环 R 不是域, 满秩与可逆就是两个不同的概念.

与域的情形一样, 整环上矩阵的初等变换和它对应的初等矩阵 (即对单位阵做此初等变换得

到的矩阵) 如下给出:

(I) 第一类初等变换: 互换两行或者两列. 此变换的逆变换是它自身, 对应的初等矩阵为 Pij .

(II) 第二类初等变换: 对某行或列乘以 λ 倍, 其中 λ ∈ R×. 此变换的逆变换就是对该行或列乘以

λ−1 倍, 对应的初等矩阵为 Di(λ).

(III) 第三类初等变换: 将某行或列的 a 倍 (a ∈ R) 加到另外一行或者列. 此变换的逆变换就是对

第一行或列乘以 −a 倍加到后面一行或者列, 此时的初等矩阵为 Tij(a).
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注意到矩阵的初等变换是可逆变换, 且逆变换是相同类型的变换. 可以看出第一类和第三类初等

变换与域上矩阵情形并无不同, 但对于第二类初等变换, 为保证它是可逆变换, 我们需要 λ 是 R

上的乘法可逆元这个条件.

命题 4.3.3. (1) 初等矩阵都是可逆阵:

P−1
ij = Pij , Di(λ)

−1 = Di(λ
−1), Tij(a)

−1 = Tij(−a).

(2) 对矩阵做初等行变换相当于对该矩阵左乘相应的初等矩阵, 对矩阵做初等列变换相当于对该

矩阵右乘相应的初等矩阵.

4.3.2 整系数和多项式系数矩阵的相抵

本节自此起设 R = Z 或者 F [x], 即矩阵是整系数或多项式系数矩阵.

定义 4.3.2. 设 a ∈ R. 称

h(a) =

|a|, 若 R = Z;

deg(a), 若 R = F [x]

为 a 的高度. 若 a > 0 (R = Z 时) 或者 a 首一 (R = F [x] 时), 称 a 恒正.

R 上的带余除法就是说, 对于任意 a, b ∈ R 且 a 6= 0, 存在唯一的商 q 和余数 (式) r, 使得

b = qa+ r, h(r) < h(b). (4.13)

定义 4.3.3. 设 A 是 R 上 m× n 矩阵. 对于 1 ≤ k ≤ r = rank(A),

(1) A 的第 k 个行列式因子 Dk(A) 是指它所有 k 阶子式的最大公因子;

(2) A 的不变因子 dk(A) = Dk(A)/Dk−1(A), 此处记 D0(A) = 1. 多重集 {d1(A), · · · , dr(A)} 称

为 A 的不变因子组.

命题 4.3.4. 设 A 是 R 上的矩阵, B 是 A 经初等变换得到的矩阵. 则对任意 1 ≤ k ≤ min{m,n},

B 的 k 阶子式都是 A 的 k 阶子式的线性组合. 故

(1) rank(A)− rank(B);

(2) 对于 1 ≤ k ≤ rank(A), Dk(A) = Dk(B).

证明. 若 B 的 k 阶子式都是 A的 k 阶子式的线性组合,则 rank(B) ≤ rank(A)且 Dk(A) | Dk(B)

(若 Dk(A) 6= 0), 但由于初等变换是可逆变换, 另一个方向就是显然的. 故只需证明此结论.

不妨设初等变换是行变换. 设讨论的 B 的子式是 B
(
i1 ··· ik
j1 ··· jk

)
.

(i) 若初等变换涉及到的行都在或者都不在集合 {i1, · · · , ik} 中, 则

B

i1 · · · ik

j1 · · · jk

 = cA

i1 · · · ik

j1 · · · jk

 ,

其中 c = ±1 或者 λ.
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(ii) 若初等变换为互换第 i 行与第 j 行, 其中 i ∈ {i1, · · · , ik} 而 j /∈ {i1, · · · , ik}, 将集合

{i1, · · · , ik, j}\{i} 中元素排序为 i′1 < · · · < i′k, 则

B

i1 · · · ik

j1 · · · jk

 = ±A

i′1 · · · i′k

j1 · · · jk

 .

(iii) 若初等变换将第 j 行的 a 倍加到第 i 行, 其中 i ∈ {i1, · · · , ik} 而 j /∈ {i1, · · · , ik}, 与 (ii) 一

样排序集合 {i1, · · · , ik, j}\{i} 中的元素, 则

B

i1 · · · ik

j1 · · · jk

 = A

i1 · · · ik

j1 · · · jk

± aA
i′1 · · · i′k

j1 · · · jk

 .

引理 4.3.5. 设 (a, ∗, · · · , ∗) 与 (b, ∗, · · · , ∗) 是矩阵 A 的两行且 a 6= 0. 则经过有限次初等行变换

后可以将这两条行向量变为 (d, ∗, · · · , ∗) 与 (0, ∗, · · · , ∗), 其余行不变, 这里 d 是 a 和 b 的最大公

因子.

证明. 这个结果实际上就是欧几里得算法的实现. 不妨设 (a, ∗, · · · , ∗)是 A的第 1行, (b, ∗, · · · , ∗)

是第 2 行. 设 b = qb + r, 则第 1 行的 −q 倍加到第 2 行, 第 2 行就变为 (r, ∗, · · · , ∗). 若 r 6= 0,

令 a = q1r+ r1. 则第 2 行的 −q1 倍加到第 1 行, 第 1 行就变为 (r1, ∗, · · · , ∗)). 继续这个过程, 经

过有限次变换后, 我们就将 a 与 b 中一个变为 0, 另外一个与最大公因子 d 相差一个乘法可逆元.

再做一次第二类变换 (将非零元变为 d) 和最多一次第一类变换 (使得 a = d 而 b = 0), 就得到引

理所要求的形式.

定理 4.3.6. 任意非零阵 A 经过有限次初等变换可以变为矩阵 S =

D 0

0 0

 的形式, 其中 D =

diag(d1, · · · , dr), dk 恒正, 且 d1 | d2 | · · · | dr, 而且这样形式的 S 是唯一的: r = rank(A) 和

dk = dk(A) 由 A 决定.

证明. (1) 首先证明存在性.

(i) 由于 A 6= 0, 设 aij 6= 0, 互换第 i 行与第 1 行, 再互换第 j 列与第 1 列, 最后对第 1 行乘

以 a11 的符号或者首项系数的逆, 这样得到的新矩阵 A 就满足 a11 恒正.

(ii) 由于高度不能无限递降, 我们可以假设经过有限次初等变换后 h(a11) 达到最小. 我们断

言此时 a11 | ai1. 否则, 若 a11 ∤ ai1, 根据引理 4.3.5, 我们可以通过初等行变换将 a11 替换为

gcd(a11, ai1), 它恒正且高度比 a11 小, 与 h(a11) 的最小性矛盾. 同理我们有 a11 | a1j . 这样我们可

以通过第三类初等变换使得 ai1 = a1j = 0(i > 1, j > 1) 而 a11 不变.

接下来我们断言此时 a11 | aij 对所有 i, j 成立. 否则, 设 a11 ∤ aij . 将第 j 列加到第 1 列, 那

么新的第 1 行是 (a11, · · · ) 而第 i 行是 (aij , · · · ). 根据引理 4.3.5, 我们可以通过有限次初等行变

换将 a11 替换为 gcd(a11, aij), 它恒正且高度比 a11 小, 与 h(a11) 的最小性矛盾. 故经过有限次初

等变换后, 可以得到新的 A 为

d1 0

0 B

 的形式, 其中 d1 恒正且 B = (bij) 中每个元素均被 d1

整除.
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(iii) 根据归纳, B 经有限次初等变换后就得到定理要求的形式 S1 =

D1 0

0 0

 的形式, 其中

D1 = diag(d2, · · · , dr), 且 d2 | · · · | dr. 由于 d2 是 B 中元素的线性组合, 所以 d1 | d2. 这样我们

就经过有限次初等变换将 A 变为 S 的形式.

(2) 我们再证唯一性. 由于初等变换不改变矩阵的秩, 故 r = rank(S) = rank(A). 由于初等

变换不改变行列式因子, 故 Dk(A) = Dk(S), 但根据定义, Dk(S) = d1 · · · dk, 故 dk = dk(A) =

Dk(A)/Dk−1(A).

命题 4.3.7. 方阵 A 是可逆矩阵当且仅当它是初等矩阵的有限乘积.

证明. 一方面, 由于初等阵是可逆阵, 它们的有限乘积也是可逆阵. 另一方面, 若 A 是可逆阵, 根

据上面的定理, 则 A 等于 P1 · · ·PsSQ1 · · ·Qt, 其中 Pi, Qj 是初等阵而 S = diag(d1, · · · , dn) 且 di

恒正. 由于 det(A), det(Pi) 及 det(Qj) 都是 R 的乘法可逆元, 故 det(S) = d1 · · · dn 也是, 由于 di

恒正, 这只可能 d1 = · · · = dn = 1, 从而 A 是有限多个初等阵的乘积.

定义 4.3.4. 矩阵 S =

D 0

0 0

, 其中 D = diag(d1(A), · · · , dr(A)), 称为 A 的 Smith 标准形.

显然, 给出 A 的 Smith 标准形等价于给出 A 的秩和不变因子组. 定理 4.3.6 还告诉我们不变

因子间的互相整除关系: d1(A) | · · · | dr(A). 将 A 的不变因子做因式分解:

dk =
s∏

i=1

peiki , (4.14)

这里 pi 为互不相同的恒正素因子 (不可约因子), 且 eik ≥ 0. 根据不变因子间的整除关系, 则对每

一个 i 均有

ei1 ≤ ei2 ≤ · · · ≤ eir.

定义 4.3.5. 设元素 0 6= a ∈ R 的标准分解为 a = u
∏

i∈S p
ei
i , 其中 u 是单位, pi 恒正不可约且两

两不同, 则称集合 {peii | i ∈ S} 是 a 的 初等因子组.

方阵 A 的初等因子组指由它的所有不变因子 dk(A) (1 ≤ k ≤ rank(A)) 的初等因子组并起来

得到的多重集, 即 {peiji | 1 ≤ i ≤ s, 1 ≤ j ≤ r}. 这里我们规定初等因子组中可以任意增减 1 = p0i

出现的次数.

命题 4.3.8. 矩阵的 Smith 标准形与它的秩和初等因子组互相决定.

证明. 只需证明矩阵的秩和初等因子组决定它的不变因子组即可.

对于 A 的初等因子组出现的所有素 (不可约) 因子 pi (1 ≤ i ≤ s), pi-幂次的元素最多有

r = rank(A) 个. 我们用 p0i 补全, 保证这样的元素恰好有 r 个, 并按升序排列, 即初等因子组中 pi

的幂次元素为 pfi1i , · · · , pfiri , 且 0 ≤ fi1 ≤ · · · ≤ fir.

另一方面, 设 peiki ‖ dk(A), 故 {ejk | 1 ≤ k ≤ r} = {fik | 1 ≤ k ≤ r}. 又由于 dk(A) | dk+1(A),

故 eik ≤ ei,k+1, 即 0 ≤ ei1 ≤ · · · ≤ eir. 两者综合起来就说明 eik = fik, 所以 dk =
∏s

i=1 p
fik
i 对所

有 1 ≤ k ≤ r 成立.
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注记. 对于多项式矩阵 A, 设 F0 是包含 A 中所有元素的系数的最小的域, 这样 A 就是 F0[x] 上

的多项式矩阵. 因此 A 的所有子式都是 F0 上的多项式, 从而 (作为子式的最大公因子的) 行列式

因子和不变因子也都是 F0 上的多项式. 这说明 A 的不变因子不随着域的扩大而改变, 这就是我

们称它是不变因子的原因.

这与初等因子组的情况不同. 例如, 设 A 是 Q[x] 上的多项式矩阵, 不变因子 dk(A) 在 Q[x],

R[x] 和 C[x] 中有不同的因式分解, 因此得到的初等因子组也是不一样的.

定义 4.3.6. 两个矩阵 A 与 B 相抵是指存在可逆阵 P 与 Q 使得 B = PAQ.

定理 4.3.6 说明 A 与它的 Smith 标准形相抵.

定理 4.3.9. 相抵关系是等价关系, 且两个矩阵相抵当且仅当它们有相同的 Smith 标准形, 即它们

有相同的秩和不变因子组, 亦即它们有相同的秩和初等因子组.

证明. 相抵关系是等价关系这是显然的, 因此有相同 Smith 标准形的矩阵也一定相抵. 反之, 若矩

阵 B = PAQ 与 A 相抵, 由命题 4.3.7, P 和 Q 都是有限个初等矩阵的乘积, 再由命题 4.3.4, 每一

次左乘或者右乘初等矩阵不改变 Smith 标准形, 故 A 与 B 有相同的 Smith 标准形.

定理 4.3.10. 设 A = diag(a1, · · · , an) 是对角阵. 则 A 的初等因子组就是它的非零对角元的初等

因子组之并.

证明. 不妨设 a1, · · · , an 恒正. 记 aj =
∏s

i=1 p
fij
i 为 aj 的因式分解, 这里 fij ≥ 0. 将 {fij | j =

1, · · · , n} 从小到大排序:

ei1 ≤ ei2 ≤ · · · ≤ ein.

主要到 A 的 k 阶子式要么等于 0, 要么等于 aj1 · · · ajk . 设 ptiki ‖Dk(A). 根据定义, Dk(A) 是 k 阶

子式的最大公因子, 故

tik = min{fij1 + · · ·+ fijk | 1 ≤ j1 < · · · < jk ≤ n} = ei1 + · · ·+ eik.

故 dk(A) = Dk(A)/Dk−1(A) =
∏s

i=1 p
eik
i . 所以 A 的初等因子组就是 aj (1 ≤ j ≤ n) 的初等因子

组之并.

推论 4.3.11. 设 A = diag(A1, · · · , As) 是准对角阵. 则 A 的初等因子组是 Ai (1 ≤ i ≤ s) 的初

等因子组之并.

4.3.3 一些例子

例 4.3.3. 设 A =


4 3 −4

−1 0 2

1 1 0

. 通过初等变换求矩阵 xI −A 的 Smith 标准形.
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解. 我们用 ri 表示第 i 行, ci 表示第 i 列, 且变换从上而下, 则有
x− 4 −3 4

1 x −2

−1 −1 x

 r1+(x−4)r3→r1−−−−−−−−−−−−→
r2+r3→r2,r1↔−r3


1 1 −x

0 x− 1 x− 2

0 −x+ 1 x2 − 4x+ 4


c2−c1→c2−−−−−−−→
c3+xc1→c3


1 0 0

0 x− 1 x− 2

0 −x+ 1 x2 − 4x+ 4

 c3−c2→c3−−−−−−→
r3+r2→r3


1 0 0

0 x− 1 −1

0 0 x2 − 3x+ 2


c2+(x−1)c3→c2−−−−−−−−−−−−−→

r3+(x2−3x+2)r2→r3


1 0 0

0 0 −1

0 (x− 1)2(x− 2) 0

 r2↔r3−−−−−→
−r2→r2


1 0 0

0 1 0

0 0 (x− 1)2(x− 2)

 .

例 4.3.4. 设 a1, · · · , an 是两两互素的正整数. 证明: 方阵 A = diag(a1, · · · , an) 的 Smith 标准形

为 diag(1, · · · , 1, a1 · · · an).

证明. 首先 det(A) = a1 · · · an 6= 0, 故它的秩是 a. 其次, 由于 ai 两两互素, A 的初等因子也两两

互素, 这样就有 d1 = · · · = dn−1 = 1, 而 dn = a1 · · · an.

例 4.3.5. 考虑多项式矩阵 xIn − J , 其中 J 是 Jordan 形矩阵.

(1) 多项式矩阵 xIn − Jn(λ) 的不变因子组为 {1, · · · , 1, (x− λ)n}, 初等因子组为 {(x− λ)n}.

(2) 更一般地, 若 J = diag(Jn1
(λ1), · · · , Jns

(λs)), 则 xIn − J 的初等因子组为 {(x− λi)
ni | 1 ≤

i ≤ s}.

解. (2) 由 (1) 和推论 4.3.11 立得. 至于 (1), 注意到

xIn − Jn(λ) =



x− λ −1

x− λ
. . .

. . . −1

x− λ


n×n

.

只需考虑它去掉第 1 列和第 n 行的子矩阵就知 D1(xIn − Jn(λ)) = · · · = Dn−1(xIn − Jn(λ)) = 1,

而 Dn(xIn − Jn(λ)) = (x− λ)n 是显然的.

注记. 设 A是 f(x)的友阵. 与上面例子一样计算 xI−A的行列式因子,就得到 xIn−A的 Smith

标准形是 diag(1, · · · , 1, f(x)).

例 4.3.6. 试求多项式矩阵

A =


x2(x− 1)3(x+ 1)

x4(x− 1)(x+ 1)3

x(x+ 1)2(x− 1)3


的不变因子, 初等因子组和 Smith 标准形.
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解. A 的初等因子组是所有对角元的初等因子组之并, 即 {x, x2, x4, x + 1, (x + 1)2, (x + 1)3, x −

1, (x−1)3, (x−1)3},这样它的不变因子就是 {x(x−1)(x+1), x2(x−1)3(x+1)2, x4(x−1)3(x+1)3},

Smith 标准形等于
x(x− 1)(x+ 1)

x2(x− 1)3(x+ 1)2

x4(x− 1)3(x+ 1)3

 .

习题 4.3.1. 设多项式矩阵 A 为 4 阶方阵, 初等因子组为 {x2, x4, (x− 1)2, (x− 1)3, x+ 2}. 求它

的 Smith 标准形 S.

解. 这里没有说 A 的秩, 所以我们需要分情况讨论. 由于拥有同一个素因子底的初等因子有 2 个,

故 A 的秩 ≥ 2.

当 rank(A) = 2 时, S = diag(x2(x − 1)2, x4(x − 1)3(x + 1), 0, 0); 当 rank(A) = 3 时, S =

diag(1, x2(x−1)2, x4(x−1)3(x+1), 0);当 rank(A) = 4时, S = diag(1, 1, x2(x−1)2, x4(x−1)3(x+

1)).

习 题

习题 4.3.2. 求下列整数或多项式矩阵的 Smith 标准形.

(1)


30

12

72

 , (2)


1 3 5

2 4 6

3 6 9

 ,

(3)


1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

 , (4)


1 −3 0 0 2

1 0 −5 0 3

1 0 0 −7 2

 ,

(5)


x2 + x

x4 − 1

x3 + 1

 , (6)


2x x+ x2 x+ x3

x+ x2 2x2 x2 + x3

x+ x3 x2 + x3 2x3

 .

习题 4.3.3. 试求下述多项式矩阵的 Smith 标准形, 不变因子和初等因子组:

(1)



x 1 · · · 1 1

1 x · · · 1 1
...

...
...

...
...

1 1 · · · x 1

1 1 · · · 1 x


, (2)



x 1 · · · 1 1

0 x · · · 1 1
...

...
...

...
...

0 0 · · · x 1

0 0 · · · 0 x


,

(3)


x2(x− 1)3(x+ 1)

x4(x− 1)(x+ 1)3

x(x+ 1)2(x− 1)3

 .
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习题 4.3.4. 设 A 是 n 次首一多项式 f(x) 的友阵. 试求 xIn −A 的 Smith 标准形.

习题 4.3.5. 设 A =

x3 − 1

x5 − 1

. 试求 A 的不变因子, 并求它在有理数域上的初等因子

组.

习题 4.3.6. 设 R = Z 或者 F [x]. 证明 R 上的方阵 A 与它的转置 AT 相抵.

习题 4.3.7. 证明: 整系数线性方程组 AX = b 有整数解的充分必要条件是 (A, b) 与 (A, 0) 相抵.

4.4 有理标准形理论

4.4.1 F [x] 上的模

回忆一下域 F 上线性空间 V 的定义,其关键之处在于存在数乘映射 F×V → V , (λ, v) 7→ λv,

它满足结合律, 与向量加法间的分配律且 1v = v 对所有 v ∈ V 成立. 将这个概念推广, 就得到多

项式环 F [x] 上模的概念.

定义 4.4.1. 设 V 是 F -线性空间. 若存在数乘映射

F [x]× V → V, (f(x), v) = f(x)v, (4.15)

它延拓域上的数乘映射 F × V → V , 且满足

(1) 加法与数乘间的分配律成立, 即

(f(x) + g(x))v = f(x)v + g(x)v, f(x)(v + w) = f(x)v + f(x)w;

(2) 结合律成立, 即

(f(x)g(x))v = f(x)(g(x)v);

则称 V 是 F [x]-模 (module). 若 W 是 V 的子空间且对于任意 w ∈ W , f(x) ∈ F [x], 均有

f(x)w ∈W , 则称 W 是 V 的子模 (sub-module). 若 V = F [x]v, 即它由一个元素 v 生成. 则称之

为循环模 (cyclic module).

模的概念可以做进一步推广, 模论是代数理论的重要组成部分, 读者在后续代数课程将会学

到. 这里我们只需要用到下面这个简单事实:

引理 4.4.1. 设 V 是 F [x]-模. 对于 (α1, · · · , αm) ∈ V m, A = (aij) ∈ F [x]m×n, 定义

(α1, · · · , αm)A :=

(
m∑
i=1

ai1αi, · · · ,
m∑
i=1

ainαi

)
∈ V n. (4.16)

则对于任意 A ∈ F [x]m×n, B ∈ F [x]n×p, 均有[
(α1, · · · , αm)A

]
B = (α1, · · · , αm)(AB). (4.17)

证明. 设 A = (aij), B = (bjk). 由计算立得.
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4.4.2 有理标准形理论

线性空间 V 上每一个线性变换 A, 都自然诱导出 V 的一个 F [x]-模的结构, 这个事实让我们

可以从更高观点来研究线性变换和矩阵的性质, 特别是得到相似标准形的理论. 我们首先给出这

个模结构.

设 V 是 F -线性空间, A 是 V 上的线性变换. 我们如下定义多项式环 F [x] 与 V 的数乘:

f(x) v := f(A)(v). (4.18)

根据这个定义, V 就成为 F [x]-模, 称为 A 决定的 F [x]-模. 此时 W 是 V 的子模当且仅当 W 是

A 的不变子空间. 元素 α ∈ V 生成的循环子空间 F [A](α) 就是循环模 F [x]α.

设 A 在基 {α1, · · · , αn} 下的矩阵是 A, 即

A(α1, · · · , αn) = (α1, · · · , αn)A. (4.19)

利用 (4.16) 的定义, (4.19) 就变成

(α1, · · · , αn)(xIn) = (α1, · · · , αn)A.

也就是说,

(α1, · · · , αn)(xIn −A) = 0. (4.20)

我们将经常使用这个公式.

我们首先用模结构来再次证明 Cayley-Hamilton 定理.

定理 4.4.2 (Cayley-Hamilton). φA(x) 是 A 的零化多项式, 即 φA(A) = 0.

证明. 在 (4.20)两边同乘以 xIn−A的伴随矩阵 (xIn−A)∗,注意到 (xIn−A)(xIn−A)∗ = φA(x)In,

并利用引理 4.4.1, 就得到

(α1, α2, · · · , αn)


φA(x)

φA(x)

. . .

φA(x)

 = 0.

这也就是说对于 i = 1, · · · , n, φA(A)(αi) = 0. 因为 {α1, · · · , αn}是 V 的一组基,所以变换 φA(A)

就是零变换.

我们接下来用模结构来讨论相似标准形理论. 这里的关键是下述定理:

定理 4.4.3. 设线性变换 A : V → V 在基 {α1, · · · , αn} 下的矩阵是 A, 并设

P (x)(xIn −A)Q(x) = D(x) := diag(1, · · · , 1, fs+1, · · · , fn),

其中 P (x), Q(x) 是可逆多项式矩阵, fi(x) 是首一多项式. 令

(β1, · · · , βn) = (α1, · · · , αn)P (x)
−1.

则下列结果成立:



4.4 有理标准形理论 149

(1) 对于 i ≤ s, βi = 0;

(2) 对于 i > s, βi 的最小多项式是 fi(x);

(3) V 是循环子空间 F [x]βi (s+ 1 ≤ i ≤ n) 的直和.

证明. 由 (α1, · · · , αn)(xIn −A) = 0 即得

(β1, · · · , βn)D(x) = 0.

这说明 β1 = · · · = βs = 0, 即 (1) 成立; 且对于 i > s, fi(x)βi = fi(A)(βi) = 0, 即 fi(x) 是 βi 的

零化多项式, 从而
n∑

i=s+1

dimF F [x]βi ≤
n∑

i=s+1

deg(fi(x)) = degφA(x) = dimF V. (4.21)

另一方面, 由 (α1, · · · , αn) = (β1, · · · , βn)P (x), 我们知道

αi ∈ F [x]βs+1 + · · ·+ F [x]βn.

又由于 {αi} 是 V 的基, 这说明

V = F [x]βs+1 + · · ·+ F [x]βn. (4.22)

综合 (4.21)和 (4.22)就说明 V = F [x]βs+1⊕· · ·⊕F [x]βn,且对于每个 i ≥ s+1,均有 dimF [x]βi =

deg(fi), 即 fi(x) 是 βi 的最小多项式.

定理 4.4.4 (有理标准形). 设 A 是域 F 上的 n 阶方阵, 则多项式方阵 xIn −A 的 Smith 标准形

为 S(x) = diag(1, · · · , 1, ds+1(x), · · · , dn(x)), 且

(1) A 的特征多项式 φA(x) = ds+1(x) · · · dn(x), 最小多项式即 dn(x).

(2) 设 Bi (i = s+1, · · · , n)是不变因子 di(x)的友阵,则 A相似于准对角阵 diag(Bs+1, · · · , Bn).

(3) 更进一步, 设 di(x) (i = s + 1, · · · , n) 的初等因子组是 {peijij | 1 ≤ j ≤ ji}, 并设 Bij 是 p
eij
ij

的友阵, 则 A 相似于以 Bij (s+ 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ ji) 为准对角阵块的准对角阵.

证明. 首先 xIn −A 的行列式 φA(x) 6= 0, 故 rank(xIn −A) = n. 其次, φA(x) = det(xIn −A) 与

det(S) = ds+1(x) · · · dn(x) 只相差乘法可逆元, 而它们都是首一的, 故一定相等.

取线性变换 A : V → V 使得它在基 {α1, · · · , αn} 下的矩阵为 A. 令定理 4.4.3 中的 D(x) 等

于 S(x), 则 V =
⊕s

i=1 F [x]βi 是循环子空间的直和且 βi 的最小多项式为 di(x). 这说明 dn(x) 一

方面零化 βi, 故零化 V 中所有向量, 另一方面, dn(x) 的真因子不能零化 βn. 因此 dn(x) 是零化

V 中所有向量的次数最低的首一多项式, 也就是说它是 A 和 A 的最小多项式. 故 (1) 得证.

对于循环子空间 F [x]βi, 取它的一组基为 {βi,A(βi), · · · ,Ani−1(βi)}, 其中 ni = deg(di(x)),

则 A|F [x]βi
在此基下的矩阵是 di(x)的友阵 Bi. 故 A相似于 diag(Bs+1, · · · , Bn). 这就证明了 (2).

最后, 根据命题 4.1.7, 将 F [x]βi 分解为 F [x]βij 的直和即得 (3).
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定义 4.4.2. 对于方阵 A ∈ Fn×n, 多项式方阵 xIn − A 称为 A 的特征方阵. 定理 4.4.4 中的准对

角阵称为 A 的有理标准形.

定理 4.4.5. 域 F 上的方阵 A 与 B 相似当且仅当它们的特征方阵 xIn −A 与 xIn −B 相抵.

证明. 若 B = P−1AP 与 A 相似, 则 xIn −B = P−1(xIn −A)P 相似, 因此它们自然相抵.

反过来, 设 xIn −A 与 xIn −B 相抵. 我们给出两个方法来证明 A 与 B 相似:

证法 1：此时两个特征方阵有相同的 Smith 标准形, 根据定理 4.4.4, A 和 B 有相同的有理标准

形, 故它们相似.

证法 2：设 xIn−B = P (x)(xIn−A)Q(x),其中 P (x)与 Q(x)是多项式可逆阵. 设 V 是 F -线性空

间, A 是 V 上的线性变换, 并设 A 在基 {α1, · · · , αn} 下的矩阵是 A. 将 V 通过 A 成为 F [x]-模,

则

(α1, · · · , αn)(xIn −A) = 0.

所以 (α1, · · · , αn)P
−1(x)(xIn −B) = 0. 令 (β1, · · · , βn) = (α1, · · · , αn)P (x)

−1, 则

(α1, · · · , αn) = (β1, · · · , βn)P (x). (4.23)

由 (β1, · · · , βn)(xIn −B) = 0, 故

A(β1, · · · , βn) = (β1, · · · , βn)(xIn) = (β1, · · · , βn)B. (4.24)

从而对非负整数 i, 均有

(β1, · · · , βn)(xnIn) = (β1, · · · , βn)Bi.

记 P (x) 中元素 pij(x) =
∑s

k=0 p
(k)
ij x

k, 其中 p
(k)
ij ∈ F . 则

P (x) =
s∑

k=0

xkPk =
s∑

k=0

(xkIn)Pk, 其中 Pk = (p
(k)
ij ) ∈ Fn×n.

故

(α1, · · · , αn) =
s∑

k=0

(β1, · · · , βn)(xkIn · Pk)

=
s∑

k=0

[(β1, · · · , βn)xkIn] · Pk

=(β1, · · · , βn)(P0 +BP1 + · · ·+BsPs).

这说明 {α1, · · · , αn} 由 {β1, · · · , βn} 线性表出, 因此 {β1, · · · , βn} 也是 V 的一组基且 B 是 A 在

这组基下的矩阵, 故 A 与 B 相似.

注记. 根据证法 2, T = P (B) = P0 +BP1 + · · ·+BsPs 是 F 上的可逆矩阵且 A = T−1BT . 这给

出了求两个相似矩阵间的过渡矩阵的一种方法.

定理 4.4.5 和推论 4.3.11 是方阵准对角化的重要工具. 如果对于 xIn − A 的每一个初等因子

1 6= peii , 都能找到 Ai 使得它的特征方阵只有唯一的初等因子 peii , 那么 A 就相似于对角块是 Ai

的准对角阵. 作为一个例子, 我们给出 Jordan 标准形定理存在性部分的新证明:
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推论 4.4.6. 若方阵 A 的特征值都在 F 中, 则 A 相似于 Jordan 形矩阵.

证明. 此时 xIn−A的不变因子的根都在 F 中, 故可以假设 xIn−A的初等因子组为 {(x−λi)
ni |

1 ≤ i ≤ s}. 根据例 4.3.5, 令 J = diag(Jn1
(λ1), · · · , Jns

(λs)), 则 xIn − J 的初等因子组也是

{(x− λi)
ni | 1 ≤ i ≤ s}. 故 xIn −A 与 xIn − J 相抵, 根据上面的定理, A 与 J 相似.

定理 4.4.7. 设 A 与 B 是定义在域 F 上的矩阵, K 是 F 的扩域. 则 A 与 B 在 F 上相似当且

仅当它在 K 上相似.

证明. 这是由于特征方阵 xIn −A 的 Smith 标准形不随域的变化而变化.

我们再举几个例子来说明有理标准形理论的应用.

例 4.4.1. 设 A 是 F 上的方阵. 由于转置不改变行列式, 所以 xIn − A 与 xIn − AT 有相同的秩

与行列式因子, 因此它们相抵, 从而 A 与 AT 在 F 上相似.

例 4.4.2. 根据例 4.3.3, A =


4 3 −4

−1 0 2

1 1 0

 的特征方阵的不变因子是 (x− 1)2(x− 2), 故 A 的

Jordan 标准形就是 diag(2, J2(1)), 这与例 4.2.5 得到的结果一样.

例 4.4.3. 设方阵 A的最小多项式等于特征多项式,方阵 B 与 A可交换. 证明: 存在 f(x) ∈ F [x],

使得 B = f(A).

证明. 设 A : X 7→ AX 和 B : B 7→ BX 是 Fn×1 上的线性变换, 则 AB = BA.

根据有理标准形定理, 我们知道存在 α ∈ Fn×1 使得 Fn×1 = F [A]α. 则 Bα = f(A)α 对于某

个 f(x) ∈ F [x] 成立. 对于任意 v ∈ Fn×1, 设 v = h(A)α. 则

B(v) = B(h(A)α) = h(A)f(A)α = f(A)(h(A)α) = f(A)(v).

这说明 B = f(A), 故 B = f(A).

F = C 时的矩阵证法. 不妨设 A = J 是 Jordan 形矩阵. 由于 A 的最小多项式等于特征多项式,

对于每个特征值, 只有一个 Jordan 块, 故可设

A = diag(J1, · · · , Js),

其中 Ji = Jni
(λi) 且 λi 两两不同. 将 B 做对应分块, 再利用条件 AB = BA, 即得

B = diag(B1, · · · , Bs), 且 BiJi = JiBi.

首先考虑 A = Jn(λ) 的情形. 此时 AB = BA 说明 NnB = BNn. 经计算即得

B =
n−1∑
i=0

biN
i
n =

n−1∑
i=0

bi(A− λIn)i = f(A).

对于一般情况, 我们已经得到 fi(x), 使得 Bi = fi(Ji). 根据中国剩余定理, 令 f(x) 是同余方程组

f(x) ≡ fi(x) mod (x− λi)
ni (i = 1, · · · s) 的解. 则 Bi = fi(Ji) = f(Ji) 从而 B = f(A).
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4.4.3 实方阵的实相似

这是定理 4.4.5 和推论 4.3.11 的另一个应用. 由于实系数多项式的不可约因子为 1 次或者 2

次, 实多项式矩阵的初等因子只能是 (x− λ)n (λ ∈ R) 或者 (x2 − 2ax+ a2 + b2)n (a, b ∈ R, b 6= 0)

的形式. 我们已经知道 Jn(λ) 的特征方阵的唯一初等因子是 (x − λ)n. 现在只需要找到一个实方

阵, 它的特征方阵只有唯一的实初等因子 (x2 − 2ax+ a2 + b2)n 即可.

引理 4.4.8. 设 a, b ∈ R, b 6= 0, λ = a+ bi. 令 K1 = K1(a, b) =

 a b

−b a

. 则对于任意正整数 n,

矩阵 (xI2 −K1)
n 的不变因子组为 {1, (x2 − 2ax+ a2 + b2)n}, 它作为实系数矩阵的初等因子组是

{(x2 − 2ax+ a2 + b2)n}, 它作为复系数矩阵的初等因子组是 {(x− λ)n, (x− λ̄)n}.

证明. 因为 K1 有两个不同的特征值 λ 和 λ̄, 所以存在复可逆阵 P , 使得 K1 = P−1diag(λ, λ̄)P ,

从而 xI2 −K1 = P−1diag(x− λ, x− λ̄)P , 我们有

(xI2 −K1)
n = P−1diag((x− λ)n, (x− λ̄)n)P.

故 (xI2 −K1)
n 作为复系数矩阵的初等因子组是 {(x − λ)n, (x − λ̄)n}, 这说明它的不变因子组是

{1, (x2− 2ax+ a2 + b2)n}, 以及它作为实系数矩阵的初等因子组是 {1, (x2− 2ax+ a2 + b2)n}.

引理 4.4.9. 设 a, b ∈ R, b 6= 0, 令 Kn = Kn(a, b) 是 2n 阶实矩阵

Kn(a, b) =



K1 I2

K1 I2
. . .

. . .

K1 I2

K1


.

则 xI2n −Kn 的不变因子组为 {1, (2n− 1重), (x2 − 2ax+ a2 + b2)n}, 它作为实系数矩阵的初等

因子组是 {(x2 − 2ax+ a2 + b2)n}, 它作为复系数矩阵的初等因子组是 {(x− λ)n, (x− λ̄)n}.

证明. 我们将特征方阵 xI2n − Kn 看作是矩阵元是 2 阶方阵的 n 阶分块方阵, 做分块初等变换.

首先将块的第 2 列乘以 xI2 −K1 加到第 1 列, 然后 xI2 −K1 乘以第 1 行加到第 2 行, 就得到矩

阵 

0 −I2
(xI2 −K1)

2
0 −I2

. . .
. . .

xI2 −K1 −I2
xI2 −K1


.
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继续这个操作, 就得到

0 −I2
0 −I2

. . .
. . .

0 −I2
(xI2 −K1)

n 0


=⇒



I2

I2
. . .

I2

(xI2 −K1)
n


.

根据前面引理就得到欲证.

定理 4.4.10. 设 A 是 n 阶实方阵, 它的特征方阵 xIn − A 的实初等因子组是 {(x − λi)
ni , (x2 −

2ajx + a2j + b2j)
mj , i ≤ s, j ≤ t}, 则 A 实相似于准对角阵 D, 其对角块为 Jni

(λi) (i ≤ s) 和

Kmj
(aj , bj) (j ≤ t).

证明. 这是因为 A 和 D 的特征方阵有相同的初等因子组.

例 4.4.4. 设 A 为 2n 阶实方阵且 A2 + I = O. 证明：A 实相似于

 O I

−I O

.

证明. 由于 x2 + 1 是 A 的化零多项式, 它没有实根, 故 A 的最小多项式 dA(x) = x2 + 1, A 的特

征多项式 φA(x) = (x2 + 1)n.

证法 1 由于 dA(x) 只有单复根 ±i, 故 A 可复相似于对角阵 diag(iIn,−iIn), 而此对角阵又复相似

于

 O I

−I O

, 因此 A 也复相似从而实相似于此矩阵.

证法 2 此时 xI − A 的不变因子组就是 {x2 + 1, · · · , x2 + 1(n重)}, 故 A 的实有理标准形为

diag

 0 1

−1 0

 , · · · ,

 0 1

−1 0

, 它相似于

 O I

−I O

.

习 题

习题 4.4.1. 求下述方阵在有理数域 Q 上的有理标准形:

(1)


0 1 1

0 0 1

1 0 0

 , (2)


1 0 1

0 1 0

1 0 1

 .

习题 4.4.2. 称线性变换 A : V → V 为循环变换, 若 A 决定的 V 的 F [x]-模是循环模. 证明下列

条件等价:

(1) A 是循环变换;

(2) A 的特征多项式和最小多项式相等;

(3) A 在任意基下的矩阵 A 的特征方阵 xIn = A 的第 n− 1 个行列式因子等于 1.
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习题 4.4.3. 设 λ ∈ F×. 证明: Jn(λ) 与 λJn(1) 相似.

习题 4.4.4. 设 a, b ∈ R 且 b 6= 0, 记 τ = a+ bi.

(1) 求复矩阵 P 使得 P

τ 0

0 τ̄

P−1 =

 a b

−b a

.

(2) 证明

Jn(τ) 0

0 Jn(τ̄)

 复相似于 Ln(a, b) =

 aJn(1) bJn(1)

−bJn(1) aJn(1)

.

(3) 证明在定理 4.4.10中将 Kmj
(aj , bj) 用 Lmj

(aj , bj) 替换, 定理仍然成立.

习题 4.4.5. 设 X1+iX2 是 n阶实方阵 A的属于虚特征值 a+bi的特征向量,其中 X1, X2 ∈ Rn×1.

证明: 〈X1, X2〉 是 A 的 2 维不变子空间.

习题 4.4.6. 设实方阵 A 的特征多项式 φA(x) = x(x− 1)3(x2 +1)2. 试讨论 A 的最小多项式、不

变因子、Jordan 标准形及实相似标准形.

习题 4.4.7. 设 A 可逆, 其特征多项式与最小多项式相等. 证明: dA−1(x) = dA(0)
−1xndA(x

−1).

4.5 更多例子

4.5.1 常微分方程组的求解.

给定实方阵 A ∈ Rn×n, 考虑常微分方程组
d

dt
X = AX, 其中 X = (x1, · · · , xn)T .

如果做变量替换 X = PY , 其中 P 是可逆矩阵, 那么方程组就归结为求解
d

dt
Y = P−1APY.

如果可以找到合适的可逆阵 P , 使得 P−1AP = J 是 Jordan 阵时, 方程组就可以求解了. 事实上,

由于 J 是准对角阵, 不妨设 J = Jn(λ), 则只需要求解

dy1

dt
= λy1 + y2,

· · ·
dyn−1

dt
= λyn−1 + yn,

dyn

dt
= λyn.

(4.25)

这可以从下而上依次求解, 得到

y1 =
(
cn

tn−1

(n−1)!
+ · · ·+ c3

t2

2!
+ c2t+ c1

)
eλt,

· · ·

yn−1 = (cnt+ cn−1)e
λt,

yn = cne
λt.

(4.26)

代回 X = PY 就得到原常微分方程组的解.
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例 4.5.1. 试求下述常微分方程组的解:
dx1

dt
= 4x1 + 3x2 − 4x3,

dx2

dt
= −x1 + 2x3,

dx3

dt
= x1 + y1.

解. 此时

A =


4 3 −4

−1 0 2

1 1 0

 .

根据例 4.2.5 的结果, 令

P =


2 1 −1

0 −1 0

1 0 −1

 .

则 P−1AP = diag(2, J2(1)). 根据 (4.26) 给出的公式, 得

(y1, y2, y3) = (c1e
2t, (c3t+ c2)e

t, c3e
t).

代回 X = PY , 就得到 
x1 = 2c1e

2t + (c3t− c3 + c2)e
t,

x2 = −(c3t+ c2)e
t,

x3 = c1e
2t − c3et.

4.5.2 方阵的求幂和递归数列通项的求解

Jordan 标准形的另一个应用是求矩阵的幂. 这个很好理解. 如果 P−1AP = J , 则 P−1AkP =

Jk, 从而 Ak = PJkP−1. 对于每个 Jordan 块, 根据牛顿二项式公式, 我们有

Jn(λ)
k = (λIn +Nn)

k =

min{n−1,k}∑
i=0

(
k

i

)
λk−iN i

n. (4.27)

注意到 N i
n 由(4.11)给出, 这样每个 Jordan 形矩阵的幂次就很容易求出.

设数列 {an} 满足递归关系 an = c1an−1 + · · · + ckan−k, 其中 c1, · · · , ck 是常数, 且假设数列

的前 k 项已知, 如何求它的通项? 对于这个问题, 只要设

A =

c1 · · · ck−1 ck

Ik−1 0


则 

an

an−1

· · ·

an−k+1

 = A


an−1

an−2

· · ·

an−k

 = An−k


ak

ak−1

· · ·

a1

 .

因此, 如果我们能够求出 A 的幂次, 也就得到了递归数列的通项公式.
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例 4.5.2. 求实矩阵 A =

 a b

−b a

 的幂次 Ak.

简解. 若 b = 0, 则 Ak = akI2. 现在设 b 6= 0, 则 A有两个虚特征值 a± bi. 注意到 (1, i)T 是 a+ bi

的一个特征向量, (1,−i)T 是 a− bi 的一个特征向量. 令 P =

1 1

i −i

, 则 P−1 =

 1
2
− i

2

1
2

i
2

 且

AP = P

a+ bi 0

0 a− bi

 ⇒ Ak = P

(a+ bi)k 0

0 (a− bi)k

P−1.

例 4.5.3. 设数列 {Fn} 满足条件 Fn = aFn−1 + bFn−2 (n ≥ 3), 且已知 F1 与 F2, 求 Fn 的通项

公式.

简解. 这个时候 A =

a b

1 0

, 它的特征多项式为 x2 − ax− b.

若它有重根, 则两个根都等于 λ = a
2
, 此时 b = −a2

4
. 令 X2 满足 (A − λI2)

2X2 = 0 且

(A− λI2)X2 6= 0, 令 X1 = (A− λI2)X2, P = (X1, X2), 则 P−1AP = J2(λ).

若它有两个根 λ1, λ2, 令 X1 与 X2 分别是它们的特征向量. 则 P−1AP = diag(λ1, λ2).

两种情况都容易求得 Fn 的值.

4.5.3 矩阵级数

本小节设 F = C, 即讨论的矩阵都是复矩阵.

定义 4.5.1. 方阵 A 的谱半径, 记为 ρ(A), 是它的所有特征值模的最大值.

例 4.5.4. 若幂级数
∑

k ckx
k 的收敛半径 r > ρ(A), 则

∑
k ckA

k 收敛.

证明. 不妨设 A = J = Jn(λ). 记 Ak = (a
(k)
ij ). 根据牛顿二项式定理, 当 k ≥ n 时, 若 i ≤ j, 则

a
(k)
ij =

(
k

j − i

)
λk−j+i.

此时 ∑
k≥n

cka
(k)
ij =

∑
k≥n

(
k

j − i

)
λk−j+i

收敛. 若 i > j, 则 a
(k)
ij = 0. 故

∑
k ckA

k 收敛.

例 4.5.5. 对于方阵 A, 指数函数

eA =
+∞∑
k=0

Ak

k!
(4.28)

总存在, 且它满足条件 eA+B = eA · eB.

例 4.5.6. 设 A 是可逆复方阵, k 是大于 1 的正整数. 试求 B 使得 Bk = A.
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解. 注意到如果 A′ = P−1AP , Bk = A, 那么 (P−1BP )k = A′, 故我们不妨假设 A = Jn(λ) 是

Jordan 块. 再由于 λ 总可以开 k 次根号, 我们不妨设 A = In + aNn.

函数 (1 + t)
1
k 的 Taylor 展开为

(1 + t)
1
k = 1 +

+∞∑
i=1

1
k
( 1
k
− 1) · · · ( 1

k
− i+ 1)

i!
ti.

将 t = aNn 代入, 注意到 (aNn)
n = 0, 就得到

(In + aNn)
1
k = In +

n−1∑
i=1

1
k
( 1
k
− 1) · · · ( 1

k
− i+ 1)

i!
aiN i

n.

习 题

习题 4.5.1. 求解常微分方程组 d
dt
X = AX, 其中

A =


4 0 0 0

0 4 0 0

3 0 4 0

2 3 0 4

 , X =


x1

x2

x3

x4

 .

习题 4.5.2. 设数列 {an} 满足条件 an = 3an−1−3an−2+an−3 (n ≥ 3), 且已知 a1 = a2 = a3 = 1,

求 an 的通项公式.

习题 4.5.3. 设 A,B 为方阵. 证明: 若 diag(A,A) 与 diag(B,B) 相似, 则 A 与 B 相似.

习题 4.5.4. 设 A 为复方阵 A. 证明: 若对所有正整数 k 均有 tr(Ak) = 0, 则 A 为幂零阵.

习题 4.5.5. 证明: lim
k→+∞

Ak = 0 当且仅当 ρ(A) < 1.

习题 4.5.6. 求所有实矩阵 A, 使得 eA = I.


