
第二周作业答案

罗曾宇

题目 1. 证明

∇ · (∇× f) = 0.

解答.

∇·(∇×f) = ∂iϵjki∂jfk = ϵijk
∂2fk

∂xi∂xj

= −ϵjik
∂2fk

∂xj∂xi

= −∂jϵikj∂ifk = −∇·(∇×f),

所以

∇ · (∇× f) = 0.
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图 1: 齿轮球

类似的，对于 ∇× (∇f) = 0 的证明，即梯度的旋度等于零，可以用下

图十分形象化的表示：

图 2: 彭罗斯阶梯
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题目 2. 附在郭书第三题的解答中.

题目 3. 随时间均匀变化磁场产生的感生电场与静电场有区别吗？在笛卡

尔坐标系中，判断以下电场是否为静电场：

(1)E = 3xzex + 2xyey + yzez,

(2)E = z2ex + x2ey + y2ez.

解答. 静电场是有源无旋的，而感生电场是无源有旋的.

(1)

∇×E =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ex ey ez

∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z

3xz 2xy yz

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= zex + 3xey + 2yez.

非静电场.

(2)

∇×E =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ex ey ez

∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z

z2 x2 y2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 2yex + 2zey + 2xez.

非静电场.

题目 4. 设 r =
√

(x− x′)2 + (y − y′)2 + (z − z′)2 为源点 x
′
到场点 x 的

距离，r 的方向规定为从源点指向源点.

(1) 证明下列结果，并体会对源变数求微商 (∇′) 和对场变数 (∇) 求微商的

关系.

∇r = −∇′
r =

r

r
,

∇1

r
= −∇′ 1

r
= − r

r3
,
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∇× r

r3
= 0,

∇ · r

r3
= −∇′ · r

r3
= 0.(r ̸= 0)

(2) 求 ∇ · r,∇× r,(a · ∇)r,∇(a · r),∇ · [E0 sin(k · r)] 及 ∇× [E0 sin(k · r)],

其中 a, k,E0 均为常矢量.

解答.

r = (x− x
′
)e1 + (y − y

′
)e2 + (z − z

′
)e3

(1).1

∇r = ∂irei =
1

2

2(x− x
′
)√

(x− x′)2 + (y − y′)2 + (z − z′)2
ei =

r

r
,

∇′
r = ∂

′

irei = −1

2

2(x− x
′
)√

(x− x′)2 + (y − y′)2 + (z − z′)2
ei = −r

r
,

所以

∇r = −∇′
r =

r

r
.

(1).2

∇1

r
=

d(
1

r
)

dr
∇r = − r

r3
,

−∇′ 1

r
= −

d(
1

r
)

dr
∇′

r = − r

r3
,

所以

∇1

r
= −∇′ 1

r
= − r

r3
.

(1).3

∇× r

r3
= (∇ 1

r3
)× r +

1

r3
∇× r = (

−3r

r5
)× r +

1

r3
ϵijk∂irjek

i ̸=j
==== 0

(1).4

∇ · r

r3
= (∇ 1

r3
) · r +

1

r3
∇ · r = (

−3r

r5
) · r +

1

r3
∂iri =

−3

r3
+

3

r3
= 0
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−∇′ · r

r3
= −(∇′ 1

r3
) · r − 1

r3
∇′ · r = (

−3r

r5
) · r − 1

r3
∂

′

iri =
−3

r3
+

3

r3
= 0

注：在 r = 0 处，取以 r = 0 为中心，半径 r → 0 的小球面，由高斯定理，

有∫
V

∇· r
r3
dV =

∮
S

r

r3
·dS =

∮
S

r

r3
·(r2 sin θdθdφer) = 4π = 4π

∫
V

δ(x−x
′
)dV,

因此

∇ · r

r3
= 4πδ(x− x

′
) = 4πδ(r)(r = 0).

[感谢王俊淞同学提供的思路]

另解: 这里为避免麻烦，认为 r =
√

x2 + y2 + z2，即将源点设为原点，

源点不在原点的情况下，平移即可.

对

∇21

r
= −4πδ(r)

两边同时做傅里叶变换，等式右边，

−4π

∫∫∫
V

δ(r)e−ik·rdxdydz = −4π

∫∫∫
V

δ(r)e0dxdydz = −4π,

等式左边，在对拉普拉斯算子做傅里叶变换时，∫∫∫
V

∇2fe−ik·rdxdydz =

∫∫
[

∫
∂2f

∂x2
e−ikxxdx]e−ikyy−ikzzdydz + ...,

其中，∫
∂2f

∂x2
e−ikxxdx =

∫
e−ikxxd(

∂f

∂x
) = e−ikxx

∂f

∂x
|边界 − (−ikx)

∫
∂f

∂x
e−ikxxdx,

因为傅里叶变换的要求，f 在边界上收敛到零，所以
∂f

∂x
|边界 = 0，即∫

∂2f

∂x2
e−ikxxdx = ikx

∫
∂f

∂x
e−ikxxdx,

容易推得， ∫
∂2f

∂x2
e−ikxxdx = (ikx)

2

∫
fe−ikxxdx,
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也就是说，做傅里叶变换时，可以把哈密顿算子替换成 ik，这是一个非常

重要的结论，在后面的学习中也会经常用到这个技巧. y, z 方向也是类似的，

最终 ∫∫∫
V

∇2fe−ik·rdxdydz = (ik)2
∫∫∫

V

fe−ik·rdxdydz,

对于这道题，f =
1

r
，尽管它在边界收敛到零，但是并不是绝对可积的 (可

以对它做全空间积分验证，此处不做赘述)，所以不能直接对它做傅里叶变

换. 不过，我们可以“曲线救国”，因为 1

r
不绝对可积，说明它衰减的比较

慢，我们不妨给它乘上一个因子 e−ar，让它加快衰减，从而使得整体绝对

可积，再对
e−ar

r
做傅里叶变换，将结果中的 a 取为零，就可得到

1

r
的傅

里叶变换.

在球坐标下，∫∫∫
V

e−ar

r
e−ik·rr2 sin θdrdθdφ

=

∫∫∫
V

e−ar−ikr cos θr sin θdrdθdφ

= −2π

∫ ∞

0

e−ar

∫ π

0

e−ikr cos θd(r cos θ)dr

=
4π

k

∫ ∞

0

e−ar sin krdr

=
4π

k
Im(

∫ ∞

0

e−areikrdr)

=
4π

a2 + k2
,

令 a = 0，可以得到∫∫∫
V

1

r
e−ik·rr2 sin θdrdθdφ =

4π

k2
,

所以等式左边为

(ik)2 × 4π

k2
= −4π =等式右边.

(2)

∇ · r = ∂iri = 3,
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∇× r = ϵijk∂irjek
i ̸=j
==== 0,

(a · ∇)r = ai∂ir = aiei = a,

∇(a · r) = ∇(airi) = aiei = a,

∇ · [E0 sin(k · r)] = ∇ ·E0 sin(k · r) +∇ sin(k · r) ·E0

= 0 +
d sin(k · r)
d(k · r)

∇(k · r) ·E0 = k ·E0 cos(k · r),

∇× [E0 sin(k · r)] = ∇×E0 sin(k · r) +∇ sin(k · r)×E0

= 0 +
d sin(k · r)
d(k · r)

∇(k · r)×E0 = k ×E0 cos(k · r).

题目 5. 已知一个电荷守恒系统的偶极矩定义为

p(t) =

∫
V

ρ(x
′
, t)x

′
dV

′
,

利用电荷守恒定律 ∇′ · J +
∂ρ

∂t
= 0 证明 p 的变化率为

dp

dt
=

∫
V

J(x
′
, t)dV

′
.

解答. ∇′ ·J +
∂ρ

∂t
= 0∇′ ·J +

∂ρ

∂t
= 0 将电荷守恒定律式代入偶极矩定义中

dp

dt
=

∫
V

∂ρ(x
′
, t)

∂t
x

′
dV

′
= −

∫
V

∇′ · Jx′
dV

′
,

下面证明

∇ · (AB) = (∇ ·A)B + (A · ∇)B,

∇ · (AB) = ∂i(AiBj)ej = ∂iAiBjej + Ai∂iBjej = (∇ ·A)B + (A · ∇)B.

所以
dp

dt
= −

∫
V

(∇′ · (Jx′
)− (J · ∇′

)x
′
)dV

′

= −
∫
V

∇′ · (Jx′
)dV

′
+

∫
V

(J · ∇′
)x

′
dV

′

= −
∮
S

dS · (Jx′
) +

∫
V

JdV
′
,
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注：(J · ∇′
)x

′
= Ji∂

′
ix

′
jej = Jiδijej = Jjej = J .

总可以将积分区域取的可以完全包裹电荷分布区域 V，所以积分区域

的界面 S 上有 J = 0, 即

dp

dt
=

∫
V

J(x
′
, t)dV

′
.

题目 6. 若 m 是常矢量，证明除 R = 0 点以外，矢量 A =
m×R

R3
的旋

度等于标量 φ =
m ·R
R3

的梯度的负值，即

∇×A = −∇φ, (R ̸= 0)

其中 R 为坐标原点到场点的距离，方向由原点指向场点.

解答. 首先证明

∇× (A×B) = −(∇ ·A)B − (A · ∇)B + (B · ∇)A+ (∇ ·B)A,

∇× (A×B) = ϵijk∂i(A×B)jek = ϵijkϵabj∂i(AaBb)ek = −ϵjikϵjab(∂iAaBb +

Aa∂iBb)ek = −(δiaδkb− δibδka)(∂iAaBb+Aa∂iBb)ek = (−∂aAaBk −Ai∂iBk +

∂bAkBb + Ak∂bBb)ek = −(∇ ·A)B − (A · ∇)B + (B · ∇)A+ (∇ ·B)A.

所以

∇×A = ∇×(
m×R

R3
) = −(∇·m)

R

R3
−(m ·∇)

R

R3
+(

R

R3
·∇)m+(∇· R

R3
)m

m 为常矢量,R ̸= 0
============ −(m · ∇)

R

R3
,

且

−∇φ = −∇(
m ·R
R3

) = −R

R3
×(∇×m)−(

R

R3
·∇)m−m×(∇×R

R3
)−(m·∇)

R

R3

m 为常矢量,R ̸= 0
============ −(m · ∇)

R

R3
,
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所以

∇×A = −∇φ.(R ̸= 0)


