
2.5.2 根式函数(多值函数)
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比多值函数 较复杂.
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下面以根式函数为例，介绍与多值函数有关的几个概念：

支点,

0 0,   .nn    

    0 nz w z n 当 时, 是 值函数.,

0,1,2, , 1.k n 

支割线, 单值解析分支.辐角变化,

  0n z  ，
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辐角变化
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y
 :  l设 连续曲线，  ,a起点为  ,b终点为b ( , )a b均为复数

  z l a b沿 连续当 向地从 运动时,

arg arg arg ,bz a b从 到 辐角的一个连续变化 确切值


arg argb a z l 为 沿 辐称 角变化，

 arg arg arg
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z b a 记为 ( ). 图中  arg arg
l
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 ,等等.

1 il为从 到 在第一象限的单位圆周.

a arg , aa选定 一个辐角值
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z l沿曲线 辐角变化： arg
l

z arg arg ,b a      .a l b l是 起点, 是 终点

arg :l z需分两种情形讨论  l若 是连续 曲线闭 起点终,即 点重合,

      ( ) ( ) ( )kz l 逆时针 正向 旋转从起点沿 运动到终点 和起点在同一 绕 位置原 圈点 ，

(a)  l原点在闭曲线 内部.

z l沿 辐角变化 argl z  2 ,k  ( ).k 整数

0 :k  旋转,逆时针 正向旋转；

0 :k  ( )实际是 旋顺时针 负转, 向旋转.

2k  

(b)  l闭在 曲线原点 外部

       ( ) ( ),z A l从起点 沿 逆时针 正向 旋转任意 和起点在同一位整数圈运动到 置终点

z l沿 辐角变化 argl z  0.
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     zl A l原点在 内部 起点如图, , 从 沿

( )  A逆时针 绕着原点 一圈 回到转 ， 终点正向 ，

argl z 

     zl lA原点在 外部, 起点如图, 从 沿

( )  A逆时针 正向 转三 回到终点圈， ，
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Arg   nz z的 引起了多值性 的多值性.

nw z

, z l沿 逆时针转一圈回到原位置 则

 ,0  n kz 若选定 的一个值,比如选 则得
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Arg arg .z z选定 的一个值记为

2z   的辐角从 变成 ,故
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n z w 函数 从
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, z l沿 逆时针再继续转一圈回到原位置若 则

1
n z w从 变成
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0
 .n w连续 圈,才 回到能转

 0    (b) ,  l lz若 则原点 不在 内 沿 转 回到原逆时针 一圈 位置时，

  n z从而函数 也不变.z辐角不变，



 z C从 上如 当 某点出发果 ，

支点
8(P3 ( )5)  w f z定义 设 是多值函数，

( )f z函数 从一值变到另一不同的值， ( )a f z称点 是 的支点.

nw z 没有其他支点.

,a C一条 该点 的作 包围 简单闭曲线

从前面分析知， 0z  是 nw z 的支点.

 0,  zR z R  是 的邻域,

0,  除了 外，

  az 在 的点 充分小邻域内，

C沿 逆时针 转一圈回到出连续 发点时，

0 ,C围绕 的含 点的简单在 闭其内部 作一 曲线任 条

 z 因此， 也是 nw z 的支点.

z C当 沿 逆时针转一圈回到原位置时，
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e nn z


因子变化一个 ，



G记为 ，

(2)支割线和多值函数单值解析分支

 ( )  ( )w f z 多值函定义 设 是 , 每个单值连续数 ，

( )f z 回都 到原来值，

( ) ( ) f z f z连接 任意两个支点的简单 称为 的曲线 支割线.

  l沿着 连续变动一圈回到出发点时，

( )f z 的 (通常是支点两两组取一些 支割线 合连接)，

将闭复平面割成多联通区域，

   z l若当 从 上任一点出发

 ( )f z可确定 的一条单值连续分支：

0   ,G z先对 内某一点

 ,G z对 内其他任一点
0

   ,G l z z用 内一条简单曲线 连接 和

0    z l zz从 沿 连续变化到 时，    0( ) ( ) ( ) ,kk
f z f z f z从 连续变化到一确定值

  G则在 内

 0 0 ( ) ( )
k

f f zz从 的多值中选定一个值 ，

 ( ) ,
k

f z这样确定的单值函数

   G l在 内任取一条简单闭曲线 ，

单值连续分支依赖支割线的选取.

( ) f z叫做 的一个单值连续分支.



   nw z例 是多值函数，  有且只有两个支点：

( )或者,上 或下 半虚轴，

, ,从原点出发或者 任意一条 的射线

0  .和

 ( )负 或正 半实轴，
.n z均可作为 的支割线

  

n z若选 为 的负实轴 支割线,
nw nz 有以下 个单值连续分支：

( )在沿 割开的负实轴 支割线 复平面内,
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沿负半实轴割开的 平面

单叶



9    ( )w DF z定义 设 是 多区域 内的 值函数，

 ( )  ( )   .f z F z D则称 是 在 内的一个单值解析分支

( )   f z D如果 在 每一点的值,

)   (w Df z 是区域 内的单值解析函数，

 ( ) F z都等于 在该点的一个值，

单值解析分支
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nw n k nwz  如, 有 个单值连续分支
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39(P36)   w z例 ,

z 正半实解： 平面沿 割轴 开,故可取

kw  0,1,2.k 0 arg 2 ,z  

z它们分别将沿正半实轴割开的 平面映照成三个角域：
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 z确定在沿正实轴割开的 平面，

(i) i,w  且 ( i),  ( i),w w' 求 ( 1),  ( 1).w w' 

______ arg __________.z 

x

y

o

0 2
( )正半实轴上岸 ( )正半实轴下岸

3w z 有三个单值解析分支：
arg 2

3
i

3 ,e( )
z k

z



0
2
3

: 0 arg ,wD  
1

2 4
3 3

 arg ,wD   ：

22k w 故取 的分支 3

arg
i

3
4

,e( )
z

z


2
,D在第三个角域

i

0 arg 2 .z  

(i) iw  

0
2



(i) iw  由 得 x

y

o
1

3
2

arg( i)  

arg( 1) . 

2( i)w  

3
2

4

33
i

i e( )
 

 
11

6
i

e


 3 i
2 2

,

4
3

i
e

 


5
3

i
e




3
2

1
2

i .

2 ( i)w '   2( i)

3( i)

w 



3 i
2 2

3 ( i)





i
i


1 i 3
6

.

2
2

( 1)
( 1)

3( 1)

w
w '


 


同理,



i


3
2

1
2

i

3






1 i 3
6

. # 

2
( 1)w  

2w k 取 的分支：

3

arg
i

3
2

4

,e( )
z

zw


 2arg .0 z  
1

.
d

d d

d

( ) kn
k k

k

k
w
nz

w

z
w

z
z

w

 的导数



x

y

o
1

0w 

0 arg 2 ,z  

arg

33
i

,e( )
z

z


i

(3) 关于支割线两岸的函数值

一般，一个多值函数的各个单值连续分支，

3w z z例如， 在沿正半实轴割开的 平面的分支

 arg 0,z 在正半实轴上岸，
0

w 故 3( )z ，

arg 2 ,z 在正半实轴下岸，
0

w 故 33
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.e( )z



在支割线两岸取不同的函数值.

 30 ( )z z 时，
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y
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( )f z 所有可能的支点是使得

.下面按支点定义逐一判断它们到底是不是支点

2 2
0  z a  或 的点,

a

2 2
  ( ) ,  0. (1)  ( )f z z a a f z  例设 求 支点;

(2) ( ) i,  0,f z b b 若 在支割线上岸取值为

 (1) 0  z 解 因 有且只有两个支点 和 ，

.a首先分析 ,   a l a l在 邻域内,作一条简单闭曲线 使得 在充分小 内部，

(2 ), (2 ), (2 ).f a f a f a' "求

,  ,  .a a 即

( ) ( )( )f z z a z a  首先
Arg( ) Arg( )

.
2

exp i( ) z a z a
z a z a

   
     

 

  .a l 在 外部，如图

z
z a z a

  z l当 从 上某点出发，

 l沿 逆时针连续变动一圈回到出发点时，



z a 辐角不变，

2z a  辐角增加 . 0 2
2

( )f z  故 辐角增加 .
i

( ) ef z
因此 值要改变一个因子 1.  ( ) .a f z故 是 的支点

l


类似分析可得, ( ) .a f z 也是 的支点
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( )f z 所有可能的支点

a

2 2
( ) ,  0f z z a a  

 (1) 0  z 解 因 有且只有两个支点 和 ，

 ,l在 充分"小"的邻域内,作一条简单闭曲线

,  ,  .a a 

.如图

z
z a

l

z a

  z l当 从 上某点出发，

 l沿 逆时针连续变动一圈回到出发点时，



2z a z a  和 的辐角都分别增加 ，

2 2
2

( )f z   故 辐角增加 2 .

i2
( ) ef z

故 值要改变一个因子 1 ，

 .( )a f z首先由支点定义 是析得 的支点分 ( .)a f z类似地， 也是 的支点



.最后分析

   l a a使得 包含 和 ，

( ) .f z故 值不变

( . )f z 不因 是 的支点此 ( )f z 有且仅有两个支点  .a a和

( ) ( )( )f z z a z a  首先
Arg( ) Arg( )

.
2

exp i( ) z a z a
z a z a
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 (1) ( )  f z a a 解 有且仅有两个支点 和 ， 不是支点.



 (2) , ,a a a a连接两支点- 和 的线段 为支割线.

[ , ] a a z在割去线段 的 平面， ( )f z 可分出两个单值连续分支,且

由反函数和复合函数求导公式知，每支解析，且
2 2
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2
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1
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等式两边

取同一分支.

 (2 ).f a下面先求

( ) i,  0,  .f z b b 为此先根据 在支割线上岸取值为 确定是哪个分支

2 2
  ( ) ,  0. (1)  ( )f z z a a f z  例设 求 支点;

(2) ( ) i,  0,f z b b 若 在支割线上岸取值为

(2 ), (2 ), (2 ).f a f a f a' "求
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oa a
2a


z az


z当 在支割线上岸时， arg( )z a 可规定 0，arg( )z a  ,

( )f z 
arg( ) arg( ) 2

2
exp i( ) z a z a k

z a z a
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从而

z当 在支割线上岸时， ( ) if z b 
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3
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( )   kf z k    故 应取 使得 的那一分支, 1k 即 分支，

( )f z  2 2 arg( ) arg( ) 2
.

2
exp i( ) z a z a

z a
    

  
 

故

(2 ).f a下求

[ , ] a a z并在割去线段 的 平面，,z在支割线上岸内取定一点

1
 2  ,z a C作一条连接上岸点 和 的简单曲线

1   2  z C a当 从上岸沿 连续变化到 时，

z a

不变，
2

arg( ) = arg( ) 0
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即 ；

1
C

arg( )z a
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等式两边

取同一分支.



2.5.3 指数函数

Re cos ,( )e ez x
y Im sin .e( e)z x

y
Re

,e e ez z x  Arg I  .m 2 2 ,ez
z k y k k   

i
exp( )e ex yz

z


  
Re

(cosIm isinI ).m e e zz
z z即

2 3i
 e  例 2

(cos3 isin3),e 

熟记

0
1.e 

2
ie
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cos i sin  ,i

i
cos i sine    1, 

3
2

i
e



 3 3
2 2

cos i sin  i, 

i ,  , ,  z x y x y  定义: 设 则定义指数函数

(cos in ),i sex
y yie e yx 

2 3ie e 

欧拉公式 指数函数应该满足的运算法则根据 和 定义指数函数.

熟记定义



Re
(1)  ( )  e e zz

z  复数域 ，

证：

.0ez 

i i
(cos i sin ),  , .ee ee ex y xz yx

y y x y


    

0,

l(2)  im ez

z
不存在，

ez



 



,z x ,ex 
,z x ,0ex 

i ,  ,z y y  cos i siny y 不收敛，

lim  #ez

z
故 不存在.

e无意义.

ez 是单值函数,具有如下性质：

2

2
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e

e
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z
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时
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 l im
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不存同理， 在，因为

2

                  ,  
ex z x
x

  当 时，



1 21 2 .( ) 3 ee e z zz z 


1 1 1 2 2 2 i  , :    i  , z x y z x y   设证

1 2e e
z z

 1 21 2i iee ee( ) ( )
xy yx

1 21 2 i( )ee e( )x yx y


1 1 2 2, , , , x y x y 

1 2 1 2i( )
e

x x y y  


Re
(1)  ( )  e e zz

z  复数域 ， .0ez 0,

l(2)  im ez

z
不存在， e无意义.

i i
(cos i sin ),  , .e e ee ex y xyxz

y y x y


    

2 1 21 i( )ee yx x y
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1 2 1 2( )3  .e e e
z z z z
 

  2 i(4) ez  为周是以 的周期期 函数,即
2 i

,  .e ek zz
k

   

Re
(1)  ( )  e e zz

z  复数域 ， .0ez 0,

l(2)  im ez

z
不存在，e无意义.

i i
(cos i sin ),  , .e e ee ex y xyxz

y y x y


    

z k 2 i
e e

证明 ，k :  

e .
z

2 i
e

k  cos2 isin2k k  1.

2 i
(3)  ez k 由 得,

 2 i   #ez 故 以 为周期.



  2 i(4) ez  为周是以 的周期期 函数,即
2 i

,  .e ek zz
k

   

1 2(5)  e e
z z

 ,k  1 2 2 i .kz z  使得

 : 充分性证 "明 ". (4)直接由上述性质 得出.

 必要性 " ". (3)由性质 得
2
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e
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z
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(1)  ( )  e e zz

z  复数域 ， .0ez 0,

l(2)  im ez

z
不存在，e无意义.
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(cos i sin ),  , .e e ee ex y xyxz

y y x y


    

1 2 e e
z z
若 ，则



  e (cos i sin )exz
y y 证明：

P29 6. #详细证明见 例

.7)  ( e( ) ee z zz ' 在全平面解析,

  e(6) e .
z z

(cos i sin )ex
y y

 cos( ) i sin( )ex
y y   . #ez

  ( )  - C - R证：利用 定理西 黎曼 方程 .柯

  2 i(4) ez  为周是以 的周期期 函数,即
2 i

,  .e ek zz
k

   

1 2  (5) e e
z z

 ,k  1 2 2 i .kz z  使得

1 2 1 2( )3  .e e e
z z z z
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l(2)  im ez

z
不存在，e无意义.
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(cos i sin ),  , .e e ee ex y xyxz
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1 2
1 2 2( i5)  ,  .e e

z z
k kz z     使得

ez 单叶性区域
iie e e e yy xxz 

  单值 全平面： 且 解析函数

e
z

D 是 单叶性区域
1 2

1 2

,   ,

2 i,   \ {0}.

Dz z

z z k k



   

不存在不相等的 满足：

 Im ,   2a z b b a    条形性域:

y

ia

x

ib
v

e
z

u

 Im ,   2a z b b a    条形性域:
e

z

1 0 0:  Im ,   L z a by y  直线



ez是 的单叶性区域.

a
b 0

y
1L 0

iy
L

ez

0:  arg .L w y不含原点的射线

0:  Re ,   Imz a z bx  线段 e
z

0 ,  arg .e
x

w a w b  圆弧

0e
x

0

0

 arg .a w b 角域:



y

0
x

i
ve

z

u

 0 Im z  条形性域:  0 argw w  上半 平面：e
z



y

i

x

i
v

e
z

u

 Im z   条形性域：
arg

w

w   

割去负半实轴和原点的 平面

   

e
z



(2 1) Im (2 1)k z k    

条形性域：

(2 1) arg (2 1)

w

k w k    

割去负半实轴和原点的 平面

0

e
z

0
0



P 48作业

1 1

13 , 19 (3)   

, 1 1,
14( ) 

,

k k
z

z l

     
    

 
 

即证明在割去线段 和 的 平面，
选做

沿任一简单闭曲线 逆时针转一圈后，函数值不发生改变.

3415( ) ( ( ) PPT P 27 - 31)( 1) 1zw z 选做 首先 ，然后分析.参考此 补充例题



所有可能支点是使得

.下面按支点定义逐一判断它们到底是不是支点

2
(5 ) 0  z z  或 的点,

23  (5 )  [0,1] w z z 例 设 ,求在割线 的下岸取正值的那一支.

 1 z  并且求在 的函数值和导数值.
23 (1)  ( ) (5 )w g z z z  解 记 ，

0.首先分析 0 0 5 , l在 充分小邻域内,作包含 不包含 的简单闭曲线 如图.

 0,  5,  .即
23 ( ) (5 )g z z z 首先 23 ( 1)( 5)z z 

23 Arg( 1) Arg( 5) 2 Arg
5 exp i .

3
( ) z z

z z
    

    
 

 z l当 从 上某点出发， l沿 逆时针连续变动一圈回到出发点时，

5z  辐角不变，  2 ,z 辐角增加 0 2 2
3

( )f z  故 辐角增加 4
3

.

4
3

i
( ) ef z



因此 值要改变一个因子 1.  0 ( ) .f z故 是 的支点

x

y

o 5

z

z

l

5z 




5  ( ) .g z类似分析可得 也是 的支点



 ,l在 充分"小"的邻域内,作一条简单闭曲线

.如图    z l当 从 上某点出发，

 l沿 逆时针连续变动一圈回到出发点时， 5 2z  辐角增加 ，

 2z 辐角也增加 ， 2 2 2
 ( )

3
g z

 
故 辐角增加 2 .

i2
 ( ) eg z

因此 值要改变一个因子 1 ，

.最后分析

  0  5l使得 包含 和 ，

 ( ) .g z故 值不变

   ( ) .g z因此 不是 的支点 ( )g z 有且仅有两个支点 0  5.和

( ) 5  ( ) .a f z g z首先分析得 是 的支点.类似分析可得 也是 的支点

x

y

o 5

z
z

l

5z 


23 ( ) (5 )g z z z 首先 23 ( 1)( 5)z z 

23 Arg( 1) Arg( 5) 2 Arg
5 exp i .

3
( ) z z

z z
    

    
 



 解

有且仅有两个支点0  5 .和
 (2) 0 5 0,5 ,连接两支点 和 的线段 为支割线.

[0,5] z在割去线段 的 平面， ( )f z 可分出三个单值解析分支.

 ( 1).g 下面先求 ( ) .g z为此先根据 在支割线下岸取正值，确定分支

23  (5 )  [0,1] 

      1 

w

z

z z 

 

例 设 ,求在割线 的下岸取正值的那一支

在 的函数值和导数值.

23 ( 1)( ( 5)) zg z z  首先

( )g z 
23 arg( 1) arg( 5) 2ar g 2

5 exp i
3

( ) z z k
z z

     
   

 
， 0,1,2.k 

z当 在支割线下岸时，

arg( 5) ,z   规定 arg 0,z 

arg( 1) . 可规定

23 ( ) 2 0 2
( ) 5 exp i

3
( ) k

g z z z
      

    
 

23 2
5 exp i

3
( ) k

z z
 

    
 

0.

x
y

o1 5
 

z


5z z


0.k 为此取 0,1,2 .k

( )k此处不同规定将决定下面 可能不同.



x
y
o

1


5

z az


0.k 为此取可

( 1)g 为求 ， [0,5] z并在割去线段 的 平面，,z在支割线下岸内取定一点

1
 1 ,z C作一条连接支割线下岸点 和 的简单曲线 如图.

1
  1 z C 当 从下岸沿 连续变化到 时，

不变， 1
arg( 5) = 0

z
z  


    故 ；

1
C

arg z
1

arg 0
z

z 


 故   .

( 1)g   23 ( 2 (
1 5 1 exp i

3

) )( )      
   


 
 

( ),  代入 得

( )



arg( 5)z 

减少 ，

23 2
5 exp i

3
( ) k

z z
 

    
 

0.

23 arg( 5) 2arg
 ( ) 5 exp i .

3
( ) z z

g z z z
    

    
 

故

z

  3 2
3

6 exp i( )  

23 ( ) 2 0 2
( ) 5 exp i

3
( ) k

g z z z
      

    
 

z当 在支割线下岸时，规定 arg 0,z arg( 5) ,z   

 0,1,2 .k



1
arg

z
z 


  ；

1
arg( 5) ,

z
z 


   ( ),  代入 得

( )23 arg( 5) 2arg
5 exp i .

3
( ) z z

z z
    

    
 

3 3

2
6 .1

2
i
( )( ) 

  
 
 

0,  ( )k g z

( )g z' 
 

 2

2
(5 )

(5

)

3 )

(
z

z

g z
z

z
'


2

(5 )

( )

3

g z

z z
  2

(5 ) 2z z z  

2

2
3 10 ( )

.
3(5 )

( )z g z

z z

z 




 ( 1)g'  因此
( 3 10) ( 1)

3 (5 1)

g  



3

2

313
6 ( ). #
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1
2

i
( )( ) 

   
 
  化简

( 1)g   23 ( 2 (
1 5 1 exp i

3

) )( )      
   


 
 

  3 2
3

6 exp i( )  
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z l沿曲线 辐角变化： arg
l

z arg arg ,b a 

arg arg
l

z a 与 值的选取无关.

例

x

y



l

arg1 arg iargl z  2
2  

     .a l b l其中 是 起点， 是 终点

,3
2


o

i

1

arg :l z需分情形讨论  l若 是连续 曲线,即起点终闭 点重合,

(  ) a l闭在 曲线原点 内部；

( )   b l闭在 曲线原点 外部.

i 1l为从 到 在第二、三、四象限的单位圆周.

( ) 4 5 3
2 2

    或 ,等等.



例

x

y



l
o

A

(  ) a l闭在 曲线原点 内部

    z A l从 点 沿起
 l原点在 内部,

绕原点逆时针旋转一圈， ,A回到

arg
l

z 

例

x

y

l

z从

o

A
A l起点 沿 绕原点

,l A如图, 是闭曲线,起点终点都是

逆时针旋转两圈， ,A回到

argl z 

1

2

3

4

5

2 2 .4

,l A如图, 是闭曲线,起点终点都是

 l原点在 内部,

2 .



   ( )  klz从起点到终点沿 逆时针 正向 绕原点旋转了 圈，

(  ) a l闭在 曲线原点 内部

,l A若 是闭曲线，起点终点都是

z l沿 辐角变化 argl z 

例

x

y

o

A
5

4

32 1

2 ,k  ( ).k 整数

0 :k  旋转,逆时针 正向旋转；

0 :k  旋转,顺时针 负向旋转.

     ( )z A A l 顺时如 针图, 从起点 到终点 沿 负向

 绕原点旋转了三圈，

argl z  6 . 

2k  

 l原点在 内部,

l
23  



____ arg ___.z 

   nw z例 是多值函数，

 nw z例如,取负半实轴为 的支割线，

 有且只有两个支点：

 { Re 0,Im 0( 0)} ( )z z z  或 或 即上 或下 半虚轴，

000 { ,arg }( 0 ),z z z      或 实常数

z则沿负实轴割开复平面内任意 ,

 0 ,   



负半实轴下岸的辐角值：

 0 .  负半实轴上岸的辐角值：

nw z 取分支 0

arg
i

0
,)( e( )

z
n nnw z z 

arg1 0,选定



0 :  arg .n

w

D wn
  

平面的角域

0  .和

 { Im 0,Re 0( 0)} ( )z z z  或 即负 或正 半实轴，

0 0
)(nw z

 

arg

z

z   

沿负半实轴割开的 平面



 ,2/    

 2 3 ./    

 arg 3 ./ z   

 arg 3 ./ z   

.n z

均可作为

的支割线

 
1

3arg:  ./ nwD n
  

以此类推.

arg .z   

 arg 3 .z   
 1 1

            / )(nw z  同上 ，

 2/ ，

单叶



在沿负实轴割开的复平面内,
arg

i
,e( ) ( )

k k
n n

z
nzw z 

2

:

( 1) ( 1)
arg

2

k
w D

k k
w

n n
  
 

平面的角域

( 1) arg (2 2 1) ,k kz    

( )n
k k

w z 

( 1) arg ( 12 2 )

z

kzk     

沿负半实轴割开的 平面

nw nz 有 个单值连续分支：

,1,2, ,0 1.k n 

9  ( )   w F z D定义 设 是区域 内的多值函数，

 ( )  ( )   .f z F z D则称 是 在 内的一个单值解析分支

( )   f z D如果 在 每一点的值，

( )   w f z D 是区域 内的单值解析函数，

 ( ) F z都等于 在该点的一个值，

   nw z例 是多值函数，  有且只有两个支点：0  .和

单叶

arg
i

2

,,  e( ) ( )n n
k k

z k
nzw z



 或 arg .z   



( )f z       2 2
arg + arg

exp i .
2

2z a z a
z a

    
  

  

2
arg( ) 0

z a
z a


  ；

2
arg( )

z a
z a  


  

(2 )f a  2 2 0 0 2
(2 ) exp i

2
( )a a

  
  

 

( )

0 .

i
3 e( )a  3 .( )a 

x

y

oa a


z a

z


2
C

注： [ , ] a a z若在割去线段 的 平面，

2 2  ,z a C作其他连接上岸点 和 的简单曲线，如

2   2  z C a因当 从上岸沿 连续变化到 时，

arg( ) 2z a  增加 ， 2
arg( ) 0 2 2

z a
z a  


    ；

arg( )z a  增加 ，
2

arg( )
z a

z a  


   2 .

(2 )f a  2 2 2 2 2
(2 ) exp i

2
( )a a

    
  

 

( ),  代入 得

z a


2a

i3
3 e( )a  3 .( )a 




