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内　容　简　介
　　本书是在麻省理工学院的研究生课程“等离子体物理和聚变能”的一
系列讲义的基础上形成的。 内容叙述从世界能源需求的概述开始，然后是
目前的能源生产方法、聚变在未来的潜在作用等。 全书包括两部分，前一部
分论述能源问题，诸如聚变能的产生、功率平衡、简单聚变反应堆的设计等；
后一部分讲述聚变能发展所面临的基本等离子体物理学问题，包括宏观平
衡和稳定、输运和加热等问题。
本书适合应用物理和核工程方面的研究生和研究人员阅读。 书中搜集

的作者在过去二十多年的教学过程中积累的大量习题有助于读者对各章内

容的理解。
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译者序

随着能源问题和环境问题日益突出，人们对未来的能源选择变得兴趣大增。 特别
是随着中国加入国际热核聚变堆（ ＩＴＥＲ）项目建设，“ ＩＴＥＲ”一如当年“哥德巴赫猜想”
一词，已成为媒体和普通民众经常使用的热词。 应当说，近 ３０ 年来磁约束聚变研究的
发展，已使得面向反应堆的聚变工程研究变得与等离子体物理研究同样引人瞩目。 为
适应这一形势和学科布局发展的需要，国内（大陆）很多有条件的高校纷纷开设了面
向聚变研究的专业方向。 这样，原先主要以高温等离子体物理内容为主的教材就显得
不能很好地满足当前的需要。 这本最新出版的（２００７ 年版）美国麻省理工学院的教材
枟等离子体物理与聚变能枠，正是以聚变反应堆建设为目标（而不是像以往教材那样仅
仅是背景）来展开叙述的，特别适合用来弥补目前流行教材的不足。 因此在科学出版
社的大力帮助下，我们组织力量将它翻译介绍到国内来。

作者 Ｊｅｆｆｒｅｙ Ｆｒｅｉｄｂｅｒｇ 是麻省理工学院（ＭＩＴ）核科学与工程系的资深教授，多年来
一直从事聚变等离子体物理和工程方面的研究，曾任 ＭＩＴ 等离子体科学和聚变研究
中心副主任，具有丰富的实践经验和理论造诣。 本书是他对多年来从事研究生相关教
学的一个总结，在内容的铺陈和深度的把握上，不仅做到了物理机理论述和工程技术
要求之间的恰当平衡，而且提供了很多具体的聚变研究概念和观点，这些都是国内现
有教材中着墨不多的遗珠之处。 例如，从聚变堆反应应用前景的角度对多种磁约束位
形进行描述，引入能量约束时间的经验定标律概念，各种加热技术之间的优劣比较及
其经济成本分析等，这些以往仅出现在专业期刊或专著中的概念和术语进入教材，对
学生进入相关领域后能够迅速准确地理解所从事的工作的意义，能够在学术研讨会上
听懂别人的工作介绍甚至参与讨论，都有莫大的好处。

本书是由 ＳＵＮＩＳＴ聚变实验室全体师生集体翻译的。 具体分工（依章节顺序）如
下：第 １ 章，谢会乔、王文浩；第 ２、３ 章，吴彦斌（东华大学）；第 ４、５ 章，王文浩；第 ６、７
章，李明；第 ８ 章，赵爱慧；第 ９、１０ 章，王文浩；第 １１、１２ 章，曾龙；第 １３ 章，李明、谭熠；
第 １４ 章，王文浩；第 １５ 章，高喆；第 １６ 章，王文浩。 序言、致谢以及附录等也由王文浩
翻译。 为方便读者查询，我们将原书的术语表按中文音序重新进行了编排，所注页码
已改为中文版该词实际所在页的页码。 译者一直认为，中文教材乃至各种专著中书末
缺少术语表是一大缺憾，不方便读者检索。 因此我们对原书的这一惯例予以保留。 全
书由王文浩进行最后的统一校订和润色，部分章节进行了互校，并请中国科学院物理
研究所王龙研究员进行了审阅。



由于我们对聚变科学的诸多分支了解得不够全面，理解存在偏差，英译能力亦难
达信、达、雅的最高境界，因此译文中一定存在各种疏忽甚至误译，请读者发现后不吝
来函指正，联系方式：ｗｈｗａｎｇ＠ｍａｉｌ畅ｔｓｉｎｇｈｕａ畅ｅｄｕ畅ｃｎ。

最后，我们要感谢科学出版社刘红梅编辑的大力支持，是她的充分信任和积极购
买原书的版权，才有了今天这本教材的中文版。 我们还应感谢本书的责编孙力维女
士，是她不懈的努力和严谨细致的工作，才使我们享受到阅读的快乐。

译　者
２０１０ 年 ７ 月 ２ 日于清华园

ⅱ　译者序



序　言
枟等离子体物理学和聚变能枠是一本关于等离子体物理学的教科书。 等离子体物

理学的主要使命是磁约束聚变能。 我们的目标是为半个世纪以来，为实现聚变能梦想
所必需的等离子体物理学提供一个广泛而严谨的概述。

本书采用的叙述方法适用于应用物理系或核科学与工程系的教学。 材料的选取、
内容展开的顺序，以及始终紧贴能源这个最终目标的连贯且富于故事性的事实的铺
陈，均带有服务于应用学科的特征。 具体来说，本书从简单的核聚变反应堆设计出发。
这个设计是基于核物理原理、能量平衡以及一些基本工程限制给出的，其要点不是对
该领域诸多方面进行评价，而是指出基本设计几乎不需要考虑等离子体物理学。 然
而，由这个设计得到的一个重要结论是，要实现磁约束聚变能，等离子体就必须满足一
整套条件。 具体来说就是设计必须遵循一套特定的压强、温度、磁场和等离子体几何
参数值。 因此，从一开始这些条件就界定了等离子体的参数范围。 在此之后，等离子
体物理学家的任务就是去发现满足这些要求的各种实现方式，由此自然形成一系列独
立成篇的问题，包括宏观平衡及其稳定性、运输和加热等问题。 因此，我们以聚变能为
核心构成了整本书的框架，即等离子体物理学共同体的使命就是找到利用等离子体来
实现能源的方法。

为什么要写这样一本书呢？ 在过去几年里，全球都面临着开发新的可靠能源的压
力，这使得聚变研究在国际上受到了空前重视。 随着最近下一代国际热核实验反应堆
（ ＩＴＥＲ 计划）协议的签署，我预计参加聚变计划的新的学生和青年科学家的人数会大
幅度增加。 虽然聚变成为商业上可行的能源还有很长的路要走，但 ＩＴＥＲ 的出现大大
增强了全球范围内业已存在的对等离子体物理和核聚变研究的兴趣。 虽然科学上和
工程上存在的问题使其具有难以置信的挑战性，但因这种能源系统具有无尽的燃料、
近乎完善的环境效应和强有力的经济竞争力等优点，使其对新的学生和研究人员具有
巨大的吸引力。

本教科书的读者对象都有谁呢？ 他们是高年级本科生、入学第一年的研究生和刚
跨入这一领域的年轻科学家。 总体上说，本书既有旨在发展物理直觉的深入的物理解
释，也包括许多厘清等离子体物理中各种数学难点的详细推导。 因此，这本书非常适
于聚变领域的新人独立阅读。 书中还给出了作者在麻省理工学院 ２０ 多年的教学过程
中积累起来的内容广泛的习题。

如果将过多的解释和详细推导都包括进来，那将使本书显得过于庞大。 因此，我



们对所用的材料进行了仔细的选择。 要决定哪些该选进来，哪些必须割爱实在是一个
艰难的抉择。 我采用的取舍标准是：为新人提供一个对磁约束聚变能源中所有重要问
题的良好的初步理解。 因此，书中材料主要集中在聚变能源所要求的等离子体物理范
围内，而起初最容易描述的当属宏观流体模型。

本书没有包含的那些内容大都是聚变工程上很少讨论的问题。 我们对等离子体
动力学理论（如弗拉索夫方程和福克唱普朗克方程）也进行了少量讨论。 让我有点意
外的是，直到本书的第 １５ 章，我才第一次真正感到需要用到动力学理论的详细结果
（即射频加热和电流驱动的碰撞阻尼率），随后我用简单、直观的单粒子分析进行了推
导。 我认为对第一次接触这门课的学生来说，全面了解所涉全部问题的最佳方法，特
别是要强调等离子体物理学的自洽统一性，莫过于将重点放在宏观流体模型上，这样
更容易将物理直觉与实验现实联系起来。 理想情况下，在此基础上接着进行动力学理
论的学习将是掌握聚变等离子体物理的一个合乎逻辑的步骤。 在这种研究中，本书描
述的许多课题都将在标志着当代聚变研究前沿的更高级水平上得到分析。

从本书的篇幅上可以清楚地看到，要全面详细地讲完所有内容需要两个学期。 但
是通过摘要选讲，将它用于一个学期的课程也是可行的。 先决条件是读者具有本科物
理和数学的坚实基础，具体要求包括：①数学应学过偏微分方程；②力学；③基本流体
动力学；④电磁理论（即静电学、静磁学和波的传播）。 经验表明，物理或大多数工程
学科的本科学位学历都能够提供令人满意的准备。

最后，我希望这本书能使得下一代聚变研究人员受益，这是决定建设国际核聚变
实验堆———世界上第一个反应堆规模的燃烧等离子体实验堆———的一个重要目的。

ⅳ　序　言



致　谢
书中的材料是多年研究和教学的结果。 众多朋友、同事和学生，以及不胜枚举的

其他人的卓越贡献才使本书得已出版。 在此，我对他们的帮助、合作以及同志般的情
谊深表感谢。

麻省理工学院的许多人也值得特别感谢。 Ｂｏｂ Ｇｒａｎｅｔｚ， Ｉａｎ Ｈｕｔｃｈｉｎｓｏｎ， Ｒｏｎ Ｐａｒ唱
ｋｅｒ和 Ａｂｈａｙ Ｒａｍ 等人所教授的课程也与本书的内容有密切关系。 我很感谢他们让
我分享他们的讲义和教学经验。

麻省理工学院的很多同事非常友善地阅读了本书的章节，并向我提供了有价值的
反馈意见，为此我要感谢 Ｐａｕｌ Ｂｏｎｏｌｉ， Ｌｅｓｌｉｅ Ｂｒｏｍｂｅｒｇ， Ｐｅｔｅｒ Ｃａｔｔｏ， Ｊａｎ Ｅｇｅｄａｌ， Ｍａｒｔｉｎ
Ｇｒｅｅｎｗａｌｄ， Ｊａｙ Ｋｅｓｎｅｒ， Ｊｅｓｕｓ Ｒａｍｏｓ 和 Ｊｏｈｎ Ｗｒｉｇｈｔ 等人。 麻省理工学院的其他同事
也慷慨地花时间参与了详细讨论，为此我要向 Ｄａｒｉｎ Ｅｒｎｓｔ， Ｊｏｅ Ｍｉｎｅｒｖｉｎｉ， Ｋｉｍ Ｍｏｌｖｉｇ，
Ｍｉｋｌｏｓ Ｐｏｒｋｏｌａｂ 和 Ｓｔｅｖｅ Ｓｃｏｔｔ 等人表达我诚挚的谢意。

聚变界的许多朋友和同事也阅读了部分书稿，并向我提供了宝贵意见，特别是第
１３ 章，这一章描述了当今聚变方面的许多概念。 为此我要感谢下述几位的帮助，他们
是 Ｄａｎ Ｂａｒｎｅｓ和 Ｄｉｃｋ Ｓｉｅｍｏｎ （场反位形），Ｒｉｃｃａｒｄｏ Ｂｅｔｔｉ 和 Ｄａｌｅ Ｍｅａｄｅ （托卡马克和
聚变反应堆），Ａｌａｎ Ｂｏｏｚｅｒ 和 Ｈｕｔｃｈ Ｎｅｉｌｓｏｎ （仿星器），Ｂｉｃｋ Ｈｏｏｐｅｒ （球马克），Ｍａｒｔｉｎ
Ｐｅｎｇ （球形托卡马克）和 Ｊｏｈｎ Ｓａｒｆｆ （反场箍缩）。

特别感谢我的同事 Ｄｏｎ Ｓｐｏｎｇ 为本书封面制作了鲜明的图示。
正如人们所料，准备手稿是一项繁重的工作。 我非常感谢麻省理工学院的研究生干

部（其中许多人现在是专职研究人员）为本书准备了插图。 为此我要感谢 Ｊｏａｎ Ｄｅｃｋｅｒ，
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单 位 制

本书采用标准的 ＭＫＳ 单位制。 唯一的例外是温度。 聚变等离子体物理学领域目
前的常见做法是将玻尔兹曼常数 k合并到温度内，即出现 kT 的地方总是代之以 T，即
kT→T，其中 T的单位是能量（焦耳）。

还有一些表示“实用”单位的导出单位，除非另有说明，这些单位说明如下：
数密度　　n　　１０２０ｍ －３

温度 T ｋｅＶ
压强 p 大气压（ａｔｍ）
磁场 B 特［斯拉］（Ｔ）
电流 I 兆安（ＭＡ）
小半径 a 米（ｍ）
大半径 R 米（ｍ）
约束时间 τＥ 秒（ ｓ）
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第一部分

聚 变 能





第 1 章　聚变与世界能源
1畅1　引　言
众所周知，多年来，生活质量标准直接与能量消耗成正比。 能源在食品生产、家

庭取暖与照明、工业设备运行、提供公共与私人交通以及通信保障等方面必不可
少。 一般来讲，高质量的生活需要由价格合理的充足的能量消耗来保证。

尽管人们已经认识到这些，但现今世界大部分地区的能源状况却不容乐观，并且情
况不是在好转而是变得越来越糟。 简单地说，就是对新的产能持续增长的需求超过了现
有资源配置条件下具有经济可行性和环境友好型方法所能取得的供给。 这些需求中，有
些来自如北美、西欧和日本等世界工业化区域对能源使用的持续增长，还有很大一部分
则来自于正处于快速工业化过程中的国家，如中国和印度。 几乎所有关于未来能量消耗
的预测都指出，到 ２１００ 年，世界能源需求量将至少是目前能源消耗量的两倍。

加剧能源供给矛盾的一个重要问题是环境的恶化。 特别是有越来越多的证据
表明，温室气体排放已开始对环境产生明显的副作用。 如果不存在温室气体排放的
问题，那么通过增加煤的使用就可以大大缓解能源供给短缺的问题。 地球上煤的储
量十分充足，然而，如果要减少未来温室气体的排放，那么对主要化石燃料（煤、天
然气、石油）的产能就需要设定一个限制。 测算表明，现已探明的天然气和石油储
量将在未来几十年内消耗殆尽，这将使问题变得更加复杂，而温室气体对环境的影
响是我们必须正视的一个问题。 因此在下面的讨论中，我们将把能源生产过程中减
少温室气体的排放作为一个重要的考虑因素。

为了更好地理解增加供给同时减少排放这个问题，我们先简单介绍一下现有的
几种主要能源供给方式。 我们知道，任何方式都存在着优点和缺点，所以未来的能
源供给也不存在单一的解决方案。 但是，知道了方案的问题所在，将有助于我们对
新的能源供给途径进行评估。

聚变正是在这样的背景下进入了人们的视野。 通过和现有能源供给方式进行
对比，可以发现聚变能的发展潜力十分突出。 比较显示，聚变能在诸如安全性、燃
料储量以及最小的环境破坏性等方面具有很多令人瞩目的优点。 当然同样重要的
是，聚变必须能够提供不间断的可靠的大规模电力，这样才能成为世界能源供给的
主力军。 半个多世纪以来，正是这些优点支撑着聚变研究者们的美好梦想。 然而，



聚变能也存在不利的一面，首要问题就是要解决聚变过程中存在的复杂的科学和工
程难题。 国际聚变界正在逐一寻找解决这些难题的方案。 最后的目标是将这些方
案进行整合，建成经济上可行的具有竞争力的发电站，这样聚变才能在世界能源生
产中发挥其应有的作用。

本章余下的内容包括对不同能源供给方式进行比较说明，并对聚变能如何满足
未来能源的需求进行进一步详细讨论。

1．2　现有的能源方式
1．2．1　背　景

用于产能的初级自然资源主要分为三类：化石燃料、核燃料和太阳能，其中太阳
能是大多数可再生能源的来源。 一般来讲，这些自然资源既可以作为最终需求直接
利用，也可以转换成电力以满足各种需要，即间接使用。 直接用途包括家庭、商业
建筑和工业设施等的加热取暖，以及用作交通燃料等方面；电力则用于制造业和建
设，以及家庭、商业和工业照明与制冷等方面。

所有形式的能源都有一个共同的问题需要考虑，就是利用率。 它直接影响到能
源的储备和／或成本。 人们希望得到明显高的利用率，实际上这已经影响到资源的
保护方法。 从逻辑上讲，我们应最大可能地对资源进行保护，以应对能源问题。

作为对当前能源形势的一个简单综述，我们来考虑能源的最终消费状况。 ２００１
年，像美国这样的工业发达国家，其能源的直接利用占到 ６０％，其余 ４０％用来发电，
如图 １．１ 所示。

将电力单列出来是因为其用途广泛。 实际上，这也是聚变可以有所作为的主要
领域。 图 １．２ 所示是美国在 ２００１ 年用来发电的能源相对消耗的详细分类。 我们看
到，化石燃料发电占了较大部分，提供了大约 ７０％的电力，其中煤的贡献占 ５１％。
核能、天然气和水力发电也占有很大比例，而风能、太阳能和其他可再生能源发电
所占比例很小（仅０．４％）。

从这些事实中可以得出如下一些结论：第一，世界上大部分能源，包括电力，都
是从化石燃料中得到的；第二，所有的化石燃料都会产生温室气体；第三，如果要减
少未来温室气体的排放，同时应对能源需求的持续增长，就必须将核能、水电、可再
生能源（如风能、太阳能、地热等）与环境保护结合起来，以满足能源的供给；第四，
一些主要的能源直接利用方式（例如，用化石燃料来取暖）可以用电力替代，虽然这
么做会因为较低的能量利用率而使成本有所增加；第五，机动车燃料的需求将使交
通问题变得突出。 简言之，通过合成燃料、乙醇或者氢燃料的生产，电力将有助于
改善目前的能源状况，这些燃料最终会取代汽油和柴油。
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图 1．1　２００１ 年美国的能源分配
（Ａｎｎｕａｌ Ｅｎｅｒｇｙ Ｒｅｖｉｅｗ， ２００１ Ｅｎｅｒｇｙ
Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ａｄｍｉｎｉｓｔｒａｔｉｏｎ， ＵＳ Ｄｅｐａｒｔｍｅｎｔ

ｏｆ Ｅｎｅｒｇｙ）

图 1．2　２００１年美国用于发电的燃料消耗分类
（Ａｎｎｕａｌ Ｅｎｅｒｇｙ Ｒｅｖｉｅｗ， ２００１ Ｅｎｅｒｇｙ
Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ａｄｍｉｎｉｓｔｒａｔｉｏｎ， ＵＳ Ｄｅｐａｒｔｍｅｎｔ

ｏｆ Ｅｎｅｒｇｙ）
　　总之，运用经济的、环境友好的手段来增加电力供应，在现在和将来都是应对
世界能源问题的重要措施。 聚变是一种能够完成这种使命的新的能源方式。 当然
这需要有一个长期的解决过程（可能要 ３０ ～１００ 年）。 在这个过渡时期，化石燃料
仍然是世界电力生产的主要来源。

基于上述背景，现在我们可以更详细地讨论现有的各种能源方案，特别是在电
力方面，以便将聚变置于一个适当的位置上。
1．2．2　煤　炭

煤炭是用来发电的主要化石燃料（在美国占 ５１％）。 煤炭的一个主要优势是很
多国家都具有充足的煤炭储量。 按照目前的消耗量，煤炭发电可供人类使用几百
年。 表 １．１列出了地球上各种燃料的大致储量。 如果能源问题只是一个燃料来源
问题，那么在可以预见的未来，煤炭就可以解决问题。 但考虑到环境因素，煤炭就
不是合适的选择。

表 1．1　各种初级燃料的蕴藏量估计
能　源 蕴藏量 ／夸德 总耗年限 ／年 单耗年限／年

煤　炭 １０ ５ ２００ ９００
石　油 １０ ４ ２０ ６０
天然气 １０ ４ ２０ １００
２３５Ｕ（标准 ） １０ ４ ２０ ３００
２３８Ｕ， ２３２ Ｔｈ（增殖 ） １０ ７ ２０ ０００
聚变 （氘唱氚 ） １０ ７ ２０ ０００
聚变 （氘唱氘 ） １０ １２ ２ ×１０ ９

　　注 ：这些是非常粗略的估计 ，只能看作导向。 总耗年限是指这种能源以每年 ５００ 夸德 （ Ｑｕａｄ）的速率 （略高
于 ２００１ 年速率 ）用作世界整个能源消耗的使用年限。 单耗年限是指每种能源以 ２００１ 年的单独消耗速率消耗
的可用年限 。 １ 夸德≈１０ １８焦耳 。
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通过建设大型远距离电站，煤炭为我们提供了持续的、不间断的电力。 这个非
常重要的不间断特性就是人们所熟知的“基本负荷”电力。 作为参照，可知一个大
型发电站一年一般能提供 １ ＧＷ 的电力，可以满足总人口为 ２５０ ０００ 人的城市的供
电。 煤炭作为能源的另外两个优点是技术成熟和发电成本最低。

为了对发电耗煤用量有一个直观认识，我们以总人口为 ６００ ０００ 人的波士顿市
为例。 它一年的电力总耗约为 ２．４ ＧＷ。 按照这个电力供应水平，维持一年所需的
煤炭体积可以将一个可容纳 ７０ ０００ 人的足球场完全填满。

接下来我们考虑煤炭转换为电能的效率。 所有化石燃料（例如，煤炭、天然气
和石油）的燃烧都是化学反应，输出的主要是热量。 如图 １．３ 所示，热交换器将水
变成水蒸气，水蒸气驱动与发电机相连的蒸汽机，从而进行发电。 热力学原理表
明，在适当的运行温度下，热能转换为电能的最高效率为 ３５％ ～４０％。 从烟囱排出
而损失的热量比转化为电能的热量要多。 只要采用蒸汽循环来发电，这种令人不快
的结果就不可避免，无论燃料是煤炭还是核物质。

图 1．3　化石燃料发电厂示意图
化石燃料燃烧的主要不足之处是对自然环境的影响。 任何化石燃料的燃烧都

不可避免地会产生二氧化碳（ＣＯ２ ） ，而二氧化碳是温室效应的主要原因。 如果考虑
通过增加化石燃料的消耗来提供新的电力供应，这个弱点将变得十分突出。

燃煤对环境还有一些不利影响。 由于杂质的存在，煤炭燃烧时会释放出大量粉
尘（大部分是碳酸钙）、二氧化硫、氮氧化物以及汞氧化物等，所有这些物质都对人
的健康有害。 通过静电除尘和洗尘装置的处理，这些有害物质的排放可以减少，即
使不能彻底清除。 但是这样做也增加了发电成本。

值得注意的是，煤炭燃烧还会将存在于天然煤炭中的微量的放射性同位素排放
到大气中。 虽然其比例很小，但是煤炭的总消耗量巨大，结果造成事实上燃煤发电
的放射性同位素排放量超出了核电站的排放量。 尽管如此，据说这种放射性水平还
是很小，不足为虑。

总之，我们可以看到，煤炭能源有优势（储量和成本）也有劣势（温室气体和污
染物排放）。 正是基于其优点以及目前尚没有明显优越的替代能源等原因，在未来
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很多年内，煤炭仍将作为电力生产的主要承担者。
1．2．3　天然气

天然气是主要由甲烷（ＣＨ４ ）组成的一种化石燃料。 它被广泛应用于家庭、商用
建筑和工业厂房的取暖，同时也用来发电。 在美国，有 １５％的电力生产来源于天然
气。 波士顿一年的液化天然气消耗量与同体积的煤炭消耗量相当。 与煤炭相比，天
然气既有优势也有弱点。

从优势上说，首先，天然气的燃烧比煤炭清洁，其颗粒物排放远少于煤炭，燃烧
时的 ＣＯ２ 排放也较少；第二，在 １００ ＭＷ 级水平上，天然气电站的规模可以建设得较
小，这意味着较短的建设周期和较少的初期投资，两方面都使得资金效益的考虑更
富吸引力；第三，天然气电站可以以“联合循环”模式运行，也就是说，可以将热动力
蒸汽循环与天然气循环结合起来，使从天然气到电能的整体转换效率提高到
５０％ ～６０％；最后，人们普遍认为，无论是家庭取暖还是工业设施供热，采用天然气
无论在便利性还是在费用方面都将是最理想的。

其实，天然气应用也有其不利的方面。 第一，虽然天然气的每兆瓦时电力生产
所排放的 ＣＯ２ 比燃煤的要少，但总量依然巨大，这是所有化石燃料的本性所决定
的，因此，它造成的温室效应也非常严重；第二，天然气的储量要远少于煤炭，按照
当前的天然气消耗量估计，天然气储量只够人们消耗不到 １００ 年（见表 １．１），并且，
大部分已探明储量都不在作为天然气主要消耗地区的工业化国家境内；第三，高的
需求量加上产能限制和稀缺的储量共同导致不稳定的高燃料价格；第四，由于需要
采用管道运输和高压液化气罐，天然气的运输和储存不仅在技术上比煤炭和石油困
难，而且成本较高；第五，很多人认为，天然气是一种十分理想的供热燃料，将它用
来发电是对这种宝贵的天然资源的滥用，这种滥用很大程度上是受到短期经济利益
的驱使，以及对长远后果缺乏考虑而放开能源价格所导致的。

总之，利用天然气发电有其优势（在所有化石燃料的燃烧中是最清洁的，且短
期成本最低） ，也有不利的一面（温室气体排放、储量不足，以及资源利用不合理） 。
总的来说，短期经济利益追求支配着利弊权衡，将使得利用天然气发电继续存在。
1．2．4　石　油

下面我们来讨论化石燃料———石油。 石油因其便携性和高的能量含量成为优
越的交通运输能源。 它也是天然气耗尽后可以用作直接供热的燃料选择。 世界能
源消耗的很大一部分（３５％）来源于石油，大部分都用于交通运输，很少直接用来
发电。

作为对能量含量的直观描述，我们注意到，１ ｇａｌ（加仑，１ ｇａｌ ＝４．５４６ ｄｍ３ ）牛奶
容器所盛的汽油可以让一辆普通汽车行驶 ３５ ｍｉ（英里，１ ｍｉ＝１６０９．３４４ ｍ），这确实
令人印象深刻。 不仅如此，一个装满 １５ ｇａｌ 燃料的油箱的总重量大约只有１２０ ｌｂ
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（磅，１ ｌｂ ＝０．４５３ ５９２ ３７ ｋｇ），相对于汽车整体重量来讲几乎可以忽略不计。 这样
装满的油箱可以让汽车行驶大约 ３７５ ｍｉ，这也确实令人印象深刻。

第二个让人感兴趣的特点是汽油的价格。 相对于其他常见液体来说，汽油的价
格低廉得令人吃惊。 在美国，每加仑汽油的税前价格甚至低于瓶装饮用水。 汽油价
格还将会一直这么低廉，虽然现在的价格稍高了一些。

当然，用汽油作为交通运输动力也有一些缺点。 第一，汽油作为化石燃料会排
放大量的温室气体，其排放量与煤炭的总温室气体排放量相当；第二，世界上盛产
原油的地区就那么几个，主要产地是政治形势很不稳定的中东地区；第三，石油储
量远远少于煤炭，按照目前的消耗速度计算只有几十年的使用时间。 发展中国家对
石油资源的竞争在未来很可能会加剧，进而导致石油价格上升和限产。

那么是否有办法减少世界对石油的依赖呢？ 可能的途径有多种，但是实行起来
都不容易。 采用混合动力以减少消耗的交通工具可以起到重要作用，虽然这将使购
买汽车的费用相应增加，但仍会被公众接受。 采用先进燃料的小型汽车在减少能源
消耗上也有很大的帮助，尽管许多人认为开小型车降低了他们的生活标准，因而有
些不情愿。

有一种途径是基于这样一个事实，即汽油可以从煤焦油和储量丰富的油页岩中
提炼出来。 最终产品就是人们熟知的“合成燃料”，但是目前这一生产过程还不是
很经济。 而且合成燃料也属于化石燃料，它所带来的温室气体排放仍会引起严重的
环境问题。

另一种途径是利用生物质转化而来的非石油类燃料。 目前这种方法还仅限于
将谷物转化为乙醇燃料。 虽然从热效率上看起来乙醇足以取代汽油，但是这种产品
不具有经济可行性。 乙醇燃料的生产需要占用大量的土地，并且需要消耗大量的能
量，其所耗能量与生产出的乙醇所含的能量相当，有时甚至会超出。

开发利用氢燃料电池技术来制造全电能动力汽车，进而完全取代汽油，也具有
十分令人瞩目的前景。 氢有这样一些优点：①初级燃料储量丰富（例如，水） ；②燃
料转化为电能的效率高；③最重要的是燃烧的最终产物是无害的水蒸气而不是
ＣＯ２ 。 这也许是交通运输燃料的终极解决方案，但要先排除如下两个困难。

首先，氢本身并不是初级燃料。 它必须专门生产出来，例如，通过电解的方法，
这需要消耗大量能源。 如果电解水所需的能源是从化石燃料得来的，那么氢燃料所
具有的减少 ＣＯ２ 排放的优势就被抵消了。

其次，在大气压下，氢气虽然有较高的转换效率，但是其能量含量仍然远远低于
汽油，大约是汽油的 １／１２００。 所以，要想将氢燃料的能量含量提高到汽油的水平，
就需要将氢气压缩到 １２００ 个大气压的高压下。 这使得车载储氢燃料箱的设计变得
非常困难。 另一种选择是以液态方式储氢，但这需要昂贵的车载低温制冷系统。 第
三种选择就是研制一种室温下可以存储氢气并且可以快速完成大量氢气循环的装
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置。 这种装置的研制已成为当前研究的一个热点，但是距离成功还有很长的路要
走。 人们看到，车载高容量储氢装置的研制将是一项十分困难的技术挑战。

通过前面的讨论我们得到如下一些结论：短期内不存在简单而又十分吸引人的
选择来取代汽油在交通运输中的作用。 从长远看，合成燃料、乙醇和氢燃料都可能
是解决方案，但每一种都存在着不经济、能量平衡或环境污染等问题。 利用无 ＣＯ２

排放的电力（例如，核能）来提供生产氢和乙醇所需的能量，对解决这些问题有很大
帮助，但这并不能解决其他问题。 短期内最佳战略也许是增加混合动力汽车的使
用，并推动使用具有高燃料利用率的小型汽车。
1．2．5　核　能

核能的主要用途是通过铀同位素
２３５Ｕ 的裂变（即核分裂）来提供大规模的基础

电力。 目前，核能的利用仍引起公众的担忧。 然而，更仔细的分析表明，这种能源
形式要比我们目前已知的其他能源形式更可取，它可能是未来切实可行的无 ＣＯ２
排放电力生产的主要解决办法之一。

我们可以将核电与矿物燃料的使用进行多方比较，来说明为什么核电作为电力
来源会受到广泛重视。

第一点是燃料的能量含量。 核反应的单位基本粒子产能是化石燃料化学反应
的 １００ 万倍。 这意味着产出额定数量的能量所需的核燃料比化石燃料少得多。 具
体来说，为波士顿供电一年所需的核燃料棒的总体积只有小货车后车厢那么大，而
所需的化石燃料的体积则堪比足球场。

第二点是对环境的影响。 核电站既不产生 ＣＯ２ ，也没有其他有害物质排放，这
是一个很大的环境优势。

再一个是安全问题。 尽管公众会担忧，但核能的实际安全性要比公众认为的强
得多。 在西方国家建设的核电站里，没有一个核电站职工或市民因为放射性事故而
失去生命。 美国最严重的核电站事故发生在三哩岛。 它曾给电力公司带来严重的
财务危机，但实际上只有极微量的辐射被释放到环境中。 原因是西方的核电站设计
有多重安全防护，一旦发生“最恶性的”事故，容纳反应堆的巨大的钢制金属外壳可
以为公众提供强有力的“纵深防御”。 切尔诺贝利核电站事故造成的大量生命损失
和环境破坏是由于没有围绕反应堆的安全外壳。 这样的核电站设计在西方国家根
本就不可能获得生产许可。 总体而言，核电站设计和运行的安全性始终是人们担心
的主要问题，但记录显示，西方国家核电站的这一问题能得到有效的解决。

还有就是燃料的蕴藏量问题，这是一个复杂的问题。 从最简单的观点来看，可
以认为

２３５Ｕ 是基本燃料，其中大部分在反应堆中消耗掉，由此产生的乏燃料棒则以
永远不可回收的方式被掩埋掉。 按照这种方式考虑，以目前的消耗速度，用２３５ Ｕ 发
电足够用上数百年。 另一方面，乏燃料棒中含有丰富的钚，可以通过化学提取后作
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为一种新的核燃料继续使用。 事实上，我们可以用消耗钚来产出更多的钚这种方式
来运行。 这种“增殖型”反应堆可将核燃料储备扩充到数千年。 增殖堆的成本要比
传统型核电站的成本高，由于目前还无法得到低成本的２３５ Ｕ，因此尚未成为现实。
但是从长远的观点看，增殖堆可以是能源选择的方案之一。

核废料及其处置是另一个重要问题，而且也相当敏感。 很多放射性裂变产物的
半衰期都较短，不足 ３０ 年，它们需要存储大约 １００ 年才能通过自身的放射性衰变成
为无害的物质（理想的结果）。 而那些长寿命的、半衰期长达几千年的核废料则受
到公众的关注。 目前，认真考虑的可能的解决方案有几种：一是将这些核废料制成
玻璃（即玻璃化）然后永久掩埋；二是将这种燃料进行定期的化学处理或通过增殖
反应堆进行重新利用，通过这种办法，大部分长寿命的核废料可以转变成有用的电
力；三是采用核技术将长寿命的不具有裂变性质的放射性废料蜕变成无害的其他元
素，但这种处理目前代价昂贵。 实际上，关键问题是核废料总量很小。 给波士顿市
供电一年产生的核“垃圾”总量只需 １ 辆卡车即可拉走。 因此结论是，对于核废料，
我们有多种技术解决方案，现在的主要问题更多的是政治上的而非技术上的。

最后一个重要问题是核扩散的问题，即政局不稳定国家的政府或恐怖组织有可
能获得核武器。 乍一看人们可能得出这样的结论，就是减少使用核能显然会降低核
扩散的危险，但这个结论并不正确。 技术上说，很关键的一点是反应堆产生的乏燃
料不可能直接用来制造核武器，因为其中的可裂变物质品位太低。 因此，核废料往
往是通过回收加工成核反应堆使用的新燃料，从而提高了如前所述的燃料储备。 然
而，再生处理中有一步是近乎纯钚的生产环节，正是在这一点上可导向将其用作核
武器材料。 因此，“有效非扩散计划”的一个重要组成部分是对政局不稳的国家进
行检查，阻止其得到用于制造核武器的钚。 在实施这一计划时有两个事实必须注意
到：①再生处理可能得到宝贵的能源和经济效益；②再生处理技术尽管非常昂贵，
但已十分成熟。 因此任何国家都能够基于能源需求来证明其再生处理设施建设的
正当性，从而开辟了使少量的钚向武器制造秘密转移的可能性。 一种对应做法是，
由世界上主要的、稳定的核大国在它们本国国内进行所有的核燃料再生处理，然后
将所生产的核燃料以合法的、满足其能源需求的方式卖给小国家。 但这并不具有防
止再生处理设施扩散的正当性。 具有讽刺意味的是，自卡特政府以来，美国一直采
取的是一种善意但拙劣的政策，就是不考虑乏燃料的后处理问题，它希望其他国家
也这样做。 而现实情况是，这种再生处理技术已经见缝插针地扩散到其他国家，这
表明美国的政策可能会使核不扩散状况变得更糟而不是更好。 我们从以上讨论得
出的结论是什么呢？ 首先，核不扩散是一个非常严肃而重要的问题，必须加以解
决；第二，像美国这样的政局稳定的国家是否多建核电站对核不扩散问题几乎没有
直接影响，实际上只可能将人们的注意力从真正的问题上移开。

总之，核能有许多尚未被人们充分认识到的优点，也有一些缺点。 即使是一些
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知名的环境学家现在也开始支持将核能看作生产无二氧化碳电力的唯一选择。 建
设新的核电站的短期阻碍主要是，虽然燃料成本低，但反应堆的复杂性使得投资成
本高。 在一个放松管制的市场里，这将严重抑制新的投资。
1．2．6　水　电

水力发电是一种广泛使用的可再生能源。 它提供了世界 ２％的能源和美国约
９％的电力。 水力发电所基于的想法概念上很简单。 在地理条件和技术条件均适当
的河床位置建坝，使得在大坝地势高的一侧形成一个巨大的水库。 当水库里的水因
为重力从坝口下泄时，将驱动发电机涡轮转动，从而推动发电机发电。

水电有许多吸引人的优点。 首先，它在电力生产过程中不产生 ＣＯ２ 和其他有害

物质；第二，水电站产生的强大电力可以和煤电或核电相当；第三，流体动能转化为电
能的效率由于无需热蒸汽循环因而非常高；第四，除了长期干旱等极少数情况下，水电
站可作为基本电力供应连续运行；第五，发电成本低，通常与燃煤发电相当；第六，也是
最重要的是，燃料储备可以说是无限的，水力发电显然是一种可再生能源。

但水力发电有两点不足。 首先，最适合建坝的河流已经建坝，因此如果不在技
术上采用有吸引力的办法，水电发展将很困难，可建坝的地方已经不多；其次，虽然
在早期建坝过程中环境因素不是主要问题，但它会对未来的水电站建设产生巨大影
响。 这里说的主要问题是建坝造成土地大量被淹没，通常这些土地可用于农业或用
作其他再生性资源，因此，在将土地用于水电开发之前，必须作出得失权衡。

总的来说，虽然扩张的可能性受到限制，但水电将继续为电力供应作出重要
贡献。
1．2．7　风力发电

风力是另一种近几年来备受关注的可再生能源。 尽管如此，目前在美国风力所
提供的电力只占微不足道的一小部分。 几乎可以肯定，风力将比目前得到更多的应
用，但基于技术方面的原因，它不会是电力供应的最终解决方案。

风力发电的概念很容易理解。 风力使得大型风车的叶片旋转，这种旋转产生的
动能通过一系列齿轮驱动发电机发电。

风力具有一些重要的优势。 首先，风能显然是一种可再生能源；其次，它以非常
干净的方式发电，不产生 ＣＯ２ ，也不生成任何有害的污染物；第三，不需要蒸汽循环，
因此风的动能转化成电能的效率很高；第四，由于上述几种原因，虽然风力发电的
成本较现有燃煤发电要高，但仍在可以承受的范围内。 如果将往往被忽略的化石燃
料发电的环境成本考虑进来，风力的这些优势就更明显了。

但风力发电也有一些局限性。 首先，风力强度不恒定。 如果风力太小，就无法
产生大的电力；如果风力过于强烈，则必须将叶轮的叶片转向平行于风向，以防止
叶片旋转太快造成机械损坏。 因此，风力发电也不会产生大的电力。 平均来说，一
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个大型的现代化风力电站的产能约是其最大额定功率的 ３５％。 不要求蒸汽循环带
来的优势大部分被过窄的风速变化范围抵消了。 第二，以产生 １ ＧＷ 的电力平均来
说，３５％的使用效率意味着需要风力电站装备总功率约为 ３ ＧＷ 的风力发电设备。
问题是要将良好风力条件下产生的多余电力存储起来，以便在风力不足时使用是非
常困难的，也非常昂贵。 第三个缺点是与燃煤发电相比，风力发电的强度非常低。
因此要产生大的电力就需要在大面积范围上安装大量的风车。 例如，一个现代化的
风力电站，按 ４０％的发电效率乐观估计，将需要大约 ４０００ 个风车，占地约 ４００ ｍｉ２ ，
才能生产波士顿市所需的 ２．４ ＧＷ 的电力。 请注意，波士顿市的面积只有约５０ ｍｉ２ 。
因此，给波士顿供电的风车所占面积是波士顿本身面积的 ８ 倍多。 如果说将“足球
场”比作煤电所需面积，“小货车”比作核电所需面积，那么风力发电的等效面积就
是“城市加郊区”。

最后，还有几个环境问题需要考虑。 风车往往会发出很大的噪声，并危害到鸟
类。 还有一个美学上的问题。 工程师们可能会觉得现代风车很美，但一般公众则倾
向于认为风车有碍观瞻。 此外，风车太大，风车之间的塔距在百米量级，叶片长近
５０ ｍ。 图１．４所示是伦敦大笨钟、现代化风车和老式的荷兰风车的相对高度比较。

图 1．4　相同缩放比例下大笨钟、现代化风车和老式的荷兰风车的相对高度比较
上述讨论表明，风力发电如果想最终取代煤炭电力成为主要能源的话，还面临

一些非常严峻的挑战。 风力发电更大的可能是作为调峰能源，在每日的用电高峰，
以及夏季和冬季这样的酷热和严寒季节里帮助满足用电需求。 按照这种要求，风力
发电最多可以提供 ２０％的电力。 它无法提供更多的电力，因为风速的巨大波动性
有可能造成国家电网的不稳定。
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1．2．8　太阳能发电
最后要讨论的可再生能源是太阳能。 如同风力发电量可以忽略不计一样，目前

美国的太阳能发电也少得可以忽略。 不过，太阳能发电通常被认为是一种潜在的有
吸引力的化石燃料替代能源。 太阳能发电在许多具体应用方面都具有吸引力，但出
于基本技术的原因，它不太可能成为世界电力问题的最终解决方案。

理解太阳能发电的原理涉及量子力学和半导体理论的具体细节，这已超出了本
书的范围。 就目前而言，我们假设有这么一种精心设计的太阳能电池，它能以平均
约 １０％的效率将白天的太阳能直接转换为电能。

太阳能发电有两个主要优势。 首先，太阳能显然是可再生的且是免费的；第二，
能量转换过程中既不产生 ＣＯ２ 也没有其他有害物质排放。 从这个意义上说，太阳
能发电在环保上是非常有吸引力的。

太阳能的弱点与风能很相似。 首先，很明显，太阳能只能在白天无云的条件下
利用，因此不可能用作基础电力，因为没有什么简单的方法可以将白天过剩的电力
存储起来供晚间使用。 其次，比起燃煤锅炉，太阳的发热强度非常低，因此需要大
面积的太阳能电池才能产生大量的电力。 例如，要提供波士顿市所需的 ２．４ ＧＷ 的
电力供应，需要的太阳能电池板覆盖面积约 ５０ ｍｉ２ 。 我们知道，波士顿地区也就约
５０ ｍｉ２ ，也就是说，太阳能发电的有效占地面积是以“城市”来计算的，供应一座城市
用电的太阳能电池的敷设面积就相当于这座城市那么大。 最后，太阳能发电是昂贵
的，原因是所需的加工原材料将覆盖整个城市地区。 而采掘、运输和制造这种材料
的成本非常之高且不可避免。

总而言之，如果将太阳能发电用作大规模电能生产，将面临一些巨大的挑战。
但太阳能还是有许多其他有吸引力的用途，例如，住宅和一些商用的取暖等。 这种
贡献可能是巨大的，应当予以鼓励。
1．2．9　资源保护

资源保护可以定义为对我们现有天然资源的更有效的利用。 显然，最大限度地
保护资源将对缓解目前和未来的能源紧张局面作出重要和有意义的贡献。 虽然我
们在提高资源保护方面已经付出了大量努力，但仍有许多机会可以开发利用。

资源保护可以通过下述两种途径来实施，第一种途径已得到公众的广泛认可，
而后一种途径则还不太现实。 虽然这两种途径都能节约能源，但它们之间还是有比
较清晰的界线的。

前一种非常具有吸引力的途径是考虑利用技术进步的优势来节省燃料，同时要
求在家用电器、汽车和其他日用品方面保持性能不变。 采用这种途径的例子包括混
合动力汽车、效率更高的设备、为老房子加装额外隔热层等。

后一种也是更难实施保护的途径是要求公众在日常生活的某些方面直接减少
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对能源的使用。 这通常看作生活水平的下降。 公众一般很不愿意放弃那些他们已
经习惯了的生活方式。 这方面的例子有采用高效汽油的小型汽车、小房子、增加公
共交通、夏天减少空调的使用、冬天调低加热器的温度设定等。

随着新的电力需求的不断增加，特别是在一些发展中国家，很难想象资源保护
能彻底解决未来世界的用电问题，但它可以减缓问题的严重性。 它可以为世界各国
赢得更多的时间来开发并过渡到新的替代能源。
1．2．10　结　论

本节的讨论表明，世界面临的能源方面的困难在未来可能会继续恶化。 目前还
没有明显的、一劳永逸的解决办法。 现有的每一种能源选择都面临着一大堆困难，
包括资源有限、ＣＯ２ 排放、有毒废气、废物处理、过多的土地占用以及高成本等。 能
源供应最终将走组合选择的道路，这种选择是通过理性而不是通过危机来进行的。
这种组合选择现在新增了一种可能性，而且具有潜在的巨大影响，这就是聚变能的
应用，这是我们下一节要讨论的主题。

1．3　聚变能的作用
1．3．1　聚变能

聚变能是一种核能形式。 它的主要应用方式是通过大型基本负荷发电站进行
电力供应。 如果从单位质量结合能角度来看，聚变反应的基本核过程发生在质量谱
上与比裂变相对的另一端。 具体来说，就是裂变涉及像 ２３５Ｕ 这样的重原子核的分
裂，而聚变则涉及轻元素，主要是氢（Ｈ）及其同位素氘（Ｄ）和氚（ Ｔ）等的合并（即聚
合）。 氢核聚变是太阳维持其存在的主要反应形式。

聚变能主要有三大优势：燃料蕴藏量、环境影响和安全性。 我们首先考虑燃料
蕴藏量问题。 从电力产生上说，反应速率足够快的聚变反应主要有两种，它们都要
用到纯净的氘，以及氘和氚的等量组合。 天然的氘存在于海水中，平均每 ６７００ 个氢
原子就有 １ 个是氘原子。 氘的提取也很容易，成本非常低。 如果海洋中所有的氘都
用于聚变反应堆，并利用标准的蒸汽循环进行电力生产，那么按当今世界总的能源
消耗速度计算，产生的动力将足够地球维持约 ２０ 亿年！ 换句话说，由于聚变是一种
核过程，因此，大约只需要一小卡车的含氘海水（ＨＤＯ，而不是 Ｈ２Ｏ）就足以为波士
顿市提供一年的电力。

氘氚（ＤＴ）反应生产的能量超过纯氘（ＤＤ）反应。 而且 ＤＴ 反应还有一个主要
优点是反应发生的速度更快，从而更容易建立这种类型的反应堆。 因此，所有第一
代核聚变反应堆都将采用 ＤＴ 反应的形式。 从燃料储备方面说，用于 ＤＴ 反应堆以
及 ＤＤ 反应堆的氘可以用上几十亿年，但氚则不然。 氚是一种半衰期约为 １２ 年的
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放射性同位素，而且地球上没有天然的氚存在，但氚可以通过锂同位素 ６ Ｌｉ 的反应
来增殖获得。 ６ Ｌｉ是聚变堆包层的一个组成部分。 这样，ＤＴ 聚变的总体燃料储备由
此转化为

６ Ｌｉ的储备限制。 地质估计表明，地球上可获得的廉价 ６ Ｌｉ 可以用上 ２ 万
年（假设世界能源总消费量按目前速度进行） 。 据推测，早在 ６ Ｌｉ 耗尽之前，科学技
术就已经发展到将聚变反应途径转换到 ＤＤ 反应堆上了。

聚变能的第二个优势是对环境的影响小。 聚变反应不产生 ＣＯ２ 或其他温室气

体排放，也不会向大气排放任何其他有害化学物质。 聚变反应的主要代谢物是无害
的惰性气体氦气。 聚变引起的最大的环境问题是，不论是 ＤＤ 反应还是 ＤＴ反应，都
会释放出高能中子。 这些中子在聚变包层里被捕获，因此不会对公众构成威胁。 然
而，当它们经过包层的结构材料时，中子会造成材料结构改性，使材料变得也具有
放射性。 但即便如此，这种放射性结构材料的半衰期很短，因此，更换下来需要存
储的时间也短，在 １００ 年量级。 总的来说，从整体环境上考虑，聚变能是一种比化石
燃料、核能和其他可再生能源更具吸引力的选择。

聚变能的最后一个主要优势是安全性。 由于聚变是一种核过程，因此，人们非
常在意发生如三哩岛事故那样的放射性灾难的可能性。 支配核聚变反应的物理学
的基本规律可以保证这种事情不可能发生。 具体来说，在裂变反应堆里，相当于电
力生产几年的整个能量被即时地存储在反应堆的堆芯。 正是这种巨大的能量使得
裂变堆有可能崩溃。 而聚变反应堆的工作并不取决于大量燃料的链式反应。 相反，
燃料必须源源不断地送入反应堆才能维持所需的消耗。 最终的结果是，在任何时
刻，聚变反应堆内的燃料质量都非常少，也许仅相当于几面邮票的重量。 正是这种
任何瞬间都极少的燃料质量使得聚变堆不可能发生崩溃。

上述讨论表明，从燃料蕴藏量、对环境的影响和安全性等角度来看，聚变能的潜
在优势的确给人留下了深刻印象。

正如人们所预料的那样，聚变也有些不足的地方必须考虑到。 这些不足之处包
括科学上、技术上的挑战，也有经济上的不利因素。 关键性问题有如下几个方面。

首先，聚变科学相当复杂。 具体来说，ＤＴ 燃烧需要将燃料加热到 １５０ ×１０ ６ Ｋ
这样的极端温度，比太阳中心温度还要高。 在这样的温度下，燃料完全电离成了等
离子体。 由在这种高温下自由运动的电子和离子构成的集体主要受电磁力支配。
一旦变热后我们就需要采取某种方法将等离子体约束在一起。 人们能想到的主要
办法就是通过巧妙的磁场位形来箍缩，这个概念对那些不熟悉等离子体物理科学的
人来说是非常模糊的。 但没有其他选择的余地。 过于简单的磁场位形只能使等离
子体迅速损失掉，这样，聚变反应在还没能产生足够多的能量之前就中断了。 即使
是采用精巧的磁场位形，对等离子体仍有压强上的限定，这样才能确保等离子体在
磁场中被约束住，不会快速损失掉。

为了实现将密度足够高的等离子体在足够高的温度下约束足够长的时间，世界
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各国的聚变研究计划已经对此进行了 ５０ 年的研究。 净功率输出的聚变反应堆之所
以要这么久才能实现，首要原因是科学上遇到了意想不到的困难。

此外还有工程上的挑战。 许多人认为它们和科学挑战一样困难。 首先，必须开
发出能够承受聚变等离子体产生的中子和热负荷的先进的低活性材料；其次，必须
开发出大型的、能够产生强磁场的大电流超导磁体，以便约束等离子体，聚变规模
所需的超导磁体至今还未制造出来；第三，必须开发出能够将等离子体温度提高到
极高水平的加热新技术，这涉及非常宽的技术领域，从大功率中性束到兆瓦级毫米
波微波源，不一而足。 显然，要使聚变成为现实，就需要有大量的研究和开发项目。

最后还有经济学上的不利因素。 聚变反应堆本身就是一整套复杂的设施。 它包
括燃烧室、包层以及一系列复杂的超导磁体。 此外，由于结构材料变得具有放射性，因
此还需要有远程处理系统，以便进行安装、拆卸和定期维护。 氚的使用加上结构材料
的活化意味着还必须有辐射防护。 这些基本的技术要求意味着一个聚变反应堆的建
设成本将大于化石燃料电厂的建设成本，并且很可能高于裂变电站的建设成本。 这些
因此显然都会提高消费者的用电成本。 但与此相平衡的是聚变能的燃料成本低，保护
环境所需的成本也低，这两方面都可能会使消费者的用电成本降低。

显然，很难预料未来 ３０ ～５０ 年后聚变能成本与其他能源成本进行比较的结果。
问题复杂的主要原因是，将燃料储备和环境治理成本综合起来考虑，其他能源选择
的成本有可能大大增加，因此这种比较同时涉及多个变动的方面。 未来聚变能的成
本估计不会偏离其他能源选择太远，但由于不确定性很大，故应谨慎对待。 这些估
计的主要价值在于证明了继续进行聚变研究是有意义的。 聚变不应因其内在非常
高的用电成本而被忽略，也不会像人们过去所希望的那样“过于便宜”。
1．3．2　聚变小结

聚变发电的实现将是很多年以后的事。 尽管如此，它还是值得追求的，因为它
具有大的燃料资源储备、较低的环境影响以及内在的安全性等基本优势。 最重要的
是，聚变能够产生大量的基础负荷电力，因此，有可能对世界各国的能源消费产生
重大影响。

聚变能的两个主要不利因素是在科学和技术问题上遇到了意想不到的困难。
在解决科学问题方面，目前已取得重大进展；面对技术方面的挑战，目前研究人员
正投入巨大的努力，但其结果仍不能确定。 许多关键性问题还有待于通过新的实
验，即所谓“国际热核聚变实验堆（ ＩＴＥＲ）”予以解决。 这项由多国资助的项目已于
２００６ 年开始建设。

如果成功的话，聚变能在用电成本上应该具有与其他能源选择一较高下的竞争
力，虽然作出这种预测存在很大程度上的不确定性，但预料中的成本仍具有足够的
合理性，它不会对完成必要的电力来源的技术可行性评估研究构成威胁。
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1．4　本章总结
本小节对电力生产问题进行全面总结，我们的结论是，聚变可以在电力生产方面发

挥重要作用。 这一结论是基于以下两点关于电力消费的现实：首先，电力需求很大，预计
未来还将增长；第二，越来越多的证据表明，温室效应是一个必须解决的现实问题。

对无二氧化碳排放电力的短期需求很可能要求增加使用核能来提供大量的基本负

荷电力。 电力当然也可以用天然气来生产，但天然气最理想的用途是用于取暖，用来发
电似乎是对燃料的滥用。 水电仍将继续做出重要贡献，虽然其进一步开发的潜力将受到
限制，原因我们已讨论过。 另一种对电力生产有重要贡献的是风力，但由于风力的易变
性以及不易低成本存储的特性，这种形式的能源更适于在用电高峰时起削峰作用。 太阳
能除了给水加热等特殊用途之外，用于发电目前仍显过于昂贵。 资源保护也可以在减缓
用电缺口问题的严重性方面起到重要作用，但它本身无法解决增加电力需求的问题。

从长远的角度看，聚变能是一个极好的新选择。 它有可能最终成为世界电力供
应的主要来源，这也是聚变研究的主要使命。 然而，科学技术方面的困难依然存
在，用电成本可能也是一个问题。 最终时间将会告诉我们，聚变研究究竟能不能完
成自己的使命。

参考书目

关于一般性能源问题的书有很多。 下面列出的这些是第 １ 章内容的主要来源。
需要特别说明的是，有关能源使用和能源储备的数字，许多书中给出了这类数字，
但它们之间差别很大。 第 １ 章中引用的数值代表了这些数字的大致平均，虽是为简
单起见，但这并不意味着它们不准确可靠。 数据最完备的当属 Ｔｅｓｔｅｒ 等人的著作及
其所载的参考文献。
1．一般能源

2．核　能

3．聚变能
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第 2 章　聚变反应
2畅1　引　言
聚变能的研究是从讨论核聚变反应开始的。 本章的内容安排是，首先对化石燃

料燃烧时的化学反应与核裂变电站，以及将来核聚变电站产生能量的核反应进行比
较。 接着进一步分析核裂变反应的基本反应机制，并解释为什么这种机制不适合核
聚变能。 这一讨论提供了一种视角，使我们认识到必须采用另一种能够提供大量核
聚变反应能源的替代机制。 此外本章还详细描述了包括氘氚（Ｄ唱Ｔ）反应在内的一
些聚变反应过程。

通过对上述问题的分析，我们可以得出以下结论：无论是重原子的裂解（裂变）
还是轻元素的结合（聚变），都会有效地产生核能。 这两种对立的能量机制是核
力———将不同元素的原子核结合在一起的力———的性质的直接结果。 这些核力的
行为可通过“结合能”对原子序数的曲线方便地展现出来。 一个简单的物理图像解
释了结合能曲线的形状。 这个解释说明了为什么轻元素或重元素是产生核能的理
想来源，而位于中间的元素不行。

2畅2　核反应与化学反应
通过对不同种类燃料的能量当量进行比较，我们很容易看出为什么人类对产生

核能的核反应有浓厚的兴趣：
　　　　化石燃料　 　裂变　　　聚变
　　　　１０ ６ ｔ原油 ＝０畅８ ｔ铀 ＝０畅１４ ｔ氘

可以看出，相同能量当量的核燃料质量要比化石燃料少 １０ ６
倍，这样可以大大

节省燃料且有利于环境保护。 之所以存在如此大的差别，是因为核反应与化学反应
的基础不同。

为了弄清楚这些问题，我们先考虑化学反应。 为供电或传输的化石燃料的燃烧
过程属于化学反应。 化石燃料含有复杂的碳氢化合物，在氧气中燃烧时释放出能量
并产生新的分子和化合物。 这是化学反应，因为每种元素（如氢、碳和氧）的原子数



在反应前后并未发生改变。 然而由氢、碳、氧的化合物构成的反应产物却不同于原
初燃料的化学组成。 新分子的电子键结构不同，电子键的作用是使电子在适当位置
上绕每个原子运动。 控制电子行为的主要的力是电磁力，它能够在不改变原子核的
情况下重新排布电子结构。

在“燃烧反应”中，燃料的一部分化学势能转化为反应产物的动能，另一部分转
化为辐射能并以可见光的形式发出。 因此，反应产物的化学势能比燃料的要低。 燃
烧产生的动能通过粒子间的随机碰撞转变成热能，这个热能可用来产生蒸汽或驱动
汽轮机，也可以通过增压来推动汽车引擎的活塞。

实际上，人们主要关心的是确定每次化学反应释放出的能量多少。 我们注意
到，化学反应的一种极端形式是电离，在这个过程中，原子或分子获得足够大的能
量使其中的一个电子可以脱离原子核的束缚，由此我们可以估算这个能量的量级。
化石燃料燃烧所释放出的能量一般要比电离能低，因为在燃烧过程中很少发生燃料
被电离的情形。 例如，由量子理论可知，氢的电离势约为 １３畅６ ｅＶ（许多其他物质亦
类似）。 因为１ ｅＶ ≈ １１ ６００ Ｋ，由此可知，在化石燃料形成的典型温度（约几千 Ｋ）
下，化学反应所释放的能量量级为每次反应单位原子所释放的不到 １ ｅＶ 能量（注
意，这个估计不能应用到裂变反应堆的芯部，尽管那里的温度大约也为 １０ ３ Ｋ，但那
是核反应而不是化学反应）。

我们来考虑汽油燃烧这样一个实际的例子。 尽管汽油是由多种碳氢化合物组
成，但眼下我们可以假设其最主要的成分是 Ｃ８Ｈ１８ 。 汽油完全燃烧时的化学反应
式为：

　　２ Ｃ８Ｈ１８ ＋２５ Ｏ２
　　 １６ ＣＯ２ ＋１８ Ｈ２Ｏ ＋９４　（ ｅＶ） （２畅１）

因为这里有 １０２ 个原子参与反应，平均每个原子释放 ０畅９ ｅＶ 的能量。 宏观上看，每
次反应放出的 ９４ ｅＶ 能量大约相当于 ４０ ＭＪ／ｋｇ ≈ １００ ＭＪ／ｇａｌ的汽油。 这是用来比
较化学反应与核反应的重要参考数据。 请记住，４０ ＭＪ／ｋｇ 是一个很大的数，因为１ Ｌ
汽油就可以使汽车开出 １０ ｋｍ。

下面考虑核反应，包括裂变和聚变。 核反应的结果是参与反应的原子核的基本
结构发生改变。 核反应把一种元素的原子变成了另一种元素的原子（例如裂变反
应中，铀变成了氙和锶） 。

核反应的另一个主要特征是原子核内的基本粒子（通常称核子）的守恒，就当
前目的来说，假设只涉及质子和中子。 在一些核反应中，质子数和中子数分别守
恒。 然而，在很多其他核反应中，一些中子会通过放出 β粒子（即电子）而衰变成质
子。 所以，通常核反应的守恒是指原子核内核子总数的守恒，而不是个别种类的核
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子数守恒。
接下来考虑能量的产生。 与化学反应相比，核反应每次释放的能量是巨大的。

原因是这里引起反应的是核力而不是电磁力。 核力是一种短程力，其力程仅与原子
核的直径相当，但强度要比同样距离下的电磁力强得多。

核反应中能量的释放相当于核“势能”的减少或等效于原子核反应前后结合能
的增加。 随着反应末态原子核总质量的些微减少，反应末态的原子核因为结合能的
增加而变得更稳定。 根据爱因斯坦著名的质能关系 E ＝mc２ ，正是这个质量差转变
成了能量。 释放出的能量通常表现为末态粒子的动能或 γ射线。 因此，像裂变和
聚变这样的核反应都可以写成：

　　Ａ１ ＋Ａ２
　　 Ａ３ ＋Ａ４ ＋… ＋Ａ k ＋能量 （２畅２）

其中能量 E 由下式给出：
　　 E ＝［（mＡ １ ＋mＡ ２） －（mＡ ３ ＋mＡ ４ ＋… ＋mＡ k） ］ c２ （２畅３）
通常，核反应的能量 E 的值为 １０ ～１００ ＭｅＶ。 核反应与化学反应所释放的能

量相差百万倍，这正好解释了为什么两种能源的宏观能量当量会相差相应的
量级。

接下来我们通过具体的例子在更深层次上来比较两种主要的核反应———裂变
和聚变———的相同点和不同点。

2畅3　裂变核能
通常产生裂变能的方法是用慢中子（即能量近似于室温能量 ０畅０２５ ｅＶ 的中子）轰

击相对稀缺的铀同位素
２３５
９２ Ｕ原子。 就产能而言，这个过程有两个主要优点，这可以通

过检验典型的裂变反应看出来。 我们注意到，存在多种不同的使 ２３５
９２ Ｕ 裂变的方式。

从反应产物和能量释放方面看，下面给出的反应就很典型：
　　 １

０ ｎ ＋２３５
９２ Ｕ 　　 １４０

５４ Ｘｅ ＋９４
３８ Ｓｒ ＋２（ １

０ ｎ） ＋E′ （２畅４）
在这个反应中，氙和锶本身就是不稳定的同位素，大约经过两周的时间，会通过

若干次 β衰变而变成稳定的元素。 最终的反应式可写成：
　　 １

０ ｎ ＋２３５
９２ Ｕ 　　 １４０

５８ Ｃｅ ＋９４
４０ Ｚｒ ＋２ １

０ ｎ ＋６ｅ－ ＋E （２畅５）
所释放的能量 E 可以很容易地从标准的核反应数据表中确定。 反应前后
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元素的总质量分别为 ２３６畅０５３ ｕ 和 ２３５畅８３２ ｕ（ １ ｕ ＝１畅６６０ ５６６ ×１０ －２７ ｋｇ，是
原子质量单位） 。 利用爱因斯坦的质能关系，这个质量差可改写成每次核反应
释放出 E ＝２０６ ＭｅＶ的能量或每个 ２ ３ ５

９ ２ Ｕ 核子释放出 ０畅８８ ＭｅＶ 的能量。 释放的
这些能量宏观上等同于 ８４ ×１０ ６ ＭＪ／ｋｇ，与燃烧汽油相比，能量增益大约要大
１０ ６
倍。
现在可以确认这种强大的裂变反应能够转变成实用电能的原因有两个。 首先，

触发裂变反应只需要一个中子，而反应产物中则包含两个中子。 事实上，如果将所
有可能的裂变反应都考虑进来，那么平均来说产生的中子数还要略高一点，大约为
每次反应产生 ２畅４ 个中子。 这种中子倍增行为使得链式反应得以维持，链式反应的
好处就在于裂变反应堆更新一次，燃料可以自持燃烧好几年。 我们需要做的只是保
证充足的燃料使中子损失减到最小。

另一个原因与触发核反应的中子触发的电中性有关。 正是中子的电中性使得
它可以轻易地穿过包围在原子周围的电子云，从而近距离接触到原子核本身。 原子
核的电磁库仑力对中子不起作用，无法将其从原子核相互作用区域排开。 结果，低
能中子相对来说更容易地与

２３５
９２ Ｕ 产生裂变反应。 无论是从能量平衡、经济效益，还

是从反应堆运行上看，这都有明显的优点，也就是说，反应堆可以在燃料保持固态
的足够低的温度范围内运行。

这就是为什么裂变反应能够有效地产生用于发电的核能的两个原因。

2畅4　聚变核能
2畅4畅1　中子触发的轻元素的核反应

重原子裂变的途径启发了我们，那就是对于轻元素是否也存在通过慢中子轰击
触发链式反应来实现大部分的裂变和聚变反应途径呢？ 很遗憾，答案是否定的。 弄
清楚原因之后，选择什么方式来产生聚变能就变得很明确了。

我们可以这样来解释，考察两种假设性的核反应，它们分别对应中子驱动下的轻
元素裂变反应或聚变反应。 下面的简单计算说明了为什么这两个反应都不能成功实
现。 轻元素的裂变以中子轰击氘核（ ２

１Ｈ）为例进行说明，相关的反应可以写成：
　　 １

０ ｎ ＋２
１Ｈ 　　 １

１Ｈ ＋２ １
０ ｎ ＋E （２畅６）

这个反应产生了所希望的中子增殖。 但从表 ２畅１ 中的数据可以计算出，所释放
的能量为 E ＝－２畅２３ ＭｅＶ。 负号表示反应不是释放出能量而是需要输入能量才能
发生。 很显然，这个反应不能作为能量的来源。 其他轻元素的裂变反应也都一样。
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表 2畅1　聚变反应中主要轻元素原子核的性质
元　素 符　号 质量数 A 电荷数 Z

电子 ｅ －或 ｅ ０畅０００ ５４９ －１
中子 １

０ ｎ 或 ｎ １畅００８ ６６５ ０
氢 （质子） １

１Ｈ 或 ｐ １畅００７ ２７６ １
氘

２
１Ｈ 或 Ｄ ２畅０１３ ５５３ １

氚
３
１Ｈ 或 Ｔ ３畅０１５ ５０１ １

氦唱３ ３
２Ｈｅ ３畅０１４ ９３３ ２

氦唱４（α粒子 ） ４
２Ｈｅ 或 α ４畅００１ ５０３ ２

锂唱６ ６
３ Ｌｉ ６畅０１３ ４７０ ３

锂唱７ ７
３ Ｌｉ ７畅０１４ ３５４ ３

　　 注 ：核的质量和核电荷数分别用 Au 和 Ze 表示 ，其中 ，u ＝１畅６６０ ５６５ ５ ×１０ －２７ ｋｇ，e ＝１畅６０２ １８９ ２ ×
１０ －１９Ｃ。

现在考虑另一种情形：中子轰击轻元素的聚变反应。 同样假设中子是与氘核发
生碰撞。 反应可以写成：

　　 １
０ ｎ ＋２

１Ｈ 　　 ３
２Ｈｅ ＋ｅ－ ＋E （２畅７）

在此情形下由核数据得到释放出的能量为 E ＝＋６畅２７ ＭｅＶ。 对于产能来说，这个反
应是积极可行的，但是这种反应要消耗中子。 反应要由一个中子触发，但是聚变之
后却没有剩余的中子。 既然中子没有来源，那么这种反应就不能自持。 因此，这种
反应作为能量来源也是不可行的。 其他轻元素的中子驱动聚变反应也是一样的
结果。
2畅4畅2　轻元素聚变反应

上述例子表明，轻元素的裂变或聚变并不直接具有重核裂变的好处。 尽管这
样，我们也已经了解了如何利用轻元素的核反应来产生能量。 主要有两点：第一，
从产能角度说，我们应该把注意力集中在轻元素的聚变而不是裂变反应上，因为这
些反应产生能量而不是消耗能量；第二，不能依赖中子来触发聚变反应，因为这些
反应消耗中子，并且没有外在可用的中子来源。

那么该怎么触发轻元素的聚变反应呢？ 基本思想是用另一种轻元素原子来代
替中子，也就是说，利用两个轻元素原子之间的碰撞，譬如用两个氘核相互碰撞来
产生核反应。 这种方法的优点在于可以简单地通过持续供给氘原子而不是中子来
克服缺乏链式反应带来的困难，这种方法简单可行且成本不高。

但用两个氘原子碰撞来进行核反应的缺点是这两个氘原子的距离必须足够接

近，通常要在原子核直径的尺度范围内。 在如此接近的距离下，两个带正电荷的粒
子间的库仑势将产生很强的排斥力，这将改变粒子的运动轨迹，从而大幅度降低了
核反应的可能性。 如果氘核的能量足够高，就可以克服这种排斥性的库仑力，目前
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的聚变研究也正是基于这一考虑。 这个能量的大小以及相关的物理问题是聚变研究
的重要主题，我们将在下一章进行详细讨论。 眼下暂不予考虑这些问题，我们将注意
力全部集中在不同类型聚变反应的产能多少，而不考虑实现这些反应的难易程度。

对轻元素聚变的原子核性质的研究表明，有三类反应产生的核能是最多的。 涉
及的原子包括氘、氚和氦的一种同位素———氦唱３。 图 ２畅１ 中给出了这三种核的原子
结构图。 相关的核聚变反应如下。 为了简化标注，此后文中的符号改为：中子 １

０ ｎ 为
ｎ；氢原子核（质子） １

１Ｈ 为 ｐ；氘原子核（氘核） ２
１Ｈ 为 Ｄ；氚原子核（氚核） ３

１Ｈ 为 Ｔ；氦
原子核（ α粒子） ４

２Ｈｅ 为 α；氦唱３ 原子核 ３
２Ｈｅ 为 ３Ｈｅ。

图 2．1　氘、氚及氦唱３的原子结构图
1．D唱D 反应
顾名思义，Ｄ唱Ｄ 反应是通过两个氘核之间的相互作用来产生聚变能。 由于反应

所需的低成本的燃料可以很容易从海水中提取，燃料供应几乎是用之不竭的，因此
这个反应是我们最希望发生的。 但从下一章可以看出，在上述三类反应中，这种反
应是最难发生的。 Ｄ唱Ｄ 反应实际上有两个分支，二者发生反应的概率差不多相等，
相关的反应式如下：

　　 Ｄ ＋Ｄ 　　 ３Ｈｅ ＋ｎ ＋３畅２７　（ＭｅＶ） （２畅８）
　　 Ｄ ＋Ｄ 　　 Ｔ ＋ｐ ＋４畅０３　（ＭｅＶ） （２畅９）
从能量上说，这两个反应中每个核子的产能分别为 ０畅８２ ＭｅＶ 和 １畅０１ ＭｅＶ。 宏

观上相当于每千克氘产能 ７８ ×１０ ６ ＭＪ 和 ９６ ×１０ ６ ＭＪ。 Ｄ唱Ｄ 反应很难发生，所以不
是目前研究的重点。

2．D唱3He 反应
这个反应是将氘核与氦唱３ 原子核聚合在一起。 这个反应也很难实现，但比Ｄ唱Ｄ

反应要容易一些。 然而，这个反应需要以氦唱３ 作为燃料，而地球上并不存在天然的
这种同位素。 尽管如此，这个反应还是值得研究的，因为它的反应产物全都是带电
粒子。 从工程角度上看，比起中子，我们更希望从带电粒子上获取能量，因为后者
在材料活化和放射性损伤等方面的问题要小得多。 除此之外，后者还有可能直接将
核能转化为电能而无需借助于效率很低的蒸汽循环系统。 这个反应写为：

　　 Ｄ ＋３Ｈｅ 　　 α＋ｐ ＋１８畅３　（ＭｅＶ） （２畅１０）
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即使以核为单位来看，每次反应释放出的能量也是非常巨大的。 １８畅３ ＭｅＶ 的
能量相当于每个核子产能 ３畅６６ ＭｅＶ，宏观上相当于每千克 Ｄ唱３Ｈｅ 混合燃料产能
３５１ ×１０ ６ ＭＪ。 注意，这个反应并不是完全与中子无关，因为一些 Ｄ唱Ｄ 反应和下一代
的 Ｄ唱Ｔ 反应也会发生，这二者都会产生中子。 但 ３Ｈｅ 获取上的困难加上触发 Ｄ唱３Ｈｅ
聚变反应的困难使得这个反应也不是目前聚变研究的重点。

3．D唱T 反应
Ｄ唱Ｔ 反应是指氘核与氚核之间的聚变反应。 它是所有聚变反应类型中最容易

发生的（尽管与 ２３５
９２ Ｕ 的裂变反应相比触发条件仍要困难得多）。 从产能的吸引力方

面看，Ｄ唱Ｔ 反应能够产生大量中子，同时又需要供给氚来使反应得以持续，而地球上
不存在天然的氚。 此外，氚有放射性，半衰期为 １２畅２６ 年。 尽管如此，Ｄ唱Ｔ 反应毕竟
能够产生巨大的核能。 该反应式可写成：

　　 Ｄ ＋Ｔ 　　 α＋ｎ ＋１７畅６　（ＭｅＶ） （２畅１１）
这相当于每个中子产能 ３畅５２ ＭｅＶ，宏观上相当于每千克燃料产能 ３３８ ×１０ ６ ＭＪ。 尽
管有氚和中子等问题，但因为它是最容易发生的聚变反应，这就决定了 Ｄ唱Ｔ 反应必
然成为目前国际上聚变研究的重点。

既然选择了 Ｄ唱Ｔ反应，那又该怎么处理氚和中子的问题呢？ 多年的裂变研究已
经使核工程师们掌握了如何处理高能中子带来的材料活化和放射性损伤等问题。 对
于氚的放射性处理也基本类似。 解决方法虽然相当复杂，但目前这些技术已经成熟。

一个突出的问题是氚的供给。 解决方法是在 Ｄ唱Ｔ 聚变反应区周围的包层内增殖
氚。 最适合用来产生氚的化学元素是锂。 涉及的主要核反应如下：

　　
６
３ Ｌｉ ＋ｎ（慢） 　　 α＋Ｔ ＋４畅８　（ＭｅＶ）
７
３ Ｌｉ ＋ｎ（快） 　　 Ｔ ＋α＋ｎ －２畅５　（ＭｅＶ）

（２畅１２）

这两个反应都能产生氚。 不同的是第一个反应是放能的，而第二个反应是耗能的。
天然存在的锂有 ７畅４％是 ６

３ Ｌｉ，９２畅６％是 ７
３ Ｌｉ。 尽管 ７

３Ｌｉ占了绝大部分，但核反应数据
显示，６

３Ｌｉ的反应更容易发生，因此，它在氚的增殖过程中占主导地位。
考虑

６
３ Ｌｉ的反应，如果不存在中子的损失，那么聚变过程中每消耗一个中子就

能产生一个新的氚原子，而中子可以通过产生中子的聚变反应来实现，因此，增殖
比为 １畅００。 然而在实际的反应堆中，中子总不可避免有损失。 于是就需要有一些
增殖中子的方法。 另外还需要有慢化高能中子的方法，因为从式（２畅１２）可以看出，
慢速的低能中子更容易发生反应。

这些问题我们放到第 ５ 章中去讨论。 目前我们假设这些问题已获得圆满解决。
因此，通过 ６

３ Ｌｉ来增殖氚就能够解决氚的持续供给问题，只要锂的供给充足即可。
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锂的已知储量足够使用几千年，因此，燃料的获取不是问题。 从长远来看，目标当
然是开发 Ｄ唱Ｄ 聚变反应堆。
2畅4畅3　聚变反应的能量分配

聚变反应释放出的能量大部分是以反应产物的动能形式出现的。 对于 Ｄ唱Ｔ 反
应来说，确定两种反应产物的能量分配尤为重要，因为它的反应产物中一种是带电
的，而另一种不带电。 通过假设每种反应产物的能量和动量均远远大于反应前聚变
核的能量和动量，我们很容易就能确定这个分配。

计算过程如下，两种反应产物分别以下标 １ 和 ２ 标示出来。 假设聚变前粒子是
静止的（相对于反应产物的速度而言），这样聚变反应前后的能量和动量的守恒关
系就只与反应产物有关，因此有：

　　 １
２ m１ v２１ ＋１

２ m２ v２２ ＝E （２畅１３）
　　 m１ v１ ＋m２ v２ ＝０ （２畅１４）
从这两个方程可以很容易同时解出 v１ 和 v２ ，以及相对应的动能。 结果是：
　　 １

２ m１ v２１ ＝ m２
m１ ＋m２

E （２畅１５）

　　 １
２ m２ v２２ ＝ m１

m１ ＋m２
E （２畅１６）

注意：动能与质量成反比。 换言之，较轻的粒子携带了大部分能量。 举例来说，
对于 Ｄ唱Ｔ 反应，释放的能量 E ＝１７畅６ ＭｅＶ。 反应产物为一个 α粒子和一个中子，
质量比 mα／m ｎ ＝４．那么 α粒子的动能为 E／５ ＝３畅５ ＭｅＶ，中子的动能为 ４E／５ ＝
１４畅１ ＭｅＶ。 中子的能量是 α粒子的 ４ 倍。 于是我们可以把 Ｄ唱Ｔ 聚变反应重新写成
稍微方便的形式：

　　 Ｄ ＋Ｔ 　　 α ３畅５ ＭｅＶ ＋ｎ １４畅１ ＭｅＶ （２畅１７）
至此，我们讨论了聚变反应的基本性质。 本书余下的部分主要讨论 Ｄ唱Ｔ 反应，

因为这个反应是目前国际聚变研究领域的主流。

2畅5　结合能曲线
在这一节里，我们将给出下述观察结果的物理解释：最易触发的核反应不是发

生在重元素上（例如，裂变） ，就是发生在轻元素上（例如，聚变），而中等元素则不
行。 解释分为两部分：第一，检验由实验测得的结合能对原子质量的曲线可知，轻
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元素和重元素原子核的结合力都比中等元素的要弱，这就基本上解释了为什么位于
原子质量两端的元素更容易发生核反应；有了这个结论，我们可以接着讨论解释的
第二部分，那就是结合能曲线的形状为什么是这样的。 可以证明，曲线的形状是由
强的短程核力与弱的长程库仑力在几何上的竞争造成的。
2畅5畅1　结合能曲线

考虑一种其原子核由 N 个中子和 Z 个质子组成的基本化学元素。 我们注意
到，整数 N ＋Z 虽然非常接近但却不完全等于实验测得的实际质量数 A，即 N ＋Z ≈
A，这里 mＡ ＝Au 是核的质量。 比较核的实际质量与构成该原子核的每个粒子质量
的总和可以发现：

　　 Nm ｎ ＋Zm ｐ ＞mＡ （２畅１８）
这里的质量差可看成已转化为使原子核结合在一起的结合能。 具体来说，我们

将结合能定义为：
　　 E Ｂ ≡ （Nm ｎ ＋Zm ｐ －mＡ ） c２ （２畅１９）

即给原子核加上等于 EＢ 的能量才能使核分解成其各个组成部分。 使用上更方便的
一个物理量是单位核子的结合能，定义为 E Ｂ ／A，这个量是对原子核每个核子上的平
均结合能的量度。

举个例子，我们可以计算元素氟的每个核子的结合能。 元素氟的 N ＝１０，Z ＝９，
A ＝１８畅９９８ ４０ ≈ １９。相关的质量 mｎ ＝１畅００８ ６６ ｕ，mｐ ＝１畅００７ ２８ ｕ，mＡ ＝１８畅９９８ ４０ ｕ。
相应的质量差 Nmｎ ＋Zmｐ －mＡ ＝０畅１５４ ｕ。 代入式（２畅１９）得 EB ＝１４３ ＭｅＶ， EＢ ／Ａ ＝
７畅５ ＭｅＶ／核子。 我们注意到，原子核内使粒子结合在一起的能量相当大。

图 2畅2　每种化学元素的单位核子结合能
与质量数的关系曲线

这个计算适用于所有元素。 将这些结果
画成单位核子结合能关于原子质量数的曲线

则如图 ２畅２ 所示。 我们看到，轻元素和重元
素的 E Ｂ ／A 都较小，而处在中间位置的铁元素
（A ≈ ５６）的 EＢ ／A达到最大值。 因此，我们有
结论：相对于中间位置上的元素，轻元素和重
元素将核子结合在一起的核力均较弱。 因此，
轻元素和重元素更容易触发核反应。 不仅如
此，轻元素聚合成曲线上结合能较强的较重元
素，意味着这种反应会有能量释放出来。 类似

地，重元素通过裂变裂解成曲线上结合能较强的较轻元素也会有能量释放出来。
结合能曲线的形状解释了为什么轻元素和重元素是产能核反应的主力。 最后

要问的问题是，为什么 EＢ ／A 关于 A 的曲线形状会是这个样子。
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2畅5畅2　结合能曲线的形状
结合能曲线的形状是强的短程核力与弱的长程库仑力之间竞争的结果。 图

２畅３ 给出了一个带电粒子的核势与库仑势以及相应的所受的力的示意图。 以此为
基础，下面给出一个简单的模型来定性估计结合能曲线的形状。 在开始前应该强调
的是，这个模型忽略了所有的核效应和量子效应，并假设原子核由小的半径为 r０ 的
硬球形质子和中子组成，因此，粒子的行为符合经典牛顿力学。 由所有这些条件即
可以得出预期的结果。

图 2畅3　带电粒子的核势与库仑势及相应所受的力的示意图
这个模型的基本思想是假设存在这样一个球形的原子核，它由 N ＋Z≈A 个核

子组成。 然后我们来计算放置在这个球体表面的新带电粒子受到的净的吸引力
（例如，核力减去库仑力）。 几何关系如图 ２畅４ 所示。 计算的目的是要确定这个力
对核子数 A 的依赖关系。 由于这个力的大小是对新粒子受到核的束缚程度的好的

图 2畅4　简单结合能模型的几何关系
（注意： R′＝R ＋r０）
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量度，因此，这个力与原子核 A 的函数关系定性上应当与结合能曲线的形态
相似。

计算过程如下：先考虑新粒子受到原子核内第 j 个粒子的库仑排斥力（与 １／r２
成正比）。 力在 R 方向上的分量为：

　　F （ Ｃ）
j ＝ e２

４πε０

ｃｏｓαj
d２j

eＲ （２畅２０）
沿 R 方向的总的库仑力可通过对 j 求和得到（注意求和后，力的切向分量由于

对称性抵消了）：
　　F

（ Ｃ）
Ｒ ＝ １

２
e２

４πε０
∑
j

ｃｏｓαj
d２j

eＲ （２畅２１）
其中系数 １ ／２ 反映了只有一半的核子是带电的。

式（２畅２１）对所有粒子求和可以转化为积分，每个粒子所占体积必须近似等于
微分体积元。

　　 ｄr ≡ r２ ｓｉｎ θ ｄr ｄθ ｄ矱≈ （４／３） πr３０ （２畅２２）
力的表达变为：
　　 F （ Ｃ）

Ｒ ≈ e２
８πε０

３
４πr３０∫ｃｏｓαd２ ｄr eＲ （２畅２３）

其中省略了所有粒子变量的下标 j，因为现在这些变量是连续的。 经过稍显冗长的
代数和几何代换，我们可以解析地求出这个积分。 考虑到该模型的简单性，我们把
细节计算留做作业而不在正文中进行演算了。 另外我们还注意到，原子核的总体积
近似等于每个核子体积的 A 倍，这样力的最终形式可以写成关于 A 而不是 R 的表
达式：

　　 ４π
３ A r

３
０ ≈ ４π

３ R
３ （２畅２４）

于是库仑力沿 R 方向的分量的表达式为：
　　 F （ Ｃ）

Ｒ ≡ F （ Ｃ）
Ｒ eＲ ＝F０

２
A

（A１ ／３ ＋１） ２ eＲ （２畅２５）
其中 F０ ＝e２ ／４πε０ r２０ 。

由于力的“吸引”方向是沿着 －R 方向，因此“吸引性”库仑力是 －F （ Ｃ ）
Ｒ ，它关于

A 的函数关系如图 ２畅５（ ａ）所示。 正如直观上所预期的，库仑力的大小随 A 的增大
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而单调增加。 电荷越多，产生的力就越大。 而且对于较大的 A，力与 A１ ／３
成正比。 这

是因为原子核的总电荷随 R３
增长，而力的几何行为随 R －２

递减。 因此，考虑所有这
些因素后的净效果是 R ～A１ ／３ 。

图 2畅5　归一化吸引力与原子质量数 A的关系
接下来考虑核力，我们基本上可以建立一种最简单的模型（根据积分计算）来

证明，短程强作用力是一种与 －K／r４ 成正比的中心力。 K 的值可通过假定在临界位
置 r ＝rｃ 核力与库仑力大小相等来确定，由此得到 K ＝e２ r２ｃ ／４πε０ 。这里 rｃ 的典型值
为几个核子半径，即 rｃ ＝kr０ ，其中 k 是量级为 １ 的已知无量纲数。 我们注意到，在
r ＜rｃ 时，核力超过库仑力占主导；而当 r ＞rｃ 时，情况则相反。 这些都是我们预期
的短程强力的定性特征。

基于这些假设，核力的 R 分量可以写成：
　　 F （ Ｎ ）

Ｒ ≡ F （ Ｎ ）
Ｒ eＲ ≈ － e２

４πε０
３

４πr３０∫k
２ r２０ ｃｏｓα
d４

ｄr eＲ （２畅２６）

其中负号意味着核力在 R 的反方向（即吸引力方向）上。 经过代数运算我们同样可
以解析地求出这个积分。 由此得到所预期的核力关于 A 的函数表达式为：

　　 F （ Ｎ）
Ｒ ＝ －F０

k２Ａ
（A１ ／３ ＋１） ２ （２A１ ／３ ＋１） （２畅２７）

这个“吸引性”的核力 －F （ Ｎ ）
Ｒ 如图 ２畅５（ ｂ）所示，其中 k ＝３畅４。 注意，在 A 较小

时，力随 A 增长，随着 A 变大，曲线变得水平。 力的这种性态与下述的物理图像是一
致的：对于小的原子核，相应的 A 较小，每增加一个新的核子，核力的吸引强度就会
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增加。 然而，当增加到足够多的核子后，原子核变得很大，而核力又是短程力，因
此，新加入的粒子将不再感受到远处核子的作用。 换句话说，不管原子核内可能的
核子数目有多少，核力的短程性质使得新粒子只能受到有限数目核子（即那些差不
多处于距离 rｃ 范围之内的核子）的作用。

总的吸引核力为：
　　 FＲ ＝ －（F （ Ｃ ）

Ｒ ＋F （ Ｎ ）
Ｒ ） （２畅２８）

如图 ２畅５（ ｃ）所示。 请注意，这个曲线的性态与结合能曲线 （E Ｂ ／A对 A） 定性上类
似。 因此我们有结论：对于较小的原子核，结合能曲线的形状由吸引性逐渐增强
的强的核力决定；但对于较大的原子核，核力逐渐达到饱和，曲线最终由弱的但持
续增加的排斥性库仑力主导。 结果是很轻和很重的元素的结合能比中等质量元
素的要弱。 这就解释了为什么原子质量谱两端的原子发生核反应产能是最有
效的。

2畅6　本章总结
化石燃料燃烧过程中发生的化学反应与反应分子的电子结构的重新排布有关，

但每种元素的化学性质保持不变。 化学反应由电磁力支配，每次反应中每个原子所
释放的能量在几分之一个 ｅＶ 量级。 而核反应与原子核内部核子的裂解或聚合有
关，核反应使得最初的燃料元素转变为新的化学元素。 在这些反应中，核力占主
导，所释放能量的典型值为每次反应每个核子产能兆电子伏。 所以，核反应每次释
放的能量通常是化学反应的百万倍。

核反应主要有两种：裂变和聚变。 裂变主要发生在重元素情形下，尤其是 ２３５
９２ Ｕ。

在这些反应中，裂变由慢中子触发，每次反应平均产生 ２畅４ 个新的中子。 由此形成
链式反应，使得反应可以持续自持地进行。

但中子不能有效地触发轻元素的聚变反应，因为聚变反应堆的运行要消耗中子
而不是产生中子。 所以，聚变反应改由两个带正电的原子核直接相互作用。 由于反
应要克服库仑排斥力的阻碍，所以聚变反应的发生要比裂变反应困难得多。 因为不
存在链式反应，所以为使反应能够持续进行，就必须不断加入新的燃料。 最容易发
生的聚变反应是 Ｄ唱Ｔ 反应，反应释放出 １７畅６ ＭｅＶ 的能量，其中，中子占 １４畅１ ＭｅＶ，
α粒子占 ３畅５ ＭｅＶ。 目前，国际上聚变能研究都集中在 Ｄ唱Ｔ 反应上，因为这一反应
很容易触发，这远比氚的增殖问题要重要。
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参考书目

第 ２ 章的大部分内容多年来早已为人们所熟知。 许多关于内容的稍许不同的
理解可以在下面的参考书中找到，这些书都集中探讨了聚变能。
聚变反应

习　题
2畅1　考虑完全“催化的 Ｄ唱Ｄ”聚变反应所释放的能量。 在这个过程中，由单纯的 Ｄ唱Ｄ反应产生的
３Ｈｅ和氚又与其他氘原子发生核反应，最后只留下 α粒子、质子和中子。 计算当完全燃烧时每个
氘核释放的平均能量，并与单纯的 Ｄ唱Ｄ反应进行比较。
2畅2　计算下列各种燃料所包含的能量。 答案均以焦耳为单位。

①一桶煤（２００ ｌｂ） １） ，其中，１ ｌｂ煤所包含的热量相当于 １畅３ ×１０４ ＢＴＵ２） 。
② ５０ ｇａｌ汽油，其中，１ ｇａｌ所包含的热量相当于 ３ ×１０７ ｃａｌ３） 。
③ ５０ ｇａｌ海水———完全催化的 Ｄ唱Ｄ反应。
④ ２５ ｇａｌ海水加上等量氚的 Ｄ唱Ｔ反应。
⑤一桶铀矿石（４０００ ｌｂ） （矿石中只有 ０畅２％是铀，其中 ０畅７％的铀是 ２３５

９２ Ｕ），一个 ２３５
９２ Ｕ原子核

裂度释放的能量约为 ２００ ＭｅＶ。
⑥一年中每天一个巧克力圣代冰淇淋，一个圣代产生的热量相当于 ５００ ｃａｌ。

2畅3　一些学聚变工程的学生决定假期开车从波士顿到劳德代尔堡旅行，两地相距 １５００ ｍｉ。 学生
们驾驶的是新型的聚变能汽车，燃烧采用完全催化的 Ｄ唱Ｄ反应进行。 如果海水中有 ０畅０１５３％的
原子是氘原子，那么需要多少加仑的海水？ 比较一下，如果平均每行驶 ２５ ｍｉ消耗 １ ｇａｌ汽油，那
需要多少加仑汽油？
2畅4　Ｄ唱Ｄ反应较 Ｄ唱Ｔ反应的一个优点是带电粒子携带更多的能量。 假设 Ｄ唱Ｄ反应的两个分支

１） １ ｌｂ ＝０．４５３ ５９ ｋｇ。 ———译者
２） １ ＢＴＵ ＝２５１．９９６ ｃａｌ。 ———译者
３） １ ｃａｌ ＝４．１８４ Ｊ。 ———译者

有相等的发生概率，且氚核完全燃烧，而 ３Ｈｅ 在与氘反应之前就已逃逸，试计算带电粒子携带的

13习　题　



能量。 并与 Ｄ唱Ｔ反应结果进行比较。
2畅5　给出推导的代数步骤，证明式（２畅２５）和式（２畅２７）。
2畅6　为了测试核力模型对结合能曲线形状的敏感性，利用下述中心力重新推导式（２畅２７）：

　　 F（Ｎ）
ｊ ＝－ １

４πε０ r２ｃ
ｃｏｓｅｃｈ２ r２

r２ｃ
eＲ

和正文中一样 r ｃ ＝ k r０ ， 改变 k 使得结合能曲线对于铁达到最大 。 推导过程中可能会有数值计算。 将结果与
正文中的结果进行比较 。
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第 3 章　聚变功率的产生
3畅1　引　言
物理学定律已经证明，每次核聚变反应发生都会释放大量的动能。 在第 ３ 章至

第 ５ 章中，我们将着力分析并讨论在什么条件下这种能量可以转化为人类社会可以
利用的能源，例如，发电或产氢。 我们的思路是，从最终目标出发，以回溯的方式来
展开论述。 聚变的吸引力最终取决于设计出实用的、经济性好的反应堆，它应有良
好的功率平衡，即 P ｏｕｔ ＞＞ P ｉｎ。 为此已提出了两种性质不同的聚变概念：磁约束聚变
和惯性约束聚变。 本书集中讨论磁约束聚变。

第 ３ 章至第 ５ 章的目的是要提出一种简单的磁约束聚变堆的设计。 为此我
们需要有磁约束聚变系统下的宏观功率平衡的知识基础，因此，第 ４ 章将讨论功
率平衡问题。 可以预料，这一分析将涉及很多与能量来源和消耗有关的物理现
象。 大部分这类现象我们都很熟悉，包括热传导、对流和压缩等，但对于核聚变反
应产生的宏观能量我们可能就不是很在行了，而它们却明显是聚变系统中最重要
的部分。 类似地，我们对库仑相互作用引起的带电粒子的库仑辐射损失可能也不
是很熟悉。 因此，第 ３ 章就先来讨论聚变功率的产生和辐射损失问题，它是讨论
功率平衡的基础。

本章将从聚变功率的计算开始。 我们先引入一些微观量：截面、平均自由程和
碰撞频率。 这些量有效地确定了给定的 Ｄ唱Ｔ 混合燃料触发聚变反应的概率。 然后
通过反应速率的概念从微观世界过渡到宏观世界。 这对于计算反应堆宏观体积的
Ｄ唱Ｔ燃料产生的总功率来说是必需的。

接下来计算辐射造成的功率损失。 这种损失被称为轫致辐射损失，是由带电粒
子间的库仑相互作用引起的。 我们给出一种简单的启发性推导来得到正确的、带有
半定量精确定标系数的密度和温度的标定关系。

如上所述，有关聚变功率的产生和辐射损失的知识对于确定磁约束聚变堆的总
体功率平衡至关重要。



3畅2　截面、平均自由程和碰撞频率的概念
计算 Ｄ唱Ｔ 聚变反应产能的第一步是研究原子核碰撞的基本微观物理过程。 一

旦掌握了这些知识，就可以相对直接地过渡到宏观尺度来确定磁约束聚变堆产生的
能量。 这些微观概念是截面、平均自由程和碰撞频率。
3畅2畅1　截　面

截面定量描述了一对氘氚原子核发生聚变反应的概率。 具体来看，假设氚核
静止，氘核以速度 v 向它运动，如图 ３畅１ 所示。 我们把氚核当做靶粒子而将氘核
看作入射粒子。 现在想象靶粒子被球对称的力场包围。 与入射粒子运动方向垂
直的环形阴影部分就是截面 σ。 如果入射粒子穿过 σ区域，那么靶粒子施加在它
上面的力将足够强，从而发生核反应。 显然，这种相互作用可以称为“碰撞” 。 反
之，如果入射粒子没有穿过 σ区域，那么它受到靶粒子的作用力就很弱，将不会
发生碰撞。

图 3畅1　“硬球”碰撞的截面区域σ
尽管截面的概念很简单，但是要确定 σ的大小、它与 v 的函数关系以及它的

几何形状却并不容易，这主要取决于粒子间相互作用力的本质。 支配聚变反应的
短程核力使我们预料到并确实发现，截面大小在原子核直径的量级。 核力的短程
本质还说明了在这个范围之外穿过的入射粒子受到的相互作用极弱，不足以产生
聚变。 因此，图 ３畅１所示的发生碰撞的清晰界限给出了原子核碰撞的合理近似。
这里的截面通常是指“硬球”截面。 不难想象，截面的实际行为远比这复杂，一般
来说需要通过实验来确定。 以后我们会简要说明实际的聚变截面，眼下假设 σ
是一种与 v 和几何形状无关的、可用硬球碰撞来表征的已知常量已足够用了，以
后这些假设将去掉。
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3畅2畅2　平均自由程
直观上看，σ的值与发生聚变碰撞的概率相关。 大的 σ意味着靶粒子大，因

此，触发碰撞相对较容易，或者说概率相对较高。 小的 σ表示靶粒子小，较难发
生碰撞，即概率较低。 截面 σ与碰撞概率之间是通过“平均自由程”这个概念联
系起来的。

为了理解这个概念，考虑一定体积的靶粒子，体积的宽度为 ｄx，宏观截面面积
为 A，如图 ３畅２ 所示，故体积 V ＝Aｄx。 假设靶粒子的数密度由 n１ 表示，则体积内总
的粒子数为 N１ ＝n１ V ＝n１ Aｄx。

图 3畅2　靶粒子的体积
（每个靶粒子占据截面积为σ的区域）

每个靶粒子占据的面积为 σ，在此之内入射的粒子将与之发生碰撞。 现在假
设靶的密度足够低，截面足够小，从入射粒子的角度来说，这些截面 σ不互相重
叠。 这对于包括聚变等离子体在内的大部分材料是一个很好的近似，因为原子核
的有效体积只占据很小的部分。 在此近似下，靶粒子占据总面积的比例 ｄF 可以
写成：

　　 ｄF ＝σN１
A ＝σn１Aｄx

A ＝σn１ ｄx （３畅１）
ｄF 的值可以理解为一个入射粒子穿越 ｄx 距离过程中发生核碰撞的概率。 相应
地，量

　　 ｄFｄx ＝σn１ （３畅２）
是单位长度上发生核碰撞的概率。
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这个概率可以用来计算所谓平均自由程 λｍ 这个很有用的量。 计算过程如
下：假设入射粒子不止一个，而是很多，数密度为 n２ ， 全都以速度 v 接近靶，如图
３畅３ 所示。 入射粒子通量 Γ定义为单位时间内、单位面积上穿过区域 A 的总的粒
子数：

图 3畅3　以速度为 v撞击一定体积静止靶粒子的入射粒子通量
　　 Γ＝ N２

Aｄt ＝
n２ Avｄt
Aｄt ＝n２ v （３畅３）

设 ｄγ为这个通量里粒子移动 ｄx ＝vｄt距离过程中发生核碰撞的那部分通量，则有
　　 ｄγ＝ｄFΓ＝σn１ Γｄx （３畅４）
相应地，量 －ｄγ等于粒子总通量里经过 ｄx距离后没有发生一次碰撞的粒子通量

的减少，即 －ｄγ＝Γ x ＋ｄx －Γ x ＝ｄΓ。因此，未发生碰撞的通量变化可以写成：
　　 ｄΓ＝ －σn１ Γｄx （３畅５）

这是一个简单的常微分方程，它描述了入射通量的空间演化。 通过合理的假设，σ
和 n１ 在我们关心的长度范围内近似为常量，因此式（３畅５）很容易积分，得到：

　　 Γ＝Γ０ ｅ－x／λｍ （３畅６）
其中λｍ ＝１／n１σ被称为平均自由程。 平均自由程概念可以用两种方式来理解。 首
先，它清楚地给出了入射通量未发生碰撞的特征指数衰减长度；其次，它还可以理
解为入射粒子在发生碰撞前行进的平均距离。 注意， λｍ 与 n１ ，σ二者成反比。 这使
我们直观地认识到，高的靶粒子密度和／或大的截面意味着入射粒子无需行进太远
就能够发生碰撞。
3畅2畅3　碰撞频率

最后我们考察碰撞频率 νｍ 和它的倒数 τｍ ———平均碰撞时间，通常简称为碰撞
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时间。 它们的定义说明如下，前述分析已经说明了典型入射粒子在发生碰撞前行进
距离为 λｍ 。 如果粒子以速度 v 运动，则碰撞前的相应时间为：

　　 τｍ ＝λｍ
v ＝ １

n１ σv （３畅７）
碰撞频率定义为碰撞时间的倒数：

　　 νｍ ＝ １
τｍ ＝n１ σv （３畅８）

物理上说就是平均每秒有 νｍ 个粒子发生核碰撞。 很明显，对于核相互作用，一
个入射粒子只能经历一次碰撞，之后该粒子将不再以原来的形式存在。 但同时存在
的还有许多其他种类的碰撞，特别是带电粒子之间的库仑碰撞，同一粒子可以不断
碰撞而不改变自身的特征。 对于这些多次相互作用，量 νｍ 仍可以理解为单个粒子
每秒发生的平均碰撞数。

截面、平均自由程、碰撞时间和碰撞频率的概念在等离子体物理和聚变能的各个方
面有着广泛的应用，本书中也会不时出现。 从计算聚变能产生的角度说，碰撞频率正比
于συ，它反映了每秒的碰撞数，且能很好地衡量产生所需的 Ｄ唱Ｔ反应的难易程度。

3畅3　反应速率
3畅3畅1　硬球反应速率

刚才讨论的概念涉及的是单个粒子间核碰撞的微观物理。 聚变反应堆产能计
算的下一步将由微观世界转到宏观世界。 我们引入反应速率 R１２的概念，它决定了
单位体积、单位时间内的聚变碰撞次数。 一旦 R１２的值已知，那么就可以直接计算单
位体积产生的聚变功率。

我们还是用硬球碰撞来模拟，这样反应速率的计算将很容易。 首先，注意到在
ｄt ＝ｄx／v时间内，将有 n２ Aｄx 个入射粒子通过靶区域。 这其中发生碰撞的数目由
ｄF（ n２ Aｄx） 给出。 反应速率是单位体积、单位时间内发生碰撞的粒子数———每立方
米每秒的碰撞数。 因此，

　　 R１２ ＝ｄF n２ A ｄxA ｄx ｄt ＝σn１ n２ ｄxｄt ＝n１ n２ σv （３畅９）
现在可以很容易算出聚变功率密度。 如果每次核碰撞产生能量 E ｆ， 那么单位

体积每秒产生的总能量就是 E ｆR１２ 。 这个量等于以瓦特每立方米（Ｗ／ｍ３ ）为单位的
聚变功率密度，可以写成：
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　　 S ｆ ＝E ｆ n１ n２ σv　（Ｗ／ｍ３ ） （３畅１０）
这就是所需的表达式。 应当强调的是，式（３畅１０）中的能量 E ｆ 对应于总聚变能、α粒
子能量和中子能量，具体意义取决于能量密度计算的背景。 这种区分很明确也很重
要，下一章我们将详细讨论。 最后应该记住的是，式（３畅１０）只是概念上正确，因为
它采用的是硬球碰撞模型，显然太过简化了。
3畅3畅2　包含各种速度的反应速率

1．分布函数
首先，我们将反应速率概念推广到考虑靶粒子和入射粒子的速度都具有随机分

布的情形。 也就是说，不是所有的靶粒子都静止，也不是所有的入射粒子都以相同
的速度 v运动。 这种推广可通过引入高级密度函数来实现。 这个函数除了具有简
单的粒子数密度 n 的意义之外，还包含了粒子很多其他信息。 这个高级函数被称为
分布函数，用符号 f表示。

为了理解 n 和 f之间的区别，考虑物理空间下的一个小立方体元 ｄr ＝ｄxｄyｄz。这
个体积内在给定时刻的总粒子数是 n（r，t）ｄr，它包括所有粒子，不论其速度大小。 假
设现在我们想知道的是这个体积内某一特定速度范围内的特定子类粒子的总数目。
具体说就是，假设这个子类定义为运动速度在范围 vx ～vx ＋ｄvx，vy ～vy ＋ｄvy，vz ～
vz ＋ｄvz 之间的粒子。 分布函数是在由三维物理体积 ｄr 概念推广得到，在六维相空间
体积 ｄrｄv上定义的，其中 ｄv ＝ｄvxｄvyｄvz。分布函数是数密度的推广。 在某个给定时
刻，六维相空间体积元内的粒子（即那些位于以 r 为中心的物理体积 ｄr 内，速度以 v
为中心，范围在 ｄv 内的粒子）总数就是密度乘以相体积元的结果，即 f（ r，v，t）ｄrｄv。

很明显 f比 n 包含更多的信息。 事实上，n 可以很容易地由 f 得到。 如果对于
给定的 r 对所有速度求和（即积分），就可以得到物理体积 ｄr 内包含所有粒子速度
的粒子总数。 把这个数除以体积 ｄr 就得到 n，即单位体积内的粒子数。

　　 n（ r，t） ＝ｄxｄyｄz∫fｄvxｄv yｄv zｄxｄyｄz ＝∫f ｄv （３畅１１）
注意，虽然 ｄr和 ｄv 是微分量，即都是小量，在感兴趣的长度和速度上的变化可以忽
略，但它们仍然包含足够多的粒子数目，所以采用统计学解释是有意义的。

类似地，如果希望计算以 r为中心的体积 ｄr 内所有粒子的平均速度 u，做法是
选择一个速度 v，并乘以以这个速度 v 运动的粒子数，然后对所有可能的 v 值求和
（即积分），最后再除以 ｄr内的总粒子数：

　　 u（ r，t） ＝ｄr∫vfｄvnｄr ＝ １
n∫vfｄv （３畅１２）
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事实上，任意一个量 W的平均值都可以按如下公式通过计算分布函数加权平均来得到：
　　 枙W枛 ＝ １

n∫W f ｄv （３畅１３）
2．反应速率的第一次推广
通过下述简单步骤我们可以将反应速率 R１２ ＝n１ n２ σv推广到包含速度分布的

情形。 首先，密度 n１ 和 n２ 需要代换为 f１ （ r，v１ ，t）ｄv１ 和 f２ （ r，v２ ，t）ｄv２ ；其次，既然
“靶”粒子和“入射”粒子的选取是任意的，那么 R１２ 表达式中的速度 v实际上表示两
个粒子的相对速度，即 v ＝ v２ －v１ ；最后，需要把截面看成相对速度的函数。 例
如，在 Ｄ唱Ｔ 碰撞中，如果两个粒子间的相对速度很小，则库仑排斥力会使轨道强烈
偏转以避免两个粒子靠得太近。 换言之，对于小的相对速度，截面对于核碰撞来说
将会非常非常小。 当相对速度增加时，库仑排斥力的效果减弱，截面将随之增加。
因此，截面通常是相对速度的函数，即 σ＝σ v２ －v１ 。 结合这些修正，得到下面
所示的反应速率的推广：

　　 R１２ ＝∫f１ v１ f２ v２ σ v２ －v１ v２ －v１ ｄv１ ｄv２

＝n１ n２ 枙σv枛 （３畅１４）
这里，第二个等号表达式用了 W 的定义式（３畅１３）。 最后，注意到对于同种粒子碰撞有：

R１１ ＝ １
２∫f１ v１ f１ v２ σ v２ －v１ v２ －v１ ｄv１ ｄv２

＝ １
２ n

２
１ 枙σv枛 （３畅１５）

出现系数 １ ／２ 是因为当对两个速度 v１ ，v２ 积分时，每次碰撞都累计了两次。
3．反应速率的第二次推广
刚才给出的反应速率表达式在计算由短程核碰撞产生的聚变能时很有用，每次

碰撞产生相同的能量 E ｆ。 换言之，式（３畅１０）的推广可以写成：
　　 S ｆ ＝E ｆ n１ n２ 枙σv枛 （３畅１６）

第二次推广适用于这样的情形：相互作用力的本质是长程力，并且粒子待求的量取决于
相对速度和碰撞的几何特征。 这是典型的库仑碰撞，它在聚变物理学中是很重要的。

为了便于理解，考虑电子（入射粒子）与氘核（靶粒子）的库仑相互作用，如图 ３畅４ 所
示。 注意到轨道的几何特征由“碰撞参数 b”表征。 具体来说就是，假设我们只考虑电子
与氘核相互作用前后在 z方向的动量变化Δm vz。对于库仑碰撞， Δm vz 的角色类似于
核碰撞情形下的 E ｆ。直观上看，对于固定的 b值，由于电子移动得非常快，因此氘核对电
子轨道的扰动非常小，相互作用的时间很短。 b 值相同但速度较慢的电子，其轨道
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偏转得较大。 这意味着 Δm v z 是相对速度 v 的函数。 同样，速度 v相同但 b 值不同
的两个电子将有不同的轨道偏转。 因为距离越远，库仑力越弱，较大 b 值的电子偏
转程度较小。 所以， Δm v z 也是碰撞参数 b 的函数。 因此对于库仑碰撞，先计算反
应速率再对速度积分，然后乘以动量改变 Δm v ｚ 的做法是不正确的，因为 Δm v z 本
身就是速度的函数。 它应该置于积分号下，成为积分的一部分。

图 3畅4　速度为 v，碰撞参数为 b的电子与静止的氘核“碰撞”
库仑碰撞的第二个要解决的问题是碰撞参数 b 以及它与截面的关系。 因为库

仑力的长程性质，某种程度上说截面似乎是无穷大。 所有粒子，无论其 b 和 v 如何，
都将受到库仑力的作用。 困难之处在于如何将“无限大”的截面分割成一系列面积
为 ｄσ＝２πbｄb的截面环微元，如图 ３畅５ 所示。 对 ０ ＜b ＜∞ 范围内的所有碰撞参
数值进行 ｄσ积分，总面积确实是无穷大。 然而，由于Δmvz 是 b 的函数，且随 b 增大
而减小，因此在被积函数中，微元截面带有减函数 b 的权重，当对 b 积分时，总的积
分依然是有限的

１ ） 。 注意到 ｄσ与 v 无关，因为对于任何给定 b 值的粒子，不论速度
是多少，都将通过一个微元环。

１） 实际情况更复杂 。 即使考虑到截面的加权 ，但在进行有限范围 ０ ＜b ＜bｍａｘ 积分时 ，库仑碰撞情形下仍
然有弱的对数发散的问题 。 这个问题将在第 ９ 章详细讨论 。 眼下我们只需假设积分仍然是有限的即可 。

图 3畅5　微元截面 （ｄσ＝２πb ｄb） 的示意图
我们可以按下述做法将反应速率概念推广应用于长程力场的行为。 用微分截

面 ｄσ＝２πbｄb替代截面σ，现在需要再对 b 进行积分。 下一步，假设用物理量 W ＝
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W（ v，b） 来刻画碰撞，其中， v ＝ v２ －v１ 。 这个量可以是单次碰撞引起的 z 方向的
动量变化量，也可以是动能或碰撞辐射引起的能量损失的改变量。 换言之，W 表示
的是单个粒子在单次碰撞后该物理量的改变量。 这个量的相应的宏观改变量记为
w，它表示单位时间单位体积内该量的改变。 广义的反应速率允许我们在假设 W 和
分布函数已知的情形下计算 w。 二者的关系是：

　　 w ＝２π∫W v，b f１ v１ ｆ２ v２ vb ｄb ｄv１ ｄv２ （３畅１７）
注意，取 W ＝E ｆH b０ －b ，其中，H 是赫维赛德函数， b２０ ＝σ（ v） ／π。 上述表达

式即简化为核反应的短程碰撞形式。

3畅4　分布函数、聚变截面、聚变功率密度
经过很长的讨论，我们得到了一个合适的公式（３畅１６），它使我们至少从概念上

能够估计反应堆的聚变功率密度。 但实际上要进行这个计算，还需要具备分布函数
和截面的详细知识，下面我们就来进行这方面的研究。
3畅4畅1　分布函数

第 ９ 章将说明，库仑截面比 Ｄ唱Ｔ聚变截面大得多。 这意味着随机的库仑碰撞将
在远比核聚变碰撞时间尺度短的时间内使粒子分布函数弛豫到热力学平衡分布。
此外，由统计力学可知，热力学平衡是由麦克斯韦分布函数描述的。 具体来说就
是，假定氘和氚的分布函数为：

　　 f j（ r，v，t） ＝n j m j
２πT j

３ ／２
e－m j v２／２ T j （３畅１８）

其中，j表示氘或氚； n（ r，t），T（ r，t） 分别是数密度和温度； v２ ＝v２x ＋v２y ＋v２z 。 这些分
布函数将用来计算聚变功率。
3畅4畅2　聚变截面和能量密度

聚变截面的推导可分几步来进行。 首先，我们用硬球模型来简单估算一下。 然
后试着单纯地用经典物理学来研究 σ对库仑碰撞速度的依赖关系。 结果证明，这
种估算相当悲观，于是我们再考虑加入核的量子力学效应来做第三种计算。 尽管截
面最终要由实验测量来确定，但这个量子模型是准确的。

1．硬球截面
硬球截面假设每个参与碰撞的粒子的行为像一个撞球，如图 ３畅６ 所示。 每个粒

子的直径假定为原子核直径，即 d ≈ ５ ×１０ －１５ｍ。 这一图像表明，截面面积 σ＝
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πd２ 。 原子核截面的常用单位为靶恩（ ｂ），１ 靶恩（ ｂ） ＝１０ －２８ｍ２ 。 因此，硬球模型预
测的聚变截面为：

　　 σ＝πd２ ≈ ０畅８ ×１０ －２８ｍ２ ≈ １ ｂ （３畅１９）
这是对 σ的合理估计，但它没有考虑到库仑力的排斥作用会使慢粒子不经历核碰
撞的事实。 下面我们就先来纠正这个缺点。

图 3畅6　硬球模型碰撞截面 （σ＝πd２）
2．经典截面
经典模型尝试将经典物理学和硬球模型结合起来，通过考虑库仑排斥力和吸引

性核力之间的竞争来确定 σ对速度的依赖关系，这种思路很明白。 假设氘核以速
度 v 直接朝静止的氚核运动。 图 ３畅７ 显示了实验室系下和质心系下的这种运动。
为了形成硬球碰撞，能量守恒要求，在质心系下，氘与氚在相距很远时的初始动能
应超过它们相互接触时粒子表面的库仑势能。 如果不是这样，氘氚将在它们发生碰
撞之前被排斥开。 数学上，当满足下式时将发生碰撞：

　　 mＤ２
mＴ

mＤ ＋mＴ v
２ ＋m Ｔ２

mＴ
mＤ ＋mＴ v

２ ≥ e２
４πε０ d

（３畅２０）
式（３畅２０）可以简化为：

　　 １
２ m ｒ v

２ ≥ e２
４πε０ d

（３畅２１）
其中 m ｒ ＝mＤmＴ ／（mＤ ＋mＴ ） 是约化质量。 如果代入 d ＝５ ×１０ －１５ｍ，并定义质心动
能 K ｃｍ ＝m ｒ v２ ／２， 那么发生碰撞的条件简化为：

　　 K ｃｍ ≥ ２８８　（ｋｅＶ） （３畅２２）
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图 3畅7　不同参照系下的 Ｄ唱Ｔ碰撞图像
σ对 v或对 K ｃｍ 的依赖关系的经典图像如图 ３畅８ 所示。 主要特征是在２８８ ｋｅＶ

处有很高的势垒，任何较低能量的粒子都将不会经历核聚变碰撞。 与实际情况相
比，这个结果甚为悲观。

图 3畅8　经典相互作用图像下 Ｄ唱Ｔ截面作为能量的函数
3．核的量子力学效应
正确的聚变碰撞截面必须包含核的量子力学效应，这是因为核相互作用最强烈

的区域是在原子核线度的尺度上。 在如此小的尺度上，经典物理学已不再适用，需
要考虑量子力学效应。

原子核长度尺度上最重要的效应是核既表现出粒子性，又表现出波的特性。 这
种波特性使我们必须在简单经典硬球模型基础上引入三点量子修正。 第一，在量子
力学起作用的地方，隧道效应开始显现。 隧道效应的一个简单例子是声波在吸声材
料表面的反射。 即使这种吸声材料对声波完全无损耗，但声波仍然可以穿透材料内
部一定深度，尽管幅度呈指数形式衰减。 如果吸声材料足够薄，那么声能将会出现
在它的背面，也就是说材料被能量“隧穿”了。 从截面的角度说，“隧穿”相当于势垒
穿透。 换句话说，即使动能低于库仑势垒，也仍然会发生一定的相互作用。 ２８８ ｋｅＶ
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并不是很高的截止能量。 直观上看，动能越低于截止能量，相互作用的概率也越低。
波动效应引起的第二点修正是，在原子核的距离上，两个原子核实际上可以相

互穿越。 原子核的相互作用可以看成两支密切耦合的波的相互作用。 粒子（波）的
相对速度越大（即 K ｃｍ ＞＞ ２２８ ｋｅＶ） ，那么这种紧密耦合相互作用的时间就越短，从而
聚变碰撞的概率也就越低。 所以，随着相对速度的增加，聚变截面将很快减小。

波动效应引起的最后一项修正是共振的概率。 在一定几何位形和相对速度的
条件下，两个碰撞原子核的结合势能可以产生共振。 结果是在这种条件下，核反应
的概率将增加，因此截面也相应增大。 这正是 Ｄ唱Ｔ 相互作用的情形。

图 ３畅９ 简要图示了这三项波动修正，并与经典图像进行了比较。 实际聚变反应
的截面是由实验确定的，通常是让一束单能粒子（在这里是氘原子）射向静止的靶。
图 ３畅１０ 绘出了三种主要聚变反应的实验截面对氘原子能量（不是相对论性质的能
量）的函数曲线。 可以看出，三条曲线都表现出图 ３畅９ 所示的量子行为。 我们还看
到，Ｄ唱Ｔ截面在 KＤ ≈ １２０ ｋｅＶ 时有一个约为 ５ ｂ（靶恩）的峰。 就截面大小来说，与
Ｄ唱Ｄ 反应或 Ｄ唱３Ｈｅ 反应相比，Ｄ唱Ｔ 反应很明显更加优越。 具体比较表明，在 KＤ ＝
２０ ｋｅＶ 时，σＤＴ ≈ １００ σＤＤ 。 以后我们会知道，这个值是聚变反应堆的典型值。 作为
比较的最后一点，这里顺便指出，裂变反应的热中子（即 K ｎ ≈０畅０２５ ｋｅＶ） 与 ２３５Ｕ碰
撞截面约为 ６００ ｂ（靶恩）。 因此单就截面而言，裂变远比聚变有优势。

图 3畅9　原子核截面的量子力学修正

图 3畅10　实验测得的 Ｄ唱Ｔ反应、Ｄ唱Ｈｅ３ 反应和 Ｄ唱Ｄ反应的截面与氘原子能量
KＤ ＝mＤυ２

Ｄ／２ 的函数关系（Ｇｌａｓｓｔｏｎｅ Ｓ， Ｌｏｖｅｂｅｒｇ Ｒ．Ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄ Ｔｈｅｒｍｏｎｕｃｌｅａｒ Ｒｅａｃｔｉｏｎ．
Ｎｅｗ Ｙｏｒｋ： Ｒｏｂｅｒｔ Ｅ．Ｋｒｉｅｇａｒ Ｐｕｂｌｉｓｈｉｎｇ，１９７５．）
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假设 σ（ v） 已知，那么原则上直接由式（３畅１４）就可计算反应速率。 目前已利用
等温麦克斯韦分布函数对主要的聚变反应进行了数值计算，结果 （ 枙σv枛 对温度 T
的曲线）如图 ３畅１１ 所示。 我们看到，对于 Ｄ唱Ｔ 反应，在温度为 ７０ ｋｅＶ 时有峰值
９ ×１０ －２２ｍ３ ／ｓ， 因此知道了 枙σv枛 ， 可以很容易由式（３畅１６）计算聚变功率密度，此
处为了方便，我们将这一公式复述如下：

　　 S ｆ ＝E ｆ n１ n２ 枙σv枛 （３畅２３）

图 3畅11　Ｄ唱Ｔ，Ｄ唱３Ｈｅ和 Ｄ唱Ｄ聚变反应的速度平均截面（即枙σv枛 ＝Rij ／ni n j ）与温度的函数关系
现在考虑 Ｄ唱Ｔ 反应中氘氚的最佳比例问题。 为此，令 n１ ＝nＤ ， n２ ＝nＴ 。注意到

总体电中性条件要求燃料 nｅ 中的总电子数必须与所有正电荷的总和相等，即 nＤ ＋
nＴ ＝n ｅ （假设α粒子很少）。 定义 k 为氘所占的比重，由此可以写成 nＤ ＝knｅ， nＴ ＝
１ －k nｅ， nＤ· nＴ ＝k １ －k n２ｅ 。当 k ＝１

２ 时，有最大值 nＤ· nＴ ＝１
４ n

２
ｅ 。因此，混

合燃料的最佳混合是氘氚各占一半，这样，我们就得到了聚变功率密度的最终表
达式：

　　 S ｆ ＝ １
４ E ｆ n

２
ｅ 枙σv枛 （３畅２４）

式（３畅２４）反映了在聚变系统中总体功率平衡最主要的能量来源。
4．关于聚变功率产生的一些说明
值得进一步指出的是，利用低能情形下 σ的分析模型可以得到枙σv枛 的解析近

似值。 由于精确的枙σv枛 曲线已经由图 ３畅１１ 给出，因此这一推导对于当前的讨论
来说不是必要的。 但读者可能对枙σv枛 是怎么从头到尾计算出来的感兴趣。 另外，
这一推导过程对本章末一些习题也有帮助。 由于推导过程冗长且对当前讨论的继
续不必要，因此我们将它放在附录 Ａ 中给出。

另外补充两点：第一，触发聚变反应的所需粒子能量为 ７０ ｋｅＶ 量级，这超出电

543畅4　分布函数、聚变截面、聚变功率密度　



离势能的 １０００ 多倍，结论是燃烧的 Ｄ唱Ｔ 燃料是完全电离的气体，往后称为等离子
体；第二，不久我们将给出，库仑碰撞与能量平衡的要求导致最佳反应温度为 １５
ｋｅＶ 量级，远低于枙σv枛 曲线的 ７０ ｋｅＶ 的最大值，这说明对于库仑碰撞引起的麦克
斯韦分布函数，绝大多数的聚变反应是由位于分布函数末端的粒子发生的。

3畅5　辐射损失
3畅5畅1　辐射损失概况

影响聚变反应堆能量平衡的一种重要的能量损失机制是由辐射引起的。 事实
上，辐射损失有这几种类型：由杂质引起的线辐射、由粒子在磁场中运动引起的回
旋辐射和库仑碰撞引起的轫致辐射。 这其中致轫辐射造成的损失最大。 因此这一
小节我们集中讨论如何计算这些损失，这个问题在聚变堆里是不可忽略也是不可避
免的。

计算采用式（３畅１７）给出的反应速率的一般形式。 为方便起见，这里复述如下：
　　 w ＝２π∫W（ v，b） f１ （ v１ ） f２ （ v２ ） v b ｄb ｄv１ ｄv２ （３畅２５）
回想一下，在式（３畅２５）中，W 是每个粒子每次碰撞引起的微观改变量。 在当前

的情况下，W 是指一次库仑碰撞中每个粒子的辐射能量损失。 产生这个损失的原
因是带电粒子在做加速运动时要辐射能量。 一个无加速的带电粒子以一定速度直
线运动，当它与另一带电粒子接近时，由于受到库仑相互作用，它将改变运动轨道。
库仑碰撞使粒子从直线轨道偏转。 运动轨道的改变就相当于做加速运动。 在轨道
偏离过程中，带电粒子会因辐射而损失一些能量。

我们先来导出 W 的近似表达式。 一旦 W 已知，可以直接代入式（３畅２５）得到 w
值，即由于库仑碰撞产生的每立方米秒的辐射能量损失。 换句话说， w ＝SＢ ，其中，
SＢ 是轫致辐射功率密度损失，单位是 Ｗ／ｍ３ 。

在实际聚变反应堆情形下，轫致辐射发射的光子在频率上是连续谱，通常在紫
外区或软 Ｘ 射线区。 它们被再吸收的平均自由程是很大的，这表明一旦一个光子
发射出来，它就在系统中消失了。 这就意味着这些损失是不可忽略且不可避免的，
计算过程如下节所述。
3畅5畅2　单位粒子每次库仑碰撞的能量损失 W的计算

在聚变物理学中，库仑碰撞对于理解粒子输运、热输运和辐射损失等现象具有
重要作用。 输运现象由长程、多粒子、小角度偏转碰撞支配，我们将在第 ９ 章给予详
细分析。 与此相反，轫致辐射则由短程、单粒子、大角度偏转碰撞支配。 这个事实
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使我们可以通过设置一系列合理近似来导出辐射损失的简单表达式。 这个表达式
在对密度和温度的依赖关系上有正确的定标律，能半定量地给出精确的定标系数。
值得进一步指出的是，产生轫致辐射的主要原因是电子和离子的碰撞。 详细计算
（不在此赘述）表明，同种粒子的库仑碰撞结果相互抵消，因此不存在辐射损失。

W 的计算需要两步。 首先，计算库仑碰撞过程中的辐射功率 P；其次，近似估计
发生辐射的碰撞时间 Δt。 PΔt即为要得到的量 W，表示每次库仑碰撞引起的辐射损
失能量。

推导过程由作加速运动的带电粒子的辐射能量公式出发。 读者想必对这个来
自电磁辐射理论的著名公式都很熟悉。 那些对此不熟悉的读者可参看附录 Ｂ 给出
的推导，其中包含了对辐射电磁场原理的简单讨论。 非相对论加速电子的辐射功率
公式为：

　　 P ＝μ０ e２ v· ２

６ πc 　（Ｗ） （３畅２６）
其中 v· 是加速度。 现在的任务是把这个方程应用到图 ３畅１２ 所示的库仑碰撞中。

图 3畅12　库仑碰撞的几何关系
在碰撞过程中，电子因受到库仑相互作用力 FＣ 而作加速运动：
　　 v· ＝F Ｃm ｅ ＝ Z e２

４πε０ m ｅ r２ （ t） （３畅２７）
其中 Z 是离子核电荷数。 研究图 ３畅１２ 可以发现，在库仑相互作用时间内， r（ t） 相
当于原始碰撞参数 b，即 r（ t） ≈ b。 在此近似下，

　　 v· ＝F Ｃm ｅ ≈
Z e２

４πε０ m ｅ b２
（３畅２８）
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把式（３畅２８）代入 P 的表达式，得到：
　　 P ＝ Z２ e６

９６π３ ε３
０ c３ m２

ｅ

１
b４
　（Ｗ） （３畅２９）

此处利用了 c２ ＝１／μ０ ε０ 。
下一步是计算电子实际加速的时间间隔 Δt。 如图 ３畅１２ 所示，库仑碰撞表明，

电子在其运动方向与离子的垂直距离约为 b 的时候开始加速，并且一直加速到它离
离子足够远，相互作用力可忽略为止。 由对称性可知，离开后的这个等效距离也是
b，只是在轨道的另一边。 所以当粒子以速度 v 运动时，碰撞时间为：

　　 Δt≈ ２b
v 　（ ｓ） （３畅３０）

现在可以很容易地给出 W 的表达式：
　　 W ≈ PΔt≈ Z２ e６

４８π３ ε３
０ c３m２

ｅ

１
v b３　（ Ｊ） （３畅３１）

这就是我们要得到的表达式。
最后，我们对电子的辐射能量与其初始动能做一比较。 因为强的、大角散射碰

撞的特征是电子在 r ～b 位置的库仑势能与其动能为同一量级，故有：
　　 W

m ｅ v２ ／２ ～ v３
c３

＜＜１ （３畅３２）
也就是说，电子在库仑碰撞过程中辐射的能量只占其初始动能的很小一部分。
3畅5畅3　SB 的计算

计算的下一步是把 W 的表达式代入确定 SＢ 的方程［式（３畅２５）］并算出积分。
考虑到离子的质量远大于电子，因此计算过程可以简化。 也就是说，在相同温度
下：①离子运动比电子慢得多；②在一次碰撞过程中离子轨道的扰动可以忽略不
计。 因此，如果用下标“１”表示电子，下标“２”表示离子，那么粒子的相对速度 v ＝
v１ －v２ ＝ v ｅ －v ｉ ≈ v ｅ 是一个很好的近似。 这一近似将有关离子的项从积分
的被积函数中分离开来。 对离子速度进行积分，得到：

　　∫f ｉ v ｉ ｄv ｉ ＝n ｉ （３畅３３）
对于剩下的电子积分，我们可以再次简化，这是因为相对速度仅取决于 v ｅ。 为

此引入标准球坐标系下的速度变量。 由于被积函数中所有的量都不依赖于角变量，
因此三维速度积分可退化为一维积分。 具体说就是：
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　　 ｄv ｅ ＝ｄvxｄvyｄv z ＝v２ ｓｉｎθ ｄv ｄθ ｄ矱＝４πv２ ｄv （３畅３４）
其中对 θ和 矱的积分得到因子 ４π。 在此简化下，同时代入电子的麦克斯韦分布函
数， SＢ 的表达［式（３畅２５）］可以简化为：

　　 SＢ ＝８π２ n ｉn ｅ Z２ e６

４８π３ ε３
０ c３ m２

ｅ

m ｅ
２πTｅ

３ ／２∫v２ ｅ－m ｅv２／２T ｅ

b２
ｄv ｄb （３畅３５）

现在考虑对碰撞参数 b 的积分。 乍一看，似乎是要对所有的 b 积分 （０ ＜b ＜
∞）， 这将导致积分发散。 发散是因为小的 b 值对应于强的大角度碰撞。 困难在
于，随着 b 越来越小，公式中隐含的发射频率连续性假设将不再成立，因此辐射功率
P 公式不再有效。 这时量子力学效应开始变得重要，辐射只在一些分立的量子化频
率出现。 也就是说，在小的 b 值，辐射功率接近一个有限的常量而不是无限的。 量
子转变的一个简单的近似是把 b 的下限从 b ＝０ 改成 b ＝bｍｉｎ， 这里 bｍｉｎ 对应于量子
力学效应开始显现的转变碰撞参数。 转变在碰撞参数变得小到量子力学不确定性
原理开始起作用时发生。 要避免这个问题相当于要求 ΔxΔp ≥ h／２π。 如果令
Δx 　　

b，Δp 　　
m ｅ v， 于是有：

　　 bｍ ｉｎ ≈ h
２πm ｅ v （３畅３６）

注意：对应于 １ ｋｅＶ 的电子速度， bｍｉｎ 比原子直径还小，即 bｍ ｉｎ（１ ｋｅＶ） ＝６ ×
１０ －１２ ｍ ＜１０ －１０ ｍ。 现在可以直接对 b 积分了：

　　∫∞

bｍｉｎ
ｄb
b２

＝ １
bｍｉｎ

＝２πm ｅ v
h （３畅３７）

将此结果代入式 （３畅３５），得到简单的速度积分，由此很容易得到下面的 SＢ
表达式：

　　 SＢ ＝ ２ １ ／２

６π３ ／２
e６

ε３
０ c３ h m３ ／２

ｅ
Z２ n ｉ n ｅ T１ ／２

ｅ 　（Ｗ／ｍ３ ） （３畅３８）

同时考虑了库仑相互作用和量子力学效应的更精确的计算得到的 SＢ 表达式与
式（３畅３８）完全一样，只是系数数字有所区别。 做下述代换即得到更精确的表达式：

　　 ２ １ ／２

６π３ ／２
　　 ２ １ ／２

３π５ ／２ （３畅３９）

可见只是数值上稍有不同（０畅０４２３ 　　 ０畅０２６９）。 此后，凡涉及轫致辐射的计算，
我们将使用这个更精确的系数。
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3畅5畅4　多离子种类效应
式（３畅３８）表示的是电子与一种离子碰撞的轫致辐射功率。 但在多数情况下，

存在多种离子：氘、氚、α粒子和杂质。 对各种离子情形进行简单求和即可得到总辐
射功率。 通常我们将 SＢ 的和写成含所有离子的“有效电荷” Z ｅ ｆｆ的形式。 Z ｅ ｆｆ 的定义
由体系的总体电中性条件给出：

　　 ∑
j
Z jn j ＝n ｅ （３畅４０）

其中，求和是对于所有离子种类进行。 利用这个关系，定义 Z ｅｆｆ 如下：

　　 Z ｅｆｆ ＝∑
j
Z２
j n j

∑
j
Z jn j

＝∑
j
Z２
j n j

n ｅ
（３畅４１）

对于纯 Ｄ唱Ｔ 等离子体， Z ｅ ｆｆ ＝１。 这样待求的表达式最后可以写成：
　　 SＢ ＝ ２ １ ／２

３π５ ／２
e６

ε３
０ c３ h m３ ／２

ｅ
Z ｅ ｆｆ n２ｅ T１ ／２

ｅ 　（Ｗ／ｍ３ ） （３畅４２）
实用单位下为：

　　SＢ ＝CＢ Z ｅｆｆ n２２０ T１ ／２
ｋ 　（Ｗ／ｍ３ ）

CＢ ＝５畅３５ ×１０ ３ （３畅４３）

我们看到，与聚变功率一样，轫致辐射随密度平方增强，但对温度的依赖关
系较弱。

3畅6　本章总结
第 ３ 章描述了聚变反应堆设计的前几步。 它包含以下计算：①主要加热源和聚

变功率；②重要的能量沉积和轫致辐射。 这些贡献项对评估聚变堆的总体功率平衡
是至关重要的。

聚变功率密度的计算需要引入核物理中的一些微观概念，包括截面、平均自由
程和碰撞时间等。 Ｄ唱Ｔ 反应堆具有最大的聚变截面，在质心动能 １２０ ｋｅＶ 情形下约
为 ５ ｂ（靶恩） 。 需要很大的动能来克服库仑排斥力。 库仑碰撞远比聚变碰撞频繁，
并使等离子体很快弛豫到麦克斯韦分布函数。 将麦克斯韦分布函数和实验测量的
Ｄ唱Ｔ截面结合起来，使我们可以估计作为 T 函数的速度平均截面枙σv枛 。 枙σv枛 的
最大值在 T ＝７０ ｋｅＶ 时约为 ９ ×１０ －２２ ｍ３ ／ｓ。 把这些结果结合起来，得到 ５０％唱５０％
的 Ｄ唱Ｔ 等离子体聚变功率密度的表达式：

05 　第 3章　聚变功率的产生



　　 S ｆ ＝ １
４ E ｆ n

２ 枙σv枛 　（Ｗ／ｍ３ ） （３畅４４）
聚变等离子体最主要的辐射损失源自由电子和离子间的库仑相互作用，即所谓

轫致辐射损失。 这种损失的起因是电子因轨道偏转而经历加速运动。 在这期间，电
子由于辐射而损失能量。 利用广义的反应速率方程得到下述辐射功率密度损失的
表达式：

　　 SＢ ＝ ２ １ ／２

３π５ ／２
e６

ε３
０ c３ h m３ ／２

ｅ
Z ｅ ｆｆ n２ T１ ／２

ｅ 　（Ｗ／ｍ３ ） （３畅４５）

聚变功率和轫致辐射损失均有 n２ 的定标关系。 但是在聚变温度区 （T ＞
１０ ｋｅＶ） ， 聚变功率随 T 的增加要迅速得多。

参考书目

第 ３ 章的内容包含聚变反应的基本原子核物理原理和关于轫致辐射的一个实
例及其简单推导，这些内容早已为人们熟知。 下列参考书目给出了这些内容的早期
阐述，有些比本书给出的更严密更详细。 哈钦森（ Ｉ．Ｈ．Ｈｕｔｃｈｉｎｓｏｎ）对轫致辐射的推
导尤为严密和完备。
1．聚变反应的原子核物理学

2．轫致辐射
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习　题
3畅1　比较不同分布函数下 Ｄ唱Ｔ聚变的反应速率。 作为参考，这里给出在 Ｄ唱Ｔ同温度麦克斯韦分
布下的枙σv枛 的解析近似关系（见 Ｈｉｖｅｌｙ Ｈ Ｍ．Ｃｏｎｖｅｎｉｅｎｔ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｆｏｒｍｓ ｆｏｒ Ｍａｘｗｅｌｌｉａｎ ｒｅａｃｔｉｖ唱
ｉｔｉｅｓ．Ｎｕｃｌｅａｒ Ｆｕｓｉｏｎ，１９７７， １７：８７３）：

　　 枙σv枛 ＝１０－６ ｅｘｐ a－１
Tα
ｉ
＋a０ ＋a１Tｉ ＋a２T ２

ｉ ＋a３T ３
ｉ ＋a４T ４

ｉ 　（ｍ３ ／ｓ）

其中 Tｉ ＝Tｉ（ｋｅＶ），并且有下表：
α a －１ a０ a１ a２ a３ a４

０畅２９３５ －２１畅３８ －２５畅２０ －７畅１０１ ×１０ －２ １畅９３８ ×１０ －４ ４畅９２５ ×１０ －６ －３畅９８４ ×１０ －８

　　①假设 fＴ（v） ＝nＴ δ（v）， fＤ（v） 是麦克斯韦分布，对于 T ＝５ ｋｅＶ，１０ ｋｅＶ，１５ ｋｅＶ，２０ ｋｅＶ等
几种情形，计算枙σv枛 ，并与二者都是麦克斯韦分布的结果进行比较。

②假设 fＴ（v） ＝nＴ δ（v）， fＤ（v） ＝nＤ δ v －v０ ex 。选取 v０ 为 mＤ v２０ ／２ ＝３T／２，对于以下情
况： T ＝５ ｋｅＶ，１０ ｋｅＶ，１５ ｋｅＶ，２０ ｋｅＶ，计算枙σv枛 。 并与二者都是麦克斯韦分布的结果进行比
较。 说明束分布函数对聚变是较好还是较劣？ 并解释理由。
3畅2　在给定的压强下，通过最大化α粒子的功率密度来确定最佳运行温度 Tｐｐ（ ｋｅＶ）。得到表达
式 Sα ＝Cｐｐp２，其中，Sα的单位是瓦特每立方米（Ｗ／ｍ３），p是大气压。 现在考虑密度和压强均为
常量的情形。 利用习题 ３畅１给出的枙σv枛 的表达式，确定最佳温度 Tｎｎ，使得在给定的 n时最大化
Sα，并计算相应的 Sα值 Sα ＝Kｎｎn２ ＝Kｎｎ（p／２Tｎ） ２ ＝Cｎｎ p２。对乘积 n p为常量的情形重复这一计
算，相应的 Sα ＝Kｎｎ n p ＝Kｎｎ p２ ／２ n ＝Cｎｎ p２。比较 Cｎｎ，Cｎｐ和 Cｐｐ的值。 应当指出，通常保持压强
不变在物理上是最有意义的。 但在某些情况下，其他的选择也是可能的。 尽管如此，压强总是受
到宏观不稳定性的制约，这就是为什么通常总是将 Sα写成 Sα ＝C p２。
3畅3　本题研究等离子体分布对α功率密度的影响。 目的是要通过对所有物理量进行一维模型
下的体积平均来得到关于这些平均值的零维模型，其中，密度和温度均为仅随空间位置变化的已
知分布。 具体来说就是，对于圆截面的等离子体，体平均的α功率密度定义为：

　　 Sα ＝ ２
a２∫a０ Eα

４ n２枙σv枛 r ｄr
现在假设密度和温度由下式给出：

　　 n ＝（１ ＋vｎ） n（１ －r２ ／a２） vｎ

　　 T ＝（１ ＋vＴ） T（１ －r２ ／a２） vＴ

其中，n和 T分别是体平均密度和温度。 为了定量确定温度对α功率密度的影响，利用习题 ３畅１ 中
的枙σv枛 ，估计在 vｎ ＝０和０ ≤ vｎ≤４时的 Sα。对每一个 vＴ，求出最佳 T值，使得在给定的平均压强
p ＝２［（１ ＋vｎ）（１ ＋vＴ）／（１ ＋vｎ ＋vＴ）］ n T ＝常量下， Sα达到最大化。 画出最佳 T（ｋｅＶ）和相应的
Sα／p２≡Cp 关于 vＴ 的函数图像，参考点取零维极限 vｎ ＝vＴ ＝０。 为了确定 Sα随密度的变化，对于
vＴ ＝２和 ０≤ vｎ≤４情形重复上面的计算。 说明峰值分布对于最大化 Sα是好，是坏，还是无关紧要？

25 　第 3章　聚变功率的产生



第 4 章　聚变反应堆功率平衡
4畅1　引　言
根据第 ３ 章导出的结果，现在我们可以将所有对聚变反应堆总体功率平衡有贡

献的源和汇集合在一起。 第 ４ 章描述这种功率平衡模型的建立和分析。 我们的目
标是要确定对压强、密度、温度以及对 Ｄ唱Ｔ 燃料的能量约束的定量要求，以便使反
应堆达到有利的总体功率平衡，即 P ｏｕｔ ＞＞ P ｉｎ。

显然，在确定磁约束聚变作为电力来源的可行性方面，功率平衡分析决定了初
始聚变反应的难易。 具体来说，要产生一定程度上稳态的聚变功率，需要在开始时
或不间断地由外部提供多少动力？ 相对于输出功率，所需的输入功率必须足够低才
能保证有大的净功率输出———这是一个动力反应堆的基本要求。

第 ４ 章讨论的磁约束聚变反应堆的基本功率平衡涉及对流体动力学零维形式
能量守恒律的分析。 本章的主题是给出零维能量方程的一般推导过程，接下来是对
零维模型的详细分析，由此导出关于压强、温度、密度和实现良好功率平衡时能量约
束所必须满足的定量条件。 功率平衡约束的知识为第 ５ 章开发简单磁约束聚变反
应堆的设计提供了必要的准备。

4畅2　零维能量守恒关系
本书用来解释聚变等离子体物理行为的方法是基于三维流体模型分析，包括质

量、动量和能量的守恒以及麦克斯韦方程组。 这些方程构成了一组非线性、耦合的
偏微分方程，而且流体方程要求每个不同的种类（如电子、离子、α粒子等）单独有
一套方程组，因此情形变得更加复杂。 此外，对某些聚变现象的准确描述还需要用
到确定实际粒子分布函数这样更复杂的微观物理知识。 当然，微观等离子物理学已
经超出了本书的范围。 但即便如此，完整的三维流体模型的复杂性足以对一个人的
数学技能构成挑战。

就聚变能介绍来说，我们只需要简单模型就够了，由此给出对聚变反应堆总体
功率平衡的概述。 这个简单模型就是零维的能量守恒律。 该模型的概述有助于我
们掌握聚变所需的压强、温度、密度和能量约束等参数区间。



零维模型是通过对完整的三维流体方程进行下述一系列简化和近似而得到的。
首先，我们假定燃料由 ５０％唱５０％的 ＤＴ 混合物组成，α粒子的含量小到可以忽略不
计，这意味着 ２nＤ ＝２nＴ ＝ nｅ≡ n， nα ＜＜ n，这里 n j是第 j 种粒子的数密度；第二，假
设每种燃料成分均有同一温度，即 TＤ ＝TＴ ＝T ｅ≡ T，请注意，虽然 α粒子的数密度
小，但其能量密度（nα Eα）通常并不小，因为 Eα ＞＞ T；第三，假定燃料处于接近热力
学平衡的完全电离的气态等离子体状态，有相应的麦克斯韦分布函数，在这一假定
下，等离子体内部的能量密度以及相应的每个成分 j的粒子压强分别由 U j ＝（３／２）
n j T j和 p j ＝ n j T j给定。 这样，燃料的内部总能量密度和压强很容易计算出来：
U ＝UＤ ＋U Ｔ ＋U ｅ ＝３n T，p ＝pＤ ＋ pＴ ＋ p ｅ ＝２n T。 注意，U ＝（３／２）p。 这些假设
在聚变反应堆里是充分满足的，并可将复杂的多成分模型简化为单一成分的模型。

经过这些简化，我们现在可以写出著名的流体力学能量守恒关系。 这一关系有
几种标准形式，下面给出的是一种我们目前用起来比较方便的形式：

　　 ３
２

矪p
矪t ＋

３
２

Δ· pv ＋p Δ· v ＋ Δ· q ＝Ｓ （４畅１）
这个方程的解释如下：对于实验室参照系下的一个小的固定体积，第一项代表

该体积内的内部能量密度的时间变化率；第二项描述因对流引起的流出该体积的能
量密度净通量；第三项表示由于流体膨胀引起的能量密度损失（相当于热力学中我
们熟悉的“ p ｄV”项） ；第四项代表由于扩散引起的能量密度损失。 最常见的扩散过
程是热传导 q ＝－κ ΔT 。 最后一项 S 描述不同的功率密度的源和汇对能源平衡的
贡献。 重要的有下面这 ３ 项：

　　 S ＝S ｆ －SＢ ＋S ｈ （４畅２）
其中，S ｆ是核反应产生的聚变加热功率密度；SＢ是单位体积内轫致辐射引起的辐射
损失；S ｈ是供给系统的外部加热功率密度（例如，欧姆加热功率或外部射频加热功率
等）。 此外，必须提醒的是，对 S ｆ的评估依具体应用情况而定，例如，α粒子功率和中
子功率都会对聚变反应堆的功率平衡有影响。 关于这一点我们在本章后面再作进
一步讨论。

就目前的讨论内容而言，各源项都是已知的。 现在我们来推导零维功率平衡关
系。 对式（４．１）进行整个等离子体体积积分，然后除以等离子体体积 V。 于是得到
零维功率平衡关系：

　　 １
V∫３

２ 矪p
矪t ＋

Δ· pv ＋p Δ· v ＋ Δ· q －S ｄr ＝０ （４畅３）

本章其余部分的重点是简化和分析这个重要方程。
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4畅3　磁约束聚变的一般功率平衡关系
对功率平衡的考查如下。 首先，通过对一般零维功率平衡关系的简化，导出直

接适用于磁约束聚变反应堆的一个明确形式。 其次，对等离子体本身内部的功率平
衡进行考查。 具体来说就是要确定实现等离子自持的稳态平衡条件。 第三，研究总
体功率。 一旦等离子体处于稳定的平衡状态，我们就需要考虑如何保证反应堆的总
发电量大大超过维持这个反应堆所需的电力投入。 第四，也是最后一个课题是：等
离子体的动力学行为。 这里有两个重要问题：热稳定性和达到稳态所需的最小外部
功率。 首先，对于热稳定性，我们假定所需的稳态反应堆的运行参数已经达到。 重
要的是要证明这个工作点是稳定的，能够避免热损失。 其次是最低外部加热功率问
题，即使是对于完全点燃的、在稳态运行时已不需要这种外部功率的反应堆，也还是
有这个问题。 因为在启动的瞬态阶段，我们需要通过外部加热功率将等离子体从最
初的低温状态加热到理想的点火温度。 这种功率对反应堆稳态运行的成本没有影
响，但它影响到总的资本投入。 由这些动态现象导致的每一种相应的约束对反应堆
的设计都具有重要影响。

4畅4　稳态零维功率平衡
首先我们从一般的零维等离子体的功率平衡关系开始分析，为方便起见，将这

一关系复述如下：
　　 １

V∫３
２ 矪p

矪t ＋

Δ· pv ＋p Δ· v ＋ Δ· q －S ｄr ＝０ （４畅４）

现在引入几项近似，由此可将式（４．４）简化为简单得多的形式。 首先，磁约束
聚变反应堆几乎可以肯定是一个能流损失很小或可忽略不计的稳态系统，因此时间
导数项为零，对流和压缩项可以忽略不计。

下一步简化涉及源项，我们来考虑对聚变功率有贡献的各项。 由于式（４．４）适
用于等离子体，因此，只有 α粒子能量应包括在内。 α粒子是带电粒子，受到磁场
的约束，因此仍留在等离子体中并提供热源。 中子不带电，从而逃逸出等离子体。
它们是包层里的主要热源，并最终以电的形式输出。 即便如此，由于它们在等离子
体中不受约束，因此对等离子体内部的功率平衡没有贡献。 结论是，对聚变功率的
贡献变为 S ｆ→Sα，其中，

　　 Sα ＝ １
４ Eα n２ 枙σv枛 （４畅５）
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其中，Eα ＝３．５ ＭｅＶ。 此外我们还假定所有成分的温度都相等，燃料是 ５０％唱５０％的
Ｄ 和 Ｔ 的混合物，二者的密度均为 n／２。 因此，我们可以将 Sα写成 Sα ＝Sα（ n，T） 。
从物理上说，将 Sα写成 Sα ＝Sα（ p，T）更有意义。 理由是人们往往误以为在实验上通
过简单地向系统内注入更多的气体就能够提高 n。 实际上这不是非常有用，因为密
度的提高会造成一定程度的温度下降，从而减少了聚变反应的次数。 这说明起基本
作用的不是数密度，而是能量密度，而后者正比于压强。 在 Sα的表达式里，对功率
平衡有贡献的所有其他各项处理如下：量 p 和 T 被视为基本变量。 我们知道，总压
强p＝２nT，因此可将 Sα改写为：

　　 Sα ＝ １
１６ Eαp２ 枙σv枛T２ （４畅６）

下一项要考虑的源项是轫致辐射。 其贡献很容易用 p 和 T 来表达：
　　 SＢ ＝C Ｂ Z ｅｆｆ n２ T１ ／２ ＝ １

４ C Ｂ Z ｅ ｆｆ
p２

T３ ／２ （４畅７）
为简单起见，假设等离子体的纯度很高，这意味着 Z ｅ ｆｆ ＝１。

对 S 有贡献的最后一项是外部加热项，一般包括欧姆加热和微波加热这样的辅
助加热。 欧姆加热项是温度、电流和几何尺寸的函数。 在稳态聚变功率生产阶段，
这一项的贡献为零，原因是欧姆等离子体电流是变压器的次级电流，物理上不可能
存在直流变压器。 欧姆加热的功率只在最初的瞬态有影响。 另一方面，辅助加热功
率则在瞬态和稳态均起作用。 它是主要的外部加热功率源，而且我们假定它在等离
子体中的沉积分布是已知的，独立于 p 和 T。 因此，加热功率可以写为：

　　 S ｈ ＝S ｈ（ r，t） （４畅８）
除了热通量待定之外，所有各项现在都已经确定。 我们暂时撇开热通量，它是未

来对等离子体体积进行积分时要解决的问题。 由于不知道 p和 T的分布，因此我们必
须采取一种可能的近似方法。 具体做法如下：一般来说，压强和温度的分布呈单调递
减但始终为正（即没有负值区域，否则积分时将导致相互抵消），因此，定性和半定量
的近似是假设 p 和 T的整个分布是一常数，大小等于其平均值。 正是这种近似将多维
模型转换成有用的零维模型。 均匀分布的假设简化了一般积分的贡献如下：

　　
１
V∫G（ p，T）ｄr ≈ １

V∫G（珋p，珔T） ｄr ＝G［珋p（ t），珔T（ t）］
１
V∫S（ r，t） ｄr ＝珔S（ t）

（４畅９）

其中量珋p，珔T，珔S 分别是对空间的平均值。 为方便起见，下面叙述中我们将省略掉字
符头上的横线“ －”。
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在这一假设下，零维功率平衡关系简化为：
　　 Eα

１６ p
２ 枙σv枛
T２ － CＢ

４
p２

T３ ／２ ＋S ｈ －１
V∫Ａ q· ｄA ＝０ （４畅１０）

这一项里包括了热通量，它是由散度定理得到的，面积分是对等离子体表面积
进行。 推导中的最后一步就是简化这一项。 作为一个说明性的例子，我们来考虑一
个半径为 a 的圆截面等离子体柱，其中热通量由傅里叶定律给定，即 q ＝－κΔT，其
中 κ是导热率。 根据这一假设，热通量对式（４．１０）的贡献简化为：

　　 １
V∫Aq· ｄA ＝－２ κ

r
矪T
矪r r ＝a

（４畅１１）
为了评估这一项，我们需要知道等离子体边缘区的温度梯度。 这里均匀分布假设显
然是行不通的。 同样复杂的还有，聚变等离子体的κ不是精确已知的。 聚变等离子
体的热导率通常明显高于经典碰撞理论的计算值。 原因是大多数情形下等离子体
呈现为各种小尺度的湍流，这种湍流导致运输系数变得异常大。 聚变研究中通常是
通过定义一个零维的能量约束时间 τＥ 来绕过这个问题，这对一般几何是有效的，具
体处理如下：

　　 １
V∫Aq· ｄA ≡ ３

２
p
τＥ （４畅１２）

其中，量τＥ 代表着等离子体能量由于热传导下降到 ｅ －１
的弛豫时间。 在实践中它是

通过对不同装置上等离子体放电的大型实验数据库数据进行回归分析后确定的。
就眼下目的而言，我们可以假设 τＥ 是已知量。 请注意，一般来说， τＥ ＝τＥ （ p，T） 。
但现在我们将τＥ 看成独立于 p 和 T，主要是为了简化分析。 这一假设将在讨论过等
离子体输运现象以后的章节里再行放宽。

将 τＥ 代入简化后的热通量贡献项的表达式里，即得到要求的磁约束聚变反应
堆的零维稳态功率平衡关系：

　　
Sα ＋Sｈ ＝SＢ ＋Sκ

Eα
１６ p２ 枙σv枛

T２ ＋Sｈ ＝ CB
４

p２

T３ ／２ ＋３
２
p
τE

（４畅１３）

现在的目标是分析这个公式，以便确定取得所需功率平衡的 p，T 和 τＥ 的条件。

4畅5　等离子体内的功率平衡
我们感兴趣的第一个问题是如何确定维持等离子体稳态功率平衡的条件。 就
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目前而言，我们暂不关心反应堆的整体功率平衡。 这里有两个相关的子问题，第一
个称为“理想点火条件” ，它将设定等离子体工作温度的下限；第二个子问题简称为
“点火条件”，由此得到在更实际的条件下实现等离子体稳态平衡所需的对 p， τＥ 和
T 的约束。
4．5．1　理想点火条件

理想点火条件相当于在不考虑热传导损失，也没有外部加热情形下等离子体达
到稳态功率平衡的条件。 换句话说，聚变产生的 α功率必须大到足以克服不可避
免的轫辐射损失：

　　 Sα ＝SＢ （４．１４）
代入 Sα和 SＢ的表达式，即得到待求的条件。 这个条件只与等离子体温度有关，对 p
的依赖关系相互抵消了：

　　 枙σv枛
T１ ／２
ｋ

＝４CＢ
Eα

＝３．８ ×１０ －２４　 ｍ３ ／ｓ
ｋｅＶ１ ／２ （４畅１５）

这一关系如图 ４．１ 所示，我们看到，满足理想点火条件的等离子体的温度必须满足
　　 T ≥ ４．４　（ｋｅＶ） （４．１６）

式（４．１６）设定了磁约束聚变反应堆等离子体温度的下限。 对于 Ｄ唱Ｄ 反应，相应的
温度值要高得多，约为 ３０ ｋｅＶ。 还应注意到，一旦温度超出理想点火条件，α功率的
增速将远远大于轫致辐射损失的速度。 例如，在 T ＝１０ ｋｅＶ 时，对 Ｄ唱Ｔ 反应，有
Sα／SＢ ≈ ８ 。

图 4．1　α加热功率和轫致辐射作为温度的函数，交汇点相当于理想点火条件

4．5．2　点火条件
点火条件代表一种更为现实的功率平衡状况。 这里假定，在稳态时 α加热功

率大到足以平衡轫致辐射损失和热传导损失，因而无需外部加热功率：
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　　 Sα ＝SＢ ＋Sκ （４．１７）
显然，这是一种非常理想的功率平衡的目标，因为一旦等离子体点火成功，无需外部功
率来维持，等离子体就可实现所需的稳态聚变功率输出。 式（４．１７）为 p，T 和 τＥ 设置
了极限。 要定量确定这些极限值，我们不妨用实用单位将各种功率密度表示如下：

　　

Sα ＝Eα
１６

枙σv枛
T２ p

２ ＝Kα
枙σv枛
T２
ｋ
p２　（ＭＷ／ｍ３ ）

SＢ ＝CＢ４
p２

T３ ／２ ＝K Ｂ p
２

T３ ／２
ｋ
　（ＭＷ／ｍ３ ）

Sκ ＝ ３
２
p
τＥ ＝Kκ

p
τＥ　（ＭＷ／ｍ３ ）

（４畅１８）

其中，Kα ＝１．３７；KＢ ＝０．０５２；Kκ ＝０．１５。 各物理量的单位分别为 Tｋ （ ｋｅＶ）， τＥ （ ｓ） ，
枙σv枛 （１０ －２２ ｍ３ ／ｓ） ，p（１０ ５ Ｐａ）。 压强单位这么选择是因为 １０ ５ Ｐａ ＝１ ｂａｒ≈１ 个大气
压。 因此，p 的数值应能够提供读者一些物理上的直观感受。

将这些功率密度定义代入点火功率平衡条件，经过简单的代数运算即可得到作
为 T 的函数的 pτＥ 乘积条件：

　　 pτＥ ≥ Kκ T２
ｋ

Kα枙σv枛 －KＢ T１ ／２
ｋ

≈ K Ｉ T２
ｋ

枙σv枛　（ ａｔｍ ｓ） （４畅１９）
量 pτＥ ＝２T（ nτＥ ），其中 nτＥ是著名的劳森参数。 在我们感兴趣的参数区间忽略轫
致辐射损失的假定下，即可得到这一近似。 在这种情况下，K Ｉ ＝Kκ／Kα ＝０．１１ 。

式（４．１９）的准确形式和近似形式的曲线如图 ４．２ 所示。 我们看到，为使 pτＥ 为
正，T 必须大于理想点火温度。 更重要的是， pτＥ 必须大于某个最小值，点火才可能
发生。 T 的最小值和相应的 pτＥ 值为：

图 4．2　点火条件中作为温度函数的临界 pτＥ 值
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Tｍ ｉｎ ＝１５　（ｋｅＶ）
（ pτＥ ） ｍ ｉｎ ＝８畅３　（ ａｔｍ ｓ） （４畅２０）

对于 p τＥ ＜（pτＥ ） ｍｉｎ，点火是不可能的；对于 pτＥ ＞（pτＥ ） ｍｉｎ，可能存在两个解，
它们分别对应于两种不同的温度，稍后我们再来讨论这两个解的意义，它们与系统的
热稳定性有关。 请注意，对于 １５ ｋｅＶ 的等离子体，点火条件要求能量约束时间为 １ ｓ，
压强约为 ８ 个大气压。 也就是说，这样才能通过聚变α粒子的自我加热来维持。

存在最小的 pτＥ 值这一点具有非常重要的实际意义。 一般来说，p 或τＥ 的增加
要求要么是装置体积增大，要么是磁场增强，两者都导致反应堆成本的上升。 因此，
满足式（４．２０）的难易程度对区分各种磁约束聚变位形（如托卡马克、仿星器等）具
有重要意义。

最后一个问题，我们来考虑非零外部加热源在等离子体功率平衡上的作用。 在
两种情况下外部加热功率是必需的。 首先，在现有的 Ｄ唱Ｔ 燃烧聚变装置上， pτＥ 判
据无法满足，因为这些装置要不就是尺寸太小，要不就是磁场太弱。 在这种情况下，
必须要用额外的外部加热功率才能弥补等离子体的热传导损失。 其次，即使是大
的、反应堆规模的装置，外加功率很可能也是需要的，原因是许多磁约束聚变装置需
要有环向电流来维持等离子体平衡。 在稳态运行时，这种电流是直接由中性束或微
波功率等外部功率源来驱动的。 驱动这种电流的必不可少的功率也对加热功率有
贡献，并由此设定了 Sｈ的下限。

外部加热功率对于反应堆的整体功率平衡是非常重要的。 当 S ｈ ＞０ 时，等离子
体处于亚点火状态。 这时反应堆成为功率放大器，其增益（定义为 P ｏｕｔ／P ｉｎ ）是衡量
装置性能的关键。 使用外部功率源既有有利的一面，也有不利的一面。 有利的是外
部功率的投入降低了对 pτＥ 的要求，这时较小的α功率就可以维持等离子体。 缺点
是过大的外部功率降低了反应堆的总增益。 作为一个极端的例子，我们来考虑一个
完全由外部功率来加热的装置，这时仅需 pτＥ ＝０。 它可以维持低温等离子体，但生
产的聚变功率为零。 外部加热功率的定量影响将在下文要谈的等离子体功率平衡
情形下讨论，至于反应堆整体功率平衡的情形，则放在下一小节进行讨论。

等离子体功率平衡的处理采用如下做法：假设需要一定量的外部加热功率，但
这里不针对任何特定的应用。 我们的目标是要确定这一功率对维持等离子体稳态
平衡所需的最小 pτＥ 值的影响，以及相应的增益降低。 引入外部加热功率的一种方
便的做法是假设 α功率只提供了总加热功率的一小部分 fα：

　　 fα ≡ Sα
Sα ＋S ｈ （４畅２１）

可见 fα ＝１ 相当于点火；fα ＝１／２ 相当于 α功率和外加功率各占一半； fα ＝０ 相当于
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α功率为零。
下一步，我们很容易用 Sα和 fα来表示 S ｈ：
　　 S ｈ ＝１ －fα

fα
Sα （４畅２２）

将这一关系代入全稳态功率平衡关系：
　　 Sα ＋S ｈ ＝Sκ ＋SＢ （４畅２３）

适当计算后即得到修正后的 pτＥ 条件：

　　 pτＥ ≥ Kκ T２
ｋ

（１ ／fα） Kα枙σv枛 －KＢ T１ ／２
ｋ

≈ fα K Ｉ T
２
ｋ

枙σv枛　（ ａｔｍ ｓ） （４畅２４）

正如所料，外部加热的投入降低了对维持等离子体所需的 α加热的要求。 具
体来说就是稳态功率平衡的最小 pτＥ 值减小了一个 fα因子。 即使如此，这也只能算
是喜忧参半，因为过多的外部加热功率对反应堆的整体功率平衡将产生不利影响。
下面我们就来讨论这个问题。

4畅6　反应堆功率平衡
假设α加热功率和外部加热功率组合能在约 １５ ｋｅＶ 的温度水平上维持等离子体

的稳态平衡。 于是问题的关键变成计算输出功率与输入功率的比值（即增益），以确
定在何种条件下这种动力反应堆确实是有意义的。 为了解决这个问题，我们先引入两
个无量纲“增益参数”。 聚变界广泛采用的第一个参数 Q 主要是基于物理学的考虑；
第二个参数 QＥ更为实际，它试图以简单的方式将工程上的一些基本限制也包括进来。
分析的目标是要确定在 pτＥ 小于点火值的情形下，Q 和 QＥ对 pτＥ 值的依赖关系。
4．6．1　物理增益因子 Q

首先，我们根据各种功率密度的源和汇来仔细定义 Q。 经过简单的代数运算，
我们可以将 Q 定义成 Q ＝Q（ pτＥ ，T） 。

物理增益因子 Q 的定义如下：
　 Q ＝净热功率输出

加热功率输入
＝总热功率输出 －加热功率输入

加热功率输入
＝P ｏｕｔ －P ｉｎP ｉｎ

（４畅２５）
这样定义的用意如下：根本上说，反应堆电力是由等离子体的总热能产生的。 从热
功率输出的净增益来说，总的热功率输出必须超过维持等离子体所需的加热功率输
入。 因此，在没有聚变反应发生的极限情形下，所有输入的热功率都转换为热传导
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和辐射功率等形式损失掉了，也就是说，P ｏｕｔ ＝P ｉｎ，故 Q ＝０。 在相对应的充分燃烧的
另一个极端，则无需外部加热功率来维持等离子体（P ｉｎ ＝０），因为这个任务交由 α
粒子去完成了。 在此极限情形下，Q ＝∞。 结论是，利用式（４．２５）给出的 Q 的定
义，稳态动力反应堆的范围规定为 ０ ＜Q ＜∞。

将对总的热功率输出和加热功率输入有适当贡献的各项代入式（４．２５） ，我们
可以推导出物理增益因子 Q ＝Q（ p τＥ ，T） 的一种更简单明确的形式。 首先，注意
到输入功率为 P ｉｎ ＝S ｈV，其中 V 是等离子体体积。 等离子体必须不断吸收这种外部
功率，才能持续加热到合适的温度，而且也正是靠这种外部功率才能驱动所需的稳
态环向电流。

接下来考虑总的输出热功率。 这里必须确切包括哪些贡献项呢？ 要回答这个
问题，我们不妨再对聚变反应堆进行考察。 反应堆输出的电力是由热转换系统（例
如，热交换器唱汽轮机系统）先将等离子体产生的热量转换成蒸汽，然后再进行发电，
如图 ４．３ 所示。 从物理学的观点来看，总的热输出功率应包括所有离开等离子体并
可用于热转换的热源。 这种热源有三个。 首先，从等离子体里逃逸出来的１４．１
ＭｅＶ 的聚变中子是主要热源。 这种热通过周围的包层转换成蒸汽。 其次是逃逸出
等离子体的轫致辐射，它的热沉积在第一壁。 为了防止辐射引起第一壁材料熔化，
必须对壁进行冷却。 冷却液带走的热量也可以转换为蒸汽。 第三，等离子体能量不
断通过热传导传递到第一壁。 这里同样是采用第一壁冷却剂对壁进行冷却以防止

图 4．3　聚变反应堆中能流示意图
（图中显示了聚变中子、聚变α粒子和外部加热
功率等输入源最终是如何转化为发电用蒸汽的）
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壁材料熔化，因此这些热也转换成蒸汽。 至于 α粒子，假定它们扩散出等离子体之
前已将热量传递给等离子体，因此它们的能量不能直接用于进行外部加热。 α粒子
功率只能间接对等离子体加热。 它最终是以辐射和热传导形式出现。 类似讨论也
适用于外部加热功率。

基于这一推理，输出功率可写为 P ｏｕｔ ＝（Sｎ ＋SＢ ＋Sκ） V，其中，S ｎ ＝（E ｎ ／Eα） Sα ＝
４Sα。 将这些结果综合起来即得到如下 Q 的定义：

　　 Q ＝４Sα ＋SＢ ＋Sκ －S ｈ
Sｈ

（４畅２６）
将从式（４．２３）得到的 S ｈ代入式（４．２６），即可得到 Q 的简化形式：

　　 Q ＝ S ｆSｈ （４畅２７）
其中 S ｆ ＝ S ｎ ＋ Sα ＝５Sα。 式（４．２７）表明，Q 其实就是聚变产生的总功率对输入功
率的比值。

再利用式（４．２３）从式（４．２７）里消去 Sｈ，并代入各贡献项，即可得到所需的 Q ＝
Q（pτE，Ｔ） 。 为了简单起见，忽略轫致辐射贡献，经过简单计算可得如下 Q 的表达式：

　　
Q ＝５ pτＥ

（ pτＥ ） Ｉ －pτＥ
（ pτＥ ） Ｉ ＝K Ｉ T２

ｋ
枙σv枛　（ ａｔｍ ｓ）

（４畅２８）

注意， （ pτＥ ） Ｉ表示点火所需的 pτＥ 值。 Q 对 pτＥ 的曲线如图 ４．４ 所示。 如之前
预料，当 pτＥ ＝（ pτＥ ） Ｉ 时，Q ＝∞。 当投入外部加热功率后，所需的 pτＥ ＜（ pτＥ ） Ｉ，
虽然增益 Q 降低了。 例如，如果我们希望聚变功率是输入功率的 １０ 倍（即Q ＝１０），
则 pτＥ 要比纯点火时的值小一个 ２ ／３ 的因子。

图 4．4　物理增益因子 Q和工程增益因子 QＥ 作为（p τＥ） ／（p τＥ） Ｉ 的函数
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　　最后，比较式（４．２４）和式（４．２８），知 fα和 Q 有以下关系：
　　 fα ＝ Q

５ ＋Q （４畅２９）
因此，如果把“燃烧等离子体区间”规定为 α功率正好等于外部功率时等离子体的
功率平衡，那么这就相当于 fα ＝１

２ ，或等效地，Q ＝５。
4．6．2　工程增益因子 QE

从聚变过程的物理学观点来看，增益因子 Q 提供了对功率平衡有贡献的各种
功率源和汇的合理统计。 但即便如此，从对 Q 的不同贡献由不同类型的功率来计
算这一点来说，并不完全令人满意。 例如，S ｎ和 Sκ都是热功率密度，而 S ｈ却是微波
功率密度。 这些功率里没有一个是实际的电功率密度。 工程增益因子 QＥ通过引入
适当的功率转换系数将各种功率转换成电功率密度，从而弥补了这一不足。 QＥ的
优点是更切合实际，其定义如下：

　　 Q ＝净电功率输出
电功率输入

＝总电功率输出 －电功率输入
电功率输入

＝P
（ Ｅ）
ｏｕ ｔ －P （ Ｅ ）

ｉｎ
P （ Ｅ ）
ｉｎ

（４畅３０）
式（４畅３０）中各项解释如下。 首先， P （ Ｅ ）

ｉｎ 是驱动外部加热源所需的实际电功率。 这
种功率乘上一个因子 ηｅ 即转换成适用于等离子体加热的形式（例如，微波功率） 。
此外，等离子体本身仅吸收一小部分（用ηａ表征）微波功率，其余的被反射回去。 因
此，输入的电功率变为等离子体吸收的功率的总体转换系数由这两个因子的乘积
ηｅηａ 给定，这意味着：

　　 P （ Ｅ）
ｉｎ ＝SｈV／ηｅ ηａ （４畅３１）

通常情况下， ηｅ ≈ ０．７ ； ηａ ≈ ０．７ 。
下一步考虑电力输出。 这里关于实际产热的论证与定义 Q 时的论述类似，只

是有两点例外。 第一，我们应当将锂包层里增殖氚时每个聚变中子产生的热量包括
进来。 因此，中子除了 E ｎ ＝１４．１ ＭｅＶ 的贡献外，还有 E Ｌｉ ＝４．８ ＭｅＶ 的能量应计
入。 其次，被等离子体反射的微波功率会被壁吸收产生热，它也应包括在内。 这方
面的贡献是 （１ －ηａ）ηｅP （ Ｅ ）

ｉｎ 。 将所有这些贡献加起来，得到下述的总输出功率表达
式： P ｏｕｔ ＝（ Sｎ ＋SＬｉ ＋SＢ ＋Sκ）V ＋（１ －ηａ）ηｅP （ Ｅ ）

ｉｎ ， 其中，
　　 S ｎ ＋SＬｉ ＝［（E ｎ ＋E Ｌ ｉ） ／Eα］ Sα ＝５畅４Sα （４畅３２）
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假定这部分热通过蒸汽循环和汽轮机转换为电能，转换效率因子为 ηｔ， 通常 ηｔ ≈
０．４ 。 因此，输出的电功率可以写成：

　　 P （ Ｅ）
ｏｕ ｔ ＝ηｔ ５畅４Sα ＋SＢ ＋Sκ ＋（１ －ηａ）

ηａ S ｈ V （４畅３３）

将各项综合起来，得到工程功率增益因子 QＥ的表达式：

　　 QＥ ＝ηｔ ηｅ ηａ（５畅４Sα ＋SＢ ＋Sκ） －［１ －（１ －ηａ） ηｔ ηｅ］ S ｈ
S ｈ

（４畅３４）
代入不同的源和汇，忽略轫致辐射效应，我们很容易写出待求的表达式：

　　 QＥ ＝（６畅４ηｔ ηｅ ηａ ＋１ －ηｔ ηｅ） p τ－（１ －ηｔ ηｅ）（ p τ） Ｉ
（ p τ） Ｉ －p τ

≈ ２．０ p τ－０．３７（ p τ） Ｉ
（ p τ） Ｉ －p τ （４畅３５）

QＥ 对 pτＥ 的曲线如图 ４．４ 所示。 可以看到，与 Q 一样，当 pτＥ ＝（ pτＥ ） Ｉ 时，QＥ
的值趋向无穷，QＥ ＝∞。 同样，当使用外部加热时，p τＥ 也较完全点火时的值要小，
但减小的幅度不是很大。 具体地说，简单计算给出 Q 和 QＥ之间的关系为：

　　 Q ＝ E ｎ ＋Eα
E ｎ ＋Eα ＋E Ｌ ｉ

QＥ ＋１ －ηｔ ηｅ
ηｔ ηｅ ηａ ＝４畅０（QＥ ＋０畅７２） （４畅３６）

下面给出一些人们通常感兴趣的数值。 对于电力输入输出平衡（ P（ Ｅ）
ｏｕ ｔ ＝P（ Ｅ）

ｉｎ ），
相当于 QＥ ＝０，需要 pτＥ ／（ pτＥ ） Ｉ ＝０．３７，它对应于 Q ＝２．９。 如果目标是电力增益
因子 QＥ ＝１０，则 p τＥ ＝０．９０（ pτＥ ） Ｉ， 相当于 Q≈４３。 最后请注意，物理增益因子
Q ＝１０相当于工程增益因子 QＥ ＝１．８。

由这一分析可以得出什么结论呢？ 这些结论可归纳如下。 首先，完全自持点火
（Q ＝QＥ ＝∞）要求 pτＥ ＝８．３ ａｔｍ ｓ，同时要求 T ＝１５ ｋｅＶ；第二，如果采用外部加
热手段，pτＥ 的值可以适当减小，因为外部功率减轻了 α粒子加热的负担；第三，对
于合理选择的系数 ηｅ，ηａ和ηｔ，pτＥ减小得不是很多，对于 Q Ｅ ＝１０ 这一反应堆的合
理值，pτＥ 值大约只降低到原先的 ０．９ 倍；第四，即使电力得失相当（Q Ｅ ＝０），所需
的 pτＥ 值也约等于点火值的 ０．４ 倍；最后，一个典型的 Q Ｅ ＝１０ 的聚变反应堆，如果
以总加热系数 ηｅηａ ≈ ０．５ 生产 １０００ ＭＷ 电力，这意味着外部加热和电流驱动所需
的微波功率不超过 ５０ ＭＷ。
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4畅7　聚变反应堆的时变功率平衡
上述分析描述了稳态运行的聚变反应堆的重要制约因素。 本节我们主要讨论

在等离子体从最初的低温加热到最终工作温度这一迅变阶段的另外一些限制。 这
有两个方面：热稳定性和最小外部加热功率。 为了阐明这些问题，我们将零维功率
平衡关系推广到时变情形。 下面我们就先讨论广义的功率平衡关系，然后再将它应
用到感兴趣的两个问题上。
4．7．1　时变零维功率平衡关系

这里需要将时变条件、对流和压缩项加入到零维稳态功率平衡关系上。 一旦完
成了这一步，我们就可以用它来对迅变过程进行分析。 完成这项改造任务的困难在
于出现了速度 v，尤其是它的空间导数，它们都是未知量。 绕过这个问题的一个办
法是利用下述的均匀性假设（空间）。

回想一下，能量式（４．１）中感兴趣的项是：
　　 ３

２ 矪p
矪t ＋

Δ· p v ＋p Δ· v （４畅３７）
这个表达式可以改写为如下更方便的形式：
　　 ３

２ 矪p
矪t ＋

Δ· p v ＋p Δ· v ＝ ３
２

矪p
矪t ＋

５
２

Δ· p v －v· Δ
p （４畅３８）

现在将式（４．３８）对等离子体体积进行平均，以得到各项相应的零维形式。 假
设等离子体边界固定，也就是说，假设在等离子体边界上有 n· v ＝０，则由散度定理
知， Δ· pv项积分为零。 接下来，根据空间均匀分布的假设，我们可以忽略式（４．３８）
的最后一项。 这虽不是一个好的近似（因为实际分布并不是平坦的），但这一项通
常不是主要贡献项，而采用这种近似可以大大简化消去 v 的分析。 将这些项综合起
来，即得到所需的时变零维功率平衡方程：

　　 ３
２
ｄp
ｄt ＝Sα ＋S ｈ －SＢ －Sκ

＝ Eα
１６ p２ 枙σv枛

T２ ＋S ｈ － C Ｂ
４

p２

T３ ／２ －３
２
p
τＥ （４畅３９）

现在我们可以用这个方程来分析热稳定性和最小的外部加热功率了。
4．7．2　热稳定性

考虑在预期工作温度 T０ 下处于稳态热平衡的等离子体。 α粒子加热和外部加
热功率与热传导和轫致辐射损失达到平衡。 现在假定等离子体经历一个小的随机
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温度涨落。 热稳定性研究要问的是：此时等离子体热动力学是使温度回到其原始值
T０ （稳定），还是相反，即温度变得热失控（不稳定）？ 答案是这与加热功率和功率损
耗随温度变化的相对速率密切相关，具体如下。

为了通过式（４．３９）来描述温度的变化，我们必须引入一个假设，即假定压强变
化与温度变化有关。 这对于将含有两个未知量（ T，p）的单方程简化为仅含一个未
知量 T 的单方程来说是必要的。 一个简单可行的近似是假定温度受到扰动失去平
衡时密度保持不变。 这个假设将被用于说明热稳定性的基本问题。 由于 p ＝２nT，
现在又假设了 n ＝ n０ ＝常数，因此式（４．３９）可以重写如下：

　　 ３n０ ｄTｄt ＝SＨ （T） －SＬ （T）

＝ Eα
４ n２０ 枙σv枛 ＋Sｈ －CＢ n２０ T１ ／２ －３ n０ TτＥ （４畅４０）

其中， SＨ ＝ Sα ＋ S ｈ是总热功率密度；而 SＬ ＝ S ｈ ＋ Sκ是总损失功率密度。 在热平衡
条件下，由定义知，SＨ （T０ ） ＝SＬ （T０ ）。

热稳定性的一个直观图像可由 T≈ T０ 附近的 T
·
对 Ｔ 曲线看出，如图 ４．５ 所示。

我们看到，加热和能量损失引起的温度变化的相对速率有两种可能性。 第一种情形
相当于能量损失引起的温度变化要快于加热引起的温度变化，曲线具有负斜率，因
此具有热稳定性。 为了看清这一点，我们来观察一个小的正温度扰动，即温度 T 相
对于 T０有所提高，而曲线的负斜率意味着在温度 T 上升处有 T· ＜０，即系统的动力
学将使温度降低。 换句话说，由于损失增幅大于加热增幅，因此净的功率损失将使
系统趋于较低的温度，回到平衡点，所以这一系统是热稳定的。 类似的讨论对负温
度扰动也成立。

相反，曲线的正斜率相当于是说加热引起的温度变化要比损失引起的温度变化
更迅速，这意味着热失控。 如果小的正温度扰动发生在具有 T· ＞０ 性质的曲线上，
那么产热为主的动力学过程将使温度进一步增加。 这就是热失控现象，通常称为热
不稳定性。

这种直观图像在数学上可通过熟知的线性稳定性分析进行量化。 这种方法也
被广泛应用于聚变科学的其他许多方面。 其原理如下：假定温度上有一偏离平衡温
度的小扰动，

　　 T（ t） ＝T０ ＋T１ （ t） （４畅４１）
“小扰动”假设意味着 T１ ＜＜ T０ 。 将式（４．４１）代入关于 T 的方程，然后在 T０ 点附近

做泰勒展开。 由于 T０ ＝常数，因此展开后的温度方程变为：
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　　 ３n０ ｄT１
ｄt ＝SＨ （T０ ） －SＬ（T０ ）

　 ＋［S′Ｈ （T０ ） －S′Ｌ （T０ ）］T１

　 ＋［S″
Ｈ （T０ ） －S″

Ｌ （T０ ）］ T
２
１
２ ＋… （４畅４２）

其中 S 头上的撇号表示对 T０的微分。

图 4．5　T· 作为 T的函数
方程简化如下。 由平衡条件可知，右边前两项正好相互抵消。 第三行的所有项均

可忽略，因为它们是 T１ ／T０ 级小量。 特别是，如果 T１ ／T０ ＜＜１，则 T１ ／T０ ＞＞（T１ ／T０ ） ２ ＜＜
（T１ ／T０ ） ３…由此将式（４．４２）简化为关于 T１ 的一阶线性常微分方程：

　　 ３n０ ｄT１
ｄt ＝［S′Ｈ （T０ ） －S′Ｌ （T０ ）］ T１ （４畅４３）

现在的目标是研究关于 T１ 的时间依赖性。 如果 T１衰减到零，则温度回到其初始值
T０ ，等离子体是热稳定的。 另一方面，如果 T１无节制地增长，温度越来越远离其平
衡值，则等离子体是热不稳定的。 小扰动分析的巨大优势在于稳定性方程是线性
的，从而允许有简单的解析解。 线性意味着解具有指数性态。 因此，式（４．４３）的解
可以写成：

　　 T１ （ t） ＝T１ （０） ｅγt （４畅４４）
增长率 γ可直接代入原方程求得：
　　 γ＝ １

３n０
ｄSＨ （T０ ）
ｄT０

－ｄSＬ （T０ ）
ｄT０

（４畅４５）

如直观预料的那样，当能量损失增长大于加热增长时，增长率为负，这意味着系统具
有热稳定性。 相反，当加热的增长快于损失时，增长率为正，表明系统呈指数增长，
具有热不稳定性。 因此热稳定性的条件可以写成：
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　　 ｄSＬ （T０ ）
ｄT０

＞ｄSＨ （T０ ）
ｄT０

（４畅４６）
代入适当的 SＬ和 SＨ的表达式，式（４．４６）可以很容易地应用于磁约束聚变研究。 如
果忽略轫致辐射，式（４．４６）还可以简化。 可以证明，在从温度稳定到不稳定的过渡
区域，这种忽略是一种好的近似。 稍作计算即可得到下列热稳定性条件：

　　 ３ n０τＥ ≥
１
４ Eαn２０ ｄ棟σv棡ｄT０

（４畅４７）
即使存在外部加热，但只要假定 S ｈ是一个与 T 无关的固定的量，那么这个方程仍是
有效的。 代入 Sκ ＝Sα ＋Sｈ 并注意到在平衡温度 T０ 处有 Sｈ（T０ ） ＝ ［（１ －
fα） ／fα］Sα（T０ ）， 因此，稳定性条件的最终形式为：

　　 ｄ
ｄT０

T１ ／fα０
枙σv枛 ≥ ０ （４畅４８）

稳定性判据对功率平衡的影响可以通过重新审视 pτＥ 对 T 的关系曲线来得到。
不同 fα值的情形如图 ４．６ 所示。 曲线较粗的一段对应于稳定的部分。 可以看出，对
给定的 pτＥ ，只有在功率平衡的高温解的地方才出现热稳定性。 但我们希望的是自
然呈现的稳定性，此外还存在其他的等离子体稳定性和工程方面的问题，这些往往
都要求聚变反应堆在较低温度下运行。 由于低温解是热不稳定的，因此结论是在此
区间必须实行反馈控制，这种控制通常称为“燃烧控制”。

图 4．6　不同 fα值的 p τＥ ～T的热稳定性关系曲线
（图中不同 fα值右边的粗曲线段是稳定区间）

我们在 τＥ 为常数的假定下得出了需要燃烧控制这一结论。 基于实验观测的更
精确模型，则必须将一种新的关键作用，即 τＥ 的温度依赖关系，包括进来。 通常认
为，随着温度提高， τＥ 会变差，这使得功率平衡变得更加困难，但正如我们将在第
１４ 章看到的，实际上热稳定性状况大大改善了。
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具体来说就是，假如燃烧控制的物理定性上保持不变，这时将 τＥ ＝τＥ （T） 的实
验特性考虑进来之后，则不希望出现的燃烧控制问题就消失了。
4．7．3　最小外加功率

假设有一个优化了的反应堆，它在不需要任何外部加热（维持温度或驱动等离
子体电流）的条件下实现了稳态功率平衡。 但即使在这种情况下，在短暂的启动阶
段，仍需要外部功率将等离子体从最初的低温加热到足够高的温度，才能过渡到以
α粒子加热为主的阶段。 我们现在的目标是要计算这种外部加热功率的最小值，并
将它与反应堆输出功率进行比较。 如前所述，外部功率不影响完全点火的反应堆稳
定状态运行的成本。 但它毕竟直接提高了投资成本。

我们来研究等离子体从初始的冷状态过渡到最终点火状态的时间演化。 通常这
需要数值求解非线性时变能量平衡方程。 但在这里，我们可以通过考察 Sｈ ＝０ （同时
忽略轫致辐射）的情形下 T· 对 T的曲线［即式（４．４０），见图 ４．７（ａ）］来得到所需的信
息。 为简单起见，整个时间演化放在固定的 n ＝n０ ＝常数的背景下来考察。 同时假
定 pτＥ 沿曲线的值足够大，使得有两个稳态平衡点存在（即在两个温度点上有 T· ＝０）。

图 4．7　Sｈ ＝０ 的情形下 T· 对 T的曲线
有几点必须交代。 首先，低点火点 TＩ 处的斜率是正的，表明此处属于热不稳定，需

要某种形式的燃烧控制。 第二，高点火点 T－Ｉ 的斜率是负的，表明出处具有热稳定性。
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由于在 T Ｉ和 T
－
Ｉ 之间 T

· ＞０， 因此 T ＝TＩ处的热不稳定性自动驱动等离子体到较高的
稳定温度 T

－
Ｉ 。 不论哪种情况下，都有必要将等离子体从最初的低温加热到 T ＝TＩ。

现在的困难是显而易见的。 在 ０ ＜T ＜ T Ｉ 区域， T· 的值满足 T· ＜０。 由于 T·
为负值，因此等离子体温度不可能提高，除非有足够强的外部加热源将曲线抬高到
横轴的上方，使 T· 的值处处为正。 一个典型的外部加热分布 S ｈ（T） 如图 ４．７（ ｂ）所
示。 该分布必须严格满足两个要求：首先，在 T ＝T Ｉ 处， S ｈ（T Ｉ） ＝０，对应于完全点
火等离子体的初始要求；其次，在 T ＝TＨ 处，外部功率 S ｈ（TＨ ） 必须足够大，使得 T·
对 T 曲线为正。 这相当于要求最小外部功率，即 Sｍ ｉｎ ≡ S ｈ（TＨ ） 。

数学上 Sｍｉｎ定义如下。 首先，在 T ＝T Ｉ 处，所作的假设意味着 T· ＝０， Sｈ ＝０，
且 Sα ＝Sκ 。 具体来说，最后条件由下式给出：

　　 １
４ Eα n２０ 枙σv枛 Ｉ ＝３ n０ T ＩτＥ （４畅４９）

在式（４．４９）里，假设所需的工作温度 T Ｉ 是已知的，反应堆设计成 n０ τＥ 或等效
的 pτＥ 足够大，使得无需外部加热即可实现等离子体的功率平衡。

其次，温度 TＨ可通过取 T· 对 T 曲线的极小值来确定：
　　 ３n０ T· ＝ １

４ Eα n２０ 枙σv枛 －３ n０ TτＥ ＋Sｈ （４畅５０）

在 T ＝TＨ 附近，假设 Sｈ ＝常数， 如图 ４．７（ｂ）所示。 令 矪T· ／矪T TＨ ＝０， 得到
　　 １

４ Eα n２０ ｄ枙σv枛ｄTＨ ＝３ n０τＥ （４畅５１）
这个表达式可通过式（４．４９）消去 n０ ／τＥ 来简化：

　　 ｄ枙σv枛ｄTＨ ＝枙σv枛 Ｉ
T Ｉ

（４畅５２）
式（４．５２）定义了 TＨ 。 最后一步是计算 Sｍ ｉｎ。 令 S ｈ等于加热功率在 T ＝ TＨ 处的非
平衡值，即 Sｍｉｎ ＝（Ｓκ －Ｓα） TＨ， 于是有

　　 Sｍ ｉｎ ＝３ n０ TＨτＥ －１
４ Eα n２０ 枙σv枛 Ｈ （４畅５３）

也许更重要的是计算 Sｍｉｎ对最终点火温度下的功率的比值 Sｍ ｉｎ ／（Sα） Ｉ 。 这个
比值很容易转换成电功率单位，然后由此确定输出的总电功率中有多少份额必须用
来驱动启动时所需的外部加热功率。 这一信息显然具有非常重要的实际意义。 简
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单计算即可得出比值 Sｍｉｎ ／（Sα） Ｉ 为：
　　 Sｍｉｎ

（Sα） Ｉ ＝TＨT Ｉ －枙σv枛 Ｈ
枙σv枛 Ｉ （４．５４）

引入 ４．６．２ 节描述的加热系数和热转换系数，即得到所需的功率比：
　　 P

（ Ｅ ）
ｉｎ
P （ Ｅ ）
ｏｕ ｔ

＝ １
６畅４ηｔ ηｅ ηａ

TＨ
T Ｉ

－枙σv枛 Ｈ
枙σv枛 Ｉ ≈ ０．８０ TＨ

T Ｉ
－枙σv枛 Ｈ

枙σv枛 Ｉ （４．５５）
在对结果作图前，我们先给出一些直观的数据。 在聚变反应堆的正常温度范围内
（６ ｋｅＶ ＜T Ｉ ＜３０ ｋｅＶ），速度平均截面可合理地近似为 枙σv枛 ≈ Kσ T２ 。 将这个近
似用到式（４．５２）、式（４．５４）和式（４．５５）上，得到：

　　

TＨ
T Ｉ

＝ １
２

Sｍｉｎ
（Sα） Ｉ ＝ １

４
P （ E ）
ｉｎ
P （ E ）
ｏｕｔ

≈ ０．２

（４畅５６）

实际的 TＨ ／T Ｉ 和 P （ Ｅ ）
ｉｎ ／P （ Ｅ ）

ｏｕｔ 对 T Ｉ 的函数曲线如图 ４．８ 所示。

图 4．8　TＨ／TＩ 和 P（Ｅ）
ｉｎ ／P（Ｅ）

ｏｕｔ 对 TＩ 的函数曲线
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我们看到，在启动阶段，需要相当大的功率来加热等离子体到点火温度。 按简
单的零维模型预测，大约需要 ２０％的稳态电功率单独用作启动功率。 这一结果与
模型的选取紧密相关，它是 τＥ 为常数这一假设的直接结果。 如果分析中采用实验
给出的τＥ ＝τＥ （T） ，那么情况将大大改善。 在第 １４ 章我们将证明，在这种情况下，
最小功率的定性图像不会改变，但所需的辅助加热功率将减小约一个量级，这同样
有助于我们避开不理想的问题。

4畅8　本章总结
对磁约束聚变反应堆的零维功率平衡关系分析得到以下结论：反应堆的运行要

求等离子体的工作温度必须达到 T ≈ １５ ｋｅＶ，同时 pτＥ 必须达到最低值。 要实现完
全点火的稳态运行（即不需要外加功率）， pτＥ 需要达到 pτＥ ≈ ８．３ ａｔｍ ｓ。 如果利
用外部功率来进行辅助加热或电流驱动，则所需的 pτＥ 值可以适当降低。 在这种模
式下，反应堆可视为一个具有物理增益因子 Q 或等效的工程增益因子 QＥ的放大器。
通常出于经济上的考虑，要求 QＥ≈ １０。 在此条件下，所需的 pτＥ 值下降不多，为点
火值的 ９０％。

导向稳态运行的瞬态动力学涉及两个重要的现象。 首先是热稳定性的问题。
对于 pτＥ 值大于稳态运行所需的极小值的情形，通常有两个平衡解，它们对应于两
个不同的温度。 温度较低的解具有热不稳定性，需要某种形式的燃烧控制。 温度较
高的解是热稳定的，但如果τＥ 为常数，则 T 值过高，因此由于物理上的其他原因（尚
未讨论）这是不可取的。 在第 １４ 章里我们可以证明，对于实际的τＥ ＝τＥ （T） 情形，
高温解出现在 T 值较低的地方，热稳定运行变得容易。

第二，即使等离子体在稳态下完全点火（QＥ ＝∞），仍需要可观的外部加热功率
来将等离子体加热到点火温度。 根据简单的零维模型预计，在 τＥ 为常数情形下，
P （ Ｅ）
ｉｎ ≈０．２P （ Ｅ）

ｏｕｔ 。 但实际情形τＥ ＝τＥ （T） 要比模型的估计改善很多。 第 １４ 章中将
表明，与 τＥ 为常数的情形相比，实际情形中最小热功率约减少了 １０ 倍。

参考书目

第 ４ 章描述了聚变反应堆的功率平衡问题。 大部分材料是很基本的，这些年在
许多教科书中都有描述。 描述聚变反应堆功率平衡的几本教科书如下，同时给出著
名的劳森判据的原始参考文献。
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1．聚变反应堆的功率平衡

2．劳森判据

习　题
4．1　本题涉及广义劳森判据的推导。 考虑一个 Sα ＜Sκ的亚点火反应堆。 等离子体功率平衡中
不仅包含了α加热功率、外部加热功率和热传导损失等项，而且还包括６Ｌｉ－Ｔ增殖反应产生的功
率。 这里假定总的α功率只有一小部分能量 f沉积在等离子体中，其余的 １ －f立即流向第一壁并
转化为热量。 假设热转换系数为ηｔ ，输入到等离子体用于加热的电热转换效率为 ηｈ（ ηｈ ＝ηｅ，
ηａ ＝１ ）。

①推导稳态运行情形下的 p τＥ ＝G （QＥ， f） 的表达式。
②假设 T ＝１５ ｋｅＶ， ηｔ ＝０．３５，ηｈ ＝０．５。 画出 f ＝０，０．５ 和 １ 三种情形下 p τＥ对 QE 的曲

线。 将 QＥ ＝２０ 时的 p τＥ 值与完全点火时（QＥ ＝∞， f ＝１）的值，以及劳森平衡判据（QＥ ＝１，
f ＝０）时的值进行比较。
4．2　轴对称环形 Ｄ唱Ｔ聚变反应堆需要环向电流和环向磁场来提供好的约束。 在当今大多数实验
中，这个电流是靠变压器来驱动的。 但在稳态运行的反应堆中，环向电流必须用非感应方法来驱
动。 其中一种方法是通过“射频电流驱动”来进行的。 如果电流驱动的效率定义为η＝n２０ I R０ ／
PＣＤ，其中，PＣＤ是总的射频功率（单位：Ｗ），I是等离子体电流（单位：Ａ）。 迄今最高的效率达到
η≈０．３Ａ ／（ｍ２Ｗ） 。 现在考虑一个圆截面的等离子体反应堆，其大半径 R０ ＝８ｍ，小半径 a ＝
２．５ｍ，环向磁场 B０ ＝６Ｔ。 假设等离子体密度和温度分布均为均匀分布。 稳态时的环向 β值限定
在β＝２μ０ p／B２

０ ＝０．０５ 。 环向电流 I ＝２０ＭＡ， 并假定这个电流完全由非感应方法驱动。
①导出循环功率品质因数 QＣＤ ＝Pｆｕｓｉｏｎ／PＣＤ 的表达式。
②利用习题 ３．１ 给出的截面解析计算公式计算使 QＣＤ 取极大值时的 Tｋ 值。
③计算相应的 QＣＤ的值，对于反应堆来说，电流驱动是一个重要问题还是次要问题？

4．3　对于非催化 Ｄ唱Ｄ聚变估计点火所需的最小 p τＥ 值以及相应的 T值。 对于完全催化 Ｄ唱Ｄ聚
变重复上述计算。 棟σv棡 曲线见本书正文。
4．4　本题的目的是要探讨等离子体分布对点火时 p τＥ 的临界值的影响。 假定 α功率和热传导
损失是功率平衡的两个主要因素。 考虑一维圆截面等离子体。 α功率体平均密度和热传导损失
分别定义为：
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　　 珔Sα ＝ ２
a２∫a０ Eα

４ n２棟σv棡 r ｄr
　　珔S ｌ ＝ ２

a２∫a０ ３ n TτＥ r ｄr
现在假定等离子体的密度和温度分布为：

　　 n ＝（１ ＋vｎ）珔n（１ －r２ ／a２） vｎ
　　　　T ＝（１ ＋vＴ）珔T（１ －r２ ／a２） vＴ
其中， 珔n和珔T分别是体平均密度和温度。 为了确定温度分布对 珋pτＥ 的影响，需要利用习题 ３．１ 给
出的 ６ 棟σ v棡 来数值估计 vｎ ＝０和 ０ ≤ vＴ ≤４情形下的珔Sα和珔S ｌ 。 对于每个 vＴ，求出在固定压强
珋p ＝２［（１ ＋vｎ）（１ ＋vＴ） ／（１ ＋vｎ ＋vＴ）］珔n 珔T ＝常数的情况下使 珋pτＥ 取极小值的最佳珔T值。 画出
最佳珔T值（ｋｅＶ）和相应的 珋p τＥ作为 vＴ 函数的曲线，并给出零维极限 vｎ ＝vＴ ＝０ 下的参考值。 为
了确定 珋pτＥ 随密度的变化，对于 vＴ ＝２和 ０ ≤ vｎ ≤ ４的情形重复上述计算。 在 珋pτＥ 极小化情形
下，说明峰值分布是好还是不好？ 抑或不重要？
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第 5章 简单磁约束聚变反应堆设计

5畅1　引　言
功率平衡的研究表明，磁约束聚变反应堆的运行条件是温度约为 １５ ｋｅＶ，并且

pτＥ ＞８畅３ ａｔｍ ｓ。 但即便如此，这些考虑既没有阐明 p和τＥ 之间的最佳取值，也没有
对聚变反应堆的几何尺寸和磁场大小给出任何建议。 第 ５ 章就来研究这些问题。
本章的目标是要通过计算各种约束的几何位形及其磁场大小以及关键的等离子体

物理参数，给出一种简单的磁约束聚变反应堆的设计。
值得注意的是，这种设计几乎不需要用到等离子体物理的知识，尽管近半个世

纪来等离子体物理研究一直是这个新的科学分支的主要内容。 这里的设计实际上
主要是由基础工程和核物理方面的约束决定的。 这些约束条件确定了反应堆的几
何尺寸以及磁场大小。 同样重要的是，它们决定了对等离子体参数的“要求” 。 等
离子体物理学家必须学会如何建立起满足这些要求（例如，压强和约束时间等）的
等离子体，以便使聚变成为商用上可行的能源。 预期的等离子体参数知识至关重
要，因为它们规定了聚变等离子体物理研究的最终目标，并引导本书余下部分对等
离子体物理学进行讨论。

本章计划如下。 首先描述一般的磁约束聚变反应堆；其次确定设计实际上是由
哪几部分组成，也就是说，具体需要计算哪些参数；第三，给出基础工程和核物理方
面的约束条件以及设计目标；最后，将这些约束条件和目标与功率平衡的考虑结合
起来提出设计方案。 一般来说，这样计算出来的设计参数与更详细和全面的反应堆
设计研究结果相比，误差不会超出 ２ ～３ 倍。

5畅2　一般磁约束聚变反应堆
一般意义上的磁约束聚变反应堆如图 ５畅１ 所示。 它具有以下一些特点。 一个

基本要求是反应堆必须稳态运行，脉冲式反应堆是不太可取的，因为装置结构受到
周期性热应力和机械应力的作用，会使得结构组件因疲劳失效而需要频繁更换和更
多的维护。 反应堆从外形上看像是一个圆环，从工程角度上看，这不是一种理想位



形，因为机械加工非常复杂，柱状或球状或许更理想。 但正如我们即将看到的，磁场
的基本特性要求约束位形在几何上是环形的。 我们假定等离子体截面也是圆形的。
虽然实际装置的设计不是这种样子，但从眼下的目的考虑，这是一个有益的假设，在
预期的设计精度范围内，数学计算上可以大大简化。

图 5．1　一般意义上的环形磁约束聚变反应堆示意图
（图中显示了等离子体、包层／屏蔽层和磁体）

磁场的用处是约束热等离子体使之不与“第一壁”接触。 第一壁的外面是包
层，是进行能量转换的地方。 围绕包层的是屏蔽层，用来保护磁体和工厂免受中子
和 γ射线的辐射。 最后，在屏蔽层的外面安装的是产生磁场的线圈。

一般来说，磁体必须由超导材料制作。 因为铜磁体会在稳态运行期间耗散掉大
量的欧姆功率，即使铜的导电性相当高。 这种功率消耗足以严重影响反应堆的总体
功率平衡。 换句话说，欧姆功率消耗在聚变产生的电力中占有不小的份额。 理论上
说，超导磁体在稳态运行期间耗散的功率为零，实际只需要（与输出功率相比）很少
一点功率用于进行冷却以保持磁体超导性质。 磁体的另一个特点是它们必须位于
包层与屏蔽层的外面，因为内置的超导磁体将无法承受聚变中子的轰击，不仅材料
会受到破坏，而且会很快回复到其非超导状态。

因此，一个一般意义上的聚变反应堆由等离子体、第一壁、包层与屏蔽层以及超
导磁体组成，如图 ５畅１ 所示。 而作为 ＡＲＩＥＳ 反应堆计划 １）

一部分的一个更为实际

的、详细的设计，则如图 ５畅２ 所示。

１） ＡＲＩＥＳ，全称为 Ａｄｖａｎｃｅｄ Ｒｅａｃｔｏｒ Ｉｎｎｏｖａｔｉｖｅ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｓｔｕｄｙ（先进反应堆创新性工程研究 ） 。 这是美国
在 ２０ 世纪 ９０ 年代专为优化商用聚变堆设立的一个研究项目 。 ＡＲＩＥＳ唱ＡＴ，是指托卡马克型先进运行模式商用
聚变堆 。 ———译者

775畅2　一般磁约束聚变反应堆　



图 5畅2　ＡＲＩＥＳ唱ＡＴ反应堆芯部位形的截面图［承蒙纳杰马巴迪（Ｆ．Ｎａｊｍａｂａｄｉ）提供］

5畅3　反应堆关键设计参数计算
本节介绍如何确定反应堆设计的关键参数。 这些参数包括反应堆几何、磁场和

各种等离子体物理参数。 显然，由于模型的简单性，我们只能计算有限个物理量，但
这些参数足以提供对一个磁约束聚变反应堆的概述。 待定参数列于表 ５畅１。

所有这些参数，除 β之外，此前都已明确定义或是自明的。 参数 β称为归一化
等离子体压强，其定义如下：

　　 β≡ p
B２ ／２μ０

（５．１）
注意，β是等离子体压强与磁压强之比。 它衡量的是磁场约束等离子体的效率。 从
反应堆功率平衡的经济性来说，我们希望高 β运行，但由于存在各种等离子体不稳
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定性，因此在实验上很难实现。 低 β比较容易实现，但它代表着较低的约束效率。
聚变研究中有很大一块是研究如何找出高 β下具有稳定约束的特定磁场几何

结构。 就眼下简单反应堆的设计而言，实际磁场几何的细节并不重要，因此我们可
以用磁场平均值来表示磁场。 但即便如此，工程和经济上对聚变反应堆的制约将
“要求”β应能达到一定的值，到目前为止，等离子体物理学家一直在寻找满足这一
要求的磁场几何。

类似的讨论也适用于能量约束时间 τＥ 。 对于等离子体湍流和由此产生的反常
输运必须有足够好的控制才能使 τＥ 值达到技术上的要求。 如果等离子体物理无法
实现所需的 β值或 τＥ 值，那么就会对反应堆的设计造成进一步制约，接受这些缺陷
将导致反应堆在经济可行性上缺乏吸引力。 本书余下部分的等离子体物理学主要
就是针对如何实现这些参数的必要值而展开的。

表 5畅1　核聚变反应堆的设计参数
参　数 符　号

等离子体小半径 a

等离子体大半径 R

包层与屏蔽层的厚度 b

磁体厚度 c

等离子体温度 T

等离子体密度 n

等离子体压强 p

聚变功率密度 S ｆ
能量约束时间 τＥ
磁场 B

归一化等离子体压强 β

5畅4　设计目标，工程和核物理方面的基本限制
5畅4畅1　设计目标

这一设计的首要目标是尽量减少核反应堆的建设成本。 正如下面我们将看到
的，磁约束聚变反应堆本身就是一个大而复杂的设施 （例如，与天然气发电厂相
比），这造成最初用于设施建设所需的资金相对较高。 因此，反应堆设计的关键是
要尽可能减少这种资金成本以便使聚变能源具有经济竞争力，通常衡量这种竞争力
的指标是由能源生产的资本、燃料和运营成本等方面综合形成的所谓单位电价
（ＣｏＥ）。

975畅4　设计目标，工程和核物理方面的基本限制　



只有到了按第 １３、１４ 章所述内容来进行反应堆设计时才会考虑等离子体物理
的因素。 第 １３、１４ 章中支配聚变级等离子体行为的基本物理研究表明，实践中很难
实现大 τＥ 值或高 β值。 从等离子体物理的角度得出的二者的可取值范围其实与工
程和核物理限定的典型值相比偏离不了多少。 因此，只要有可能，设计一个对 τＥ 值
和 β值的要求尽可能低的反应堆是可取的。

因此设计目标可以归纳如下：成本极小化，同时尽可能减少对 τＥ 或 β的要求。
5畅4畅2　工程约束

有 ４ 种工程上的基本约束，它们直接影响到反应堆的设计，现介绍如下。
首先，典型的大型电站产生的电力大约是 １０００ ＭＷ。 我们的反应堆就按这个

值进行设计，记为 PＥ ＝１０００ ＭＷ。
其次，第一壁的壁负荷存在极限。 也就是说，为了不对壁材料造成不可接受的

损伤，通过第一壁的单位面积功率存在安全上限。 壁负荷的来源有两个，一是热传
导损失以及小的轫致辐射损失带来的热负荷。 已有多种技术（例如，限制器、偏滤
器等）用来解决热传导的问题。 所有这些技术显然都涉及某种形式的冷却。 但目
前热损失问题还没有得到完全解决，虽然正在取得进展。 在反应堆设计上，我们假
定热损失构成的壁负荷不是很严重。

图 5畅3　铌锡合金的三维（T，J，B）半球曲面
［超导磁体的运行参数只有在该曲面下选取才能维持其超导态

（Ｗｉｌｓｏｎ Ｍ Ｎ．Ｓｕｐｅｒｃｏｎｄｕｃｔｉｎｇ Ｍａｇｎｅｔｓ．Ｏｘｆｏｒｄ： Ｃｌａｒｅｎｄｏｎ Ｐｒｅｓｓ， １９８３．）］

壁的另一种负荷来自通过第一壁的 １４畅１ ＭｅＶ 的中子。 它们以角度均匀的功
率分布沉积在四周。 这种中子通量能够导致各种辐射引起的第一壁材料损伤，包括
溅射、脆化、侵蚀、开裂等。 我们假定 １４畅１ ＭｅＶ 中子是壁负荷极限最主要的因素。
对现有材料的研究表明，负荷极限可以取为 １ ～６ ＭＷ／ｍ２ 。 因此在这里，我们将壁
的最大中子负荷优化限定值合理地取为 PＷ ＝４ ＭＷ／ｍ２ 。

工程上的第三个约束是超导磁体的电性能。 为使磁体保持其超导性，它的温度
T、电流密度 J 以及磁场 B 等值必须位于图 ５畅３ 所示三维（T，J，B）空间曲面的下方。
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系统运行一旦越过曲面边界，磁体就回复到通常导电性能相对较低的状态。 磁约束
聚变，顾名思义，需要强磁场和大电流。 目前，具有最强磁场、最大电流密度的磁体
是由超导材料铌锡合金制作的。 能够产生 １０ ～１５ Ｔ 量级强磁场的大尺寸磁体，譬
如日本的“ ＩＴＥＲ 模型线圈”，已制作成功（图 ５畅４）。 随着高温超导磁体的开发，磁场
值还有可能提高。 但就目前而言，最大的磁场可以选为 Bｍａｘ ＝１３ Ｔ。

图 5畅4　由国际小组在日本建造、组装并测试的 ＩＴＥＲ超导模型线圈（Ｋ．Ｏｋｕｎｏ提供）
第四个工程约束也与磁场有关。 那就是强场磁体会因自生磁压产生巨大的力。

如果没有足够牢固的结构支撑系统，这种磁力可以令磁体完全解体。 事实上，强场
超导磁体的规模和成本往往受到结构支撑系统的制约。 因此磁体设计的关键参数
选取取决于支持结构（通常是不锈钢）的最大允许应力。 最大应力的实际值则取决
于结构材料的选择、线圈的几何形状、线圈周围的应力分布（一般不会是均匀的）以
及各种强制性安全规定。 就目前的结构材料而言，最大允许平均应力的合理值是
σｍａｘ ＝３００ ＭＰａ ≈ ３０００ ａｔｍ。

因此，磁约束聚变反应堆的基本工程约束涉及所需的输出功率、壁的最大中子
负荷、超导磁体的最强磁场以及结构支持系统的最大容许应力。
5畅4畅3　核物理约束

有 ３ 种基本的核物理约束，它们直接影响着如下所述的核聚变反应堆的设计。
第一个制约因素是 Ｄ唱Ｔ聚变反应截面的大小。 由于反应截面与每秒发生的聚变反

应数目有关，因此它最终决定了给定体积内所需的等离子体压强。 从第 ３ 章的分析可
知，在温度 T ＝１５ ｋｅＶ的条件下，有关的反应截面约束可以写成 枙σv枛 ＝３ ×１０－２２ ｍ３ ／ｓ。

185畅4　设计目标，工程和核物理方面的基本限制　



　　第二个核物理制约因素与包层有关。 通过锂唱中子反应来获得好的氚增殖，要
求将 １４畅１ ＭｅＶ 中子减速至热速度。 这是通过包层里的锂材料与中子慢化材料相
结合来实现的。 慢化材料中慢化中子的平均自由程是一个关键参数，它在很大程度
上决定了包层的厚度。 该平均自由程的值取决于慢化材料和中子的能量。 通常情
况下，在整个感兴趣的中子能量范围，慢化截面在靶恩（ ｂ）量级。 就目前的计算来
说，为简单计，我们取截面为给定的 σｓｄ ＝１ ｂ。

第三个核物理约束也与包层有关。 中子一旦被慢化材料慢化，就很容易被６ Ｌｉ
捕获来增殖氚。 这一过程的截面相当大，从而成为慢化中子的动机。 因此这个中子
俘获截面成为第三个约束。 ０畅０２５ ｅＶ 热中子的氚增殖截面 σｂｒ ＝９５０ ｂ。

这样，我们就完成了对所有约束的描述。 所有限定值总结见表 ５畅２。 接下来我们
来看看这组表面上看起来不相关的约束是如何确定基本反应堆设计的所有参数的。

表 5畅2　工程上和核物理上的基本约束
物理量 符　号 限定值

电力输出 P Ｅ １０００ ＭＷ
最大壁负荷 PＷ ４ ＭＷ／ｍ２

最大磁场 Bｍａｘ １３ Ｔ
最大机械应力 σｍａｘ ３００ ＭＰａ ≈ ３０００ ａｔｍ
速度平均截面 枙σv枛 ３ ×１０ －２２ ｍ３ ／ｓ
快中子慢化截面 σｓｄ １ ｂ
慢中子增殖截面 （在 ６ Ｌｉ 中） σｂｒ ９５０ ｂ （对于 ０畅０２５ ｅＶ 热中子 ）

5畅5　反应堆设计
5畅5畅1　设计计算纲要

将上述各种制约因素运用到下列简单磁约束聚变反应堆设计参数的计算上。
① 与包层有关的截面大小决定了包层的厚度。
② 最低成本约束与磁体限定性条件相结合决定了线圈的厚度和等离子体小半

径。
③ 输出功率要求和壁负荷极限决定了等离子体大半径。
④ Ｄ唱Ｔ 聚变截面和输出功率要求决定了等离子体压强。
⑤ 等离子体的功率平衡决定了能量约束时间的值。
⑥ 最小归一化压强 β决定了磁场的大小和相应的必需的 β值。
具体设计介绍如下。

5畅5畅2　包层与屏蔽的厚度
包层与屏蔽是聚变反应堆中一个复杂的、高度工程性的部件，它涉及其中每个
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部分的材料选择。 它有几个重要的功能，图 ５畅５ 显示的是高度简化了的包层结构示
意图。 这里之所以可以简化是因为它的每个部分的功能都是相互独立的，实际包层
的层数相当多。 不管怎么说，简化模型方便地提供了对包层与屏蔽工作原理上的理
解。 下面我们从第一壁向外，对每个部分的功能进行介绍。

图 5畅5　包层与屏蔽各功能区的简单模型
紧邻第一壁的是中子倍增区。 中子倍增剂被用来产生中子以补充包层内各种

不可避免的中子损失（例如，由于冷却液和结构材料等的吸收引起的损失）。 聚变
产生的 １４畅１ ＭｅＶ 中子穿过相对较薄的中子倍增剂区，其中部分中子将通过倍增反
应产生两个新的中子

１） 。

１） 这段话较为简略 。 为使读者更明了中子倍增剂的作用 ，这里稍加补充 。 Ｄ唱Ｔ 反应一次只产生一个中
子。 而要在包层内实现氚增殖 （后文有述 ） ，仅有 ｎ唱７ Ｌｉ 反应是不够的 ，因为材料吸收等效应的存在，中子难免
会有损失 。 因此必须有增殖中子的反应存在 。 例如 ，ｎ唱９ Ｂｅ 反应就是这样一种中子倍增反应 ：９ Ｂｅ ＋ｎ→２ ４Ｈｅ ＋
２ｎ －１畅５７３ ＭｅＶ，这里铍 （ Ｂｅ）称为中子倍增剂 。 像这样能起中子倍增反应的元素还有铅 （ Ｐｂ ） 、铋 （ Ｂｉ）和锌
（ Ｚｎ）等 ，它们统称为中子倍增剂 。 ———译者

再往外是中子慢化区。 慢化剂将快中子慢化为热中子，使它们可以很容易地
被

６Ｌｉ俘获。 有多种锂化合物可用作慢化剂，它们依包层的具体要求可分为固态、液
态金属或熔盐。 这里不存在普适的最佳选择，每种选择都涉及一系列工程上的折
中。 关于这些内容的讨论超出了本书范围。 幸运的是，慢化过程对这些选择不是很
敏感。 但应指出，慢化过程实际上是决定包层厚度的一个主要因素。

第三层是氚增殖区，其中含有大量的６ Ｌｉ。 天然锂由 ７畅５％６ Ｌｉ 和 ９２畅５％７ Ｌｉ 组
成。 我们知道，７ Ｌｉ可以与聚变中子发生反应，结果是在不损失中子的情形下实现了

385畅5　反应堆设计　



氚增殖，而且这还是个吸热反应：
　　７ Ｌｉ＋ｎ → Ｔ ＋α＋ｎ －２畅５ ＭｅＶ （５畅２）
但

７ Ｌｉ的反应截面远远小于６ Ｌｉ，故氚的增殖能力较小，中子能量损失也较小。
因此实际上，增殖主要是靠６ Ｌｉ进行，因为它有大的截面和相应的短的平均自由程，
反应区域相对较窄。 但如果采用浓缩６Ｌｉ 材料来试图改善包层性能（即减少包层厚
度），这可能不会产生大的投资回报，原因是增殖区原本就只占整个包层的一小部
分。 因此这种性能改善取得的收益必须考虑到与浓缩成本相平衡。

第四，包层本身由屏蔽层包裹着。 屏蔽层的作用是吸收逃离出包层的中子以及
由次级核反应产生的伽马射线。 这种吸收必须做到基本上彻底，因为屏蔽层外面就
是运行在 ５ ～１０ Ｋ 温度下的超导线圈。 因此，对于通常采用的低温冷却系统，磁体
可承受的热负荷很小。

第五，嵌入包层的是一套冷却管道。 冷却剂可以是液体或气体，它的作用是带
走高能粒子慢化放出的聚变产生的热量。 聚变能正是由此通过适当的热转换系统
最终转换成电能。 这是聚变发电反应堆的一个主要目标。

最后，还有包层与屏蔽层周围的结构材料。 这些结构采用模块化形式，工程上
这一点很重要。 包层与屏蔽层做成模块构件维护起来可以更容易，因为单独的模块
可以随时提取、修理并视需要更换。

这样我们就完成了对包层与屏蔽层的定性描述。 这里给出的简单设计可以和
图 ５畅６ 所示的 ＡＲＩＥＳ 项目中采用的更为实际的设计相比较。

图 5畅6　ＡＩＲＥＳ设计项目中的包层模块（承蒙 Ｆ．Ｎａｊｍａｂａｄｉ 提供）
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现在，我们将注意力转向慢化区和增殖区的总厚度的计算，这是包层与屏蔽层
的最大的部分。 我们利用下述简单模型来进行合理估算。 唯一要考虑的是实际发
生的两个过程———慢化和增殖。 在慢化区内侧，以慢化为主；向外延伸到增殖区，增
殖变得越来越重要。

首先考虑快中子的慢化。 中子通过一系列非核碰撞损失能量。 中子进入慢化唱
增殖区后，其能量 E 随距离的典型衰减规律有如下简单关系：

　　 ｄEｄx ＋ Eλｓｄ ＝０ （５畅３）
平均自由程 λｓ ｄ的选择与慢化截面有关系，即 λｓｄ ＝１／nＬｉ σｓ ｄ≈ ０畅０５５ ｍ，这里

nＬ ｉ ＝４畅５ ×１０ ２８ ｍ －３
是天然锂的数密度，σｓｄ ＝１ ｂ（靶恩） ，这个约束值前面讨论过。

为了简单起见，假定平均自由程对能量至多只有弱的依赖关系，换言之，λｓｄ 对 E 的
依赖性可忽略。 根据这些假设，对式（５畅３）积分即可得到：

　　 E ＝E ｎ ｅ－x／λｓｄ （５畅４）
其中，E ｎ ＝１４畅１ ＭｅＶ。 正如所料，能量随距离呈指数衰减。

其次，考虑氚的增殖。 这涉及与锂的核反应，每次６ Ｌｉ 反应失去一个中子。 因
此，穿透慢化唱增殖区的中子通量随穿透距离增加而减少。 中子通量的定义为 Γｎ ＝
nｎ vｎ，它满足如下的衰减型方程：

　　 ｄΓｎ
ｄx ＋Γｎ

λ ＝０ （５畅５）
增殖的平均自由程 λ与相应的反应截面通常有如下关系：λ＝１／n σ。 其中，n 和 σ
确定如下。 从增殖来说，n 相当于６ Ｌｉ的密度。 由于天然锂中只有 ７畅５％的６ Ｌｉ，故必
须设 n ＝０畅０７５ nＬｉ。 这意味着不进行任何浓缩。 增殖截面 σ可以与热增殖截面
σｂｒ联系起来，低能实验测量的结果表明， σ反比于中子速度 vｎ ～ E１ ／２ 。 因此，在这
里讨论的有效能量范围，增殖截面可合理地假定为：

　　 σ≈ σｂｒ
E ｔ
E

１ ／２
（５畅６）

其中，σｂｒ ＝９５０ ｂ是约束值；E ｔ ＝０畅０２５ ｅＶ。 将这些结果结合起来即得到λ的表达式：
　　 λ＝λｂｒ E

E ｔ

１ ／２ （５畅７）

其中 λｂｒ ＝１／（０畅０７５nＬｉ σｂｒ） ＝０畅００３１ ｍ。
将这个表达式和 E 的表达式代入 Γｎ 的方程，得到如下简单微分方程：
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　　 ｄΓｎ
ｄx ＋ E ｔ

E ｆ

１ ／２ ｅ x／２λｓｄ
λｂｒ Γｎ ＝０ （５．８）

从式（５畅８）很容易解得慢化唱增殖区内中子通量与距离的函数关系：
　　 Γｎ

Γｎ０
＝ｅｘｐ －２ E ｔ

E ｆ

１ ／２ λｓｄ
λｂｒ ｅｘｐ

x
２λｓｄ －１ （５．９）

其中 Γｎ０ ＝Γｎ（０） 。 可以看到，在 x ～０ 附近（慢化区入口），中子通量下降缓慢，但
一旦进入增殖区，通量很快下降。

通过式（５畅９）解出使通量减弱到给定通量值所对应的Δx，我们即得到待求的慢
化唱增殖区的厚度。 例如，当通量减少到 １ ／１００，那么就有 ９９％的聚变中子被慢化并
经历了增殖反应。 因此所需的慢化唱增殖区的厚度为：

　　 Δx ＝２λｓｄ ｌｎ １ －１
２
E ｆ
E ｔ

１ ／２ λｂｒ
λｓｄ ｌｎ

Γｎ
Γｎ０

≈ ０．８８　（ｍ） （５．１０）

我们看到，这个厚度约为 ０畅８８ ｍ。 这个值对衰减系数（１００）的选择不是很敏感。 此
外我们还注意到，由 λｓｄ ＝λｂｒ（E／E ｔ） １ ／２

确定的区分慢化区和增殖区的近似边界约

为 ０畅７９ ｍ。 可见增殖区相当窄。 但在这个区域里增殖非常有效，因为平均自由程
很短。

慢化唱增殖区的厚度Δx ≈ ０畅８８ ｍ 是一个合理的估计。 考虑了中子倍增、慢化、
增殖、屏蔽、冷却管道和支撑结构等诸多因素的高度复杂的数值模型计算表明，整个
包层唱屏蔽系统的厚度通常在 １ ｍ ＜b ＜１畅５ ｍ 的范围。 因此，从简单核聚变反应堆
的设计考虑，我们将厚度 b 选为

　　 b ＝１．２　（ｍ） （５畅１１）
经过冗长的讨论，我们终于得到了 b 的值，不久我们就将看到，这个值在决定反

应堆的其他几何尺寸方面将发挥主导作用。
5畅5畅3　等离子体半径和线圈厚度

同时考虑到两个主要设计要求———成本最小化和满足磁应力极限，我们即可确
定等离子体半径 a 和线圈厚度 c。 对每一个量可以给出一个简单模型，然后将二者
耦合起来得到关于 a 和 c的代数关系式，这样我们就可以同时解得待求的值。

1．最低成本
可以想象，计算聚变反应堆的成本是一项相当复杂的任务。 一般必须包括资金

成本、运行成本、燃料成本以及复杂的融资手段。 我们将看到，与化石燃料电厂或裂
变反应堆相比，聚变反应堆是一个相当大的设施，这意味着资金成本是一个重要的
考虑因素。 因此，对资金成本的准确估算是实现总体成本最小化目标的重点。
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资金成本包括两个主要组成部分：固定成本和核岛成本，即
　　总资金成本 ＝固定成本 ＋核岛成本 （５畅１２）

固定成本是指与热源种类（如聚变、裂变、化石燃料等）无关的基本相同的成本部
分。 这些成本包括涡轮机组、发电机组、建筑设施等。 对聚变堆设计的详细研究表
明，固定成本通常占总资金成本的一多半。 核岛成本是指与核聚变装置直接相关的
成本。 它们主要由包层唱屏蔽和磁体这样的大的工程部件的建设成本决定。 第一壁
也占有一定成本，但不是主要的，为了简单起见，这里我们予以忽略。

这里采用的资金成本模型基于以下两个简单可行的假设。 首先，假定固定成本
与电力输出成正比。 大功率的输出需要大的建筑、大型涡轮机和大型发电机等，因
此如果固定成本用 K Ｆ 表示，那么这个假设意味着：

　　 K Ｆ ＝C ＦPＥ （５畅１３）
其中 C Ｆ 是常数。 第二个假设是，核岛成本正比于大型工程材料（即包层唱屏蔽和磁
体）的体积。 这些部件越大，那么必然消耗的材料越多，建设规模越大，工程所需费
用越高。 因此，如果核岛成本用 K Ｉ 表示，那么这个假设意味着：

　　 K Ｉ ＝C ＩV Ｉ （５畅１４）
其中 C Ｉ 是常数；工程体积 V Ｉ 由下式给定（图 ５畅１）：

　　 V Ｉ ＝２π２R０ ［（a ＋b ＋c） ２ －a２ ］ （５．１５）
反应堆资金成本最小化不是指其本身的实际成本，而是指每瓦成本。 这样就避

免出现零功率则零成本的无聊结果。 因此，如果每瓦成本定义为 C ＝（K Ｆ ＋K Ｉ ） ／
PＥ ，则待求最小值可以表示为：

　　 C ＝C Ｆ ＋C Ｉ V ＩPＥ （５．１６）
由于 C Ｆ 和 C Ｉ 是常数，因此，成本最小化等价于给定输出功率所需的材料体积的最
小化：

　　 V Ｉ
P Ｅ

＝２π２R０ ［（ a ＋b ＋c） ２ －a２ ］
PＥ

（５．１７）
这种形式很方便，因为最小化的量直接表示为反应堆几何尺寸的函数，而不需要指
明难以计算的成本系数。

下一步是将式（５畅１７）变换成确定 a 和 c 的更有用的形式。 为此我们需要利用
PＥ 和 PＷ 之间的关系来消除 R０ ，过程如下。 首先，由第 ４ 章可知，对于完全点火等
离子体，输出电力与产生的热核聚变功率的关系为：
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　　 P Ｅ ＝ １
４ ηｔ（Eα ＋E ｎ ＋E Ｌｉ）n２ 枙σv枛（２π２R０ a２ ） （５畅１８）

其次，按定义，中子壁负荷与等离子体表面面积的乘积等于等离子体产生的中子总
功率，即产生的所有聚变中子功率均穿过第一壁，它可以表示为：

　　 PＷ （４π２R０ a） ＝ １
４ E ｎn

２ 枙σv枛 （２π２R０ a２ ） （５畅１９）
于是可得 R０ 为：

　　 R０ ＝ １
４π２ηｔ

E ｎ
Eα ＋E ｎ ＋E Ｌｉ

PＥ
aPＷ

＝０畅０４ PＥaPＷ　（ｍ） （５畅２０）
其中选取的热转换效率值是 ηｔ ＝０畅４。

现在将 R０ 的表达式代入式（５畅１７）：
　　 V Ｉ

P Ｅ
＝ １

２ηｔ
E ｎ

Eα ＋E ｎ ＋E Ｌｉ
（a ＋b ＋c） ２ －a２

aPＷ
＝０畅７９ （a ＋b ＋c） ２ －a２

aPＷ
（５畅２１）

式（５畅２１）是确定未知量 a 和 c的两个待求关系中的一个。 我们看到，PＷ 出现在分
母上，这证实了我们的直觉，即最低成本反应堆应当运行在最大可能壁负荷的条件
下，根据假定的约束，PＷ ＝４ ＭＷ／ｍ２ 。

2．线圈的最小厚度
线圈的最小厚度可通过简单的应力分析来估计。 假设线圈由结构均匀的超导

材料绕制，这种材料的最大应力极限是由约束值 σｍａｘ 给定。 为了简化计算，我们将
环形位形下的磁体等价为长度 ２πR０ 的直螺线管磁体，几何尺寸如图 ５畅７ 所示。

图 5畅7　磁场线圈的直线模型显示了磁力 F（Ｍ）
ｙ 和两端的拉力 F（Ｔ）

ｙ
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通过拉伸力分析即可估计出线圈厚度。 基本思路是将线圈拆分为两半，然后计算
向上向下拉伸磁体的磁力。 这两个拉伸力在中平面必须保持平衡，如图 ５畅７ 所示。

我们先来计算向上的净磁力。 作用在线圈电流微元 ｄl 上的向上的径向力微元
为 ｄF （ Ｍ ） e r。 这个力可表示为 ｄF （Ｍ ） e r ＝B I ｄl e r。 这里，B 是作用于电流的平均磁
场。 由于磁场从螺线管内侧的 B ｃ 变化到螺线管外的 ０，因此我们可以将磁场合理
地近似为平均值 B ｃ ／２。 其次，根据安培定律，电流 I 可用螺线管磁场表示出来，即
I ＝２πR０B ｃ ／μ０ 。 最后，由图 ５畅７ 所示可知，沿线圈平均半径的微分线元可以写成
ｄl＝（a ＋b ＋c／２）ｄθ。 将这些结果综合起来，可得：

　　 ｄF （Ｍ ） e r ＝πR０B２
ｃ

μ０
a ＋b ＋ c２ ｄθ e r （５．２２）

这个力的向上分量可由式（５畅２２）与 e y 点积得到，并注意 e r· ey ＝ｓｉｎθ ：

　　 ｄF （Ｍ ）
y ＝πR０B２

ｃ
μ０

a ＋b ＋ c２ ｓｉｎθ ｄθ （５．２３）

对 θ进行 ０ ≤ θ ≤ π范围上的积分，即可得到净的向上的力 F y （ Ｍ ） ：

　　 F （ Ｍ ）
y ＝２πR０B２

ｃ
μ０

a ＋b ＋ c２ （５．２４）
这个力代表了拉力平衡中的上半部分。 注意，这里 B ｃ 的值尚未被确定为约束值
Bｍａｘ，得出这一结论还需要一些巧妙的推理，一会儿我们再来讨论这个问题。 就目
前而言，重点是要确定力平衡的下半部分，即结构材料内部拉力的计算。 回到图
５畅７，由对称性可以看出，中平面上受到两个相等的向下的拉力 F （ Ｔ）

y 。 显然，当结构
处于最大允许应力极限值 σｍａｘ的约束时，线圈厚度最小。 根据简化假设，应力在整
个线圈厚度上是均匀的，中平面上每半边的拉伸力正是横截面上承受的最大应力：

　　 F （ Ｔ）
y ＝σｍａｘ（２πR０ c） （５．２５）

这是拉伸力平衡的另一半。 磁体平衡要求这两个拉力必须等于向上的磁力：
　　 ２F （ Ｔ）

y ＝F （Ｍ ）
y （５．２６）

代入力的适当的表达式，即可解得线圈的厚度：
　　 c ＝ ２ξ

１ －ξ（a ＋b） （５．２７）
其中ξ＝B２

ｃ ／４μ０σｍａｘ。如之前预料，磁场越强，线圈越厚。 式（５畅２７）就是求解未知量
a 和 c 所需的第二个关系式。
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推导的下一步是将 c代入 V Ｉ ／P Ｅ 的表达式，得到：
　　 V Ｉ

P Ｅ
＝ ０．７９
PＷ （１ －ξ） ２ ４ξa ＋（１ ＋ξ） ２ b２

a ＋２（１ ＋ξ） ２ b （５．２８）
成本参数 V Ｉ ／PＥ 是 a 的函数，它有一个最小值，如图 ５畅８ 所示。 远小于最佳值的 a
值将导致包层不能有效利用（图 ５畅９）。 a 值越大，则装置尺寸越大，功率密度越低，
因此成本就越高（图 ５畅９）。 最佳 a 值位于中间区域，可通过令 抄（V Ｉ ／PＥ ） ／抄a ＝０ 获
得，结果是：

　　 a ＝１ ＋ξ
２ξ１ ／２ b （５．２９）

图 5畅8　PＷ ＝４ ＭＷ／ｍ２ 和ξ＝０畅１１ 情形下成本参数 VＩ／PＥ关于等离子体半径 a的函数曲线

图 5畅9　导致包层低效率的原因
代入式（５畅２９），即得到 c和 V Ｉ ／PＥ 的值：

　　 c ＝ξ１ ／２ （１ ＋ξ１ ／２ ）
１ －ξ１ ／２ b
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　　 V Ｉ
P Ｅ

＝１．５８ １ ＋ξ
（１ －ξ１ ／２ ） ２

b
PＷ

（５．３０）

在代入数值前，对 ξ～B２
ｃ 的选取还要说几句。 显然，当 B ｃ→０ 时线圈厚度和成

本减至最低。 但小磁场意味着高 β，从等离子体物理的角度来看这很难实现。 有人
可能会问，在 β和 B ｃ 之间是否存在最佳平衡。 事实上，对于大多数聚变位形，在实
验上实现高 β是非常困难的，因此这种权衡是要求在边界上达到最大的允许磁场，
尽管如此，高磁场还是增加了成本。 因此结论是，等离子体物理上的考虑要求 B ｃ 设
置为等于其最大允许限制值，即 B ｃ ＝Bｍａｘ ＝１３ Ｔ，对应的ξ值为ξ＝B２

ｍａｘ ／４μ０σｍａｘ ＝
０畅１１。

利用这个 ξ值，连同其他约束值，即得到如下的 a，c和 V Ｉ ／PＥ 的值：

　　
a ＝２．０　（ｍ）
c ＝０．７９　（ｍ）
V Ｉ ／P Ｅ ＝１．２　（ｍ３ ／ＭＷ）

（５．３１）

这些值与通过更详细、严谨的研究导出的结果是一致的。 作为一个实例，我们再来
看一下 ＩＴＥＲ 项目设计的模型线圈（图 ５畅４）。 最后，值得指出的是，最大磁场（ξ＝
０畅１１）下的 V Ｉ ／PＥ 的值要比甚小磁场极限（ξ硳 ０）下的值约大 ２畅５ 倍。 实现高 β带
来等离子体物理方面的困难的确需要付出很高的成本代价。
5畅5畅4　装置大半径和等离子体的表面积、体积

要计算的最后一个几何量是大半径。 将 a 代入式（５畅２０）即可得到：
　　 R０ ＝０．０４ PＥaPＷ ＝５．０　（ｍ） （５．３２）
现在，装置几何已经完全确定。 有关的几个几何量———等离子体环径比、等离

子体表面积和等离子体体积———可直接代入算出来：

　　
R０ ／a ＝２畅５
AＰ ＝４π２R０ a ≈ ４００　（ｍ２ ）
VＰ ＝２π２R０ a２ ≈ ４００　（ｍ３ ）

（５畅３３）

现在我们可以将核裂变与核聚变进行一个有用的比较。 一个典型的压水反应
堆（压水堆）可能载有 ６５ ０００ 根燃料棒，每根直径 １畅３ ｃｍ，长 ３畅７ ｍ。 这些燃料棒的
总表面积约为 １０ ０００ ｍ２ ，是聚变反应堆的 ２５ 倍。 表面积越大，冷却剂就越容易将
热量带走，因此裂变反应堆可以在比聚变堆更高的功率密度下运行。 同样，燃料棒
系统（棒、结构、冷却液）的总体积 （相当于等离子体体积）可以装满一个直径约
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３畅７ ｍ，长 ４ ｍ 的容器，体积相当于大约 ４０ ｍ３ ，要比聚变的体积小 １０ 倍。
由此我们得出以下结论：聚变反应堆的热只能通过等离子体周围的环形表面积

传递出去。 冷却管不能插入到等离子体中，因为那样将使等离子体温度降低并导致
冷却管自身被熔化。 因此，要产生一定量的功率，聚变堆必须有大的体积，那样才能
使热通过相对较小的约束表面面积释放出去。 大体积意味着聚变堆的建设成本内
在地就要比化石燃料电厂或裂变堆高得多。 好在这种高成本能够通过以下几方面
来平衡：辐射水平较低；废物处理方便；与裂变堆相比，核扩散的风险减少。 此外，
燃料供应的低成本和高可靠性，以及无温室气体和其他污染物排放等优势使得聚变
能与化石燃料相比占有一定优势。
5畅5畅5　功率密度和等离子体压强

我们还记得，功率密度大意味着反应堆堆芯可以较小，单位功率的产生成本可
以较低。 反之也一样。 衡量功率密度的一种方便的指标是用等离子体（从 α粒子
和中子）产生的总功率除以等离子体体积所得的比。 这个比值可通过总功率平衡
关系来计算：

　　 Pα ＋P ｎ ＝ Eα ＋E ｎ
Eα ＋E ｎ ＋E Ｌｉ （Pα ＋P ｎ ＋P Ｌ ｉ）

＝ Eα ＋E ｎ
Eα ＋E ｎ ＋E Ｌｉ

PＥ
ηｔ （５．３４）

因此，等离子体的功率密度为：
　　 Pα ＋P ｎ

VＰ
＝ Eα ＋E ｎ
Eα ＋E ｎ ＋E Ｌ ｉ

PＥ
ηｔVＰ ＝４．９　（ＭＷ／ｍ３ ） （５．３５）

裂变反应堆的等效值大约为 １００ ＭＷ／ｍ３ 。 正如先前所说，与裂变相比，聚变的
表面积与体积比相对较小，因此要求反应堆的功率密度相对较低，体积较大，资金成
本较高。

下面来考虑等离子体的压强。 回想一下，α粒子和中子的功率与聚变截面有关：
　　 Pα ＋P ｎ ＝ １

４ （Eα ＋E ｎ）n２ 枙σv枛VＰ （５．３６）
由于 p ＝２nＴ，因此等离子体压强可以写为：

　　 P ＝ １６
Eα ＋E ｎ

Pα ＋P ｎ
VＰ

１ ／２ T２

枙σv枛
１ ／２ ＝８．４ ×１０ －１２ T２

ｋ
枙σv枛

１ ／２
　（ ａｔｍ）

（５．３７）
其中，T 的单位是 ｋｅＶ；枙σv枛的单位是 ｍ３ ／ｓ。 显然，为使所需的 β极小，装置必须运

29 　第 5章　简单磁约束聚变反应堆设计



行在使函数 T２ ／枙σv枛最小化的温度，即在 １５ ｋｅＶ 上。 由这个结果和枙σv枛 ＝３ ×
１０ －２２ｍ３ ／ｓ 得到下述典型聚变反应堆的等离子体参数：

　　p ＝７．２　（ ａｔｍ）
T ＝１５　（ｋｅＶ）
n ＝１．５ ×１０ ２０　（ｍ －３ ）

（５．３８）

我们看到，与室温空气（基本上可用 Ｎ２ 代替）相比，聚变等离子体的温度大约要高出
６０ 万倍，而数密度则低约 １７０ 万倍。 因此就数密度而言，等离子体可视为准真空。
5畅5畅6　等离子体物理量β和τＥ

设计中最后两个量是等离子体比压 β和能量约束时间 τＥ ，这两个量特别重要，
因为它们的值是本书整个第二部分的基础。 具体来说，等离子体物理学家的任务就
是设法形成能够同时满足聚变堆所需的 β和 τＥ 值的等离子体。 本书第二部分着重
论述实现这些目标的等离子体物理和相应的方法。

首先考虑能量约束时间。 由最低点火要求 p τＥ ＝８畅３ ａｔｍ ｓ很容易计算出所需
的 τＥ 值。 对 p ＝７畅２ ａｔｍ ，这个值为：

　　 τＥ ＝１畅２　（ ｓ） （５畅３９）
磁场位形必须能够提供对等离子体热能的约束，使得通过热传导自然衰减的时

间略大于 １ ｓ。
下一步，通过等离子体压强和最大允许磁场 B 即可确定所需的最低等离子体比

压 β。 需要注意的是，在环形位形下，几何效应使得等离子体中心磁场（β据以定义
之处）比 Bｍａｘ要小。 为了看清这一点，我们不妨检视一下图 ５畅１０。 这里，对积分形
式的安培定律可以看出，磁场与大半径 R 成反比衰减：

图 5．10　磁场 B矱是大半径 R的函数
（图中显示，B矱从线圈内的 B矱 ＝Bｍａｘ 向外以 １／R衰减）
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　　 μ０ Iｃ ＝∮B· ｄl ＝∮B矱R ｄ矱＝２πRB矱 （５．４０）
或

　　 B矱 ＝μ０ I ｃ
２πR ＝B０

R０
R

（５．４１）
在这些表达式里，I 是流过环向磁场线圈的总电流；B矱是环向磁场；B０ 是 B矱在大半

径 R ＝R０ 处的值，这个位置也是 β据以定义的位置。
１／R 定标关系意味着最大磁场 B ＝Bｍａｘ 出现在线圈内 R ＝R０ －a －b 位置处。

因此，我们有：
　　 B０ ＝R０ －a －b

R０
Bｍａｘ ＝４．７　（Ｔ） （５．４２）

几何效应大幅降低了等离子体中心的磁场。 由此可以很容易计算出所需的 β值：
　　 β＝ p

B２
０ ／２μ０

＝０．０８２ （５．４３）
也就是说，作为现行最成功的聚变装置，托卡马克能够实现的最大 β值约为 ８．２％。

5畅6　本章总结
第 ５ 章给出了简单的一般聚变反应堆的设计过程。 我们得到了所有感兴趣的

几何量以及等离子体关键参数的典型值。 设计参数列于表 ５畅３。 有趣的是，这种设
计主要是受到工程上和核物理上的约束，等离子体物理所起的作用不大。 等离子体
物理方面的主要贡献是使我们认识到，实现高 β是一项艰巨的任务，这意味着强磁
场是必需的，尽管这会导致成本上升。

设计审查表明，磁约束聚变反应堆的特点是有一个区域较大且功率密度较低的
芯部。 其根本原因是这种位形的表面积与体积的比较小，热量只能通过环形等离子
体表面传递出去，冷却管不能插入到等离子体内，以提高表面积对等离子体体积的
比。 大尺寸和低功率密度这二者意味着，聚变反应堆的建设成本会比较高，这必须
依靠燃料供应的低成本和高可靠性以及一些潜在的环境优势来加以平衡。 世界能
源的消耗、供应和在未来几十年对环境的影响的演变，将最终决定聚变能的经济竞
争力。

最后，值得指出的是，反应堆的重要的等离子体物理要求是β≈８％，τＥ ≈１ ｓ和
T ≈ １５ ｋｅＶ 三项指标必须同时实现。 这些准则是我们在本书第二部分里要讨论的
磁约束聚变等离子体物理的重点。
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表 5．3　一般聚变堆参数表
名　称 符　号 数　值

包层唱屏蔽厚度 b １．２ ｍ
线圈厚度 c ０．７９ ｍ
小半径 a ２．０ ｍ
大半径 R０ ５．０ ｍ
环径比 R０ ／a ２．５
等离子体表面积 AＰ ４００ ｍ２

等离子体体积 VＰ ４００ ｍ３

功率密度 （ Pα＋P ｎ） ／V Ｐ ４．９ ＭＷ／ｍ３

R ＝R０ 处磁场 B０ ４．７ Ｔ
等离子体压强 p ７．２ ａｔｍ
等离子体温度 T １５ ｋｅＶ
等离子体数密度 n １．５ ×１０ ２０ ｍ －３

能量约束时间 τＥ １．２ ｓ
归一化等离子体压强 β ８．２％

参考书目

多年来，国际聚变界已经就大规模点火实验和聚变反应堆进行了许多设计。 以
下这些参考文献提供了反应堆设计的概述以及一些装置的具体工程设计和概念设

计方面的有用资料。
1．聚变反应堆设计综述

2．点火实验和聚变反应堆的具体设计
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习　题
5畅1　电阻性磁体托卡马克中子源如图 ５畅１１ 所示。 该磁体中央回臂填满了整个环中心区域。 为
了简单起见，假设磁体消耗的总欧姆功率等于长为 L的回臂消耗的两倍。 等离子体密度取最大运
行值（即格林沃尔德极限值），就眼下来说可简化为 n２０ ＝０畅８B０ ／R０。

①证明：对于已知的 R０ 和 b，中子功率对磁损耗功率的比作为小半径 a的函数有最大值。
②对 T ＝１５ ｋｅＶ，R０ ＝３ ｍ，b ＝１ ｍ情形，计算最佳 a值，最佳环径比 R０ ／a，以及相应的功率

比最大值。 如果 Bｍａｘ ＝１５ Ｔ，这里 Bｍａｘ是线圈位置磁场的最大值，试计算总的中子功率和中子壁
负载。

图 5．11
5畅2　稳恒磁场由流过金属圆柱体的均匀电流产生。 圆柱的内径为 a／２，外径为 a。 电流沿纵向流
动。 线圈由流过线圈中心（即 ０ ＜ r ＜a／２）的冷却水冷却，以保持内表面温度均匀 T（a／２）。 线
圈外部绝缘良好，使得没有热量从外表面 r＝a逸出。 假设导热系数κ和电阻率η均为常数。
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①推导内外表面的温差表达式，假定表面磁场为 B（a）。
②就κ＝４００ Ｗ／（ｍＫ），η＝２ ×１０ －８ Ω· ｍ，和 B（a） ＝２ Ｔ情形计算上述温差。

5畅3　考虑书中讨论的简单超导核聚变反应堆的α粒子最大功率密度的问题。 假定环向磁场磁体
的最大允许磁场（ＴＦ）为 Bｍａｘ ＝１３ Ｔ。 反应堆在中子最大允许壁负荷 PＷ ＝４ ＭＷ／ｍ２ 条件下运
行。 反应堆的等离子体压强取相当于最大磁流体稳定极限值，即所谓“特鲁瓦永极限”，眼下它可
以写成如下简化形式： β＝０畅１２（a／R０）。这里β＝２μ０ p／B２

０ ＝２μ０（pｅ ＋pＤ ＋pＴ） ／B２
０。此外，假设

b ＝１畅２ ｍ。
①试证：存在使α功率密度最大化的最佳温度，并计算出该温度。
②试证：存在使α功率密度最大化的最佳 R０。 注意：R０ ＝R０（a） ＝R０［a（Sα）］。
③计算这个最佳 R０、 α的最大功率密度、中子的最大功率密度，以及相应的 a值。

5畅4　本题的目的是检验理想等离子体动力堆（ＰＰＰＲ）的经济可行性。 这是一种具有最佳等离子
体物理性能的装置。 具体来说，假设：①无成本的β≤ １ 是可能的；②无成本的任意 I是可能的；
③无成本的任意τＥ 是可能的；④可无成本地使用任何辅助加热手段；⑤不需环向磁场；⑥不需极
向磁场；⑦不需欧姆变压器；⑧不需电流驱动。 从本质上讲，聚变反应堆仅需由包层唱屏蔽和第一
壁组成。 中子学研究表明，包层唱屏蔽的厚度约为 b ＝１畅５ ｍ，第一壁材料限定中子壁负载为 PＷ ＝
４ ＭＷ／ｍ２。 电功率要求达到 PＥ ＝１ ＧＷ，热转换效率为ηｔ ＝０畅３５。 假定每次聚变反应最终产生
约 ２２ ＭｅＶ的热能。 现在定义质量利用系数 F为 F＝反应堆质量／电功率。 对于裂变堆，典型的 F
值为 １０３ ｋｇ／ＭＷ。 试就拓扑上自洽的圆截面聚变反应堆计算使 F取极小值（即最经济）的 R０ 和 a
值。 假设包层和屏蔽的平均密度为 ３ ×１０３ ｋｇ／ｍ３。 讨论取得的结果。
5畅5　本题研究非圆等离子体截面对简单聚变反应堆设计的影响。 目的是要在假设等离子体具有
椭圆形状截面的情形下重复书中的设计计算过程。 这里椭圆的水平直径为 ２a，垂直直径为 ２ κa，
其中，κ是等离子体拉长比。 包层与屏蔽和磁体也呈椭圆形，但其厚度 b 和 c 均为截面均匀的。
假定所有约束不变，试计算 VＩ／PＥ 的最小值，并就 ０畅５ ≤ κ≤ ２ 情形计算表 ５畅３ 中相应的反应堆
参数值。 基于这个简单模型，关于非圆截面等离子体可以得出什么结论？
提示两点：第一，本题中椭圆的周长可以近似为 C ＝２πa （１ ＋κ２） ／２；第二，在计算磁体最大

应力时要注意，最大磁力出现在椭圆扁平的一侧。
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第 6 章　磁约束聚变概述
6畅1　引　言
前面章节的分析让我们对磁约束聚变反应堆中的等离子体特性有了大概的认

识。 具体来说，工程上和核物理的要求综合起来表明，聚变等离子体必须达到温度
T 约１５ ｋｅＶ，压强 p 约 ７ ａｔｍ，等离子体比压值 β约 ８％，能量约束时间 τＥ约 １ ｓ ；而
且等离子体必须被约束在小半径 a 约 ２ ｍ、大半径 R０约 ５ ｍ 的环形系统内。 聚变
等离子体物理学界面临的挑战就是要寻找出能够同时实现这些参数的途径。

由于聚变等离子体的行为复杂微妙，与我们日常的直觉经验相差甚远，所以由
此衍生出“等离子体物理学”这门物理学新的分支也就不奇怪了。 只有对这种物质
的新形态有了足够深入的了解，才有可能实现聚变反应堆中需要的稳定的等离
子体。

让读者掌握等离子体物理学是本书第二部分的目的。 本部分各章描述了产生
聚变等离子体所需的等离子体物理知识，目标是要为从事核工程的工程师们提供对
等离子体物理学领域的较为严格的介绍。 因此，这里的选题和叙述顺序均服务于建
设具有实用价值的聚变反应堆这个最终目的。 这样做的结果有两个：首先，为了让
读者对这一领域有较为全面的认识，很多内容被包括进来；其次，大多数理解性内
容是基于对一系列复杂程度不一的流体模型的分析。 书中还给出了与确定粒子分
布函数的动理学描述相关的更精确的模型，但是这些属于高级课题，对于聚变的入
门知识来说不是必要的。

经过多年的研究，为进入等离子体物理学和聚变能领域的新科学家介绍该领域
知识结构的自然逻辑已经得到充分发展。 这一逻辑的基础就是我们需要产生出能
够满足点火基本条件并具有大规模聚变能输出的等离子体。 这里所说的点火条
件是：

　　 p τＥ ＝２４
Eα

T２

枙σv枛 ＝０．１１ ×１０ －２２ T２
ｋ

枙σv枛　（ ａｔｍ ｓ） （６．１）
本书在内容材料的组织上遵循实现上述目标所要求的自然逻辑，安排如下：第

７ 章半定量地叙述等离子体的定义以及聚变等离子体的某些整体行为特征。 目的
是在普通的入门水平上为读者提供某种视角来考虑等离子体在电场和磁场中的行



为。 第 ８ 章和第 ９ 章描述单个带电粒子在给定电场和磁场中的运动。 这里不考虑
场的自洽性问题。 尽管这种描述很简单，但它深刻阐明了聚变反应堆的结构，尤其
是为什么等离子体必须处于环形结构内的问题。

更深入的研究要用到自洽模型，这构成了第 １０ 章的内容。 如前所述，这些模型
是一组复杂程度不一的流体模型。 自洽性很重要，因为等离子体中的粒子运动产生
的电流和电荷会对原有的场产生很大的影响，这反过来又会影响到带电粒子的运
动，等等。

接下来的第 １１ 章和第 １２ 章，我们用较简单的流体模型，即所谓的磁流体力学
（ＭＨＤ）模型，来分析各种简单聚变位形下等离子体的宏观平衡和稳定性。 磁流体
力学稳定性的限制规定了点火条件中可能的压强 p 的上限值。 第 １３ 章运用磁流体
力学理论的结果描述了当前正在研究的聚变能途径的主要磁约束概念。 虽然这类
方法有很多，但目前表现最好的是“托卡马克”。 读者将会看到，磁场几何的具体形
态对确立稳态约束下 β（从而取得 p）的最大值有非常重要的关系。

接下来描述聚变等离子体的输运性质（第 １４ 章）。 弄清楚等离子体中粒子和
能量是如何通过诸如扩散和热传导这样的输运过程而快速损失掉是很重要的。 这
些损失决定了等离子体的能量约束时间 τＥ ，它是点火条件中的一个很重要的参数。

第 １５ 章讨论等离子体加热和电流驱动问题，其中描述了几种能够将等离子体
加热到聚变温度 T（约 １５ ｋｅＶ ≈ １７０ ×１０ ６ Ｋ） 的加热方法。 实现 T ＝１５ ｋｅＶ 对于
T ２ ／枙σv枛的最小化很重要，由此可实现点火条件中 p τＥ 的最小化。 另外，本章中
还给出了一种不用变压器来实现稳态环向电流驱动的方法。 第 １６ 章简要讨论了国
际聚变研究计划的未来方向，着重介绍了 ＩＴＥＲ 装置。

概括起来，本部分的内容排列如下：①等离子体的基本描述；②单粒子行为；
③自洽模型；④磁流体力学平衡及其稳定性；⑤聚变位形；⑥输运；⑦加热和电流驱
动；⑧聚变研究的未来前景。 在开始详细讨论之前，我们不妨将此后各章的主要内
容和结论综述如下。

6畅2　等离子体的基本描述
聚变等离子体是完全电离气体，其行为主要受长程的电场和磁场支配（与此相

对的是短程的近距库仑碰撞作用） 。 这种行为的结果是等离子体成为十分理想的
导体，有很高的电导率。 这不免令人称奇，因为等离子体中的电子数密度（即电荷
携带者的数量）通常要比铜等良导体中的电子的密度小 ８ 个量级。 即使这样，聚变
等离子体的电导率还是要比铜大 ４０ 倍。 原因是在高温、低密度状态下，电子和离子
很少发生库仑碰撞，因此对电流的阻碍作用非常微弱。

高电导率意味着等离子体内部对稳恒电场有很强的屏蔽作用。 另一方面，稳恒
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磁场则可以穿透等离子体，尽管有些缓慢，而正是这些磁场提供了对等离子体的约
束。 这就是为什么称作“磁约束聚变”而不说“电约束聚变”或者“电磁约束聚变”。

人们已经导出了确定等离子体在长程集体作用支配下成为良导体条件的明确

判据。 聚变等离子体充分满足这些判据。 在聚变反应堆中，正是高电导率使得利用
磁场约束成为可能。

6．3　单粒子行为
讨论中假定稳恒磁场已渗入等离子体中，它的作用是提供对等离子体的约束。

了解磁约束作用是如何起效的最简单方式是利用牛顿运动定律来确定给定磁场中

带电粒子的轨迹。 这些带电粒子运动引起的电流和电荷密度对给定磁场的影响等
问题可以忽略。 这里的目的是要在微观层面上考察给定磁场能否约束住等离子体
中的单个带电粒子，抑或造成粒子与第一壁的碰撞而损失掉。

分析表明，粒子运动大体上可以分为三种类型。 其中最快也是最主要的运动是
带电粒子在时间和空间上缓变的磁场中的长程行为，即所谓的“无碰撞行为” 。 事
实表明，带电粒子沿着螺旋状轨道绕着磁场线进行回旋运动。 螺旋的垂直半径，也
称作回旋半径，通常很小，不足 １ ｃｍ。 正是在这个意义上，我们说粒子在垂直于磁
场的方向上被约束住了。 在平行于磁场的方向上，粒子可以自由运动，如果磁场线
和第一壁相交，粒子就会迅速损失掉。 聚变磁约束位形之所以均采用环形位形，且
有磁场线环绕其表面但不与壁相交，犹如理发店的旋转招牌，主要原因就是为了避
免粒子沿平行方向的损失。 电子和离子除了有垂直方向上的“回旋”运动之外，还
具有各种磁场梯度引起的横越磁场线的缓慢漂移速度，但是漂移的方向通常并不会
引起粒子损失。 从无碰撞行为中我们可以得出结论，很多环形磁场结构都可以约束
住所有的粒子———不存在粒子和能量损失。

第二类单粒子运动与两个靠得很近的带电粒子间的静电相互作用即库仑碰撞

有关。 这类运动出现的机会相对较少，这是因为在高温低密度等离子体中极少出现
两个粒子距离足够接近并能持续足够长的时间，以至于明显影响到它们的无碰撞轨
道的情形。 尽管如此，库仑碰撞还是非常重要的，因为它导致粒子和能量通过扩散
及其类似过程而损失。 分析的目的是要确定各种与粒子碰撞损失率相似和不相似
的动量和能量的损失率。 这些损失率将在后述各章中被用来确定自洽流体模型中
粒子和能量的宏观输运系数。

最后也是最难发生的一类粒子运动是核聚变碰撞。 在前面的章节里我们已经
讨论过这些碰撞。 具有讽刺意味的是，尽管聚变是核能的来源，但在用于理解当前
实验结果的大多数等离子体物理学里，忽略掉所有的核效应反倒是一种很好的近
似，或者最多把它们看成是一种扰动。 未来具有足够高的 α加热功率的实验装置
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建立起来，核作用将在等离子体的总体功率平衡中发挥重要作用。 但即使是在这种
情形下，发生聚变的碰撞次数比较而言依然较少。

概括起来，单粒子运动的层次结构如下：①支配性运动———长程电磁场中的无
碰撞行为；②库仑碰撞———较少发生的粒子间近距库仑势范围内的相互作用；③聚
变碰撞———更不经常发生的甚短程核作用势下的相互作用。 无碰撞行为提供了近
乎完美的单粒子约束，库仑碰撞是造成输运的原因，聚变碰撞产生核能。 就聚变反
应堆而言，“磁约束聚变”原理基本上就体现在对长程力场中带电粒子的充分约束。
输运损失必须保持在足够小的水平上，才能使点火和总体可观的功率平衡成为
可能。

6．4　自洽模型
为了能定量预言聚变等离子体的行为，我们需要自洽的模型。 本书给出的等离

子体物理学研究主要是基于流体模型。 这些模型可以从各种动理学模型的基本原
理中推导出来。 然而，这些推导不仅需要具备很多数学知识，而且有些过于一般
化。 因此，我们在书中给出的流体模型的推导是基于质量、动量和能量等守恒定律
以及某些简单的直觉。 得出的方程看上去和标准流体力学方程很接近，但二者之间
存在本质上的差别。

这些差别可以归纳如下。 首先，电子和离子各自需要一组独立的流体方程，两
个方程组通过麦克斯韦方程组耦合。 其次，除了流体力学中的压强梯度力之外，我
们还必须考虑流体元所受的电磁力。 最后，尽管这些方程组和流体力学方程组看起
来相似，但是模型中包含的物理过程有本质上的差别。 这一差别反映了这样一个事
实：等离子体的行为主要由宏观电场和磁场所支配的长程集体效应决定，而不是由
近距碰撞决定。

为了说明这一点，我们设想在等离子体内的某处聚集了一群电子，由此造成些
微的电荷不平衡，这种不平衡将产生宏观电场，这是因为电场力具有的长程性将使
得远离这群电子的所有其他带电粒子都受到影响。 具体来说，就是远处的那些带电
粒子的轨道会因受到电场力而改变（一般是通过运动来屏蔽电场） 。 这表明，即使
所有粒子都在做无碰撞运动，远离粒子团的电场几乎是瞬间就能被感知的（也就是
说，电场的传播速度是光速）；与此相对照，中性气体的流体行为则完全不同，局部
压强扰动只能通过一系列的近距碰撞传递到远处，传播速度是声速。

在研究各种等离子体波加热技术中，双流体方程组非常有用。 在此情形下，模
型几何可以在不损失太多精度的条件下大大简化。 当实际的几何效应变得很重要
时，双流体方程组通常会变得复杂难解。 在这些情况下，如果我们将注意力集中于
长波长低频现象，那么双流体模型可以简化为单流体模型，也就是磁流体力学模
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型。 各种形式的磁流体力学模型为研究宏观平衡及其稳定性以及输运提供了有用
的工具。

综上所述，根据质量、动量和能量等守恒定律，加上麦克斯韦方程组，我们可以
得到一组双流体模型和单流体模型。 这些模型提供了对等离子体行为的自洽描述。
与中性气体的标准流体行为相反，长程集体效应和宏观电场、磁场支配着等离子体
的行为。 就聚变反应堆来说，自洽的流体模型的发展甚为关键，因为用这些模型可
以对所有主要的等离子体物理问题进行较为精确的、易于处理的分析。

6．5　磁流体力学平衡及其稳定性
自洽模型首先在研究等离子体的宏观平衡及其稳定性方面得到应用。 分析中

用到单流体磁流体力学模型。 目的是要理解和发现各种可以把高 β（或者说高 p）
等离子体约束在稳定平衡态的磁场几何结构。 确立给定位形的磁体系统主要是基
于磁流体力学方面的考虑，换句话说，磁流体力学决定了装置的外观，也就是给人
的第一印象。

首先，分析表明，即使聚变等离子体是环状的，但仅有环向磁场是不能达到平衡
的，还必须有垂直方向上的磁场，即极向磁场。 所以平衡位形需要由环向和极向磁
场组合而成。 优化的组合是基于对宏观稳定性的分析，这里“优化”是指能够实现
最大的稳定 β值。

其次，要注意到优化往往意味着敏感性。 举例来说，等离子体表面附近的理想
导体壁的存在对某些类型的磁流体力学不稳定性具有很强的致稳作用。 但是，如果
壁面有电阻（实际情况中无法避免） ，则不稳定性依然存在，只是增长率被大大减
缓。 如果我们认为这些慢增长模式可以通过反馈来稳定，那么我们就得到了一组优
化了的位形。 如果由于技术上的原因，反馈不是一种可行的途径，那么壁稳作用就
不适用了，我们需要研究另外的优化位形。

最终的结果是，鉴于不同的致稳限定条件，目前有许多种“优化的”磁场位形正
在研究之中，它们都可能最终被用于聚变反应堆。 就当前实际取得的实验性能表现
来看，“托卡马克”是最成功的途径。 尽管其 β值的理论上限比某些位形要低，但仍
处于实现聚变堆的适当范围之内。 业已证明，托卡马克的高性能与非常低的输运水
平密切相关，其磁流体力学性能也已满足实验要求。

6．6　磁约束聚变概念
当前研究的主要磁约束聚变概念有托卡马克、球形托卡马克、仿星器、反向场箍

缩、球马克、场反位形和悬浮式偶极器等。 这里除了仿星器之外，其余的都是二维
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环形对称的。 仿星器是一种内在的三维位形。
本书主要从宏观磁流体力学平衡及其稳定性的角度对上述每一种概念进行描

述，并讨论它们在实验运行中的各种局限性，这些局限性会影响它们的表现，但还
无法从基本理论上对其作深入的了解。

各种概念的演化以及相应的进展有很大的差别。 托卡马克被研究得最充分，总
体表现也最好；其次是仿星器；然后是球形托卡马克，后者实际上是小环径比托卡
马克。 这些位形都具有较强的环向磁场，输运损失也较小，而且都不需要依赖于靠
近等离子体的导体壁来实现磁流体力学的稳定运行，β值也在可以接受的范围内。
仿星器的优点在于它是唯一不需要在反应堆中引入环向电流驱动的装置，但是它的
磁场位形极为复杂，这增加了装置的复杂性和建设成本。 如果要在反应堆规模上实
现上述任何一种磁场位形，那么，环向磁场的存在将使得装置的体积变得相当大，
造价大大提高。

反向场箍缩、球马克和场反位形的环向磁场很小甚至为零。 将它们放大到反应
堆的尺寸，那么这种反应堆将会是一种结构紧凑、功率密度高的堆型，其造价会大
幅度降低。 然而，较弱的环向场削弱了等离子体的约束性能，使得输运损失增大，
而且每一种位形都存在宏观不稳定性，除非是在等离子体表面附近放置有理想导体
壁。 所以，即使输运损失可以减少，但要想在实际的具有有限电阻特性的导体壁条
件下实现稳态运行，还需要采用反馈技术，这样就增加了技术上的复杂性。

简言之，几十年来，对各种面向磁约束聚变堆的位形研究表明，托卡马克表现最
好。 力图取代托卡马克的各种其他位形，要么是物理上有优势但技术上不具吸引
力，要么是相反情况。 目前还没有一种非托卡马克位形显示出明显超越托卡马克的
迹象，这也就是为什么国际上第一个燃烧级等离子体装置 ＩＴＥＲ 要采用托卡马克位
形的原因。

6．7　输　运
就本义来说，取得稳定的磁流体力学平衡态约束的等离子体，不会通过向壁的

快速、相干的宏观运动而损失能量。 但是，等离子体还会通过各种输运过程来损失
能量。 虽然粒子和磁场的扩散也起到一定的作用，但主要的输运机制还是热扩散。
热损失必须要得到补偿（主要通过 α粒子功率）才能保持聚变能的稳定输出。 显
然，输运损失不能太大，否则无法实现总体功率平衡。

约束磁场极大地改变了等离子体的输运特性，特别是使等离子体具有明显的各
向异性。 例如，垂直于磁场方向的导热系数要比平行于磁场方向的导热系数小 １０
个数量级。 这就是为什么聚变等离子体一定要处于环形的、并且磁场线环绕着环面
内的原因。 只有在这种环形磁场中，平行方向上的大的损失才能被消除。 也就是
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说，通过磁场线连续地绕环面转动，在几何上杜绝了沿磁场 B 方向直接流向第一壁
的损失路径。 指向第一壁的唯一的损失路径是横越磁场造成的，这种输运损失非
常小。

精确计算库仑碰撞的输运系数需要高深的数学知识，并要用到复杂的动理学模
型。 本书采用简单得多的“随机行走”论证方法来克服这些困难。 利用这种论证方
法，我们可以容易地算出直圆柱几何下的输运系数。 这种分析可以推广到环形几何
上，结果表明，由于存在一类特殊的粒子，其轨道被限定在环面的外侧，因而使得输
运损失显著地增加。

尽管这些计算让我们对聚变等离子体中的输运过程有了一定的基本了解，但是
计算结果并不总能带来实际实验中对能量约束的乐观预言。 原因在于等离子体的
温度和密度梯度会激发起一系列的微观不稳定性，造成异常大的等离子体能量损
失。 等离子体微观不稳定性理论非常复杂，至今尚不能提供完全准确的预言。 为了
避开这个问题，聚变研究人员已经根据大量实验数据发展出了一些经验定标关系来
估计能量输运，书中讨论了这些定标关系。

概括来说，完全电离的磁化聚变等离子体的特征是：高的电导率和高的各向异
性的输运系数。 横越磁场的输运一般要比平行于磁场的输运小好几个数量级。 实
际上，实验观察到的横越磁场的输运要比经典库仑碰撞理论预测的要快。 针对等离
子体微观不稳定性驱动起反常输运，目前主要用经验定标律来建立模型。 对聚变反
应堆有以下结论：就反常输运的抑制来说，目前托卡马克的表现最好；在反应堆规
模上，相应的能量约束时间 τＥ 也足够长。 可能除了仿星器，其他位形的表现目前都
不大理想。 但是，如果技术发展到可以抑制引起微观不稳定性的湍流，那么其他位
形可能会变得更具吸引力。

6．8　加热和电流驱动
这里首先要讨论的问题是如何把等离子体加热到聚变反应堆所需的极高温度，

即 T ＝１５ ｋｅＶ。 为此人们采用了多种有效的方法，包括欧姆加热、中性束加热和射
频加热等。 最终结果是在大型托卡马克装置实验上实现了接近 ３０ ｋｅＶ 的温度。 驱
动这些加热源所需的外界功率很可观，但是并不意味着在反应堆水平上采用这些加
热手段就无法实现可观的总体功率平衡。 加热方法如下所述。

加热等离子体的最简单方法是欧姆加热。 大多数磁约束位形中存在环向电流，
它产生的欧姆效应使得等离子体被加热，这与电流使得导线发热的情形非常类似。
然而，与导线情形不同，等离子体的电阻率随着温度的升高而减小，所以随着 T 升
高，加热效率变差。 实际结果表明，欧姆加热仅在几个 ｋｅＶ 的范围内是有效的，此
后很难进一步提高。
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为了把温度从几个 ｋｅＶ 提高到 １５ ｋｅＶ，需要辅助的外部功率源。 一种方法是
向等离子体内注入高能的中性粒子束。 束粒子必须是和等离子体粒子属于同一种
类（例如，氘或者氚） 。 中性粒子和低能等离子体离子发生电荷交换碰撞，也就是
说，高能中性粒子把一个电子交给低能离子，从而形成高能离子和低能中性粒子。
这种方法在实验中非常有效，但是在反应堆上运用要困难得多，因为这要求粒子束
的能量要更高，如此一来技术难度大大增加。

把等离子体加热到高温的第二种方法是采用射频加热。 等离子体中存在若干
种固有的共振频率，使得这种方法非常有效———这有点类似于用微波炉加热食物。
等离子体中的电子和离子都可以通过共振来驱动，但是加热离子的高功率、低成本
的外部功率源更容易获得。 即使如此，电子共振加热在物理上依然有着诱人的特
性，如 １５畅７ 节所述，这种方法可以使热量沉积在等离子体内很窄的局部区域，从而
提供了一种控制温度分布的外部手段。

总之，加热手段的不断进步体现着聚变研究的成功。 反应堆所需的温度应该在
不需要过多外界功率注入的情形下实现。

本章的第二个主题是电流驱动。 由于磁约束聚变堆预期应是一种稳态装置，因
此实现平衡所需的环向电流的那些方法必定采用某种非感应的电流驱动方式。 变
压器可以在启动过程中和持续时间有限的脉冲式操作中驱动电流，但是无法稳态运
行。 与加热一样，人们提出了多种电流驱动方式，并通过实验不断改进。

一种方法是向等离子体内注入切向的中性粒子束，产生平行于注入方向的环向
动量。 这些动量中的一部分通过碰撞传递给电子。 以优势动量沿环向流动的电子
构成反方向的电流（因为电子带的是负电荷）。

第二种方法是发射具有合适微波频率的射频波。 发射系统（即天线或波导）必
须设计成使得微波优先沿环向传播。 这样的话，微波就可以带动波谷中的电子。 随
着微波在环向上传播，低速电子被加速，产生与传播方向相反的电流。 这种情形类
似于冲浪者随着波浪前进的情形。

所有这些方法在目前的实验中都成功地实现了非感应电流驱动，使得具有环向
电流的稳态运行成为可能。 人们面临的主要困难是电流驱动不如加热那样有效，驱
动不大的电流就需要很高的功率。 由此形成的结果是，对于一个所有电流均需由非
感应驱动提供的反应堆来说，有可能无法实现总体功率平衡。 幸运的是，在像托克
马克这样的一些位形中，环向输运现象会引起固有的自感环向电流。 在所有高性能
托卡马克中都已经观察到这种复杂过程，它产生的电流可以占到总电流的 ９０％。
这样的话，如果总电流中只有很小的一部分需要非感应驱动，总体功率平衡还是可
以实现的。 输运引起的这种电流被称作“自举电流”，我们在第 １４ 章再予以讨论。

综上所述，我们可以采用中性束和射频功率源等有多种方法来进行聚变实验中
的加热和非感应电流驱动，这些方法在这两方面都取得了成功。 从反应堆的角度来
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看，由于将功率转变成环向电流的效率不高，因此电流驱动是个更为困难的问题。

6．9　聚变研究的未来
本书讨论的最终目标是未来的聚变研究计划。 这项研究的主要目的是了解当

α粒子加热功率大大超过外部加热功率时燃烧等离子体的物理特性。 研究计划的
核心是通过国际合作建造一个大规模的下一代聚变研究装置，这就是 ＩＴＥＲ。 实验
反应堆将采用托卡马克位形，它的体积将会和全尺寸反应堆的真实大小相当。 其主
要目标是首次实现聚变等离子体的强烈燃烧，功率因子 Q ＝１０。 ＩＴＥＲ 将会开辟聚
变等离子体研究的新领域———对 α粒子加热占主导地位的高温等离子体的研究。

参考书目

第 ６ 章简要介绍了理解和建造聚变反应堆所需的等离子体物理知识。 有两本
篇幅稍长的专著也做过类似的综述，其中包括历史展望。
聚变综述
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第 7 章　聚变等离子体定义
7畅1　引　言
在前一章中，等离子体被定性地定义为一种电离气体，其行为由集体效应和很

高的电导率所支配。 本章的目的是要在定性定义基础上导出可定量化的明确判据。
具体地说，就是要导出一般等离子体（不限于聚变应用）的三个基本参数：特征空间
尺度（德拜长度 λＤ ）、特征时间尺度的倒数（等离子体频率 ωＰ ）和特征碰撞参数
（“等离子体参数”ΛＤ ）。 这些参数的大小使我们能够区别某种部分电离或者完全
电离气体，例如，电子细束、电离层、荧光灯泡中的气体、闪电、焊接电弧，或是我们
特别关心的聚变“等离子体”到底是不是等离子体。

在本章中可以看到，具有类似等离子体行为的电离气体必须满足两类不同的判
据。 第一类判据包括宏观尺度和频率，这是分别与 λＤ 和 ωＰ 相比较而言的。 宏观
尺度定义为电离气体的典型几何尺寸（ L ～a ～R０ ），而宏观频率则定义为粒子穿越
等离子体的热传导时间的倒数 （ωＴ ≡ v Ｔ ／L）。 等离子体行为要求满足小的德拜长
度（λＤ ＜＜ L）和高的等离子体频率 （ωＰ ＞＞ ωＴ ）。 在这种状态下，等离子体可以非常
有效地屏蔽外界电场，这意味着高的电导率。

第二类判据包括微观库仑碰撞的影响。 这些碰撞决定了电离气体的行为是否
由长程集体效应所支配，而不是由短程的库仑相互作用所支配。 碰撞还与高电导率
特性紧密联系。 电离气体只有在碰撞率很低的时候才表现出等离子体行为，研究表
明，此时相应的等离子体参数 ΛＤ 很高。 这个参数表示的是以德拜长度为半径的球
体（通常也称为德拜球）内的带电粒子数目，低碰撞率表示德拜球中有很多的粒子。

只有满足上述判据，电离气体才会具有等离子体行为。 对于聚变等离子体，还
有额外的必须满足的限制条件，它与磁场的存在有关。 新的限制条件如下：当带电
粒子被约束于磁场中时，它会以特定频率绕给定的磁场线旋转，这个频率和磁感应
强度 B 成正比，称作回旋频率（ωｃ） 。 在聚变等离子体中，电子和离子的回旋频率都
必须大于各自的热传导时间的倒数。 回旋运动的轨道还具有特征半径，它也与 B
成正比，称作回旋半径（ rＬ） 。 在聚变等离子体中，电子和离子的回旋半径必须小于
等离子体的典型宏观尺度。 为了使得等离子体能够被磁场约束住，其频率和尺度条
件必须得到满足。



接下来讨论的重点是确定定义聚变等离子体的定量判据。 主要结论是，对于
５畅５ 节中导出的描述聚变反应堆的典型参数，上述判据可以很好地满足。

7畅2　等离子体对稳恒电场的屏蔽———德拜长度
本节讨论等离子体屏蔽稳恒电场的能力。 等离子体能非常有效地屏蔽稳恒电

场，这意味着它具有高电导率。 下面的计算利用了简单直观的以集体效应为主的等
离子体流体模型。 分析的结果是导出了一个称作德拜长度的临界长度。 如果等离
子体的尺度比德拜长度大很多，屏蔽效果将会非常显著。
7．2．1　德拜屏蔽的物理图像

为了理解屏蔽效应，有必要回顾一下等离子体总体上含有相同数目的正负带电粒
子这一特点。 然而，这些粒子并不像在原子中那样被约束在一起，而是可以自由运动，
彼此穿越，其行为要由麦克斯韦方程组来确定。 清楚了这一点，我们来考虑图 ７．１ 所
示的理想化等离子体电路。 假设等离子体的密度为 n，温度为 Tｅ 和 T ｉ， 位于相距为 L
的两个电极之间。 电源提供稳恒电压。 另外假设电阻 R１ 的值足够大，使得流经等离
子体的电流很小，出于简化考虑，在接下来的简单计算中可以将其忽略。

图 7．1　解释德拜屏蔽所用的理想化电路图
通过分析电极上加载电压之后的电子和离子的运动就可以得到德拜屏蔽的物

理图像。 电子被吸引到正电极，离子被吸引到负电极。 先考虑电子，随着电子流向
正电极，电极表面形成了一层很薄的面电荷。 由于电荷符号和电极电势的符号相
反，所以电荷产生的电场和外界电场相反。 对负电极附近的离子进行分析可以得到
类似的结论。 反向的感应电场产生屏蔽效应，称为“德拜屏蔽” 。

实际上，表面电荷层并不是无限薄，而是有一定的厚度，这个厚度称作德拜长
度。 其原因在于粒子的温度不为零。 定性说明如下：首先考虑电子，很明显，电子
被负电极所排斥，但是因为速度上存在有限的热展宽，某些高能电子可以克服负电
势接近负电极。 这些电子的存在使得厚度无限小的薄层不能实现完全屏蔽———负
电极附近总会有少量的负电荷，它们影响局部电势的值。 直观上可以看出，随着温
度升高，屏蔽距离亦增大，因为有更多的电子可以接近负电极。
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正电极附近也有类似的现象。 电子被正电极吸引，正电势俘获了一层负电荷。
但是由于能量的有限热展宽，某些电子可以逃脱俘获电位，使得厚度无限小的薄层
无法实现完全的屏蔽。 所以有限温度效应使得两个电极都不能完全屏蔽，也都具有
一定厚度的鞘层。 根据对称性，对两个电极附近的离子也可做类似的分析。

有了这个定性的图像，接下来的任务就是推导鞘层厚度 λＤ 的明确表达式。
7．2．2　德拜长度的推导

德拜长度的推导来自对一个简单的等离子体流体模型的分析。 这个模型是著
名的流体动力学方程组的简单推广。 下面我们来推导这个等离子体模型，然后与麦
克斯韦方程组耦合。 分析这组耦合方程就可以得到德拜长度的明确表达式。

让我们从熟悉的流体动力学动量方程开始：
　　 ρ 矪v矪 t ＋v· Δ

v ＝－ Δp ＋ρg （７．１）
为了把这个方程推广到等离子体情形，需要考虑两种效应。 首先，有两类粒子，

电子和离子，所以需要两个独立的动量方程。 其次，因为电场的存在，等离子体受
到额外的力的作用。 为了确定这个力，我们假设等离子体的行为类似于流体，即受
平滑的长程电场而非短程碰撞的支配。 因此小体积 V 中的电子感受到的电场力１ ）

为 FＥ ＝QE，其中，Q 是总电荷量，即 Q ＝ －e n ｅ V。因为动量方程中包含的是力的密
度，所以式（７．１）的添加项可以简单写作 fＥ ＝FＥ ／V ＝ －e nｅ E。 离子也有类似的表
达式。

１） 原文中误为洛仑兹力 。 ———译者

我们还可进一步做以下几点近似。 首先，因为假设电子电流很小，所以磁场的
效应可以忽略。 其次，在地面实验室进行的所有实验中，重力引起的效应可以忽
略，因为和电场力相比它实在是太小了。 根据这些假设，等离子体动量守恒定律的
双流体模型为：

　　
m ｅnｅ 矪 v ｅ

矪 t ＋vｅ· Δvｅ ＝ －e n ｅ E － Δp ｅ
m ｉn ｉ 矪v ｉ

矪 t ＋v ｉ· Δv ｉ ＝ e n ｉ E － Δp ｉ
（７．２）

现在用这个模型来解释德拜屏蔽。 电流可以忽略意味着稳恒态，即 v ｅ ≈ v ｉ ≈
０， 没有电荷的流动。 接下来，为了方便起见，假设电子和离子的温度均为常数，即
T ｅ ＝常数， T ｉ ＝常数。另外稳态假设也意味着 Δ×E ＝０，所以 E ＝－ Δ矱。 最后，只
考虑理想的一维几何条件：所有的物理量都仅是 x 的函数。 综合这些简化，可以得
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到下列有关 n ｅ 和 n ｉ 与 矱的关系的方程式：

　　
ｄ矱
ｄx － T ｅe n ｅ

ｄn ｅ
ｄx ＝０

ｄ矱
ｄx ＋ T ｉe n ｉ

ｄn ｉ
ｄx ＝０

（７．３）

它们很容易积分，由此得到：
　　n ｅ ＝n０ ｅｘｐ（ e矱／T ｅ）

n ｉ ＝n０ ｅｘｐ（ －e矱／T ｉ）
（７．４）

其中 n０ 是远离电极区域未受扰动的电子和离子的数密度。 为了保持电中性，这两
个未扰动密度必须相等。 为了简单起见，与电势相关的任意常数都可以选择，使得
在中点 x ＝０ 处 矱＝０。

将式（７．４）和下述泊松方程联立，可得闭合的方程组。
　　 ｄ

２矱
ｄx２ ＝ e贷０

（n ｅ －n ｉ） （７．５）
将密度表达式代入，可得：

　　 ｄ
２矱
ｄx２ ＝e n０贷０

［ ｅｘｐ（ e矱／Tｅ） －ｅｘｐ（ －e矱／T ｉ）］ （７．６）

我们注意到，即使是这种最简单的问题也会得出非线性方程。 对它的最简单也是传
统的处理方法是假设电压很低，这时有 ｜e矱｜／Tｅ， ｉ ＜＜ １ 成立。 由此我们可以把
式（７．６）转为线性方程而不失其物理本质。 利用泰勒展开式 ｅｘｐ （ ±e矱／Tｅ， ｉ） ≈１ ±
e矱／T ｅ， ｉ 得到：

　　 ｄ
２矱
ｄx２ －e

２ n０
贷０

１
T ｅ

＋１
T ｉ

矱＝０ （７．７）

边界条件为：①归一化条件 矱（０） ＝０；②回路条件 矱（ －L／２） －矱（ L／２） ＝V０ 。 因此
答案很容易给出：

　　
矱＝－V０

２
ｓｉｎｈ（ x／λＤ ）
ｓｉｎｈ（L／２λＤ ）

E ＝－ｄ矱ｄx ＝ V０
２λＤ

ｃｏｓｈ（ x／λＤ ）
ｓｉｎｈ（L／２λＤ ）

（７．８）

这里，德拜长度的定义为：
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　　 １
λ２
Ｄ

＝ １
λ２
Ｄｅ

＋ １
λ２
Ｄ ｉ

＝ e
２ n０
贷０ T ｅ

＋e
２ n０
贷０ T ｉ

（７．９）
图 ７．２ 画出了 L／λＤ ＝２０ 时的 E ＝ －ｄ矱／ｄx随 x 的变化图像。 为了比较，图中

还画出了真空条件下的结果。 由图 ７畅２ 可知，等离子体对电场存在很强的屏蔽。 和
预期的一样，屏蔽层厚度 λＤ 随着温度升高而增大，因为高温时有更多的高能粒子
使得屏蔽不完全。 同时 λＤ 随密度增大而减小，因为这时有更多的粒子可以参与屏
蔽，从而减小了鞘层厚度。

图 7．2　L／λＤ ＝２０ 时的电场和距离的关系
　　上述分析可以得出一个重要结论。 由于等离子体具有屏蔽稳恒电场的特性，这
就意味着能被看成是等离子体的电离气体的几何尺度一定要比德拜长度大很多，
即L ＞＞λＤ 。

要把德拜长度判据应用于聚变等离子体，只需要简单地替换数值就行了。 这里
需注意，出于数学上的方便，文献中经常仅采用电子德拜长度（λＤ→ λＤｅ ）。 有时这
种做法被错误地认为是因为离子的质量很大的缘故。 理由是离子很重，很难运动，
在问题中仅充当恒定的起中和作用的电荷而已。 然而，在我们前述的推导过程中出
现的是离子的温度而非其质量，所以从技术上讲，只有当 T ｉ ＞＞ T ｅ 时，离子德拜长度
才可以忽略，但这种情况实际上很难发生。 在 T ｉ ≈ T ｅ 的聚变等离子体中，忽略离子
德拜长度只会让德拜长度增大几倍，这对目前的实验目的几乎没有影响。 为了和传
统一致，下面给出电子德拜长度的数值：

　　 λＤ ｅ ＝ 贷０ Tｅ
e２ n０

１ ／２
＝２畅３５ ×１０ －５ Tｋ

n２０

１ ／２　（ｍ） （７．１０）

其中 Tｋ 和 n２０的单位分别是 ｋｅＶ 和 １０ ２０ｍ３ 。 对于 Tｋ ＝１５， n２０ ＝２ 的聚变等离子体，
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可得 λＤｅ ＝６畅４ ×１０ －５ ｍ。 显然，小半径（ a 约 ２ ｍ）的聚变等离子体要比德拜长度判
据大 ４ 个数量级，满足判据的余量很大。

本小节最后一个要点是“准中性”的定义。 等离子体内大部分区域的电场被非常
有效地屏蔽，这意味着电子和离子的密度很少偏离背景值 n０ 。 所以在等离子体内的
大部分区域，局部电子密度和局部离子密度几乎完全相等，即 nｅ（x） ≈ n ｉ（x）。 举例来
说，温度相等时，在距离电极四分之一长度处（x ＝±L／４），电子和离子的密度差为：

　　 n ｅ －n ｉ
n０

＝eV０
２T

１
ｃｏｓｈ（L／４λＤ ） ＜＜ １ （７．１１）

这个局部的 nｅ（x） ≈ n ｉ（x） 特性就是准中性，它也是等离子体的基本特征之一。 但
是请注意：准中性条件并不意味着 E ＝０ 或者Δ· E ＝０，而仅仅是 ε０ Δ· E ＜＜ e nｅ。

总之，研究表明，德拜长度是等离子体屏蔽稳恒电场的截止长度。 此外，只有在
几何尺度远远大于德拜长度时，电离气体才会具有等离子体行为。 下面我们来确定
与等离子体行为相关的特征频率。

7畅3　等离子体对振荡电场的屏蔽———等离子体频率
等离子体中存在着称作电子等离子体频率（ωｐｅ ）的特征频率，它定义了判断电

离气体是否具有等离子体行为的第二个判据。 该判据要求电离气体的宏观振荡频
率和时间尺度的倒数都必须远远小于电子等离子体频率。 研究表明，这一判据等价
于要求等离子体屏蔽掉低频振荡电场和稳恒电场。 考虑图 ７．１ 的电路，振荡电源的
频率为 ω，幅度为 V０ 。 通过分析等离子体对电路的响应，我们可以得到 ωｐｅ的显性
表达式。 这个分析是对前述简单流体模型的直接推广。 具体来说就是，模型中不仅
要加入质量守恒定律，还要求其与时间有关。
7．3．1　振荡电场屏蔽的物理图像

等离子体行为中存在一个关键性频率，这一点可以从屏蔽过程的动力学分析中得
出。 如果我们给图 ７．１ 所示的电极上突然加上电压，电子和离子就会运动起来以屏蔽电
场。 因为电子质量很小，其响应要比离子快很多。 尽管如此，惯性还是会造成一些延迟。

如果外加频率足够低，可以预期电子将会有充足的时间完成运动屏蔽掉电场。
简言之，低频时电子的运动和外加场的时间步调是基本一致的。 但是，如果频率足
够高，外加场振荡快，以至于电子———尽管它们的质量很小———在场改变方向时仍
几乎没有移动，那么在这种情况下，等离子体无法屏蔽电场，也不会产生屏蔽效应，
也就无法体现出等离子体的存在。

这里的转变频率就是所谓的电子等离子体频率，下面介绍它的推导过程。
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7．3．2　电子等离子体频率的推导
电子等离子体频率的推导与稳恒电场下德拜屏蔽的分析过程类似，但有三处修

正。 首先，因为离子的质量很大，所以在非低频的振荡电场中，它们的运动和电子的运
动相比可以忽略，这极大地简化了计算，因此认为离子具有无限大而非有限的质量是
一种很好的近似。 无限大质量假设意味着离子在计算中仅仅是一种由带正电粒子组
成的固定的起中和作用的背景。 即使加入振荡电场之后，离子仍以常数密度静止在原
地。 根据双流体模型，离子的密度和速度可以分别表示为 n ＝n０ 和 v ｉ ＝０。

第二点修正再次利用了电子运动产生的电流很小这个假设。 这让我们可以忽
略感应磁场的影响，也就是说电场的感应部分很小。 因此，电场基本是静电场：

　　 E（ x，t） ＝－ Δ矱（ x，t） －矪 A（ x，t） ／矪 t ≈ － Δ矱（ x，t）
第三点修正考虑到电子在振荡电场的作用下的持续运动，即 v ｅ≠ ０。 虽然电子

的电流密度可以忽略，但是它对电荷密度有重要影响，必须包括进来。 也就是说，
现在模型中多了一个未知量（ v ｅ ＝vｅ e x ）。 为了使方程组闭合，除了动量方程，模型
中还需要包含著名的质量守恒关系式。 对于一维的 T ｅ 恒定的电子，自洽的振荡屏
蔽模型可以表示为：

　　

矪 nｅ
矪 t ＋ 矪矪 x（ nｅ v ｅ） ＝０
矪 nｅ
矪 t ＋vｅ 矪 n ｅ矪 x ＝ e

m ｅ
矪 矱矪 x － T ｅ

m ｅn ｅ
矪n ｅ
矪x

矪２矱
矪 x２ ＝ e

贷０
（ nｅ －n０ ）

（７．１２）

其中 n ｅ，vｅ 和 矱是未知量。 请注意，模型由三个非线性耦合的偏微分方程组成。 为
了进一步处理，还需要另外两处简化。 首先，这里需要采用与处理稳恒情形下德拜
屏蔽时所采用的相同假设，假设电势能远远小于热能，即 e 矱 ＜＜ T ｅ。 由此方程组可
以线性化，本底状态为 n ｅ ＝n０ ，矱＝vｅ ＝０。接着可以得到 nｅ（ x，t） ＝n０ ＋n１ （ x，t） ，
其中，n１ ＜＜ n０ 。 类似地，矱和 vｅ 也看作一阶小量。

第二处简化是在计算过程中只考虑等离子体的正弦稳态响应。 我们可以设想系
统中存在很小的损耗，所有初始的瞬态过程都被阻尼消耗了。 基于这个假设，振荡回
路的基本分析原理指出，所有的扰动量随时间的演化关系都必须具有以下数学形式：

　　 Q１ （ x，t） ＝Q１ （ x） ｅｘｐ（ －ｉ ωt）
通过这些简化容易看出，振荡屏蔽模型被简化为：
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n１ ＝－ｉ n０ω
ｄvｅ
ｄx

vｅ ＝ｉ T ｅωm ｅ
ｄ
ｄx e矱Tｅ －n１n０

ｄ２矱
ｄx２ ＝ e

贷０
n１

（７．１３）

通过 矱可以轻易地消去 nｅ 和 vｅ。 消去过程中引入了两个不定积分函数，对于
正弦稳态解，它们必定为零。 由此，上式最终化简为一个关于 矱的常微分方程：

　　 ｄ
２矱
ｄx２ －（１ －ω２ ／ω２

ｐｅ）
λ２
Ｄｅ

矱＝０ （７．１４）
其中，等离子体频率 ωｐｅ定义为：

　　 ω２
ｐｅ ＝ n０ e

２

m ｅ贷０
（７．１５）

跟前面一样，矱的边界条件是矱（－L／２） －矱（L／２） ＝V０ 和矱（０） ＝０。 我们需要的解为

　　
矱（ x，t） ＝ －V０

２
ｓｉｎｈ（ x ／^λＤ ）
ｓｉｎｈ（L／２λ^Ｄ ） ｅｘｐ（ －ｉ ωt）

n１ （ x，t）
n０

＝ －eV０
２T ｅ １ －ω２

ω２
ｐｅ

ｓｉｎｈ（ x ／^λＤ ）
ｓｉｎｈ（ L／２λ^Ｄ ） ｅｘｐ（ －ｉ ωt）

（７．１６）

其中， λ^Ｄ 是电子的有效德拜长度，定义为：

　　 λ^２
Ｄ ＝ λ２

Ｄｅ
１ －ω２ ／ω２

ｐｅ
（７．１７）

仔细研究式（７．１６） ，可以得到如下有关振荡屏蔽的结论。 频率低于等离子体
频率（ω２ ＜ω２

ｐｅ）时，屏蔽效果和稳恒情形下类似，只是有效德拜长度较长。 这是因
为电子由于惯性其相位始终落后，从而削弱了屏蔽，导致德拜长度增加。

随着频率接近等离子体频率（ω２ →ω２
ｐｅ ），有效德拜长度趋于无穷，即 λ^Ｄ → ∞。

在这种极限条件下，电势和密度扰动简化为：

　　
矱（ x，t） ≈ －V０

x
L ｅｘｐ（ －ｉ ωt）

n１ （ x，t）
n０

≈ －eV０
２T ｅ １ －ω２

ω２
ｐｅ

x
L ｅｘｐ（ －ｉ ωt） → ０

（７．１８）

我们看到，电势解趋近于真空情形下的解，密度扰动消失。 当频率达到这个临界点
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或者变得更高时，屏蔽效应则完全消失了。
上述分析的主要结论是，ωｐｅ是等离子体屏蔽振荡电场的临界频率。 等离子体

对低于等离子体频率的振荡电场将会有很好的屏蔽，对高于等离子体频率的振荡电
场则没有屏蔽。 所以，电离气体具有等离子体行为的前提是所有的特征频率都必须
低于等离子体频率。

实际应用中，等离子体频率在数值上可写为：
　　 ωｐｅ ＝（ n０ e

２

m ｅ贷０
） １ ／２ ＝５畅６４ ×１０ １１ n１ ／２

２０ 　（ ｓ－１ ） （７．１９）

对于 n２０ ＝２ 的聚变等离子体，可得 ωｐｅ ＝８畅０ ×１０ １１ ｓ －１ 。 这个频率非常高，比
所有的碰撞频率、宏观不稳定性频率以及输运和约束时间的倒数都要高很多。 如果
最短的宏观时间尺度被定义为电子穿越某段宏观长度的极快的热输运时间，也就是
说 τＴｅ ≡ １／ωＴｅ ～L／vＴｅ， 那么要求 ωｐｅ ＞＞ ωＴｅ等价于要求 λＤｅ ＜＜ L。 这一等价关系源
自德拜长度和等离子体频率之间的基本关系：

　　 ωｐｅ ＝ ２λＤｅvＴｅ （７．２０）
　　因此，可以得出结论，聚变等离子体具有极好的屏蔽振荡电场的特性。

接下来的问题是考虑以低碰撞频率特性和集体效应为主的聚变等离子体。

7畅4　低碰撞频率和集体效应
在迄今为止的讨论中，等离子体一直是用长程集体效应支配下的双流体模型来

处理的，这种集体效应是通过电场的计算方式隐含在模型中的。 具体来说就是，引
起屏蔽场的电荷密度可以用平滑、连续的电子和离子分布来精确地近似。 场的计算
并不是对大量单个点电荷的贡献进行相加得到的。

对于远离给定点的电荷，平滑的电荷分布从直观上看是个合理的近似。 但是，
如果电荷距离该点很近，有人也许会认为粒子间的库仑势是主要的，因为在 r 很小
时 矱ｃｏｕｌ的 １ ／r 形式具有发散性。 然而在等离子体中却并非如此，这是因为等离子体
中的粒子密度很低，两个电荷很少有机会靠得足够近，以至于它们之间的库仑势在
平滑分布的全体电荷产生的长程电场中起主要作用。

可以有许多种不同的方法来导出长程集体效应大于短程库仑相互作用的分界

判据。 每一种方法都具有不同的物理解释，但都会得到同样的判据。 下面介绍三种
不同方法：第一种基于统计分析；第二种基于对粒子平均距离和库仑作用距离的比
较；最后一种基于对库仑碰撞频率和等离子体频率的比较。
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每一种推导都会得出同样的结论：以德拜长度为半径的球体中含有的粒子数目
是一个临界参数，记作 ΛＤ 。 只有 ΛＤ ＞＞１时，电离气体才会表现出等离子体行为。
7．4．1　长程集体效应的统计图像

等离子体行为的统计描述意味着连续流体模型准确揭示了其物理本质。 但这
一模型要成立，就必须满足两个条件。 其一是假定等离子体能够被分成大量的流体
元。 这些流体元必须足够小，以达到所需的空间分辨率。 另一方面，流体元必须足
够大，以便包含足够多的粒子。 这样做是为了把电荷密度和电流密度“平均”成平
滑的函数，这样统计才有意义。 只含有一两个粒子的流体元的统计特性显然不好。

对于屏蔽问题，描述等离子体行为的特征长度是德拜长度。 理想情形下，我们
希望流体元的尺寸（即线性尺度）应该比 λＤｅ小很多，这样才能满足空间分辨的要
求。 可以接受的最大的流体元的线性尺度应和德拜长度可比。

从上面的讨论中可以得出，如果流体统计描述能够精确刻画物理本质，那么线
性尺寸等于 λＤｅ的流体元中必然含有足够多的粒子。 只要数值上在同一量级内，流
体元无论是立方的、球形的，还是其他能精确定义其线度的形状，均不会对结果产
生什么影响。 习惯上，我们总是将流体元取为球形。 于是，“德拜球”内的粒子数目
（记做 ΛＤ ）很大，这个条件可写为：

　　 ΛＤ ≡ ４π
３ n ｅλ３

Ｄｅ ＝４π
３

贷３ ／２
０
e３
T３ ／２
ｅ
n１ ／２
ｅ

＞＞ １ （７．２１）
可以看出，ΛＤ 随着温度的升高而增加，因为 T ｅ 增大意味着德拜长度变长。 至于 ΛＤ
对 n ｅ 的依赖关系，由于大量粒子时的大粒子密度与大德拜长度时的小粒子密度之
间的竞争取决于 ΛＤ 和 λＤｅ的三次方关系，因此，粒子密度 n ｅ 处于分母中，也就是说
小的 n ｅ 最容易获得大的 ΛＤ 。 最后，我们注意到，ΛＤ 的表达式与质量无关，这意味
着温度相当时，式（７．２１）对离子和电子都是适用的。
7．4．2　粒子间距和库仑作用距离的比较

第二种判别何时长程集体效应超过短程相互作用的方法，是计算并比较粒子间
的平均距离 bｐａｒｔ和库仑作用的特征长度 bＣ ｏｕ ｌ。 当 bｐａｒｔ ＞＞ bＣｏｕｌ时，粒子相距很远，发生
库仑作用的机会很少，这时集体效应占优势。

可以容易地计算出 bｐａｒｔ和 bＣｏｕｌ。 首先考虑 bｐａｒｔ，假设体积为 １ ｍ３
的等离子体中的粒

子数目为 nｅ，然后将此空间等分为 nｅ 个相同的小立方体。 根据定义，小立方体的边长为
n －１ ／３
ｅ 。 因为每一个小立方体含有一个粒子，所以粒子的平均距离就是 bｐａｒｔ ＝n１ ／３ｅ 。
接下来考虑库仑作用的特征长度。 其定义是粒子间产生强烈库仑作用的最远

距离。 图 ７畅３ 显示了一个速度为 v 的电子向着静止的第二个电子运动的图像。 从
直观上看，发生强烈相互作用的临界条件是具有间距 b 的运动粒子的动能与其库仑
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势能可以相比：
　　 １

２ m ｅ v
２ ≈ e２

４π贷０ b
（７．２２）

较小的 b 意味着相互作用较强，较大的 b 意味着相互作用较弱。 接下来，注意
到电子的典型动能和等离子体的热能相当，即 m ｅ v２ ≈ T ｅ。 把这个关系带入式
（７．２２），即可得到库仑作用距离 b ＝bＣｏｕｌ的表达式：

　　 bＣ ｏｕｌ ＝ e２
２π贷０ T ｅ

（７．２３）
这样，长程集体效应大于短程库仑作用的条件 bｐａｒｔ ＞＞ bＣ ｏｕ ｌ，现在可以写成：

　　 １
n１ ／３
ｅ

＞＞ e２
２π贷０ T ｅ

（７．２４）
简单地移项后，式（７．２４）可以写成：

　　 ΛＤ ＞＞ ４π
３（２π） ３ ／２ ≈ ０畅２７ （７．２５）

这个判据和式（７．２１）相比，除了一个无理数因子之外，基本相同。

图 7．3　当 mｅv２ ／２ ≈ e２ ／４πε０ b时，产生强烈的库仑相互作用

7．4．3　等离子体频率和库仑碰撞频率的比较
判断等离子体行为中长程集体效应是否大于短程相互作用的第三种方法是：计

算出碰撞频率 νｅｅ和平均自由程 λｅｅ，然后将它们分别与等离子体频率和德拜长度直
接相比较。 从屏蔽的角度来讲，长程集体效应占优势时要求 ωｐｅ ＞＞ νｅｅ，λＤｅ ＜＜ λｅｅ。

为了将这些条件定量化，需要知道 νｅｅ和λｅｅ的表达式。 利用 bＣｏｕｌ的值可以很容易
地估算出它们。 再次研究图 ７．３ 可以发现，两个粒子间产生强烈库仑作用的截面为：
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　　 σｅｅ ≈ πb２Ｃ ｏｕｌ ＝ e４

４π贷２
０m２

ｅ v４
（７．２６）

我们从有关碰撞的一般讨论的结果可知，碰撞频率和平均自由程与截面有如下
关系：νｅｅ ＝n ｅσｅｅ v，λｅｅ ＝１／n ｅσｅｅ。 再次假设对于电子有典型值 m ｅ v２≈T ｅ，可以得到：

　　
νｅｅ ≈ n ｅ e４

４π贷２
０m１ ／２

ｅ T３ ／２
ｅ

＝ １
３

ωｐｅ
ΛＤ

λｅｅ ≈ ４π贷２
０ T２

ｅ
n ｅ e４

＝３λＤｅΛＤ

（７．２７）

可以看到，长程集体效应大于短程碰撞的判据简化为：
　　 ΛＤ ＞＞１／３ （７．２８）

这和前面的结果本质上是相同的。
最后一步是代入数值，检验聚变等离子体是否满足 ΛＤ ＞＞ １ 这个条件。 简单计

算得出
１） ：

１） 在有关库仑碰撞的章节中可以证明 ，这里出现的量不是 ΛＤ ，而是 Λ ＝９ΛＤ ，但是这对判据的数值有效
性没有什么影响 。 分析还表明 ，库仑相互作用中占主导地位的是多次小角度碰撞 ，而不是这里考虑的大角度
相互作用 。 最终结果是定标关系可以更精确地写为 νｅｅ ～（ωｐｅ ｌｎΛ／Λ） 和 λｅｅ ～λＤｅΛ／ｌｎΛ。 但是 ，这里新增的
对数项的作用很弱 ，所以对证明长程效应为主导的数值结果没有什么影响 。

　　　　 ΛＤ ≡ ４π
３ n ｅλ３

Ｄｅ ＝４π
３

贷３ ／２
０
e３
T３ ／２
ｅ
n１ ／２
ｅ

＝５畅４ ×１０ ６ T３ ／２
ｋ
n１ ／２

２０
（７．２９）

对于 Tｋ ＝１５，n２０ ＝２ 的聚变等离子体，可得 ΛＤ ＝２畅２ ×１０ ８ 。 由此可见，聚变等离子
体充分满足长程集体效应占主导这一条件。

7畅5　对磁约束聚变等离子体的额外约束
聚变等离子体除了一般等离子体的λＤｅ，ωｐｅ和 ΛＤ 的限制条件之外，还有因磁场

的存在和磁约束的要求带来的额外限制条件。 具体而言，正如在下一章将会看到
的，磁场中的带电粒子在垂直于磁场方向的运动具有频率为 ωｃ（回旋频率）、半径为
rＬ（回旋半径）的圆形轨道。 为了实现良好的约束，回旋半径必须要比等离子体的小
半径小很多，这样粒子才不会与第一壁相碰。

要求回旋半径小，等价于要求回旋频率必须远远大于热传导时间的倒数。 这样
粒子在与壁碰撞之前已经绕磁场线旋转一周了。

无需太多细节，通过量纲分析我们就可以估算出电子和离子的特征回旋频率和回旋
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半径，并进行必要的比较。 利用牛顿第二定律分析洛伦兹力作用下的带电粒子的运动，
即可直接算出回旋频率。 对于已知磁场且没有电场的情形，牛顿第二定律的形式为：

　　 m ｄvｄt ＝qv ×B （７．３０）
直接通过量纲分析可得电子和离子的回旋频率为：

　　
ωｃｅ ＝eBm ｅ ＝１畅７６ ×１０ １１B ＝８畅８ ×１０ １１　（ ｓ－１ ）

ωｃ ｉ ＝eBm ｉ ＝４畅７９ ×１０ ７B ＝２畅４ ×１０ ８　（ ｓ－１ ）
（７．３１）

其中，B 的单位是特斯拉，数值结果对应于 B ＝５，离子质量为氘核的质量。
回旋半径可由位移和速度的关系给出：
　　 v ＝ｄrｄt （７．３２）

量纲分析表明，回旋半径可以表示为 rＬ ＝v／ωｃ。对于典型的 v ＝vＴ 的热粒子，可得：

　　rＬｅ ＝ vT ｅωｃｅ
＝（２m ｅT ｅ） １ ／２

e B ＝１畅０７ ×１０ －４ T１ ／２
ｋ
B ＝８畅３ ×１０ －５　（ｍ）

rＬｉ ＝ vT ｉωｃ ｉ ＝（２m ｉT ｉ） １ ／２

e B ＝６畅４６ ×１０ －３ T１ ／２
ｋ
B ＝５畅０ ×１０ －３　（ｍ）

（７．３３）

其中，B ＝５；Tｋ ＝１５；离子质量为氘核的质量。
现在考虑所需的比较。 在微观尺度上，因为与质量有关，所以对离子回旋半径

的要求比对电子回旋半径的要求更为严格，因此，聚变等离子体必须满足：
　　 rＬｉ ＜＜ L （７．３４）

这样才能具有较好的粒子约束，典型的反应堆的参数都可以达到这个要求。
等价的频率上的比较要求离子回旋频率比离子的热传导时间的倒数ωＴｉ ＝L／vＴｉ

大很多：
　　 ωｃｉ ＞＞ωＴｉ （７．３５）

这个关系也可以从式（７．３４）两边同时除以 vＴｉ并移项来得到。 因此，对于聚变等离
子体，只要式（７．３４）成立，式（７．３５）就自动满足。 从物理上讲，在等离子体出现宏
观移动之前，粒子必须经历多次回旋运动。 如果不是这样的话，磁场的效应就会微
不足道，磁约束也就无从谈起。
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7畅6　宏观行为和碰撞的关系
可以看到，等离子体的定义中总是把特征频率和等离子体尺度与宏观频率和尺

度相比较。 这些比较并未直接涉及碰撞频率和平均自由程，虽然人们有可能认为存
在一组类似的不等式条件来作为电离气体是否具有等离子体行为的判据。 典型的
聚变等离子体参数具有如下关系：

　　
a ＜＜λｅｅ ≈ λｉｉ
ωT ｉ ＞＞νｉｉ
ωTｅ ＞＞νｅｅ

（７．３６）

由此可以得出结论，宏观上的要求比碰撞上的要求严格得多。 满足宏观上的要求，
碰撞上的要求自然会满足，而且满足得非常好。

7畅7　本章总结
本章推导了描述等离子体行为的特征参数。 它们是德拜长度、回旋半径、等离

子体频率、回旋频率和等离子体参数。 总结如下：

　　

λＤｅ ＝ ε０T ｅ
e２ n０

１ ／２
＝２畅３５ ×１０ －５ Tｋ

n２０

１ ／２
　（ｍ）

λＤ ｉ ＝ ε０ T ｉ
e２ n０

１ ／２
＝２畅３５ ×１０ －５ Tｋ

n２０

１ ／２　（ｍ）

rＬｅ ＝（２m ｅT ｅ） １ ／２

eB ＝１畅０７ ×１０ －４ T１ ／２
ｋ
B 　（ｍ）

rＬｉ ＝（２m ｉT ｉ） １ ／２

eB ＝６畅４６ ×１０ －３ T１ ／２
ｋ
B 　（ｍ）

ωｐｅ ＝ n０ e２

m ｅ贷０

１ ／２
＝５畅６４ ×１０ １１ n１ ／２

２０ 　（ ｓ－１ ）

ωｐｉ ＝ n０ e２

m ｉ贷０

１ ／２ ＝９畅３３ ×１０ ９ n１ ／２
２０ 　（ ｓ－１ ）

ωｃｅ ＝eBm ｅ ＝１畅７６ ×１０ １１B　（ ｓ－１ ）

ωｃ ｉ ＝eBm ｉ ＝４畅７９ ×１０ ７B　（ ｓ－１ ）

ΛＤ ≡ ４π
３ n ｅ λ３

Ｄｅ ＝４π
３

贷３ ／２
０
e３
T３ ／２
ｅ
n１ ／２
ｅ

＝５畅４ ×１０ ６ T３ ／２
ｋ
n１ ／２

２０

（７．３７）
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其中，离子的质量用氘核的质量代替。
通常情况下，等离子体是部分或者完全电离的气体，其行为由长程集体效应支

配。 它是良导体，能屏蔽稳恒和振荡电场，并表现出局部的准中性，即 nｅ（ x） ＝
n ｉ（x）。 为此等离子体参数需要满足下列要求：

瞯 屏蔽稳恒电场： λＤ ｅ ＜＜ L ；
瞯 屏蔽振荡电场： ωｐｅ ＞＞ vＴｅ ／L ；
瞯 集体效应较碰撞占优势： ΛＤ ＞＞１。
如果考虑的是与聚变应用有关的特殊类型的等离子体，则还有些额外的限制条

件必须得到满足，而且因为质量的关系，对离子的要求比对电子的要求更加严格。
瞯 轨道的磁约束： rＬｉ ＜＜ L ；
瞯 宏观运动前经历多个回旋轨道： ωｃ ｉ ＞＞ vＴｉ／L。
因高温而完全电离的聚变等离子体非常好地满足所有这些判据。

参考书目

本章根据包括德拜长度和等离子体频率在内的某些基本参数给出了等离子体

的实用定义。 对于基本的空间和时间尺度，下列书目中提供了多种推导方式：①定
性的启发式的讨论；②从流体的角度推导，例如，本书的推导方式；③更严格的基于
等离子体动理论的处理。 下面列出了一些有用的处理方式。

习　题
7．1　本题与德拜屏蔽有关。 考虑具有如下形式的电子和离子的分布函数：

　　 f j（x，v） ＝K j／（１ ＋E j／W j） ２

其中，j代表电子或者离子；Kj 和 W j 是常数；E j ＝m２
j v２ ／２ ＋qj矱（x）是粒子的总能量。
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①选择 Kj，使得矱＝０时 nｅ ＝n ｉ≡ n０，计算 nｅ（矱）和 nｉ（矱）。
②假设矱 ＜＜ Wｅ，W ｉ。 利用 n０，Wｅ 和 W ｉ 来表示一维的德拜屏蔽长度。

7．2　等离子体中的电子和离子具有相同的温度 Tｅ ＝Tｉ≡ T。 本底密度为 nｅ ＝n ｉ≡ n０。 相应的描
述一维平板几何条件下的德拜屏蔽的非线性方程为：

　　 ｄ２矱ｄx２ ＝en０贷０
［ｅｘｐ（e矱／T） －ｅｘｐ（ －e矱／T）］

边界条件为矱（０） ＝０，矱（ －L／２） －矱（L／２） ＝V０。 在 eV０ ／T ＝０．１，１，１０ 等条件下求此方程的数
值解，并比较它们的分布。 作出 xc／λＤ 随 eV０ ／T的变化图， xc 定义为矱（xc） ＝V０ ／２ 的点。
7．3　一个球形电极被充电到电势 V０，假设无穷远处的电势为零。 电极位于等离子体中，远离电
极处的电子和离子的温度都是 T，密度都是 n０。 在 eV０ ／T ＜＜ １ 的极限条件下，求出电势随着 r的
变化图像。
7．4　一个发射电子的平面栅极位于两个集电阳极板之间。 两个阳极间的距离为 ２a。 一维电子
分布函数为 fｅ ＝（n０ ／π１／２ vＴｅ）ｅｘｐ（ －E／Tｅ），其中， E ＝mｅv２ ／２ －e矱（x）。离子密度为 ０。 边界条件
为矱（０） ＝０ 和矱（ ±a） ＝V０。 V０ 有一个特定值，即满足 x ＝０ 处的面电荷为零时的值，也就是
说，存在某个 V０ 可以使得矱′（０） ＝０。求出这个值。
7．5　本题展示了如何推导出电子在两个电极之间流动时所遵循的蔡尔德定律（Ｃｈｉｌｄ摧ｓ Ｌａｗ）。 假
设平面阳极和平面阴极的距离为 a，各自的横截面积都为 A。 阴极由热发射材料做成，在 x ＝０ 处
源源不断地提供冷电子。 假设阴极的电势为零，即矱（０） ＝０。 阳极的电势恒定为矱（a） ＝V。 两
个电极之间的未知电流记做 I。

①利用电流守恒和能量守恒定律，推导电荷密度 σ随着局部电势 矱和 I的变化关系。 忽略
碰撞造成的影响。

②把所得的关系带入一维泊松方程，解出矱。 边界条件为矱（０） ＝０ 和矱（a） ＝V。 还有一个
额外的限制条件：即使阴极可以无限制地提供电子，但这些电子也不可能全都到达阳极，因为两
个电极间的负电荷对新产生的电子有斥力，这在一定程度上抵消了阳极电压对电子的吸引力。 当
Ex（０） ＝－矱′（０） ＝０时，电流有最大值。 这是因为阴极处的电场不能是正的（它永远是负的），
否则电子就要从阳极流向阴极了。 限制条件 矱′（０） ＝０ 确定的 I与 V 的关系称作蔡尔德定律。
推导这个关系式并证明 I ＝K V ３／２。 求出 K。
7．6　一个圆柱形导电真空腔的半径为 r ＝a，其中充满均匀的密度为 n０、温度为 T０ 的等离子体。
一束有一定直径的、沿径向扩散的电子束沿着圆筒轴向射入。 本题的目的是研究等离子体对真空
腔内的稳恒静电势的屏蔽作用。 为简单起见，分析中假设所有物理量只和径向有关，即 Q ＝
Q（ r），而且假设电子束的密度分布为 nｂ（ r） ＝nｂ０ J０（αr／a），这里 J０（α） ＝０，J０ 是贝塞尔函数。

①首先忽略本底等离子体的所有影响。 假设真空腔接地，即 矱（a） ＝０，计算电势 矱（ r）。 电
势的幅度最大值是多少？

②现在考虑充满整个波导管的等离子体的影响，也就是等离子体和电子束的重叠。 假设离
子质量无限大，因此有 nｉ ＝n０ ＝常数，而且电子密度由熟悉的关系式给出： nｅ（ r） ＝n０ ｅｘｐ
（ －e矱／T０）。为简单起见，仅考虑 e矱／T０ ＜＜ １的情形。 重新计算电子束和等离子体共同作用下的
电势矱（ r）。 此时电势的幅度最大值是多少？ 与没有等离子体的情况有何不同？
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第 8 章　单粒子运动———导心理论
8畅1　引　言
本书的主要目标是给出对磁场如何约束聚变等离子体中带电粒子的理解。 所

以，我们需要发展出一套关于自洽磁场中粒子轨道运动具体行为的直观图像。 特别
是，它必须说明带电粒子能够被约束在等离子体中，并且不会漂移出磁场而打在第
一壁上。

作为实现这个目标的第一步，本章主要讲述在给定磁场和电场下带电粒子的运
动。 这里不考虑自洽———例如，将电流以及带电粒子流动产生的相应的感生磁场包
括进来———的问题。 同时我们将场简单地规定为已知量。 并假定它们是平滑、缓变
的函数，以便与等离子体受长程集体作用支配的要求相协调。 自洽场的问题将在后
面几章建立起适当的模型之后予以论述。

通过对单粒子运动的研究，我们就会清楚刻画可能发生的，不同类型运动的频
率之间存在的明显等级差别。 最快的并起主要作用的行为是回旋运动，此时沿着磁
场方向运动的粒子不受力，而垂直于磁场方向的粒子则在小圆周轨道上做回旋运
动。 这种运动使带电粒子受到垂直方向的约束，而要避免平行方向的损失，就有必
要采用环形几何。

频率等级上的第二层次起因于场在空间和时间上的缓变，这种缓变导致了对基
本回旋运动的重要修正。 这就是所谓的“引导中心运动”，其中特别重要的是导心
横越磁场的漂移 （ v ｇ ）的发展。 总的来说，这些漂移运动与热运动相比尽管很小
（ ｜v ｇ ｜＜＜ vＴ ），但由于以下一些原因，它们仍很重要。 首先，我们必须检查 v ｇ 的方
向，确保粒子不会直接漂移到壁上，事实上也不会如此，尽管在开始时这一点不是
很明显。 其次，等离子体中的电流主要也与这些漂移有关，因此漂移对于自洽模型
的最终发展是非常重要的。

本章主要讨论缓变场中的导心运动。 这里的关键词是“缓慢”。 导心理论假
设，场的空间变化从回旋半径尺度上看是缓慢的，而场的时间变化相对于回旋频率
的倒数而言也是缓慢的。 发展导心理论的主要动机是这种理论能够为理解聚变等
离子体中的粒子约束提供基本图像。

接下来，在频率等级上的第三级是库仑碰撞频率 ν Ｃ ｏｕｌ。 尽管这种碰撞很稀少，



但是对于磁约束的理解来讲却是至关重要的。 这是因为库仑碰撞是粒子和能量横
越磁场弥散的主要机制（这里我们暂不考虑等离子体湍性运动），正是这种机制降
低了约束性能。 虽然碰撞不频繁，ν Ｃｏｕｌ ＜＜ ｜v ｇ ｜／rＬ≡ ωｇ，但是它们代表了导致约束
损失的基本物理机制。

在频率等级的最后一级是核聚变碰撞，这类碰撞就更加稀少了。 它们基本上属
于 ３．２ 节讨论的刚体碰撞。 聚变碰撞对于粒子运动的直接影响非常小。 它们主要
是通过 α粒子加热和 Ｄ唱Ｔ 燃料消耗间接地影响着等离子体的约束。

总的来说，频率的等级排列是：
　　　　ωｃ ＞＞ωｇ ＞＞νＣ ｏｕ ｌ ＞＞νｆｕｓ （８．１）

本章描述回旋运动，然后集中讨论导心理论，这相当于频率等级的前两项。 库
仑碰撞将在下一章讨论。

本章内容安排如下：首先讨论磁约束聚变的基础———均匀、稳恒磁场中的回旋
运动。 这种回旋轨道可以通过牛顿定律和洛伦兹力精确地导出。

接着，我们对磁场进行一系列修正，给出更贴近实际的磁场几何。 对于每一种
修正，主要考虑计算导心漂移的结果。 分析中直接运用微扰理论，该理论假设所研
究的场随时间和空间均缓慢变化。 这使我们能够运用叠加方法来计算导心的每一
种漂移。

漂移有很多种。 首先要计算的是由相互垂直的电场和磁场产生的 E ×B 漂移。
尽管乍一看这种漂移似乎有违直觉，因为非零电场非但不破坏等离子体的屏蔽能
力，而且事实上它正是这种屏蔽作用能够维持的原因。 其次，我们将引入直线磁场
的垂直梯度来产生

ΔB 漂移。 接下来我们将直线磁场的假设也取消，由此可以看到
磁场的弯曲所导致的一种漂移，即所谓曲率漂移。

下一项修正是令电场和磁场随时间变化。 它带来的主要影响就是产生了惯性
驱动的漂移，这种漂移称为极化漂移。 最后一项修正是平行于磁场方向的梯度。 它
产生一种平行方向的磁镜力，使得具有很大垂直速度的粒子能够被约束在强磁场之
间的区域内，并由此导出磁镜概念。 然而，尽管磁镜力改善了平行约束，但终端的
碰撞会破坏这种作用，因此我们需要考虑采用环形约束。

以上我们罗列了多种修正，人们可能会怀疑这些情形是否完备。 从导心漂移的
角度上说，所列情形是完备的，即在这一理论所应用的水平上没有其他更多的导心
漂移的情形了。

本章的主要结论是：磁场能够非常有效地约束垂直方向上的带电粒子。 在平行
于磁场方向上，粒子无法被长时间地约束，由此导致了对环形几何的需要。 稳恒、
均匀磁场的加入和调整尽管会引起粒子一系列较慢的横越磁场的漂移，但这些漂移
的方向不会引起粒子流直接流向第一壁。 就聚变来说，导心理论预言，存在各种能
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够很好约束带电粒子的环形磁场几何。

8畅2　单粒子运动的基本性质
导心理论的发展始于对单粒子在磁场和电场中运动的一些基本性质的讨论。

这些讨论包括对要求解的精确运动方程的描述和基本守恒关系的推导，这些守恒关
系将确认一些严格的运动不变量。
8畅2畅1　精确的运动方程

导心理论的发展始于由牛顿定律决定的精确的运动方程。 对于等离子体物理
学应用来说，只需要考虑以洛伦兹力形式出现的磁场力和电场力，重力的作用非常
小，可以忽略不计。 因此，需要求解的方程为：

　　　　
m ｄvｄt ＝q（E ＋v ×B）
ｄr
ｄt ＝v

（８．２）

通常 B ＝B（ r，t）和 E ＝E（ r，t）是三维空间和时间的函数。 因此式（８．２）是一
组耦合的非线性常微分方程，其中未知变量 v 和 r 是时间 t 的函数。 运用导心理论
的各种基本假定，这组方程能够得到多种情形下的解。 所谓导心理论假定是指 B
和 E 场的空间变化尺度要比回旋半径大，而场的时间变化尺度慢于回旋频率的
倒数。
8畅2畅2　基本守恒关系

由式（８．２）可以得到几个基本的守恒关系。 这些关系包括能量守恒和动量守
恒。 运用守恒关系可以导出“严格的运动不变量”，它们强烈制约着粒子的轨道。

首先讨论的是 E ＝０ 且 B 与时间无关，即 B ＝B（ r）的情形。 用 v 点乘式（８．２）
得到：
　　　　 mv· ｄvｄt ＝ ｄｄt（

１
２ m v

２ ） ＝０ （８．３）
或

　　　　 １
２ mv

２ ＝常数 （８．４）
结论是：在稳恒磁场中粒子的动能是一个常数。 换句话说，稳恒磁场不对带电粒子
做功。 另一个与此相关的基本结论是：稳恒磁场不产生平行于 B 的力，这个结论由
关系式 B· （ v ×B） ＝０ 即可看出。
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这一关系可以推广到包含静电场的情形。 由于场是稳恒的，因此法拉第定律意
味着 E（ r） ＝－ Δ矱（ r）。 再用 v 点乘式（８．２），并利用（稳恒场的）恒等式：
　　　　 ｄ矱ｄt ＝矪矱矪t ＋v· Δ矱＝v· Δ矱 （８．５）
由此可得，
　　　　 W ≡ １

２ mv
２ ＋q 矱＝常数 （８．６）

即动能和势能的和是一个常数。
对严格的运动不变量的确定存在一种简单的描述。 通常场是 x，y，z，t 的函数。

我们来考虑一个或多个变量可忽略（也就是场不随着这些变量而变化）的特殊情
形。 对于每个可忽略的变量，都有一个严格的运动不变量。 上面讨论的与时间无关
的情形对应于能量守恒。 作为另一个例子，我们假定场是 x，z，t的函数，而与 y 坐标
无关。 通常的处理方法是引入标量势和矢势，即 E ＝－ Δ矱－矪A／矪t，B ＝ Δ×A。 用
ey 点乘运动方程，可得：
　　　　 ｄ

ｄt mvy ＝q（E y －vxB z ＋v zB x）
＝－q 矪Ay

矪t ＋ｄxｄt
矪A y
矪x ＋ｄzｄt

矪A y
矪z

＝－q ｄA yｄt （８．７）
其中，最后一步的化简使用了 矪A y ／矪y ＝０。 由此可以得到：
　　　　 p y ≡ m vy ＋qAy ＝常数 （８．８）
其中，p y 是正则动量的 y 分量。 用类似方法可以证明（见习题 ８．１），对于轴对称（即
矪／矪θ ＝０）的圆柱几何情形，正则角动量的 θ分量也是一个运动常数：
　　　　 pθ ≡ m r vθ ＋q rAθ ＝常数 （８．９）

在理解复杂的电场和磁场中的粒子运动行为时，严格的运动不变量的存在通常
是很有用的。 在下面的讨论中，为了得到粒子轨道的完整解析解，我们选择了相对
简单的 B 和 E，并且明确说明存在严格的运动不变量。

8畅3　均匀稳恒磁场中的运动
磁约束的基本内容是带电粒子在均匀、稳恒磁场中的行为。 粒子轨道显示，粒
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子在垂直于磁场方向上受到很好的约束，但在平行于磁场方向上则不受约束。 通过
假定 E ＝０ 和 B ＝Be z（其中，B 是常数），然后解牛顿运动方程，我们可以清楚地解
释这种行为。

牛顿定律的所有分量形式为：
　　　　ｄvx ／ｄt ＝ωｃ vy　　　　 vx（０） ＝vx０ ≡ v⊥ｃｏｓ矱

ｄvy ／ｄt ＝－ωｃ vx vy（０） ＝vy０ ≡ v⊥ｓｉｎ矱
ｄv z ／ｄt ＝０ v z（０） ＝v z０ ≡ v‖
ｄx／ｄt ＝vx x（０） ＝x０
ｄy／ｄt ＝vy y（０） ＝y０
ｄz／ｄt ＝v z z（０） ＝z０

（８．１０）

其中，ωｃ ＝qB／m 是回旋频率（有时也称作回转频率或者拉莫尔频率） ；v⊥ ， 矱， v‖ ，
x０ ， y０ ， z０ 均为常数，分别代表粒子的初始速度和位置。
8畅3畅1　平行方向的运动

首先研究平行于磁场方向的运动。 方程相应的部分为：
　　　　ｄv z ／ｄt ＝０　　　　v z（０） ＝v z０ ≡ v‖

ｄz／ｄt ＝vｚ z（０） ＝z０ （８．１１）
容易得出解为：
　　　　v z（ t） ＝v‖

z（ t） ＝z０ ＋v‖ t （８．１２）
这是匀速直线运动。 平行力不提供约束，粒子做简单的无阻尼运动。 所以粒子沿给
定磁场线的方向上的运动是不受约束的。
8畅3畅2　垂直方向的运动

在（ x，y）平面上，带电粒子受到的力总是与速度 v 垂直。 由经典力学可知，这会
导致一种圆周运动，实际情形确实是这样。 首先考虑与速度有关的方程：
　　　　ｄvx ／ｄt ＝ωｃ vy　　　 vx（０） ＝vx０ ≡ v⊥ｃｏｓ矱

ｄvy ／ｄt ＝－ωｃ vx vy（０） ＝vy０ ≡ v⊥ｓｉｎ矱 （８．１３）
消去 vx：

　　　　
ｄ２ vy ／ｄt２ ＋ω２

ｃ v y ＝０
vy（０） ＝v⊥ ｓｉｎ矱
ｄvy（０） ／ｄt ＝－ωｃ vx（０） ＝－ωｃ v⊥ ｃｏｓ矱

（８．１４）
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式（８．１４）是常系数的线性常微分方程。 其通解能很容易得出，加上初始条件，
可得：

　　　　vy（ t） ＝－v⊥ ｓｉｎ（ωｃ t －矱）
vx（ t） ＝v⊥ ｃｏｓ（ωｃ t －矱） （８．１５）

可以看到，粒子以等于回转频率的角频率旋转。 同时，对于均匀磁场情形，不仅总
动能是守恒量，而且平行方向和垂直方向上的动能分量也分别守恒，即 v２z （ t） ＝
v２‖ ＝常数，v２x （ t） ＋ v２y （ t） ＝v２⊥ ＝常数。

通过速度积分即可完成垂直方向上运动的解，由此得到粒子轨道的 x（ t），y（ t）
表达式：

　　　　x（ t） ＝x ｇ ＋rＬ ｓｉｎ（ωｃ t －矱）
y（ t） ＝y ｇ ＋rＬ ｃｏｓ（ωｃ t －矱） （８．１６）

其中，回旋半径（有时也称作拉莫尔半径）为 rＬ ＝v⊥ ／ωｃ ＝mv⊥ ／qB；量 x ｇ，y ｇ 定义为
粒子的导心位置：

　　　　x ｇ ≡ x０ ＋rＬ ｓｉｎ矱
y ｇ ≡ y０ －rＬ ｃｏｓ矱 （８．１７）

由这个定义可以得到轨道方程：
　　　　 （ x －xｇ） ２ ＋（ y －y ｇ） ２ ＝r２Ｌ （８．１８）

该轨道如图 ８．１ 所示。 可以看出，粒子的轨道是一个以回旋半径为半径的圆。
轨道的中心位置为 x ｇ，y ｇ，因此得名“导心”。 由于通常情况下回旋半径与等离子体
半径相比非常小，因此得出结论：粒子在垂直磁场方向上存在很好的约束。

图 8．1　磁场中带正电粒子的回旋轨道
（图中给出了导心位置 xｇ，yｇ 和初始位置 x０，y０）
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导心的概念，名副其实，是“导心理论”的基础。 通过研究更一般场下导心的速
度和位置，我们可以得到粒子平均位置的精确图像，它与实际轨道的偏差仅在回旋
半径的量级上。 导心运动为理解在缓慢变化的磁场和电场———常见的实际情
形———中带电粒子的运动提供了很好的直观图像。

回旋运动的另一个特性是旋转的方向。 因为电子和离子的电荷符号相反，故它
们的回旋方向相反。 实际的回旋方向可以通过计算力（ ±｜q｜v ×B）的方向来确定，
如图 ８．２ 所示。 一种记住回旋方向的简单方法是：回旋粒子电流产生的磁场的方向
总是和外磁场的方向相反，也就是说回旋运动是抗磁性的。 在描述回旋运动时，我
们定义回旋频率和回旋半径始终为正，即ωｃ ＝｜q｜B／m，rＬ ＝mv⊥ ／｜q｜B，这样就很容
易考虑电荷的符号了。 将前述结果重新写成：

　　　　
vx（ t） ＝v⊥ｃｏｓ（ωｃ t ±矱）
vy（ t） ＝±v⊥ｓｉｎ（ωｃ t ±矱）
x（ t） ＝x ｇ ＋rＬ ｓｉｎ（ωｃ t ±矱）
y（ t） ＝y ｇ 碢 rＬ ｃｏｓ（ωｃ t ±矱）

（８．１９）

其中，正负号中，上面的符号对应于负电荷情形。 从此往后，这些解的振荡部分就
简写为 v ｇｙｒｏ（ t）和 rｇｙｒｏ（ t）。

图 8．2　带电粒子的受力表明，回旋方向在逆磁方向上
（对离子 q＝＋e，对电子 q＝－e）

最后，我们来考虑回旋运动的定性结果。 可以看到，回旋频率随着磁场 B 的增
强而增大，即强 B→ 高ωｃ，并且电子回旋频率比离子回旋频率快 m ｉ／m ｅ 倍。 回旋半
径随垂直速度 v⊥的增大而增大，但随磁场 B 的增强而减小，即大 v⊥ 、小 B→ 大 rＬ 。
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典型的粒子热速度为 v⊥ ＝vT≡ （２T／m） １ ／２ ，因此离子回旋半径要比电子回旋半径大
（m ｉ／m ｅ） １ ／２

倍。 这些结果的典型值已在第 ７ 章中给出，为方便起见重新罗列如下：

　　　　

ωｃｅ ＝eBm ｅ ＝１．７６ ×１０ １１B ＝８．８ ×１０ １１ 　（ ｓ－１ ）

ωｃｉ ＝eBm ｉ ＝４．７９ ×１０ ７B ＝２．４ ×１０ ８　（ ｓ－１ ）

rＬｅ ＝（２m ｅT ｅ） １ ／２

eB ＝１．０７ ×１０ －４ T１ ／２
ｋ
B ＝８．３ ×１０ －５　（ｍ）

rＬｉ ＝（２m ｉT ｉ） １ ／２

eB ＝６．４６ ×１０ －３ T１ ／２
ｋ
B ＝５．０ ×１０ －３　（ｍ）

（８．２０）

其中具体数值对应于氘粒子在 Tｋ ＝１５ ｋｅＶ，B ＝５ Ｔ 时的值。
8畅3畅3　回旋运动的结果

将带电粒子的垂直方向和平行方向的运动结合起来，就得到了图 ８．３ 所示的螺
旋轨道。 粒子沿着磁场线无阻尼地螺旋前进，它与磁场线的垂直距离即为回旋半
径。 这对于磁约束聚变反应堆几何来说有很重要的意义。 特别是，它表明磁场几何
必须是环形的，图 ８．４（ ａ）所示的技术相对简单的直线几何是不可行的。 可以看出，
在有限长的直线几何下，所有的磁场线在离开系统时必定会和第一壁接触，所以沿
磁场线自由流动的粒子在很短的时间里就会撞到壁上。 换句话说，粒子不能被约
束，所以就没有时间来发生聚变反应。 这个关键性问题在图 ８．４（ ｂ）所示的环形几
何下就能够避免。 在此情形下，粒子仍沿磁场线螺旋前进，但是它们绝不会撞到第
一壁上，因为在环形几何中磁场线不会离开腔室，而且粒子的垂直方向的偏移很
小，即 rＬｉ ＜＜ a。

图 8．3　均匀磁场中带电粒子的螺旋轨迹
应当指出，目前已发明出各种不同的位形来给开端系统 “堵漏” 。 这些位形

都是以我们不久就要谈到的“磁镜”效应为基础的。 但即便如此，实际情形中的
终端损失仍然大得难以克服。 也正因此，聚变应用中所有领先的磁场几何都是环
形的。

总之，带电粒子在恒定均匀磁场中的回旋运动是聚变等离子体磁约束的基础。

3318畅3　均匀稳恒磁场中的运动　



图 8．4

8畅4　稳恒磁场 B和电场 E下的运动：E ×B漂移
首先考虑在恒定磁场上叠加一个（空间和时间上）恒定电场的情形。 从第 ７ 章

讨论的观点看，你可能会感到有些奇怪，因为在那里我们阐明了等离子体有很强的
屏蔽电场的能力。 在下面的分析过程中，我们将讨论德拜屏蔽效应和电场之间存在
的兼容性，可以证明实际上这其中并没有矛盾。

截至目前，我们采用的都是“单粒子运动”的思想，其中简单假定了均匀恒定的
电场和磁场都是已知的。 下面我们将确定带电粒子在这二者的复合场下的运动。
做出的调整是将粒子原有的回旋运动分成两个部分：一部分是平行于电场的分量；
另一部分是与电场垂直的分量。 可以证明，粒子的平行分量具有恒定加速度，而垂
直分量则具有垂直于 E 和 B 的漂移，也就是通常所说的 E ×B 漂移。
8畅4畅1　平行电场的作用

在稳恒磁场 B ＝Be z 的基础上，假定等离子体中存在稳恒电场 E ＝E⊥ ＋E‖ e z。
首先考虑平行电场的作用。 根据牛顿定律，运动方程的平行分量为：
　　　　 m ｄv zｄt ＝qE‖ 　　　v z（０） ＝v‖ （８．２１）
可以很容易地解出：
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　　　　　 v z（ t） ＝v‖ ＋ qm E‖ t （８．２２）
就是说，在原来速度为 v‖的匀速直线运动上增加了一个由平行电场引起的恒定加
速度。 假设粒子速度能够持续地线性增加，最终粒子速度将会变成相对论性的。

实际上，由于下述原因，这种情况不会经常发生。 电子和离子能够沿着磁场方
向自由流动表明，通常情况下在等离子体中产生的平行电场是非常小的，这与德拜
屏蔽的原理是一致的。 然而，由于存在库仑碰撞，实际的平行电场并不像德拜屏蔽
理论预期的那样小。 这些碰撞使得平行方向上的运动受到小的摩擦阻力，并由此产
生小而有限的等离子体电阻率。 这个电阻率产生了小的（但是仍然比德拜值要高）
平行电场，这与有限长铜导线两端存在小而有限的电压降的情形类似。 这个小电场
与摩擦阻力结合在一起，将带电粒子能达到的最大速度限制在非相对论值的水平
上。 由碰撞引起的摩擦阻力将在下一章中做详细描述。

有关平行方向运动值得关注的最后一点是，在某些条件下，碰撞引起的摩擦阻
力太小，以至于不能阻止等离子体中某些种类电子的热化。 在这种情况下，这些电
子确实能够加速到相对论性速度。 这些电子被称为“逃逸电子”，这种现象也将在
下一章讨论。
8畅4畅2　垂直电场的作用

接下来我们关心的问题是垂直电场对回旋运动的作用。 首先考虑这个问题的
数学结果。 为了简化分析，假定 E⊥ ＝E x ex，其中，E x 是常数。 运动方程的垂直部分
变成：

　　　　
ｄv x
ｄt ＝ωｃ vy ＋ qm E x
ｄv y
ｄt ＝－ωｃ v x

（８．２３）

将第二个方程带入第一个，以消去 vx：

　　　　 ｄ
２ vy
ｄt２ ＋ω２

ｃ vy ＋E xB ＝０ （８．２４）

通过引入一个新的速度变量 v′y ＝vy ＋E x ／B，很容易得到方程的解。 v′y的方程简
化为：

　　　　 ｄ
２ v′y
ｄt２ ＋ω２

ｃ v′y ＝０ （８．２５）
这相当于前面讨论的回旋运动。
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由此，原先的速度解变为：
　　　　 v⊥ （ t） ＝v ｇｙｒｏ（ t） －（E x ／B） e y （８．２６）
我们注意到，新增的漂移项和 E，B 都垂直。 这个结果可以简单地推广到任意的垂
直电场情况 E⊥ ＝E x e x ＋E y ey，其中 E x，E y 是常数。 对于一般情形，我们引入一个新
的垂直速度变量：
　　　　 v′⊥ ＝v′⊥ －E⊥ ×B／B２ （８．２７）

垂直平面（ x， y）上的分量的基本运动方程为：
　　　　 m ｄv⊥

ｄt ＝q（E⊥ ＋v⊥ ×B） （８．２８）
可以简化为：
　　　　 ｄv′⊥ｄt ＝ωｃ v′⊥ ×e z （８．２９）
式（８．２９）相当于均匀磁场下的回旋运动。 由此，原始速度的一般形式可以写成：

　　　　
v⊥ （ t） ＝v ｇｙｒｏ（ t） ＋VE

VE ＝E ×B
B２

（８．３０）

结论是：均匀垂直电场的引入相当于在回旋运动的基础上叠加了一个恒定的漂移速
度（VE ）。 它就是所谓的 E ×B 漂移，它垂直于 E 和 B，而且与质量、电荷量都无关。
换句话说就是，电子和离子都以相同的速度漂移。

下一步是要建立起 E ×B 漂移的物理图像，然后说明垂直电场的存在是如何与
德拜屏蔽相互协调的。 图 ８．５ 给出了 E ×B 漂移的物理图像。 我们知道，回旋半径
随着垂直速度增加而增大，即 rＬ ～v⊥ ／B。 先考虑图 ８．５（ ａ）所示的带正电的粒子在
电场和磁场下的运动。 图 ８．５（ ａ）中所示的是不考虑电场时粒子的回旋运动轨道。
而考虑到电场作用后，当粒子由位置 １ 运动到位置 ２ 时，电场的作用使得粒子加速。
当粒子由位置 ２ 运动到位置 ３ 时，粒子运动变慢，又回到原来的速度。 注意到在轨
道的上半部分，每一点的速度都比不考虑电场时的速度大，也就是说，平均来看，回
旋半径是增大的。

轨道的下半部分则相反。 从位置 ３ 到位置 ４ 的运动中，粒子被减速。 从位置 ４
回到位置 １，粒子加速到原来的速度。 轨道下半部分的平均速度比不考虑电场时要
小，也就是说，平均来看，回旋半径较不考虑电场时的要小。

这些效应的综合结果显示在图 ８．５（ ｂ）中。 轨道上半部分的 v⊥较大而下半部
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分的 v⊥较小，这样，平均回旋半径的不同导致了垂直于 E 和 B 的漂移。 图 ８．５（ ｃ）
和图 ８．５（ｄ）中显示了带负电的电子的类似物理图像。 我们注意到，漂移方向与粒
子的电荷符号无关。

最后，我们来解释垂直电场和德拜屏蔽同时存在的原因。 有两种考虑方法。 首
先，注意到由于电子和离子具有相同的 E ×B 漂移速度，这个速度相当于一个不引
起电流 J⊥ ＝en（u⊥ ｉ －u⊥ ｅ） ＝０ 的宏观流体的流速 u⊥ ＝VE 。 E ×B 漂移速度的表
达式可以写成 E⊥ ＋u⊥ ×B ＝０。 我们知道，在低频电磁理论里，在以速度 u⊥运动

的流体中的电场和磁场能够通过关系式 E′⊥ ＝E⊥ ＋u⊥ ×B 和 B′＝B 变换到随着
流体运动的坐标系。 因此，在流体静止的坐标系中，有 E′⊥ ＝０，这和德拜屏蔽原理
是一致的。

图 8．5
第二种考虑方法稍显微妙。 在后面的章节中会说明，等离子体中能够存在小的

垂直电场（该电场值仍比德拜值大）。 这将涉及自洽等离子体模型的发展和求解。
定性来说，这种电场的产生是因为垂直于 B 的电子和离子受到磁约束不能自由流
动，不能屏蔽局部可能产生的电荷不平衡。 可以证明，这些不平衡是电子和离子回
旋半径不同的结果，由此最终会产生大小为 e矱～T的静电势。

总的说来，在带电粒子运动的导心理论中，E ×B 漂移是横越磁场的基本漂移
之一。
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8畅5　垂直梯度的场下的运动： ΔB漂移
对回旋运动引入的第二种修正与场的不均匀性有关。 具体而言，这一节包括垂

直于磁场的 B 和 E 的梯度的作用。 虽然磁场 B 是不均匀的，但是它的方向仍然是
直线的。 也就是说，B 可以设为 B ＝B（ x，y） e z 的形式。 至于电场的梯度形式，可设
为 E ＝E x（ x） ex ＋E y（ y） e y。 注意到 Δ×E ＝０，否则，由法拉第定律知，B 必随时间变
化。 磁场随时间变化的情形将在 ８．７ 节中讨论。 这里讨论的等离子体中的场的梯
度是由长直螺线管线圈产生的。

下面的分析将说明，磁场梯度产生垂直于 B 和

Δ

B 的粒子漂移，也就是通常所
说的ΔB 漂移。 而电场的梯度使回旋频率产生一个小的偏移，就眼下讨论的目的来
说没有大的影响。 下面我们直接用微扰展开的方法来分析。 展开项中的小参数是
回旋半径与场的不均匀性的特征标长的比值，即 rＬ ΔB／B ～rＬ ΔE／E ～rＬ ／a ＜＜ １。
磁场和电场相对于回旋半径尺度来说变化非常缓慢。 微扰展开的具体过程将在下
面详细说明。
8畅5畅1　 E ＝0，B有垂直梯度的情形

为了简化计算，假设初始时 E ＝０，B（ x，y） → B（ x）。 这种假设不久就会取消。
运动方程的垂直部分变成：

　　　　
mｄvx ／ｄt ＝qB（ x） vy
mｄvy ／ｄt ＝－qB（ x） vx
ｄx／ｄt ＝vx
ｄy／ｄt ＝vy

（８．３１）

由于 B 是 x 的函数，因此这些方程是复杂的非线性微分方程。 方程可以通过小
回旋半径近似来简化。 关键步骤是在导心处对 B 作泰勒展开。 也就是说，弱场梯
度只是使粒子的 x 位置稍微偏离导心轨道，如图 ８．６ 所示。 在这种情况下，运动方
程的垂直部分变成：

　　　　
ｄvx ／ｄt≈ ωc（ xｇ） １ ＋矪B（ x ｇ）

矪 xｇ
x －x ｇ
B（ x ｇ） vy

ｄvy ／ｄt≈－ωc（ x ｇ） １ ＋矪B（ x ｇ）
矪x ｇ

x －x ｇ
B（ x ｇ） vx

ｄx／ｄt ＝vx
ｄy／ｄt ＝vy

（８．３２）

可以发现，方括号中的第二项是 rＬ ／a 级小量。

831 　第 8章　单粒子运动———导心理论



图 8．6　弱磁场梯度下的回旋轨道在 x方向上的宽度满足 rＬ ＜＜ a
由直接微扰展开得到式（８．３２）的解为：

　　　　v ＝v０ ＋v１ ＋…
r ＝r０ ＋r１ ＋… （８．３３）

将此展开式带入到运动方程中，并令零阶项为零：
　　　　ｄv０ ／ｄt ＝ωｃ v０ ×e z

ｄr０ ／ｄt ＝v０
（８．３４）

因为ωｃ ＝ωｃ（ x ｇ） ＝常数，故式（８．３４）的解是由式（８．１５）和式（８．１６）给出的简单回
旋运动。

现在将零阶解带入一阶量的微扰方程中：

　　　　
ｄv x１
ｄt －ωｃ vy１ ＝－v

２
⊥

２B
矪B矪x ｇ ［１ －ｃｏｓ２（ωｃ t －矱） ］

ｄv y１
ｄt ＋ωｃ vx１ ＝－v

２
⊥

２B
矪B矪x ｇ ｓｉｎ２（ωｃ t －矱）

（８．３５）

这是线性非齐次微分方程。 可以看到，方程中有两种驱动项———一种是常数项，另
一种是两倍于回旋频率的振荡项。 由于方程是线性的，因此可用叠加的方法来确定
每种驱动项的响应。 由习题 ８．２ 可以看出，二次谐波项是作为导心位置的小的偏移
加上对回旋半径大小的一个小量修正项而出现的。 这两种效应都不重要，因为它们
不会导致导心的漂移。 所以在目前考虑的情形下可以将它们忽略不计。 在这种假
设下，速度分量的方程变成：

　　　　
ｄv x１
ｄt －ωｃ vy１ ＝－v

２
⊥

２B
矪B矪x ｇ

dv y１
ｄt ＋ωｃ vx１ ＝０

（８．３６）
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这两个方程形式上与式（８．２３）是一样的，而式（８．２３）产生了 E ×B 漂移。 通过直
接比较可知，表示匀加速度 F／m→ qE／m 的任何驱动项产生如下形式的等效 E ×B
漂移：
　　　　 V Ｆ ＝ １

q
F ×B
B２ （８．３７）

将这个结果应用到式（８．３６），得到 ΔB 漂移表达式：
　　　　 VΔ B ＝ v

２
⊥

２ωｃ
１
B

矪B矪xｇ e y （８．３８）
在习题 ８．２ 中可以看到，这个结果可以简单地推广到 B ＝B（ x，y）的二维情况。ΔB 漂移的一般形式是：

　　　　 VΔ B ＝碢 v２⊥
２ωｃ

B × ΔB
B２ （８．３９）

其中，正负号中的负号对应于负电荷情形。 显然，场是用导心处的值来估算的。ΔB 漂移有如下特点：①漂移方向与 B 和 ΔB 都垂直；②对于典型的热粒子
（ v⊥ ～vＴ ）， ΔB 漂移相对于热速度是小量，即｜VΔ B ／vＴ ｜～rＬ ／a；③因为漂移与 mv２⊥成
正比，所以当 T ｅ ＝T ｉ ＝T 时，电子和离子有相同的（平均速度）漂移量；④由于 VΔ B与

１／q 成正比，电子和离子的漂移方向相反，会产生电流。
观察图 ８．７ 可以得到 ΔB 漂移的物理图像。 图 ８．７（ ａ）显示的是具有夸张的磁

场梯度的磁场分布，图 ８．７（ｂ）显示了磁场梯度效应被忽略的情况下带正电粒子的
零阶回旋运动。 我们知道，回旋半径尺度是 rＬ ～v⊥ ／B，因此粒子在运动轨道上从位
置 １ 到位置 ２ 再到位置 ３ 的过程中，回旋半径因磁场减小而变大。 类似地，在从位
置 ３ 到位置 ４ 再回到位置 １ 的过程中，回旋半径因磁场增加而变小。 图 ８．７（ ｃ）显
示了对上述回旋运动的修正，证明了 ΔB 漂移的存在。 带负电的情形与此类似。ΔB 漂移对聚变等离子体中电流的产生和相应的自洽磁场有很重要的贡献。
8畅5畅2　均匀磁场 B下电场 E的垂直梯度

下面讨论电场存在弱垂直梯度的情形。 可以设磁场仍然是均匀的（B ＝常数） ，
因为磁场 B 的弱梯度的效应已经计算过了，而且业已证明这些效应可以用叠加的
方法结合起来。 下面将说明，电场梯度的影响主要是对回旋频率产生小的修正，而
且这种修正的意义不大。

假设电场的形式为 E ＝E x（ x） ex。 它满足 Δ×E ＝０，所以磁场不随时间变化。
与

ΔB 漂移时的处理一样，运用直接微扰展开方法将电场在粒子导心位置处展开可
以得到数学解。 相应的速度分量方程变为：
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图 8．7　

　　　　
ｄv x
ｄt －ωｃ vy ＋E x（ x ｇ）B ≈ q

m
矪E x
矪x ｇ （ x －x ｇ）

ｄv y
ｄt ＋ωｃ vx ＝０

（８．４０）

我们注意到，如果电场没有梯度，这个解可由回旋运动和 E ×B 漂移叠加给出。
当存在电场梯度时，将零阶解带入式（８．４０）右边的修正项时必须小心，因为这一项
可能是按回旋频率的基频在振荡，从而以潜在的共振驱动项形式出现在方程里。 众
所周知，共振驱动项通常会使解随时间线性增长。 换句话说，解随时间线性发散，
微扰处理就不成立了。

然而，对式（８．４０）进行更仔细的研究后发现，这种共振增长的情形不会出现，
解仍然是有限的。 为了看清这一点，我们将式（８．４０）中的第一个方程微分，然后将
第二个方程中的 ｄvy ／ｄt代入，经过简单计算得到：
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　　　　 ｄ
２ vx
ｄt２ ＋ω２

ｃ １ － １
ωｃB

矪E x
矪xｇ vx ＝０ （８．４１）

式（８．４１）表明，电场垂直梯度的主要作用是对回旋频率产生了一个小的修正，既不
存在新的粒子漂移也不存在共振。 换句话说，这种作用的意义不大，以后我们将忽
略不计。

最后，值得指出的是，如果按比值 rＬ ／a 展开的高阶形式，确实会出现这种漂移，
这就是所谓的“有限回旋半径”漂移。 电子和离子的这种漂移的方向相同，但是离
子漂移的数值较大。 然而，由于这种漂移较小（与导心的其他漂移项相比仅为 rＬ ／a
量级），因此对于本书讨论的绝大部分聚变等离子体物理来说，这种漂移均不具有
重要影响。 虽然在习题 ８．３ 中讨论了这个问题，但是以后我们将忽略不计。

8畅6　弯曲磁场中的运动：曲率漂移
截至目前，就磁场的空间特性来说，我们已经讨论了空间分布均匀的磁场和存

在垂直梯度的磁场两种情形。 然而在这些情形中，场的方向都是沿着 e z 方向平直
的。 在本节中，我们将放宽这个限制，引入弯曲磁场。 可以证明，磁场线的弯曲会
使导心产生新的漂移，其方向既垂直于磁场方向也垂直于曲率矢量的方向。 这种漂
移是由粒子沿弯曲磁场线不受约束地平行运动时所受到的离心力驱动的，所以这种
漂移被称为“曲率漂移” 。

首先对简单的曲线几何情形进行分析，假定场的形式为 B ＝B （ r） eθ 和 E ＝
E r（ r） e r，还是用微扰展开的方法来求解。 在计算出漂移后，再将结果推广到一般曲
率的情形。 推导的第一步是给出柱坐标系下位置、速度和加速度的表示式：

　　　　

r（ t） ＝r（ t） e r ＋z（ t） e z
v（ t） ＝ｄrｄt ＝ｄrｄt e r ＋r

ｄθ
ｄt eθ ＋ｄθｄt e z ＝v r e r ＋vθeθ ＋v ze z

a（ t） ＝ｄvｄt ＝ ｄv r
ｄt －v

２
θ
r

e r ＋ ｄvθ
ｄt ＋v r vθr eθ ＋ｄvｚｄt e z

（８．４２）

其中，两个单位矢量方向随时间 t的变化如下：

　　　　
ｄe r
ｄt ＝矪e r

矪θ
ｄθ
ｄt ＝ vθr eθ

ｄeθ
ｄt ＝矪eθ

矪θ
ｄθ
ｄt ＝－vθr e r

（８．４３）

运动方程的速度分量能够写成：
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ｄv r
ｄt －v

２
θ
r ＝ qm （E r －v zB）

ｄv z
ｄt ＝ qm v rB
ｄvθ
ｄt ＋v r vθr ＝０

（８．４４）

主要行为仍是回旋运动加 E ×B 漂移。 这一点可以通过引入类似于ΔB 漂移
分析的微扰展开来看清楚，即 v（ t） ≈ v０ （ t） ＋v１ （ t）。 其中，v０ （ t）由 v⊥０ （ t） ＝v ｇｙｒｏ ＋
VＥ 和vθ ０ （ t） ＝v‖ ＝常数组成。 我们注意到，这里的平行方向指的是 θ方向。 下一
步就是将这些量带入式（８．４４），并且将所有的量在导心位置 rｇ 处展开。 经过简单
计算可以得出 v１ （ t）的方程为：

　　　　
ｄv⊥１
ｄt －ωｃ v⊥１ ×eθ ＝ωｃ（ r －rｇ）

B
矪B矪r ｇ v⊥０ ×eθ ＋矪E r

矪 rｇ e r ＋v
２
‖
rｇ
e r

ｄv‖１
ｄt ＝－υr０υz０

rｇ

（８．４５）

其中 ωｃ ＝qB（ rｇ） ／m。
这个解有以下一些特性。 平行速度 v‖１ （ t）产生一个小的不重要的二次谐波修

正，这是 v r０ （ t）和 v z０ （ t）都以基频振荡且相位差是 π／２ 的结果。 v⊥１方程右边的前两

项代表了之前讨论的ΔB 漂移和 E⊥ （ r⊥ ）回旋频率修正。 只有最后一项代表了新
的贡献。 因为微扰展开使一阶方程完全线性化，所以这一新增项的作用也可以用叠
加的方法来计算。

从物理上讲，这一项代表了作用在沿弯曲磁场线自由平行运动的粒子上的离心
力。 而从数学上看，这一项具有恒定外力的形式。 因此，导心发展起一种与式
（８．３７）类似的、既垂直于磁场方向又垂直于离心力方向的漂移，即所谓曲率漂移，
其形式为：
　　　　 Vκ ＝ v

２
‖

ωｃ re z （８．４６）
其中所有物理量取的都是导心处的值。 这种漂移和 VΔ B具有相似的标度关系，只是
v２⊥被 ２v２‖替代。 后者的值与热速度相比很小（ ｜Vκ｜／vＴ ～ rＬ ／a），而且相近温度下的
电子和离子的漂移大小是相当的。 但电子和离子的曲率漂移方向相反，因此会产生
电流。

通过引入曲率半径矢量 R ｃ，我们可以将 Vκ的表达式扩展到任意曲率的磁场几

何中。 具体需要以下几步：首先，引入平行于磁场的单位矢量 b（ r）≡B／B；其次，将
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速度矢量分解成垂直分量和平行分量 v（ t） ＝v⊥ ＋v‖ b；最后，通过如下运算将运动
方程的垂直分量分离出来（为了简化，假设 E ＝０）：
　　　　 b × ｄ

ｄt（ v⊥ ＋v‖ b） －ωｃ（ v⊥ ＋v‖ b） ×b ×b ＝０ （８．４７）
其中 ωｃ ＝qB（ r） ／m。 各项可以简化为：

　　　　

b ×｛［ωｃ（ v⊥ ＋v‖ b） ×b］ ×b｝ ＝－ωｃ v⊥ ×b

b × ｄv⊥
ｄt ×b ＝ ｄv⊥

ｄt ⊥

b × ｄ
ｄt（ v‖ b） ×b ＝v‖ b × ｄb

ｄt ×b

＝v‖ （b· b） ｄbｄt － b· ｄbｄt b

（８．４８）

注意到单位矢量 b· b ＝１，并且 b· ｄb／ｄt ＝（１／２） ｄ（ b· b） ／ｄt ＝０，因此最后一项
还可以继续简化。 并且 ｄb／ｄt项可以写成：
　　　　 ｄb（ r）ｄt ＝ 矪矪t ＋

ｄr
ｄt·

Δ b ＝v· Δb （８．４９）
将上述结果结合起来，即可得到垂直方向运动方程的简单形式：

　　　　 ｄv⊥
ｄt ⊥

－ωｃ v⊥ ×b ＝－v眬 v⊥· Δb －v２眬 b· Δb （８．５０）

这个方程的左边代表熟悉的回旋运动。 方程的右边包含了微扰展开，代表的是两种
不均匀性产生的驱动项，两项都是 rＬ ／a 级小量。 包含 v‖和 v⊥的项以回旋频率振

荡，其平均值为零。 因此正如前面讨论过的，它只是对回旋运动产生小的修正，但
并不引起导心漂移。 只有最后一项具有恒定外力的形式，它表示广义离心力，并导
致了曲率漂移。

分析的最后一步是确定磁场曲率矢量 b· Δb 和曲率半径矢量 R ｃ 之间的关系。
从图 ８．８ 可知，这种关系很容易建立起来。 注意到 b 沿弯曲磁场线的变化为：

　　　　
ｄb ＝b（ r⊥ ，l ＋ｄl） －b（ r⊥ ，l） ＝矪b矪l ｄl ＝（b· Δ

b） ｄl
｜ｄb ｜＝ｄθ ＝ ｄlR ｃ

（８．５１）

这里运用了沿着磁场的变化等价于取平行梯度 矪／矪 l ＝b· Δ

这一关系。 从几何上和
曲率半径矢量的定义上可以明显看出，R ｃ 反平行于 b· Δb。 因此 R ｃ ＝－Kb· Δb。
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其中比例因子 K 可以通过｜b· Δb｜＝｜ｄb｜／ｄl ＝１／R ｃ 得出。 由此可得：
　　　　 b· Δb ＝－R ｃ

R２
ｃ

（８．５２）
现在可以得出曲率漂移的一般形式了。 将式（８．５２）代入到式（８．５０）的离心力

项，然后，运用式（８．３７）中的恒定外力与导心漂移之间的关系，可以得到曲率漂移
的普适形式为：
　　　　 Vκ ＝碢 v

２
‖
ωｃ

R ｃ ×B
R２
ｃB

（８．５３）
同样，负号用于电子的结果。

和

ΔB 漂移类似，曲率漂移对等离子体中电流的产生和相应的自洽磁场有很重
要的贡献。

图 8．8　显示 b· Δb与 Rｃ 关系的几何图形
（其中 b ＝b（r⊥，l），b′＝b（r⊥，l＋ｄl）。 Rｃ 和 R′ｃ 的形式与此类似）

8畅7　真空磁场中 V ΔB漂移和 Vκ漂移的综合
在 E ＝０ 的稳态聚变等离子体中，非均匀弯曲磁场产生两种导心漂移——— ΔB

漂移和曲率漂移。 在等离子体电流较小的特定情形下，磁场变成近似于真空磁场，
且 V ΔB和 Vκ之间存在简单关系。 本小节的目的就是要导出这个关系。 结果表明，
真空磁场的 V ΔB和 Vκ方向相同，也就是说，它们产生的电流无法相互抵消。

已知矢量恒等式：
　　　　 Δ（B· B） ＝２B ×（ Δ×B） ＋２B· ΔB （８．５４）
对于真空磁场， Δ×B ＝０。 用 b 叉乘式（８．５４），经过简单计算可得：
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　　　　 B × ΔB ＝Bb ×［b（b· ΔB） ＋Bb· Δb］ ＝－B B ×R ｃ
R２
ｃ

（８．５５）
用

ΔB 漂移的表达式［式（８．３９）］可以得到 V ΔB ＋Vκ的简单表达式：
　　　　 Vκ ＋V ΔB ＝碢 １

ωｃ （ v
２
‖ ＋v

２
⊥
２ ） R ｃ ×B

R２
ｃB

（８．５６）
正如前面所说，很明显，两种漂移在相同的方向上，所以产生的电流不能抵消。

这导致了下面的有趣问题。 如果导心电流总是增加的，并且 V ΔB和 Vκ是仅有的由

非均匀弯曲磁场产生的电流驱动型导心漂移，那么 B 如何能与真空场相符合？ 答
案是，额外的宏观流动，即所谓的“磁化电流”，它的增长正好抵消了 V ΔB ＋Vκ对于

J 的贡献。 关于磁化电流的讨论将在第 １０ 章进行，那里将建立起自洽的流体模型。

8畅8　时变电场 E和磁场 B中的运动：极化漂移
接下来我们将讨论单粒子导心运动理论中随着时间缓慢变化的电场和磁场的

影响。 我们将特别关注形为 E（ r， t） ＝E x （ r⊥ ， t） e x ＋E y （ r⊥ ， t） e y 的电场和 B ＝
B（ r⊥ ，t） e z 的磁场。 可以证明，时间变化带来的主要结果是产生了新的导心漂移
（即所谓的“极化漂移”）和新的近似运动常量（即所谓“绝热不变量” ）。

极化漂移是由时变电场中粒子的惯性作用产生的。 当 E⊥随时间缓慢变化时，
粒子的运动随着场的时间变化而变化，然而由于惯性，粒子的运动会稍落后于场的
变化。 下面的分析将说明，产生的极化漂移在 E⊥方向上（注意，不是在 E⊥ ×B 方
向），并且由于离子质量较重，因此离子产生的极化漂移比电子的大。

绝热不变量可以解释带电粒子的垂直能量是如何随时间缓变磁场而变化的。
我们将说明，增大的 B 场会导致 v２⊥的相应增加。 这里的不变量不是严格的运动常
数，而是说它的值在回旋周期平均后保持不变。

下面的分析将分成两部分。 第一部分中假定磁场在空间和时间上都是均匀的
（即B ＝常数），电场只随时间变化，即 E ＝E x （ t） e x ＋E y（ t） e y。 这个简单模型能够
给出极化漂移的主要特性。 数学解通过直接迭代过程得到。

分析的第二部分是假定磁场也是时间的函数。 这使得计算变得稍微复杂了，因
为根据法拉第定律，时变 B 场将产生空间变化的电场。 对此我们在分析中引入一
个特殊的数学时间变换来处理这些效应。 由此得到两个结果：首先，在极化漂移的
基础上增加了一个微小修正；其次，我们得到了新的近似运动常量。 这个常量就是
绝热不变量 μ。
8畅8畅1　E ＝Ex（ t）ex ＋Ey（ t）ey 且 B ＝常数的极化漂移

本小节集中研究上述简单形式的场的情形。 我们首先进行极化漂移的数学分
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析，然后给出简明的物理图像。
1．数学推导
在我们讨论的场中，粒子的垂直速度的运动方程是：

　　　　ｄvx ／ｄt －ωｃ vy ＝ωｃE x（ t） ／B
ｄvy ／ｄt ＋ωｃ vx ＝ωｃE y（ t） ／B （８．５７）

对于任意的 E x，E y，形式上我们很容易得到这组方程精确的数学解，但这种形
式解的意义却不大，因为其中包含很多复杂的积分。 我们发现，可以通过时间缓变
假设来最终得到这个解，在此假设下可以得出积分的近似值。

就目前而言，从开始就假设时间缓变在数学处理上会更加方便。 在这种假设
下，我们可以通过直接迭代过程得到较精确的近似解。 这种过程的基础是引入一个
衡量时间缓变程度的小量。 具体来说就是，假定对应于电场时间变化的特征频率 ω
远小于回旋频率，即｜E· ⊥ ｜／｜E⊥ ｜～ω ＜＜ ωｃ。 低频假设保证了迭代中每一个新的项
比它前面的项小 ω／ωｃ 倍。

迭代过程的第一步是通过引入一个新的速度变量 v′⊥来去掉 E ×B 漂移。

　　　　vx ＝v′x ＋E y（ t） ／B
vy ＝v′y －E x（ t） ／B （８．５８）

v′⊥的运动方程变成：

　　　　
ｄv′x
ｄt －ωｃ v′y ＝－１

B
ｄE y
ｄt

ｄv′y
ｄt ＋ωｃ v′x ＝ １

B
ｄE x
ｄt

（８．５９）

我们发现式（８．５９）的右边项比式（８．５７）对应的右边项小 ω／ωc 倍。
迭代的第二步是令式（８．５９）的右边项为一个新的“不变” （实际上是随时间缓

变）的外力。 类似于 E ×B 漂移，通过引入新的速度变量 v″⊥ ，能够把这些项从解中
清楚地分离出来：

　　　　
v′x ＝v″x ＋ １

ωｃB
ｄE x
ｄt

v′y ＝v″y ＋ １
ωｃB

ｄE y
ｄt

（８．６０）

v″⊥的方程是：
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ｄv″x
ｄt －ωｃ v″y ＝－ １

ωｃB
ｄ２E x
ｄt２ ≈ ０

ｄv″y
ｄt ＋ωｃ v″x ＝－ １

ωｃB
ｄ２E x
ｄt２ ≈ ０

（８．６１）

式（８．６１）的右边项可以忽略不计，因为它们包含与初始方程右边项一样的电场分量，
但却要小（ω／ωｃ） ２

倍。 原则上，我们能够继续这种迭代过程到更高阶的方程，但由
构造过程可以明显看出，每一次新得出的右边项都比前面的迭代项小 ω／ωｃ 倍。
式（８．６１）的高阶项忽略不计了，显然我们可以看出 v″⊥的解是熟悉的回旋运动。

通过分析我们得出的结论是，在稳恒 B 场上叠加了时间缓变的垂直电场后，粒
子的组合轨道能够近似表示为下式：
　　　　 v⊥（ t） ＝v ｇｙｒｏ ＋E⊥ ×B

B２ ＋V ｐ （８．６２）

　　　　 V ｐ ＝碢 １
ωｃB

ｄE⊥
ｄt （８．６３）

其中负号对应于电子。
可以看出，这个解有如下特性：粒子速度主要由回旋运动加上 E ×B 漂移的瞬

时值组成。 这正是我们期待的缓变电场中的结果。 在电场方向上新增了一项小的
漂移速度 V ｐ，这就是极化漂移。 电子和离子的漂移方向相反（会在电场方向产生电
荷“极化”），由于离子质量大，因此离子的漂移速度也大得多。 从幅度大小上看，极
化漂移比 E ×B 漂移要小。 特别是，V ｐ ／VE ～ω／ωｃ ＜＜ １。 也许有人会问，既然 V ｐ 这
么小，为什么还要保留它呢？ 原因是虽然它很小，但它却是 E⊥方向上的第一个非

零垂直漂移。 显然，在这个方向上，E ×B 漂移是没有贡献的。
方向上的这种区别是重要的。 就 E⊥方向的电流来说，极化漂移引起的电流要

比指向同样方向的位移电流更重要。 我们可以通过简单计算来进行这种比较：

　　　　
Jｐ ≈ q nV ｐｉ ＝n m ｉ

B２
ｄ E⊥
ｄ t

Jｄ ＝ε０
矪E⊥
矪 t

（８．６４）

因此，极化电流和位移电流的比值为：
　　　　 Jｐ

Jｄ
＝ c２
v２Ａ

（８．６５）
其中 vＡ ＝（B２ ／μ０ n m ｉ） １ ／２

是所谓的阿尔文速度。 对于典型的反应堆参数，这个比值
约为 ３ ×１０ ３ ＞＞ １。 通过以上比较可知，极化电流是主要的。
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2．物理图像
极化漂移的物理根源与粒子的惯性有关。 为了理解漂移是如何产生的，考虑在

稳恒 B 场和随着时间线性变化的 E y 中的一个带正电粒子的运动，如图 ８．９ 所示。
为了简明，电场随着时间的变化近似为一系列逐段增加，每一段的时间间隔对应于
一个回旋周期。

图 8．9
这种场作用下的定性轨道图像如图 ８．１０ 所示。 虚线表示没有电场时的圆周回旋

轨道，实线表示电场第一阶段的轨道。 可以看出，除了向右的导心 E ×B 漂移外，轨道
的上下端点（即图 ８．１０ 中 １ 点和 ２ 点）均因平均回旋半径大小的不同而略微上移。 轨
道半径上的这种差异是粒子的惯性带来的，它使得粒子运动滞后于变化的电场。

图 8．10　电场分段模型下粒子轨道的上下端点和导心的轨迹
在电场的第二阶段，由于电场持续增大，上述调整过程将重复出现。 导心向右

的 E ×B 漂移会稍稍变大。 类似地，１ 点和 ２ 点的上移也都变大。 图 ８．１０ 画出了 １
点、２ 点以及导心 r ｇ 在电场随后各阶段的包络。 很明显，当电场随着时间变化时，在
y方向有导心漂移，这就是极化漂移。 当电场稳定后，极化漂移变为零，剩下的就是
平稳的E ×B 漂移。
8畅8畅2　 E⊥ ＝Ex（ r⊥ ，t）ex ＋Ey（ r⊥ ，t）ey，B ＝B（ t）ez 时的极化漂移

在这一小节中，极化漂移的分析扩展到包括随着时间变化的磁场的影响。 我们
还将进一步说明，绝热不变量 μ是一个近似的运动常数。

为了简明起见，忽略 B 在垂直方向上的空间变化，这种情形以前我们已经研究
过了。 但即使这样，时变磁场仍使问题变得复杂，因为根据法拉第定律，这种磁场
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会激发一个随着时间和空间都变化的电场。 我们可以通过对时间变量进行数学变
换的方法来处理这些效应，这种处理大大简化了分析。

1．数学分析
首先假定垂直电场的形式是 E⊥ ＝Ey （x，t）ey，这种简化使得数学上更易处理，同时

又不失主要物理过程。 然后通过进一步计算，我们很容易推广到E⊥ ＝Ex （ r⊥ ，t） e x ＋
E y（ r⊥ ，t） e y 的情形。 将电场在粒子导心处展开，得到起始模型对应的运动方程：

　　　　
ｄv x
ｄt －ωｃ vy ＝０
ｄv y
ｄt ＋ωｃ vx ＝ωｃ

B E y ＋矪E y
矪x ｇ （ x －x ｇ）

（８．６６）

其中，ωｃ（ t） ＝qB（ t） ／m；所有的电场项都是（ xｇ， t）的函数。 可以看出，在这种方程
形式下，由于回旋频率与时间有关，因此即使是单纯的回旋运动也很难计算。 但通
过引入新的时间变量 τ，方程能够得到极大的简化，τ的定义为：
　　　　 τ＝∫t０ ωｃ（ t′）ｄt′ （８．６７）
也就是 ｄτ＝ωｃｄt。 通过这种变换，该模型变为：

　　　　

ｄv x
ｄτ－vy ＝０
ｄv y
ｄτ＋vx ＝ １

B E y ＋矪E y
矪x ｇ （ x －x ｇ）

ｄx
ｄτ＝ vxωｃ
ｄy
ｄτ＝ vyωｃ

（８．６８）

通过引入前一节的迭代过程，能够得到方程较精确的近似解，并且在柱坐标系
中写出 vx 和 vy：

　　　　
vx ＝v⊥（τ） ｃｏｓ［τ＋ε（τ） ］ ＋E yB
vy ＝－v⊥（τ） ｓｉｎ［τ＋ε（τ）］ ＋ ｄｄτ

E y
B

（８．６９）

其中变量 v x 和 vy 由新的未知量 v⊥ （τ）和 ε（τ）代替。 这里预设了回旋运动的幅值
和相位都是时间的函数，但实际上它们只是随时间缓变的函数。 式（８．６９）的形式
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已显示对极化漂移的微调，其中包含了 B 场的时间导数。 余下的分析主要是求解
v⊥ （τ） ，并由此导出新的近似运动常数。 ε（τ）也能很容易解出，但其中没有什么新
的重要信息，因此相关的分析不在此赘述。

为了求出 v⊥ （τ）的解，在将式（８．６９）带入式（８．６８）之前，还需要进行一步，就是
在速度方程中找到 x－xｇ 的表达式。 由于这个表达式只出现在小量展开项中，所以需
要保留首项回旋运动的贡献。 从式（８．６８）中的后两个轨道方程我们可以得出：
　　　　 x －x ｇ ≈ v⊥ （τ）

ωｃ（τ） ｓｉｎ［τ＋ε（τ） ］ （８．７０）

现将式（８．６９）和式（８．７０）带入式（８．６８）中。 我们很容易同时解得 ｄv⊥ ／ｄτ和
ｄε／ｄτ。 简单计算即可得出待求的 v⊥ （τ）方程：

　　　　 ｄv⊥ｄτ＋ v⊥
２ωｃB

矪E y
矪x ｇ ＋矪E y

矪xｇ ｃｏｓ２（τ＋ε） ＝ ｄ２ｄτ２
E y
B
ｓｉｎ（τ＋ε） ≈ ０ （８．７１）

正如前一节提到的，方程右边项是高阶迭代修正项，可以忽略不计。
下一步是用法拉第定律代换 矪E y ／矪x ｇ ＝－ｄB／ｄt＝－ωｃｄB／ｄτ来简化式（８．７１） 。

式（８．７１）可简化为：
　　　　 １

μ
ｄμ
ｄτ＝ １

B
ｄB
ｄτｃｏｓ２（τ＋ε） （８．７２）

其中，
　　　　 μ≡ mv２⊥／２B （８．７３）
即所谓磁矩（出于其他考虑我们稍后再讨论它）。 这个表达式可进一步简化。 将式
（８．７２）在一个回旋周期（τ０≤ τ＋ε ≤ τ０ ＋２π）内积分，可以发现右边项平均后除
了小得可以忽略的（ω／ωｃ） ２

阶修正外几乎为零。 所以，在高精度水平下，可以得到
枙ｄｌｎμ／ｄτ枛 ＝０。 这说明在一个回旋周期内平均后，μ是一个运动常数，即
　　　　μ＝mv

２
⊥ （ t）

２B（ t） ＝常数 （８．７４）
2．μ的意义
μ是我们所知道的第一个绝热不变量，其大小等于带电粒子的回旋周期平均磁

矩。 这一点可以从磁矩的通常定义 μ＝IA 看出，其中，I 是闭合回路中的电流，A 是
回路所围成的面积。 对于磁场中旋转的粒子来说，一个回旋周期的平均电流是 I ＝
q／τｃ ＝qωｃ ／２π，而面积是 A ＝πr２Ｌ ＝π（mv⊥ ／qB） ２ 。 由此得出 IA ＝mv２⊥ ／２B，所以 μ
确实是磁矩。
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μ在一个回旋周期上平均后是一常数的事实可说明如下。 粒子回旋轨道所围
成的磁通量是 Ψ＝πr２ＬB ＝（２πm／q２ ）μ～μ。 所以，当磁场 B 随时间缓变时，垂直
方向的速度和相应的回旋半径都以这样一种方式随着时间缓慢变化，即使得环绕轨
道的通量是一个常数。

3．结果总结
在时变电场和磁场中运动的带电粒子会附加一项导心漂移，即所谓极化漂移。

对于 B ＝B（ t） e z 和 E⊥ ＝E x （ r⊥ ，t） ex ＋E y （ r⊥ ， t） ey 的一般情形，根据式（８．６９） ，这
种漂移能够写成（负号用于电子）：
　　　　 V ｐ ＝碢 １

ωｃ
ｄ
ｄt

E⊥
B

（８．７５）

第二个新结果是确认了一个近似运动常数，即所谓的绝热不变量。 它只是一个
“近似”常量，因为它是在磁场缓变情形下在一个回旋周期上平均得到的。 这个绝
热不变量写成：
　　　　 μ＝mv

２
⊥ （ t）

２B（ t） ＝常数 （８．７６）
在聚变应用方面，极化漂移在确定等离子体宏观不稳定性的时间尺度方面起着

非常重要的作用。 正如描述宏观平衡和稳定性的第 １２ 章所表明的，极化漂移所对
应的时间尺度和实验时间相比是非常快的。 如果给定的磁场位形是不稳定的，那么
等离子体会由于这一很短的时间尺度而很快撞到壁上，从而损失掉。 由此得出结
论：对于聚变来讲，磁场位形的设计必须避免这种不稳定性。

绝热不变量在两个方面起着重要作用。 首先，它是磁约束位形“磁镜装置”的
基础，后文会予以讨论。 其次，磁矩是很多环形磁场几何下导致横越磁场的能量和
粒子的碰撞输运大大增强的重要原因。 这种行为要用“新经典输运理论”来解释，
我们将在第 １４ 章中予以讨论。 尽管这两种应用都依赖于绝热不变量，但 μ作为磁
场空间缓变下的绝热不变量要比它作为时间缓变下的不变量更为重要。 下一节我
们就来讨论这种空间缓变下的结果。

8畅9　平行梯度场下的运动：磁矩和磁镜
关于导心运动的最后一个议题是有关磁场平行梯度的效应，这种效应源自图

８．１１所示的位形。 在回旋半径与场的空间梯度标长相比较小的情形下，能得出两
个重要的结果。 首先，可再次证明 μ＝mv２⊥ ／２B 是一个绝热不变量。 其次，在平行
于磁场梯度的方向上出现回旋平均力，它会对平行于导心运动方向上的运动产生很
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大影响。 这个力引起“磁镜”效应，并成为早期聚变实验的基础。 本节将讨论磁镜
效应和简单磁镜装置。

从数学上讲，平行磁场梯度使得分析变得复杂，因为这种几何本质上是二维的。
例如，即使是最简单的 B z ＝B z（ z）的情形，为了满足 Δ· B ＝０，B 必须附加横向分量。
为了使得分析在数学上更易处理，这些横向分量必须选取得使其满足“细长”近似，
就是假定平行梯度标长要比横向梯度标长大。 尽管这不是必要的，但这种近似可以
大大简化计算，并不失基本物理特征。

图 8．11　产生 B的平行梯度的线圈位形
8畅9畅1　数学表述

首先给出场的描述。 假定电场为零，即 E ＝０。 为了简单起见，磁场几何只考虑
图 ８．１１ 所示柱对称的平板断面。 这种平板模型如图 ８．１２ 所示。 磁场不随时间变
化，其空间非零分量为 B ＝B x （ x，z） e x ＋ B z（ x，z） e z。 目前尚不用细长近似，这意味
着 B x ～B z。 在这些假定下，粒子速度的运动方程变成：

　　　　

ｄv x
ｄt ＝

q
m vyB z

ｄv y
ｄt ＝－qm （ v xB z －v zB x）
ｄv z
ｄt ＝－qm vyB x

（８．７７）

图 8．12　具有平行梯度的磁场几何的平板模型
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和前述计算一样，这些方程可以通过级数展开来求解。 潜在的困难是 z 坐标轴
不再对应于平行方向。 因此尽管 v z 可能接近于平行速度，vx，v y 接近于垂直速度，但
它们并不严格相互垂直。 这些偏离造成了一系列可与小的回旋半径修正竞争的小
的附加项。 我们可以通过引入三个正交的单位矢量，以及相应的能够确切区分垂直
和平行方向的速度分量，来消除这种几何上的复杂性。 新的单位矢量是 e１ ，e２ ，b，它
们的变换关系为：
　　　　b ＝b x e x ＋b ze z　　　　　　　 e z ＝b zb －b x e１

e２ ＝e y e y ＝e２

e１ ＝e２ ×b ＝b z e x －b x e z e x ＝b ze１ ＋b xb
（８．７８）

其中 b x ＝B x ／B，b z ＝B z ／B。 可以看出，b 指向磁场方向，而 e１ 和 e２ 严格垂直于 B。
相应的速度分量 v１ ，v２ ，v‖和它们之间的变换关系为：
　　　　v‖ ＝b z v z ＋b x vx　　　　 　 　 v z ＝b z v‖ －b x v１

v２ ＝vy vy ＝v２
v１ ＝b z vx －b x v z vx ＝b x v‖ ＋b z v１

（８．７９）

利用这些变换，经过简单计算，运动方程可充分简化成如下形式：

　　　　

ｄv１
ｄt －ωｃ v２ ＝Kv‖
ｄv２
ｄt ＋ωｃ v１ ＝０
ｄv‖
ｄt ＝－Kv１

（８．８０）

其中，ωｃ ＝qB／m，B ＝（B２
x ＋B２

z ） １ ／２ ，且
　　　　 K ＝K［ x（ t），z（ t） ］ ＝b x ｄb zｄt －b z ｄb xｄt （８．８１）
由此，方程变成了我们希望的形式。
8畅9畅2　方程的解

求这个问题的数学解需要两步。 首先，引入一个新的时间变量，它与极化漂移
分析中使用的变换类似。 其次，引入新的磁场模型，使得“细长”近似被引入到这个
模型中。 首先，时间变换为：
　　　　 τ＝∫t０ ωｃｄt （８．８２）
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其中 ωｃ（ t） ＝ωｃ［ x（ t），z（ t）］。 可以看出，这种变换形式上等同于极化漂移中使用
的变换［即式（８．６７）］，但这里 t 却是隐含的，因为 x（ t），z（ t）都是未知函数。 即便
如此，这并没有带来多少分析上的困难。 将变换带入运动方程：

　　　　
ｄv１ ／ｄτ－v２ ＝K＾v‖
ｄv２ ／ｄτ＋v１ ＝０
ｄv‖ ／ｄτ＝－K＾v１

（８．８３）

其中，
　　　　 K＾ ＝K／ωｃ ＝b xｄb z ／ｄτ－b zｄb x ／ｄτ （８．８４）

下一步是引入磁场的显式模型。 包含平行磁场梯度的最简单模型是 B z ＝
B z（ z）。 B z 的垂直梯度已经讨论过了，因此不必出现在计算中。 Δ· B ＝０ 的条件
要求存在一个非零的横向磁场分量。 就当前讨论的平板几何而言，这相当于要求有
非零的 B x（ x，z）。 通过简单计算，这个磁场的显式模型为：

　　　　B z ＝B z（ z）
B x ＝－xｄB z ／ｄz （８．８５）

现在可以在模型中直接引入“细长”近似了。 引入这一近似的最初动机是为了
得到 K＾的简化表达式。 假设位形的横向标长由 x ～a 表征，平行梯度标长由 B′z ／B z ～
１／L给出。 细长近似要求 a／L ＜＜ １，也就是 B x ／B z ～ a／L ＜＜ １。

经过简单计算，我们可以说明磁场模型的替代和“细长”近似使得 K＾的首项具
有如下近似结果：
　　　　 K＾ ＝b x ｄb zｄτ－b z ｄb xｄτ＝B

２
z

B２
ｄ
ｄτ x
B z
ｄB z
ｄz ≈ ｄx

ｄτ １
B z
ｄB z
ｄz

≈ v１
ωｃB z

ｄB z
ｄz ≈ v１

v‖ B z
ｄB z
ｄτ （８．８６）

在后两个表达式中，z 和 τ作为独立变量的替换是由一对一的隐式变换关系 ｄz ＝
（ vｚ ／ωｃ）ｄτ≈ （ v‖ ／ωｃ）ｄτ得出的。 对式（８．８６）有贡献的还有很多项，但它们都比
首项至少小 a／L 或是 rＬ ／a 量级。

现在可以直接解方程了。 首先考虑绝热不变量。 和广义极化漂移分析时一样，
引入柱坐标系下具有缓变系数的速度变量：

　　　　v１ ＝v⊥ （τ） ｃｏｓ［τ＋ε（τ）］
v２ ＝－v⊥ （τ） ｓｉｎ［τ＋ε（τ）］ （８．８７）
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代入垂直分量的运动方程，得到一组 痹v⊥和 痹ε 的联立方程。 未知量 痹ε 可以通过下面
的 痹v⊥方程来消去：
　　　　 ｄv⊥ｄτ ＝ v⊥２B z

ｄB z
ｄτ［１ ＋ｃｏｓ２（τ＋ε）］ （８．８８）

它可以直接写成：
　　　　 １

μ
ｄμ
ｄτ＝ １

B z
ｄB z
ｄτ ｃｏｓ２（τ＋ε） （８．８９）

通过取一个回旋周期平均，我们再次发现：
　　　　 μ＝mv

２
⊥（ z）

２B（ z） ＝常数 （８．９０）
μ仍是一个绝热不变量，虽然现在的情形是磁场是空间缓变而不是时间缓变。

数学解的第二步是关于运动方程的平行分量，在“细长”近似下它简化为：

　　　　 ｄv‖ｄτ ＝－ v２１
ωｃB z

ｄB z
ｄz ＝－ v２⊥

２ωｃB z
ｄB z
ｄz ［１ ＋ｃｏｓ（τ＋ε）］ （８．９１）

对回旋运动进行平均后，变回到真实的时间独立变量，我们可将表达式写成：
　　　　 m ｄv‖ｄt ＝－μｄB zｄz ＝－μ Δ

‖ B （８．９２）
我们发现，在粒子平行于导心运动的方向上存在一个回旋平均力作用。 这个力

由磁场的平行梯度产生。 我们可以给出这种力的两种形式。 第一种是通过直接计
算得到的，第二种是不使用“细长”近似得到的普遍结果。

在这一点上，有人也许会认为出现了悖论。 在 ８．２ 节中我们曾指出，作用于带
电粒子的平行磁场力确实是瞬时为零的，因此怎么会存在上述式（８．９２）得出的平
行于磁场的平均力呢？ 答案非常精妙，可通过图 ８．１３ 来理解。 图 ８．１３ 中显示了具
有垂直速度 v⊥的粒子在有平行梯度的磁场中围绕磁场线回旋的情形。 其中关键
是：当 v⊥ ≠ ０ 时，粒子有限的回旋半径在垂直于导心轨道的方向上产生小的轨道偏
移。 可以看出，在粒子回旋时，轨道顶端（１ 点）所处的磁场线比导心处的磁场线更
陡峭。 类似地，轨道底部（２ 点）粒子则位于较平缓的磁场线上。 对于 B 场展开的
首项（零阶项）来说，不论是陡峭位置还是平缓位置，粒子的平行运动经过一个回旋
周期平均后均与导心运动平行。 但对于一阶项来讲，这种抵消是不完全的，遗留的
小的修正导致了式（８．９２）所示的“平行”力。

因此，对这一悖论的解决可以总结如下。 具有平行梯度的磁场确实存在一个作
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用于粒子导心运动的平均意义上的平行力。 要强调的是，这个力作用于导心而不是
粒子的瞬时位置。 进一步来说，导心处场的方向和粒子沿轨道旋转时实际经历的场
的平均方向稍有不同。 换句话说，导心的场并不完全平行于粒子实际经历的平均
场。 所以，尽管导心运动感受到的是沿梯度方向的平行力，但从粒子瞬时位置上
看，这个力其实是在垂直方向上的。

总的来说，平行磁场梯度产生一个作用于粒子平行于导心运动的力。 这个力在
粒子上产生重要的磁镜效应，下一节我们就来讨论这一效应。

图 8．13　导心和实际粒子轨道之间的
磁场方向比较（１点的磁场梯度大，２ 点的磁场梯度小）

8畅9畅3　磁镜效应和磁镜装置
μ＝常数和 F‖ ＝－μ Δ

‖ B 的结合将对导心的平行运动产生重大影响。 具体来
说就是，平行运动的方向能够完全反向，因此粒子沿给定磁场线向右运动时，经过
一段时间后可能在某个时间点变为向左运动。 实际上，粒子轨道上的这个折返点是
一个临界点。 这个点很自然地被称作 “磁镜点” ，而整个反射过程则被称为 “磁
镜效应”。

1．磁镜效应的定性图像
通过考察图 ８．１４，我们能够定性地理解磁镜现象。 图 ８．１４（ ａ）显示了粒子

运动到右侧强磁场区域的轨道。 粒子从弱场区开始以初速度 v⊥和 v‖运动。 当粒
子回旋地沿着平行于 痹B 的方向运动到强场区时，沿着导心的磁场 B 值增大。 由
于μ＝mv２⊥ ／２B ＝常数，因此 v⊥必然也增大。 同时我们知道，在稳恒磁场中粒子
的动能是一个确定的常量，即W ＝m（ v２⊥ ＋v２‖ ） ／２ ＝常数。 结果 v⊥的增大必然伴
随着 v‖的减少。 如果 B 的增量非常大，粒子最终会在轨道上到达一个 v‖ ＝０ 的
点，这就是图 ８．１４（ ｂ）所示的反射点。 一旦发生反射，粒子的平行速度方向就反
向，然 后 导 心 就 开 始 向 左 运 动。 引 起 这 种 平 行 方 向 运 动 行 为 的 力 正 是
F‖ ＝ －μ Δ

‖ B。 正如图 ８．１４（ ｃ）所示，当粒子运动到强场区时，它会使得平行方
向上的导心运动变慢。
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2．产生磁镜效应的定量条件
磁镜效应发生的条件通过运动常数 μ和 W 可以很容易地定量确定。 这里计算

的目的是要确定粒子在沿平行磁场梯度的给定反射点处 v⊥和 v‖之间的关系。 首
先，考虑图 ８．１５ 所示的沿着磁镜场运动的粒子。 假设粒子最初是在中平面磁场最
弱的地方开始运动。 在这个位置上有 B ＝Bｍｉｎ，v⊥ ＝v⊥ ｉ，v‖ ＝v‖ ｉ。 相应的磁矩和能
量分别为μ＝m v２⊥ ｉ ／２Bｍ ｉｎ和 W ＝m（ v２⊥ ｉ ＋v２‖ ｉ） ／２。

假定粒子向右运动，并在 B ＝B ｆ ＞Bｍ ｉｎ点处反射。 在该点有 v⊥ ＝v⊥ ｆ，由反射点
定义可知 v‖ ＝v‖ ｆ ＝０。 相应的能量和磁矩分别为 W ＝mv２⊥ ｆ／２ 和 μ＝mv２⊥ ｆ／２B ｆ。

图 8．14　磁镜效应

图 8．15　粒子在磁镜点 B ＝Bｆ 处反射的条件
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令 W 和 μ的初值和终值均相等，由此可以简单算出反射条件。 进一步定义一
个归一化能量 W ＝mv２０ ／２。 于是初始速度能够用倾角 θ表示出（图 ８．１５）：
　　　　v⊥ ｉ ＝v０ ｓｉｎθ

v‖ ｉ ＝v０ ｃｏｓθ （８．９３）
能量守恒定律表明：

　　　　 v２⊥ ｆ ＝v２⊥ ｉ ＋v２‖ ｉ ＝v２０ （８．９４）
运用 μ守恒得到：
　　　　 v２⊥ ｉ

Bｍｉｎ
＝v

２
⊥ ｆ
B ｆ

（８．９５）
它可以简化为：
　　　　 ｓｉｎ２ θｃ ＝BｍｉｎB ｆ （８．９６）
其中 θ ＝θｃ 是在 B ＝B ｆ 处发生磁镜反射的临界倾角。 有较大初始垂直速度的粒
子，相应的倾角 θ ＞θｃ，将很快被反射；相反，有较小初始垂直速度的粒子的倾角
θ ＜θｃ，因此会越过 B ＝B ｆ 的点而不会被反射。 能否被反射取决于磁场的变化。

总的来说，分析表明，对于给定平行梯度的磁场，倾角大（也就是大的垂直速度
和小的平行速度）的粒子更容易被反射。

3．简单磁镜
前述的磁镜效应构成早期磁约束聚变位形之一即所谓“磁镜”的基础。 图８．１６

展示了这种最简单的位形。 通有同向电流的两个线圈产生的磁场在线圈位置处达
到最大值，并在两个线圈之间的中平面位置达到最小值。 假设初始时等离子体充满
线圈之间的空间。 然后我们运用磁镜效应的导心理论来确定哪些粒子能够被约束
在这种磁场位形中。 从理论上说，大部分粒子都能被约束住，这是早期将磁镜列为
聚变装置的原因。

图 8．16　简单磁镜装置的几何
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磁镜装置的分析很简单。 位形中心处 （ B ＝Bｍ ｉｎ ）具有充分大倾角 （也就是
v⊥ ／v‖比值大）的粒子会在梯度方向上某个镜点 B ＝B ｆ 处被反射。 具有最小初始倾
角的粒子则刚好在磁镜喉部 B ＝Bｍａｘ处被反射，相应的临界倾角是：
　　　　 ｓｉｎ２ θｃ ＝BｍｉｎBｍａｘ ≡

１
R （８．９７）

这里，我们将 R ＝Bｍａｘ ／Bｍｉｎ ＞１ 定义为磁镜比。 倾角 θ ＞θｃ（即 v⊥大）的粒子在达到
磁镜喉部之前就很快被反射。 这些粒子会反向运动并在磁镜中平面的另一端相应
位置被反射。 粒子就这样不断地在两磁镜反射点之间来回弹跳并被约束在磁镜中。
相反，倾角 θ ＜θｃ（即 v‖大）的粒子将穿过磁镜喉部而不被反射。 它们会很快打到
壁上而损失掉。

上述分析说明，可以用倾角范围来定义磁镜中受约束的粒子部分所占比例：
　　　　 θｃ ≤ θ≤ π－θｃ （８．９８）
这个范围以外的倾角构成速度空间“损失锥”，锥中的粒子都将损失掉。 损失锥概
念的图示见图 ８．１７，图中描述了 v⊥ ，v‖ ，矱坐标空间下的粒子密度。 图 ８．１７（ ａ）对
应于没有损失锥的各向同性的分布函数，如麦克斯韦分布函数。 图 ８．１７（ｂ）显示的
是具有小倾角的损失粒子的影响。 粒子锥从球面的对角方向被移去，剩下的阴影区
是被磁镜约束的粒子部分。

图 8．17　速度相空间
初始时具有麦克斯韦分布函数 FＭ （ v）的粒子中，约束粒子所占比例 f 等于损失

锥外的粒子数除以总的粒子数。 这个比值能以磁镜比的形式简单地计算出：

　　　　 f ＝∫
π－θｃ

θｃ
ｓｉｎθｄθ∫２π０ ｄ矱∫２π０ v

２FＭ （ v）ｄv
∫π

０ ｓｉｎθｄθ∫２π０ ｄ矱∫２π０ v
２FＭ （ v）ｄv

＝∫
π－θc

θｃ
ｓｉｎθｄθ

∫π

０ ｓｉｎθｄθ
＝ １ －１

R
１ ／２ （８．９９）

可以看到，对于磁镜比 R ＝２ 的情形，约有 ７０％的粒子被约束，这是一个很大的
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比例。
在实际实验中，简单磁镜装置并不像预期的那样有效。 人们发现存在宏观和微

观不稳定性，它们导致了粒子反常的快速损失。 这些影响可以通过仔细分析和一些
聪明的方法来缓解，但无法消减的问题仍然存在。 库仑碰撞会将约束粒子散射到损
失锥中，然后这些粒子很快就会在装置终端损失掉。 粒子损失的速度如此之快，使
得在磁镜聚变反应堆中无法达到良好的能量平衡。 这个问题将在下一章介绍库仑
碰撞后再进行详细讨论。

8畅10　本章总结
本章描述了带电粒子在一系列给定平滑电场和磁场下的运动，研究了包括有空

间垂直梯度、平行梯度和随时间变化的各种场。 通过假设空间梯度标长大于回旋半
径且与时间变化相关的特征频率小于回旋频率，我们建立了有用的直观图像，这也
是实际应用中经常遇到的情形。

分析表明，粒子的垂直运动可以分解成两个部分：快速的回旋运动和较慢的、主
要由导心漂移构成的导心运动。 在平行方向上，只有导心运动是主要的。 所以，粒
子运动轨道能够精确地近似为：

　　　　v（ t） ＝v ｇｙｒｏ ＋v ｇ ＋v‖ b
r（ t） ＝rｇｙｒｏ ＋rｇ ＋l b （８．１００）

粒子的速度和位置由磁场和电场确定，这些磁场和电场的形式设定为：
　　　　B ＝B（ r，t）b

E ＝E⊥ （ r，t） ＋E‖ （ r，t）b （８．１０１）
回旋运动可以用坐标轴建立在粒子导心上的局部正交直角坐标系来表示：

　　　　v ｇｙｒｏ ＝v⊥ ｃｏｓτe x ±v⊥ ｓｉｎτe y
rｇｙｒｏ ＝rＬ ｓｉｎτe x 碢 rＬ ｃｏｓτe y （８．１０２）

其中，上面的符号对应于电子，rＬ ＝v⊥ ／ωｃ，ωｃ ＝｜q｜B（ rg，l，t） ／m，并且，
　　　　 τ＝∫t０ ωｃ（ rｇ，l，t）ｄt （８．１０３）
在这些表达式中，v⊥ ，rｇ，l都是由导心轨道解确定的随时间缓变的函数。

导心运动由关于未知量 v⊥ ，v ｇ，v‖ ，rｇ， l 的封闭方程描述。 并且，每个导心粒子
由磁矩 μ、电荷 q 和质量 m 来刻画，这些量都假定是已知的。 首先考虑垂直方向上
的导心漂移速度，它由下面几个量组成：

1618畅10　本章总结　



　　　　v ｇ ＝VE ＋VΔ B ＋Vκ＋V ｐ （８．１０４）
每一种漂移速度在局部直角坐标系（ rｇ ＝x ｇ e x ＋y ｇ e y）中可以写成：

　　　　

VE ＝E⊥ ×B
B２ E ×B 漂移

VΔ B ＝碢 v
２
⊥

２ωｃ
B × ΔB
B２ Δ B 漂移

Vκ＝碢v
２
‖
ωｃ

R ｃ ×B
R２
ｃB

曲率漂移

V ｐ ＝碢 １
ωｃ b ×ｄVＥｄt 极化漂移

（８．１０５）

这里和后文所有的场都是指导心处的值。
由绝热不变量表示的垂直速度为：

　　　　 v２⊥ ＝２μB／m （８．１０６）
而平行速度通过解微分方程得出：
　　　　 m ｄv‖ｄt ＝qE‖ －μ矪B矪l （８．１０７）
最后，导心位置通过解下面的方程得到：

　　　　ｄrｇ ／ｄt ＝v ｇ
ｄl／ｄt ＝v‖ （８．１０８）

式（８．１０４） ～式（８．１０８）组成一组封闭的确定导心运动的常微分方程组。 通
常，当场是静止或具有几何对称性时，我们能得到解析解。 定性来说，导心运动代
表了粒子轨道的回旋平均结果。 在垂直方向上，运动由上述各种漂移组成。 在平行
方向上，速度取决于：①磁场平行梯度和绝热不变量 μ；②平行电场（如果有的话） 。
研究导心运动通常比粒子精确轨道细节研究更能提供等离子体行为的直观图像。
正如本章所展示的，这种直观图像对于理解聚变等离子体约束有很大帮助。

参考书目

磁场和电场中单粒子运动的应用范围非常广泛，包括聚变、空间等离子体和天
体物理学等领域。 在文献中出现各式各样的处理方法，有些简单直观，有些正规严
谨。 但多数都是集中在求解带电粒子的导心运动方面，忽略碰撞，并且假设所涉及
场在空间和时间上都是缓变的。 下面列出的参考书目可供读者进一步研读。
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习　题
8．1　考虑具有角向对称的等离子体，即 矪／矪θ ＝０。 磁场用标势 矱（ r，z，t）和矢势 A（ r，z，t）表达。
通过单粒子动量方程与矢量 eθ的点乘证明：正则角动量 pθ ＝m r vθ ＋qψ是严格的运动守恒量。 式
中，ψ＝rAθ。
8．2　本题研究 ΔB漂移推导中出现的几个问题。 具体来说，文中的计算被推广到二维磁场情形，
并研究推导中出现的二阶调和项的结果。

①考虑形如 B ＝B（x，y）ez 的磁场。 在导心位置处做 x和 y方向的泰勒展开。 按照 ８．５．１ 节
中的推导证明， ΔB漂移的一般形式为：
　　　　VΔB ＝碢 v

２
⊥

２ωｃ
B × ΔB
B２

②接下来考虑二阶调和项的贡献。 通过求方程的特解并利用适当选取齐次解以满足初始条
件等处理，给出粒子速度和位置的一阶修正。 证明：修正后的轨迹仍然是圆形的，但导心位置稍有
不同，修正后回旋半径（用带撇的量表示）的表达式如下：
　　　　r′２Ｌ ＝r２Ｌ １ ＋v⊥０· B × ΔB

ωｃB２

r′ｇ ＝rｇ －v⊥０ ×（v⊥０ × ΔB）
２ω２

ｃB
v⊥０ ＝v⊥（exｃｏｓ矱＋eyｓｉｎ矱）

提示：②中涉及的代数运算简单但稍显冗繁。
8．3　本题是关于在均匀磁场和具有垂直梯度的电场下计算导心运动的二阶修正。 重点在二阶
“有限回旋半径”漂移的推导。 假定磁场为 B ＝B ez，B为常数，且 E ＝－ΔΦ（ x，y）。 展开方程并
保留全部二阶项。

①计算对回旋频率的一般修正，假定：
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　　　　vx ＝－１
B
矪Φ
矪yｇ ＋v⊥ ｃｏｓΩt ＋a１ ｓｉｎΩt ＋ v２x（ t）

vy ＝＋１
B
矪Φ
矪xｇ ＋c１ ｓｉｎΩt ＋v２y（ t）

注意：选择好特定的初始条件将使问题变得较为简单。 求出 a１ 和 c１ 并证明：用回旋频率表示的
且修正到 rＬ／a的二阶项的一般漂移表达式为：
　　　　 Ω２ ≈ ω２

ｃ 碢 ωｃ

Δ２Φ
B ＋１

B２
矪２Φ
矪x矪y

２ － 矪２Φ
矪x２

矪２Φ
矪y２ ＋…

②证明：对二阶速度 v２（ t）的主要贡献是有限回旋半径漂移。 因此总漂移可写成：

　　　　VＤ ＝－ １ ＋r
２
Ｌ
４

Δ２ ΔΦ×B
B２

8．4　在原点反向的一维磁场可用平板几何来建模：B ＝B０ ｔａｎｈ（x／a）ez，且－∞ ＜x ＜∞。
①为什么文中推导的粒子漂移导心公式在此无效？
②画出质子轨道，初始条件为 x（０） ＝y（０） ＝y· （０） ＝０，x· （０） ＝v⊥。
③在 x ＝０附近展开，推导轨道转折点 xｍａｘ的表达式。 证明 xｍａｘ ＝CrαL aβ，其中，rＬ ＝mv⊥ ／eB０。

求出 C，a和β。
8．5　圆柱等离子体处于形为 B ＝B０［１ －β０ ｅｘｐ（ －r２ ／a２）］ez 的纵向磁场中。 式中，B０ ＝６ Ｔ，β０ ＝
０．７５， Tｅ ＝Tｉ ＝１ ｋｅＶ。

①计算电子和离子回旋频率及 r ＝a处的回旋半径平均值。
②计算 r ＝a处电子和离子 ΔB漂移的大小和符号。
③判断导心假设 rＬｅ／a ＜＜ １， rＬｉ／a ＜＜ １ VΔB／v⊥ ＜＜ １ 是否满足。
④计算导致 Bz 方向倾斜所需的宏观电流的方向和符号。 是否与②一致？ 为什么？

8．6　等离子体位于稳恒磁场 B ＝B０ ez 中，此外还叠加了一个形为 E ＝E０ ｃｏｓ（ωt－kz） ez 的静电
场，其中ω和 k是已知常数。 假定正电荷离子的初始位置为 z（０） ＝０，其平行速度为 vz（０） ＝v眬。
证明：在 E０ 足够大时，粒子被捕获在波中。 计算 E０ 的临界值。
8．7　本题是关于上一题静电捕获问题的归一化。 考虑磁场 B ＝B０ ｃｏｓ（ ky－ωt） ex 作用下的正电
荷粒子。

①证明：电场表达式为 E ＝－（ωB０ ／k）ｃｏｓ（ky－ωt） ez。
②粒子轨道定义为 r（t） ＝x（t）eｘ ＋y（ t）ey。 粒子的初始位置和速度如下：y· （０） ＝v０，x（０） ＝

y（０） ＝x· （０） ＝０。 推导 x（ t）和 y（ t）互相耦合的两个微分方程，其中一个方程需要积分后将结果
代入另一个方程。 最终结果将是仅涉及一个因变量的单一的二阶微分方程。 本题的目的就是推
导这个方程。

③推导用于定义俘获和未俘获粒子之间边界的 v０，ω，k，B０ 之间的关系式。
8．8　无限长载流为 I的直导线产生的磁场为 B ＝（μ０ I ／２πR）eφ，其中，φ是环向角。

①解释为什么这种位形不能将单个电子和离子成功约束在（R，Z）平面上。
②以一种极端情形为例，计算能量为 １０ ｋｅＶ的离子从小半径为 b ＝０．１ ｍ 的环形室中逃离
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所需的时间，离子初始位置为 R ＝R０ ＝１００ ｍ，Z ＝０。
8．9　本题的答案不是很直观。 考虑在磁场 B ＝B０ ez 和电场 E ＝－Δφ，且 φ（x，y） ＝Kxy联合作
用下的带电粒子的运动。 目的是求出准确的粒子轨道。

①写出带正电粒子轨道 x（ t）， y（ t）的精确的运动方程（这些方程将是两个耦合的二阶常微
分方程，为方便起见，定义 K ＝ε eB２

０ ／m，式中 ε是表示归一化电场的等效参数）。
②求出方程的通解。 为简单起见，假定 ε 是有限小量。 定性描述轨道的长时间行为。

8．10　正离子处于均匀磁场 B ＝B０ ez 和时变但空间均匀的电场 E ＝E０（１ －e －t／τ）ex 中。
①计算离子准确的垂直速度，离子的初始条件为 vx（０） ＝０，vy（０） ＝v⊥。
②在极限条件 ε ≡ １／ωｃτ ＜＜ １下，通过回旋周期平均计算导心速度 vｇ（ t′）：

　　　　 vｇ（ t′） ＝ωｃ
２π∫t′＋２π／ωｃ

t′ v（ t）ｄt
在 x或者 y方向上是否存在任何瞬时或者稳态的导心漂移？

8．11　绘制一幅地球及其两极磁场的图片。 描述和计算从赤道面出发且 v眬 ＞＞ v⊥的电子轨道。
在 v眬 ＜＜ v⊥情况下重复上述计算。
8．12　考虑中空的圆柱形铜管，沿轴有一根铜导线，导线携带的电流为 I，且外加的低频交流电穿
过管道和铜线。

①描绘作为 r函数的电场和磁场（为简单起见，忽略交流磁场）。
②描述和计算在电场和磁场联合作用下电子和离子的典型轨道。

8．13　正离子放置于形为 B ＝B０［ez ＋（x／L）ey］的剪切磁场中。
①写出描述粒子轨道的精确的运动方程。
②假定初始条件如下：vy（０） ＝vｚ（０） ＝x（０） ＝y（０） ＝z（０） ＝０，vx（０） ＝v０，求出 vz（ t）和

x（ t）之间的关系式。
③利用②中关系式推导 x（ t）的二阶常微分方程。
④计算轨道转折点的 x坐标。

8．14　直圆柱等离子体中的离子在磁场 B ＝B０ ez 和电场φ＝φ０（ r／a） ２ 的共同作用下运动。 假定
t ＝０时，离子以速度 r· （０） ＝（２Tｉ／m ｉ） １／２穿过初始点 r（０） ＝０。 对于参数α＝φ０ ／a２B０ωｃｉ的各种
正值，计算并绘制出作为时间函数的离子的准确轨道。 轨道的径向宽度会比离子回旋半径小很多
么？ 为什么？
8．15　在一个角向对称（矪／矪θ ＝０）的简单磁镜中，轴线附近纵向磁场的大小近似为 Bz（ r，z） ≈
B０（１ ＋z２ ／L２）。 式中，L为常数，z＝０ 是对称的反射面。

①对于有限小量 r值，估算作为 r，z函数的曲率矢量κ＝b· Δ

b的大小和方向。
②磁镜中总能量为 mv２ ／２的捕获粒子在｜B｜＝２B０ 被反射。 求出在位置 z ＝０，r ＝r０ 处的粒

子平行速度 v眬。
③计算在 z ＝０，r ＝r０ 处的导心漂移速度的大小和方向。
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第 9 章　单粒子运动———库仑碰撞
9．1　引　言
库仑碰撞是单粒子运动要研究的另一个主要内容。 库仑碰撞理论是理解聚变等

离子体输运过程的基石。 这种认识十分重要，因为能量和粒子的输运直接影响到聚变
反应堆的功率平衡。 在第 ９ 章里，我们将概述库仑碰撞理论及其与聚变能的关系。

对库仑碰撞的分析表明，有两类不同性质的输运：速度空间上的输运和物理空
间上的输运。 在速度空间输运里，库仑碰撞导致在 （ v⊥ ，v眬 ） 空间下动量和能量在
粒子之间转移，这种转移将使得任何初始分布函数都趋于局部麦克斯韦分布。 一般
来说，这种转移并不伴有能量或粒子直接从等离子体中损失掉（磁镜机制除外） 。
在物理空间输运的情形下，库仑碰撞导致粒子和能量从等离子体扩散出去。 这些直
接损失将影响到等离子体的功率平衡，其中能量输运几乎总是显得更为严重。

两种类型输运的比较表明，速度空间的输运几乎总是在更快的时间尺度上发
生。 通常，速度空间下的输运时间比物理空间下的输运时间短约为（ rＬ ／a） ２

倍。 本
章重点讨论速度空间的输运。 物理空间输运的重要问题放在第 １２ 章，那时自洽的
等离子体模型已经开发出来。

现在考虑速度空间输运的某些一般性质。 分析显示，一个有趣的特征是，核聚
变碰撞的“库仑截面”不能简单、唯一地定义成近似硬球碰撞那样的截面。 其原因
与库仑势的长程性质有关（即库仑势特征长度比原子核的线度要长，但仍要比粒子
间间距短）。 例如，如果我们要计算电子与离子碰撞造成的动量变化，便采用先对
不同粒子速度和碰撞参数进行求和，算出单位时间内总碰撞次数，然后再乘以每次
碰撞的动量改变量的方法，但这么做是不正确的。 由于库仑势的长程性质，每次碰
撞的动量改变量本身就是速度和碰撞参数的函数，这种函数性质必须包含在求和过
程中。 假设这种求和能够正确进行，那么我们就可以（如果需要的话）定义一个等
效截面，但这种截面对不同的过程（动量交换、能量交换等）是不同的。 也就是说，
截面不是唯一的。 对于库仑碰撞，通常的做法是定义一组碰撞频率（或等价的碰撞
次数），每种过程一个。

我们感兴趣的第二个性质是，描述速度空间输运需要两种不同类型的碰撞频
率。 第一种对应于“试探粒子”碰撞频率。 在这种情况下，我们关注的是典型的单



个试探粒子，例如，一个电子的行为。 我们要求的是，这个粒子经过与等离子体中
其他电子或离子的库仑碰撞，损失了多少动量或能量。 这种碰撞频率是试探粒子的
速度 v、靶粒子的密度 n 和温度 T 的函数。 试探粒子碰撞频率对于了解磁镜装置中
的粒子损失、高能离子（如 α粒子）与背景等离子体碰撞造成的能量转移，以及逃逸
电子等有趣现象具有重要意义。

第二类速度空间碰撞频率对应于一个“净交换”碰撞频率。 这里我们感兴趣的
是，电子比离子更热时的净能量交换，或是电子流过离子时的净动量交换。 注意，
由于库仑碰撞是弹性碰撞，因此同类粒子间碰撞的净能量或动量交换对所有粒子求
和后永远是零。 净交换碰撞只在不同种粒子之间进行。 因此碰撞频率是 n 和 T 的
函数，但不是 v 的函数，因为求和是对试探粒子和靶粒子的全体进行的。

净交换碰撞对于描述聚变等离子体行为的自洽流体模型的发展是非常重要的。
具体应用包括：当一种粒子成分受到优先加热时电子和离子之间的温度平衡；电子
因电场作用穿过离子时的摩擦等。 后面这种现象引起电阻率和粒子横越磁场的扩
散，我们将在第 １０ 章和第 １２ 章中讨论。

分析的另一个有趣的一般性特点是，在对不同粒子的速度和碰撞参数求和时，
那些远距离的、小角度的碰撞在决定全速度空间碰撞频率上起着重要作用。 库仑势
的长程性质表明，尽管每一次远距碰撞造成的偏转角很小，但这样的碰撞次数比近
距大角度偏转碰撞的次数要多得多。

本章的具体目标是导出等离子体各种碰撞过程的碰撞频率，并将这些结果应用
到对重要的聚变等离子体现象的分析上。 我们先给出库仑碰撞引起的粒子轨迹的
散射角的数学推导，这个散射角是粒子的速度和碰撞参数的函数。 然后将这一重要
结果用于推导“试探粒子”的碰撞频率和动量、能量转移的“净交换”碰撞频率。 最
后将这些结果应用到如下一些聚变问题上：磁镜概念的重新审查；用高能 α粒子或
高能中性束加热等离子体，以及逃逸电子现象等。

9畅2　库仑碰撞———数学推导
9畅2畅1　问题的提出

本节的目的是计算库仑碰撞引起的粒子轨迹的散射角，这个散射角是粒子的速度
和碰撞参数的函数。 为此，我们需要求解库仑势下两个相互作用粒子的牛顿运动方程。

为了大大简化计算，分析中隐含了几个近似。 首先，发生库仑碰撞的粒子间距
离很短，回旋运动轨道的曲率可以忽略。 换句话说，推导中没有必要考虑磁场效
应。 第二，由于库仑势的长程性质，人们可能会认为，考虑到一个粒子与附近众多
的其他粒子同时都有库仑相互作用，因此必须求解多体问题。 其实情况并非如此，
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尽管原因稍嫌复杂。 虽然现在刚开始这一点不很明显，但后文将表明，影响输运的
主要碰撞是小角度偏转的碰撞。 由于每一次这样的偏转只是对轨迹的一次小的扰
动，因此总的效果可以按两体相互作用的叠加来计算。 而且这次扰动对下一次扰动
的影响很小，故可忽略。 我们需要研究的是为什么将它看成是两体库仑碰撞的叠加
是有效的。

首先考虑电荷和质量分别为 q１ ，q２ 和 m１ ，m２ 的两个粒子，它们的速度分别为
v１ ，v２ 。 作用在粒子上的唯一的力是库仑静电场力：

　　
E ＝－ Δ矱
矱＝ q１ q２

４πε０ r
（９畅１）

相互作用几何如图 ９．１ 所示。 按照牛顿定律，描述粒子轨迹的方程为：

　　

m１
ｄv１
ｄt ＝－ q１ q２４πε０

r２ －r１
r２ －r１ ３

m２
ｄv２
ｄt ＝－ q１ q２４πε０

r１ －r２
r１ －r２ ３

ｄr１
ｄt ＝v１

ｄr２
ｄt ＝v２

（９畅２）

也就是说，起始模型由 １２ 个相互耦合的非线性常微分方程组成。 但我们将它变换
到质心坐标系，并考虑到几种守恒关系，即可将它简化为单一的微分方程。

图 9．1　实验室参照系下两体库仑碰撞的几何示意图
简化过程的第一步是利用动量守恒，将两个独立的动量方程相加：
　　 ｄ

ｄt（m１ v１ ＋m２ v２ ） ＝０ （９．３）
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这启发我们引入两个新的速度矢量作为因变量：质心速度 V 和相对速度 v。 其
定义和逆变换关系如下：

　　
V ＝m１ v１ ＋m２ v２

m１ ＋m２
，　　　v１ ＝V ＋ m２

m１ ＋m２
v

v ＝v１ －v２ ，　　　v２ ＝V － m１
m１ ＋m２

v
（９畅４）

显然，ｄV／ｄt ＝０ 意味着 V ＝常数，质心位置由下式给出：
　　 R（ t） ＝m１ r１ ＋m２ r２

m１ ＋m２
＝R（０） ＋Vt （９．５）

v 的方程和相对位置 r ＝r１ －r２ 简化为：

　　
ｄv
ｄt ＝ q１ q２

４πε０m r
r
r３

ｄr
ｄt ＝v

（９．６）

这里，
　　 m r ＝ m１m２

m１ ＋m２
（９．７）

是约化质量，r ＝r e r。 可以看出，在质心系下，只有 ６ 个未知量（ v，r）。 现在问题变
为质量 m r 的单个等效粒子在力心位于质心位置的中心力场下的运动。 质心系几何
如图 ９．２ 所示。

图 9．2　质心系下约化质量 mr 的粒子受到中心力场下的作用
下一步是用 v 点乘动量方程导出能量守恒关系式：
　　 ｄ

ｄt １
２ m r v

２ ＋ q１ q２４πε０
１
r

＝０ （９畅８）
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或

　　 １
２ m r v

２ ＋ q１ q２４πε０
１
r ＝E０ ＝常数 （９．９）

即动能与势能之和为一常数。 类似地，用 r 叉乘动量方程，我们可得到角动量守恒
关系：

　　 ｄ
ｄtm r（ r ×v） ＝０ （９．１０）

或

　　 m r r ×v ＝L０ ＝常数 （９．１１）
角动量守恒意味着，如果质心系下粒子的初始位置和速度分别是 r（ ０ ）和

v（０） ，那么粒子在整个碰撞过程中的轨道仍在原初的平面上 ［即该平面垂直于
r（０） ×v（０） ］ 。

因此，通过旋转质心坐标系，可以不失一般性地使问题归结为初始平面［ r（０） ，
v（０） ］上仅含 ４ 个未知量（相应于位置和速度）的二维平面问题。

利用初始相对速度 v（０） ≡ v０ e x 和图 ９．３ 所示的碰撞参数 b，我们可以得到守恒
量 E０ 和 L０ ，这样，问题可以进一步简化。 同样，为不失一般性，坐标系可取 v（０）方
向为 x 轴正方向，取碰撞参数 b 的距离沿 y 轴方向，初始条件取为 t ＝０ 时刻粒子远
离质心，从而 矱→０。 因此，

　　 E０ ＝ １
２ m ｒ v

２
０ （９．１２）

类似地， L０ ＝L０ e z ＝m x y（０） e y ×v０ e x， 或
　　 L０ ＝－m rbv０ （９．１３）
引入柱坐标 x（ t） ＝ r（ t） ｃｏｓθ（ t），y（ t） ＝ r（ t） ｓｉｎθ（ t）， 并由 r ＝ r e r 和 v ＝

r· e r ＋r θ· eθ 知，方程可获得最后的简化。 能量和角动量的守恒关系可以简化为：

　　 r
· ２ ＋r２ θ· ２ ＋ q１ q２２πε０

１
r ＝v ２

０

r２ θ· ＝－b v０
（９．１４）

消去 θ· ，得到关于未知量 r（ t）的一阶常微分方程：
　　 ｄr

ｄt ＝碢 v０ １ －b２
r２

－２ b９０r
１ ／２

（９．１５）
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其中正负号取决于是碰撞前粒子趋近于质心还是碰撞后离开质心。 b９０定义为：
　　 b９０ ＝ q１ q２

４πε０m r v２０
（９．１６）

下标“９０”的意义不久就会明白。
式（９．１５）即我们要求得的关系。

图 9．3　质心系下用 b和 v０ 表示 E０ 和 L０ 的几何关系

9．2．2　题　解
现在可以比较直接地求出作为初始速度和碰撞参数函数的散射角的表达式了。

计算所需的几何关系如图 ９．４ 所示。 图 ９．４ 中散射角用 χ表示。 轨道的最近距离
用r ＝rｍｉｎ表示，在该位置有 r· ＝０ 和 θ ＝θｍ ｉｎ。 下面我们来计算 χ＝χ（ v０ ，b）。

图 9．4　质心系下的散射角χ及χ，θｍｉｎ和 A之间的相对关系
各个角之间的关系可以通过轨道对称性给出，即χ＋A ＝θｍｉｎ， χ＋２A ＝π。消去

A 得到 χ与 θｍｉｎ之间的关系式：
　　 χ＝２θｍｉｎ －π （９．１７）
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由式（９．１５）即可确定角 θｍｉｎ为：
　　 θｍｉｎ ≡ π－∫π

θｍｉｎ
ｄθ ＝π－∫∞

rｍｉｎ
ｄθ
ｄrｄr （９．１８）

现在，注意到：

　　 ｄθｄr ＝ θ·
r·

＝－b v０
r２ r·

（９．１９）
代入 r· 表达式（这里取负号，因为趋近质心时 r减小），得到：

　　 θｍｉｎ ＝π－b∫∞

rｍｉｎ
ｄr

r（ r２ －b２ －２b９０ r） １ ／２ （９．２０）
为计算这个积分，令

　　 b
r ＝－b９０b ＋ １ ＋b

２
９０
b２

１ ／２
ｓｉｎα （９．２１）

于是式（９．２０）变成：
　　 θｍｉｎ ＝π－∫α２

α１
ｄα＝π－（α２ －α１ ） （９．２２）

其中 α２ ＝π／２ ，且
　　 ｓｉｎα１ ＝ b９０

（ b２ ＋b ２
９０ ） １ ／２ （９．２３）

将 θｍ ｉｎ的值代入式（９．１７），即得到我们要求得的关系式 χ＝χ（ v０ ，b）：
　　 ｃｏｔ χ２ ＝ b

b９０
＝４πε０m r
q１ q２

v ２
０ b （９．２４）

图 9．5　散射角χ对碰撞参数 b的曲线
（注意，当 b ＝b９０时， χ＝π／２）

偏转角 χ对碰撞参数 b 的曲线如图 ９．５
所示。 正如所料，小的碰撞参数（对应于密
近碰撞）导致大的散射角。 相反，如果碰撞
参数很大，即所谓弱的远距离碰撞，则散射
角小。 此外，当 b ＝b９０时，偏转角为 ９０°，这
就是这个下标的意义。 我们还可看到，随着
粒子速度的增加，偏转角减小，这是因为粒
子在中心附近所花的时间较少，相当于较弱
的碰撞。

271 　第 9章　单粒子运动———库仑碰撞



式（９．２４）就是我们下面一系列应用所需的库仑碰撞的重要特性。

9．3　试探粒子碰撞频率
9．3．1　一般公式

考虑注入到稳态等离子体的、动量为 m ｅ vｅ 的电子的动量改变，这里等离子体仅
由电子和离子组成。 我们的问题是：平均而言，这个电子（例如）在与等离子体的离
子碰撞过程中需要多长时间失去其定向动量（即沿其初始运动方向的动量）？ 定向
动量既可能被转移到横向，也可能变成靶粒子的能量，如图 ９．６ 所示。 具体是哪种
情形并不重要，因为在这两种情形下定向动量都损失了。

图 9．6　
这个弛豫过程可用弛豫时间 τｅｉ（ vｅ） 来刻画，或等价地用碰撞频率 νｅ ｉ（ vｅ） ＝

１／τｅ ｉ（ vｅ） 来刻画。 对于下述过程也存在类似的碰撞频率：试探电子与等离子体电
子碰撞而慢化（ νｅｅ ），或是试探离子与等离子体离子碰撞而慢化（ ν ｉｉ ），或与电子碰
撞而慢化（ νｉｅ ）。 这些碰撞频率提供了对粒子的初始分布弛豫到麦克斯韦分布所
需时间的好的估计。 也就是说，经过若干次碰撞，粒子基本上失去了其初态的原有
性质，成为背景等离子体的一部分。

下面我们着重考虑 νｅ ｉ 的计算。 但实际上，这里的推导具有一般性，简单置换下
标后即可适用于其他碰撞频率。 原则上，这种计算相对简单，它采用第 ３ 章给出的
碰撞频率的一般定义，而且要导出的只是 χ＝χ（ v，b）这一重要信息。 即便如此，大
量的代数运算仍是必要的，微妙之处还涉及“长程”库仑势的实际范围。

我们先来温习一下第 ３ 章的“硬球碰撞”频率。 那里说的是，具有初始定向速
度v ｅ ＝v ｅ e x 的典型试探粒子与密度为 n ｉ 的零速度背景离子的碰撞。 导出的碰撞
频率为 ν ＝n ｉσv ｅ 。 现在考虑将这一关系推广到目前的情形。 假设靶离子的速度
不全为零，而是有一个分布函数，于是 n ｉ→ f ｉ（ v ｉ） ｄv ｉ。 接下来，考虑到 ν的定义式
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里的速度实际上是相对速度，因此有 vｅ → v ｅ －v ｉ 。 对于长程库仑势情形，硬球
碰撞截面代换为 σ→２πbｄb。 其实，后面章节里所用的更准确的推广是将 ２π替
换为角对粒子在横向平面初始位置的明确的依赖关系，即 σ→ ２πbｄb → bｄbｄα，
如图 ９．７ 所示。 最后，我们引入量 Δm ｅ v ｅ 来表示动量变化，它的意义是电子因单
次碰撞损失的初始 x 方向上的定向动量。 不久我们就会知道，这个量与散射角 χ
有关。

图 9．7　显示角α的横断面
对所有碰撞损失的动量进行求和，即可得到试探电子在 x 方向上损失的总动

量。 由此得到简单的一般形式：

　　 ｄ
ｄt（m ｅ vｅ） ＝－（Δm ｅ vｅ）n ｉσvｅ

＝－∫（Δm ｅ vｅ） f ｉ（ v ｉ） ｜v ｅ －v ｉ ｜bｄbｄαｄv ｉ （９．２５）
下一步是定义引起试探粒子动量变化的碰撞频率：
　　 ｄ

ｄt（m ｅ vｅ） ≡ －νｅｉ（m ｅ v ｅ） （９．２６）

于是待求的 νｅｉ 的表达式为：
　　 νｅ ｉ（ vｅ） ＝ １

m ｅ v ｅ∫（Δm ｅ vｅ） f ｉ（ v ｉ） ｜v ｅ －v ｉ ｜bｄbｄαｄv ｉ （９．２７）

现在的任务是计算 Δm ｅ vｅ，然后进行五重积分。
9．3．2　Δmeve 的计算和碰撞参数的积分

Δm ｅ vｅ 的计算过程如下，电子在质心下任何时刻的速度为［见式（９．４）］：
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　　 v ｅ ＝V ＋ m ｉ
m ｉ ＋m ｅ v （９．２８）

因为 V ＝常数，故电子因与离子碰撞引起的 x方向上的动量损失可写为：
　　 Δm ｅ vｅ ＝m rΔv· e x ＝m r（ v ｉｎ ｉｔｉａ ｌ －v ｆｉｎａｌ）· e x （９．２９）
如果我们将离子的初始速度写成 v ｉ ＝v x′e y ＋v y′e y ＋v z′e z ，那么由图 ９．３ 可知，

v ｉｎ ｉｔｉａ ｌ ＝ve x，其中， v ＝［（ v ｅ －v′x） ２ ＋v′２y ＋v′２z ］ １ ／２
是初始相对速度， e x ＝［（ v ｅ －

vx′）ex －vy′ey －vz′ez］／v是沿初始相对速度方向上的单位矢量。 类似地， v ｆｉｎａ ｌ ＝vｃｏｓ χex ＋
vｓｉｎ χe⊥ ，其中 e⊥ ＝ｃｏｓαe Y －ｓｉｎαeZ 是垂直于初始相对速度方向的单位矢量（图
９．７） ，这里运用了能量守恒 v（ t ｆｉｎａ ｌ） ＝ v（ t ｉｎ ｉｔｉａ ｌ） ≡ v。 因此，动量损失 Δm ｅ v ｅ 可
写成：

　　 Δm ｅ vｅ ＝m r v［（１ －ｃｏｓ χ） e x· e x －ｓｉｎ χe⊥· e x］ （９．３０）
最后一项可以忽略，因为它对 α的积分平均为零，即∫（ e⊥· e x）ｄα＝∫（ eY· e x ｃｏｓα＋
eZ · e x ｓｉｎα） ｄα＝０。 物理上说，这是因为对称性，向上和向下的偏转相等，即点积
e⊥· e x 有相等的正负概率。 余下的非零项的贡献可以改写为：

　　 Δm ｅ vｅ ＝m r（ vｅ －vx′）（１ －ｃｏｓ χ） （９．３１）
利用 ９．２ 节导出的散射角与碰撞参数之间的关系式（９．２４） ，我们可以将这个表达
式最后简化为关于碰撞参数 b的函数形式：

　　 Δm ｅ vｅ ＝２m r（ vｅ －v x′） b ２
９０

b２ ＋b ２
９０

（９．３２）
现在我们可以对式（９．２７）进行关于 b 和α的积分了，尽管积分上限含有 b 会带

来些许困难。 现在我们将这个上限定义为 bｍａｘ，于是关于 b 和 α的积分变为：

　　∫２π０ ｄα∫bｍａｘ０
b ２

９０
b２ ＋b ２

９０
bｄb ＝πb２９０ ｌｎ １ ＋b

２
ｍａｘ
b ２

９０
（９．３３）

现在问题已经很明白。 名义上，我们会认为应当将所有可能的离子碰撞包括进
来，因此碰撞参数必须涵盖整个范围，０ ＜b ＜∞。 但是，设 bｍａｘ ＝∞将导致对数
发散。

要完全从数学上解决这一困难需要进行大量的分析，它远远超出目前的讨论范
围。 但物理上我们可以借助所谓德拜屏蔽的概念来解决这一困难，思路如下。 虽然
库仑势弱的 １ ／r 性质意味着其作用可以延伸到很远的距离，从而随着 bｍａｘ→∞是发
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散的，但实际上，当粒子间距离超过某个临界值后，试探粒子实际感觉到的靶粒子
的势要小得多。 原因是在等离子体中，试探粒子受到了德拜长度外所有靶粒子电场
的屏蔽。 因此我们可以设 bｍａｘ≈λＤｅ来消除这种发散性。 λＤｅ前的系数值不是很重
要，因为发散只出现在不敏感的对数项里。

采用这种解决办法后，我们发现被积函数中的比值 bｍａｘ ／b９０可以写成：

　　 bｍａｘb９０ ≈ λＤｅ
b９０

＝ ε０ Tｅ
nｅ e２

１ ／２ ４πε０m r v２

e２
（９．３４）

式（９．３４）仍有点不能令人满意，因为它将单粒子速度 v与速度平均量 T ｅ 和 nｅ 混在
一起了。 但这通过下述假设很容易解决：对于典型的热电子， m r v２ ／２ ≈ ３T ｅ ／２。 同
样，对数项的弱依赖性质使得最终结果对近似的具体细节不敏感。 bｍａｘ ／b９０的表达
式可以简化为：

　　 bｍａｘb９０ ≡ Λ≈ １２πε３ ／２
０ T３ ／２

ｅ
n１ ／２
ｅ e３

＝９ ４π
３ n ｅλ３

Ｄｅ （９．３５）

ｌｎΛ称为库伦对数，在实用单位制下，

　　 Λ ＝４．９ ×１０ ７ T３ ／２
ｋ
n１ ／２

２０
＝２．０ ×１０ ９ （９．３６）

这里后一等式的值对应于取 Tｋ ＝１５，n２０ ＝２，故有（对聚变反应堆）：
　　 ｌｎΛ≈ ２０ （９．３７）
对于所有聚变等离子体，不论是目前实验水平还是未来的聚变堆级， ｌｎΛ总在

１５ ～２０ 之间，可见它对等离子体密度和温度的细微变化是不敏感的。
上述讨论的总结果是，碰撞参数的积分可以简化为：

　　∫２π０ ｄα∫bｍａｘ０
b２９０

b２ ＋b２９０ bｄb≈πb２９０ ｌｎ（１ ＋Λ２ ） ≈ ２πb２９０ ｌｎΛ （９．３８）

这里最后一步的简化是因为 Λ冲１。 还应注意，对对数项里的 b２９０作近似 m ｒ v２ ≈ ３T ｅ
是合理的，但对作为系数的 b２９０作此近似则不可以，这种较强的速度依赖性质必须
保留。

现在将这一结果代入 νｅ ｉ 的表达式：

　　 νｅｉ（ vｅ） ＝４πm r
m ｅ vｅ

ｌｎΛ∫（ v ｅ －vx′） b２９０ f ｉ（ v ｉ） ｜v ｅ －v ｉ ｜ｄv ｉ （９．３９）
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9．3．3　靶离子速度的积分
为了进行靶离子速度的积分，我们引入如下球坐标系下的速度变量 （ v，θ，

矱） ：

　　
v x′＝vｅ ＋v ｃｏｓθ
v y′＝v ｓｉｎθ ｓｉｎ矱
v z′＝v ｓｉｎθ ｃｏｓ矱

（９．４０）

由这一变换得到 ｄv ｉ ＝ｄvx′ｄvy′ｄv z′＝v２ ｓｉｎθｄvｄθｄ矱， ｜v ｅ －v ｉ ｜＝v ，以及 b２９０ ＝（ e２ ／４π
ε０m r） ２ ／v４ ，对于单一成分离子有 q ｉ ＝－q ｅ ＝e。

现在假设 f ｉ 是温度 T ｉ 和密度 n ｉ 下的麦克斯韦分布。 将其代入式（９．３９），经过
对 矱的积分等一系列计算，得到 vｅｉ的简化表达式：

　　
νｅｉ（ v ｅ） ＝ ２ １ ／２

８π３ ／２
e４ n ｉ
ε２

０ T３ ／２
ｉ

m３ ／２
ｉ

m ｅm r
ｌｎΛ I（w ｅ）

I（w ｅ） ＝－e－w
２ｅ

w ｅ ∫∞

０ ｄw∫π

０ ｄθ ｓｉｎθ ｃｏｓθ e－w２－２w ｅw ｃｏｓθ
（９．４１）

其中，w ＝v／vＴｉ和 w ｅ ＝vｅ ／vＴ ｉ均为归一化速度； vＴ ｉ ＝（２T ｉ／m ｉ ） １ ／２ 。 量 I 可对 θ 求积
分得到：

　　∫π

０ e
－２w ｅw ｃｏｓθｓｉｎθ ｃｏｓθｄ θ ＝－１

w ｅ
矪矪w
ｓｉｎｈ２w ｅw
２w ｅw （９．４２）

通过对 w 的分部积分以及一系列代数运算，可得：
　　 I（w ｅ） ＝ １

w２
ｅ
π１ ／２

２w ｅΦ（w ｅ） －e－w２ｅ （９．４３）

其中 Φ（w ｅ）是熟悉的概率（或称误差函数）积分：
　　 Φ（w ｅ） ＝ ２

π１ ／２∫w ｅ０ e－w ２ｄw （９．４４）

于是最终可将 νｅｉ的表达式写成：

　　 νｅ ｉ（ vｅ） ＝ ２ １ ／２

８π３ ／２
e４ n ｉ
ε２

０T３ ／２
ｉ

m３ ／２
ｉ

m ｅm r
ｌｎΛ π１ ／２

２w３
ｅ
Φ（w ｅ） －e－w

２ｅ

w２
ｅ

（９．４５）

利用 Φ（w ｅ） 的近似性质：
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　　 Φ≈
１，　　　　　　　　　　　w ｅ ＞＞１
２
π１ ／２ e

－w ２ｅ w ｅ ＋２
３ w

３
ｅ 　　　w ｅ ＜＜１

（９．４６）

对于大的 w ｅ 和小的 w ｅ，I 均可以合理地近似为：
　　 I（w ｅ） ≈ π１ ／２

２
１

w ３
ｅ ＋３π１ ／２ ／４ （９．４７）

因此，νｅ ｉ的表达式简化成：
　　 νｅｉ（ vｅ） ＝ １

４π
e４ n ｉ

ε２
０m ｅm r

ｌｎΛ １
v３ｅ ＋１．３v３Ｔ ｉ （９．４８）

9．3．4　 νｅｉ 和其他碰撞频率的特性
现在我们来研究 νｅ ｉ的特性。 首先我们注意到，对于电子唱离子碰撞，电子的典型

速度满足 vｅ ～vＴｅ ＞＞ vＴｉ。 因此，νｅ ｉ分母的第二项除了很慢电子的情形之外均可忽略。
此外，对于电子唱离子碰撞，还有 m r≈m ｅ。 因此，碰撞频率简化为：

　　 νｅｉ（ vｅ） ≈ １
４π
e４ n ｉ
ε２

０m２
ｅ
ｌｎΛ １

v３ｅ
（９．４９）

我们看到，νｅ ｉ ～１／v３ｅ 。 也就是说，高速电子的定向动量的碰撞损失较小，因为它
们运动得非常快，与靶离子发生相互作用的时间很短。 以后我们会看到，这种 １ ／v３ｅ
依赖特性对于逃逸电子现象有着重要影响。

要注意的另一点是，对 νｅ ｉ的主要贡献来自具有大的碰撞参数，即小角度碰撞的
粒子。 事实上，小角度碰撞将引起 νｅ ｉ的积分发散，好在物理上的考虑使得我们能够
设置一个有限的积分上限 bｍａｘ≈ λＤｅ。 从物理上说，虽然每次大 b 碰撞只产生一个
小角度偏转，但由于库仑势的长程性质，这样的碰撞是如此之多，以至于它们主宰
着等离子体的行为。

作为定量比较，我们来考虑偏转角大于或等于 ９０°的大角散射截面：σ９０ ＝πb２９０ 。
相应的碰撞频率为 v９０ ＝n ｉσ９０ vｅ。 比较这个值与式（９．４９），可知：

　　 νｅｉ（ vｅ） ＝（４ ｌｎΛ） v９０ （ v ｅ） （９．５０）
即实际碰撞频率约为 ９０°碰撞频率的 ８０ 倍。

现在考虑 νｅｉ的典型值。 这个值可通过令 vｅ ＝ v^ｅ ≡ （３Tｅ ／m ｅ） １ ／２
来获得：

　　 ν^ｅｉ ＝νｅ ｉ｜v^ e ≈ １
３
ωｐｅ
Λ ｌｎΛ ＝１．３３ ×１０ ５ n２０

T ３ ／２
ｋ
ｓ－１ （９．５１）
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在实用公式里，n ｅ ＝n ｉ 且 ｌｎΛ＝２０。 由此可见，如所预料的那样，碰撞频率随密
度增加但随温度降低。 对于 n２０ ＝２，Tｋ ＝１５ 的聚变反应堆，碰撞频率 νｅｉ≈４．６ ×
１０ ３ ｓ －１ 。 此外，由于 Λ ＞＞ １，因此，νｅ ｉ ＜＜ ωｐｅ ～ωｃｅ，即与聚变等离子体的基本特征频
率相比，库仑碰撞的发生确实是十分罕见的。

通过适当置换成分下标并正确选取约化质量的极限，我们很容易从式（９．４５）
得到类似的其他定向动量的碰撞频率表达式。 下述这些实用表达式均是在 n ｅ ＝n ｉ
且 ｌｎΛ＝２０ 的假定下算得的。 典型的粒子速度取为满足 m ｅ v２ｅ ＝３Tｅ 和 m ｉ v ｉ ２ ＝３T ｉ
条件。 经过简单的代数运算，得到：

　　

νｅｅ ≈ １
２π
nｅ e４

ε２
０m２

ｅ
ｌｎΛ １

v３ｅ ＋１．３v３Ｔｅ ≈ １．２ v^ｅｉ

νｉｉ ≈ １
２π
n ｉ e４

ε２
０m２

ｉ
ｌｎΛ １

v３ｉ ＋１．３v３Ｔｉ ≈ １．２ m ｅ
m ｉ

１ ／２ Tｅ
T ｉ

３ ／２
v^ｅ ｉ

νｉｅ ≈ １
４π

n ｅ e４

ε２
０m ｅm ｉ

ｌｎΛ １
v３ｉ ＋１．３v３Ｔｅ ≈ １．４ m ｅ

m ｉ
v^ｅ ｉ

（９．５２）

在这些式子里， ν^ｅ ｉ 的值均为式（９．５１）给出的实用值。
如果我们定义质量比 μ＝m ｅ ／m ｉ，然后比较三者之间的大小尺度：

　　
νｅｅ ～vｅｉ
νｉｉ ～μ１ ／２ vｅ ｉ
νｉｅ ～μvｅｉ

（９．５３）

现解释如下：对于试探电子，无论它是与电子还是与离子发生碰撞散射，失去的
动量基本相当。 因此，νｅｅ ～νｅ ｉ。 对于试探离子，它与其他离子发生碰撞散射时频率
类似于 νｅｅ，但与质量很大的离子发生碰撞时，碰撞频率变低，相应的运动变慢。 因
此净结果是碰撞频率减小到 νｉｉ ～μ１ ／２ νｅ ｉ。 最后，当离子与电子发生碰撞散射时，离
子几乎不损失什么动量，因为它们的质量很大。 因此碰撞慢化的时间很长，或者反
过来说，碰撞频率非常低，即 νｉｅ ～μνｅ ｉ。

最后，我们来比较库仑碰撞频率与 Ｄ唱Ｔ 聚变碰撞频率的相对大小。 我们知道，
Ｄ唱Ｔ聚变反应截面约为 ５ 靶 （ ｂａｒｎ），相当于聚变碰撞频率为 νＤＴ ≈ n ｉσＤＴ νＴｉ ≈
０．１ ｓ －１ 。 另一方面，由式（９．５３）可知，对于 Ｄ唱Ｔ 库仑碰撞，νｉｉ ～９１ ｓ －１ ，相应的等效
截面为 σｉｉ≈３８００ 靶。 就是说，等效的库仑碰撞截面差不多要大 １０００ 倍。 因此，在
众多聚变反应发生前，聚变等离子体的离子 （和电子）早已弛豫到麦克斯韦分布
函数。

上述算得的碰撞频率在本书的其余部分都有用到，它们有助于我们理解包括宏
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观平衡和稳定、输运和加热等各种情形下的等离子体行为。 另外值得指出的是，如
果愿意的话，我们可以计算试探粒子的其他碰撞频率，例如相应于总能量或横向能
量等弛豫过程的频率。 然而就目前而言，这些频率不是必需的。 为此，我们将注意
力集中到运用试探粒子碰撞频率来研究三种情形，这就是磁镜装置、高能离子的慢
化和逃逸电子现象。 在这三种情形下，碰撞都起着主要作用。

9．4　再论磁镜
库仑碰撞的存在对简单磁镜聚变反应堆可实现的最大 Q 值 （即物理能量增

益）设定了不可逾越的限制。 这种限制起因于这样一个事实：库仑碰撞使得磁镜
约束粒子被散射到损失锥，随后这些粒子几乎瞬间就从等离子体中损失掉。 也就
是说，试探粒子的库仑碰撞频率直接决定了能量约束时间 τＥ ，从而设定了等离子
体功率平衡的限制。 这种限制是不可约化的，也就是说，我们没有办法消除库仑
碰撞。 下面的分析表明，简单磁镜的最大 Q 值太低，很难在聚变能源方面获得
应用。

本节分析的目标是导出适用于简单磁镜的 Q 的表达式。 分析中有两点值得注
意：①研究表明，Q 与密度无关；②最佳温度不是 １５ ｋｅＶ，而是超过 １００ ｋｅＶ。 我们
先作几点略微乐观的假设来简化分析。 首先，假设等离子体在宏观上和微观上都没
有不稳定性存在，即等离子体不存在粒子或能量的反常输运损失；其次，假定镜比
足够大，使得经扩散进入损失锥的粒子基本上失去其垂直（⊥B）动量。
9．4．1　τE 的计算

分析的关键是估计能量损失时间 τＥ ，方法如下。 对试探粒子碰撞的分析表
明，νｅ ｉ ～νｅ ｅ ＞＞ νｉ ｉ。 因此，乍一看，我们会以为电子扩散到损失锥要比离子快得
多。 但事实并非如此。 如果快速扩散使得电子首先损失掉，那么就会使等离子体
剩余大量正电荷，由此产生的电场将吸引电子回到等离子体内并驱使离子离开等
离子体，但离子因其质量大可以看成是几乎不动的，这样，最终结果是电子被拉回
等离子体。 因此，电子不可能以与电子间碰撞有关的快速度损失掉。 换句话说，
电子的损失速率实际上取决于被散射到损失锥的离子，但这些离子的损失速度要
慢于 νｉｉ。 一旦损失发生，离子和电子（那些被静电束缚于离子的电子）将一起损
失掉。 　

对 τＥ 的实际估计可以从定义 νｉｉ的微分方程［即离子的式（９．２６）的等价方程］
求得 v ｉ（ t）来得到。 直觉上，人们期望 τＥ ～１／νｉｉ（ vＴｉ）。 求解微分方程可以得到对乘
积性常数的合理近似。 具体来说，我们的目标是计算一个典型试探离子基本上失去
其垂直动量 （和相应的垂直能量）需要多长时间，假设它开始时具有 v⊥ ＝ v^ ｉ ≡
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（３T ｉ／m ｉ） １ ／２ ，v眬 ＝０ 的速度，如图 ９．８ 所示。 这个时间是典型离子进入损失锥需要
的时间。

图 9．8　粒子一旦因多次小角散射扩散到损失锥里，就将从速度空间的初始位置损失掉
将 νｉｉ（ v ｉ）的简化表达式（９．５２）代入 v ｉ（ t）的微分方程，并且引入归一化速度变

量w ｉ（ t） ＝v ｉ（ t） ／（３T ｉ／m ｉ） １ ／２ ，即可得到如下方程：

　　 ｄw ｉｄt ＝－ν^ｉｉ １ ＋k
w３
ｉ ＋k w ｉ

w ｉ（０） ＝１
（９．５４）

其中，ν^ｉｉ ＝νｉｉ ｜v^ ｉ ＝２．３ ×１０ ３ n２０ ／T３ ／２
ｋ ｓ －１ ，离子质量 m ｉ ＝２．５m ｐｒｏ ｔｏｎ，相当于 ５０％唱５０％

的 Ｄ唱Ｔ 燃料，k ＝１．３ ×（２／３） ３ ／２ ＝０．７１。 简单求解式（９．５４）即可得到如下 w ｉ（ t）的
显式解：

　　 w３
ｉ ＋３kｌｎw ｉ ＝１ －３（１ ＋k） v^ ｉｉ t （９．５５）

解的曲线如图 ９．９ 所示。 我们看到，w ｉ（ t）是时间的单调递减函数。 出于实用
上的考虑，我们可以假设，当 w ｉ（ t）减小到其初值的 ９８％，即 w ｉ（ t） ＝０．０２（相当于
ｅ －４ ）时，所有垂直动量均已损失掉。 实际上，这个分数的选择不是很重要，因为决
定小 w ｉ 行为的对数项对它不是很敏感。 如上所述，垂直动量损失时间（等于 τＥ ）可
通过将 w ｉ（ t） ＝０．０２ 代入式（９．５５）然后求解时间 t 得到。 由此解得 ν^ｉｉτＥ ≈ １．８ ，
或在实用单位制下：

　　 τＥ ＝７．８ ×１０ －４ T ３ ／２
ｋ
n２０

　（ ｓ） （９．５６）
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图 9．9　归一化速度 wｉ（ t） ＝vｉ（ t） ／（３Tｉ／mｉ） １／２对时间的函数关系

9．4．2　简单磁镜的功率平衡
现在我们来计算磁镜装置的功率平衡。 按照第 ４ 章的讨论，可知稳态等离子体

的功率平衡（忽略轫致辐射损失）关系为：
　　 Sα ＋S ｈ －Sκ ＝０ （９．５７）

其中，S ｈ 是外部加热功率密度；Sα是 α粒子的功率密度；Sκ是热损失功率密度。 Sα

和 Sκ的显式表达式分别为：

　　
Sα ＝ １

４ Eαn２ 棟σv棡 ＝Kαn２２０ 棟σv棡　（Ｗ／ｍ３ ）

Sκ ＝３nT
τＥ ＝Kκ

n２２０
T１ ／２
ｋ

　（Ｗ／ｍ３ ）
（９．５８）

其中，Kα ＝１．４ ×１０ ２７ ；Kκ＝６．２ ×１０ ７ 。
下一步，还记得物理学增益因子 Q 值定义为：
　　 Q ＝ S ｆSｈ ＝E ｎ ＋Eα

Eα

Sα
S ｈ

（９．５９）
这里，S ｆ 是 α粒子和中子的总热核聚变输出功率密度。 将式（９．５８）代入：

　　 Q ＝５ Sα
Sκ －Sα

＝ ５
（KM ／T１ ／２

ｋ 棟σv棡） －１ （９．６０）

其中 KＭ ＝Kκ／Kα ＝４．４ ×１０ －２０ 。 我们看到，Q 对密度的依赖性已经因碰撞频率对密
度的依赖性抵消掉了。 因此，对于简单磁镜有 Q ＝Q（T）。

对于正的 Q，函数 Q（ T）在 T１ ／２
ｋ 棟σv棡 取最大值时有最大值。 考察图 ３．１１ 的
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棟σv棡 曲线可以发现， T１ ／２
ｋ 棟σv棡 在温度略高于 １００ ｋｅＶ 时有相对较宽的最大值。 在

Tｋ ＝１００ 时，乘积 T１ ／２
ｋ 棟σv棡 ＝８．１ ×１０ －２１ 。 因此，对简单磁镜有：

　　Qｍａｘ ＝１．１ （９．６１）
比上述分析更复杂的计算表明，二者的结论是一样的：简单磁镜可实现的最

大 Q 值仅略大于 １。 由于动力反应堆所需的 Q 值是 Q ～５０，因此这对简单磁镜来
说是一个很难克服的障碍。 最后，值得指出的是，人们已经提出一些基于磁镜效
应的聪明设想来改善这类装置的 Q 值。 但是，我们在前面对于这类装置作出的
一些乐观的理想化假设实际上是不成立的，因此，结论仍是否定性的。 不论哪种
方法，终端损失问题总是如此严重，使得根本不可能在稳态磁镜反应堆上获得高
功率增益。

9．5　高能离子的慢化
9．5．1　高能离子慢化模型

试探粒子碰撞分析的一个重要应用是背景等离子体下的高能离子束的慢化，这
种情况通常发生在以下两种情形下。 第一种情形是，与背景等离子体（１５ ｋｅＶ）相
比，聚变反应产生的 α粒子具有非常高的能量（３．５ ＭｅＶ）。 α粒子的能量必须转移
到等离子体以补充等离子体因热传导造成的输运损失。 因此，我们要了解的就是这
种转移所需的时间与能量约束时间相比是长了还是短了，是优先转移给电子还是
离子。

第二种情形是在α粒子产生之前，等离子体加热到点火的初始条件。 提供这种
加热的一种方法是向等离子体注入高能量的 Ｄ 或 Ｔ 中性束。 束粒子在穿过等离子
体时通过库仑碰撞而被电离，并将其能量转移到等离子体上。 目前典型的束能量在
１００ ｋｅＶ 量级。 而反应堆需要的是 １ ＭｅＶ。 我们感兴趣的仍是想知道这种能量转移
需要多长时间以及优先加热哪种粒子。

这两种情形下都面临一个如何确定近乎单能的高能粒子将其动量和能量转移

到背景等离子体上的问题。 严格来说，α粒子和等离子体之间的动量和能量转移涉
及的是净交换碰撞。 但因其单能特性，试探粒子碰撞分析提供了回答这个问题的一
个好方法。

具体目标是先计算 νｂｅ和 νｂ ｉ，然后分析束离子的慢化轨道。 这里，下标“ ｂ”是
指束。 通过比较这些碰撞频率的大小，我们能够确定束能量是优先转移给了等离
子体中的电子还是离子，以及这种转移需要多长时间。 答案不是一望便知的。 与
电子碰撞的束离子每次碰撞失去的能量很少。 另一方面，电子的热速度越大，则
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束与电子碰撞的机会就要比束唱离子碰撞的机会越多。 分析显示，在足够高的束
能量下，电子优先得到加热。 当束能量低于某个临界值，则优先加热离子。 最后，
我们通过简单计算来确定束能量转移到电子和离子的实际比例，分析过程如下
所示。

支配束离子慢化的基本方程是：
　　 m ｂ ｄvｂｄt ＝－m ｂ（νｂｅ ＋νｂｉ） vｂ （９．６２）
通过对 ９．３．４ 节中导出的一般结果进行简单改造，并考虑到核电荷数 Z ｂ 的影

响，我们很容易求得碰撞频率。 所有碰撞频率均与 e４ 成正比，而它源自更基本的
q１ ２ q２ ２ 。 对于等离子体，q１ ＝ －q２ ＝e。 但对于束唱等离子体相互作用过程，等离子体
有电荷 e，而束粒子通常为 Z ｂ e（例如，对 α粒子，Z ｂ ＝２）。 因此，对于束唱等离子碰
撞，必须做代换，即 e４→ Z ｂ ２ e４ 。

有了这一修正，我们首先着重于计算束唱电子碰撞频率。 从式（９．４８）可得：
　　 νｂｅ（ vｂ） ＝ １

４π
Z２
ｂ e４ n ｅ

ε２
０m ｅm ｂ

ｌｎΛ １
v３ｂ ＋１．３v３Ｔｅ （９．６３）

注意到对 ３．５ ＭｅＶ 的α粒子，vｂ ＝１．３ ×１０７ ｍ／ｓ，而对 １５ ｋｅＶ 的电子，vＴｅ ＝７．３ ×
１０７ ｍ／ｓ，故有 v３Ｔｅ ＞＞ v３ｂ。 这个不等式在中性束加热情形下更甚。 因此，对我们要研究
的情形，νｂｅ可以精确近似为（其中 １．３ 由 ３π１ ／２ ／４ 取代）：

　　 νｂｅ（ vｂ） ≈ １
３（２π） ３ ／２

Z２
ｂ e４m１ ／２

ｅ n ｅ
ε２

０m ｂT３ ／２
ｅ
ｌｎΛ ＝１００ n２０

T３ ／２
ｋ
　（ ｓ－１ ） （９．６４）

数值对应于 α粒子加热情形。
下面考虑束唱离子碰撞频率。 式（９．４８）意味着 νｂｉ由下式给出：
　　 νｂｉ（ vｂ） ＝ １

４π
Z２
ｂ e４ n ｉ

ε２
０m ｒm ｂ

ｌｎΛ １
v３ｂ ＋１．３v３Ｔｉ （９．６５）

对 １５ ｋｅＶ 的聚变离子，vＴｉ ＝１．１ ×１０ ６ ｍ／ｓ，这表明 v３Ｔｉ ＜＜ v３ｂ。 因此，可以合理地
近似为：

　　 νｂｉ（ vｂ） ≈ １
４π

Z２
ｂ e４ n ｉ

ε２
０m ｒm ｂ v３ｂ

ｌｎΛ ＝０．９４ n２０
（m ｂ v２ｂ ／２） ３ ／２　（ ｓ－１ ） （９．６６）

数值对应于 α粒子加热情形，m ｂ v２ｂ ／２ 的单位是 ＭｅＶ。
9．5．2　优先加热的成分

现在我们可以通过作图 ９．１０ 所示的 νｂｅ和 νｂ ｉ对 vｂ 的函数曲线来确定束离子
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到底是将动量和能量优先转移给了电子还是离子。 我们看到，对于 vｂ ＞v ｃ，束唱电
子碰撞频率高于束唱离子碰撞频率，即束转移给电子的能量要多于转移给离子的
能量。 一旦束慢化到 vｂ ＜v c，则束唱离子碰撞频率占主导，余下的束能量主要转移
给离子。 当 vｂ ＝v ｃ 时速度出现转换，它对应于 νｂｅ ＝νｂ ｉ。 对于 n ｅ ＝n ｉ 情形，这个临
界速度为：

　　 m ｂ v
２
ｃ

２T ｅ ＝ ３π１ ／２

４
２ ／３

１ ＋m ｂm ｉ
２ ／３ m ｂ
m ｅ

１ ／３ ＝４４ （９．６７）

数值对应于 α粒子加热情形。
因此结论是，在 １５ ｋｅＶ 的等离子体中， α粒子主要是将能量转移给电子，同时

α粒子开始从最初的 ３．５ ＭｅＶ 慢化到 ６６０ ｋｅＶ。

图 9．10　碰撞频率 νｂｅ和 νｂｉ对束速度 vｂ 的函数曲线
9．5．3　α粒子慢化时间

通过求解确定 vｂ（ t）的微分方程［式（９．６２） ］，我们可以估算出α粒子的慢化时
间。 为此，引入归一化束速度 w ｂ ＝vｂ ／vｃ，并代入前述的碰撞频率的简化形式，于是
式（９．６２）可以改写为：

　　
ｄw ｂ
ｄt ＝－νｂｅ １ ＋１

w３
ｂ
w ｂ

w ｂ（０） ≡ w０ ＝ Eα
４４T

１ ／２ ＝２．３０
（９．６８）

初始条件中的数值对应于 Eα ＝３．５ ＭｅＶ 和 T ＝１５ ｋｅＶ。 同样，在 T ＝１５ ｋｅＶ 的
束唱电子碰撞频率有 νｂｅ ＝３．４５ ｓ －１ 。

5819．5　高能离子的慢化　



该方程的解为：
　　 w ｂ ＝［（１ ＋w３

０ ） e－３νｂｅt －１］ １ ／３ （９．６９）
函数 w ｂ（ t）曲线如图 ９．１１ 所示。 正如预期的那样，束速度随时间单调下降。

在早期，束优先加热电子。 电子和离子的加热速率相等的临界转换时间 tｃ 可通过
令式（９．６９）中 w ｂ ＝１ 来解得：

　　 tｃ ＝ １
３νｂｅ ｌｎ

１ ＋w３
０

２ ＝０．１８　（ ｓ） （９．７０）
这个时间明显要比所需的能量约束时间 τＥ 短。 这意味着，在等离子体的能量因热
传导损失之前，α粒子能够将其大部分能量转移给电子，α粒子的确有足够的时间
加热电子。

图 9．11　归一化束速度 wｂ ＝vｂ／vｃ 关于时间的函数曲线
对于 t ＞tｃ，余下的α粒子的大部分能量将转移给离子。 这一转移时间可估计如

下。 首先，令束能量等于背景等离子体热能，即 mｂ vｂ ２ ／２ ≈ T，这相当于 wｂ ２ ＝１／４４ ＜＜
１。 当这种情况发生时，从实际而言，束已将所有能量转移给了等离子体。 相应的时间
t ｆ 为：

　　 t ｆ ≈ １
３νｂｅ ｌｎ（１ ＋w３

０ ） ＝０．２５　（ ｓ） （９．７１）

对于离子，这个加热时间仅为 t ｆ －tｃ ＝０．０７ ｓ，同样小于能量约束时间。
9．5．4　α能量转移到电子和离子的比例

现在我们希望知道 α能量实际上是如何在电子和离子之间进行分配的。 方法
是利用能量守恒，具体如下：用 vｂ 乘以 α粒子的动量方程［式（９．６２）］并引入 U ｂ ＝
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m ｂ v２ｂ ／２，由此可确定 α的能量损失：

　　 ｄU ｂｄt ＝－２（νｂｅ ＋νｂｉ）U ｂ （９．７２）

能量守恒意味着 α能量按如下方式转移到电子和离子：

　　
ｄU ｅ
ｄt ＝２νｂｅU ｂ
ｄU ｉ
ｄt ＝２νｂｉU ｂ

（９．７３）

其中，U ｅ ，U ｉ 分别是电子和离子的能量。 库仑碰撞将这些能量转化成热能。 因此转
移到每种成分上的总能量分别为：

　　
U ｅ ＝２∫t ｆ０ νｂｅU ｂｄt ＝m ｂ v２ｃ Iｅ
U ｉ ＝２∫t ｆ０ νｂｉU ｂｄt ＝m ｂ v２ｃ I ｉ （９．７４）

这里，积分 Iｅ，I ｉ可以写为：

　　
Iｅ ＝νｂｅ∫t ｆ０ w２

ｂｄt

I ｉ ＝νｂｅ∫t ｆ０ νｂｉ
νｂｅw

２
ｂｄt ＝νｂｅ∫t ｆ０ １

w ｂ
ｄt

（９．７５）

电子积分项很容易从大束能量重要的限制条件 w０
３ ＞＞ １ 计算出来。 引入 y ＝

ｅｘｐ（ －３νｂｅ t） ，则有：

　　 I ｅ ≈ w
２
０
３ ∫１１ ／w ３０

（ y －１／w３
０ ） ２ ／３

y ｄy≈ w
２
０
３ ∫

１

０

１
y１ ／３ ｄy ＝w

２
０
２ （９．７６）

同样，离子积分项可由引入 z ＝w３
０ ｅｘｐ（ －３νｂｅ t）来求得：

　　 I ｉ ≈ １
３∫w３０１

ｄz
z（ z －１） １ ／３ ≈ １

３∫∞

１
ｄz

z（ z －１） １ ／３ ＝ １
３ Γ（１／３）Γ（２／３） ＝１．２１

（９．７７）
于是待求的能量份额 F ｅ，F ｉ 可计算如下：
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F ｅ ≡ I ｅ

Iｅ ＋I ｉ ＝ T ｃ
T ｃ ＋T

F ｉ ≡ I ｉ
Iｅ ＋I ｉ ＝ T

Tｃ ＋T
（９．７８）

其中，T ｃ 由下式给出：

　　 T ｃ ＝０．３４２ （m ｅ ／m ｂ） １ ／３

（１ ＋m ｂ ／m ｉ） ２ ／３Eα ＝３３　（ｋｅＶ） （９．７９）
能量配比作为温度的函数曲线如图 ９．１２ 所示。 由图 ９．１２ 可见，对于 Ｄ唱Ｔ 等离

子体的 α加热，如果等离子体温度为 ３３ ｋｅＶ，则电子和离子分得的能量相等。 在反
应堆的典型温度 １５ ｋｅＶ 下，电子获得约 ７０％的 α加热能量，而离子仅获得 ３０％。
在聚变反应堆条件下，α粒子以 ２ ∶１ 的比例关系优先加热电子。

图 9．12　α粒子能量分配到电子（Fｅ）和离子（Fｉ）的比例对温度的函数曲线
9．5．5　束加热讨论

从上述分析得到的结论是，库仑碰撞使得 α粒子能够在能量因热传导而损失
之前将能量转移给等离子体的电子和离子。 这里假定不存在任何导致 α粒子反常
损失的等离子体不稳定性。 由于 α粒子的大部分能量转移到电子，因此剩下的一
个问题是，电子需要多久才能与离子达到平衡。 这是一个重要问题，因为最终必须
是离子被加热到产生聚变反应。 电子唱离子平衡将在 ９．７．３ 节讨论，在那里我们将
证明：相应的平衡时间在 ０．４ ｓ量级。

我们关心的最后一点是等离子体的中性束加热。 对 α粒子的类似分析在这里
也适用。 例如，如果我们想用 １００ ｋｅＶ 的氘离子束来加热 T ＝３ ｋｅＶ 的 Ｄ唱Ｔ 等离子
体，那么由式 （ ９．６７ ） 给出的临界束能量应满足 m ｂ vｃ ２ ／２T ＝２７．６，它相当于
m ｂ vｃ ２ ／２ ＝８３ ｋｅＶ。 在这种情况下，临界束能量与初始束能量差不太多。 另外，从式
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（９．７９）可知，平等加热电子和离子的相应的临界温度为 Tｃ ＝１．５ ｋｅＶ。 因此，与 α
加热的情形相比，束能在电子和离子之间的分配几乎是相反的。 在中性束加热情形
下，离子获得 ２ ／３ 束能，电子获得 １／３。 最后，对于 n２０ ＝１，束能量 １００ ｋｅＶ 的情形，
束慢化时间约为 t ｆ ＝０．０１８ ｓ，这要比托卡马克实验的典型的能量约束时间短得多。
结论是，从物理学的角度来看，中性束是一种很好的加热等离子体的方式，实验也
确实证实了这一结论。

9．6　逃逸电子
试探粒子碰撞频率理论的另一项运用是关于逃逸电子现象。 逃逸电子是一小

群特殊的电子，它们受到直流电场的作用，速度从起初的中等速度被加速到相对论
性速度。 这种加速即使电场很小也会存在，但库仑碰撞则可能慢化这种运动。 一般
来说，逃逸电子效应对等离子体的约束是有害的，因此必须懂得如何尽量减少这种
粒子成分。

在实验中，逃逸电子通常是这样产生的：在许多聚变等离子体放电的启动和随
后的基本稳定阶段，中心螺管作为变压器初级线圈会在等离子体（变压器的次级线
圈）中感应出环向电流。 此时伴有一个平行于 B 的电场分量。 这个缓变的、近乎直
流的电场 E眬虽然不大但不为零，这是因为库仑碰撞提供了反抗电子流动的摩擦力，
它相当于电阻率，即碰撞稍稍降低了德拜屏蔽的效果。

这个小 E眬之所以能将电子加速到相对论性速度，是因为在高 vｅ 情形下有νｅｉ ～
νｅｅ ～１／v３ｅ ，即随着速度提高，碰撞频率迅速下降。 因此，具有足够高初始速度的电子
在两次碰撞的间隙从电场获得的动量要比在每次碰撞中失去的动量多。 电子运动
得越快，它就越有时间在下一次碰撞之前从 E眬获得动量。 正是这种不稳定的局面
导致了电子逃逸。 最后，逃逸电子①达到相对论速度；②撞到第一壁而损失掉；或
③有时因几种可能的等离子体不稳定性而被散射。

在聚变等离子体中，逃逸电子问题之所以如此重要，有几个原因。 首先，作为等
离子体不稳定性的结果，逃逸电子大多打在第一壁上。 由于这些电子具有很高的能
量，因此过多的这类电子打在第一壁上就可能造成壁材料的损伤。 第二，如果是想
要欧姆加热等离子体，那么逃逸电子的大量存在将使这种技术很难奏效，因为大量
的输入功率都被逃逸电子吸收去了，它们的碰撞频率太低，无法将能量转移到大部
分电子或离子上。

我们将通过下面的计算导出一个简单判据来判定出现逃逸电子的条件。 这个
条件是 n，T 和 E眬的函数。 有了这种关系我们就可以估计与逃逸电子相关的数密
度、能量密度和电流密度。 理论表明，逃逸电子成分是数密度的强函数，因此为了
尽量减少逃逸，实际工作中采用的是尽量在足够高的密度 n 下运行。 在聚变堆情形
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下，逃逸不是一个很严重的问题，虽然装置启动时一定要十分小心。 但它们在某些
实验中会是个问题。
9．6．1　逃逸电子的阈值条件

在碰撞慢化方程里加入宏观直流电场作用项，我们很容易导出出现逃逸电子的
阈值条件。 以下我们的注意力主要集中在电子上，因为它们与较重的离子相比更可
能逃逸。 由于电子唱离子碰撞和电子唱电子碰撞慢化试探粒子的碰撞频率可比，即
νｅｉ ～νｅｅ，因此这两种碰撞都必须考虑。 此外，只有平行于 B 的运动是重要的，因为
磁场强烈抑制了垂直方向上的运动。 最后，出于数学上方便的考虑，同时又不失一
般性，我们假定平行电场是负的，即 E眬 ＝－｜E眬 ｜。 在这些条件下，描述试探电子平
行运动的方程是：

　　 ｄvｅｄt ＝－ em ｅE‖ －（νｅ ｉ ＋νｅｅ） v ｅ （９．８０）

现在的目标是要解这个微分方程，并确定电子速度表现出逃逸行为的条件。
首先，注意到容易逃逸的电子往往是那些恰好在电场加速方向上具有相对较大

初速度的电子。 在此情形下，碰撞频率可依据大速度下 １／vｅ ３ 极限情形来近似。 此
外，为方便起见，对速度进行归一化，即 vｅ ＝（２T ｅ ／m ｅ ） １ ／２ w ｅ ＝vＴｅw ｅ。 于是上述微分
方程变为：

　　 ｄw ｅｄt ＝E＾‖ －vＲ
w２
ｅ

（９．８１）
其中，

　　
E＾‖ ＝ e E‖

（２m ｅT ｅ） １ ／２ ＝９．４ ×１０ ３ E‖
T１ ／２
ｋ

　（ ｓ－１ ）

vＲ ＝ ３
８ ２π

ne４ ｌｎΛ
ε２

０m１ ／２
ｅ T３ ／２

ｅ
＝７．３ ×１０ ５ n２０

T３ ／２
ｋ
　（ ｓ－１ ）

（９．８２）

这里及以后，｜E眬 ｜的单位为伏特每米（Ｖ／ｍ）。
通过检视图 ９．１３ 所示的 w· ｅ 对 w ｅ 的曲线，我们很容易了解该微分方程的行为。

我们看到， w· ｅ 的值既可以是负的（即减速）也可以是正的（即加速），转换发生在
w ｃ ＝（ vＲ ／E＾眬 ） １ ／２

位置处。 因此，对于任何一个初速度 w ｅ （０） ＜w ｃ 的粒子，有 w· ｅ ＜
０，这意味着粒子将不断慢化，直到达到一个非常小的速度（这里低速修正时应将碰
撞频率包含进来）。 显然，这些粒子是不会逃逸的。 另一方面，对于初速度 w ｅ（０） ＞
w ｃ 的粒子，有 w· ｅ ＞０。 这些粒子将无限期地被加速，直到相对论效应变得重要或是
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逃逸出等离子体，这些就是逃逸电子。

图 9．13　wｅ 对 w· ｅ 的曲线显示（初速度 wｅ ＞wｃ 的粒子有 ｄwｅ／ｄt ＞０，
因此可被加速到相对论性速度）

在此讨论的基础上，我们看到，逃逸电子发生在 w ｅ≥ w ｃ 的情形下，或按归一化
单位写成：

　　 v２ｅ
v２Ｔｅ

≥ v２ｃ
v２Ｔｅ

＝ ３
８π

n e３ ｌｎΛ
E‖ ε２

０ Tｅ
＝７８ n２０

E‖ Tｋ
（９．８３）

这就是所要求的关系。 接下来的任务是研究逃逸电子的属性，以确定何种情形下它
在核聚变实验中才是重要的。
9．6．2　逃逸电子的性质

要看清逃逸电子的重要性，我们需要通过计算得到如下这些参数关系：①数密
度；②能量密度；③与逃逸成分相关的平行电流密度。 一旦这些初始条件已知，问
题就很简单了。 为了进行这些计算，我们假定，等离子体电子由麦克斯韦分布函数
描述。 利用背景等离子体与逃逸成分之间的转换点作为初始条件，上述这些量可直
接计算出来。 应当指出，计算从等离子体中损失的逃逸电子所占比例，以及扩散引
起的新逃逸电子的生成速率等问题也是很重要的，但这些问题超出了本书讨论的
范围。

推导中进行简化的关键是，认识到对当今的等离子体和不远将来的反应堆而
言，有 n２０ ／E眬 Tｋ ～１。 其含义是，初始速度 v ｃ ／vＴｅ ＞＞ １，逃逸电子主要由分布函数
的高能尾部产生。 因此，当不同的量的计算过程中出现概率积分 Φ（ vｃ ／vT ｅ） 时，我
们可以运用大自变量展开 Φ（ζ） ≈ １ － ｅｘｐ（ －ζ２ ） ／π１ ／２ζ （其中， ζ＞＞ １），来得到
足够精确的解析近似。

上述第一个量是逃逸电子的份额 fｎ ＝nＲ ／（nＲ ＋n）， 其中，nＲ ／n 的计算如下：
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　　 nＲn
１
πvＴｅ∫

∞

v ｃ
e－v２‖／v２Ｔｅｄv‖ ＝ １

２ （１ －Φ） ≈ １
２ π

e－ζ２

ζ （９．８４）

其中， Φ ＝Φ（ζ） ； ζ＝v ｃ ／vＴｅ ＝８．８（n２０ ／E眬 T ｋ） １ ／２ 。
接下来考虑逃逸电子所携总能量密度的比重。 作为一种简单近似，假定所有逃

逸电子都被加速到接近相对论性速度，因此，其能量密度为 UＲ ＝nＲm ｅ c２ ／２。 能量密
度所占比重 fＵ ＝UＲ ／（UＲ ＋３nT ｅ ／２）由下式确定：

　　 UＲ
３nT ｅ ／２ ≈ nＲm ｅ c

２ ／２
３nT ｅ ／２ ＝ m ｅ c２

３T ｅ
nＲ
n

（９．８５）
感兴趣的最后一个量是逃逸电子所携的总电流密度的比重。 同样，假定所有逃

逸电子都被加速到相对论性速度，故逃逸电子所携的电流密度为 JＲ ＝－enＲ c。 相应
的电流密度比重 fＪ ＝｜JＲ ｜／（ ｜JＲ ｜＋I／πa２ ）由下式确定：

　　 JＲ
I／πa２ ＝ πa２ e n c

I
nＲ
n

（９．８６）
我们注意到，所有这些量都正比于 nＲ ／n。 目前典型实验条件（ Tｋ ＝２，｜E眬 ｜＝

０．５ Ｖ／ｍ，a ＝１ ｍ 和 I ＝１ ＭＡ）下的这些量对 n２０的函数曲线如图 ９．１４ 所示。 图中
最显著的特点是所有的量对密度都有很强的依赖性。 当密度 n２０ ～１ 时，逃逸部分
可以忽略不计，即 nＲ ／n ～８ ×１０ －３５ ；当密度 n２０ ～０．１ 时，逃逸电子开始在电流密度
中占据大的份额，并已主宰能量密度；当密度 n２０ ～０．０１ 时，逃逸也占据了大部分电
流密度。

图 9．14　逃逸电子对数密度、能量密度和电流密度的影响
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从上述分析可以得出一些结论。 首先，逃逸电子是一种产生于库仑碰撞频率具
有 １ ／vｅ ３ 属性的有趣的物理现象；其次，在当前和今后的典型实验参数水平上，逃逸
电子对数密度、能量密度和电流密度的影响与背景等离子体的密度有很强的相关
性；第三，当 n２０ ～１ 时，逃逸是不重要的，但当 n２０ ～０．０１ 时，它们的行为起着支配作
用；最后，聚变实验和反应堆避免出现逃逸的有效方法是让装置始终运行在高密度
下。 在稳态放电期间这不是太困难，但在放电启动时的密度较低、电场较高的情形
下，需要谨慎从事。

9．7　净交换碰撞
到目前为止，我们的注意力一直放在单个试探粒子与一群靶粒子碰撞造成的动

量慢化问题上。 本节我们来讨论整群试探粒子（不只是一个试探粒子）与整群靶粒
子之间碰撞引起的净动量和净能量交换等问题。

这些交换速率方面的知识对于发展自洽的流体模型而言是重要的。 例如，平行
电场驱动电子穿过离子。 库仑碰撞造成的摩擦使电子将动量转移到离子，从而引起
电阻率这种宏观输运现象。 作为另一个例子，我们来考虑一个优先加热电子的外部
加热源。 库仑碰撞使得电子将其部分能量转移到离子，从而实现温度平衡。 了解这
种转移的速度和有效性很重要，因为要实现核聚变反应，最终必须将离子加热到
１５ ｋｅＶ。

根据前述分析可知，试探粒子碰撞频率的推导需要对试探粒子速度 vｅ 和靶粒
子总和（即积分）作出规定。 其结果是得到形式如 νｅ ｉ （ vｅ ）的碰撞频率。 乍一看，似
乎净交换碰撞率只需要对所有试探粒子的速度进行某种恰当的平均，也就是说，必
须对试探粒子进行加权分布函数的积分。 这基本上是对的，只是还有些细微之处需
要交代。

① 库仑碰撞是弹性碰撞。 这意味着两种相互作用粒子的总动量和总能量在库
仑碰撞前后是守恒的（虽然单个粒子并非如此）。 因此，如果两种成分具有相同温
度下的麦克斯韦分布函数，那么对所有试探粒子和靶粒子求和时就没有动量和能源
的净交换；由于对称性，这种交换也没有优先方向。 要有净交换，发生碰撞的两种
成分必须具有不同的分布函数。 分析中我们假定电子和离子分别具有略微不同温
度下的平移的麦克斯韦分布函数。 这里平移是指 f（ v）的峰值位置移动，它使每种
成分产生净的宏观动量。

② 净交换碰撞只能出现在不同种成分（如电子和离子）之间。 由于库仑碰撞过
程中总的动量和能量均守恒，因此，电子与电子的碰撞或离子与离子的碰撞在对所
有同种粒子求和时不会产生净交换。

③ 涉及参数设定。 出于数学简单性考虑，我们将注意力集中在电子和离子之
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间的温差很小的等离子体上，具体说来就是 （Tｅ －T ｉ） ／（T ｅ ＋T ｉ） ＜＜１。 同样，假定
宏观平均流速 u ｅ，u ｉ 与热速度相比很小，即｜uｅ ｜＜＜ vＴｅ，｜u ｉ｜＜＜ vＴｉ。 这一设定是以当
今许多实验为特征的。

本节的目的是要计算等离子体中，近麦克斯韦分布的电子和离子之间的库仑碰
撞引起的净动量和净能量的碰撞交换频率。
9．7．1　问题的公式化

这里的公式化过程类似于 ９．３ 节试探粒子碰撞频率的情形，也类似于 ３．３ 节中
描述的对广义反应率的讨论。 本小节的目的是要给出净动量和净能量交换碰撞频
率有意义的定义，以及相应的数学关系，使二者能够计算。

我们先考虑电子唱离子碰撞的动量交换碰撞频率。 为不失一般性，不妨假设离
子为靶粒子，电子为试探粒子（因为求和是对两种成分进行的）。 假定电子的初始
速度为 v ｅ ＝vｅx e x，离子处于静止状态。 一如前述，单个试探电子在与单个靶离子库
仑碰撞时失去的定向动量定义为 Δm ｅ vｅx。

接下来我们从简单的硬球碰撞模型开始，还记得反应速度（即单位时间单位体
积内的总碰撞次数）为 R ｅｉ ＝n ｅn ｉσvｅ。 因此，对于小体积元 ｄr ＝ｄxｄyｄz，电子每秒传
递给离子的总动量为（Δm ｅ vｅx ） nｅn ｉσvｅｄr。 这个表达式很容易推广到库仑碰撞的情
形，只是现在需要考虑到电子和离子的分布函数，即作以下替换：n ｅ→ fｅ （ v ｅ ） ｄv ｅ，
n ｉ→ f ｉ（ v ｉ）ｄv ｉ，vｅ→ ｜v ｅ －v ｉ｜，以及 σ→ bｄbｄα。

需要比前面多考虑的一步是公式的封闭，这关系到“电子总动量”的定义。 我
们看到，对于纯麦克斯韦分布的电子，其总动量密度为零，因为被积函数具有奇对
称性：∫m ｅ vｅ fｅｄvｅ ＝０。 然而，对于平移的麦克斯韦分布，ｄr 中所有电子的总动量不
为零，事实上，它可根据宏观速度 u ｅ（ r，t）定义为 ｄr∫m ｅ v ｅ fｅｄvｅ ≡ m ｅn ｃu ｅｄr。 因此，当
存在电子总动量净损失（转移给了离子）时，减少的量为 m ｅnｅu ｅ。

将这些结果综合起来，即得到下列支配电子与离子之间动量交换的关系式：
　　 ｄ

ｄt（m ｅn ｅuｅｄr） ＝－ｄr∫（Δm ｅ vｅｘ） fｅ（ vｅ） f ｉ（ v ｉ） ｜vｅ －v ｉ ｜bｄbｄαｄv ｅｄv ｉ
（９．８７）

其中，出于数学简单性考虑，已假定 u ｅ ＝u ｅ e x。 最终结果很容易推广到任意速度方
向上。 考虑到碰撞过程的时间很短，空间移动的距离很小（粒子在速度空间里可以
跑得很远，但在物理空间不是这样） ，因此体积 ｄr 内的总电子数可看成常量，这样式
（９．８７）可进一步简化。 数学上这意味着（下一章将具体证明） ：
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　　 ｄ
ｄt（n ｅｄr） ＝０ （９．８８）

于是式（９．８７）简化为：
　　 m ｅnｅ ｄu ｅｄt ＝－∫（Δm ｅ vｅx） fｅ（ v ｅ） f ｉ（ v ｉ） ｜vｅ －v ｉ ｜bｄbｄαｄvｅdv ｉ （９．８９）
现在我们来定义电子与离子碰撞的净动量交换频率 珋v ｅ ｉ（ n，T）。 这个频率定义

为宏观速度之差：
　　 m ｅn ｄuｅｄt ≡ －m ｅn珔νｅ ｉ（u ｅ －u ｉ） （９．９０）

其中，n ｅ ＝n ｉ ＝n。 注意，只有当电子与离子的宏观速度不同时，才有净动量交换。
反之，当 u ｅ ＝u ｉ 时，则不存在一种成分向另一种成分转移动量。 将式（９．８９）和式
（９．９０）综合起来，即得到计算 珔νｅ ｉ（ n，T） 的显性表达式。

对电子和离子之间碰撞的净能量交换也可用类似的分析。 在此情形下，体积
ｄr内电子和离子的宏观热能表达式分别为 U ｅ ＝（３／２） n ｅT ｅｄr 和 U ｉ ＝（３／２） n ｉT ｉｄr。
仅当两种成分的温度不同时（T ｅ≠ T ｉ），电子和离子之间才有能量交换。 类比于动
量交换，可知这种情况下可按如下方式来定义温度平衡时间 珔τｅｑ（n，T） ，或等价的温
度平衡碰撞频率 珔νｅｑ（n，T） ＝１／珔τｅｑ（n，T） ：

　　 ｄU ｅｄt ≡ －珔νｅｑ（U ｅ －U ｉ） （９．９１）
考虑到 nｅｄr ＝常数，上式可改写为：

　　 ３
２ n
ｄT ｅ
ｄt ≡ －３

２ n珔νｅｑ（T ｅ －T ｉ） （９．９２）
式（９．９２）的左边是电子因与离子碰撞而引起的能量密度的时间变化率。 如果将单
次电子唱离子碰撞引起的电子能量损失定义为 Δm ｅ v２ｅ ／２，则类似于动量交换情形，左
边可以计算如下：

　　 ３
２ n
ｄT ｅ
ｄt ＝－∫Δm ｅ v

２
ｅ

２ fｅ（ vｅ） f ｉ（ v ｉ） ｜vｅ －v ｉ ｜bｄbｄαｄvｅｄv ｉ （９．９３）

式（９．９２）和式（９．９３）提供了确定 珔νｅｑ 的一组明确关系。
还有两点必须确定。 首先，由于库仑碰撞期间电子唱离子对的总动量和总能量

分别是守恒的，因此，离子和电子的宏观动量交换率和能量交换率之间分别有下述
关系：
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m ｉn
ｄu ｉ
ｄt ＝－m ｅn ｄuｅｄt ＝m ｅn珔νｅ ｉ（u ｅ －u ｉ）

３
２ n
ｄT ｉ
ｄt ＝－３

２ n
ｄT ｅ
ｄt ＝ ３

２ n珔νｅｑ（T ｅ －T ｉ）
（９．９４）

即一种成分失去的，正是另一种成分得到的。
第二点，是要实际计算净交换碰撞频率，任务显得有点繁重，这涉及八重积分。

即便如此，对于小温差下的小平移麦克斯韦分布函数， 珔νｅｉ 和 珔νｅｑ 仍可得到解析解。
9．7．2　净动量交换碰撞率

我们采用类似于计算试探粒子碰撞频率的方法来计算净动量交换碰撞频率

珔νｅ ｉ。 为此先规定分布函数，然后直接进行多重碰撞积分。
1．分布函数
对于净交换碰撞，适当的分布函数是温度略有差别的平移麦克斯韦分布函数。

具体来说，假定 fｅ 和 f ｉ 具有如下形式：

　　
fｅ（ v ｅ） ＝nｅ m ｅ

２πT ｅ
３ ／２
ｅｘｐ －m ｅ２Tｅ ［（ v ｅｘ －uｅ）

２ ＋v２ｅｙ ＋v２ｅｚ）］

f ｉ（ v ｉ） ＝n ｉ m ｉ
２πT ｉ

３ ／２
ｅｘｐ －m ｉ２T ｉ［（ v ｉｘ －u ｉ）

２ ＋v２ｉｙ ＋v２ｉｚ）］
（９．９５）

为简单起见，假定宏观速度 u ｅ 和 u ｉ 在 x 方向，由此不难看出：

　　∫vｅ fｅｄv ｅ ＝nｅu ｅ e x
∫v ｉ f ｉｄv ｉ ＝n ｉu ｉe x

（９．９６）

为简化计算，引入两个假设。 首先，假定与热速度相比每种成分的流速很小：
u ＜＜ vＴ ；其次，假定温差也很小。 因此，温度可以写为：

　　Tｅ ＝T ＋ΔT／２
T ｉ ＝T －ΔT／２ （９．９７）

其中，T ＝（T ｅ ＋T ｉ） ／２，ΔT ＝T ｅ －T ｉ，且 ΔT ＜＜ T。 目前大多数实验均满足这些假设。
下一步是利用小 u，小 ΔT 对分布函数进行泰勒展开：

　　
fｅ（ v ｅ） ≈ nｅ m ｅ２πT

３ ／２
ｅｘｐ －m ｅ v

２
ｅ

２T １ ＋m ｅ vｅxu ｅT － ３ －m ｅ v
２
ｅ
T

ΔT
４T

f ｉ（ v i） ≈ n ｉ m ｉ２πT
３ ／２
ｅｘｐ －m ｉ v

２
ｉ

２T １ ＋m ｉ v ｉｘu ｉT ＋ ３ －m ｉv
２
ｉ
T

ΔT
４T

（９．９８）

691 　第 9章　单粒子运动———库仑碰撞



2．新的速度变量
确定了分布函数，现在我们可以计算多重碰撞积分了。 为此先作变换，即利用

前述定义将速度变量 v ｅ 和 v ｉ 变换成质心系下的速度变量 v 和 V：

　　
V ＝m ｅ vｅ ＋m ｉv ｉ

m ｅ ＋m ｉ ，　v ｅ ＝V ＋ m ｉ
m ｅ ＋m ｉ v

v ＝v ｅ －v ｉ，　　　v ｉ ＝V － m ｅ
m ｅ ＋m ｉv

（９．９９）

为了进一步简化计算，将质心速度 V和相对速度 v写成球面速度坐标系下的形式：
　　 v ＝v（ ｃｏｓθ e x ＋ｓｉｎθｓｉｎ矱e y ＋ｓｉｎθｃｏｓ矱e z）

V ＝V（ ｃｏｓθ′e x ＋ｓｉｎθ′ｓｉｎ矱′e y ＋ｓｉｎθ′ｃｏｓ矱′e z）
（９．１００）

简短的计算结果表明，式（９．８９）给出的 珋v ｅｉ 的碰撞积分现在可以写成：
　　 m ｅnｅ ｄu ｅｄt ＝－∫（Δm ｅ vｅｘ） fｅ f ｉ v（ bｄbｄα）（ v２ ｓｉｎθｄvｄθｄ矱）（V２ ｓｉｎθ′ｄVｄθ′矱′）

（９．１０１）
3．计算 Δm ｅ vｅx ，并对 b 和 α积分
现在我们必须计算 Δm ｅ vｅx，并开始进行多重积分。 我们在计算试探粒子碰撞频

率时就已经给出了量 Δm ｅ vｅx的计算结果，出于方便，按现在的符号复述如下：
　　 Δm ｅ vｅx ＝m r v［ （１ －ｃｏｓ χ） eX · e x －ｓｉｎ χe⊥· e x］ （９．１０２）
如前所述，第二项对α积分后平均为零，故可忽略。 余下的非零项可以表示为：
　　 Δm ｅ vｅｘ ＝２m r vｃｏｓθ b２９０

b２ ＋b２９０ （９．１０３）
由于被积函数里的 b 和 α只出现在 Δm ｅ v ｅｘ 里，因此可分离出来单独进行积分：

　　∫２π０ ｄα∫bｍａｘ０
（Δm ｅ vｅx） bｄb ＝（４πm r ｌｎΛ） b２９０ vｃｏｓθ （９．１０４）

4．对速度积分
下一步是将速度变换式代入分布函数并对 ｄV 和 ｄυ进行积分。 具体过程如

下，首先，注意到：

　　
fｅ（ v ｅ） f ｉ（ v ｉ） ≈ n ｅn ｉ m ｅ２πT

３ ／２ m ｉ
２πT

３ ／２
ｅｘｐ －m ｅ v

２
ｅ ＋m ｉ v２ｉ
２T F（ vｅ，v ｉ）

F（ v ｅ，v ｉ） ＝１ ＋m ｅ v ｅｘu ｅ ＋m ｉv ｉｘu ｉT ＋m ｅ v
２
ｅ －m ｉ v２ｉ
T

ΔT
４T

（９．１０５）

7919．7　净交换碰撞　



将指数因子变换为较简单的形式：
　　 ｅｘｐ －m ｅ v

２
ｅ ＋m ｉ v２ｉ
２T ＝ｅｘｐ －（m ｅ ＋m ｉ）V２ ＋m r v２

２T （９．１０６）

泰勒展开后，函数 F 有许多项。 但注意到 F 对 θ的依赖关系，以及对 b 和 α积
分后产生的项正比于 ｃｏｓθ ［见式 （ ９．１０４ ）］，代数运算还可以简化。 因此，在
０ ≤ θ≤π范围内对 θ积分后， F 中只有那些形为 F＾ｃｏｓθ的项平均后不为零，我们可
以将这些项挑出来写为：

　　 F ＝m r v（ uｅ －u ｉ）
T ｃｏｓθ （９．１０７）

将上面这些结果结合起来，并引入归一化速度变量 W 和 w，即 V ＝［２T／
（m ｅ ＋m ｉ）］ １ ／２W，v ＝（２T／m r） １ ／２w ，则式（９．１０１）给出的基本动量交换关系可以简
化为：

　　 m ｅnｅ ｄu ｅｄt ＝－ ２ I
８π４

n ｅn ｉe４m１ ／２
ｅ ｌｎΛ

ε２
０ （１ ＋m ｅ ／m ｉ） ３ ／２ T３ ／２ （u ｅ －u ｉ） （９．１０８）

其中，多重积分 I 是 ６ 重分离积分的积：
　　I ＝∫２π０ ｄ矱′∫２π０ ｄ矱∫π

０ ｓｉｎθ′ｄθ′∫π

０ ｓｉｎθｃｏｓ２ θｄθ∫∞

０ W
２ ｅ－W ２ｄW∫∞

０ w e
－w ２ｄw ＝２π５ ／２

３
（９．１０９）

最后，比较式（９．１０８）和式（９．９０），并由 m ｅ ＜＜ m ｉ，即可得到待求的 珔νｅ ｉ 的表达式：

　　 珔νｅ ｉ ＝ ２
１２π３ ／２

e４ n ｉ
ε２

０m１ ／２
ｅ T３ ／２ ｌｎΛ ＝ ２

π
ωｐｅ
Λ ｌｎΛ ＝１．８ ×１０ ５ n２０

T３ ／２
ｋ
　（ ｓ－１ ）

（９．１１０）
我们看到 珔νｅｉ ～ν^ｅｉ ，即在数值系数为 １ 的量级上，净动量交换碰撞频率等于试

探粒子慢化频率的典型值 ν^ｅ ｉ。对于聚变等离子体，由式（９．１１０）可知， 珔τｅ ｉ ＝１／珔νｅ ｉ ～
０．１６ ×１０ －３ ｓ ，远远小于所需的能量约束时间。 因此动量交换能够在能量损失之前
完成。

珔νｅｉ 主要是应用在描述聚变等离子体动量守恒的自洽的流体方程上。 下一章我
们将详细讨论这一重要课题。 结果表明， 珔νｅｉ 的存在使得等离子体小而有限的电阻
率提高了，从而直接影响到对等离子体的欧姆加热。 第 １４ 章还将表明， 珔νｅ ｉ 与物理
空间的粒子扩散系数密切相关。
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9．7．3　净能量交换碰撞频率
净能量交换碰撞频率的计算与前小节的计算非常相似，但有两点必须修正。 第

一，必须计算单次碰撞造成的电子能量损失 Δm ｅ v２ｅ ／２，而不是定向动量损失 Δm ｅ vｅｘ；
其次，式（９．１０５）中函数 F 的不同项对碰撞积分均有非零贡献。

首先考虑每次碰撞的电子能量损失。 在质心系下，任意时刻电子能量可表
示为：

　　 １
２ m ｅ v

２
ｅ ＝m ｅ２ V２ ＋ m ｉ

m ｅ ＋m ｉ
２
v２ ＋m ｒV· v （９．１１１）

因为 V 和 v２ 在碰撞前后守恒，故电子能量损失可以写为：
　　 Δm ｅ v２ｅ ／２ ＝m ｒV· Δv ＝m ｒV· （ v ｉｎ ｉｔｉａ ｌ －v ｆｉｎａｌ） （９．１１２）

下一步，还记得 v ｉｎ ｉｔｉａ ｌ ＝v eX 和 v ｆｉｎａ ｌ ＝v（ ｃｏｓχeX ＋ｓｉｎχe⊥ ） ，由此得：
　　 Δm ｅ v２ｅ ／２ ＝m r vV· ［（１ －ｃｏｓ χ） eX －ｓｉｎ χe⊥ ］ （９．１１３）

同样，第二项对 α积分后平均为零。 其余非零项简化为：

　　 Δm ｅ v
２
ｅ

２ ＝m rV· v（１ －ｃｏｓ χ） ＝ ２b２９０
b２ ＋b２９０m rV· v （９．１１４）

第二项修正是关于 F 内非零项的贡献。 注意到不同的项对 θ和 θ′的依赖关系，
并将它们与式（９．１１４）相应的依赖关系进行比较，可知非零项贡献可以写成：

　　 F ＝ m rV· v
T

ΔT
T （９．１１５）

将各项结合起来并按式（９．９３）进行简化，得到确定 珔νｅｑ 碰撞积分的方程：

　　 ３
２ n
ｄT ｅ
ｄt ＝－（T ｅ －T ｉ）∫fＭｅ fＭ ｉ v m rV· v

T

２ ２b２９０
b２ ＋b２９０ bｄbｄαｄVｄv （９．１１６）

其中， fＭｅ和 fＭ ｉ分别是未扰动的（即等温无平移的）麦克斯韦分布函数，在球面坐标
系下：

　　 V· v ＝Vv［ ｃｏｓθｃｏｓθ′＋ｓｉｎθｓｉｎθ′ｃｏｓ（矱－矱′）］ （９．１１７）
现在可以直接计算出式（９．１１６）的积分。 考虑到 m ｅ ＜＜ m ｉ，我们有：

　　 ３
２ n
ｄT ｅ
ｄt ＝－ ２

４π３ ／２
n ｅn ｉm１ ／２

ｅ e４ ｌｎΛ
m ｉT３ ／２ ε２

０
（T ｅ －T ｉ） （９．１１８）

9919．7　净交换碰撞　



比较式（９．１１６）和式（９．１１０）即可得 珔νｅｑ 的表达式：
　　 珔νｅｑ ＝２ m ｅm ｉ 珔νｅｉ ＝７８ n２０

T ３ ／２
ｋ
　（ ｓ－１ ） （９．１１９）

数值对应于 ５０％唱５０％的 Ｄ唱Ｔ 混合情形。
正如所料，能量交换的碰撞频率远低于动量交换的碰撞频率。 前者比后者要小

一个质量比 m ｅ ／m ｉ 倍。 电子与重离子的碰撞可使其速度方向有大的改变，但它的能
量在很大程度上仍然不变———就好比乒乓球与保龄球碰撞后的反弹。 对于聚变等
离子体， 珔τｅｑ ＝１／珔νｅｑ ～０．４ ｓ ，时间比所需的能量约束时间更短，尽管不是短得很多。
因此（例如）电子在其能量由热传导损失之前，同样有时间将能量转移到离子，并与
离子取得热平衡。

能量平衡碰撞频率在电子、离子和粒子的能量守恒关系上起着重要作用。 显
然，为了产生聚变能，能量必须及时地从电子和 α粒子转移到离子。 α粒子、电子
与冷离子之间的能量平衡没有任何物理意义，因为产生聚变反应需要的是离子而不
是电子。

9．8　本章总结
库仑碰撞引起速度空间和物理空间上的输运。 第 ９ 章重点讨论速度空间的输

运。 几乎所有与各类碰撞频率相关的有用结果都是基于两体库仑碰撞的基本性质，
即粒子的散射角与相对速度和碰撞参数之间的关系： ｃｏｔ（χ／２） ＝ b／b９０ ，其中，
b９０ ＝q１ q２ ／４πε０m r v２ 。

第一类问题是关于单个试探粒子的碰撞频率。 这里我们主要关心是单个试探
粒子在与整群等离子体离子和电子碰撞时造成的定向动量损失。 结果表明，小角散
射碰撞过程是主要损失途径。 事实上，我们需要引进德拜屏蔽概念来为碰撞频率的
求解设置一个有限的约束。 通常，电子唱离子慢化时间尺度为 νｅ ｉ ～（ωｐｅ ／Λ） ｌｎΛ∝
n／T３ ／２ ，对聚变等离子体为亚毫秒量级。 试探粒子的其他碰撞频率的尺度分别为
νｅｅ ～νｅｉ，νｉｉ ～μ１ ／２νｅｉ，νｉｅ ～μνｅ ｉ，这里 μ＝m ｅ ／m ｉ 是质量比。

我们将这种试探粒子碰撞分析应用于如下几种情形。 首先是对简单磁镜进行
再分析。 由于库仑碰撞使得其粒子损失速率主要由离子唱离子碰撞的时间尺度决
定，因此它的 Q 值仅在 １ 的量级。 其次是对 α粒子慢化问题进行研究。 结果表明，
在 ６６０ ｋｅＶ ＜m ｂ v２ｂ ／２ ＜３．５ ＭｅＶ 的能量范围内，α粒子的慢化主要由电子决定。 总
体而言，约 ７０％的 α粒子能量分摊给了电子，３０％给了离子。 然后电子再以电子唱
离子碰撞的平衡时间尺度将能量转移给离子。 整个过程需时约 ０．５ ｓ，这要比能量
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约束时间（通常取 １ ｓ）快，虽然快得不是很多。 最后一项应用是逃逸电子。 在出现
逃逸时，少数电子可以被小的直流电场加速到相对论性速度，其原因在于在大速度
下碰撞频率 νｅ ｉ 和 νｅｅ 对速度 vｅ 的依赖性呈 １ ／v３ｅ 。 逃逸对实验具有破坏性影响，但可
以通过让装置运行于高密度 n２０ ＞０．１ 下来避免。

第二种速度空间输运形式涉及电子和离子之间的动量和能量的净交换。 这里，
对库仑碰撞的后果进行求和时两类成分都需包括在内。 净交换碰撞仅对于不同成
分之间的碰撞才是重要的。 此外，两种成分必须有不同的分布函数，例如，具有不
同温度的平移麦克斯韦分布。 研究表明，动量转移的净交换碰撞频率尺度为 珔νｅ ｉ ～
（ωｐｅ ／Λ） ｌｎΛ∝ n／T ３ ／２ 。 类似的计算表明，能量平衡的净交换碰撞频率要低得多：
珔νｅｑ ～μ珔νｅｉ。 净交换碰撞频率的主要应用是自洽的等离子体流体模型的形式化。 这
是下一章的主题。

参考书目

早期的聚变研究者就意识到，库仑碰撞损失代表着等离子体中能量、粒子和通
量等各种输运损失的不可避免的最低基本约束。 因此，人们在致力于理解库仑碰撞
方面付出了极大的努力。 由于库仑势的弱衰减性，以及包括德拜屏蔽等效应在内的
影响，这一任务的艰巨性超乎人们想象。 几种有用的参考资料如下。

习　题
9．1　考虑两个互斥的粒子。 其中心力势由矱（ r） ＝矱０（ r２０ ／r２） 给出。
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①用启发式论证估计 ９０°散射的动量碰撞截面。
②用精确的粒子轨道方法计算散射角χ与碰撞参数 b之间关系。
③通过对整个散射角χ积分，计算定向动量碰撞频率和相应的散射截面（其中有个积分必须

进行数值计算）。 将这个结果与①得到的结果进行比较。
9．2　考虑带等量异号电荷且质量不同的两个粒子在中心力场 矱（ r） ＝－矱０（ r０ ／r） ４ 下的二体
碰撞。

①写下粒子在质心系下的运动方程。
②计算最小碰撞参数，使其满足质心粒子最终仍能逃脱中心力场。 换句话说，碰撞造成轨道

偏转，但不会将粒子拉向原点 r（ t） →０。 将你的答案表示成 b ＝b（ v０，矱０，r０，q，m１，m２） ，其中，v０
是相对速度。
9．3　本题的目标是要确定从各向异性分布函数弛豫到各向同性的麦克斯韦分布所需的时间。 考
虑这样的等离子体，其电子分布函数为：

　　 fｅ ＝ n０
π３ ／２

m ｅ
２T⊥

m ｅ
２T‖

１ ／２
ｅｘｐ －m ｅ v

２
⊥

２T⊥
－m ｅ v

２
‖

２T‖

假设 T⊥ ＝T＋ΔT／２和 T眬 ＝T－ΔT／２，其中，T ＝（T⊥ ＋T眬）／２，ΔT ＝T⊥ －T眬，且假设ΔT／T ＜＜
１。 按照书中对能量交换碰撞的分析定义：

　　
３
２ n
ｄT⊥
ｄt ＝－３

２ n珔ν⊥ （T⊥ －T‖）
３２ n
ｄT‖
ｄt ＝－３２ n珔ν‖（T‖ －T⊥）

证明： 珔ν⊥ ＝珔ν‖ ，并由此说明同类粒子碰撞的总能量是守恒的。 计算珔ν⊥ ，它是分布函弛豫到
各向异性的特征频率。
9．4　１００ ｋｅＶ的氘束与 １００ ｋｅＶ的氚束发生对心碰撞。 两种束的分布函数可以分别模拟成：

　　 fＤ（v） ＝nＤδ（vx －vＤ）δ（vy）δ（ vz）
　　fＴ（v） ＝nＴδ（ vx －vＴ）δ（vy）δ（vz）

其中， nＤ ＝nＴ ＝nｅ／２；mＤ v２Ｄ／２ ＝mＴ v２Ｔ／２ ＝１００ ｋｅＶ。
①按照书中计算过程给出动量交换碰撞频率珔νＤＴ 的表达式。
②假设 nｅ ＝２ ×１０２０ ｍ －３，计算珔νＤＴ 的值。
③假设动量交换时间与分布函数弛豫到麦克斯韦分布的时间可比拟，试将这一时间与 Ｄ唱Ｔ

聚变碰撞的特征时间进行比较。 如果 Ｄ和 Ｔ均为束流，能否出现聚变碰撞？ 或者说，如果二者已
弛豫到麦克斯韦分布，聚变碰撞能出现在分布函数的尾部吗？
9．5　考虑这样一种情形：回旋加热使得等离子体中的电子发展到高能尾部。 此外，假定所有等离
子体电流均由这些热电子携带。 这表明电子和离子分布函数可以定义为：

　　fｅ（v） ＝ nＢ
π３／２ v３Ｂ

ｅｘｐ －v２v２Ｂ ＋ nＨ
π３ ／２ v３Ｈ

ｅｘｐ －（ vx －u） ２ ＋v２y ＋v２z
v２Ｈ

fｉ（v） ＝ nｉ
π３ ／２ v３ｉ

ｅｘｐ －v２
v２ｉ

202 　第 9章　单粒子运动———库仑碰撞



其中，vＢ ＝（２T／mｅ） １／２；v ｉ ＝（２T／m ｉ） １／２；vＨ ＝（２TＨ／mｅ） １／２。 请注意，T 是大块电子和离子的温度，
TＨ ＞＞ T是高能尾巴的温度。 此外，电中性要求 nｅ≡ nＢ ＋nＨ ＝n ｉ。 电流密度由 J≡ －enｅuｅ ＝
－enＨuｉ给出。 按照对动量交换碰撞的分析定义：

　　 mｅnｅ ｄuｅｄt ≡ －mｅnｅ珔νｅｉ（uｅ －uｉ）
对上述分布函数计算 珔νｅｉ ，并与书中的结果进行比较。 这个结果与你的直觉相符吗？ 解释

理由。
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第 10 章　自洽的双流体模型
10．1　引　言
到目前为止，我们的讨论主要集中在长程电场和磁场下，以及短程库仑碰撞作

用下的单粒子运动，因此不涉及自洽性。 也就是说，我们没有试图要确定单粒子运
动反馈是如何产生电流密度和电荷密度，并改变原有的外加电场和磁场的。 第 １０
章的目标则是要发展自洽的等离子体模型。

自洽性是一个重要问题。 其重要性在于：①提供对约束等离子体的宏观力的物
理理解；②确定横越等离子体的能量、粒子和磁通量的输运；③了解电磁波是如何
在等离子体中传播，从而提供加热和非感应电流驱动的；④了解电流密度和电荷密
度的小扰动是如何能够极大地影响等离子体的宏观和微观稳定性的。

在发展自洽模型过程中我们意识到，有可能采用不同水平的模型来描述等离子
体。 最精确的模型是动理学理论。 这些模型力图确定粒子的分布函数 fｅ （ r，v，t）和
f ｉ（ r，v，t）。 动理学模型非常精确，能解释各种物理现象。 它们的求解也较复杂，结
果较抽象，物理上不是那么直观。 因此，从本书的导论性质看，动理学理论属于高
级课题，有待将来某个时候再来研究。

次一级的描述水平，即本书重点强调的，是宏观流体模型。 这个模型中的基本
未知量都是很容易识别的物理量，如密度、温度、压力等。 与动理学理论相比，其简
单性在于所有这些未知量都只是空间和时间的函数，即 Q ＝Q（ r，t）。 一般来说，流
体模型不如动理学模型准确或完备，但相当简单易解，更易提供物理直观图像。

就聚变研究而言，流体模型提供了对所有重要现象———宏观平衡和稳定、输运、
加热和电流驱动———相当准确的描述。 虽然偶尔有一些重要的物理性质只有动理
学模型才能给出，但流体模型仍不失为一种理想的入门性的聚变研究框架。

应当指出，动理学模型和流体模型不是相互独立的两种描述。 流体模型可以通
过动理学模型的各阶速度矩严格推导出来，矩处理总是使得系统的未知量数多于方
程数，因此必须基于物理上的一些考虑通过某种形式的数学展开来使系统封闭，即
方程的数目 ＝未知数个数。

在第 １０ 章里，我们不是采用更为形式上的数学矩处理技术，而是直接运用物理
直观和一些基于质量、动量、能量守恒等的简单数学来导出自洽的双流体等离子体



模型。 具体来说，就是用这些守恒定律来导出一般的双流体模型，这些守恒定律也
是理解本书其余部分描述的所有重要的聚变等离子体现象的基础。

10．2　流体模型的性质
我们的讨论从描述流体模型的基本性质开始。 这对于建立模型赖以发展的基

本框架是重要的。 讨论的重点是流体描述的内在假设，以及它们对于聚变等离子体
是否有效。
10．2．1　宏观平均量

流体模型的基本思想是：取定流体媒质，在此就是等离子体，然后将其划分为图
１０．１ 所示的小的流动的流体元。 假定每个流体元包含大量粒子，流体元的行为由
其所包含的粒子的宏观性质的平均值描述。 例如，电子数密度 n ｅ 可定义如下。 假
设在 t时刻以点 r为中心的流体元有体积 ΔV，其中包含的电子总数为 N ｅ，则电子的
数密度定义为：

　　 n ｅ（ r，t） ＝粒子数
体积

＝N ｅΔV ＝∫fｅｄv （１０．１）
其中，后一等号将单个粒子的数目与速度上连续的分布函数积分联系起来。 我们看
到，数密度表示的是单位体积上的平均粒子数。 它不涉及速度分布的细节，只与全
部粒子的积分有关。

图 10．1　将等离子体分割成小的流体元
类似地，在流体模型里，我们定义一个宏观流速 u ｅ 作为该流体元所含全部电子

的平均速度：
　　 u ｅ（ r，t） ＝粒子速度总和

粒子数
＝v１ ＋v２ ＋v３ ＋… ＋vn

N ｅ
＝ １
n ｅ∫vfｅｄv （１０．２）
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这里同样只有平均信息，不涉及 u ｅ 所含的单个速度。
因此，等离子体的流体描述关心的是模型的演化。 为此我们需要一组耦合的偏

微分方程来描述等离子体重要宏观属性的演化。 就目前而言，这些属性包括数密度
n ｅ（ r，t）、n ｉ（ r，t），宏观流速 uｅ（ r，t）、u ｉ（ r，t），压强 pｅ （ r，t）、p ｉ（ r，t）和温度T ｅ（ r，t） 、
T i（ r，t）。 眼下只有宏观压强和温度尚未获得像它们自然出现在分析里那样的
定义。
10．2．2　流体元的大小

流体模型有效性的另一个属性是流体元的大小。 要使流体模型有效，每个流体
元大小范围的规定就必须满足两个看似矛盾的要求。 一方面，流体元不能太小，如
果太小，则流体元内只包含少数粒子，这样的平均从统计学角度看没有什么意义。

另一方面，如果流体元太大，空间分辨率将丧失，降低精确性是不可接受的。 事
实上，对于聚变等离子体，能满足这两个约束的流体元大小的范围很宽，因此，至少
从平均的角度来看，流体模型是行得通的。 作为例子，我们来考虑 nｅ ＝１０ ２０ ｍ －３

的

聚变等离子体。 对于大多数磁流体力学现象，流体元的线性尺度取 Δx ＝１０ －５ ｍ 量
级就可以给出很好的空间分辨（要知道等离子体的宏观尺度是 １ ｍ）。 这相当于流
体元体积ΔV ＝（Δx） ３ ＝１０ －１５ ｍ３ ，其中的总电子数为 N ｅ ＝n ｅΔV ＝１０ ５ ＞＞ １，因此，能
满足这两点看似矛盾的要求的尺寸范围是很宽的。
10．2．3　等离子体流体模型的用途

即使将等离子体细分成小流体元，并算出每个流体元各种属性的平均值这种做
法行得通，也仍然不能保证流体模型就一定有用。 为了理解这个问题，我们考虑一
种非常熟悉的流体———大气压下的空气。 大气很容易满足上述两项要求。 而且空
气还具有另一个重要性质———每个流体元内的分子运动主要是碰撞。 碰撞使分子
紧紧约束在物理空间内。 分子做轨道运动时，其瞬时速度可以有不同的大小和方
向，但却不能轻易地远离相邻的分子。 多次碰撞使得方向不断发生随机变化，这意
味着一个给定粒子或多或少地局限于某个区域，其大小相当于平均自由程距离。 结
论是，每个流体元内的分子形成一个明确的粒子群，其同一性在系统随时间演化时
保持不变。 这种由高碰撞率造成的相干性正是流体模型能够用于说明空气的主要
原因。 每个流体元基本上相当于一个具有质量 mnΔV 和速度 u 的“超级粒子”。

基于上述讨论，我们很想知道为什么流体模型可以用于研究聚变等离子体，因
为已经证明聚变等离子体近乎是无碰撞的。 答案有点儿微妙。 在垂直于磁场的方
向上，小的回旋半径起着维持粒子彼此接近的作用，即使这些粒子的垂直速度千差
万别。 这里磁场取代了碰撞，为流体元内的粒子提供了垂直方向上的相干性。 反
之，粒子在平行于磁场的方向上则可以自由移动。 同一流体元中的两个具有不同平
行速度的粒子很容易沿着磁场 B 分离较大的距离，从而阻碍了平行方向上粒子间
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相干性的发展。
结论是，等离子体在垂直于磁场的方向上表现出类流体的行为，但在平行方向

上则没有。 一般来说，平行运动必须用动理学理论来处理，这是一项更艰巨的任
务。 为了避开动理学的困难，人们往往出于方便考虑而将类流体处理延伸到平行方
向上，尽管这么做有点令人担忧，因为这是一个无效的假设。

但实际情形并不像听起来那么坏。 后文将表明，对于许多聚变等离子体的现
象，平行运动不是主要的，而流体模型只是在平行运动变得重要时才是不合适的。
在另一些现象里，流体模型抓住了部分而非全部的物理本质。 这时我们获得的是定
性上正确的总体物理图像，尽管要准确详细了解需要更复杂的动理学模型。 最后，
在有些情况下，用流体模型来处理平行运动根本就是错误的，好在这样的现象为数
不多。

总之，鉴于本书的入门性质以及流体模型相对于动理学模型的明显的简单性，
采用流体模型作为主要分析方法是不言而喻的。 因此在本章及本书余下部分里，我
们将着重用纯流体模型来描述聚变等离子体。 但必须指出，当平行方向运动变得重
要时这种处理是不适当的。

现在我们就来在质量、动量和能量守恒的基础上着手建立自洽的双流体模型，
并用它来描述等离子体流体变量（密度、速度、压强和温度）的演化。 一旦完成了这
一步，我们就将这一模型与麦克斯韦方程组耦合，构成封闭的描述体系。

10．3　质量守恒
首先考虑质量守恒。 目的是要导出每种成分的质量守恒方程。 一般来说，方程

应只涉及基本的未知流体变量以及电场和磁场。 虽然读者对最终的守恒关系可能
很熟悉，但我们在此给出了计算的详细过程，因为后面对动量和能量守恒关系的推
导可能没有这么直观。

另外要指出的是，这些守恒律的推导是在随流体移动的拉格朗日坐标系进行
的，最后再转换到由欧拉坐标系表征的实验室参照系。 原因是在拉格朗日坐标下推
导守恒律较为简单直观，但结果的应用则是在欧拉坐标系下更方便。 这种方便性是
与 E 和 B 的规定，以及固定的欧拉坐标系下边界条件的确定密切关联的。

在推导开始前，我们先给出质量守恒所依据的基本物理假设：等离子体是一种
其粒子数既不增加也不减少的电离气体。 这一假设忽略了电离和复合等过程，这是
因为在聚变温度下，等离子体早已完全电离，电离和复合等过程可忽略不计。 这里
还忽略了引起聚变反应的碰撞过程，在现有实验条件下，这种碰撞还非常罕见。 即
使在反应堆情形下，聚变碰撞也只是逐渐耗尽 Ｄ唱Ｔ 等离子体燃料。 通过引入第三种
粒子成分———α粒子，并在守恒关系中加入粒子源和汇，我们很容易将这一效应包
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括进来。 但目前为了简单起见，我们只考虑电子和离子成分，忽略 α粒子的影响。
有了这些假设，我们可以很容易地在拉格朗日坐标系下来描述质量守恒关系。

这种关系对电子和离子均有效，因此为方便起见，下面推导中我们略去了表示成分
的下标。 假设在 t ＝０ 时刻，体积为 ΔV ＝ΔxΔyΔz 的小流体元含有总数为 N ＝nΔV
的粒子（图 １０．２）。 与流体图像一致，这些粒子彼此间距离很小且沿平稳轨道运动。
由于粒子既不增加也不减少，故质量守恒要求：

　　 流体元内粒子数的时间导数 ＝ｄN／ｄt ＝０ （１０．３）
这里时间导数沿轨迹取。 稍作变换，式（１０．３）可以改写成如下的熟悉形式：

　　 ｄNｄt ＝ΔV ｄnｄt ＋n
ｄΔV
ｄt （１０．４）

其中，
　　 ｄΔVｄt ＝ΔyΔz ｄΔxｄt ＋ΔxΔz ｄΔyｄt ＋ΔxΔy ｄΔzｄt （１０．５）

虽然流体元内粒子总数不变，但是数密度和流体元的体积均可变。

图 10．2　粒子数为常数的流体元的拉格朗日轨道
体积元的变化可以写成一种更方便的形式，如图 １０．３ 所示。 这里为了简单起

见，我们只考虑 x 方向的情形。 在 t 时刻，流体元左、右侧界面的位置分别为 x１ ＝
x －Δx／２ 和 x２ ＝x ＋Δx／２ 。 界面上相应的速度分别是 u x（ x１ ）和 u x（ x２ ） 。 经过Δt时
间后，界面移动到了新的位置： x′１ ＝x１ ＋ux（ x１ ） ｄt和 x′２ ＝x２ ＋u x（ x２ ）ｄt 。 新流体元
的宽度为 Δx′＝x′２ －x′１ ，与原流体元宽度 Δx ＝x２ －x１ 的关系为：

　　 Δx′＝Δx ＋［u x（ x２ ） －u x（ x１ ）］ｄt≈Δx ＋矪u x
矪xΔxｄt （１０．６）
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其中，最后一步是对小量 Δx 的泰勒展开。 因此，Δx 的时间变化率可以表示为：
　　 ｄΔxｄt ＝Δx′－Δx

ｄt ＝矪ux
矪xΔx （１０．７）

y 和 z 方向上的表达式与此类似。
将这些结果综合起来即导出下列 ｄN／ｄt的表达式：
　　 ｄNｄt ＝ΔV ｄnｄt ＋n

矪ux
矪x ＋n 矪uy矪y ＋n 矪u z矪z ＝ΔV ｄnｄt ＋n

Δ· u ＝０ （１０．８）

图 10．3　在Δt的时间里流体元线度Δx的变化
（图中所示运动相当于压缩： Δx′＜Δx）

　　利用下述关系，将拉格朗日方程式（１０．８）里 n 的时间导数变换到欧拉坐标
系下：

　　 ｄn
ｄt 拉格朗日

＝ 矪n矪 t ＋u· Δn
欧拉

（１０．９）
我们就得到了质量守恒的最后形式。 分别写出欧拉坐标系下的电子和离子的质量
守恒方程，式（１０．８）简化为：

　　
矪n ｅ
矪 t ＋ Δ· （nｅu ｅ） ＝０
矪n ｉ
矪 t ＋ Δ· （n ｉu ｉ） ＝０

（１０．１０）

这就是我们要求的质量守恒关系式。
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10．4　动量守恒
10．4．1　基本原理

下一项要推导的是动量守恒关系。 所依据的基本物理原理是牛顿运动规律。
将这一定律应用到移动的流体元上，可得到动量守恒所要求的如下关系：

　　 ｄ
ｄt（动量） ＝流体元上的受力 （１０．１１）

对于等离子体，需要列入的力有：①电场力；②磁场力；③压强梯度力；④净动量
交换碰撞力。 在此引力可以忽略不计。 黏滞力也可以忽略，因为大多数情况下黏滞
系数并不很大，而且等离子体也不是运动得非常快或是形成了狭窄的边界层，只有
在非常边缘的区域是个例外。 因此，黏滞性很少在等离子体中起着主导作用。

现在，我们对电子情形逐项考虑式（１０．１１）的力，以便求得动量守恒关系。 通
过简单置换下标就可以得到相应的离子动量守恒方程。
10．4．2　惯性力

先考虑含有 N ｅ ＝nｅΔV 个电子的小流体元。 单个电子的平均动量为 m ｅu ｅ，因此
流体元的总动量为合计动量 m ｅu ｅN ｅ。 式（１０．１１）的左边代表了惯性力，现在可以
写成：

　　 ｄ
ｄt（动量） ＝ ｄｄt（m ｅn ｅΔVu ｅ） （１０．１２）

由质量守恒知，n ｅΔV ＝常数，故上式可改写成：
　　 ｄ

ｄt（动量） ＝ΔVm ｅn ｅ 抄
抄t ＋u ｅ· Δ u ｅ （１０．１３）

这里已变换到欧拉坐标系下。
10．4．3　电场力

下一步要计算的是式（１０．１１）右边出现的各种力。 其中第一个要考虑的是电
场力。 由于每个电子具有电荷 －e，故流体元中的总电荷为 Q ｅ ＝ －eN ｅ。 这些电荷
受到的电场力为 Q ｅE，亦可改写成：

　　 电场力 ＝Q ｅE ＝－ΔVen ｅE （１０．１４）
这个表达式隐含这样一个假设：E（ r，t）是由集体效应产生的长程、平稳电场。 与库
仑碰撞相关的短程电场将放在碰撞力中处理。
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10．4．4　磁场力
第二个是磁场力，由于流体元有电荷 Q ｅ，平均速度为 uｅ ，故受到的洛伦兹力为

Q ｅu ｅ ×B，它可以表示为：
　　 磁场力 ＝Q ｅuｅ ×B ＝－ΔVenｅu ｅ ×B （１０．１５）

10．4．5　压强梯度力
对动量守恒有贡献的下一个力是压强梯度力。 为了导出这个宏观力，我们必须

从微观上考察电子流入流出界面的情形。 出现这个力不是因为流体元中电子都以
宏观速度 u ｅ 运动，uｅ 只是所有速度的平均值。 每个电子的实际速度是 v ＝u ｅ ＋w，
这里 w 是电子的热速度，它的值对不同的电子是随机分布的。 当对分布函数求平
均后，依照定义有棟 v棡 ＝u ｅ，棟w棡 ＝０。

考察图 １０．４ 所示的热动量流穿过流体元界面的情形，这有助于我们理解压强梯
度力。 考虑电子在其中静止的参照系（即 uｅ ＝０ 的参照系）下的右侧界面。 如果 w 的
x分量是正的（w x ＞０），则流体元中紧邻界面内侧具有热动量 ｍ ew 的电子将逃离流体
元。 这标志着流体元损失了 x方向的定向动量。 同样，紧邻界面外侧的具有 w x ＜０ 的
电子将进入流体元。 注意，它们也使流体元损失了 x 方向的定向动量，因为它们增加
的是负动量（w x ＜０）。 对左侧界面情形可做类似分析，只是这种情况下进入和退出粒
子增加了 x方向的定向动量。 如果每个界面得到的和损失的动量不完全平衡，流体元
的动量就会有一个净增量（可以为负）。 正是动量的这种变化产生了压强梯度力。

图 10．4　u ＝０ 参照系下看到的热动量的流动
以下推导我们仍只考虑 x 方向上的情形。 注意到在 x ＋Δx／２ 位置单位时间内

具有正 x 方向定向速度 w x 的电子离开流体元的数目是：
　　离开的电子数／ｓ ＝粒子通量×截面积 ＝｛［（fｅ（r，w，t）ｄw）（wx）］（ΔyΔz）｝ x ＋Δx／２

（１０．１６）
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如果每个这种电子有动量 m ｅw，那么右侧界面单位时间的动量损失为：单位时
间离开的粒子数乘以每个粒子的动量，即（粒子通量） ×（面积） ×（m ｅw） 。 对所有
w x ＞０ 的 w 求和（即积分） ，即可得到移出粒子带走的总动量：

　　 动量损失 ／ｓ ＝ ΔyΔz ∫
w x＜０
m ｅw w x fｅ（ r，w，t）ｄw

x ＋Δx／２
（１０．１７）

对 w x ＜０ 的粒子进入流体元的情形进行完全类似的计算，它们也表示动量
损失：

　　 动量损失 ／ｓ ＝ ΔyΔz ∫
w x＜０
m ｅw w x fｅ（ r，w，t）ｄw

x ＋Δx／２
（１０．１８）

假定 w 的分布函数均为麦克斯韦分布（ fＭ ，即实验室系下平移了的麦氏分布） ，
则上述积分的和很容易计算出来：

　　 ∫
w x＜０

＋ ∫
w x＞０
m ｅw w x fｅ（ r，w，t）ｄw ＝e x∫m ｅw２

x fＭ ｄw ＝ex p ｅ （１０．１９）

其中 p ｅ ＝nｅT ｅ 是电子的压强。 这样每秒粒子进入和退出流体元造成的动量总损失
可以写成：

　　 总动量损失 ／ｓ ＝e xΔyΔzp ｅ ｜x ＋Δx／２ （１０．２０）
如所预料，这个力等于压强乘以面积。 对左侧界面进行类似的计算表明，热运动造
成的总动量增量为：

　　 总的动量增量 ／ｓ ＝exΔyΔzp ｅ ｜x －Δx／２ （１０．２１）
计算每秒得到的净动量增长并对小 Δx 作泰勒展开，即得到待求的压强梯

度力：
　　 压强梯度力 ＝ΔyΔz（ p ｅ ｜x －Δx／２ －pｅ｜x ＋Δx／２ ） e x

＝－ΔV 矪p ｅ矪x e x
＝－ΔV（Δp ｅ） （１０．２２）

显而易见，这个最终形式很容易推广到三维情形。
10．4．6　碰撞摩擦力

最后我们来看动量交换碰撞引起的力。 如果电子的流体速度比离子大（ u ｅ ＞
u ｉ） ，则电子与离子因库仑碰撞造成的摩擦在电子上产生一个拖曳力。 单位体积的
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电子和离子受到的这种阻力已经在第 ９ 章有过计算，这里只要简单乘以 ΔV 即可得
到所要求的结果：

　　
电子受到的阻力 ＝ΔVm ｅnｄu ｅｄt 碰撞

＝－ΔVm ｅn珔νｅｉ（u ｅ －u ｉ）

离子受到的阻力 ＝ΔVm ｉnｄu ｉｄt 碰撞

＝＋ΔVm ｉn珔νｅｉ（uｅ －u ｉ）
（１０．２３）

其中，

　　 珔νｅ ｉ ＝ ２
１２π３ ／２

ｅ４ n ｉ
ε２

０m１ ／２
ｅ T３ ／２ ｌｎΛ ＝１．８ ×１０ ５ n２０

T３ ／２
ｋ

　（ ｓ－１ ） （１０．２４）

10．4．7　动量守恒方程
现在所有的力都已计算出来。 将这些力综合起来即得到描述电子和离子的动

量守恒方程所需的宏观流体组：

　　 m ｅnｅ 矪矪t ＋u ｅ· Δ uｅ ＝－e n ｅ（E ＋u ｅ ×B） －Δp ｅ －m ｅn ｅ珔ν ｅ ｉ（u ｅ －u ｉ）
　　m ｉn ｉ 矪矪t ＋u ｉ· Δ u ｉ ＝e n ｉ（E ＋u ｉ ×B） －Δp ｉ －m ｅnｅ珔ν ｅ ｉ（u ｉ －uｅ）

（１０．２５）
物理上还有一点值得讨论。 到底在推导过程中的什么地方出现过高碰撞率对

低碰撞率的问题？ 这个问题直接影响到流体描述的有效性。 答案是在计算压强梯
度力时采用的麦克斯韦分布函数假设。 对于那些时间尺度上慢于碰撞时间尺度的
等离子体现象，麦克斯韦分布的假设是有效的。 碰撞将使得等离子体迅速回到麦克
斯韦分布。

然而，许多（也许大多数）等离子体现象都发生在更快的时间尺度上。 例如，宏
观平衡和稳定、射频加热和电流驱动，以及各种等离子体微观不稳定性等都涉及更
快的时间尺度。 因此，即使等离子体的初始分布是麦克斯韦分布，它对这些作用的
时间响应通常本质上都是非麦克斯韦的，即等离子的响应不是像推导中假设的那样
是一种在各向同性标量压强下的响应，而是在磁场造成的低碰撞率、固有各向异性
情形下的响应。 一般来说，正确处理这些效应需要用到动理学模型。 但其实，关于
等离子体高碰撞率和压强的各向同性的这种不正确假设带来的影响往往并不重要，
或至少不是主要的影响。 因此，流体描述对于理解聚变等离子体的行为还是能够提
供一个相当不错的基础。
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10．5　能量守恒
10．5．1　基本原理

本小节我们来考虑等离子体热能。 注意到动能守恒可通过式（１０．２５）点乘 u ｅ
或 u ｉ 来得到。 但是，这样处理不提供任何新信息。

支配内能的基本原理可概述为如下公式：
　　 ｄ

ｄt（内能） ＝净加热功率 （１０．２６）
净加热功率定义为使等离子体温度提高（而不是驱动有序的宏观运动）的净功率。 对
净加热功率有贡献的有很多项，分别属源项和汇项，罗列如下：①对等离子体流体元
进行压缩或扩张的做功功率；②热传导引起的能量损失速率；③欧姆加热功率；
④外部辅助加热功率；⑤α加热功率；⑥轫致辐射损失；⑦库仑碰撞使得温度趋于平
衡的从一种成分到另一种成分的能量损失（或获得）速率。 下面我们逐个计算。
10．5．2　内能变化率

计算内能最简单的方法是取流体元在其中静止（ u e ＝０）的参照系（和前面一
样，仅就电子进行推导，然后更换下标给出离子的关系）。 众所周知，实验室参照系
下的平移麦克斯韦分布在随机速度 w 的静止参照系下变成了定态麦克斯韦分布。
在静系下每个电子只有随机热能（m ｅw２ ／２）。 因此，流体元内每个粒子的平均内能
由下式给出：

　　 内能 ／粒子数 ＝ １
n ｅ∫m ｅw２

２ fＭ ｄw ＝ ３
２ T ｅ （１０．２７）

小流体元的总内能为（３Tｅ ／２） n ｅΔV。 这个量的时间变化率对应于功率平衡方
程的左边：

　　 ｄ
ｄt（内能） ＝ ｄｄt ３

２ nｅΔVT ｅ
＝ ３

２ n ｅΔV 矪矪t ＋uｅ· Δ T ｅ （１０．２８）

10．5．3　压缩功
１０．４．５ 节曾表明，微观随机运动引起流体元各个面上的压强。 这些压强的不平

衡引起宏观压强梯度力。 下面我们将证明，即使不存在压强梯度，但只要作用在流体
元表面的宏观流体的速度不平衡，外力就会通过压缩流体元而做功。 由于没有压强梯
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度，这种压缩功不会造成流体元宏观速度（uｅ ）和相应的宏观能量（mｅuｅ ２ ／２）的改变，
而是完全转化为内能。 它在功率平衡方程里表现为热力学里熟悉的“pｄV”项。

压缩项很容易计算，如图 １０．５ 所示。 先看左侧界面。 在静系中 t 时刻，左侧界
面以宏观速度 ux（ x１） －u x （ x） 运动（其中， x１ ＝x －Δx／２ ）。 经过无限小时间 Δt后，
这个面向右移动到新位置 x′１ ＝x１ ＋［u x（ x１ ） －ux（ x）］ｄt 。 如果 x１ 处的压强记为
p（ x１ ） ，于是移动这个面做的功等于作用在这个面上的力乘以距离：

　　 左边界做功 ＝［ p（ x１ ）ΔyΔz］（ x′１ －x１ ）
＝［ p（ x１ ）ΔyΔz］［u x（ x１ ） －u x（ x）］ｄt （１０．２９）

类似地，可以算出流体元右侧界面上的压缩功：
　　 右边界做功 ＝－［ p（ x２ ）ΔyΔz］（ x′２ －x２ ）

＝－［ p（ x２ ）ΔyΔz］［u x（ x２ ） －u x（ x）］ｄt （１０．３０）
其中 x２ ＝x ＋Δx／２ 。 注意：负号的存在是由于右侧界面的“压缩”对应于沿负 x 方
向向左移动。

图 10．5　在 u ＝０的静止参照系下，流体元因 ux 的梯度而被压缩
通过压缩加热等离子体的功率等于两表面上所做功之和的时间变化率：

　　压缩功 ＝（左面的功 ＋右面的功）
ｄt

＝ΔyΔz［p（x１）］［ux（x１） －ux（x）］ －ΔyΔz［p（x２ ）］［ux（x２） －ux（x）］
（１０．３１）
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对小量 Δx 作泰勒展开：
　　 压缩功 ＝－ΔV p 矪u x矪x ＝－ΔV（ p ｅ Δ· u ｅ） （１０．３２）

式（１０．３２）即是待求的表达式，最后这步等号表示的是推广到三维情形。 我们
看到，如所预料，压缩力取决于流速的不均匀性，而与压力梯度无关。
10．5．4　热传导

热传导功率属于功率平衡关系里的微观效应，与动量方程里的压强梯度力好有
一比，只是显得更微妙。 热导率涉及粒子随机运动引起的穿越流体元界面的热能流
动，其静系下的几何图像如图 １０．６ 所示。

图 10．6　u ＝０ 参照系下看到的热能流动
我们先集中考虑左侧界面。 考虑流体元中紧邻界面内侧具有热能 mw２ ／２ 的粒

子（出于方便，成分下标暂时均略去） 。 假设粒子具有负 x 方向的随机速度（w x ＜
０），则单位时间内粒子逃离的数目等于通量乘上面积：ｄN ｏｕｔ ＝（w x fｄw）ΔyΔz。 单位
时间内由这些粒子造成的热能损失则为（mw２ ／２）ｄN ｏｕ ｔ ＝（mw２ ／２）（w x fｄw）ΔyΔz（对
于 w x ＜０ 情形）。 类似地，单位时间粒子由左侧进入流体元而增加的热能为（mw２ ／
２）ｄN ｉｎ ＝（mw２ ／２）（w x fｄw）ΔyΔz（对于 w x ＞０ 情形）。 注意，与计算压强梯度力时的
情形不同，这里对于给定界面的输入输出的热能是相互抵消的。 而压强梯度力由于
动量具有正负矢量方向因而可以是加大的。

因此，单位时间从左侧进入流体元的净热能增量为所有粒子速度的贡献之和
（包括正的和负的 w x）：

　　 能量增量 ／ｓ ＝ΔyΔz∫（mw２ ／２）w x fｄw
x －Δx／２

（１０．３３）
前面所说的微妙之处正体现在这里。 对于麦克斯韦分布函数，由于积分的奇对

称性，上述积分严格平均为零。 但实际上，热传导效应是大多数聚变等离子体中最
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主要的损失机制。 这种表观矛盾可以通过如下解释来化解：实际分布函数并非单纯
的麦氏分布函数，而是麦氏分布加上速度奇对称的额外贡献。 这样， f 的奇对称部
分与速度的奇对称性共同产生具有偶对称的被积函数，从而使热传导损失不为零。
但这种奇对称部分对压强梯度没有影响，故那里积分平均为 ０。

定性上解释了数学上的困难，我们仍面临如何计算 f 的奇对称分量的问题。 这
种计算很复杂，涉及包含库仑碰撞的等离子体动理学模型的求解，它已经超出了本
书的范围。 较方便的办法是通过引入热通量矢量 q（ r，t），其 x 分量定义为：

　　 q x（ r，t） ＝∫（mw２ ／２）w x fｄw （１０．３４）
聚变等离子体的 q x（ r，t）的具体形式见第 １４ 章。 在那里我们通过一种简单的

启发式论证消除了复杂计算的必要性。 结果表明， q x ≈－κxx（抄T／抄x） ，导热率 κxx
的显性近似关系也一并导出。 眼下，热传导对双流体能量方程的贡献仍用尚待计算
的热通量矢量 q x（ r，t）来表示。

在此讨论的基础上，穿过左侧界面的单位时间热能增量可以改写为：
　　 能量增量 ／ｓ ＝ΔyΔz（ q x） ｜x －Δx／２ （１０．３５）
类似地，穿过右侧界面的单位时间热能增量为：
　　 能量增量 ／ｓ ＝－ΔyΔz（ q x） ｜x ＋Δx／２ （１０．３６）

负号是因为在右侧界面上增益和损失的方向均与左侧的相反，w x 要变号。
将式（１０．３５）和式（１０．３６）结合起来，即得到所需的热传导功率增益表达式：
　　 热传导功率 ＝ΔyΔz［（ q x） ｜x －Δx／２ －（ q x） ｜x ＋Δx／２ ］

＝－ΔV 矪q x矪x ＝－ΔV（Δ· q ｅ） （１０．３７）
最后这步等号表示的是推广到三维情形。
10．5．5　α粒子功率

我们已经在第 ３ 章对α功率密度进行了计算，并用于功率平衡的深入讨论。 此
外，电子和离子之间的功率分配也已在第 ９ 章讨论高能离子慢化时给予了推导。 将
这些结果结合起来即得到如下的 α功率表达式：

　　
转移到电子的 α功率 ＝ΔV F

（ α）
ｅ
４ Eαn２ｅ 枙σv枛

转移到离子的 α功率 ＝ΔV １ －F （ α）
ｅ

４ Eαn２ｅ 枙σv枛
（１０．３８）

71210畅5　能量守恒　



其中， F （ α）
ｅ ＝T ｃ ／（T ｃ ＋T） 是电子吸收的功率份额，Tｃ ＝３３ ｋｅＶ，在 F （α）

ｅ 表达式里，
T ｅ≈ T ｉ≡ T。
10．5．6　外部辅助加热功率

在研究功率平衡关系时我们已经对外部加热功率进行了详细讨论。 总的外部
辅助加热功率（主要是中性束或微波功率）定义为 ΔVS ａ。 这里 S ａ （ r，t）假设为空间
和时间的已知函数。 电子和离子之间的功率分配用 F （ ａ）

ｅ 来表示电子取得的份额。
真实的分数 F （ ａ）

ｅ 值只有到外部加热源的类型确定后才能确定。 这一点我们留待第
１５ 章考虑加热和电流驱动问题时再作详细讨论。 眼下不妨假定 S ａ （ r，t）和 F （ ａ）

ｅ 均

为已知量。 根据这一假设，外部加热功率的贡献可以写为：

　　电子得到的加热功率 ＝ΔVF （ ａ）
ｅ S ａ

离子得到的加热功率 ＝ΔV（１ －F （ ａ）
ｅ ）S ａ （１０．３９）

10．5．7　欧姆加热功率
欧姆功率由作用在电子上的摩擦力引起。 当电子在电场作用下经过离子附近

与之发生库仑碰撞时，碰撞摩擦力即对电子做功产生热量，由此形成欧姆功率。 因
此直观上理解，可以认为是优先加热电子，事实也确实如此。 下面，我们基于简化
了的流体动量方程的简单计算证明，欧姆功率由ηJ２ 给定。 计算还将根据碰撞频率
给出电阻率的值，并确定功率在电子和离子之间的分配。

考虑简单的零维双流体模型，其中力的来源有惯性、动量交换碰撞和 t ＝０ 时刻
投入的恒定电场。 于是模型简化为：

　　
m ｅ
ｄuｅ
ｄt ＝－eE －m ｅ珔νｅ ｉ（u ｅ －u ｅ）

m ｉ
ｄu ｉ
ｄt ＝eE ＋m ｅ珔νｅ ｉ（u ｅ －u ｉ）

（１０．４０）

假设电子和离子由静止开始运动。 此外，为数学上简单计，假定 珔νｅ ｉ ＝常数。 考
虑到 m ｅ ／m ｉ ＜＜ １，故式（１０．４０）的解可由下式给出：

　　
u ｅ ＝－ eE

m ｅ珔νｅ ｉ（１ －e－珋ν ｅｉt）硳 － eE
m ｅ珔νｅ ｉ

u ｉ ＝ ｅE
m ｉ珔νｅｉ（１ －e－珋ν ｅｉt）硳 eE

m ｉ珔νｅ ｉ
（１０．４１）

第二种形式对应于稳态值。 正如所料，动量守恒导致电子的速度比离子的速度
要高得多，这是因为电子质量很小的缘故。

下一步，注意到由电场传递给电子流体元的稳态功率等于单位粒子受力乘上粒
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子平均速度再乘上流体元内粒子数，即 （ －eE）（ u ｅ）（ nｅΔV） ，这正是转换成热能的
功率。 对离子也有类似的表达式，但要小 m ｅ ／m ｉ 倍，故可忽略不计，即电场主要是
加热电子。 因此，稳态欧姆加热功率可写为：

　　欧姆加热电子 ＝ΔVm ｅnｅ珔νｅ ｉu２ｅ
欧姆加热离子 ≈ ０ （１０．４２）

最后一步是依据电流密度 J 的定义： J ＝ e（n ｉu ｉ －n eu ｅ） 。 在目前情形下，
J ≈－en ｅu ｅ e x 。 消去 u ｅ 即得到所需的电子的欧姆加热功率表达式：

　　 欧姆加热到电子 ＝ΔVηJ２ （１０．４３）
其中，电阻率 η由下式给出：

　　 η＝m ｅ珔νｅ ｉ
e２ n ｅ

（１０．４４）
关于电阻率的更详细的讨论见第 １１ 章，其中包括一些微妙的考虑，但只影响到式

（１０．４４）前面的系数，约增大到 ２ 倍。 眼下主要考虑代入珋νｅ ｉ 的值，从而得到下式：
　　 η＝ ２

１２π３ ／２
e２m１ ／２

ｅ

ε２
０ T３ ／２

ｅ
ｌｎΛ ＝６．５ ×１０ －８ １

T３ ／２
ｋ

　（Ω· ｍ） （１０．４５）

即电阻率与密度无关，但与 T ３ ／２
成反比。 对于聚变等离子体，η≈１．１ ×１０ －９ Ω· ｍ，

这个值大约比铜的电阻率高 ２０ 倍。
10．5．8　轫致辐射

等离子体辐射的主要损失是由轫致辐射引起的，这已在第 ３ 章计算过。 由于这
种辐射源自电子的加速，因此轫致辐射在电子能量方程里是作为损失项出现的。 在
离子能量方程里它的直接影响可以忽略不计。 对于小的等离子体流体元，从第 ３ 章
知，其辐射损失可由下式给出：

　　
电子辐射损失 ＝ΔV ２ １ ／２

３π５ ／２
e６

ε３
０ c３ hm３ ／２

ｅ
Z ｅ ｆｆn２ｅ T１ ／２

ｅ

＝ΔVC Ｂ n２２０ T１ ／２
ｋ 　（Ｗ／ｍ３ ）

离子辐射损失 ≈ ０
（１０．４６）

其中，对于 Z ｅ ｆｆ ＝１；CＢ ＝５．３５ ×１０ ３ 。
10．5．9　能量平衡

影响功率平衡的最后一项是能量交换碰撞。 如果电子比离子热，则库仑碰撞导
致电子失去能量而离子获得能量，直到温度达到平衡。 在第 ９ 章里我们已经计算过
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趋向平衡的速率，这里简单乘以 ΔV 即得到待求的结果：

　　
电子平衡功率 ＝－３

２ ΔVnｅ珔νｅｑ（Tｅ －T ｉ）
离子平衡功率 ＝＋３

２ ΔVnｅ珔νｅｑ（Tｅ －T ｉ）
（１０．４７）

其中 珔νｅｑ ＝２（m ｅ ／m ｉ）珔νｅ ｉ 。
10．5．10　能量守恒方程

能量守恒所涉及的各项现在都已经计算完毕。 将这些项综合起来即得到所需
的描述能量守恒的宏观磁流体方程组：

对电子：
　　 ３

２ nｅ 矪矪t ＋u ｅ· Δ T ｅ ＋p ｅ Δ· u ｅ ＋ Δ· qｅ ＝Sｅ

　　S ｅ ＝F
（ ａ）
ｅ
４ E ａn

２
ｅ 枙σv枛 ＋F （ ａ）

ｅ Sα ＋ηJ２ －CＢ n２ｅT１ ／２
ｅ －３

２ n ｅ珔νｅｑ（T ｅ －T ｉ）
（１０．４８）

对离子：

　　 ３
２ n ｉ 矪矪t ＋u ｉ· Δ T ｉ ＋p ｉ Δ· u ｉ ＋ Δ· q ｉ ＝S ｉ

　　S ｉ ＝１ －F （ ａ）
ｅ

４ E ａn２ｅ 枙σv枛 ＋（１ －F （ ａ）
ｅ ）S ａ ＋３

２ nｅ珔νｅｑ（Tｅ －T ｉ）
（１０．４９）

10．6　本章总结
双流体模型由电子和离子的质量守恒、动量守恒、能量守恒等方程加上麦克斯

韦方程组成。 流体变量通过有关定义与麦克斯韦方程相耦合。 这些定义将数密度
（n ｅ，n ｉ）和流速（u ｅ，u ｉ）与电流密度 J 和电荷密度 σ联系起来。 具体来说就是， J ＝
e（n ｉu ｉ －n ｅuｅ） 和 σ＝e（n ｉ －n ｅ） 。 模型中的基本未知量是 n ｅ，n ｉ，u ｅ，u ｉ，T ｅ，T ｉ，E，
B。 此外，压强与密度和温度有简单关系 p ｅ ＝n ｅTｅ 和 p ｉ ＝n ｉT ｉ。 完备的双流体模型
罗列如下：

1．质量守恒

　　
矪n ｅ
矪 t ＋ Δ· （nｅu ｅ） ＝０
矪n ｉ
矪 t ＋ Δ· （n ｉu ｉ） ＝０

（１０．５０）
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2．动量守恒

　　
m ｅnｅ 矪矪t ＋u ｅ· Δ u ｅ ＝－e n ｅ（E ＋u ｅ ×B） － Δp ｅ －m ｅnｅ珔νｅｉ（u ｅ －u ｉ）
m ｉn ｉ 矪矪t ＋u ｉ· Δ

u ｉ ＝e n ｉ（E ＋u ｉ ×B） － Δp ｉ －m ｅn ｅ珔νｅｉ（u ｉ －uｅ）
（１０．５１）

3．能量守恒

　　
３
２ n ｅ 矪矪t ＋u ｅ· Δ T ｅ ＋p ｅ Δ· u ｅ ＋ Δ· q ｅ ＝S ｅ
３
２ n ｉ 矪矪t ＋u ｉ· Δ T ｉ ＋p ｉ Δ· u ｉ ＋ Δ· q ｉ ＝S ｉ

（１０．５２）

加上，

　　
S ｅ ＝F

（ ａ）
ｅ
４ Eαn２ｅ 棟σv棡 ＋F （ ａ）

ｅ S ａ ＋ηJ２ －CＢ n２ｅT１ ／２
ｅ －３

２ n ｅ珔νｅｑ（T ｅ －T ｉ）
S ｉ ＝１ －F （ ａ）

ｅ
４ Eαn２ｅ 棟σv棡 ＋ １ －F （ ａ）

ｅ S ａ －３
２ nｅ珔νｅｑ（T ｉ －T ｅ）

（１０．５３）
4．麦克斯韦方程组

　

Δ×E ＝－矪B矪t

Δ×B ＝μ０ e（n ｉu ｉ －n ｅu ｅ） ＋１
c２

矪E矪t

Δ· E ＝ e
ε０

（n i －n ｅ）

Δ· B ＝０

（１０．５４）

双流体模型描述聚变等离子体的自洽行为，这些行为包括了所有的主要现象：
宏观平衡和稳定、运输、加热以及电流驱动。 该模型是一组封闭的方程（即方程数
目 ＝未知量数目），但目前尚未定义的热通量矢量 q ｅ 和 q ｉ 除外。 我们将在第 １４ 章
导出这些量。 这一模型提供了对大多数等离子体现象的准确描述，但平行于磁场的
行为占主导的情形除外。 幸运的是，这种行为对大多数应用不构成严重限制。

虽然双流体模型解题较更一般的动理学模型简单，但它仍然是由一系列复杂的
耦合非线性偏微分方程组成。 在实践中，根据具体应用上的考虑，我们往往要作进
一步简化来大大降低模型的复杂性。 这种简化工作在本书中所讨论的所有应用事
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例中都有反映。
参考书目

通过流体模型我们可获得对等离子体物理基础和聚变能一个好的理解。 流体
模型虽然不像动理学描述那样完备，但同样能对很多等离子体物理现象进行严格分
析。 下列参考书大部分给出了由动理学理论导出流体方程的推导过程。 唯一例外
的是 Ｂｉｒｄ 等人的著作，它通过对质量、动量和能量守恒关系的应用，直观地推导出
流体方程。

习　题
下列习题涉及双流体模型总体守恒关系的推导。 一般来说，要得到这种关系，需要对方程进

行不同的组合，然后通过代数演算形成局部守恒的形式。 局部守恒的标量和矢量形式的具体关
系是：

　　
矪S
矪t ＋

Δ· V ＝０　　　标量方程
矪V
矪t ＋

Δ· T
吃 ＝０　　　矢量方程

其中， T
吃 ＝AB ，A和 B是任意矢量。 然后利用适当的边界条件，在等离子体体积上对局部守恒方

程进行积分，以获得总体守恒律。 下述张量关系很容易推导，且有助于解题：

　　

Δ· （AB） ＝B（ Δ· A） ＋（A· Δ）B
r ×Δ· （AB） ＝ Δ· ［A（r ×B）］ －A ×B

∫Vｄr Δ· （AB） ＝∫SｄS（n· A）B
10．1　等离子体由刚性理想导体壁包围。 试证明：电子和离子各自满足由下式给定的总体守恒关
系，即 ｄNｅ，ｉ／ｄt ＝０ ，其中，
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　　 Nｅ，ｉ ＝∫nｅ，ｉｄr
陈述并证明推导中使用的边界条件。
10．2　等离子体由固定的理想导体壁包围，且满足双流体方程。 试证明：如果①碰撞可忽略；②两种
成分均满足简单的绝热能量方程，则等离子体满足如下总体能量守恒律：ｄW／ｄt＝０，其中，能量为：

　　 W ＝∫ε０E２

２ ＋B２

２μ０
＋pｅ ＋pｉγ－１ ＋mｅnｅu

２
ｅ

２ ＋mｉnｉu
２
ｉ

２ ｄr

对每一项给予物理解释。 陈述并证明推导中使用的边界条件。
10．3　本题是习题 １０．２的推广，旨在确定存在耗散项时的总体功率平衡。 为了导出功率平衡关
系，假设处处满足电中性条件： nｅ ＝n ｉ ≡ n 。 保留动量和能量方程中的所有耗散项和非绝热项。
试证明：总体双流体功率平衡关系可以写为：

　　 ｄWｄt ＝Pｆ －PＢ ＋Pａ －Qκ

其中，W由问题 １０．２ 给定；Pｆ，PＢ 和 Pａ 分别是聚变功率、轫致辐射功率和辅助加热功率：

　　
Pｆ ＝∫Eα

４ n２棟σv棡ｄr
PＢ ＝∫CＢn２T１／２ｄr
Pａ ＝∫Sａｄr

Qκ项代表通过壁的热传导能量损失：
　　 Qκ ＝∫（qｅ ＋qｉ）· nｄS

为什么没有欧姆加热项？
10．4　等离子体由刚性导体壁包围。 试证明：在双流体模型下，总体动量守恒律具有 ｄP／ｄt＝０ 的
形式，这里动量为：

　　 P ＝∫（mｅnｅuｅ ＋m ｉn ｉuｉ ＋S／c２）ｄr
其中，S ＝E ×H是坡印亭矢量。 对每一项给予物理解释。 陈述并证明推导中使用的边界条件（提
示：需要仔细论证表面项为零）。
10．5　等离子体由刚性导体壁包围。 试证明：在双流体模型下，总体角动量守恒律具有 ｄL／ｄt＝０
的形式，这里角动量为：

　　 L ＝∫（mｅnｅr ×uｅ ＋mｉnｉr ×uｉ ＋r ×S／c２）ｄr
其中，S ＝E ×H是坡印亭矢量。 对每一项给予物理解释。 陈述并证明推导中使用的边界条件（提
示：需要仔细论证表面项为零）。
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第 11章　磁流体力学———宏观平衡
11畅1　宏观平衡和稳定性的基本问题
自洽性起关键作用的首要问题是等离子体的宏观平衡和稳定性。 我们需要知道

如何利用磁场的作用来维持等离子体的稳定的宏观平衡，进而使得聚变反应能够在连
续稳态运行模式下进行。 本章主要讨论平衡问题，稳定性问题放在第 １２、１３ 章讨论。

宏观平衡和稳定性分析是基于单流体模型即磁流体力学模型来进行的。 磁流
体力学模型是对双流体模型的简化，由只考虑宏观行为的特征时间和特征空间尺度
而导出。 具体来说，特征标长 L 取等离子体半径（ L ～a），而特征时间 τ是指离子以
热速度穿过等离子体的度越时间（ τ～a／vＴｉ ） 。 由此得到特征速度 u ～L／τ～vＴｉ ，
它是等离子体能够达到的最快的宏观速度———离子声速。

本章讨论的第一项内容是从双流体模型出发导出磁流体力学模型，同时通过单
粒子导心理论来推导磁流体力学模型。 其目的是要表明，直观上导出的磁流体力学
模型和单粒子导心运动模型的确是自洽的。

推导中值得注意的一点是电子动量方程到单流体欧姆定律的变换，后者将电场
和电流联系在一起。 实际上，欧姆定律有三种表达式，具体形式依保留项的数目而
定。 相应地，磁流体力学模型也有三种表达形式。 保留项数最多的形式被称为“广
义”欧姆定律。 在此基础上，略去关系式中的某些项即得到其简化形式，称为“电阻
性”欧姆定律。 最后，再略去电阻项，我们就得到了“理想化”欧姆定律，它相当于说
等离子体具有理想导电性。 有趣的是，对于所有三种欧姆定律形式，力平衡关系式
都是一样的。

本章讨论的另一个主题是磁流体力学平衡方程的形式化及其分析。 有关结果
概述如下：取得磁流体力学平衡的过程涉及两种不同性质的力。 第一种是热气体膨
胀产生的径向扩张力。 事实表明，环向（即长程方向上）磁场和极向（即短程方向
上）磁场都能够平衡径向扩张力。 第二种是由于环形几何产生的环向力。 这个力
将驱使等离子体“环”向更大的大半径方向膨胀。 在此情形下，只有极向磁场才能
抵消环向扩张力。 事实表明，保持环向力平衡的磁场的关键特征就是磁场线连续地
缠绕圆环，就像理发店门口转动的条纹。 这种性质就是所谓“旋转变换”。 我们将
通过一些简单的磁场位形讨论来说明如何计算旋转变换。 一般来说，轴对称环形聚
变装置通过环向等离子体电流来产生旋转变换。 但这种变换也能够在没有环向电



流的情形下产生，例如在仿星器中，尽管在此情形下磁场位形是内在三维的。
从分析得出的主要结论是，存在多种不同的磁场几何，它们都能提供维持等离

子体环向平衡所必需的力。 接下来的问题就是检验这些平衡位形的磁流体力学稳
定性，从而确定哪一种最具有实现稳定的高比压聚变堆的吸引力。 这就是接下来两
章所关注的问题。

11畅2　从双流体模型推导磁流体力学模型
从双流体模型推导磁流体力学模型的过程比较简单，只需几步。 首先，需要明

确相关的标长和时间尺度，以便为与双流体模型中各项的大小进行比较打下基础；
其次，由于磁流体力学只关注宏观尺度行为，因此凡涉及电子质量的小量、等离子
体的非相对论速度，以及和德拜长度尺度有关的量将被明显简化掉；最后，双流体
模型到磁流体力学模型的转换是通过引入单流体变量和忽略一些小量取得的，这是
因为我们只关心与磁流体力学相关的特征长度和时间尺度。 推导过程如下。
11畅2畅1　与磁流体力学有关的基本标长

描述磁流体力学的特征长度、特征时间和特征速度分别由 L ～a， τ～a／vＴｉ 和
u ｉ ～vＴｉ给出。 为了做进一步处理，我们需要知道如何将双流体模型中的未知量以及
其他自然显现的长度、时间和速度等尺度与磁流体力学的尺度进行比较。 这将决定
哪些项被保留，哪些项被略去。

首先考虑电场。 就宏观速度而言，一般认为垂直方向的感应电场比较大，这意
味着流体速度主要是 E ×B 漂移速度。 为了和假定的磁流体力学特征速度 vＴ ｉ 相一
致，必有 E⊥ ～vＴｉB 。 更进一步，因为电子和离子都以相同的 E ×B 漂移速度移动，
因此有 uｅ ～u ｉ ～E⊥ ／B ～vＴ ｉ。E眬 的尺度较复杂，我们稍后再予以推导。

其次，注意到电子和离子具有相同的 E ×B 漂移速度，因此电流密度 J ＝e（n ｉu ｉ －
nｅu ｅ） 将只保留首项。 这意味着｜J｜／e n vＴｉ ＜＜ １，不等式迅速得到量化。 此外，与磁
压强相比，假定等离子体压强是有限的，即 β≡ p／（B２ ／２μ０ ） ～１。 最后，为了满足聚
变等离子体的定义，另外两个不等式也必须满足：小的离子回旋半径 rＬ ｉ ＜＜ a 和低碰
撞频率 ν－ｅ ｉ ＜＜ vＴｉ／a。 目前的实验和聚变堆都能很好地满足这两个条件。

定义磁流体力学的所有不等式归纳和总结如下：

　　　　
长度：a ＞＞ rＬｉ ＞＞ ［ rＬｅ ～λＤｅ］
频率： 珔νｅｉ ＜＜vＴ ｉ／a ＜＜ ωｃ ｉ ＜＜［ωｃｅ ～ωｐｅ］
速度： vＴｉ ～vα ＜＜vＴｅ ＜＜［ c］

（１１畅１）

这里，注意到阿尔文速度 v２ａ ≡ B２ ／μ０ n ｉm ｉ ≈ ２v２Ｔｉ／β。 此外，式（１１畅１）中黑体符号表
示磁流体力学的特征尺度。 方括号内的项表示，和磁流体力学尺度相比，这些项充
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分满足不等式。 不等式的等级在后文推导过程中将详细讨论。
这些简单的定标关系使我们能够比较双流体模型中各个项，从而决定哪些项保

留，哪些项可忽略。
11畅2畅2　“明显的”简化

对双流体模型的“明显”简化源于式（１１畅１）的方括号中那些充分满足不等式的
项。 第一个简化来自这样一个事实：相关的特征时间尺度 τ～a／vＴ ｉ，或者写成相应
的磁流体力学频率 ω～１／τ～vＴｉ／a。 与电子的固有频率相比，它是一个非常低的频
率，即ω ＜＜ ωｃｅ ～ωｐｅ。 事实上，这两种频率之间相差几个数量级。 这意味着电子动
量方程中的电子惯性项可以被忽略，因为比起磁流体力学特征时间，电子的响应时
间要快得多。 形式上，我们可以令 m ｅ→０ 来得到恰当的数学上的极限值。

第二个简化与等离子体宏观流动的非相对论性尺度有关。 因为 vＴ ｉ要比光速 c
小几个数量级，因此我们可以忽略掉麦克斯韦方程组中的位移电流项。 类似地，磁
流体力学的特征标长很容易满足不等式 a ＞＞ λＤｅ。 由此得到第三个简化，即泊松方
程中的电场梯度项

Δ· E被忽略，进而得到等离子体准中性条件：nｅ≈ n ｉ （不要误以
为准中性假设即意味着

Δ· E ＝０，这是不对的，它仅仅表示 ε０

Δ· E ＜＜ enｅ ）。 这些
简化使麦克斯韦方程从严格的相对论性洛伦兹不变量形式简化为自洽的低频下的

伽利略不变量形式。 形式上说，通过取极限 ε０ →０，我们就可以从数学上得到低频
条件下的麦克斯韦方程组。

在上述简化的基础上，双流体模型简化为：

　　

矪n ｅ
矪 t ＋ Δ· （n ｅuｅ） ＝０
矪n ｉ
矪 t ＋ Δ· （n ｉu ｉ） ＝０
０ ＝－e n ｅ（E ＋u ｅ ×B） － Δp ｅ －m ｅn ｅ珔νｅｉ（uｅ －u ｉ）
m ｉn ｉ 矪矪t ＋u ｉ· Δ u ｉ ＝e n ｉ（E ＋u ｉ ×B） － Δp ｉ －m ｅn ｅ珔νｅ ｉ（u ｉ －u ｅ）
　　　　３
２ nｅ 矪矪t ＋uｅ· Δ T ｅ ＋p ｅ Δ· uｅ ＋ Δ· q ｅ ＝S ｅ
　　　　３
２ n ｉ 矪矪t ＋u ｉ· Δ T ｉ ＋p ｉ Δ· u ｉ ＋ Δ· q ｉ ＝S ｉ
　　　　Δ×E ＝－矪B矪t
　　　　Δ×B ＝μ０ e（n ｉu ｉ －nｅu ｅ）
　　　　n ｉ －n ｅ ＝０
　　　　Δ· B ＝０

（１１畅２）
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11畅2畅3　单流体变量
下一步是将单流体变量引入到双流体模型中。 这些单流体变量分别是质量密

度 ρ，宏观速度 v 和压强 p。 它们的定义如下。 首先，因为离子质量远大于电子质
量，因此单流体的质量密度近似为离子质量密度：
　　　　 ρ≡ m ｉn （１１畅３）
其中 n ｅ ＝n ｉ≡ n 是因为满足准中性条件。

第二，如前所述，离子和电子的流体速度均近似等于 E ×B 漂移速度。 因此，由
m ｉ ＞＞ m ｅ可知流体的动量由离子携带：
　　　　 v ≡ u ｉ （１１畅４）

第三，电子流体速度是通过重新引入作为方程中基本未知量的电流密度 J 来定
义的：J ＝en（u ｉ －u ｅ） ，或者说
　　　　 u ｅ ≡ v －J／e n （１１畅５）

最后，单流体模型中的压强就是电子和离子压强的简单的和：
　　　　 p ≡ p ｅ ＋p ｉ （１１畅６）
式（１１畅３） ～式（１１畅６）提供了单流体变量和双流体变量之间的必要联系。
11畅2畅4　质量守恒方程

两个质量守恒方程中所包含的信息可以很方便地通过下述方法得到。 首先，用
离子质量 m ｉ 乘以离子守恒方程并引入单流体变量，得到：

　　　　 ｄρｄt ＋ρ Δ· v ＝０ （１１畅７）

式中及后文中，
　　　　 ｄ

ｄt ＝ 矪矪t ＋v· Δ （１１畅８）

是随着离子流体一起运动的普通对流导数。
第二个关系式可以通过用电子电量 e 乘以两个守恒方程然后化简方程来得到。

利用电中性条件，我们得到：
　　　　 Δ· J ＝０ （１１畅９）
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事实上，式（１１畅９）是一个冗余关系，因为通过对式（１１畅２）中安培定律的低频形
式求散度也能得到式（１１畅９）： Δ· （ Δ×B －μ０ J） ＝－μ０ Δ· J ＝０。 因此，式（１１畅７）
是从质量守恒方程中能得到的唯一独立的信息。
11畅2畅5　动量守恒方程

两个动量守恒方程简化如下。 首先，我们将两个方程叠加并引入单流体变量，
得到如下方程：
　　　　 ρ ｄvｄt ＝J ×B － Δp （１１畅１０）

需要注意的是，这里，电场项由于电中性关系被舍去，碰撞项则由于弹性库仑碰
撞中电子和离子的总动量守恒而被舍去。

这个方程是磁流体力学模型中最重要的方程，因为它描述了等离子体的基本力
平衡关系。 式（１１畅１０）的物理解释如下：等号左边表示惯性力，对决定等离子体的
动力学行为很重要；等号右边的 J ×B 项表示用来约束等离子体的磁场力， Δp 项
表示引起等离子体热核向外膨胀的压强梯度力。 在没有流动的稳态情形下，惯性力
为零，平衡由磁场力和压强梯度力相等来实现。 根据定标关系我们知道，只有电流
密度 J 满足 J～p／aB 时，这两个力才能平衡。 这意味着如前所述，J／envＴｉ ～rＬｉ／a ＜＜ １。
由于其重要性，我们将在 １１畅５ 节对单流体动量方程做进一步详细讨论。

通过将电子动量方程简单改写为欧姆定律的形式并引入单流体变量，我们可以
从动量方程中获得另外一些信息。 通过简单计算得到：
　　　　 E ＋v ×B ＝ １

e n（J ×B － Δp ｅ） ＋ηJ （１１畅１１）
式（１１畅１１）就是所谓的“广义”欧姆定律。 公式左边表示随等离子体一起运动的参
考系中的电场，右边的 J ×B 和 Δp ｅ项分别表示霍尔效应项和电子逆磁项。 这两项
在其有重要作用的情形下保留，而在磁流体力学范围内忽略。 事实上，通过对这些
项的大小做简单估计，可知 JB／envB ～p／aenvB ～rＬｉ ／a ＜＜ １。 因此，这些项可以被忽
略。 最后一项描述等离子体的电阻性，也是小量，因为磁流体力学的定标关系意味
着ηJ／vB ～（νｅ ｉa／vＴｉ）（ r２Ｌｅa２ ） ＜＜１ 。 故在此基础上，电阻项也可以忽略。 讨论的最
终结果就是式（１１畅１１）简化为“理想”欧姆定律：
　　　　 E ＋v ×B ＝０ （１１畅１２）

我们注意到，在随等离子体一起运动的参考系中，电场为零。 换句话说，等离子
体行为类似于理想导体。
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最后，需要指出的是，尽管电阻项很小，但在有些时候，欧姆定律还需要保留这
一项。 这是因为：①电阻项是动量方程中唯一表征耗散效应的项（也就是说，霍尔
效应项和电子逆磁项都是非耗散的）；②“理想”磁流体力学定标关系仅适用于垂直
方向，这是因为 v ×B 的平行分量为零，欧姆定律方程左边唯一可用作比对的项是
E眬 ，而这一项也没定标。 因此，如果我们假设 E眬 ～J眬 ，那么这两项就需要保留，而
且电阻项的贡献出于自洽上的考虑需作如下改动：ηJ → ηJ眬 。 实际上，从数学表
示的简明性考虑，通常整个 ηJ 都被保留。 由此给出平行于磁场方向的正确表达
式，同时也带来了垂直方向上近乎可以忽略的小的不自洽性。 保留电阻项即可得到
“电阻性”欧姆定律：
　　　　 E ＋v ×B ＝ηJ （１１畅１３）

最后还有一点需要提及的是电阻率 η的值。 有关等离子体动理学模型的更精
确计算表明，电阻性欧姆定律的实际表达式是 E ＋v ×B ＝η眬 J眬 ＋η⊥ J⊥ ，即电阻率
是各向异性的，这是因为正确的分布函数要比简单位移了的麦克斯韦分布复杂得
多。 动理学理论显示，式（１１畅１３）中从简单位移了的麦克斯韦分布导出的 η值实际
上相当于垂直方向的电阻率，即 η⊥ ＝η。 然而，正确建构平行方向上欧姆定律模型
需要的却是 η眬 。 平行电阻率的更准确的值要比 η小一个差不多 １／２ 的因子：η眬 ＝
０畅５１η。 就目前的情形说，这点各向异性是不重要的。 因此，出于简单性考虑，通常
假设电阻是各向同性的，即 η→ η眬 ，因为耗散影响主要是在平行方向。 具体来说，
电阻性欧姆定律表达式为：
　　　　 E ＋v ×B ＝η‖J （１１畅１４）

这里由第 １０ 章可知：

　　　　 η‖＝（０畅５１） ２
１２π３ ／２

e２m１ ／２
ｅ

ε２
０ T３ ／２

ｅ
ｌｎΛ ＝３畅３ ×１０ －８ １

T３ ／２
ｋ

　（Ω· ｍ） （１１畅１５）

电阻性主要从两个方面影响到等离子体行为。 首先，与理想磁流体力学情形相
比，电阻性允许可能出现的不稳定性范围更宽。 但这些不稳定性具有更慢的增长
率，通常并不导致等离子体的宏观损失，而是增强了的输运损失。 其次，即使不存
在电阻性不稳定性，电阻项依然是动量方程中唯一的耗散项。 这种耗散导致粒子扩
散和磁场扩散这两种主要的输运损失。 同样，与磁流体力学的特征时间尺度相比，
这些现象的时间尺度更慢。 因此，我们将有关电阻性磁流体力学的进一步讨论放到
关于等离子体输运的第 １４ 章里。
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上述讨论的最终结果是，双流体动量方程转化为单流体动量方程和欧姆定律，
其中欧姆定律可以是理想的或者电阻性的。 本书中不考虑涉及广义欧姆定律的
问题。
11畅2畅6　能量守恒方程

在磁流体力学范围内，能量方程可以大大简化。 包括热传导在内的所有源项和
汇项都被忽略。 等离子体的加热和冷却一般要比理想磁流体具有更慢的时间尺度。
为了证明这种说法，我们不妨回想一下零维热传导项（它的贡献总是最大），其形式
为Δ· q→３nT／τＥ ，式中 τＥ 是能量约束时间。 由于就目前的大装置或反应堆来看，
τＥ 的取值范围是 ０畅１ ～１，所以很明显，这个时间要比磁流体力学特征时间长很多：
τＥ ＞＞ a ／vＴｉ ～１ μｓ。

基于上述理由，并引入单流体变量，我们将离子能量方程简化为：
　　　　 ３

２ n 矪矪t ＋v· Δ

T ｉ ＋p ｉ Δ· v ＝０ （１１畅１６）

利用质量守恒关系消去

Δ· v 项，式（１１畅１６）化简为熟悉的绝热形式：
　　　　 ｄ

ｄt
p ｉ
ργ ＝０ （１１畅１７）

其中 γ＝５／３。
接下来，由于磁流体力学的定标关系给出 u ｅ ＝v －J／en≈v，因此电子满足相同

形式的能量方程：
　　　　 ｄ

ｄt
p ｅ
ργ ＝０ （１１畅１８）

将两个能量方程叠加，并利用定义 p ＝p ｉ ＋p ｅ，我们得到单流体能量方程表
达式：
　　　　 ｄ

ｄt
p
ργ ＝０ （１１畅１９）

注意，在磁流体力学中没有必要区分 p ｅ 和 p ｉ，因为式（１１畅１９）仅仅包含二者的和。
11畅2畅7　磁流体力学方程总结

现将上文推导的单流体方程集合在一起，由此构成封闭的磁流体力学模型方程
组，归纳如下：
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质量：　　　ｄρｄt ＋ρ Δ· v ＝０
动量： ρ ｄvｄt ＝J ×B － Δp
欧姆定律： E ＋v ×B ＝０　　　（理想磁流体力学）

E ＋v ×B ＝η‖ J　　（电阻性磁流体力学）
能量： ｄ

ｄt
p
ργ ＝０

麦克斯韦方程组：　 　　Δ×E ＝－矪B矪tΔ×B ＝μ０ JΔ×B ＝０

（１１畅２０）

这就是用来分析聚变等离子体的宏观平衡和稳定性的基本模型。

11畅3　从导心理论推导磁流体力学模型
本节介绍基于导心理论的理想磁流体力学模型的另一种推导方法。 特别是，通

过将单粒子导心漂移与所谓磁化电流的新的贡献项结合起来，导出磁流体垂直动量
方程和欧姆定律。 目的是通过展示微观单粒子行为和宏观流体行为之间的关系，给
出另一种物理直观图像。
11畅3畅1　基本思路

推导的基本思路是计算因导心运动而流过等离子体任意开曲面的垂直电流密

度，并观察这个电流是如何与等离子体压强梯度和惯性力相联系的。
几何结构如图 １１畅１（ ａ）所示。 为了便于计算 J⊥ ，我们按其法向矢量与 B 垂直

的原则来选取相关曲面。 计算电流时还需要仔细考虑回旋半径扩张带来的影响。
首先考虑粒子运动的主要贡献项，即对应于圆周回旋运动的项，如图 １１畅１（ｂ）所示，
因为每个粒子进出曲面的方向相反，所以这种运动对电流没有贡献。 换句话说，在
一个回旋周期中，没有净电荷流。

垂直电流是由两种不同机制产生的一阶效应。 第一种机制对应于导心垂直漂
移产生的穿过曲面的电荷流，如图 １１畅１（ ｃ）所示。 第二项贡献源于曲面边界附近的
回旋运动，如图 １１畅１（ｄ）所示，这个电流就是所谓的磁化电流，它是由于粒子只从一
个方向穿过曲面而引起的。 其返回路径位于边界外，因而无法抵消曲面内部分对电
流的贡献。 尽管这个贡献看上去比较小，但其大小却可与同样是一阶小量的导心运
动贡献相当。 下面计算每一部分的贡献。
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图 11畅1　　　　　

11畅3畅2　导心漂移电流和欧姆定律
粒子的导心漂移速度由 E ×B 漂移、 Δ

B 漂移、曲率漂移和极化漂移等组成（忽
略电子极化漂移）。 根据第 ８ 章，我们将这些项罗列如下：
　　　　v ｇｉ ＝VE ＋VΔ B ＋Vκ ＋V ｐ

＝E ×B
B２ ＋ v

２
⊥

２ωｃｉ
B × ΔB
B２ －v

２
‖
ωｃｉ

κ×B
B ＋ b

ωｃｉ ×
ｄ
ｄt

E ×B
B２

v ｇｅ ＝VE ＋VΔ B ＋Vκ

＝E ×B
B２ － v

２
⊥

２ωｃｅ
B × Δ

B
B２ ＋υ２

‖
ωｃｅ

κ×B
B

（１１畅２１）

其中 κ＝b· Δb ＝－R ｃ ／R２
ｃ 是曲率矢量。

接下来，我们注意到，在磁流体力学尺度范围内，通常 E ×B 漂移比电子和离子
的任何其他漂移都要大一个 a／rＬ ｉ因子，这里，粒子的垂直速度和平行速度均与热速
度相当，即 m ｉv２ｉ ～m ｅ v２ｅ ～T。 所以在流体模型中，无论是电子还是离子，导心的主要
运动都是 E ×B漂移运动。 由于电子和离子以相同的速度漂移，因此可以引入垂直
方向上的宏观流体速度，即 u⊥ ≈ vｇ ｉ≈ v ｇｅ，式中 u⊥ ＝E ×B／B２ 。 于是关系式改写为：
　　　　 E⊥ ＋u⊥ ×B ＝０ （１１畅２２）
式（１１畅２２）相当于垂直方向的欧姆定律。

现在考虑导心漂移运动产生的垂直电流。 尽管 E ×B 漂移对粒子漂移的贡献
最大，但是由于电中性条件以及电子和离子的漂移方向相同，它所产生的净电流则
为零。 计算净电流密度最简单的方法是把电子和离子的所有漂移贡献项直接相减，
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然后对所有粒子求和。 贡献较大的 E ×B 漂移被自动消去：
　　　　 J⊥ ｇ ＝e枙n ｉv ｇｉ枛 －e枙n ｅ v ｇｅ枛 ＝e∫（ v ｇ ｉ f ｉ －v ｇｅ fｅ）ｄv （１１畅２３）

代入漂移速度，得到
　　　　 J⊥ ｇ ＝e∫v２⊥２ωｃ ｉ

B × Δ

B
B２ －v

２
‖
ωｃ ｉ

κ×B
B ＋ b

ωｃ ｉ ×
ｄu⊥
ｄt f ｉｄv

＋e∫v２⊥
２ωｃｅ

B × ΔB
B２ －v

２
‖

ωｃｅ
κ×B
B

fｅｄv （１１畅２４）

假设粒子服从稳态的麦克斯韦分布，并采用局域直角速度坐标系，即 v‖ ２ ＝vｚ ２
和 v⊥ ２ ＝v x ２ ＋vy ２ ，我们很容易求出这个积分。 由此得到导心漂移运动产生的电流表
达式为：
　　　　 J⊥ ｇ ＝p B × ΔB

B３ －κ×B
B２ ＋ ρ

B b ×ｄu⊥
ｄt （１１畅２５）

其中，p ＝pｅ ＋p ｉ；ρ＝m ｉn ｉ。
11畅3畅3　磁化电流

磁化电流源于（边界附近）粒子只穿过曲面一次，如图 １１畅１（ ｄ）所示。 它们对
J⊥的贡献可通过计算每个单粒子携带的电流乘以所有仅穿过曲面一次的粒子数来

估计。 计算过程如下。
在一个回旋周期中，带电荷量为 q（ q ＝±e）的粒子产生的平均电流为：

　　　　 Iｑ ＝－ qτｃ ＝－qωｃ２π （１１畅２６）
负号表示电流沿着逆磁方向，趋向于削弱原来的场。

仅穿过一次的粒子数目可以通过图 １１畅２ 所示的几种限定性情形来确定。 粒子
１ 的轨道刚刚出了所选曲面的边界；粒子 ２ 的轨道大部分在所选曲面外，但却刚好
穿过该曲面。 类似地，粒子 ３ 和粒子 ４ 显示的是另外两种仅穿越曲面一次的限定性
轨道。 这些轨道中心的轨迹组成一个半径为回旋半径的圆。 因此，任何粒子，只要
其导心位于以所选曲面边界上的点为中心、以 rＬ 为半径的圆内，就都属于仅穿越曲
面一次的粒子。 包含这些粒子的体积元为 ｄr ＝A· ｄl，其中，A ＝πr２Ｌb，ｄl 是曲面边
界的弧长。 注意，一般情况下，回旋轨道的法向量沿 b 方向，并不与 ｄl 平行，如图
１１畅３ 所示。 其投影减少了单次穿过所选曲面的粒子数目。

这个体积元内所含的速度为 v 的粒子数为 ｄN ＝（ fｄ v）（ｄr），相应的电流为ｄI ＝
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Iｑ（ fｄv） （ｄr）。 通过对速度空间和沿曲面边界的所有体积元积分，即得到总的磁化
电流为：
　　　　 IＭ ＝－∫∫qωｃ２π

πm２ v２⊥
q２B２ fｄvb· ｄl （１１畅２７）

对于麦克斯韦分布函数，这个速度积分很容易得到，式（１１畅２７）相应简化为：
　　 IＭ ＝－∮pB b· ｄl （１１畅２８）

图 11畅2　　　　　

图 11畅3　b和 ｄl的关系
［导心轨道所在的圆的法向沿着 b并始终指向上，ｄl的方向随曲面边界而变化，在位置 １，

ｄl和 b平行，单次穿过所选曲面的粒子的体积最大（虚线之间的宽度最大），
在位置 ２和 ３处，粒子的体积随着 ｄl逐渐变得与 b垂直而减小］
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接下来的任务是用磁化电流密度 JＭ 这种更简便的方式来改写磁化电流，结
果为：
　　　　 IＭ ＝∫JＭ · ｄS （１１畅２９）
其中 S 为所选曲面。 现在我们引入依据 JＭ ＝ Δ×M 所定义的磁化因子 M。 由斯托
克斯定理可得：
　　　　 IＭ ＝∫Δ×M· ｄS ＝醋M· ｄl （１１畅３０）

比较式（１１畅３０）和式（１１畅２８），得到 M ＝－（ p／B） b。 由此我们得到所需的磁化
电流密度表达式：
　　　　 JＭ ＝－ Δ× p

B b （１１畅３１）
从物理观点上看，你也许会认为沿曲面边界积分一周，磁化电流会抵消掉，因为

一半粒子的 b 分量和 ｄl同向，而另一半则反向。 但是，这个抵消是不完全的。 为了
理解磁化电流物理机理，我们考虑不存在导心漂移的情况：B ＝B０ e z，且 B０为常数。
这种情况下 JＭ简化为：
　　　　 JＭ ＝ １

B０

Δp ×e z （１１畅３２）

图 11畅4　磁化电流的物理机理
（与垂线相切的高密度侧向下的轨道多于
低密度侧向上的轨道，这个差值导致 JＭ）

式（１１畅３２）意味着，如果等离子体中存在压
强梯度 （即Δn 和／或ΔT），就一定存在磁化
电流。 密度梯度导致的 JＭ如图 １１畅４ 所示。
我们注意到，在所有粒子都做没有导心漂移
情形下的回旋运动时，由于存在密度差，左侧
粒子多于右侧粒子，因此，如果在图 １１畅４ 中
画一条如图所示的垂线，显然和垂线相切的
左侧向下的轨道要多于右侧向上的轨道。 磁
化电流就来源于密度梯度产生的这种向下轨

道和向上轨道的数目差。 温度梯度同样会引
起磁化电流，因为在切点处热粒子比冷粒子
具有更快的速度。 ΔT导致的速度差同样对
磁化电流有贡献。 由此可知，即使没有导心
漂移，压强梯度也能导致宏观磁化电流。
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11畅3畅4　垂直方向上的磁流体力学动量方程
推导的最后一步是合并导心漂移和磁化电流，得到总电流：J⊥ ＝J⊥ ｇ ＋JＭ 。 接

着计算叉积 J⊥ ×B得：
　　　　 J⊥ ×B ＝ p B × ΔB

B３ －κ×B
B２ ＋ ρ

B b ×ｄu⊥
ｄt ×B

　 － Δ× p
B b ×B （１１畅３３）

简化后结果如下：

　　　　

ρ
B b ×ｄu⊥

ｄt ×B ＝ρｄuｄt ⊥

p （κ×B） ×B
B２ ＝－pκ

Δ× p
B b ×B ＝p（ Δ×b） ×b ＋（ Δp ×b） ×b

　 －p ΔB
B２ ×b ×B

＝pκ－ Δ

⊥ p －p Δ B
B３ ×B ×B

（１１畅３４）

化简过程中用到矢量恒等式：κ· b ＝０ 和 （ Δ×b） ×b ＝b· Δb － Δ（b· b） ／２ ＝κ。
合并并消去某些项后，最终得到由导心理论导出的动量方程：
　　　　 ρｄu⊥

ｄt ⊥
＝J ×B － Δ

⊥ p （１１畅３５）
这个形式和由理想磁流体力学模型推得的动量方程是一样的。 这说明，流体方

法和导心方法两种处理是等价的，只是对宏观磁流体力学行为的自洽描述方法
不同。

11畅4　磁流体力学平衡———定性描述
磁流体力学模型的第一个重要应用与平衡计算有关。 如何通过外加磁场和内

部感应磁场共同作用提供一个平衡力，使得等离子体维持在真空室内的预想位置？
本节给出一个关于产生力平衡基本问题的简明的定性描述。

首先需要指出的是，我们感兴趣的平衡是约束平衡，具体地说，是考虑图
１１畅５（ ａ）所示的真空室中的聚变等离子体的平衡。 这里磁场的作用是将等离子体
与真空室第一壁隔离，这样才能维持热等离子体和相对冷的壁。 虽然物理目标明
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确，但磁流体力学方程可以有多种数学解，而我们需要的只是那些与约束平衡有关
的解。 图 １１畅５（ｂ） ～图 １１．５（ ｄ）给出了磁流体方程几组可能的数学解，其中只有一
组显示的是好的约束，压强总是正的，且壁上压强为零。

图 11畅5
定性来看，环形结构中的磁流体力学平衡可分为两类：径向压强平衡和环向力

平衡。 径向压强平衡如图 １１畅６ 所示。 等离子体是一团芯部炽热的气体，具有沿小
半径方向向外膨胀的趋势。 为了平衡这种径向扩张力，就必须有磁场和电流。 不久
我们就会看到，有两种最基本的磁场形态（“ θ箍缩”和“Z 箍缩”以及二者的综合）
可以产生平衡所需的径向压强。 需要指出的是，径向压强平衡问题对于环形位形和
没有环效应的直线形位形都很重要。

图 11畅6　在直线形和环形位形中沿小半径方向的向外的压强扩张力
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第二类平衡问题是环向力平衡。 正如其名称所暗示的，它完全是由环形几何产
生的。 这个问题的描述如图 １１畅７ 所示。 由于环效应，环向（即以 R 为半径绕 Z 轴
的圆周方向）磁场和极向（即沿小圆截面圆周方向）磁场都不可避免地会产生将等
离子体沿大半径 R 方向向外推的力。 我们将描述一些用来平衡沿环向向外的力的
方法，以避免等离子体撞向第一壁。 这些方法包括：在等离子体周围放置理想导体
壁，外加“垂直场”和利用“环向螺旋”场。

图 11畅7　环形效应产生的沿大半径方向向外的力
提醒一下，在本章中，我们将简化理想磁流体力学模型以便应用于平衡问题。

讨论从描述磁流体力学平衡的一些基本特征开始，然后以此为背景，在一维圆柱模
型下研究径向力平衡问题，接下来再研究环向力平衡问题，并导出一个简单的近似
关系式。 这个关系式将给出携带环向电流的二维轴对称环面取得环向平衡的条件。
最后，通过简单讨论给出在三维环向螺旋位形下实现环向力平衡的条件。 这些结果
将为下一章的稳定性讨论奠定基础。

11畅5　磁流体力学平衡模型的基本性质
11畅5畅1　磁流体力学平衡模型

定量分析的第一步是简化磁流体力学模型以便用于处理平衡问题。 这里的简
化基于两个基本假设，它们定义了有关的磁流体力学平衡：①平衡等离子体中的所
有物理量均与时间无关（ 矪／矪 t ＝０）；②假定等离子体是静态的（ v ＝０）。 稳恒流体
（ v≠０）静态平衡是可能的，但是在目前和以后的实验中不占主流，因此它不是我们
目前讨论的重点。

简化过程如下。 基于上述假设，磁流体力学中质量和能量守恒很容易满足。 理
想欧姆定律要求 E ＝０，反过来这也意味着法拉第定律自动满足。 至于电阻性欧姆
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定律，仍然要保留一个小的电场，它产生一种时间尺度比磁流体力学时间尺度要慢
的输运，但就眼下来说可以忽略该项。 余下的非平庸方程相当于欧姆定律，确定了
磁流体力学平衡模型：
　　　　J ×B ＝ ΔpΔ×B ＝μ０ JΔ· B ＝０

（１１畅３６）

图 11畅8　环向约束平衡下的等压面

这些方程描述了与聚变相关的所有磁场位

形的平衡性质。

１） 简称磁面 ，后文同此 。 ———译者

11畅5畅2　一般性质———磁通量面
在进行径向压强平衡与环向力平衡的定量

讨论之前，我们可以先导出一些关于磁流体力学
平衡的一般性质。 第一个特性与磁通量面的概
念有关。 为了理解磁通量面概念，现在我们来考
虑已经取得等离子体约束平衡的等压面，如图
１１畅８ 所示。 由定义可知，矢量 Δp垂直于 p 的等
压面。 现在，用 B 点乘磁流体力学动量方程的
两边，可得：
　　　　 B· Δp ＝０ （１１畅３７）

上式表明，磁场线（即 B 的平行线）必须在等压面上，即不存在垂直于等压面的
B 分量。

因此，这些等压面也称为磁通量面１ ） 。 在约束完好的等离子体中，等压面与磁
面重合，形成一组封闭的巢状环向曲面。
11畅5畅3　一般性质———电流面

用 J 点乘磁流体力学动量方程的两边，很容易得到磁流体力学平衡的另一个一
般性质：
　　　　 J· Δp ＝０ （１１畅３８）
即电流线也在等压面上。 J 没有垂直于等压面的分量，如图 １１畅９ 所示，这意味着电
流在磁面之间流动而不穿过它们。 需要注意的是，尽管 B 和 J 都在磁面上，但这并
不意味着 B 和 J 平行。 如图 １１畅１０ 所示，一般来说，B 和 J 间的夹角是任意的，当然
物理上也存在两者平行或者垂直这样的特殊情况。
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　　图 11畅9　电流在磁面 １ 和 ２ 的两个不同
　　　　环向位置之间流动而不穿过磁面

　　图 11畅10　磁面显示，一般情形下 B线和
　　　　　J线之间的夹角不是平行的

11畅5畅4　一般性质———磁压强和磁张力
最后一个一般性质与磁压强和磁张力有关。 磁场以这两种形式来维持等离子

体的受力平衡。 有关的关系式可以通过安培定律消去动量方程中的 J，并利用矢量
恒等式

Δ（B２ ／２） ＝B ×（ Δ×B） ＋（B· Δ）B 得到。 经过简单计算得到：
　　　　 Δ⊥ p ＋ B

２

２μ０
－B

２

μ０
κ＝０ （１１畅３９）

其中， Δ⊥ ＝ Δ－b（b· Δ） 是梯度算符的垂直分量；κ＝b· Δ

b 是曲率矢量。
式（１１畅３９）描述了垂直于磁场方向的压力平衡。 各项解释如下：显然 p 表示等

离子体压强；通过类比，B２ ／２μ０ 表示磁压强；最后一项 （B２ ／μ０ ）κ表示磁场线弯曲产
生的张力。 我们可以把磁场线想象成绕在木柱上张紧的橡皮圈来形象地描述这个
力。 后文在讨论径向压强平衡和环向力平衡时描述的磁压强和磁张力就是这样的
范例。

总之，约束完好的聚变等离子体的等压面是一组闭合的嵌套环面。 磁场线和电
流密度线都在这些面上。 等离子体平衡是在磁压强和磁张力两种机制共同作用下
来维持的。

11畅6　径向压强平衡
本节主要研究径向压强平衡问题。 通过下述几何变换，分析得以大大简化。 对

于环形结构，我们可以从数学上将其沿极向剖开，然后将圆环取直，这样环形位形
就等效为一直圆柱，如图 １１畅１１ 所示。 很明显，直圆柱中不存在环向力平衡问题。
而且，如果等离子体截面是一个圆，则问题简化为所有物理量仅与小半径 r 有关的
一维问题。
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图 11畅11　
利用这个模型，我们可以研究以下几种简单位形：θ箍缩、Z箍缩和螺旋箍缩。

这些位形展示了如何利用磁压强和磁张力来实现径向压强平衡。 并且，通过分析给
出等离子体比压 β的准确定义。
11畅6畅1　θ箍缩

图 １１畅１２ 是 θ箍缩的几何结构和磁场分量的示意图。 线圈中的电流如图中所
示。 这个电流在线圈内产生所需的外部“环向”磁场 B０ 。 外加磁场在等离子体中感
应出“极向”电流，其方向为：它所产生的磁场抵消外加磁场。 问题中涉及的非平庸
变量有：p ＝p（ r） ，B ＝B z（ r） e z 和 J ＝Jθ（ r） eθ（因为这个电流密度沿 θ方向，故而得
名 θ箍缩）。 现在的目标是弄清楚在理想磁流体力学方程约束下，这种几何位形能
否实现约束平衡。

分析很简单。 首先，由于对称性， Δ· B ＝０ 自动满足。 其次，安培定律简化为：
　　　　 μ０ Jθ ＝－ｄB zｄr （１１畅４０）
将 Jθ代入动量方程（ p′＝JθB z），可以得到 p 和 B z 之间的一个简单关系：
　　　　 ｄ

ｄr p ＋ B
２
z

２μ０
＝０ （１１畅４１）

对方程积分可得：
　　　　 p（ r） ＋B

２
z （ r）
２μ０

＝ B
２
０

２μ０
（１１畅４２）
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图 11畅12　 θ箍缩示意图
式中常量 B２

０ ／２μ０ 是外加磁压强。 式（１１畅４２）即 θ箍缩的径向压强基本平衡关系
式。 它表明，在任意半径 r 处，局部等离子体压强与内部磁压强之和与外加磁压强
相平衡。 从 θ箍缩的受力平衡关系式可知，θ箍缩的压强平衡关系容许很宽范围的
约束平衡，其中压强分布呈中间高向两边单调递减至零的特点。 典型例证如图
１１畅１３ 所示。 需要指出的是，由于 B z（０）是任意的，因此，比压 β的峰值

β０≡２μ０ p（０） ／［２μ０ p（０） ＋B２
z （０）］

的变化范围是 ０ ＜β０ ＜１。
由此可知，θ箍缩位形能够实现径向压强平衡。 约束机制由磁压强提供。

图 11畅13　典型的 θ箍缩参数分布
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11畅6畅2　Z箍缩
Z 箍缩是对 θ箍缩的一种互补位形，其几何结构如图 １１畅１４ 所示。 两个理想电

极驱动沿 Z 方向的“环向”电流，电流感应出沿 θ方向的“极向”磁场（因为电流密度
沿 Z 方向，故而得名 Z 箍缩）。 因此，该位形涉及的非平庸变量是：p ＝p（ r） ，B ＝
B θ（ r） eθ和J ＝J z（ r） e z。 现在的目标是弄清楚这种几何结构能否维持约束平衡。

图 11畅14　Z箍缩示意图
分析也很简单。 由于对称性， Δ· B ＝０ 自动满足。 安培定律简化为含 J z 的关

系式：
　　　　 μ０ J z ＝ １

r
１
ｄr（ rB θ） （１１畅４３）

将式（１１畅４３）代入动量方程（ p′＝－J zB θ）可得压力平衡关系式：
　　　　 ｄpｄr ＋

B θ
μ０ r
ｄ
ｄr（ rB θ） ＝０ （１１畅４４）

对 rB θ 求导后可得更直观的形式。 经过简单计算，改写后的 Z 箍缩压强平衡关
系式可写成：
　　　　 ｄ

ｄr p ＋ B
２
θ

２μ０
＋B

２
θ

μ０ r
＝０ （１１畅４５）

上述各项从左至右依次为等离子体压强、磁压强和磁张力。 一般来说，Z 箍缩
平衡方程并不能像 θ箍缩平衡方程那样进行简单积分。 即使这样，通过下述的一个
例子我们可以轻易地阐明这种约束平衡。 假设一种物理上合理的电流密度分布为
J z（ r）在轴上最大，并在 r ＝a 处单调递减至零：

　　　　 J ｚ（ r） ＝
２I
πa２ １ －r２

a２
　 ０ ＜r ＜a

０ a ＜r ＜b
（１１畅４６）
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式（１１畅４６）中，J z（ r）前面的系数由等离子体中的总电流 I ＝∫J zｄS 确定。 对安培定
律积分，很容易得到 B θ（ r）的表达式：

　　　　 B θ（ r） ＝
μ０ I
πa r

a － r３２a３ 　 ０ ＜r ＜a
μ０ I
２πr a ＜r ＜b

（１１畅４７）

最终，通过对压强平衡关系式积分可得出压强分布。 简单计算后得到：

　　 p（ r） ＝
μ０ I２

１２π２ a２ １ －r２
a２

２ ５ －２ r２
a２

　 ０ ＜r ＜a
０ a ＜r ＜b

（１１畅４８）

这些量的分布如图 １１畅１５ 所示。 很明显，一种压强分布对应于一种约束平衡。
如果在 Z箍缩中将比压 β的峰值定义为 β０≡２μ０ p（０） ／［２μ０ p（０） ＋B θ

２ （０）］，由于
B θ（０） ＝０，因此所有分布的零点比压为 １，即 β０ ＝１。 尽管高比压 β０ 可能较好，我
们知道，在这方面 θ箍缩比 Z 箍缩更加灵活。

图 11畅15　典型的 Z箍缩分布

最后，我们不妨将 Z 箍缩平衡方程中三个力沿径向的分布绘制在一张图上，如
图 １１畅１６ 所示。 需要指出的是，力为负表示方向向内，对应于约束力。 由图 １１畅１６
可知，等离子体外边界附近，仅有磁张力产生约束力，而粒子压强和磁压强均产生
方向向外的扩张力。 由此可知，Z 箍缩位形能够实现径向压强平衡。 等离子体平衡
通过磁张力得以维持。
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图 11畅16　Z箍缩的径向力（在等离子子外侧区域，仅磁张力起约束作用）
11畅6畅3　螺旋箍缩

螺旋箍缩是 θ箍缩和 Z 箍缩的任意组合。 在这种位形中，磁场线如螺旋线般缠
绕在磁面上，因此得名螺旋箍缩。 每一种与聚变相关的磁场位形都对应于螺旋箍缩
的一种径向压强平衡方程。

螺旋箍缩的分析也很简单。 其非平庸变量是：p，B ＝B θ（ r） eθ ＋B z（ r） e z 和 J ＝
Jθ（ r） eθ ＋J z （ r） e z。 和前面一样，Δ· B ＝０ 自动满足。 包含总电流密度的安培定
律为：
　　　　 μ０ J ＝－ｄB zｄr eθ ＋１

r
ｄ
ｄr（ rB θ） e z （１１畅４９）

将式（１１畅４３）代入动量方程（ p′＝JθB z －J zB θ） ，可得通用的螺旋箍缩压强平衡关
系式：
　　　　 ｄ

ｄr p ＋ B
２
θ

２μ０
＋ B

２
z

２μ０
＋B

２
θ

μ０ r
＝０ （１１畅５０）

一般来说，在磁流体力学中，我们可以任意规定两个函数，比如 B θ（ r）和 B ｚ（ r） ，
然后来确定第三个函数，在此情形下就是 p（ r） 。 由于两个函数的选择是任意的，所
以螺旋箍缩能够描述的平衡位形有很多。 这两个自由函数有明确的物理意义，因为
实验上我们可以对环向磁场线圈和极向场线圈中的电流进行独立设定。 有关主要
磁约束位形的具体事例见第 １３ 章中关于磁流体力学稳定性的讨论。 一旦磁流体力
学稳定性已知，我们就可以为各种位形提供完整的磁流体力学图像。
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11畅6畅4　螺旋箍缩中比压的一般定义
本节最后一个任务就是导出通用的径向压强平衡关系，并用它来定义等离子体

比压“β” 。 这一关系非常有用，因为它只与压强和磁场的积分平均值有关，对二者
的具体分布细节不敏感。 对压强平衡方程做如下的积分平均即可得到这一关系：
　　　　 １

a２∫a０ r２ ｄr ｄｄr p ＋ B
２
θ

２μ０
＋ B

２
z

２μ０
＋B

２
θ

μ０ r
＝０ （１１畅５１）

式中，a 是等离子体半径位置，在此处，等离子体压强和电流密度变为零。
对式（１１畅５１）中各项进行分部积分并化简。 于是压强项简化为：

　　　　 １
a２∫a０ r２ ｄpｄrｄr ＝－２

a２∫a０ p rｄr ≡ －枙 p枛 （１１畅５２）
很明显，这个压强项表示压强平均值。 “环向”场项可以改写为：

　　　　 １
a２∫a０ r２ ｄｄr B２

z

２μ０
ｄr ＝ B

２
za

２μ０
－２
a２∫a０ B２

z

２μ０
rｄr≡－ １

２μ０
（B２

za －枙B２
z 枛） （１１畅５３）

式中，B２
za ／２μ０ 是外加环向磁压强；枙B２

z ／２μ０ 枛是内部环向磁压强的平均值。 如果
枙B２

z ／２μ０ 枛 ＜B２
za ／２μ０ ，此时环向磁场是逆磁的，有助于约束等离子体。 θ箍缩就是这

种情况。 另一方面，如果枙B２
z ／２μ０ 枛 ＞B２

za ／２μ０ ，此时环向磁场是顺磁的，和压强一样
提供径向扩张力。 这种情况下，为了平衡这两个扩张力，需要增加极向磁张力。 最
后，“极向”场的贡献化简如下：
　　　　 １

a２∫a０ r２ ｄr ｄｄr B２
θ

２μ０
＋B

２
θ

μ０ r
＝ １
a２∫a０ ｄr ｄｄr r２B２

θ
２μ０

＝ B
２
θa

２μ０
（１１畅５４）

式中，B θa和环向等离子体电流 I 有关。 关系式为：
　　　　 B θa ＝ μ０ I

２πa （１１畅５５）
综上可得总的径向压强平衡关系式为：

　　　　 枙 p枛 ＝ １
２μ０

B２
za －枙B２

z 枛 ＋B２
θa （１１畅５６）

提醒一下，比压是衡量等离子体约束效率的参数。 因此式（１１畅５７）中比压 β定
义如下：
　　　　 β＝ ２μ０ 枙 p枛

B２
za ＋B２

θa
（１畅５７）
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在文献中经常出现环向比压 βｔ 和极向比压 βｐ 概念，它们的定义分别为：

　　　　
βｔ ＝２μ０ 枙 p枛

B２
za

βｐ ＝２μ０ 枙 p枛
B２

θa

（１１畅５８）

三者之间的关系为：
　　　　 １

β＝ １
βｔ ＋１

βｐ （１１畅５９）
由上式可知，总比压 β由环向比压 βｔ 和极向比压 βｐ 中较小的那个决定。 由定

义可知，β≤１。 然而，βｔ 或者 βｐ 最多有一个能超过 １。 在比较不同磁约束位形时，
这些概念很重要，并且很容易将它们推广到非圆截面环形位形中。

本节主要介绍了利用环向磁场、极向磁场或者二者的结合来实现磁约束位形中
的径向压强平衡。 而且，除了明显有 β≤１ 之外，比压 β的值没有上限。

11畅7　环向力平衡
11畅7畅1　概　述

为了避免终端损失，聚变等离子体必须约束在环形结构中。 在这种情况下，将
直圆柱结构弯成环状结构将产生三个新的沿大半径方向（即 R 方向）向外的环向
力，如图 １１畅７ 所示。 这些力和受其影响的位形分别如下：

① 环力（Z 箍缩）；
② 车胎力（Z 箍缩，θ箍缩）；
③ １／R 力（θ箍缩）。
如果要维持等离子体环向力平衡，需要外加的力来平衡这些沿径向 R 向外的

力。 分析显示，Z 箍缩自身能提供所需的平衡力，也就是说，Z 箍缩具有很好的环向
平衡性，因此可以很方便地弯成环状结构。 但是，在第 １２ 章里我们将证明，纯粹 Z
箍缩的磁流体力学稳定性很差。

而纯粹 θ箍缩则刚好相反。 在 θ箍缩中很难添加一个沿径向向内的回复力。
也就是说，纯粹 θ箍缩的环向平衡性很差，很难弯成环状结构。 但另一方面，在第
１２ 章里我们将证明，直线型 θ箍缩具有良好的磁流体力学稳定性。 θ箍缩和 Z 箍缩
之间的这种截然不同的特性使得人们考虑开发出具有环向磁场和极向磁场优化组

合的位形（即螺旋箍缩）来研究聚变磁流体力学的平衡，这些位形能在环向高比压
平衡的条件下稳定约束等离子体。
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在接下来的讨论中，我们将定性描述这三种环向力，并尽可能给出相应的对抗
力的方法。 我们将通过简单计算来对环向力平衡中各项进行半定量评估。 讨论主
要就二维轴对称平衡进行，同时也简单讨论三维环形螺旋位形中的平衡。
11畅7畅2　环　力

环力（ｈｏｏｐ ｆｏｒｃｅ）类似于圆环导线中电流产生的向外扩张力。 本节中电流对应
于等离子体中的环向电流。 由于涉及环向电流，因此这里的环力是由弯成环状的 Z
箍缩产生的。

环力的来源可以参考图 １１畅１７（ ａ）。 图中显示的是环形 Z 箍缩，其中的等离子
体被分成两半。 内侧部分和外侧部分的曲面面积分别为 S１ 和 S２ 。 显然，S１ ＜S２ ，因
为内侧曲面的大半径的平均值比外侧的要小。

图 11畅17　环力定性分析
如图所示，环向电流感应出极向磁场。 由磁通量守恒可知，处于环面外侧的给

定的极向磁通量 Ψ在转到环面内侧时将被挤压在较小的截面内。 这意味着内侧磁
场的磁感应强度要比外侧磁场的大：B１ ＞B２ 。 磁场线在环面的内侧更紧密。

如图 １１畅１７（ｂ）所示，现在分析每一半等离子体所受的磁张力。 作用在内侧曲
面的磁张力是：F１ ＝（B２

１ ／２μ０ ）S１ ，方向沿大半径 R 向外；类似地，作用在外侧曲面的
磁张力是：F２ ＝（B２

２ ／２μ０ ）S２ ，方向沿大半径 R 向内。
B 的二次方关系决定了等离子体的受力大小。 由此可知，F１ ＞F２ 。 环向电流产

生一个沿大半径 R 向外的合力，这就是所谓的环力。
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11畅7畅3　车胎力
顾名思义，车胎力类似于下述情形：充气车胎内的气压在胎的外侧产生的压力

要比内侧的大。 联系到等离子体气体压强，可知 Z 箍缩和 θ箍缩中均可产生这种车
胎力。

这种力的来源可参考图 １１畅１８（ ａ）来理解。 图中显示等压面被分成两部分。 压
强对内半部分表面 S１ 的作用力是 F１ ＝pS１ ，方向沿大半径 R 向内；压强作用在外半
部分表面 S２ 的力是 F２ ＝pS２ ，方向沿大半径 R 向外。

合力示意图如图 １１畅１８（ ｂ）所示。 很明显，F２ ＞F１ 。 在等压面上，力的大小由
表面积大小决定。 所以，车胎力的合力方向沿大半径 R 向外。

图 11畅18　车胎力定性分析
11畅7畅4　1／R力

顾名思义，“１／R”力的出现是由于环形位形而产生的环向磁场的 １ ／R 依赖关
系。 由于仅涉及环向磁场，因此这种力只存在于 θ箍缩中而不是 Z 箍缩中。

演示 １／R 力的简单模型如图 １１畅１９（ ａ）所示。 图中环形 θ箍缩由围绕环面的一
组电流为 I ｃ 的线圈产生。 为简单起见，假设等离子体电流 Iｐ 以面电流形式存在。
也就是说，所有的电流都在等离子体表面无限薄的层间流动。 所需磁场 B ａ具有 １ ／R
依赖关系，它由对沿线圈和等离子体之间的任意闭合环路运用积分的安培定律
给出：
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∮B· ｄI ＝２πRB矱a ＝μ０ Iｃ

B矱a ＝μ０ Iｃ
２πR

（１１畅６０）

等离子体电流的作用通常是抗磁性的，即它在等离子体内部感应出的磁场部分
抵消了外加磁场。 在面电流模型中，通过安培定律可知，等离子体内部净的环向磁
场 B矱ｉ也具有 １ ／R 依赖关系：

　　　　
∮B· ｄI ＝２πRB矱ｉ ＝μ０ （ Iｃ －Iｐ）
B矱ｉ ＝μ０ （ Iｃ －Iｐ）

２πR
（１１畅６１）

图 11畅19　１／R力定性分析
１／R 力可按如下方式来理解：将等离子体分成图 １１畅１９（ｂ） 所示的两半，作用在

等离子体内侧半边上的力等价于净压强与面积的乘积：F１ ＝［（B２
矱a －B２

矱ｉ） R ＝R１ ／
２μ０ ］S１ 。类似地，等离子体外侧的受力为：F２ ＝［（B２

矱a －B２
矱ｉ） R ＝R２ ／２μ０ ］S２ 。考虑到 B

力的二次方关系以及 B的 １ ／R效应，R１ 处的磁场要比 R２ 处的大，因此 F１ ＞F２ 。合力
沿大半径 R 向外。需要指出的是，这个结果由于抗磁性（B２

矱ａ ＞B２
矱ｉ） 而得到的。相反，

在顺磁性（B２
矱a ＜B２

矱ｉ） 情形下，环向力沿大半径 R 向内。然而，如前所述，这个力自身
不能达到环向力平衡，因为它阻碍了径向压强平衡的建立。
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11畅7畅5　理想导体壁提供的回复力
前面的讨论显示，所有的环向等离子体都承受着沿大半径 R 向外的环向力。 为

了实现环向力平衡，我们需要一个沿大半径 R 向内的回复力。 一般来说，对于存在
环向电流（即 Z 箍缩和螺旋箍缩）的位形，可以通过两种方法产生回复力：理想导体
壁和外加垂直场。 但是，这些方法对 θ箍缩都无效。

本节介绍理想导体壁产生回复力的机理。 为了便于理解回复力，考虑位于理想
导体壁中心的环向等离子体，如图 １１畅２０（ ａ）所示。 等离子体由于受到指向外的几
种环向力的合力，很自然地会沿大半径 R 方向向外运动。 与此同时，导体壁会相应
的感应出涡流。 这样位于等离子体和导体壁之间的极向磁通量就会被压缩，如图
１１畅２０（ ｂ）所示。 磁通的压缩意味着等离子体外侧的极向磁场增强。 随着等离子体
继续向外运动，它最终将会达到这样一个平衡点，在这一点处，等离子体外侧的磁
张力大到足以抵消向外的环力、车胎力和 １ ／R 力。 由此在该点处环向力平衡得以
实现。

图 11畅20
尽管在原理上很好理解，但是利用理想导体壁达到环向力平衡却不太实际。 这

是因为在实际情况中，聚变等离子体自身的高温，以及聚变反应释放的大量中子都
不允许第一壁采用超导材料。 如果第一壁的电导率有限，事实也肯定如此，那么随
着等离子体向外移动，极向磁通量最终也将通过壁扩散开来。 等离子体和壁之间不
可能无限制地容纳不断增加的磁通量。
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最后需要指出的是，即使是理想导体壁，这种机理也对 θ箍缩无效。 这是因为
在 θ箍缩中不存在极向磁场，如图 １１畅２１ 所示。 这种位形仅存在环向磁场，且等离
子体在向外移动的同时，也推开了移动路径上的磁场线。
11畅7畅6　垂直场提供的回复力

对于存在环向电流的位形，产生回复力更实际的方法是通过外加垂直场，如图
１１畅２２ 所示。 只要正确选择垂直场的大小和符号，它就能提供一个向内的回复力来
实现环向力平衡。

图 11畅21　在环向 θ箍缩中，等离子体向外移动的同时也推开了移动路径上的磁场线，
等离子体和导体壁之间不存在捕获的磁通量。

图 11畅22　利用外加垂直场实现 Z箍缩或者螺旋箍缩中的环向力平衡
图 １１畅２３ 有助于理解它的机理。 图 １１畅２３（ ａ）显示的是在 Z ＝０ 的中平面上等

离子体自身的极向磁场的大小和方向。 由于 １／R 效应，环外侧的极向磁场较小。
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现在叠加一个方向如图 １１畅２３（ｂ）中所示的单一的垂直场。 注意到外加垂直场与环
外侧场同向而与内侧场反向。 适当调整垂直场大小，使得环内侧和外侧最终的极向
场平衡，如图 １１畅２３（ ｃ）所示。 这样的话，环向力平衡也相应实现。

图 11畅23　垂直场提供回复力的物理图像
在 Z 箍缩和螺旋箍缩中利用外加垂直场实现环向力平衡已经应用于很多实验。

能实际应用的一个主要原因是垂直场线圈可以放置于第一壁外。 第一壁能阻止射
线对线圈的损伤。 外加线圈也需要第一壁具有有限的电导率，只有这样，垂直场才
能穿过第一壁而作用于等离子体。 如果第一壁是理想导体，由于磁场无法作用于等
离子体，外加线圈也无法发挥功用。

最后，需要指出的是，外加线圈对 θ箍缩也无效。 这是因为 θ箍缩中的电流和
垂直场都沿极向，磁场力 J θ ×BＶ 没有 eＲ 分量，也就无法平衡环向力。
11畅7畅7　环向力平衡的解析推导

在前文定性分析的基础上，本节将通过简单计算定量分析各力对环向力平衡的
贡献。 主要目的是评估环向力平衡所必需的垂直场的大小，并证明在 θ箍缩中无法
实现环向平衡。

计算所依据的基本思想是利用一般的磁流体力学平衡关系来估计作用在等离

子体上的净的 eＲ 力。 通过假定等离子体具有圆截面和大的环径比（R０ ／ａ ＞＞ １），我
们可将计算简化。 采用能提供对环效应适当精确描述的简单磁场模型，则分析可进
一步简化。 推导过程如下。
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1．模　型
基本模型由这样一种环形等离子体组成，其等压面是一组逐层嵌套的准同轴的

圆：p ＝p（ r）。 几何结构如图 １１畅２４ 所示。 现在考虑磁场。 在直圆柱情形下，作用
在等离子体上的磁场的形式为：B ＝B θ（ r） eθ ＋B z（ r） e z。 在环面情形下，磁场需要进
行环效应修正。 前文指出，由于环效应，环向场随 １ ／R 变化。 综合考虑到径向压强
平衡和环向力平衡特征，环向场的好的近似为 B矱≈ B矱（ r） （R０ ／R）。

图 11畅24　用以计算环向力平衡的环形几何结构
由于极向磁场也沿大半径方向递减，所以对极向场也可采用类似的假定：B θ ＝

B θ（ r）（R０ ／R）。 环形结构中的极向场形式实际上相当复杂（例如，它包括 B r 分量以
及双极逆磁分量）。 然而，上述简化抓住了物理本质，而且对最终结果造成的误差
很小。 整个极向场还必须包含外加垂直场（BV ＝B V eZ ，且 B V 为常量）的贡献。 这个
场用来维持等离子体环向力平衡。

综上所述，用以决定环向力平衡的压强和磁场的简化形式如下：
　　　　p ＝p（ r）

B ＝R０
R B矱（ r） e矱 ＋R０

R B θ（ r） eθ ＋B ve z （１１畅６２）

将磁场表达式代入一般的磁流体力平衡方程。 提取 eＲ 分量并对其进行整个等
离子体唱真空室体积上的空间积分，以确定环向力平衡的条件。 对全空间积分比仅
对等离子体体积积分更有益，因为这样可以免去进行准确计算等离子体表面极向场
的麻烦。 这个场比模型中的表达式要复杂得多。 具体来说，对于环向力平衡，我们
需要计算：
　　　　∫eＲ · ［J ×B －Δp］ｄr ＝０ （１１畅６３）
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为了估计被积函数，引入“准柱形”坐标系（ r， θ）代替（R， Z） ：
　　　　R ＝R０ ＋rｃｏｓθ

Z ＝rｓｉｎθ （１１畅６４）

经过简单计算，对简单模型我们有：
　　　　 μ０ J ＝ Δ×B ＝R０

R
矪B矱
矪r eθ －１

r
矪矪r
R０
R rB θ e矱 （１１畅６５）

和

　　　　 eＲ · J ×Β＝－ｃｏｓθ R
２
０
R２

矪矪r
B２

矱
２μ０

＋R０
R
B θ
μ０ r

矪矪r
R０
R rB θ －BＶμ０ r

矪矪r
R０
R rB θ

（１１畅６６）
这个简易模型可用来计算环向力平衡中各部分的贡献。

2．车胎力 Fp

车胎力源于式（１１畅６３）中的压强项，表达式如下：
　　　　 F ｐ ＝－∫（ eR · Δp） ｄr ＝－２π∫矪p矪rｃｏｓθ Rrｄrｄθ （１１畅６７）

式中利用了轴对称环中的关系式：ｄr ＝２πRrｄrｄθ。 接下来，利用 R ＝R０ ＋rｃｏｓθ，并
注意到 θ积分时，含 R０ 项积分为零。 对剩余项简单积分可得车胎力表达式：
　　　　 F ｐ ＝－２π２∫a０ r２ 矪p矪rｄr ＝２π２ a２ 枙 p枛 （１１畅６８）
由上式可知，车胎力恒为正，这意味着力的方向沿大半径 R 向外。

3．1／R 力 FB矱
１／R 力源于环向磁场。 由环向力平衡方程中 B矱项得到 １ ／R 力表达式如下：

　　　　 F B矱 ＝－πR２
０

μ０ ∫矪B２
矱

矪r
ｃｏｓθ
R rｄrｄθ （１１畅６９）

假设 r／R０ ＜＜ １，然后按大环径比展开，我们很容易得到上述积分。 具体展开
式为：
　　　　 １

R ≈ １
R０

１ － rR０
ｃｏｓθ （１１畅７０）

通过积分得到 １ ／R 力表达式如下：
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　　　　 F B矱 ＝π２

μ０∫a０ r２ 矪B２
矱

矪 r ｄr ＝２π２ a２ B
２
矱a

２μ０
－枙B２

矱枛
２μ０

（１１畅７１）

其中，B矱a为 R ＝R０ 处（此处没有等离子体）的外加环向场。 与定量分析的结论一
致，当环向场是逆磁的，即 B２

矱a ＞枙B２
矱枛时，１ ／R 力方向沿大半径 R 向外（即是正的） ；

当环向场是顺磁性时，１ ／R 力方向沿大半径 R 向内。
4．环力 F I

环力是由环向力平衡方程中与极向场 B θ 平方相关项引起的。 F Ｉ 表达式为：
　　　　 F Ｉ ＝－２πR０

μ０ ∫B θ
矪矪r
R０
R rB θ ｃｏｓθｄrｄθ （１１畅７２）

和前面的力一样，先按大环径比展开，再对 θ积分。 经过简单计算可得：
　　　　F Ｉ ＝２π２

μ０ ∫∞０ B θ
矪矪r（ r

２B θ） ｄr ＝π２

μ０
r２B２

θ ∞
＋２∫∞０ rB２

θｄr
＝π２ a２

μ０
B２

θa ＋２
a２∫∞０ rB２

θｄr （１１畅７３）

对于约束在 r ＜a 内的电流，上式利用了关系式：rBθ ｜∞ ＝μ０ I／２π＝αBθa。 对 r 的
积分稍微复杂些。 这是因为虽然假定等离子体电流密度在 r ＝a 为零，但是对于 r ＞a
部分，仍然存在正比于 I／r 的真空极向磁场。 这将使 r→ ∞时积分出现对数发散。
实际上，这个积分是有限的，因为环电流周围真空区域储存的磁场能是有限的。 因
此，为了得到正确的积分结果，用 r→ R０替代 r→ ∞即可。 然而，在这种情况下，按
大环径比展开不再适用。

通过引入与环向等离子体电流相关的宏观电路自感，再利用静磁场理论的已知
结果，我们就可以绕开这个困难。 我们知道，自感的定义为：
　　　　 １

２ LI
２ ≡∫B２

２μ０
ｄr （１１畅７４）

为方便起见，将这个积分拆分为两部分：等离子体所含的内电感和周围真空的
外电感。 等离子体的内电感定义为：
　　　　 １

２ L ｉ I
２ ＝∫

V

B２

２μ０
ｄr ＝４π２R０∫a０ B２

θ
２μ０
r ｄr （１１畅７５）

类似地，外电感定义为：
　　　　 １

２ Lｅ I
２ ＝∫

V

B２

２μ０
ｄr ＝４π２R０∫∞a B２

θ
２μ０
r ｄr （１１畅７６）
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在聚变研究中，我们更经常使用的是单位长度上无量纲的归一化电感而不是实
际电感本身。 前者的定义为 l≡ （L／２πR０ ） ／（μ０ ／４π） ＝２L／μ０R０ 。

将上述定义代入式（１１畅７３），最终得到：
　　　　 F Ｉ ＝２π２ a２ （ l ｉ ＋lｅ ＋１） B

２
θa

２μ０
（１１畅７７）

对于典型等离子体， l ｉ≤ １／２，具体数值取决于等离子体中电流密度的实际分
布。 lｅ 的值需要经过经典静磁学的冗长计算方可确定。 不过结果已知，为 lｅ ＝
２ ｌｎ（８R０ ／a） －４ ～２畅４。

作为参考，我们有必要指出，在大环径比极限情形下，环力可以精确地计算出
来。 尽管计算过程也很复杂。 然而，大环径比极限下的精确结果也仅仅是对上文中
的简单的值略加微调。 后文中我们将用到下面给出的更精确的关系式：
　　　　 F Ｉ ＝ I２２

矪矪R０
（L ｉ ＋L ｅ）

＝２π２ a２ B
２
θa

２μ０

矪矪R０
［R０ （ l ｉ ＋lｅ）］

＝２π２ a２ （ l ｉ ＋lｅ ＋２） B
２
θa

２μ０
（１１畅７８）

最后，需要注意的是，F Ｉ ＞０ 意味着环力方向沿大半径 R 向外。
5．垂直场力 FV

最后我们来计算由垂直场引起的力。 相关表达式为：
　　　　 FＶ ＝－２πR０BＶ

μ０ ∫R 矪矪r
rB θ
R
ｄrｄθ （１１畅７９）

引入大环径比展开，并对 θ积分，式（１１畅７９）的主要贡献项可简化为：
　　　　 FＶ ＝－４π２R０BＶ

μ０
（ rB θ）

r→∞
（１１畅８０）

因为当 r→∞时，B θ ～I／r，于是表达式改写为：
　　　　 FＶ ＝－２π２ a２ ２R０BＶB θa

αμ０
＝－BＶ I（２πR０ ） （１１畅８１）

这第二种表达式表示的是我们熟悉的结果：长为 ２πR０ 、载流 I 的“直导线”在均
匀磁场 BＶ中受到的力，即长度乘以电流乘以磁场。 注意，如果电流和磁场都取正
的，则垂直场产生的力是负的（即方向向内）。
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6．环向力平衡所需的垂直场
通过合并各种力，可以很方便地计算出环向力平衡所需的垂直场：

　　　　 BＶ
B θa

＝ １
４
a
R０

２μ０ 枙 p枛
B２

θa
＋B

２
矱a －枙B２

矱枛
B２

θa
＋l ｉ ＋lｅ ＋２ （１１畅８２）

式（１１畅８２）提供了一种物理直观理解。 这个相对简单的公式最先是由沙夫拉诺夫
推导出来的，它为早期托卡马克实验中的垂直场电路设计提供了非常有用的指导。
从那以后，人们已开发了包含有限环效应和非圆接截面效应的高级数值代码。 这些
代码已成为电流实验设计的基础。 但是，简易模型所描述的力仍被用来表示对环向
力平衡的基本贡献。

从聚变堆的平衡 β极限方面来看，按照式（１１畅８２），似乎不存在此类极限。 因
为随着压强的增加，只需相应增加垂直场即可维持平衡。 但事实证明，对于确定的
位形，这个结论是错误的。 这个问题很微妙，而且与稳定性考虑所设定的额外平衡
限定条件有关。 这些方面，包括平衡 β极限，将在第 １３ 章中讨论。

7．为什么 θ箍缩无法在环形条件下实现
可以直接证明环形 θ箍缩平衡是不存在的。 证据来自于对 B θa ＝０ 的情形下

（相当于纯 θ箍缩）要求同时满足径向压强平衡和环向力平衡条件的检验。 这些关
系式可简化为：

　　　　枙 p枛 ＝ １
２μ０

B２
矱a －枙B２

矱枛 径向压强平衡

枙 p枛 ＝－ １
２μ０

B２
矱a －枙B２

矱枛 环向力平衡

（１１畅８３）

很明显，唯一可能的结果就是枙 p枛 ＝０。
11畅7畅8　环向力平衡的单粒子图像

前面的讨论说明了如何利用单流体磁流体力学模型来计算 Z 箍缩或者螺旋箍
缩中的环向力平衡，以及为什么在 θ箍缩中无法实现这个平衡等问题。 本节通过环
向力平衡的单粒子导心图像来进一步展现其中的物理直观。 特别地，这种处理将说
明出现在 θ箍缩中的困难，以及如果通过增加环向电流来解决这些困难。

1．环向 θ箍缩
首先考虑单纯的环向 θ箍缩。 为了简单起见，假定所研究的等离子体是低 β等

离子体，在此情形下，磁场近似为 B ＝B０ （R０ ／R） e矱。 几何图像如图 １１畅２５（ ａ）所示。
根据导心运动，并注意到环向场的 １ ／R 依赖性产生如下的曲率漂移和 ΔB 漂移：
　　　　 v ｇ ＝碢 １

ωｃ v２‖ ＋v
２
⊥
２

R ｃ ×B
R２
ｃB

＝ q
mR０B０

v２‖ ＋v
２
⊥
２ e z （１１畅８４）
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这使得离子垂直向上漂移而电子垂直向下漂移，如图 １１畅２５（ ｂ）所示。
导心的这些漂移导致正电荷在等离子体上部积累而负电荷在等离子体下部积

累。 电荷分离反过来产生一个穿越等离子体柱方向的垂直向下的电场，如图 １１畅２５
（ ｃ）所示。 此时等离子体中的每一个带电粒子都将受到外加环向场和导心感生的
电场共同作用。 由于 E 和 B 相互垂直，因此电子和离子都会发生 E ×B 漂移。 这种
漂移对所有粒子都是一样的，且方向沿大半径 R 向外，如图 １１畅２５（ ｄ）所示。 结果，
整个等离子体像单流体一样沿着大半径 R 向第一壁移动。 因此，在单纯的环向 θ箍
缩中无法实现环向力平衡。

图 11畅25　θ箍缩无法实现环向力平衡
2．Z 箍缩和螺旋箍缩
在轴对称环形系统中，θ箍缩中遇到的困难可以通过外加一个垂直场来克服，

例如，在 Z 箍缩和螺旋箍缩中的情形就是这样。 对于一般的螺旋箍缩情形，B矱 和

B θ 的结合产生所谓旋转变换的磁场性质。 正是这一性质避免了纯粹 θ箍缩中出现
的电荷在等离子体上下端累积的情况。

要理解这是如何实现的，我们首先必须弄懂旋转变换。 旋转变换性质与下述事
实有关：在约束平衡中，环向场和极向场的结合使得磁场线缠绕在等离子体周围，
形如理发店门口立杆上的彩带。 等离子体极向截面如图 １１畅２６ 所示，磁场线沿环向
每转过一周就会落到圆周的不同极向位置上。 经过沿环向的许许多多次转动后，磁
场线在极向上的落点就会形成磁通面的形状（即图 １１畅２６ 中虚线所示）。 现在，若
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记磁场线在第 j次到第 j ＋１ 次环向转动过程中在极向上的夹角为 Δθj，则我们可将
旋转变换角 ι定义为无穷多次环向转动后这些极向夹角 Δθj 的平均值：ι＝枙Δθ枛。

图 11畅26　通过旋转变换平均掉垂直漂移
假定存在旋转变换，那它对解决环向力平衡有什么帮助呢？ 答案是，当粒子沿

磁场线以速度 v 自由运动时，旋转变换平均掉了垂直 ΔB 漂移和曲率漂移。 不再出
现电荷累积，因此也就不再发生径向向外的 E ×B 漂移。 即使粒子仍会有垂直ΔB
漂移和曲率漂移，但这个平均过程依然有效。 看上去有些荒谬的结论是：总向上漂
移的粒子却逃不出等离子体。

平均效应的物理机制如图 １１畅２６ 所示。 图中显示了三个巢状等压面。 假设带
电粒子从最内磁面点 １ 位置出发。 由于它有 v‖的初速度，因此将沿着环面运动。
如果没有垂直漂移，它将被约束在这个磁面上。 然而，如果粒子存在垂直向上的漂
移，其导心将偏离该磁面，并在极向运动 π／２ 后到达位于中间磁面的点 ２ 位置处。
粒子沿极向再转过 π／２ 时，将运动到偏离原始磁面更远的外磁面的点 ３ 位置处。
漂移过程在极向转过第三个 π／２ 时继续存在，但此时向上漂移却使得粒子回到中
间磁面上，到达点 ４ 位置处。 最后，在极向转过第四个 π／２ 时，粒子导心的向上漂
移使得粒子回到最初的出发点。 这一过程不断重复，我们可以看到，在等离子体上
部或者下部都没有电荷累积。

由此得到如下结论：尽管带电粒子总是向上漂移，但旋转变换的存在却使得粒
子在前半个周期内漂离等离子体中心，在后半周期内漂向等离子体中心。
11畅7畅9　旋转变换角的计算

上述讨论显示，旋转变换是用于约束聚变等离子体的磁场位形的重要基本特
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征。 本节介绍在两种情况下如何计算旋转变换角：一种是长为 ２πR０ 的直圆柱，另
一种是轴对称环面。 旋转变换的知识对于理解平衡和稳定 β极限也很重要。

1．直圆柱中的旋转变换
为了估计旋转变换角，我们必须要能计算缠绕在等离子体磁面上的磁场线的轨

迹。 在直圆柱情形下，描述平行于已知磁场线的几何线坐标的方程是：
　　　　ｄr／ｄz ＝B r ／B z　　　　 r（ z ＝０） ＝r０

ｄθ／ｄz ＝B θ ／rB z θ（ z ＝０） ＝θ０
（１１畅８５）

在直线螺旋箍缩中，B r ＝０，B θ ＝B θ（ r） 和 B z ＝B z（ r）。 由于轴对称，轨迹方程经
过简单积分可得：

　　　　
r（ z） ＝r０
θ（ z） ＝θ０ ＋ B θ（ r０ ）

r０B z（ r０ ） z
（１１畅８６）

从上式看出，磁场线沿着螺旋轨迹环绕于磁面上。
旋转变换角的定义是绕环向旋转一周时极向角度变化 Δθ的平均值。 对于直

圆柱，由于对称性，我们很容易进行这种平均处理。 任意给定磁场线绕环向一周引
起的角度 Δθ的变化和任意其他磁场线绕环向旋转一周引起的角度 Δθ的变化完全
相同。 因此，等价于周长为 ２πR０ 的环面的直圆柱的旋转变换角为 ι（ r０ ）≡Δθ ＝
θ（ z ＋２πR０ ） －θ（ z） ，或写成（去掉下标 ０）：

　　　　 τ（ r） ＝２πR０B θ（ r）
rB z（ r） （１１畅８７）

ι（ r）分布是区分不同磁约束聚变位形的关键特征之一。 第 １３ 章将介绍一些具
体事例。

还应当指出，对于大多数轴对称环形位形下的聚变研究来说，通常引入所谓的
安全因子 q（ r）来代替 ι（ r）。 二者呈如下的反比关系：
　　　　 q（ r） ≡ ２πι（ r） ＝ rB z（ r）

R０B θ（ r） （１１畅８８）
使用“安全”一词与磁流体力学稳定性有关，高 q（ r）的位形趋于更稳定（即更安

全）。 安全因子的影响将在第 １３ 章讨论磁流体力学稳定性时研究。
2．轴对称环面上的旋转变换
对轴对称环面的旋转变换的估计和直圆柱中的概念类似，但有两点微小差别：

第一，在环面上，磁场是 r 和 θ的函数，这增加了磁场线轨迹推导的技术难度；第二，
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计算 ι的平均过程不再像直圆柱情形下的那样简单，原因是绕环向一周引起的角度
Δθ的变化对磁场线的极向初始位置的依赖关系不同。 例如，始于环面外侧（ θ０ ＝
０）的磁场线绕环向一周引起的角度 Δθ的变化不同于始于环面内侧（θ０ ＝π）的磁场
线绕环向一周引起的角度 Δθ的变化。 下面的推导克服了这些困难。 尽管最终结
果是必须用数值求解的积分形式，但采用基于环向力平衡方程的简单模型，可以得
到解析解。

推导由环面上磁场线的轨迹方程开始：
　　　　ｄr／ｄ矱＝RB r（ r，θ） ／B矱（ r，θ）　　　　 r（矱＝０） ＝r０

ｄθ／ｄ矱＝RB θ（ r，θ） ／rB矱（ r，θ） θ（矱＝０） ＝θ０
（１１畅８９）

式中， R ＝R０ ＋rｃｏｓθ。假定磁场各分量 B r（ r，θ）、B θ（ r，θ） 和 B矱（ r，θ） 已分别从磁流
体力学平衡条件下独立解得（一般都是数值解）。 在这个假定基础上，式（１１畅８９）变
成耦合的非线性常微分方程组，原则上很容易得到其数值解。 但即便如此，事实上
也没有必要解这些方程。 对估计旋转变换来说，我们只需要知道磁面的形状，通常
它是非圆的。 有很多方法可以用来确定磁面的形状。 最直接的方法是将上述两方
程相除：
　　　　 ｄr／ｄθ ＝rB r（ r，θ） ／B θ（ r，θ）　　　　r（θ０ ） ＝r０ （１１畅９０）
这也是一个很容易数值求解的方程。 此后，假定式（１１畅９０）的解为 r ＝r（θ；r０ ，θ０ ）。

下一步是计算 Δθ并取其对环向转动次数的平均。 最有效的做法是计算磁场
线沿极向转动一周（δθ＝２π）时环向转过的角度大小（ δ矱＝２π）。 由于轴对称性，
磁场线的这种运动形式无限重复，因此简单利用比例关系就可以确定 ι。 由式
（１１畅８９）易得角 δ矱：
　　　　 δ矱＝∫２π０ rB矱

RB θ
ｄθ （１１畅９１）

注意，式（１１畅９１）是对磁面的积分，也就是说，被积函数 I（ r，θ） ＝I（ r（θ） ， θ）。 看清
δ矱＝δ矱（ r０ ） 也同样重要。 由于对称性以及沿极向积分一周，因此它不是 θ０ 的函

数。 这样，通常令 θ０ ＝０ 不会带来任何损失。
通过采用简单比例关系，旋转变换现在表示成：

　　　　 Δθ
Δ矱＝２π

δ矱＝枙Δθ枛
２π （１１畅９２）

式中，（Δθ）是环向旋转一周 Δ矱＝２π时极向平均旋转角：枙Δθ枛 ≡ ι。 ι和 q 的表达
式分别为：
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　　　　ι（ r０ ）
２π ＝ １

２π∫２π０ rB矱
RB θ
ｄθ

－１

q（ r０ ） ＝ １
２π∫２π０ rB矱

RB θ
ｄθ

（１１畅９３）

式（１１畅９３）中，r０ 可以作为识别计算磁面上旋转变换的标签。 具体来说，它对应于
小截面上 θ０ ＝０ 的中平面外侧的磁面半径。

一般来说，旋转变换角必须通过数值计算来得到，我们可以利用基于环向力平
衡方程的简单模型场来演示这一过程。 由于模型场有 B r ＝０，这意味着磁面方程的
解就是 r ＝r０ 。 磁面是圆的。 于是安全因子可以表示为：
　　　　 q（ r０ ） ＝ １

２π
r０B矱（ r０ ）
B θ（ r０ ） ∫２π０ ｄθ

R０ ＋r０ ｃｏｓθ
＝ r０B矱（ r０ ）
R０B θ（ r０ ）

１
（１ －r２０ ／R２

０ ） １ ／２ （１１畅９４）
这个表达形式类似于直圆柱中的表达式，但对环形效应进行了小的修正。 在第 １３
章讨论聚变位形时，我们将说明，当压强增加时，对于 q（ r０ ）必须做很大的环向修
正。 在这种情况下，简单模型场不再能准确表达出其中的物理平衡。
11畅7畅10　没有环向电流时位形的环向力平衡

到目前为止，分析主要集中于轴对称的环形位形。 参量均不随环向角 矱变化。
这些位形需要环向电流和外加垂直场来维持环向力平衡。 从聚变堆的观点来看，引
入环向电流增加了设计的复杂性。 由于稳态的环向直流电流无法由变压器提供，因
此需要采用某种无感应电流驱动来提供。 通常这会涉及复杂的物理过程和大量昂
贵的辅助电流驱动设备。

显然，我们很希望能够找到某种无需环向直流电流来维持环向力平衡的环形磁
位形。 这类装置确实存在，这就是“仿星器”。 世界上作为聚变项目进行研究的仿
星器有几种不同类型，它们都有一个共同特征，就是所有的仿星器都是三维环状螺
旋结构，因此需要通过外加螺旋磁场来实现环向力平衡所需的旋转变换。 图 １１畅２７
展示了三种仿星器的简单示意图。 尽管原理上等离子体可以携带净直流电流，但是
对于仿星器平衡这不是必需的。

可以预料，三维位形的分析一般需要大规模分析手段，这已超出了本书讨论的
范围。 然而，通过某些简单的螺旋位形的旋转变换计算，我们可对其特点略知一
二。 下面我们将说明，环向净电流为零的螺旋位形能够通过外部来产生旋转变换，
尽管乍一看来，由于螺旋对称性，这种变换平均值可能为零。

计算的关键问题是将对磁面形状的螺旋调整效应包括进来。 正如前文指出的，
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由于对称性，螺旋场中对旋转变换的主要贡献项在整个螺旋周期内平均确实为零。
然而，考虑到磁面螺旋修正的更仔细的高阶计算显示，这种平均是不完全的，仍然
存在一个小的净旋转变换，并最终导致环向力平衡。 推导过程如下。

图 11畅27　三种仿星器示意图
1．模型磁场
旋转变换的存在不依赖于环形效应或者有限压强。 即使在有真空磁场的直螺

旋系统中也能产生旋转变换。 因此模型磁场由两部分组成：均匀的轴向（即环向）
磁场 B z ＝B０ ＝常数，另加真空螺旋场 B h。由于对真空场有 Δ×B h ＝０，因此可以用
势函数来替代：B h ＝ ΔV，且 V满足 Δ　２ V ＝０。假定螺旋场具有螺旋波长λh 和单螺旋
多极性 l。这意味着 V（ r，θ，z） ＝V（ r） ｓｉｎ（ l θ －hz），式中 λh ＝２π／h。 拉普拉斯方程
的解为：
　　　　 V（ r） ＝C＾I l（hr） ≈ Cr l （１１畅９５）

当 h a ＜＜１ 时，修正的贝塞尔函数近似有效，这使得代数的复杂性大大简化，尽
管并非必要。常数 C可通过假定等离子体边界处极向螺旋场的幅度为 B h 来确定。由
此可得：V（ r） ＝（aB h ／l）（ r／a） l 。 因此模型场可以写成：

462 　第 11 章　磁流体力学———宏观平衡



　　　　 B ＝B０ e z ＋B h （１１畅９６）
式中，
　　　　 B h ＝ ΔV ＝B h ra

l－１
e r ｓｉｎζ＋eθｃｏｓζ－e zha r

a ｃｏｓζ （１１畅９７）

式中，ζ＝l θ－hz。 注意，对于等价的环面，有 ζ＝l θ－N矱，且 z ＝R０矱。 因此，N ＝hR０
等于环方向螺旋周期的数目。 为了简化旋转变换角的计算，假定 N ＜＜ １，即环向上
有很多螺旋周期。

现在我们来计算每个螺旋周期的旋转变换角，然后乘以 N，得到整个变换角。
假定螺旋场比起环向场要小得多，即 B h ＜＜ B０ ，由此分析可以大大简化。 在此假设
条件下将描述磁场线的轨迹坐标展开：
　　　　r（ z） ＝r０ ＋r１ （ z） ＋r２ （ z） ＋…

θ（ z） ＝θ０ ＋θ１ （ z） ＋θ２ （ z） ＋… （１１畅９８）

为方便起见，在此将轨迹方程复述如下：
　　　　ｄr／ｄz ＝B r ／B z　　　　 r（ z ＝０） ＝r０

ｄθ／ｄz ＝B θ ／rB z θ（ z ＝０） ＝θ０
（１１畅９９）

解这个轨迹方程到包含二阶项即可确定旋转变换角。
2．一阶解
一阶非平凡的轨迹方程组以一阶形式出现：

　　　　
ｄr１
ｄz ＝B hr（ r０ ，θ０ ，z）

B０
　　　 r１ （ z ＝０） ＝０

ｄθ１
ｄz ＝B hθ（ r０ ，θ０ ，z）

r０B０
θ１ （ z ＝０） ＝０

（１１畅１００）

这个方程很容易积分，得到

　　　　r１ （ z） ＝ B hhB０
r０
α

l－１
（ ｃｏｓζ－ｃｏｓζ０ ）

θ１ （ z） ＝－ B h
hr０B０

r０
α

l－１
（ ｓｉｎζ－ｓｉｎζ０ ）

（１１畅１０１）

式中，ζ＝l θ０ －hz；ζ０ ＝l θ。 物理上，这个解相当于对磁面的小的螺旋修正。 注意到
θ１ 是 z 的周期函数。 特别地，θ１ （２π／h） －θ１ （０） ＝０。 也就是说，由螺旋场造成对 θ
的一阶非零贡献项的平均值为零，即对旋转变换没有贡献。
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3．二阶解
通过简单的泰勒展开可以得到轨迹的二阶方程：

　　　　
ｄr２
ｄz ＝ １

B０
矪B hr
矪r０ r１ ＋矪B hr

矪θ０
θ１ －B hrB hzB０

　　　　　 r２ （０） ＝０
ｄθ２
ｄz ＝ １

r０B０
矪Bhθ
矪r０ r１ ＋矪B hθ

矪θ０
θ１ －B θ１

r１
r０

－B hθB hzB０
　　　θ２ （０） ＝０

（１１畅１０２）

事实上，要得到单个螺旋周期的旋转变换角，并不需要得到这些方程的完全解。
因为单个螺旋周期的变换角定义为 δι＝θ（２π／h） －θ（０） ＝θ２ （２π／h） －θ２ （０） ，所
需条件即为：
　　　　 δι＝∫２π／h

０
ｄθ２
ｄz ｄz ＝ １

h∫２π０ ｄθ２
ｄz ｄζ （１１畅１０３）

利用一阶方程的解，经过简单而稍显枯燥的计算后发现，ｄθ２ ／ｄz 对 ζ平均的非零结
果部分为：
　　　　 ｄθ２

ｄz ＝ １
ha２
B２
h

B２
０
r０
a

２ l－４
［（ l －２ ＋h２ r２０ ） ｃｏｓ２ζ＋lｓｉｎ２ζ］ （１１畅１０４）

于是进一步得到：
　　　　 δι（ r０ ） ＝ π

h２ a２
B２
h

B２
０
［２（ l －１） ＋h２ r２０ ］ r０

a

l－２ ≈ ２πl －１
h２ a２

B２
h

B２
０
r０
a

l－２

（１１畅１０５）
在第二个更简单的形式中，我们用了假定 h２ r２０ ＜＜ １。

最终，整个变换角等于单个螺旋周期上的变换角乘以周期数：ι＝Nδι。 所要得
到的关系式形式为：
　　　　 ι（ r０ ） ＝２πl －１

N
R０B h
aB０

２ r０
a

２ l－４ （１１畅１０６）
注意，对于 l ＝２ 的仿星器，变换角的空间分布是均匀的。 事实上，当考虑到

h２ r２０ 修正时，变换角随半径增加得较慢。 对于 l≥ ３，变换角在轴上为零，并随半径
单调增加。 对于 l ＝１，变换角似乎为零，但更仔细的计算显示，存在幅度减弱 h２ a２
倍的有限变换角。

主要结论是，单纯环向场与附加的螺旋场的组合产生外部旋转变换。 这种旋转
变换能够提供环向力平衡，而无需净的环向直流向流。 这正是为什么尽管仿星总技
术上非常复杂，但仍受到聚变界青睐的主要原因之一。
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11畅8　本章总结
聚变等离子体的宏观平衡由磁流体力学模型描述。 一般来说，我们感兴趣的环

形位形平衡可用一系列巢状、具有类圆截面的环向等压面来描述。 磁场线和电流密
度线都在这些等压面上。

要实现环向平衡，需要解决两个性质不同的问题。 第一个问题涉及径向压强平
衡，这是由于等离子体热的芯部趋向于沿小半径 r 向外扩张。 θ箍缩、Z 箍缩和二者
结合的螺旋箍缩都能在径向压强平衡的条件下约束高比压等离子体。

第二个问题与环向力平衡有关。 这是因为环效应导致一个使等离子体沿大半
径 R 方向向外扩张的力。 单纯 θ箍缩无法抵消这个力，因此无法实现环向平衡。 在
Z 箍缩或者螺旋箍缩中，由于存在净的环向直流电流，它们产生的旋转变换平均掉
了垂直 ΔB 漂移和曲率漂移，从而能够实现环向平衡。 从流体观点看，平衡这个力
需要理想导体壁或者外加垂直场。 一旦达到平衡，压强面和磁面就会形成闭合曲
面，并可以通过旋转变换来抵消垂直漂移。

最后，三维仿星器位形也可以实现环向力平衡。 仿星器磁场位形是由单纯的环
向场叠加螺旋场而实现的。 螺旋场产生外部生成的旋转变换，并由此最终实现环向
力平衡。 虽然这种几何结构比二维轴对称系统复杂得多，但是仿星器不需要净的直
流电流，这从聚变堆方面来看具有明显优势。

参考书目

磁流体力学模型描述维持等离子体宏观平衡的基本力。 几乎所有的等离子体
物理学教材都包含描述磁流体力学平衡和稳定性的部分。 下面列出的参考书目有
的几乎完全介绍磁流体力学，有的至少用很多篇幅来介绍这个主题。
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习　题
11畅1　考虑由固定的理想导体壁包围的等离子体，它的行为受电阻性磁流体力学方程限制。

①通过估算 ｄW／ｄt来推导体积分的能量平衡关系，其中，
　　　　 W ＝∫ρ v２

２ ＋B２

２μ０
＋ p
γ－１ ｄr

②等离子体螺旋性定义为 K ＝∫A· Bｄr，其中，A是矢势；B ＝Δ×A。 计算 ｄK／ｄt，并证明：在
理想磁流体力学极限（即η＝０）情形下，K是守恒量。
11畅2　圆柱 Z箍缩的分布满足关系式 p（ r） ＝（p０ ／J２０）J２（ r），其中，p０ 和 J０ 分别是轴上的压强和电
流密度。 假定 J（a） ＝０，计算 Bθ（ r）并给出β０ ＝２μ０ p０ ／Bθ

２（a）的值。
11畅3　考虑一维圆柱对称螺旋箍缩。 电流密度分布的关系式通常可近似为 Jθ（ r） ＝（α／a） rJｚ （ r），
其中，α＜１， 且是常量。 假定 Jz ＝K／（a２ ＋r２） ２。 如果等离子体中 z方向上总电流为 I且 Bz（∞） ＝
０，试计算压强分布。 等离子体分布于０ ＜r ＜∞区间内。 答案应为 p＝p（r，a，α，I）。 估计 Bz（０）。
11畅4　本题是关于如何在表面电流模型下处理 θ箍缩绝热压缩的问题。 考虑图 １１畅２８ 所示的简
单模型。 图中，nｉ，p ｉ，Bｉ，aｉ 和 B０ 表示已知的等离子体初态。 r ＝b 处的外加场从 t ＝０ 时初始值
B０ 绝热增加至λB０，且λ＞１。 等离子体还满足绝热状态方程。

①利用绝热守恒定律推导等离子体最终比压 βｆ 和初始比压 βｉ 间的数学表达式。 答案应为
F（βｆ，βｉ，λ，γ） ＝０。

②当βｉ ＝０畅５，λ＝２，γ＝５／３ 时，解①中导出的方程。
③如果解题正确，你会发现βｆ ＜βｉ。 解释为何尽管等离子体被压缩，βｆ 仍减小。

图 11畅28　
11畅5　考虑长为 ２πR０ 的无力（Δp ＝０）螺旋箍缩。 用安全因子 q（ r）推导 Bz 的分布方程。 计算当
q（r） ＝q０ ＝常数，且 Bz（０） ＝B０ 时的 Bz（ r）和 Bθ（ r）。
11畅6　本题的目的是计算由外场 B０ 实现直线 θ箍缩的 Bz（ r）。 然而，这里的压强分布是以磁通ψ
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的函数形式给出而不是 p（ r）：p（ψ） ＝p０［１ －（ψ／ψａ） ２］。 式中，p０ 是磁轴处压强；ψ＝rAθ；Aθ 是矢
势；ψa 是等离子体边界 r ＝a处的磁通。 计算 Bz（ r）分布并得到ψa ＝ψψa（B０，p０，a）的值。
11畅7　考虑一维圆柱螺旋箍缩中的径向压强平衡。 纵向电流为 μ０ Jz （ψ） ＝－（α２ ／R０a２ ） （ ψ－
ψs），式中极向磁通ψ定义为：Bθ（ r） ＝（１ ／R０）ｄψ／ｄr。 ２πR０ 是箍缩长度；a是小半径；α是常量，
ψa ＝ψ（a）是等离子体边界处的磁通。 磁通是归一化的，故有ψ（０） ＝０。

①如果等离子体中总电流为 I，且假定 Jz（a） ＝０，计算 Bθ（ r），α，ψａ。
②假定压强和纵向磁场间关系式为 p（ r） ＝p０ ［B２

z （ r） －B２
z （a）］ ／［B２

z （０） －B２
z （a）］，式中，p０

是轴处的压强。 计算 Bz（ r）。 在特殊边界条件下，Bz（a）能否反号？
11畅8　二维直线型等离子体具有椭圆截面，且水平宽度为 ２a，垂直高度为 ２κa，其中，κ为拉长比。
等离子体被半径为 r ＝２κb 的闭合圆壁包围，且 b≈ a。 为简单计算，假定“环向”场 Bz ＝B０ ＝常
数。 现在，注意到 Δ· B ＝０ 意味着等离子体中磁场可以写成 B ＝ ΔA×ez ＋B０ ez，其中，A（ r，θ）是
矢势。

①利用磁流体力学平衡方程和麦克斯韦方程组证明 p ＝p（A），且导出 A 所满足的偏微分
方程。

②假定μ０ p（A） ＝（C２ ／２） （A２ｍαｘ －A２ ），解有关 A 的方程，其中，C 和 Aｍαｘ都是常数。 假定
Cκa虫１并作展开，求方程的解析解。

③在壁表面上的磁测量显示 Bθ（κa，θ） ＝（μ０ I／２πκa） （１ ＋αｃｏｓ２θ），式中，I 和 α是测量常
数。 解壁与等离子体之间真空区域（p ＝０）上关于 A的方程。 在等离子体唱真空交界处使解匹配，
进而推导κ＝κ（α）的表达式。
11畅9　本题的目的是推导格拉德唱沙夫拉诺夫方程，它是描述环向对称位形（Q（R， Z，矱）→ Q（R，
Z））下磁流体力学平衡的著名偏微分方程。

①利用 Δ· B ＝０ 证明磁场可以写成磁通函数的表达式：B ＝ Δψ×e矱／R＋B矱（R，Z）e矱。
②从安培定律导出μ０ J矱关于ψ的表达式。
③从动量方程出发证明 p（R，Z） ＝p（ψ），其中，p（ψ）是任意函数。
④从动量方程出发证明 B矱（R， Z） →F（ψ）／R，其中，F（ψ）是任意函数。
⑤从动量方程出发导出格拉德唱沙夫拉诺夫方程：
　　R２ Δ· （ Δψ／R２） ＝－μ０R２（ｄp／ｄψ） －F（ｄF／ｄψ）

11畅10　证明：在圆截面等离子体的大环径比极限下，格拉德唱沙夫拉诺夫方程可简化为一维径向
压强平衡关系式。
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第 12 章　磁流体力学———宏观
稳定性

12畅1　引　言
磁流体力学第二个主要应用和宏观稳定性有关。 首先，假设自洽的磁流体力学

平衡能很好约束等离子体。 稳定性问题是要问，当等离子体受到偏离平衡的初始扰
动时，能否随时间演化回到原来的平衡位置。 如果可以，或者起码可以在平衡位置
附近振荡，那么我们就认为等离子体是稳定的；反之，如果小的初始扰动持续增长，
并导致等离子体向远离平衡位置的方向运动，则我们认为等离子体是不稳定的。

对聚变反应堆来说，磁流体力学稳定性，特别是理想磁流体力学稳定性，是至关
重要的。 原因是理想磁流体力学不稳定性经常导致等离子体灾难性的损失。 最严
重的是等离子体快速、整体移向第一壁。 对等离子体约束的破坏以及对第一壁的潜
在损害已使聚变界达成共识：聚变反应堆必须避免理想磁流体力学不稳定性。

如何才能避免这些不稳定性呢？ 一般情况下，限定压强或者环电流的大小能改
善等离子体稳定性。 然而，高压强是实现反应堆中高 pτＥ 所需要的；大电流（以后
将说明）则是增加τＥ 所必需的。 因此磁流体力学稳定性理论要解决两个基本问题：
第一，对任意给定的磁场位形，如何计算满足磁流体力学稳定性的压强和电流的实
际极限值？ 第二，如何优化磁位形，使得压强和电流极限尽可能高？

本章主要讨论第一个问题———对于给定位形发展一套用以计算理想磁流体力
学模型下稳定性极限的方法。 讨论的主要内容集中在理解基本问题，拓宽物理直
观，以及推导稳定性问题的通用公式等方面，并通过几个简单的应用来演示计算稳
定性的步骤。 第二个也是更实际的问题，即计算、比较和优化聚变，有关位形下压
强和电流极限的问题，将在第 １３ 章中讨论。

本章讨论的具体内容如下。 首先，描述稳定性的一般特征，包括物理系统中各
种不同类型不稳定性的图像，这些不稳定性最适于用理想磁流体力学来描述。 此
外，我们还要导出理想模型的一个重要的一般特征，这就是，在垂直于磁场方向上，
等离子体总是和磁场线磁场线一起运动。 这个特征一般称为“磁场线冻结” ，它对
于各种不稳定性的发展起着很强的约束作用。



第二个主题是对各种磁场几何特征的定性讨论。 这些磁场特征对稳定性或有
利或不利。 我们将通过简单物理图像来演示，在一定条件下，等离子体的平行电流
或者垂直电流是如何驱动起各种磁流体力学不稳定性的。 这些图像构成了发展聚
变有关位形的物理直观的基础。 文中还将从单粒子导心理论的观点出发来补充解
释磁流体力学稳定性。

第三个主题是磁流体力学稳定性问题一般公式的推导，包括对一些基本分析工
具，诸如线性化以及确定稳定性的特征值的计算方法等的描述。 最后给出描述稳定
性问题简洁的公式。 模型尽管简洁，但仍很难求解，因为它通常涉及三维偏微分方
程的求解。

最后，为了获得有关磁流体力学稳定性分析的实际数学经验，我们对一些简单
的特例进行了分析。 这些例子有无限大均匀等离子体、纯粹 θ箍缩以及 Z 箍缩的一
个亚类。 结果表明，直线 θ箍缩具有很好的稳定性特性，而 Z 箍缩则具有强的磁流
体力学不稳定性。

利用一般公式来检验更多令人感兴趣的与反应堆有关的位形需要大量的分析

和计算，这已超出了本书的范围。 进一步研究需要引入一个既非常简单又非常精确
的平衡模型，即所谓面电流模型。 这是下一章的主要内容。

12．2　稳定性的一般概念
首先要讨论的是理想磁流体力学稳定性的概念，包括对物理系统中各种类型稳

定性的描述和哪一类最适合用磁流体力学来计算等问题。 接着，我们将进行理想模
型中磁场线冻结特性的推导，包括对稳定性的重要结果的讨论。 最后提出一些分类
系统，用以区分发生在聚变等离子体中磁流体力学不稳定性的不同类型。
12．2．1　物理系统中的不稳定性

为了理解理想磁流体力学稳定性，有必要考虑物理系统中发生的各类不稳定
性。 我们可以将等离子体的各种稳定特性与力学里的情形进行简单类比，如图
１２．１所示。 假定球代表等离子体，曲线形状代表磁场结构。

图 １２．１（ ａ）中的小球被认为处于稳定平衡。 任何使球离开平衡位置的扰动都
将导致小球围绕平衡位置振荡（假定井中没有摩擦）。 相应地，图 １２．１（ ｂ）中的小
球处于不稳定平衡，因为任何小的扰动将导致小球持续运动而越来越远离平衡位
置。 图 １２畅１（ ｃ）中的小球处于临界稳定，即处于稳定和不稳定的边界上。

在图 １２．１（ｄ）中，稳定性问题没有意义，因为球一开始就不在平衡位置。 图
１２．１（ ｅ）和 １２．１（ ｆ）定性说明能量耗散如何可能影响稳定性。 设想在两种情况，小
球淹没在黏性液体（如油）中。 与无摩擦情形相比，稳定性边界条件不改变；井依然

17212．2　稳定性的一般概念　



是井，山依然是山。 然而，移动速度由于黏性而大大减缓。 图 １２．１（ ｇ）显示小球处
于线性不稳定而非线性稳定的状态（也就是说，小扰动使小球移动有限距离后，从
初始的不稳定位置变动到新的稳定平衡位置） 。 类似地，图 １２．１（ ｈ）显示小球处于
线性稳定而非线性不稳定的状态（即对于小扰动，小球的状态是稳定的；而对于较
大的扰动，小球将失稳滚过山顶掉下去）。

图 12．1　稳定性的力学类比
这些类比中的哪些对应于理想磁流体力学？ 对于存在或者不存在理想导体壁

的等离子体情形，图 １２．１（ ａ） ～图 １２．１（ ｃ）的例子代表着对理想磁流体力学模型的
准确类比。 稳定性分析的目的是要计算与图 １２．１（ ｃ）所示的临界稳定相对应的临
界压强和电流。 随着比压和电流的增加，井变得越来越浅，最后变平，进而演变成
山峰。 临界稳定性１）

的比压和电流的值确定了稳定极限。 存在电阻壁的等离子体
的情形定性类似于图 １２．１（ ｅ） ～图 １２．１（ ｆ）。 我们注意到，尽管不稳定的无壁（即
无油）等离子体在有电阻性壁（即有油）时同样是不稳定的。 但壁仍然很重要，因为
它显著地减缓了等离子体的运动，有利于实际反馈系统的设计。

１） Ｍａｒｇｉｎａ Ｌｓｔａｂｉｌｉｔｙ 亦作 “边缘稳定性 ” 。 ———译者

12．2．2　磁场线冻结
磁场线冻结的概念是指，对于理想磁流体，磁场线的垂直运动与等离子体的垂

直运动是绑定的。 磁场线被“冻结”在等离子体中。 下面我们来推导这个结果，并
将它用于理想磁流体力学稳定性的讨论。

对任意位形下磁场线冻结概念的一般性证明需要用到如下定义的磁通 ψ（ t）的
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（尽管不是非常熟悉）积分关系式：
　　 ψ（ t） ＝∫B· nｄS （１２．１）

式中，积分是在开放曲面 S 上进行的；n 是曲面的法向矢量，如图 １２．２（ ａ）所示。 当
B 是时间的函数，且开放曲面的边界以任意速度 u⊥ （ u⊥一般不等于等离子体速度

v⊥ ）移动时，通过这一积分关系式可以给出如何计算 ψ（ t）的时间变化率：
　　 ｄψｄt ＝∫矪B矪t · nｄS ＋∮B ×u⊥· ｄl （１２．２）

现在，通过法拉第定律消去 矪B／矪t：
　　 ｄψｄt ＝－∫Δ×E· nｄS －∮u⊥ ×B· ｄl （１２．３）
由斯托克斯定理，等号右边第一项面积分很容易转化为线积分。 然后对理想磁

流体力学等离子体，令 E ＝－v⊥ ×B，即得到所期望的磁通守恒定律：
　　 ｄψｄt ＝∮［（ v⊥ －u⊥ ） ×B］ · ｄl （１２．４）

式（１２．４）表明，在一般磁场位形下，当磁通管的截面区域随等离子体一起运动时
（u⊥ ＝v⊥ ），穿过任意截面的磁通是守恒的。

接下来考虑将这个结果应用到图 １２．２（ ｂ）所示的细长的磁通管上。 这一管道
可看作由一系列具有小截面的连续微元组成。 作为理想磁流体，当管道中的等离子
体移动时，每个截面上的磁通一定随着等离子体移动。 换句话说，磁场线被“冻结”
在等离子体中。

图 12．2　磁场线冻结概念
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磁通守恒方程对等离子体稳定性具有重要意义。 原因如下。 考虑使等离子体
偏离平衡的扰动。 对于物理上真实的流体扰动速度，我们要求相邻等离子体流体元
必须保持连续，流体元不允许分离或者破成单独小块。 这样，在理想磁流体力学模
型下，由于磁场线随等离子体一起移动，因此，在任何物理运动情形下，磁场线的拓
扑结构一定能够维持不变。 这对有可能出现的各类不稳定性的增长是一个很强的
约束。

很多磁场位形直观上就可以清晰地看出磁场线很容易撕裂和重联形成低能态。
然而，在理想磁流体力学模型下，由于磁场线的拓扑约束，这类转变在等离子体中
是不可能的。 磁场线的断裂要求流体元被撕裂，而这种运动在物理上是不允许的。
正是这个原因，使得电阻率即使很低也会对等离子体的稳定性产生很大影响。 电阻
率允许磁场线在等离子体中扩散，使得磁场线冻结的拓扑约束被解除。 这样，可实
现的等离子体运动类型就更宽了，并出现与等离子体电阻率有关的新的不稳定性，
尽管一般认为它们的影响比较弱，并且增长的时间尺度更慢。 电阻性磁流体力学不
稳定性经常（尽管不是总是）引起不希望出现的增强输运，但不会带来灾难性的等
离子体损失。 增强输运的研究是等离子体物理中的高级课题，我们将在第 １４ 章中
从经验的观点予以讨论。

总的来说，由于维持磁场线拓扑结构上的要求，理想欧姆定律对等离子体可能
的运动形成很强的约束。 它限定了可能增长的不稳定性的类型。 然而，如果这样的
不稳定性被激发，则相对顽固，因为它不依赖于小的敏感的等离子体物理效应。 正
是这种顽固性使得理想磁流体力学模型变得极其危险，因此在聚变反应堆中必须避
免出现这些不稳定性。
12．2．3　磁流体力学不稳定性的分类

对于各种类型的磁流体力学不稳定性，文献中一般有几种不同的分类方法，每
一种都有各自的应用价值。 以下我们概述三种主要的分类。

1．按内模与外模划分
设想真空将约束良好的平衡等离子体与第一壁隔离开来。 第一种分类是按内

模和外模来区分不稳定性。 区分的基础是看不稳定性增长时等离子体表面是否移
动。 对于内模不稳定，等离子体表面固定不变。 这些不稳定性仅发生在等离子体内
部，是由特定的压强分布和电流分布引起的。 通常它们不会导致等离子体灾难性损
失，但是会对实验运行造成重要的限制并使输运增强。 另一方面，外模则与等离子
体表面有关，从而与等离子体整体的运动有关。 正是这种运动导致等离子体撞击第
一壁，所以外模在聚变等离子体中特别危险，一般必须避免。

2．按压强驱动模与电流驱动模划分
第二种等离子体不稳定性的分类是根据不稳定性的驱动源。 一般来说，等离子
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体有垂直和平行两个方向
１ ）
的电流，其中每一个都能驱动不稳定性。 这些不稳定性

的分类方法如下。

１） 这里 “平行 ” 、“垂直 ”都是相对主磁场方向 （通常设为 z 方向 ）而言 。 但在下文的单纯 Z 箍缩情形
下 ，由于不存在沿轴向的主磁场 ，仅有轴向电流产生的极向磁场，因此这个电流也称为 “垂直电流 ” 。 其实
它与螺旋箍缩中的平行电流同是 z 方向 ，而螺旋箍缩中的垂直电流则是指极向电流 。 ———译者

因为平衡时有Δp ＝J⊥ ×B，故由垂直方向电流驱动的不稳定性一般称为“压
强驱动”模。 事实上，这种不稳定性是由压强梯度和磁场线曲率共同驱动的。 磁场
线曲率可以是好曲率、坏曲率或是做稳定的振荡，到底属于哪一种取决于曲率半径
矢量与压强梯度方向的相对指向。 主要由压强梯度驱动的不稳定性一般可进一步
分为两种形式：“内部交换模”和“气球模”。 这些名称的来源将在下一节指出。 压
强驱动不稳定性通常是内模，它设定了一个重要的极限，即聚变等离子体能达到的
最大稳定比压。

由平行电流驱动的不稳定性通常称为“电流驱动”模。 这些模即使在低比压极
限，即所有压强驱动模均稳定的情形下，仍能够存在。 在此情形下，电流驱动的不稳定
性一般称为“扭曲模”，这是因为等离子体变形为扭曲的形状。 扭曲模既可以是内模，
也可以是外模。 外扭曲模也设定了一个重要极限，即等离子体中的最大环向电流。

在一定情况下，平行电流和垂直电流一起驱动不稳定性，即通常所谓的“气球唱
扭曲”模。 一般来说，这是聚变等离子体中最危险的模。 它严重限制了等离子体能
达到的最大压强和最大电流的值。 此外，它是一种外模，这意味着稳定边界的破坏
将导致等离子体能量和电流迅速损失到第一壁。 我们将在第 １３ 章的稳定性分析中
着重阐明如何计算气球唱扭曲模的稳定极限。

3．按有导体壁与无壁位形划分
最后一种分类先前已经讨论过，即基于是否存在理想导体壁来划分。 严格密封

的理想导体壁能大大提高等离子体克服外气球唱扭曲模的稳定性。 因为这些模严重
限制了达到稳定的参数极限，所以人们非常希望通过引入理想导体壁来避免出现这
些模。 通过导体壁致稳以提高比压和电流极限水平是非常有效的，对某些磁场位形
的反应堆来说，这种措施是强制性的。

实际的实验装置或者反应堆不可能在等离子体周围维持一个超导壁。 因此壁
肯定是电阻性的，这使得等离子体中还会出现电阻性壁模。 由简单的力学类比可
知，电阻性导体壁的存在对无壁等离子体的稳定边界没有影响。 换句话说，尽管理
想导体壁能够提高稳定极限，但电阻性导体壁却不改变稳定边界，仅减小不稳定性
的增长率。

通过反馈或其他方法来稳定电阻壁模是目前很热的研究领域。 这是一个非常
重要的问题。 在某些位形下，由于等离子体载有很大的电流，因此即使是 β＝０ 的
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情形下仍需要导体壁。 而在另一些携带较小电流的位形下，即使不存在壁，这些位
形对于小到中等比压也都是稳定的。 因此，按照是否需要理想导体壁来实现聚变反
应堆所需的压强和电流来进行各种磁位形分类是有道理的。

总的来说，磁流体力学不稳定性可按照不同的方法来分类。 根据物理机制的不
同，可将不稳定性分为内模和外模，电流驱动模和压强驱动模。 而从实验角度看，
则可以根据实现聚变反应堆所需压强和电流是否需要理想导体壁来区分给定的磁

场位形。

12．3　磁流体力学不稳定性的物理图像
本节给出几种简单的物理图像来说明理想磁流体力学模型是如何在等离子体

中被激发的。 这些模式包括 Z 箍缩中的交换模，串级磁镜中的气球模和螺旋箍缩
中的扭曲模。 所有聚变磁约束位形设计的基本出发点就是要避免出现这些基本的
不稳定性。
12．3．1　交换模

第一种要考虑的不稳定性是压强驱动交换模。 在仅有垂直电流的单纯 Ｚ 箍缩
中，这种不稳定性最容易理解。 假设等离子体柱对称的初始表面扰动如图 １２．３ 所
示。 由于流过柱截面的总电流必须在整个柱体上保持恒定，故柱面外 ３ 个指定位置
上的磁场（B θ ～１／r）及其相应的半径分别满足关系 Bθ１ ＜B θ２ ＜B θ３和 r１ ＞r２ ＞r３ ，而
作用在等离子体表面上的磁场张力为 F T ＝（B２

θ ／μ０ ） （２πrL z） ～１／r ，从而有F T１ ＜
F T２ ＜F T３ 。 就是说，在整个柱上，受力方向均指向扰动增长的方向，譬如在 r ＝r１
处，扰动力（即 F T１ －F T２ ）沿径向向外；而在 r ＝r３ 处，扰动力（即 F T３ －F T２ ）沿径向
向内。 扰动力使初始扰动增大，因此它是一种不稳定性的驱动力。 这种模是“交换
不稳定性”的一种形式，详细分析表明，这种扰动事实上是使等离子体管和磁通管
发生交换，如图 １２．３ 所示。

图 12．3　Z箍缩交换不稳定性示意图
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Z 箍缩中由垂直电流驱动的另一种不稳定性如图 １２．４ 所示。 这里，在等离子
体表面凹陷的一侧磁场富集，而在凸出的一侧磁场强度减弱。 我们再次看到，表面
凹陷得越厉害，磁场张力就越大；表面越凸出的地方，磁场张力就越弱。 这里扰动
力的方向也是指向使扰动幅度增加的方向，因此导致不稳定性。

图 12．4　Z箍缩扭曲不稳定性示意图
从这些示例可以清楚地看出，如果磁场线凹向等离子体表面，则这种磁场曲率

叫坏曲率，如图 １２．５（ ａ）所示。 这是因为曲率半径的方向与扰动方向一致，表面向
外凸起使得等离子体处于低场区，而磁场降低又使得凸起进一步增强。 与此相反，
如果磁场线凸向等离子体表面，如图 １２．５（ ｂ）所示的会切位形，则这种磁场线的曲
率是好的。 在此情形下，表面向外凸起将使得等离子体处于较强的磁场区。 而较强
磁场迫使等离子体恢复到平衡位置，因此这种磁场位形是致稳的１ ） 。 还应指出，虽
然图 １２．５（ｂ）中的会切位形处处都是好曲率，但它却不是聚变所需要的位形，因为
粒子很容易通过会切终端损失掉。 对于交换模如何区分好曲率和坏曲率的单粒子
图像将在 １２．４ 节描述。
12．3．2　气球模

很多磁场位形既有好曲率区，也有坏曲率区。 在此情形下，我们需要通过适当
的平均处理来确定“平均曲率”是好的还是坏的。 托卡马克就具有这个特征。 说明
这点的更简单的例子是图 １２．６（ ａ）所示的串级磁镜。 在这种位形下，磁流体力学不
稳定性的一个重要特征是等离子体扰动更容易出现在坏曲率区，使得等离子体磁面

１） 作者对这两种不稳定性的解释不是很直观。 其实这里用压强平衡的观点 （这也是国内外流行教科
书的解释 ）来解释更易明了 ：扰动前等离子体动力压强 （ p ＝nT）与外部磁压强 （ pＢ ＝B θ２ ／２μ０ ）相平衡 。 一
旦出现扰动 （颈缩或等离子体柱弯曲 ）后 ，动力压强可认为不变 （各向同性使然 ） ，但扰动引起的磁压强差
变了 。 如果这时磁压强差是指向扰动增长的方向 （颈缩或坏曲率情形 ） ，则这种扰动是不稳定的 ；反之，扰
动前后的磁压强差与扰动增长方向相反 （好曲率情形 ） ，则这种扰动是可以稳定的 ，这时我们说这种磁场
位形是致稳的 。 ———译者
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图 12．5　
出现类似气球膨胀的畸变，如图 １２．６（ ｂ）所示，这些不稳定性通常被称为“气球”
模。 气球模之所以重要，是因为它限制了能稳定约束聚变等离子体的最大 β的极
限。 气球模一旦被激发，通常将导致热能的快速损失或是输运损失明显增强，使得
等离子体比压 β无法超过气球模极限。 还应指出的是，气球不稳定性通常属于等离
子体内部不稳定性。

图 12．6　气球模
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12．3．3　电流驱动不稳定性
现在考虑图 １２．７ 所示的电流驱动不稳定性。 图中显示的是具有内部轴向强磁

场的 Z 箍缩（即螺旋箍缩） 。 注意，现在主电流流动的轴向相当于平行方向。 螺旋
箍缩下的不稳定性机理类似于单纯 Z 箍缩的情形。 但环向１ ）

磁场线（其行为类似于
橡皮筋）在出现扰动时会变得弯曲。 而磁场线弯曲引起的张力总是试图重新抻直
自身，这相当于一个致稳的力。 但如果环向磁场太小，那么不稳定性仍无法消除。

１） 这里 “环向”即 “轴向 ” 。 在用 “轴向 ”一词时作者显然是指直线 Z 箍缩位形 ，但这里及以下改作 “环
向 ”时 ，作者是当做环形装置的纵场方向来理解的 。 ———译者

图 12．7　大环向磁场螺旋箍缩中的扭曲不稳定性（注意，J≈ J‖ 珔b）
可获得的最大环向磁场通常由磁体工程方面的因素决定，它的最大值设定了磁

流体力学稳定性允许的最大环向电流。 具体来说就是，如果环向电流大于极限电
流，那么环向磁场线弯曲的致稳效应就无法起到稳定不稳定模的作用。

概括起来，交换不稳定性、气球不稳定性和扭曲不稳定性的基本驱动机理都可
以通过简单的物理模型得到描述。 尽量使这些驱动机制最小化是所有聚变磁约束
位形设计的基本出发点。
12．3．4　好曲率和坏曲率的物理图像

好曲率和坏曲率的区别也能够通过单粒子约束图像的观点来理解。 以下的分
析将说明导心的曲率漂移是如何在等离子体表面附近感应出电场，进而产生 E ×B
漂移的。 E ×B 漂移的方向取决于曲率半径矢量的符号，既可以是正的也可以是负
的。 分析过程如下。

考虑图 １２．８ 所示的柱等离子体，其中在等离子体表面已叠加了交换扰动。 我
们知道，如果磁场线弯曲，那么就会产生导心曲率漂移：
　　　　 Vκ ＝碢 v

２
‖
ωｃ

R ｃ ×B
R２
ｃB

（１２．５）
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式中，正号对应于正电荷。 由图 １２．９（ ａ）的圆柱截面视图可见，曲率漂移方向是指
向纸内还是纸外取决于曲率半径矢量的方向。 对于正电荷，凹向等离子体的磁场线
产生指向纸内的漂移，而凸向等离子体的磁场线产生指向纸外的漂移。

图 12．8　具有交换不稳定性的 Z箍缩柱（注意，等离子体和真空磁通已经交换了位置）

图 12．9　坏曲率（上）和好曲率（下）的单粒子图像
因为电子和离子曲率漂移方向相反，所以在沿圆柱轴向上，交换不稳定性导致

形成周期性电荷分离，如图 １２．９（ ｂ）所示，电荷分离产生周期电场。 电场的峰值出
现在凸起的中间部位［即图 １２．９（ｂ）中电场方向箭头所指的位置］ 。

凸起中的等离子体此刻经历 E ×B 漂移。 当磁场线凹向等离子体时，E ×B 漂
移的方向将增强扰动，导致不稳定性；反之，当磁场线凸向等离子体时，E ×B 漂移
的方向将使等离子体回复到它的平衡位置，导致稳定。

上述简单的物理图像为分辨好曲率和坏曲率提供直观理解。

12．4　理想磁流体力学稳定性问题的一般方程
前文已经给出了磁流体力学稳定性的概貌和一些普通概念的描述。 现在我们

要通过分析量化上述定性的观点。 本节介绍理想磁流体力学稳定性问题一般方程
的推导。 我们从“线性稳定性”概念的讨论开始。 线性稳定性是一种能够大大简化
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磁流体力学稳定性问题分析的数学处理。 然后，我们将这种数学处理应用于理想磁
流体力学模型，得到的结果是一组齐次的、具有本征方程形式的线性偏微分方程
组，本征值即是扰动的增长率。 最后，导出线性稳定问题的重要一般特征，这将使
以后章节的应用分析变得更简单。
12．4．1　线性稳定性的概念

线性稳定性分析是一种能够大大简化系统稳定性分析的有力的数学处理。 其
要点是：首先计算自洽的磁流体力学平衡，然后施以使系统偏离平衡位置的小扰
动。 通过研究小幅扰动的时变特性（即，是恢复到平衡态，还是在平衡态附近振荡，
抑或远离平衡态），就可以得知系统的（线性）稳定性。

这种处理有何意义呢？ 要回答此问题，我们不妨先考虑严格的非线性问题。 在
此我们假定等离子体已设定了一系列初始条件，这样，系统的稳定性就由磁流体力
学方程组的时间演化来确定。 如果方程组具有长时间行为，这表明系统具有稳态
解，相当于好的约束。 但这需要在数学上解一组耦合的非线性三维偏微分方程组，
其中的未知量均为 R，φ，Z， t，a 的函数。 即使借助于现代计算机这项工作也太艰
难了。

但通过把问题分离成平衡和线性稳定性两部分，那么数学处理上就可以大大简
化。 具体来说就是，将所有因变量写为 Q（ r， t） ＝Q０ （ r） ＋Q１ （ r， t）的形式，其中，
Q０ （ r）表示全解的平衡部分，它是磁流体力学平衡方程组的精确解，根据定义，它与
时间无关。 而且大多数平衡位形都具有一定的几何对称性。 例如，在轴对称环形几
何结构中，因变量与环向角φ无关。 在此情形下，Q０ （ r） ＝Q０ （R，Z），数学上的表述
更加简单。 由于 Q０ （ r）与时间无关，并且由于几何对称的关系，通常可以少到只有
一个空间坐标，因此 Q０ （ r）的确定是比求解整个模型简单得多的非线性微分方程组
的求解问题。 磁流体力学平衡可以迅速地获得数值解，在特定情况下甚至是解析
解。 因此在下述讨论中，我们假定待求位形的平衡解已知。

Q１ （r，t）表示偏离平衡态的扰动量。 假定扰动幅度是小量，即 ｜Q１ （ r， t） ｜＜＜
｜Ｑ０（ r） ｜。为了表征所有可能的不稳定行为，它一般是独立变量 R，φ，Z，t 的函数。 小
幅假设简化分析如下。 考虑包含两个未知量乘积 J（ r，t）B（ r，t）的典型非线性项。 在
线性稳定性的情况下，上述变量分别改写为 J ＝J０ ＋J１ ，B ＝B０ ＋B１ 。乘积为：

　　 JB ＝J０B０ ＋J０B１ ＋J１B０ ＋J１B１ （１２．６）
现在，如果合并方程组中所有的最大项，这些项代表平衡项（即 J０ B０ 项），根据定
义，它们是磁流体力学模型的精确解，那么这些项必定严格抵消。 对于保留项，在
小幅假设情形下，所有非线性扰动项均可忽略，具体来说是因为｜J１B１ ｜＜＜｜J １B０ ｜
～｜J０B１ ｜。 这样，分析中保留的仅是未知扰动中的线性部分，因此称为“线性稳定
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性”分析。
需要指出的是，这个结论不依赖于初始非线性为二次函数形式这一事实。 对于

一般的非线性，围绕平衡解进行泰勒展开：
　　 F（ J） ＝F（ J０ ＋J１ ） ＝F（ J０ ） ＋矪F（ J０ ）

矪J０ J１ ＋１
２

矪２F（ J０ ）
矪J２０ J２１ ＋… （１２．７）

第一项因严格满足平衡方程而抵消，泰勒展开中所有二阶或者更高阶项由于小幅假
设被忽略。 扰动中仅保留线性项。

现在，稳定性问题已简化为研究小幅扰动的时间演化过程。 因为方程是线性
的，故问题得到很大简化。 求解线性偏微分方程目前已有很强的解析和数值计算方
法可用，使得多维位形的稳定性分析很容易处理。 这也是为什么大多数磁流体力学
稳定性分析都将重点放在线性稳定性分析上。

但需记住，线性稳定性分析不提供完整图像。 这种分析显然不能预测线性不稳
定性的非线性演化，虽然在下述意义上非线性行为往往并不是很重要。 经验表明，
具有线性磁流体力学不稳定性的等离子体通常演化成严重的甚至是灾难性的约束

能量损失状态。 因此，研究等离子体如何损失，其能量的细节并不是很重要，重要
的是研究如何在初始阶段就避免这些不稳定性。 换句话说，我们需要通过线性稳定
性分析尽可能准确地确定临界稳定极限。
12．4．2　磁流体力学线性稳定性方程

在本小节，我们将线性稳定性分析应用于理想磁流体力学方程。 最后得到的是
一组 ３ 个耦合的线性偏微分方程。 这组方程决定了等离子体扰动量的演化过程。
通过简正模展开，我们将方程化为求增长率的本征值问题。 这样就进一步简化了稳
定性边界的确定。

首先，将所有因变量分解为平衡量与扰动量之和：B ＝B０ ＋B１ ，J ＝J０ ＋J１ ，p ＝
p０ ＋p１ ，ρ ＝ρ０ ＋ρ１ 。 注意到由于平衡态是静态的，所以对速度作展开，有 v ＝v１ （因
为v０ ＝０）。 现在假定所有平衡量均为三维函数［Q０ ＝Q０ （ r）］，而扰动量不仅是三维
的且依赖于时间［Q１ ＝Q１ （ r，t）］ 。 将此代入磁流体力学模型，我们便得到下列平衡
和线性稳定性方程组。

平衡态：
　　J０ ×B０ ＝ Δp０

Δ×B０ ＝μ０ J０Δ· B０ ＝０
（１２．８）

线性稳定性：
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矪ρ１
矪 t ＋ Δ· （ρ０ v１ ） ＝０

ρ０
矪v１
矪 t ＝J０ ×B１ ＋J１ ×B０ － Δp１

矪p１
矪 t ＋v１ · Δp０ ＋γp０

ρ０
矪ρ１
矪t ＋v１ · Δρ０ ＝０

矪B１
矪 t ＝ Δ×（ v１ ×B０ ）

Δ×B１ ＝μ０ J１Δ· B１ ＝０

（１２．９）

此处，电场已通过理想欧姆定律消去，ρ０ （ r）是任意的。 我们看到，尽管方程组
（１２．９）是线性的，但它仍然包含大量耦合的未知量。

稳定性方程组简化如下。 首先，扰动量的时间变化关系可以通过简正模展开明确
确定。 这是因为平衡量与时间无关，且稳定方程是线性的。 于是全部扰动量可写为：

　　 Q１ （ r，t） ＝Q１ （ r） ｅｘｐ（ －ｉωt） （１２．１０）
频率 ω（可能是复数）在问题中以特征值形式出现。 一般来说，等离子体由大量甚
至无穷多简正模组成，每个模都具有自己的特征值。 一旦解得简正模方程，确定了
特征值，那么通过考察每种模式频率 ω＝ωｒ ＋ｉωｉ（ωｉ 是增长率）的虚部，就可以确
定稳定性。 如果特征值具有 ωｉ ＞０，则系统是不稳定的，因为扰动随时间呈指数增
长：Q１ ～ｅｘｐ（ωｉ t）；如果所有特征值为非正，即 ωｉ≤０，则系统是稳定的，因为扰动衰
减到 ０，最坏也仅是在平衡位置附近振荡。 注意，当把简正模展开引入到线性稳定
性方程时，每一项中的因子 ｅｘｐ（ －ｉωt）要去掉。

简化过程的第二步是引入如下的扰动位移矢量 ξ：
　　 v１ ＝矪ξ矪t ＝－ｉωξ（ r） ｅｘｐ（ －ｉωt） （１２．１１）

矢量 ξ表示等离子体偏离平衡位置的扰动位移。
将式（１２．９）中的所有扰动量表成含 ξ的形式，我们很容易得到线性磁流体力

学稳定性方程组的最终形式。 经过简短计算，除线性动量方程外，所有其他方程均
可化为如下关系：

　　
ρ１ ＝－ Δ· （ρξ）
p１ ＝－ξ· Δp －γp Δ· ξ
B１ ＝ Δ×（ξ×B）
J１ ＝（１／μ０ ） Δ×［ Δ×（ξ×B）］

（１２．１２）
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上述表达式中，因子 ｅｘｐ（ －iωt）已从所有项中明确消去，所以扰动量仅是 r的函数。
而且为方便起见，下标“０”也已从平衡解中舍去。

将方程组（１２．１２）中的量代入线性动量方程。 得到含 ξ的 ３ 个分量的矢量
方程：

　　 －ω２ ρξ＝F（ξ） （１２．１３）
式中，力算子 F 的形式非常复杂，其表达式为：

　　 F（ξ） ＝ １
μ０

（ Δ×B） ×［ Δ×（ξ×B）］ ＋１
μ０

｛ Δ×［ Δ×（ξ×B）］｝ ×B

＋ Δ（ξ· Δp ＋γp Δ· ξ） （１２．１４）
为了完备线性磁流体力学稳定性问题的形式体系，必须设立边界条件。 边界条

件有内模和外模两种情形。 内模边界条件很容易确定，接下来就将讨论；外模边界
条件相当复杂，对它的讨论放在下一章里进行。

对于内模，位移矢量的法向分量在等离子体表面必须为零，否则等离子体表面
形状将发生改变，这与内模的定义相悖。 更确切地说，内模需要等离子体表面保持
恒定，不稳定性被限制在等离子体内部。 然而需要注意的是，位移矢量沿表面的切
向分量不必为零。 在等离子体内，扰动量沿未扰动曲面作切向滑移运动是允许的。
这一物理图像意味着内模边界条件可以写成：

　　 n· ξ｜S ｐ ＝０ （１２．１５）
式中，SＰ 表示未扰动等离子体曲面；n 是外法向单位矢量。

式（１２．１３）和式（１２．１５）即为任意三维平衡下内模的理想磁流体力学线性稳定
性问题的一般公式。 由于力矢量因子 F 的复杂性，这个模型一般很难求解。 在
１２．５ ～１２．８ 节，我们将给出一些简单的零维和一维几何位形下的解，以便展示各种
求解方程和特征值的过程。 在下一章里，我们还将就特定的简单二维面电流平衡模
型来求解包含扩展到外模边界条件的方程组。 这种方法使我们能够确定众多聚变
位形下的临界稳定极限。
12．4．3　线性磁流体力学稳定性的一般特征

磁流体力学稳定性分析的一个重要目的是确定临界稳定性的压强和电流极限。
我们知道，临界稳定性定义为最不稳定模的增长率趋于零（ωｉ→ ０）的等离子体状
态。 对于一般的物理系统，向临界稳定的转变可以发生在非零实频值（ωｒ≠ ０，当
ωｉ→ ０）下。 然而对于理想磁流体力学系统，这种转变实际上发生在 ωｒ ＝０ 时。 这
意味着我们在开始分析时可以通过设定ω２→ ０ 来确定临界稳定性。 这在数学上可
以大大简化复杂性。 下面我们来进行理想磁流体力学临界稳定性这一重要性质的
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推导。
在 ω２→ ０ 时出现临界稳定性的证明与 F 算子具有自伴性这一数学特征有关。

自伴性定义如下。 对于任意两个满足边界条件的复矢量ξ（ r）和 η（ r），如果 F 算子
满足下述积分特征：

　　∫η· F（ξ）ｄr ＝∫ξ· F（η）ｄr （１２．１６）
则我们说 F 算子具有自伴性。 式（１２．１４）给出的 F 算子的复杂性使得 F 的这一特
征不十分明显。 但经过冗长的计算后，式（１２．１６）的积分通过构造可以改写为一种
自伴的形式，即交换 ξ（ r）和 η（ r）不改变积分。 下面我们不加证明地给出内模的这
样一种自伴性：

　　∫η· F（ξ）ｄr ＝－∫ｄr １
μ０

Δ（ξ⊥ ×B） ⊥· Δ×（η⊥ ×B） ⊥

＋B
２

μ０
（ Δ· ξ⊥ ＋２ξ⊥· κ）（ Δ· η⊥ ＋２η⊥· κ）

＋γp（ Δ· ξ）（ Δ· η） －（ξ⊥· Δp）（η⊥· κ）
－（η⊥· Δp）（ξ⊥· κ） －J‖２B（η⊥ ×B）· Δ×（ξ⊥ ×B） ⊥

－J‖２B（ξ⊥ ×B） · Δ×（η⊥ ×B） ⊥ （１２．１７）

式中，ξ和η已改写为ξ＝ξ⊥ ＋ξ‖ b 和η＝η⊥ ＋η‖ b，这里下标“⊥”和“‖”均相对
于平衡磁场方向。

假定自伴性已经成立，现在不难证明当 ω２→ ０ 时，理想磁流体会出现临界稳定
性。 通过引入复变量ω２

和ξ，并对式（１２．１３）点乘ξ倡 （即令 η＝ξ倡 ）。 对等离子体
体积进行积分：

　　 ω２∫ρ｜ξ｜２ ｄr ＝－∫ξ倡 · F（ξ）ｄr （１２．１８）
取式（１２．１３）的复共轭，并点乘 ξ，重复上述过程。 利用 F 的自伴性得到：

　　 ［（ω２ ） －（ω２ ） 倡 ］∫ρ｜ξ｜２ ｄr ＝－∫［ξ倡 · F（ξ） －ξ· F（ξ倡 ）］ｄr ＝０
（１２．１９）

结论即是（ω２ ） ＝（ω２ ） 倡 。 换句话说，ω２
是纯实数。 因此，如果本征方程有结果

ω２ ＞０，则系统是稳定的，因为ωｉ ＝０ 且ωｒ ＝± ω２ ，模式是振荡的。 反之，当ω２ ＜
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０ 时，系统是不稳定的，因为 ωｒ ＝０ 且 ωｉ ＝± －ω２ ，总存在一个模具有正的增长
率。 很明显，临界稳定发生在 ω２ ＝０ 处。

在后面简单的零维和一维应用中，分析中保留 ω２
项以展示如何实际计算本征

方程和本征值。 在第 １３ 章更重要的确定目前聚变位形下的压强和电流极限的应用
里，将采用二维模型，为简化分析，开始时即假定 ω２ ＝０。

12．5　无限大均匀等离子体———磁流体力学波
理想磁流体力学稳定性理论的第一个应用是所有位形中最简单的无限大均匀

等离子体，这时平衡是零维的。 由于不存在电流流动驱动的不稳定性，我们预期这
种“位形”是稳定的。 情况确实如此。 分析显示，这种等离子体可以有 ３ 种不同类
型稳定的波：剪切阿尔文波、压缩阿尔文波（有时称为快磁声波）和磁声波（有时称
为慢磁声波） 。 下面，我们推导包含所有这 ３ 种模式的一般本征值关系，并对每种
波予以物理讨论。
12．5．1　磁流体力学波的一般推导

任何稳定性分析的第一步都是计算自洽的磁流体力学平衡。 对于无限大均匀
等离子体，这很简单。 平衡方程如下：

　　

B ＝B０ e z
J ＝０
p ＝p０
ρ ＝ρ０

v ＝０

（１２．２０）

式中 B０ ，p０ 和 ρ０ 均为常数。 很明显，式（１２．２０）满足磁流体力学平衡方程。
第二步是定义扰动的一般形式。 因为平衡是零维的，扰动可写成空间傅里叶展

开形式：
　　 ξ（ r） ＝ξ^ｅｘｐ（ ｉk· r） （１２．２１）

式中， ξ^是复振幅（即 ξ^是复常数，而非空间的函数） 。 k 是波矢量，且其任一分量必
须是实的，否则在 r ＝±∞处将发散。 此外，为不失一般性，可旋转坐标系使得 k 的
一个分量沿 e z 方向，即平行于磁场（ k‖ ）的方向，另一个分量沿 e y 方向，即垂直于磁
场（ k⊥ ）的方向。 因此，无限大均匀等离子体中扰动的最一般形式可写为：

　　 ξ（ r） ＝ξ^ｅｘｐ（ ｉk⊥ y ＋ｉk‖ z） （１２．２２）
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空间傅里叶分析的优势在于式（１２．２２）给出的指数解正是描述磁流体力学稳
定性［式（１２．１３）］的线性偏微分方程的精确解。 从所有项中去掉指数项，即可将 ξ
的微分方程组简化为 ξ^的代数方程组。 对每个关于 y 和 z 的导数项分别乘以因子
ｉk⊥和 ｉk‖ ，即可导出这些代数方程。 于是每一项中的梯度算符简化为：

　　 Δ→ ｉk ＝ｉk⊥ e y ＋ｉk‖ e z （１２．２３）
利用这一关系式，可将磁流体力学稳定性方程简化为如下简单的代数形式：

　　 ω２ ρ０ξ＝B
２
０

μ０
｛k ×［k ×（ξ×e z）］ ｝ ×e z ＋γp０ k（k· ξ） （１２．２４）

将式（１２．２４）改写为 ３ 个矢量分量的标量方程组，即得到所需的形式。 最终方程可
写成矩阵形式：

　　
ω２ －k２‖ v２ａ ０ ０

０ ω２ －k２ v２ａ －k２⊥ v２ｓ －k⊥k‖ v２ｓ
０ －k⊥k‖ v２ｓ ω２ －k２‖ v２ｓ

ξx
ξy
ξz

＝０ （１２．２５）

式中， vａ ＝（B２
０ ／μ０ρ０ ） １ ／２

是阿尔文速度； v ｓ ＝（γp０ ／ρ０ ） １ ／２
是绝热声速。

我们看到，式（１２．２５）表示的是关于 ３ 个未知量 ξx，ξy 和 ξz 的 ３ 个线性齐次代
数方程。 这些方程仅在矩阵行列式为零时存在非零解。 简单观察即可发现，这是一
个关于ω２

的三次方的行列式。 这说明ω２
存在 ３ 个独立的根，分别对应于前文提到

的 ３ 支磁流体力学波。 在下面的三小节里，我们令行列式等于零，来讨论每支波的
物理意义。
12．5．2　剪切阿尔文波

第一支磁流体力学波是剪切阿尔文波，通过令矩阵方程的 x分量为零可直接得
到。 剪切阿尔文波的本征值为：

　　 ω２ ＝k２‖ v２ａ （１２．２６）
很明显，它对应于一支稳定的振荡波。 需要注意的是，本征频率独立于 k⊥ ，即使
k２⊥ ＞＞ k２‖ 。本征函数有 ξx ≠０，ξy ＝ξz ＝０。扰动磁场仅有 x分量，为 B１ x ＝ｉk‖ B０ξx。
对其他各物理量亦有 ρ１ ，p１ 和 Δ· ξ均为 ０。剪切阿尔文波是非压缩波，既不引起密度
涨落，也不产生压强涨落。

由于扰动磁场和位移均垂直于磁场 B 和 k，因此这种波是纯横波。 物理上说，
这种扰动引起的是磁场线弯曲，如图 １２．１０ 所示。 因此剪切阿尔文波描述了等离子
体垂直动能（即内能）与场线弯曲磁能（即场线张力）之间的一种基本振荡。 从稳定
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性观点来看，剪切阿尔文波可能是最重要的磁流体力学波，因为通常有限电流和几
何效应驱动起不稳定性的正是这种波。

图 12．10　显示磁场线弯曲的剪切阿尔文波

12．5．3　压缩阿尔文波
剩下的两支磁流体力学波通过矩阵方程的 y 分量和 z 分量耦合在一起。 令系

统的 ２ ×２ 行列式为零得到：
　　 （ω２ －k２ v２ａ －k２⊥ v２ｓ ）（ω２唱k２‖ v２ｓ ） －k２⊥ k２‖ v４ｓ ＝０ （１２．２７）

注意到对 ω２
存在两个根，分别为：

　　 ω２ ＝ １
２ k

２ （ v２ａ ＋v２ｓ ）［１ ±（１ －α２ ） １ ／２ ］ （１２．２８）
式中 k２ ＝k２⊥ ＋k２‖ ，且

　　 α２ ＝４ k
２
‖
k２

v２ｓ v２ａ
（ v２ｓ ＋v２ａ ） ２ ≤ １ （１２．２９）

压缩阿尔文波（即快磁声波）对应于式（１２．２８）中的“ ＋”号。 注意到 v２ｓ ／v２ａ ＝
γμ０ p０ ／B２

０ ～β，并考虑 β ＜＜ １，物理上可轻易确定。 压缩阿尔文波的本征频率简
化为：

　　 ω２ ≈ （ k２⊥ ＋k２‖ ） v２ａ （１２．３０）
很明显，这表示一支稳定的振荡波。

由本征方程易知，在低比压极限下， ξz ／ξy ≈ k⊥ k‖ v２ｓ ／k２ v２ａ ～β ＜＜ １。 运动主要
垂直于磁场。 且由于 k‖ ～k⊥ ，故有 B１y ／B１ z ≈ －k‖ ／k⊥ ～１。 B１y项对应于色散关系中
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的 k２‖ v ａ ２ 项，即前文提到的场线弯曲效应。 B１ ｚ项对应于 k２⊥ vａ ２ 项，相当于图 １２．１１
中描述的磁压缩。 通常有限几何效应要求 k‖ ＜＜k⊥ ，即对于压缩阿尔文波，磁压缩
效应比场线弯曲效应强。 最后，经过简单计算得 μ０ p１ ／B０B１ z ≈－μ０γp０ ／B２

０ ～β＜＜１
，即在低比压的压缩阿尔文波中，与磁压缩相比，等离子体压缩微不足道。

图 12．11　展示磁场压缩且在 k‖ ／k⊥ ＜＜ １ 时的压缩阿尔文波
概括起来，压缩阿尔文波描述了等离子体动能（即惯性）和磁压缩能（即磁压

强）之间的基本振荡。 当 k⊥ ＞＞ k‖ 时，它很稳定，因此在大部分等离子体不稳定性
中很难激发。
12．5．4　磁声波

磁声波（即慢磁声波）是第三支波，对应于式（１２．２８）的负根。 在低比压极限时
本征频率简化为：

　　 ω２ ≈ k２‖ v２ｓ （１２．３１）
类似于其他磁流体力学模，这里本征频率对应于一种稳定的振荡波。 对磁声波，本
征函数的位移分量满足ξy ／ξz ≈ k⊥ k‖ v２ｓ ／k２ v２ａ ～β＜＜１。运动基本平行于磁场。 考虑
k⊥ ＜＜k‖ 情形，我们很容易了解磁声波的物理本质。 在此情形下，经过简单计算可
得 B０B１ z ／μ０ p１ ≈ k２⊥ ／k２ ＜＜１ 和 B０B１ y ／μ０ p１ ≈ －k‖ k⊥ ／k２ ＜＜１。 运动受磁声波引起
的扰动压强支配，如图 １２．１２ 所示。

磁声波表示的是等离子体动能（即惯性）与等离子体热能（即等离子体压缩）
之间的一种基本振荡。 在等离子体不稳定性中，磁声波较难激发。 而且磁声波物
理本质依赖于平行方向上的等离子体动力学，磁流体力学模型无法严谨处理这类
物理问题。

98212．5　无限大均匀等离子体———磁流体力学波　



图 12．12　 k‖ ／k⊥ ＞＞１时的磁流体力学声波展示了等离子体压强的压缩作用

12．5．5　小　结
一般磁流体力学稳定性理论的第一个应用是无限大均匀等离子体。 简化几何

结构使得问题简化为一系列线性代数方程组。 从中我们很容易计算出本征频率。
结果显示，无限大均匀等离子体中存在 ３ 支稳定的振荡波：剪切阿尔文波、压缩阿尔
文波和磁声波。 通常磁流体力学不稳定性出现时，剪切阿尔文波最易激发。

12．6　直线 θ箍缩
磁流体力学稳定性理论的第二个应用是研究 θ箍缩的稳定性。 由前述可知，这

种位形仅具有垂直电流和直的磁场线。 没有场线弯曲，故不存在压强驱动模，而没
有平行电流也就不存在电流驱动模。 θ箍缩将是磁流体稳定的，本节的目的就是证
明这一结论。 具体步骤是先确定平衡，然后定义扰动的一般形式，最后分析磁流体
稳定方程。
12．6．1　平衡和扰动

分析从 θ箍缩平衡条件开始，它涉及等离子体压强和磁压强。 为方便起见重申
如下：

　　 p（ r） ＋B
２
z （ r）
２μ０

＝ B
２
０

２μ０
（１２．３２）

同样，ρ（ r）是任意函数。
接下来考虑扰动。 因为这种平衡是关于 θ和 z 对称的，故可对扰动作傅里叶分

析如下：
　　 ξ（ r） ＝ξ（ r） ｅｘｐ［ ｉ（m θ ＋kz）］ （１２．３３）
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式中，m 和 k 分别是“极向”和“环向”波数。 需要指出的是，因为平衡量是半径的函
数，所以对 r 作傅里叶分析在数学上毫无帮助［即 ｅｘｐ（ ｉkr）形式的解不满足微分方
程］。

图 １２．１３ 展示的是不同 m 和 k 扰动的图像示例。 我们看到，m ＝１ 对应于等离
子体柱的轴向扭转；m ＝２ 对应于等离子体截面发生椭圆形变；m ＝３ 对应于截面发
生三角形变。 另外，当 k≠０ 时，等离子体柱的轴发生弯曲。 而对于 k ＝０，则只是柱
截面变形，整个柱轴不发生形变。 特殊情形 m ＝０，k≠０ 对应于沿圆柱方向的一系
列凸起。 最不稳定的外部磁流体力学不稳定性通常都与低 m 和小 k 的模式有关。

图 12．13　各种不同 m和 k模式扰动的图像示例
对圆柱等离子体，式（１２．３３）是最一般的扰动形式。 傅里叶分析的应用使得磁

流体力学稳定性方程从三维简化到一维。 一般来说，我们必须导出并求解一维磁流
体微分方程以确定本征值 ω２ ，并判断对于任意 m 和 k，ωｉ ＞０ 是否成立。
12．6．2　径向微分方程

接下来是将平衡量和扰动量代入一般的磁流体力学稳定性公式［式（１２．１３）］ ，
并尽可能简化到一维微分方程。 这种处理原则上简单，但是需要非常冗长的计算，
即使是对最简单的平衡问题。 得到的结果是一个独立的关于ξr的二阶微分方程，其
中ω２

以复杂而非标准的形式存在。 方程形式如下，此处不给出证明，只是让读者对
磁流体力学稳定性计算复杂性有初步的概念。

　　 ｄ
ｄr A ｄｄr（ rξr） －C（ rξr） ＝０ （１２．３４）

此处，
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A（ r） ＝ρ（ v２ａ ＋v２ｓ ）
r

（ω２ －ω２
ａ ）（ω２ －ω２

ｈ）
（ω２ －ω２

ｆ ）（ω２ －ω２
ｓ ）

C（ r） ＝－ ρ
r （ v

２ －ω２
ａ ）

ω２
ａ （ r） ＝k２ v２ａ

ω２
ｈ（ r） ＝ v２ｓ

v２ａ ＋v２ｓω
２
ａ

ω２
ｆ， ｓ（ r） ＝ １

２r２ （ k
２ r２ ＋m２ ）（ v２ａ ＋v２ｓ ） ［１ ±（１ －α２ ） １ ／２ ］

α２ （ r） ＝ ４k２ r２
k２ r２ ＋m２

v２ａ v２ｓ
（ v２ａ ＋v２ｓ ） ２

（１２．３５）

我们看到，即使经过冗长的代数计算，本征值 ω２
仍嫌复杂，以至于无法轻易判断 θ

箍缩是否稳定。 当结果可通过数值确定时，对 θ箍缩，有一种更简单的方法可得到
期望的信息。
12．6．3　θ箍缩的稳定性

确定 θ箍缩稳定性的另一种方法涉及能够证明 ω２
必恒为正的积分关系的推

导。 用一般磁流体力学稳定性方程［式（１２．１３） ］点乘 ξ倡 ，并对等离子体空间积分，
我们即可得到这一积分关系。 进行计算时，将位移矢量展开为 ξ＝ξ⊥ ＋ξ‖ b，其中，
ξ⊥ ＝ξr e r ＋ξθeθ，且 ξ‖ ＝ξz。 充分利用平衡关系 B′＝－μ０ p′／B 和平行扰动磁场表达
式 B１ z ＝b· Δ×（ξ⊥ ×B） ＝（μ０ p′／B）ξr －B Δ· ξ⊥ ，于是积分函数中各项可写为：

ξ倡 · Δ（γp Δ· ξ） ＝ Δ· ［（γp Δ· ξ）ξ倡 ］ －γp ｜Δ· ξ｜２

ξ倡 · Δ（ξ· Δp） ＝ Δ· ［（γp Δ· ξ）ξ倡 ］ －p′ξr（ Δ· ξ倡
⊥ －ｉkξ倡

‖ ） ２

ξ倡 · J１ ×B ＝ １
μ０

｛ Δ· ［B１ ×（ξ倡
⊥ ×B） ］ －｜B１ r｜２ －｜B１θ｜２ －｜B１ z｜２ ｝

ξ倡 · J ×B１ ＝－μ０
p′
B

２ ｜ξr ｜２ ＋p′ξ倡
r

Δ· ξ⊥ ＋ｉkp′ξ倡
‖ξr

（１２．３６）

计算等离子体体积积分时，注意到由高斯定理知，对内模边界条件，所有散度项
积分均为 ０。 提取各项并求解 ω２ ，便得到期望的稳定性关系式。 经过简短计算
得到：

　　 ω２ ＝∫［｜B１ r ｜２ ＋｜B１θ ｜２ ＋B２ ｜Δ· ξ⊥ ｜２ ＋γp ｜Δ· ξ｜２ ］ｄr
∫ρ｜ξ｜２ ｄr

（１２．３７）
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由于积分函数中各项均为正，故立即有 ω２ ＞０，因此直线 θ箍缩对所有磁流体
模均稳定。 可惜的是，有这么好的稳定性的直线 θ箍缩却不能弯成环形，因为一旦
弯成环形，就会出来一堆与环向力平衡相关的问题。 值得指出的是，点乘 ξ倡

并对等

离子体体积积分这种处理对任意磁流体位形均适用。 但对 θ箍缩平衡以外的位形，
最终的积分函数有正有负，因此无法一眼就看清其稳定性。

12．7　直线 Z箍缩中的 m ＝0 模
磁流体力学稳定性理论的下一项应用是 Z 箍缩。 这里同样需要将扰动处理成

具有任意 m 和 k 的函数。 但如果我们仅限于讨论 m ＝０ 的模，计算上要容易得多。
对这种模，我们可以导出一个简化的微分方程，并得到本征值的解析表达式。 计算
表明，m ＝０ 模对于典型的 Z 箍缩分布是不稳定的，除非在大半径处压强下降得足
够慢。 本征函数的图像类似于前述图 １２．３ 中所示的形状，因此通常称为“腊肠不
稳定性”。
12．7．1　微分方程的推导

由于 m ＝０ 模扰动有 B１ r ＝B１ z ＝０ 及ξθ ＝０，因此对它的分析能够简化。 对一般
磁流体力学稳定性方程［式（１２．１３）］的右边运用矢量恒等式 （ Δ×B１ ） ×B ＋（ Δ×
B） ×B１ ＝B１· ΔB ＋B· ΔB１ － Δ（B· B１ ） ，于是方程右边各项可得到简化。 最后，
分析中不是采用ξr 和ξz，而是引入两个新的等效未知量ξ≡ξr 和 Δ· ξ≡ （ rξr）′／r ＋
ｉkξz，这样分析过程可进一步简化。

在上述假设下，扰动压强和磁场简化为：

　　p１ ＝－p′ξ－γp Δ· ξ
B１θ ＝－（B θ ／r）′rξ－B θ

Δ· ξ （１２．３８）
将 p１ 和 B θ１代入动量方程的 z 分量中：

　　 －ω２ ρ Δ· ξ－（ rξ）′
r

＝k２ p１ ＋B θB１θ
μ０

（１２．３９）
经过简短计算，可证明 Δ· ξ仅以代数形式出现：

　　 Δ· ξ＝ １
r

２k２ v２ａξ－ω２ （ rξ）′
k２ （ v２ｓ ＋v２ａ ） －ω２ （１２．４０）

将该表达式代入动量方程 r 分量，得到最终方程：
　　 ω２ ρξ＝ p１ ＋B θB１ θ

μ０
′＋２B θBθ１

μ０ r
（１２．４１）

39212．7　直线 Z箍缩中的 m＝0 模　



通过代数运算，最终表达式可写为下述形式：
　　 ［A１ （ rξ）′］′＋A２ （ rξ）′＋A３ （ rξ） ＝０ （１２．４２）
计算显示 A２ ＝０。 接下来，假定等离子体处于临界稳定状态。 具体说就是，假

设 ω２ ＜＜ k２ （ v２ａ ＋v２ｓ ）。 于是系数 A１ 和 A３ 可大大简化，并得到期望的本征值方程
形式：

　　 ω２
ｉ
ｄ
ｄr ρ
r
ｄ
ｄr（ rξ） －k２ ω２

ｉ
ρ
r ＋２γpK

r３
（ rξ） ＝０ （１２．４３）

式中，
　　 K（ r） ＝ r

γp
ｄp
ｄr ＋

２B２
θ

B２
θ ＋γμ０ p

（１２．４４）

为了集中讨论不稳定性，令 ω２
ｉ ＝－ω２ 。

12．7．2　m ＝0 模的稳定性
m ＝０ 模的稳定性可通过求解方程（１２．４３）然后判断本征值 ω２

ｉ 的符号来确定。
ω２
ｉ 的符号取决于 K（ r）的分布。 对于典型分布，通常 K（ r）在等离子体的大部分区域
为正，仅在压强很小的边缘可能为负，也可能非负。

图 12．14　Z箍缩中弱不稳定模 m ＝０ 中的 k（ r） 函数曲线
对 ０ ＜r ＜a，如果 K（ r）为正，那么对式（１２．４３）点乘 ξ倡

并对等离子体体积积

分，很容易证明等离子体是稳定的（ ω２
ｉ ＜０）。 但如果 K（ r）为负，即使是在很小的

区域内，等离子体也是不稳定的。 为了证明该结论，假定 K（ r）形式如图 １２．１４ 所
示，并在最低点 r ＝rｍ 附近作泰勒展开：
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　　 K（ r） ≈ －｜Kｍ （ rｍ ） ｜＋ｄ
２Kｍ （ rｍ ）
ｄr２ｍ

（ r －rｍ ） ２

２ （１２．４５）
接下来，按如下方式引入归一化变量 珚ωｉ，珋k，x ：

　　
ω２
ｉ ＝（２ ｜Kｍ｜v２ｓ ／r２ｍ ）珚ω２

ｉ

k２ ＝（K″ｍ ／８｜Kｍ｜）珋k２
r ＝rｍ ＋２（｜Kｍ｜／K″ｍ ） １ ／２ （珚ωｉ／珋k） １ ／２ x

（１２．４６）

于是本征值方程简化为

　　 ｄ
２ξ
ｄx２ ＋ 珋k

２ １
珚ωｉ

－珚ωｉ －x２ ξ＝０ （１２．４７）
为使本征函数在远离最小点的地方依然有意义，按局域坐标 x 设定的边界条件

必须是 ξ（ ±∞） →０。这样求解方程（１２．４７），易知其解为厄米函数。 在 x ＝±∞处
为零的本征函数只有若干离散的本征值 珚ωｉ ，这些本征值由 （ 珋k／２） （珚ωｉ

－１ ＋珚ωｉ ） ＝
２n ＋１解得，式中 n 为正整数。 对于最快的模（n ＝０）， 珚ωｉ 的解为：

　　 珚ωｉ ＝ 珋k
１ ＋（１ ＋珋k２ ） １２

→ １ （１２．４８）

极限值对应于最坏情形 珋k → ∞。 相应的本征函数可写成如下的埃尔米特多项式
形式：

　　 ξ＝ｅｘｐ（ －x２ ／２）H２n＋１ （ x） （１２．４９）
因为 珚ωｉ ＞０，系统显然不稳定。 利用非归一化变量，最大增长率可以写成：
　　 ωｉ ＝（２ ｜Kｍ｜） １ ／２ vｓ

rｍ
（１２．５０）

结论是：如果在等离子体中系数 Kｍ 为负，则 Z 箍缩对 m ＝０ 模是不稳定的。 物
理上说，这种模的不稳定性是由磁场线的坏曲率驱动的。 但由于等离子体具有可压
缩性，因此可以存在一个致稳的力。 为使等离子体表面变形为腊肠扰动的形式，我
们必须对等离子体做压缩功，它起致稳作用。 条件 Kｍ ＝０ 意味着这两种力互相
平衡。
12．7．3　压强分布对稳定 m ＝0 模的意义

稳定条件 Kｍ （ r） ＞０ 通常在等离子体边界附近很难满足，此处压强小而压强梯
度（对于约束等离子体）为负。 这一直觉从文献中经常出现的下述稳定条件即可
看出：
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　　 － rp
ｄp
ｄr ＜ ２γB２

θ
B２

θ ＋γμ０ p
　（对稳定性） （１２．５１）

显然，如果在等离子体边界 p→０ 过快，式（１２．５１）左边的项就会增大，不等式将不
成立。

在边界压强随半径减小的地方，如果我们假设等离子体约束良好，即随着 r→
a， γμ０ p（ r） ＜＜B２

θ（ r） ，那么该处的不稳定性最大增长率可得到量化。 根据这个假
设，稳定性条件可简化为：

　　 － rp
ｄp
ｄr ＜２γ （１２．５２）

这意味着压强衰减必须比下式还要慢：
　　 p ～ １

r２γ＝ １
r１０ ／３ （１２．５３）

式中数值对应于 γ＝５／３ 的情形。 这是一个相当快的衰减速率，尽管出于稳定性需
要等离子体边缘压强必须保持有限。

m ＝０ 模是严重限制简单 Z 箍缩宏观稳定性的两种强磁流体力学不稳定性之
一（另一种不稳定性是 m ＝１ 模，将在下节中讨论）。 特别是在实际的实验中，我们
很难通过精确控制压强分布来有效抑制 m ＝０ 模，因此等离子体柱的大破裂难以避
免。 这也就是为什么 Z 箍缩很难作为聚变反应堆的一种选择。 在悬浮偶极器位形
（ＬＤＸ）中，m ＝０ 稳定性判据同样起着重要作用。 以后将说明，ＬＤＸ 位形在抑制这
种潜在的灾难性不稳定性方面能够提供更高级的压强分布控制。

12．8　直线 Z箍缩中的 m ＝1 模
m ＝１ 模是第二种影响直线 Z 箍缩的宏观不稳定性。 正如在其他情形下所述，

对任意波数 k 下的这种模做全面研究需要进行大量分析。 好在这些分析的结果已
经为人所知多年，因此我们可以利用这些结果来做相对简单的推导，这也与本书的
初衷一致。 要用的主要结果是：①只有 m ＝１ 模需要重视，m≥ ２ 的模已被证明是
稳定的；②最不稳定的波数是 k→∞；③通过设定 ω２ ＝０，我们即可将分析集中在临
界稳定性上。

从上述假设出发，易得 m ＝１，k→∞的临界稳定的本征值方程。 不稳定性扰动
的基本驱动机制类似于图 １２．４ 所示。 分析的结果是导出本征函数和本征值波数 kn
的无穷集，这里 n 是整数。 每个解对应于一个临界稳定的、取极限 k→ ∞时有效的
本征函数。 注意，在这种分析里，k２ 扮演着本征值的角色，因为 ω２

已被设定为零。
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进行下列推导时应记住，为使本征函数在 z ＝±∞处有界，轴向边界条件要求 k
必须为纯实数。 因此，原则上，当等离子体参数调整得使“最坏模”越过稳定性边界
（这个边界相当于过零的最大本征值： k２ｍａｘ → ０ ）时，Z 箍缩将出现完全临界稳定现
象。 这种现象一旦出现，将不再存在有界的本征函数（即在 k２ ＞０ 时，物理上不存在
临界稳定状态），等离子体变成稳定的。 不幸的是，分析显示，在简单 Z 箍缩中，对
于 m ＝１ 模，等离子体总是不稳定的。 对足够高的 k，总是存在一个有限的临
界态。

最后应当指出，虽然下面的计算是完全自洽的，但在 m ≥ １ 的模中，m ＝１，
k→ ∞模是最不稳定的模式这一点绝不是显然的。 后面我们会通过一个具体例子
来说明这一点。
12．8．1　动量方程的 θ分量

推导的第一步是分析在 ω２ ＝０ 的极限情形下，m ＝１ 模的动量方程的 θ分量
（即平行分量）：

　　 J zB１ r －１
r
矪p１
矪θ ＝０ （１２．５４）

代入 B１ r ＝（ ｉB θ ／r）ξ， p１ ＝－（ ｄp／ｄr）ξ－γp Δ· ξ（这里ξr≡ξ） ，并利用 Z 箍缩平衡
关系，得到简单条件：

　　 Δ· ξ＝０ （１２．５５）
这个模是非压缩的，即 ｄρ／ｄt＝ｄp／ｄt＝０。

在此条件下，扰动压强简化为：
　　 p１ ＝－ｄpｄrξ （１２．５６）

这一关系是进一步分析所需要的。
12．8．2　动量方程的 z分量

推导的第二步是分析动量方程的 z 分量，即

　　 J１ rB θ －矪p１
矪z ＝０ （１２．５７）

代入 μ０ J１ r ＝ｉB z１ ／r －ｉkB θ１ ， 得到：

　　 B θ
μ０
ｉB１ z
r －ｉkB１θ －ｉkp１ ＝０ （１２．５８）
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现在的任务是消去 B１ z并确定 B１ θ和 ξ的关系。 最终的本征值方程里只需要出
现 B１ θ。 利用条件 Δ· B１ ＝０，可轻易消去 B１ z。 对 m ＝１ 模得到：

　　 B１ ｚ ＝－１
kr B１θ ＋ ｄｄr（B θ ξ） （１２．５９）

将其代入式（１２．５７），得到 B１ θ表达式：
　　 B θB１θ ＝ k２ r２

１ ＋k２ r２ μ０
ｄp
ｄrξ－ Bθ

k２ r２
ｄ
ｄr（B θ ξ） （１２．６０）

注意，到此为止我们并未用到假定 k→∞。 这个假定要到求得本征值方程的最终形
式时才会用到。
12．8．3　动量方程的 r分量

推导的最后一步是简化动量方程的 r 分量：
　　 J z１B θ ＋J zB θ１ ＋矪p１

矪 r ＝０ （１２．６１）
经过简短计算，上式改写为：

　　 １
r２
ｄ
ｄr［ r

２ （B θB１θ ＋μ０ p１ ）］ －２μ０
p１
r －ｉ B θB１ ｒ

r ＝０ （１２．６２）
将用 ξ表示的 B１θ，B１ ｒ和 p１ 代入上式，化简，得到：

　　 １
r
ｄ
ｄr

r３B２
θ

１ ＋k２ r２
ｄ
ｄr ξ
r

＋ ｄ
ｄr（ rB

２
θ） ξ

r
＝０ （１２．６３）

利用极限 k→∞，式（１２．６３）可进一步简化。 最终，待求的本征值方程的形式为：
　　 １

r （ rB
２
θψ′）′＋k２ （ rB２

θ）′ψ＝０ （１２．６４）
式中 ψ＝ξ／r。
12．8．4　m ＝1 模的本征值方程的解

很明显，本征值方程的解很大程度上取决于系数 （ rB２
θ）′的符号。 对典型的 Z

箍缩分布，轴上的电流密度分布平坦，且在等离子体边缘处减至零。 相应的磁场先
随半径 r 线性增长，然后在电流以外随 １ ／r 减小。 图 １２．１５ 描绘了一个特例。

因此，在电流分布之外，B θ ～１／r，系数满足 （ rB２
θ）′～－１／r２ ＜０ ，对应于单调指

数解（即稳定的）。 相反，在电流分布内，B θ ～r，故有 （ rB２
θ）′～＋r２ ＞０。此时解是振

荡的（即不稳定的）。 从数学上说，不稳定的本征函数应被限制在等离子体内部。
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下面通过一个具体例子来证明这一点。

图 12．15　Z箍缩的扩散模型和简单模型（二者在轴上的电流密度以及总电流匹配）
考虑一个简单平衡模型，其电流密度分布如图 １２．１５ 所示。 为使这一模型与实

际的扩散模型在轴上的电流密度相匹配，我们定义 珔a ：

　　 珔a≡ μ０ I
２πB′θ（０） （１２．６５）

式中，I 是等离子体总电流； B′θ（０） 是实际扩散磁场的导数。
对这一简单模型，本征值方程简化为：

　　
１
r３
（ r３ψ′）′＋３k２ψ＝０ 　　　　０ ＜r ＜珔a

r ψ
r ′－k２ψ＝０　　　　　　珔a ＜r ＜a

（１２．６６）

要求得本征函数，需要对每一区域的 ψ进行求解，并且选择的积分常数必须满足以
下边界条件：在原点，由正则条件知 ξ（０） ＝０；对内模，要求 ξ（ a） ＝０。 利用界面
r ＝珔a 处的匹配条件可得本征值关系式。 具体来说就是，因为模型中不存在面电流，
因此这一匹配条件要求〖ψ〗珋ａ ＝０，且〖ψ′〗珋ａ ＝０。

满足上述边界条件的本征值方程的解可用贝塞尔函数表达如下：

　　
ψｉｎｎｅｒ ＝C＾１ J１ （ ３k r）
ψｏｕｔｅｒ ＝C＾２ r２ K１ （ k r） －K１ （ k a）

I１ （ k a） I１ （ k r）
（１２．６７）
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在 r ＝珔a ，取极限 k →∞，可得到非常精确的解的渐近形式：

　　
ψｉｎｎｅｒ ≈ C１

r
ｃｏｓ（ ３k r －３π／４）

ψｏｕｔｅｒ ≈ C２

r
（ e－k r －e－２ k a＋k r）

（１２．６８）

式中 C１ ，C２ 取代了 C
＾
１ ，C＾２ 作为等效的积分常数。 由ξ（或等效的 ψ）在 r ＝珔a 处的两

个匹配条件可得到待求的本征值关系式：
　　 ｃｏｔ（ ３k珔a －３π／４） ＝ ３e－k珔a ｔａｎｈ［ k（a －珔a）］ ≈ ０ （１２．６９）

更简单的第二个等式对应于取极限 k→∞的情形。
对式（１２．６９）的研究表明，存在无数个临界稳定的本征值，它们对应于余切函

数的每个零。 特别地，如果 n 是一个很大的正整数，则相应的临界波数 kn 为：
　　 kn 珔a ≈ n ＋１

４
π
３ （１２．７０）

显然，随着 n→∞，临界波数变得越来越大。 不存在一组等离子体参数使得“最大
的”临界波数过零。 也就是说，总是存在一个临界波数，使得 m ＝１ 模在边界处是不
稳定的。

最后值得指出的是，对式（１２．６４）的更复杂的分析表明，如果分布中每一点的
系数 （ rB２

θ）′为正，那么对于 m ＝１，k→∞模，任何扩散 Z 箍缩都是不稳定的。 换句
话说，m ＝１ 模稳定的一般条件是在等离子体中的任何地方都有：

　　 ｄ
ｄr（ rB

２
θ） ＜０　　（对稳定性） （１２．７１）

总之，m ＝０ 和 m ＝１ 不稳定性的叠加，使得简单 Z 箍缩不可能成为聚变堆的
理想选择。 这两种模对 ＬＤＸ 的稳定性也有着重要影响，但是这种位形通过对磁场
的巧妙设计使其具有稳定这些非常危险的宏观不稳定性的潜力。

12．9　本章总结
本章的要点是：①引入了一些与线性磁流体力学平衡有关的基本概念；②给出

了磁流体力学不稳定性的主要驱动源的物理图像；③对磁流体力学稳定性问题的一
般形式体系进行了描述；④将这一数学形式系统应用于一些简单位形。

具体来看，分析主要集中于理想磁流体力学情形。 外部的理想磁流体力学模型
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通常导致等离子体的灾难性损失。 了解如何避免这种不稳定性很重要。 将压强和
电流控制在低水平虽然有助于稳定这些模，但是与聚变堆的需求相悖。 此外，由磁
场线冻结原理可知，理想磁流体力学模型很顽固，几乎不受各种等离子体物理效应
的影响。

垂直电流和平行电流均可驱动不稳定性。 这些不稳定性主要取决于压强梯度
与曲率半径矢量的相对方向。 如果二者的方向是平行的，那么这种曲率是好的；如
果二者呈反平行，则曲率是坏的。

我们为理想磁流体力学稳定性的一般性问题建立起一套优美的形式体系，它由
３ 个耦合的、关于等离子体位移 ξ和本征值 ω２

的偏微分方程组成。 但由于位形几
何的多维性，这一模型在多数情况下很难求解。 尽管如此，目前我们已能够证明，
一般来说，只有当本征值过零时，系统才会越过临界稳定性边界。 也就是说，临界
稳定相当于要求 ω２ ＝０。

本章还将上述形式化体系应用于一些具体位形。 现已证明，无限大均匀等离子
体总是稳定的，且存在 ３ 支振荡波：剪切阿尔文波、压缩阿尔文波和磁声波。 我们还
对直线 θ箍缩的稳定性进行了研究，并利用积分关系证明，这种位形总是稳定的。
但正如前文指出的，它不能弯曲成环向平衡。 最后，我们研究了 Z 箍缩中的m ＝０
模和 m ＝１ 模的稳定性。 我们推导并求解了 m ＝０ 情形下的本征值微分方程。 求
得的本征值显示，Z 箍缩是不稳定的，除非压强随半径降到足够低。 对 m ＝１ 模的
分析集中在极限k→∞情况下的临界稳定性问题上。 结果表明，对于这种模，直线 Z
箍缩的中心总是不稳定的。 这些不稳定性一旦被激发，就会在毫秒级的磁流体力学
时间尺度上造成等离子体的宏观损失。 因此，简单 Z 箍缩从聚变堆的角度看没有
任何可取性。

下一步的任务是将这一稳定性公式体系应用于一个简单但不失一般性的二维

磁流体力学平衡模型，并就多种实际聚变位形来确定压强和电流的极限值。
参考书目

描述磁流体力学平衡的许多著作也都对磁流体力学稳定性问题进行了论述。
因此，本章的参考书目与第 １１ 章中列出的非常相似。 下列参考书目几乎完全集中
于磁流体力学平衡和稳定性的讨论。
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习　题
12．1　本题研究等离子体的稳定性。 这里等离子体由冷离子背景和两束互相贯穿的冷电子束组
成。 假设平衡时，n ｉ ＝２n０，两束电子束的密度相等：nｅｌ ＝nｅｒ ＝n０，且假定 Tｉ ＝Tｅｌ ＝Tｅｒ ＝B０ ＝０。
第一束向左传输，第二束向右传输，速度大小相等但方向相反： ±υ０。 假定束的横向尺寸足够大，
等离子体可简化为一维模型，且待求距离平行于束的速度。

①就形式为 Q１（r，t） ＝Q＾１ ｅｘｐ（ －ｉωt＋ｉkz） 的一维静电扰动情形推导扩散关系式。 假定离子
质量无限大且碰撞可忽略，对每束电子分别考虑其流体行为。

②计算这种“双束不稳定性”的不稳定波数的范围（用 n０，v０ 表达）。
12．2　假定仅有单束电子以速度 v０ 注入，且离子质量虽大但有限，重复求解问题１２．１。
12．3　喜欢代数演算的读者，试推导式（１２．１７）。
12．4　喜欢代数演算的读者，试推导式（１２．３５）。
12．5　本题推导直线 θ箍缩中传播的剪切阿尔文波的本征值关系式。 等离子体位形呈柱对称性，且
有下述非零平衡量：p＝p（r），ρ ＝ρ（r），B ＝B（r）ez。 假定扰动量全都形如 Q１ ＝Q１（r）ｅｘｐ（ －ｉωt ＋
ｉmθ ＋ｉk z）。为了简化代数演算，假定扰动满足不可压缩状态方程：Δ· ξ＝０。数学上看，它将原来
的含 ３个未知变量 ξr，ξθ，ξz 和绝热状态方程的问题变成为有 ４ 个未知量 ξr，ξθ，ξz， p^１ ≡ p１ ＋
BB１z／μ０ 并用Δ· ξ＝０ 替代了绝热方程的新问题。

①推导ξ（ r） ≡ξr（ r）的本征值方程，并证明它可以改写为：
　　 ｄ

ｄr
ω２μ０ρ －k２B２

m２ ＋k２ r２ r
ｄ
ｄr （ rξ） －（ω２μ０ρ －k２B２）ξ＝０

②利用图 １２．１６ 所示的面电流模型简单分布，求解该方程。 通过分别求解 Ｉ区和 ＩＩ区方程，
并利用界面 r ＝a处的边界条件〖ξ〗ａ ＝０和〖（ω２μ０ p －k２B２）ｄ（ rξ）／ｄr〗ａ ＝０进行匹配，导出本征
值关系式。 取极限 ka ＜＜ kb ＜＜ １，给出简单答案。 提示：令ξ＝ｄψ／ｄr。
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图 12．16
12．6　计算无限大均匀电阻性磁流体力学等离子体中传播的剪切阿尔文波的本征频率： ω＝
ω（k⊥，k‖）。等离子体由如下平衡量表征：B ＝B０ e z，p ＝p０ ，ρ ＝ρ０。 假定欧姆定律包含弱电阻
项： E ＋v ×B ＝ηJ。为使代数计算简单，定义γＤ ＝ηk２ ／μ０ 且假定γＤ ＜＜ k‖ vＡ。
12．7　本题研究圆柱 Z箍缩中 m ＝０ 模的黏滞效应。 评估该效应的简单方法是对磁流体力学动
量方程做如下修正：

　　 ρ ｄvｄt ＝J ×B － Δρ ＋ Δ· （μ Δv）
式中，μ是黏滞系数。 为简化稳定性分析，假定μ＝常数，并考虑满足 Δ· （μ Δv１） ≈ －μk２ v１ 的短
波长（即大 k）扰动。 按照书中描述的分析方法，计算临界稳定附近的本征值。 描绘 ωｉ 关于 k 的
函数曲线，并与不存在黏滞性的情形进行比较。 黏滞性是否改变临界稳定边界？ 还是仅改变增长
率的大小？
12．8　本题目的是确定 Z箍缩中 m＝０ 模的热传导效应。 对书中所描述分析方法的主要修正是，
能量方程用下式代替：

　　 １γ－１ 矪p
矪t ＋v· Δp ＋γp Δ· v ＝ Δ· （κ ΔT）

热传导项的添加大大增加了分析的复杂性。 然而，利用下面的分析方法可以得到简单的解析解。
①推导考虑热传导的扰动压强 p１ 的修正形式。 为简化计算过程，考虑大 k 极限并假定增长

率正比于 k：当 k→∞时，ωｉ／k→常数。 证明在此种极限下，扰动压强简化为：
　　 p１ ＝－pΔ· ξ－T ｄnｄr ξ
②稳定性分析的其余部分遵循书中所述，推导临界稳定的条件。 证明：热传导改变了稳定性

条件。 通过与κ＝０ 情形比较，证明：对于足够缓变的密度分布，热传导改善稳定性；对于急剧衰
减的密度分布，热传导减弱稳定性。
12．9　本题目的是确定旋转 θ 箍缩中磁流体力学稳定性。 推导涉及以下几步：①计算平衡场；
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②推导本征值微分方程；③构建本征值的积分关系式；④用“猜”本征函数的方法计算本征值；
⑤得出你的结论。 过程如下。

①一维柱对称旋转 θ箍缩的平衡场量为 Bz（ r），p（ r），ρ（ r），vθ（ r）。 假定，
　　 B２

z （ r） ＝B２
０ －（B２

０ －B２
ｉ ）（１ －r２ ／a２） ２

　　p ＝p０（１ －r２ ／a２） ２

　　vθ ＝Ωr
式中，B０，Bｉ，p０，Ω是常数；a是等离子体边界。 求出 ρ（ r），并利用其余平衡量给出 ρ０ 的表达式和
轴处的密度。

②对任意的平衡分布，进行旋转 θ箍缩的线性磁流体力学平衡性分析。 以下三个假设会使
推导适当简化。 首先，假定对平衡流系统，位移矢量和扰动速度间的关系为 v１ ＝－ｉωξ＋v０· Δξ－
ξ· Δv０。其次，假定最不稳定的扰动是不可压缩的： Δ· ξ＝０。 第三，假定所有扰动量形如
Q１（r，t） ＝Q１（ r）ｅｘｐ［ －ｉ（ωt－mθ －k z）］ ，且考虑 k ＝０。 原因是 k有限导致磁场线弯曲，这起致
稳作用，因此假定 k＝０ 相当于最不稳定的模式（这并不适用于 m ＝１模，但不管怎样，利用该假定
能简化代数演算）。 本题此部分的目的是就描述系统线性稳定性的ψ１（ r） ＝rξｒ（ ｒ）情形导出单一
的微分方程。 为简单起见，引入多普勒平移频率σ＝ω－mΩ。

③通过对微分方程点乘ψ倡
１ ，并对等离子体体积积分，构建 σ的积分关系式，此时分布可以

任意，仅假定 ρ（a） ＝０。 假定相关模式对应于外模：ψ１（a） ≠０。
④将前面得到的平衡分布代入，并利用如下给定的试函数：
　　 ψ１（ r） ＝ψａ r

a
m

来估计本征值σ。
⑤基于上述结果，回答下列问题：是不是所有 m模都是不稳定的？ 是否存在触发不稳定性的

临界旋转速度？ 如果存在，其值是多少？
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第 13 章　磁约束聚变概念
13畅1　引　言
本章描述当前正在研究的、并有可能应用于未来聚变反应堆的各种磁场位形。

我们将看到，要讨论的磁场位形概念非常之多。 但真正能够应用于聚变反应堆的磁
场位形，除了需要克服磁流体力学平衡与稳定性 （ p）的困难之外，还要解决输运
（τＥ ）和加热（T）等方面的问题。 尽管如此，本书紧接着磁流体力学来介绍这些概念
的意图还是很清楚的，因为用于区分这些概念的基本几何特征主要是由磁流体力学
行为所决定。 比较而言，输运是一个困难得多的问题，而且仅仅在托卡马克位形下
取得了显著进展。 至于加热，已有多种可用的技术可供选择。 这种灵活性使得加热
手段可以应用于大多数聚变位形中，因此加热问题不是决定约束几何的主要因素。

为了展开讨论，我们不妨回忆一下研究磁流体力学的主要目标，那就是寻求能
够稳定地约束高压强等离子体，使之能最终达到聚变反应堆要求的磁场位形。 多年
来，总体性能最好的位形一直是托卡马克，因此可将它作为衡量其他各种位形概念
的参考位形。 出于这种考虑，我们先简要、定性地讨论一下托卡马克位形的优劣之
处，这有助于我们准确了解各种替代位形能够解决哪些问题。

托卡马克是一种轴对称位形，具有很强的环向磁场和非常大的环向直流电流。
托卡马克装置已经实现了在接近反应堆水平的等离子体压强、约束时间和温度条件
下的稳定运行。 换句话说，在物理性能方面，托卡马克已经基本实现了聚变反应堆
的所有要求，人们期待下一代装置（例如，ＩＴＥＲ）能够解决余下的问题。 那么托卡马
克面临的突出问题是什么呢？ 主要有两方面，首先是等离子体物理方面的问题，其
次是工程技术方面的问题。 下面分别予以介绍。

等离子体物理方面的突出问题主要来源于稳态运行的要求。 阐述这个问题需
要一个较长的推理过程。 首先我们注意到，托卡马克位形所需环向电流通常是通过
变压器感应产生的，这种方法在目前的脉冲运行的装置中非常有效，但是显然不适
用于稳态运行的装置，所以我们需要某种外部非感应的电流驱动方式。 目前已有一
些可行的非感应电流驱动方法，但是它们将功率转变为电流的效率不高，如果全部
环向电流都必须通过这些方式来驱动，那么要取得功率平衡，所需的外部输入功率
就将大到不可接受的地步。 幸好托卡马克中存在一种由等离子体输运自然形成的



电流，即所谓“自举电流”，原则上它能够在无需外界电流驱动的情形下提供维持托
卡马克位形所需的大部分环向电流。 但自举电流的大小与等离子体压强的分布密
切相关。 人们发现，要取得满足可观的功率平衡所需的足够大的自举电流占总电流
的比例，所需的等离子体压强远远超出了无限大真空边界条件下等离子体位形的磁
流体力学 β极限。 不过，如果等离子体是密封于理想导体壁之内，那么理想导体壁
将会产生很强的致稳作用，这样，所需的等离子体 β值将低于磁流体力学 β极限。

可以看出，精确判断磁流体力学稳定边界是一个微妙而关键的问题。 其困难来
源于环绕等离子体的第一壁的行为。 尽管理想导体壁具有很强的致稳作用，但是实
际的电阻性导体壁却没有这种作用。 但是，电阻性导体壁的不稳定性增长特征时间
（通常为毫秒量级）要比真空情形下的特征时间（通常为微秒量级）要长很多，因此
我们可以通过反馈控制来实现平衡。 理想导体壁情形下的等离子体比压 β的极限
值与电阻性导体壁情形下的β极限存在着很大差异，实验中能够达到的β极限主要
取决于人们对电阻壁模的反馈致稳能力。 这种控制能力非常关键，它直接决定了托
卡马克位形能否在维持所需的总体功率平衡的要求下，以足够低的电流驱动功率实
现稳态运行。

因此，提出能够改善标准托卡马克性能的新想法和新概念就成为一个重要领
域。 这一新概念是：在无需额外的电流驱动，并且不违反适当的磁流体力学稳定性
极限的条件下实现稳态运行。 一种解决办法是所谓 “先进托卡马克（ＡＴ）运行模
式”，人们预期，将剖面控制和反馈致稳结合起来可以解决这些困难，但是仍有待实
验的验证，而且这无疑将增加托卡马克概念的物理复杂性。 另一种直接解决这一问
题的方式是采用仿星器作为替代方案，仿星器是一种三维的、具有内在稳态性质的
磁场位形，且无需非感应电流驱动。 与托卡马克相比，它的主要缺点是需要采用技
术更加复杂、成本更加昂贵的磁体来产生三维仿星器磁场。

托卡马克面临的第二个重要问题实质上是工程技术问题。 为了实现所需的稳
态功率平衡，托卡马克装置需要有很强的环向磁场才能维持磁流体力学平衡，而能
够提供这种强的环向磁场的磁体必须采用超导材料。 从工程角度来看，超导磁体当
然是可行的，但是它很昂贵，同时也增加了托卡马克反应堆的技术复杂性。 如果对
环向场系统的要求能够大大降低甚至消除，那么聚变反应堆的前景自然会更具吸引
力。 尽管仿星器使这个问题变得更加困难，但其他各种替代概念则明显有助于改善
这种状况。 这些概念包括：球形托卡马克、反向场箍缩 （ＲＦＰ） 、球马克、场反位形
（ＦＲＣ）和悬浮偶极器（ ＬＤＸ）等。 但和托卡马克相比，可以明显看出，反向场箍缩、
球马克和场反位形这几种概念的约束性质性能较差，无壁情形下的磁流体力学值也
较低。 即便如此，为了缓解这些困难，人们已经提出了一些非常精巧的设想，我们
将在本章后面予以讨论。 ＬＤＸ 是一种新概念，直到最近才具有可操作性，因此评估
其性能还为时尚早。
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总之，我们看到，这里涉及多方面的权衡———每一种替代概念都改善了托卡马
克概念某一方面的性能，但是却以牺牲其他方面性能为代价。 经过多年的实验研
究，这些多方权衡的结果牢固确立了托卡马克在实现聚变反应堆之路上的优先地
位。 时间将会证明，是否存在在反应堆总体要求上，即在等离子体物理和聚变技术
两方面，均可取代托卡马克的某种替代概念。

在举证证明这些观点时，人们总爱拿托卡马克作为其他各种替代概念优劣比较
的参照基准。 然而，就磁流体力学行为来说，托卡马克是一种较难分析的概念。 所
以，为了描述方便，我们从最简单的位形开始讨论，然后逐步深入到更复杂的位形。
研究各种位形的目的是要了解其磁流体力学平衡性质，并计算出相应的为克服磁流
体力学不稳定性所需的等离子体比压 β和压强的极限值。

基于上述考虑，我们先来讨论 ＬＤＸ 和 ＦＲＣ 位形概念，相关结果可以从上一章对
Z 箍缩装置的分析中直接获得。 其余的位形概念分析起来就相当困难了。 为了导
出所需的信息，我们引入一种特别简单的模型，称为表面电流模型。 尽管该模型中
的参数分布只是对实际实验过程中参数分布的粗略近似，但至少我们可以得到完整
的分析。 与采用高级理论分析或采用更接近实际参数分布的磁流体力学数值模拟
分析的结果比较，可以看出，在磁流体力学平衡和稳定性β极限方面，表面电流模型
的分析结果定性上和半定量上都与那些更高级、更实际的理论模型结果符合得很
好。 利用表面电流模型，我们可以获得反向场箍缩、球马克、托卡马克、拉长型托卡
马克，以及先进托卡马克等位形的磁流体力学分析结果。 至于仿星器，由于其非常
复杂的三维平衡，因此讨论主要是描述性的，并参考了有关的数值研究的结果。

13畅2　悬浮偶极器（LDX）
13畅2畅1　LDX简介

悬浮偶极器（Ｌｅｖｉｔａｔｅｄ Ｄｉｐｏｌｅ Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ，ＬＤＸ）是一种相当新颖的聚变概念。 其
最初设想源于天体物理学观测，特别是对土星的观测。 人们发现，在土星周围，存
在着一个受到土星偶极磁场约束的稳定的长寿命等离子体环。 ＬＤＸ 实验装置于
２００５ 年在美国麻省理工学院（ＭＩＴ）建设完成，其目的是要在地球上复制出类似的、
实验室规模的、稳定的长寿命等离子体。

如图 １３．１ 所示，ＬＤＸ 的磁场位形主要由一个简单的、能够产生偶极磁场的环
电流组成。 线圈电流和等离子体电流均为纯粹环向的，产生单纯的极向磁场。 等离
子体形成一个环绕偶极线圈的中空的环向壳层。 等离子体压强 p 、极向磁场 B p 和
电流密度 I矱沿着中平面 Z ＝０ 的分布如图 １３．２ 所示。 注意，当等离子体中的电流
密度必须改变正负号的时候，总存在一个与线圈电流同方向的净的等离子体电流以
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保持环向力平衡。

图 13．1　ＬＤＸ装置的概念图（承蒙 Ｄ．Ｇａｒｎｉｅｒ提供）

图 13．2　ＬＤＸ装置中 p，BP 和 J矱沿中平面 Z ＝０的分布图（承蒙 Ｌ．Ｇｕａｚｚｏｔｔｏ提供）
ＬＤＸ 的一个重要特点是需要使线圈悬浮于真空室中。 这是因为如果采用机械

支撑，那么等离子体在拓扑上就必然会在某些位置与这些支撑结构相交。 这将冷却
等离子体，并使支撑结构变热。 这在实验上是无法接受的，反应堆中就更不行。 实
际上，如果线圈是用超导材料制成的，那么就可以使其长时间地悬浮在空中。 很明
显，这样做增加了这种聚变概念的技术复杂性，但是不管怎么说，对实验室规模的
实验装置来说仍然是可行的。

ＬＤＸ 的科学目标是通过微波加热产生约束良好的热等离子体，微波共振频率
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选定为电子回旋频率。 人们试图弄清楚，对于给定的微波输入功率，能够取得的稳
定约束的等离子体压强有多高，相应的温度有多高。 等离子体压强的极限值主要由
磁流体力学因素所决定，而可实现的温度主要取决于输运，尤其是热传导和可能的
热对流。 我们可以对 ＬＤＸ 中等离子体压强极限值进行定量估计，这些是本小节的
重点。 对输运的估计要困难得多，必须等到取得实际的实验数据后才谈得上对
ＬＤＸ 概念下输运性质的了解。

现在我们来考虑磁流体力学压强极限问题。 详细分析表明，ＬＤＸ 的主要物理
性质可以用一个线性的圆柱几何体来精确描述。 环效应会在定量上对结果产生一
定影响，但如果只是定性地，或非定量地了解磁流体力学行为，则不是必要的。 因
此本小节分析采用图 １３．３ 所示的 ＬＤＸ 圆柱体模型。 我们注意到，平衡情形下主要
的场量是 p（ r）和 B θ（ r），与单纯 Z 箍缩情形类似。 但是中心线圈所起的作用就好像
嵌入 Z 箍缩装置的硬心，对于稳定 ＬＤＸ、抑制危险的 m ＝０ 和 m ＝１ 模起着重要
作用。

图 13．3　
分析表明，ＬＤＸ 的稳定取决于 ３ 个压强极限值（即 β极限）：一个缘于平衡考

虑，另一个针对 m ＝０ 模式，第三个针对 m ＝１ 模式。 m ＝０ 的腊肠模设定了最严格
的β极限。 虽然如此，由此得到的临界 β值依然很高，在 １ ／２ 量级。 此外，这种稳定
性无需理想导体壁即可实现。 由分析得到的第二个重要结果与硬心线圈电流的大
小有关。 很明显，如果没有这个电流，ＬＤＸ 位形即退化为单纯 Z 箍缩位形，它总是
不稳定的。 分析还预言了抑制 m ＝０ 和 m ＝１ 模的增长至少需要多大的线圈电流
才能得到所需的稳定性。

最后，尽管对 ＬＤＸ 的研究还处于非常初步的阶段，但我们依然可以从聚变反应
堆应用的角度评估其相对于托卡马克的优劣。 结论如下。

从好的方面看，ＬＤＸ 具有非常简单的磁场几何结构，仅需要一个简单的线圈就
能约束住等离子体。 从物理学的角度以及早期实验的设计和操作上来说，单个线圈
是非常可取的。 ＬＤＸ 位形的另一个优点是在高 β情形下无需理想导体壁就可以实
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现完全理想的磁流体力学平衡。 与托卡马克相比，不需要任何环向磁场线圈是一个
重要的工程技术上的优势。

其不足之处有两点。 首先，使超导线圈处于悬浮状态显然是个问题，而且随着
实验规模的扩大，以及等离子体环境变得更加严峻（即密度和温度的提高），这个问
题在工程技术上愈发具有挑战性。 虽然悬浮本身并不困难，但要维持则不容易。 其
次，要保持线圈的超导性，就必须将它与聚变产物隔离开来。 磁场能够屏蔽带电粒
子，但对 Ｄ唱Ｔ反应产生的大量高能中子却无能为力。 所以，为了减少高能中子的数
量，ＬＤＸ 反应堆必须建立在更为困难的 Ｄ唱Ｄ 或者 Ｄ唱３Ｈｅ 聚变反应基础上（因为这两
者的反应截面都较小）。 例如，对于 Ｄ唱Ｄ 反应，在 ４０ ｋｅＶ 的典型的反应堆温度下，
性能参数 pτＥ 需要提高到 pτＥ≈１７０ ａｔｍ ｓ，相比之下，对于Ｄ唱Ｔ反应的托卡马克，pτＥ
≈８ ａｔｍ ｓ。 尽管从产生较少的中子这一点上看，采用 Ｄ唱Ｄ 和 Ｄ唱３Ｈｅ 反应作为燃料在
技术上可取的，但是对 pτＥ 的较高要求很有可能会成为主要问题。

对 ＬＤＸ 的简介就说这些，本节余下部分着重讨论 ＬＤＸ 概念的磁流体力学平衡
和稳定性极限。
13．2．2　LDX平衡

我们的分析从对柱对称 ＬＤＸ 几何的平衡分布的计算开始。 先选取一种有代表
性的压强分布，然后根据一维径向压强平衡关系式来确定极向磁场，由此得到磁场
的解析表达式，可以看出，存在平衡的 β极限。 从中我们还可以得到一般性的平衡
条件，它将等离子体比压 β和线圈电流以及等离子体电流联系在一起。

1．压强分布
第一步是明确等离子体的压强分布。 能够精确描述 ＬＤＸ 基本物理性质的一种

简单模型是：

　　 p（ r） ＝K r２ －r２１
（ r２ ＋r２２ ） γ＋１ （１３．１）

其分布如图 １３．３ 所示。 注意到在线圈表面 r ＝r１ 处，p（ r）为零。 压强分布是中空
的，先随 r 增加而增大，接着在大 r 处逐渐减小：r→ ∞时 p（ r） ～１／r２γ（这里 γ是比
热容比）。 大 r 处的径向定标关系预示着需要在低压强区域抑制 m ＝０ 模。 参数 K
是对峰值压强的量度，参数 r２ 是压强最大值的位置。

即便采用这种简单模型，代数运算仍很快就变得极为复杂。 为了降低复杂性，
我们需要做出几点假设，这将使分析大为简化而不失主要的物理本质。 具体来说就
是，将参数 r２ 取为 r２ ＝r１ ，另外 γ设定为 γ＝２ 而不是 γ＝５／３。 为了更进一步简
化，我们引入归一化半径 x ＝r２ ／r２１ 。 根据这些假设，压强分布可以写为：
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　　 p（ x） ＝２７pｍａｘ x －１
（１ ＋x） ３ （１３．２）

其中，pｍａｘ是压强最大值，位于 r２ｍａｘ ／r２１ ＝xｍａｘ ＝２。
2．总体径向压强平衡关系
平衡分析的下一步是计算磁场分布。 作为计算过程的预备，我们不妨先导出

ＬＤＸ 总体平衡条件下压强平衡的一个一般性关系式。 为此我们给出 β的一种实用
定义。 按照第 １１ 章中有关径向压强平衡讨论的思路，我们从下述平衡关系式入手：

　　 p′＋B θ
μ０ r

（ rB θ）′＝０ （１３．３）

上式乘以 r２ 并对整个等离子体区域进行积分，得到：
　　∫∞

r１
r２ p′ｄr ＋ １

２μ０
（ r２B２

θ）
∞

r１
＝０ （１３．４）

它可以化简为：
　　∫∞

r１
p rｄr ＝ μ０

１６π２ （ Iｃ ＋Iｐ） ２ －I２ｃ （１３．５）

其中，Iｃ 是硬心线圈电流；Iｐ 是等离子体电流。
与螺旋箍缩压强平衡关系式类似，引入如下的 β定义是有用的：
　　 β≡ １６π２

μ０ （ Iｃ ＋Iｐ） ２∫∞

r１
prｄr （１３．６）

注意，这里用系统的总电流 I ＝I ｃ ＋Iｐ 对 β进行了归一化。 从式（１３．５）我们可以直
接得到 ＬＤＸ 的一般径向压强平衡表达式（它将 β与线圈电流和等离子体电流联系
起来）：

　　 β＝１ －i２ｃ （１３．７）
其中，

　　 iｃ ＝ Iｃ
Iｃ ＋Iｐ （１３．８）

与线圈电流成正比。 从 β的这个定义可以明显看出，０ ≤ β≤ １。 式（１３．７）对于了
解 ＬＤＸ 的稳态运行区域具有极其重要的作用。

3．极向磁场
现在，只要从局部压强平衡关系的积分形式计算出极向磁场，就可以得到平
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衡解：
　　 １

２μ０
（ r２B２

θ）
r

r１
＝－∫rr１ r２ p′ｄr （１３．９）

经过稍显冗长的计算，我们可以算出这个积分：
　　 b２θ（ x） ＝１ －８β x２

（１ ＋x） ３ （１３．１０）
其中，bθ∝rB θ 是极向磁场的归一化形式，其定义为：

　　 bθ（ x） ≡ ２πrB θ（ r）
μ０ （ Iｃ ＋Iｐ） （１３．１１）

另外，利用式（１３．６）给出的 β的积分定义，可以根据 β写出压强定标常数 pｍａｘ的表
达式：

　　 pｍａｘ ＝μ０ （ Iｃ ＋Iｐ） ２

５４π２ r２１
β （１３．１２）

式（１３．１０）即为稳定性分析所需的 b２θ 的表达式。
4．平衡 β极限
bθ 的解的一个有趣的性质是存在平衡 β极限。 这个极限值可从图 １３．４ 所示的

不同 β下的 b２θ 对 x 曲线看出。 我们注意到，随着 β的增加，b２θ 的逆磁下凹变得越来
越深。 最后，当曲线的最小值恰与 X 轴相交时，β达到最大值 β＝βｍａｘ。 如果β＞
βｍａｘ，则 b２θ 为负，这在物理上是不可能的。 同时，令（ b２θ ） ＝ｄb２θ ／ｄx ＝０，我们很容易
得到 β的临界值：

　　 β≤βｍａｘ ＝２７
３２ ≈ ０．８４ （１３．１３）

这是一个很弱的限制条件。 它的出现是因为需要有最小的线圈电流来维持压强的
中空分布———将等离子体推离 r ＝r１ 处的线圈表面。 这个线圈电流的值由一般平
衡关系式（１３．７）确定，计算给出：

　　 iｃ ≥ iｍｉｎ ＝ ５
３２ ≈ ０．４０ （１３．１４）

即流过硬心的电流至少要占总电流的 ４０％。
总之，我们引入一个简单的平衡模型来精确描述 ＬＤＸ 位形的基本性质。 参数

分布显示，存在平衡的 β极限，它的作用有限，不对装置性能构成严重的限制。
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图 13．4　不同β值的 b２θ 对 x的曲线
（容许的最大β值位于β＝βｃ 曲线上，在该点，曲线与 x轴相切于 xｍａｘ ＝２）

13．2．3　m ＝1 稳定性
ＬＤＸ 的稳定性取决于从 Z 箍缩导出的 m ＝０ 和 m ＝１ 时的局部判据。 ＬＤＸ 具

有硬心这一点对稳定性判据的一般形式没有影响，因为相应的推导中只需假设纯极
向磁场情形下的柱对称平衡即可。 但是很显然，对临界稳定性边界的定量预测取决
于参数分布的实际形状。

对于 ＬＤＸ，上述简单模型的平衡参数分布必须选择得使等离子体中的任意一点
r 都满足 m ＝０ 和 m ＝１ 稳定。 实际上，这导致每一种模都存在 β极限。 下面的分
析提供了 m ＝１ 模下 β极限值的推导过程。

注意到 m ＝１ 模的稳定性要求 B θ 的分布满足：
　　 ｄ

ｄr（ rB
２
θ） ＜０ （１３．１５）

或等效地写作：
　　 ｄ

ｄx
b２θ
x１ ／２ ＜０ （１３．１６）

简单 Z 箍缩装置总是不满足这个判据，因为在靠近等离子体中心处，B θ 是 r 的
增函数。 在 ＬＤＸ 位形中，硬心明显改善了这一状况，因为在靠近等离子的内侧边界
处，B θ ～１／r。 实际上，通过观察可以看出，对于 r１ ＜r ＜rｍａｘ，压强梯度总是正值，这
意味着磁场曲率是好的。 再看图 １３．３，不稳定性只出现在 r ＞rｍａｘ处，也就是曲率变
坏的地方。 直观上明显可以看出，随着β的增加，稳定性判据会越来越难以满足，因
为 b２矲的斜率变得越来越大。

将平衡情形下的参数分布代入式（１３．１６），可以得到对临界 β值的定量估计。
经简单计算得到稳定性条件要求：
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　　 β＜ １
２４

（ x ＋１） ４

x２ （ x －１） （１３．１７）

式（１３．１７）右边的函数存在一个最小值，正是这个最小值设定了 β最严格限制。 简
单计算给出这个最小值点位于：

　　 xｍ ｉｎ ＝ １
２ （５ ＋ １７） ≈ ４．５６ （１３．１８）

相应的 β极限为：

　　 β≤ βｍａｘ ＝５１ １７ －１０７
１９２ ≈ ０．５４ （１３．１９）

m ＝１ 模的稳定性所要求的 β极限明显低于平衡情形下的 β极限，但是不管怎
样说，其绝对值还是很高的。

最后，将临界 β值代入一般的稳态压强平衡关系式［即式（１３．７）］以确定抑制
m ＝１ 模所需的最小线圈电流，得到：

　　 iｃ ≥ iｍｉｎ ＝（１ －βｍａｘ） １ ／２ ＝０．６８ （１３．２０）
也就是说，硬心电流必须占总电流的 ７０％左右。
13．2．4　m ＝0 稳定性

类似的分析对 m ＝０ 模也是适用的。 这种情形下的稳定性条件为
　　 － rp

ｄp
ｄr ＜ ２γB２

θ
B２

θ ＋μ０γp （１３．２１）

对于 γ＝２，利用归一化的变量可以将判据写为如下形式：

　　 － x
p^
ｄp^
ｄx ＜ ２b２θ

b２θ ＋xp^ （１３．２２）

其中，p^（ x）是归一化压强，其定义为：
　　 p^（ x） ＝ ８π２ r２１

μ０ （ Iｃ ＋Ip） ２ p（ r） ＝４β x －１
（ x ＋１） ３ （１３．２３）

下一步是将稳态情形下的参数分布代入式（１３．２２） 。 经过简单计算可以得到
关于 β的稳定性条件为：

　　 β＜（ x ＋１） ２ （２x －１）
４x３ （１３．２４）
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在磁场线坏曲率区域，即当 x → ∞时，同样出现对 β的最严格限制磁场线。
m ＝０情形下的 β极限值为：

　　 β≤βｍａｘ ＝ １
２ （１３．２５）

对应的最小电流为：
　　 iｃ ≥ iｍｉｎ ＝ １

２ ≈ ０．７０７ （１３．２６）

对于给定的模型参数分布，m ＝０ 模具有最小β极限值，它比 m ＝１ 模的β极限
值略低。 但这个极限值具有重要意义。 另外，硬心电流占总电流的比例要高
于 ７０％。
13．2．5　悬浮偶极器总结

简言之，悬浮偶极器是一种新颖的聚变位形，其物理性能将在 ＬＤＸ 装置上首次
得到验证。 它具有由悬浮超导线圈产生的简单的磁场几何结构，在不需要理想导体
壁的情形下就可以实现磁流体力学平衡并达到很高的稳定的 β极限，图 １３．５ 对此
做了总结。 图中给出了 β随归一化线圈电流的变化曲线，稳定区域位于临界 β
点的右侧。

图 13．5　由一般平衡关系式得出的β对 iｃ 曲线（图中还列出了平衡、
m ＝１、m ＝０ 等情形下的临界稳定性极限）

m ＝０ 模式设定了最严格的稳定极限值，要求 β＜１／２ 以及 iｃ ＞１／２。 从长远
来看，ＬＤＸ 概念面临的主要问题是悬浮线圈的制造，以及需要采用更难点火的 Ｄ唱Ｄ
或 Ｄ唱３Ｈｅ 反应等复杂的工程技术问题。 另外，输运依然是个未知数，但是随着 ＬＤＸ
实验数据的不断积累，这个问题会得到解决。
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13畅3　场反位形（FRC）
13畅3畅1　FRC简介

场反位形（Ｔｈｅ Ｆｉｅｌｄ Ｒｅｖｅｒｓｅｄ Ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ， ＦＲＣ）是一种非常紧凑的轴对称闭合
位形，其中等离子体完全由极向磁场约束。 这种位形没有外加的环向磁场，因此不
需要环向磁场线圈绕组。 另外，这种位形也没有穿过装置中心的欧姆场变压器。 因
此，ＦＲＣ 内在地就是一种脉冲装置，从技术结构上看，它相当简单。 ＦＲＣ 装置的示
意图如图 １３．６ 所示。 其运行方式如下：初始时在真空腔中沿轴向建立起小的轴向
θ箍缩偏置磁场，然后注入中性气体，独立电源对气体进行预电离，产生等离子体。
此时开启主电源，形成强烈的轴向 θ箍缩磁场。 这个磁场比偏置磁场要大 １０ 倍左
右，而且方向相反。 主磁场增加得极快，引起等离子体的压缩和加热。 假设初始等
离子体已经准备好，并且磁场已按适当程序建立起来，因此轴向磁场将会像图中所
示那样交错和重连

１） 。 最终是在分离磁面内形成一系列拉长的具有闭合磁面的磁
场位形。

图 13．6　ＦＲＣ装置的原理图（承蒙 Ｒ．Ｍｉｌｒｏｙ提供）

１） 为清楚起见 ，磁场重连过程可以这样理解 ：最先形成的指向右端的 （图 １３．６ 中未画出 ）弱磁场在有
了等离子体后被 “冻结 ”在等离子体中 。 由于等离子体的理想导体性质 ，这之后投入的反向 （图中指向左
端的场线 ）强磁场很难渗入等离子体中抵消掉先前的弱场 ，而只能在等离子体表面附近与先前的磁场线相
交和重连 ，从而形成局部闭合的磁面嵌套 。 ———译者

典型的压强和磁场的分布如图 １３．７ 所示。 以最初 θ箍缩磁场方向为负方向来
看，可以看出，在离轴的某个位置 BZ 变号。 这就是“场反位形”这个名称的由来。
有趣的是，虽然采用了两个 θ箍缩磁场来给等离子体成形，但最终形成的是一种具
有扁平的环形 Z 箍缩的拓扑结构。
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图 13．7　ＦＲＣ装置中平面上 BZ（R，０），p（R，０）的典型分布
ＦＲＣ 具有 Z 箍缩的拓扑结构这一特点允许我们根据已知的单纯 Z 箍缩的计算

结果来估计 ＦＲＣ 的理想磁流体力学稳定性，而无需做新的分析。 推理如下：在等离
子体的端口附近，ＦＲＣ 位形具有坏的极向磁场曲率；在等离子体扁平的中心部分，
极向磁场线基本上是平直的，也就是曲率为零；而且 ＦＲＣ 位形中不存在起稳定作用
的环向磁场。 最终结果是 ＦＲＣ 位形中存在坏曲率或者零曲率区域，但是没有好曲
率区域。 所以，根据理想磁流体力学理论，ＦＲＣ 位形应该是很不稳定的。 这一结论
确实在数值模拟中得到了证实。

既然它的磁流体力学行为是非常不稳定的，有人也许会问，研究 ＦＲＣ 对于聚变
计划有什么意义。 原因主要有两个。 第一个原因与 ＦＲＣ 实验的观测结果有关。 大
量实验事实表明，ＦＲＣ 等离子体似乎比理想磁流体力学预言的要稳定得多。 尽管
产生这一有利行为的原因还不完全明了，但大多数研究人员认为，等离子体动理学
效应扮演着重要角色。 这些效应包括欧姆定律中的霍尔效应项，以及离子回旋半径
大小与等离子体小半径相当这一事实。 这两个效应对理想磁流体力学模型起着致
稳作用的调整。 然而，大多数研究人员也认为，如果将 ＦＲＣ 位形放大到反应堆要求
的大尺寸，那么动理学效应就不那么显著了，这意味着等离子体对于理想磁流体力
学模型来说将会变为不稳定。 考虑到 ＦＲＣ 在小尺寸下性能良好但大尺寸下表现不
佳的特性，研究认为 ＦＲＣ 也许可以作为一种很好的等离子体源，即所谓“磁化靶聚
变（ＭＴＦ）”源。 ＭＴＦ 正是在聚变能背景下研究 ＦＲＣ 位形的第二个基本原因。 ＭＴＦ
的基本原理是：将预先加热的高密度（１０ ２３ ｍ －３ ）中等温度（３００ ｅＶ）的等离子体源置
于一个空心金属圆柱体中，然后挤压圆柱体及其中的等离子体，实现极高的粒子压
强和磁场强度，爆聚的等离子体流最终停滞下来，随后再次膨胀。 因为等离子体的
超高密度，预计在停滞点附近会发生很多的聚变反应，释放足够多的超出输入的压
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缩能的聚变能。 人们考虑了很多种产生靶等离子体的方式，ＦＲＣ 位形也许具有最
多的有利性质。

本小节余下部分着重深入分析运用 ＦＲＣ 靶等离子体的 ＭＴＦ 概念。 只要掌握了
其基本原理，我们就能够从聚变能的角度探讨其优劣。
13．3．2　MTF概念

如图 １３．８ 所示，ＭＴＦ 包含 ３ 个步骤：产生、转移和压缩。

图 13．8　ＭＴＦ概念的原理图（承蒙 Ｒ．Ｓｉｅｍａｎ提供）
1．产　生
ＭＴＦ 过程的第一步是等离子体的“产生”。 在这里或多或少会用到 ＦＲＣ 技术。

对 ＭＴＦ 来说，ＦＲＣ 是一种很好的位形，它的技术简单，而且等离子体中也没有环向
场。 不希望出现环向场的原因接下来会很明了。 对初始形成的 ＦＲＣ 位形的唯一限
制条件是它必须满足“小判据”，就是说它必须对动理学修正的磁流体力学模是稳
定的。 这条判据主要是基于实验数据中归纳出的经验规律，具体要求是：

　　 S／κ＜３．５ （１３．２７）
其中，κ＝Z Ｓ ／R Ｓ 表示分离面的拉长度；S ＝R Ｓ ／δｉ 是分离面的半径与所谓离子无碰
撞趋肤深度 δｉ ＝C／ωｐｉ的比值。

从 ＭＴＦ 的应用上看，要求初始 ＦＲＣ 等离子体具有高密度 n ｅ≈１０ ２３ ｍ －３ ，大的拉
长度 κ≈１０，分离面半径 R Ｓ≈０．０５ ｍ。 对于这些参数，式（１３．２７）勉强可以满足。
所需的初始温度和磁场分别为 T ｅ ＝T ｉ≈０．３ ｋｅＶ 和 B ＝５ Ｔ，对应的β≈１，压强为
１００ ａｔｍ。 我们注意到，ＦＲＣ 位形下的初始等离子体密度比其他聚变位形中的典型
等离子体密度大约高 ３ 个数量级。 ＦＲＣ 等离子体产生的另一个值得注意的地方是
在主 θ箍缩线圈的两端各增加了一组小线圈。 这些线圈产生一个弱的磁镜场，使得
在每次脉冲放电过程中 ＦＲＣ 等离子体都成形于 θ箍缩的中心。 此外它们还是转移
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室的“引导场”。
2．转　移
ＭＴＦ 过程的第二步是“转移”。 其目的是将等离子体从 ＦＲＣ 产生室的初始位置

转移到 ＭＴＦ 压缩腔。 这是通过在主 θ箍缩线圈系统右侧略微减弱的磁场来实现
的。 因为左侧的磁场较强，磁压强较大，由此引起左右磁压强的不平衡。 这个不平
衡将等离子体沿转移室中的引导场推向右边，直到等离子体进入压缩腔。

3．压　缩
ＭＴＦ 概念的核心部分是压缩腔。 压缩腔的主要部件是一个很薄的金属圆柱

体，有时称作衬套，大小跟一个汽水瓶差不多。 一旦 ＦＲＣ 等离子体转移进入压缩
腔，就立刻由外电路驱动起沿圆柱体轴向（Z 方向）的强大电流，由此产生紧贴圆柱
体外表面的很强的极向磁场 B θ，形成的表面磁压强以约为 vＲ≈１０ ６ ｍ／ｓ的极快速度
将圆柱体沿径向向内压缩。 这一绝热过程将等离子体压缩到很高的密度和温度，足
以引起大量的聚变反应。

压缩过程的原理如下：在相对短暂的压缩阶段，衬套和等离子体都可以看作理
想导体，因为它们的趋肤耗散特征时间很长。 因此在等离子体边界与衬套之间的狭
窄区域内，磁通量必然是守恒的。 衬套的快速向内运动压缩这个磁通量，由此大大
增加了等离子体表面的磁场强度，其相应的增大了的表面磁压强则将 ＦＲＣ 等离子
体（及其内部磁通量）绝热压缩到具有极高温度和密度的半径很小的体积中。

随着等离子体粒子压强和内部反向磁场压强的逐渐增大，衬套的运动最终在某
个时刻停顿下来。 如果系统设计得恰当，停顿时刻的温度应该在 １０ ｋｅＶ 量级，这会
引起大量的聚变反应。 聚变反应的持续时间 τＥ 约等于衬套的停留时间，后者取决
于衬套的质量和能量，以及 ＦＲＣ 等离子体的最终性质。 对 ＭＴＦ 反应堆，研究得出
的压缩后 ＦＲＣ 等离子体的最终状态的典型参数列于表 １３．１。 可以看出，与托卡马
克的 n，B，τＥ的典型取值相比，ＭＴＦ 终态的密度和温度都很高，但是聚变反应的持续
时间却非常非常短。

表 13畅1　衬套压缩前状态与最大坟缩状态时的MTF参数的对比
参　数 压缩前 最大压缩状态时

密　度 １０ ２３ ｍ －３ １０ ２５ ｍ －３

温　度 （ T ｅ≈ T ｉ） ３００ ｅＶ １０ ｋｅＶ
磁　场 ５ Ｔ ５００ Ｔ

等离子体寿命 ２０ μｓ ２００ ｎｓ
衬套内径 ５ ｃｍ ０．５ ｃｍ

为了产生足够多的聚变反应以实现能源应用的可行性，必须有很大一部分燃料
得到燃烧。 在优化设计中，这一要求体现为 τＤ ≈ τＥ 。 如果能量约束时间过短，
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τＤ ＞＞τＥ ，则在聚变反应能够发生之前等离子体就冷却了。 另一方面，如果 τＤ ＜＜ τＥ ，
那么对等离子体的约束就显得过度了，这时可适当减小系统的体积，从而降低了
造价。

上述定性图像说明了为什么 ＦＲＣ 这种没有内部环向磁场的位形对于 ＭＴＦ 是一
种很好的选择。 原因在于：如果存在环向磁场，那么由于在理想磁流体力学条件
下，这个磁场和等离子体一起运动，因此爆聚衬套的能量除了用于压缩等离子体及
其极向磁场之外，还将不得不分配部分能量用于压缩环向磁场。 显然这样就降低了
爆聚的效率，而且与没有环向磁场的情形相比，要得到相同的终态等离子体参数，
衬套所需的初始动能更高。 效率的大幅度降低将导致功率平衡所需的输入能量大
到无法接受。

这一思路也带来另一个问题：既然没有环向磁场可以提高效率，那么通过某种
途径消除压缩腔中的极向磁场岂不更好？ 假设衬套能量的一半传给了等离子体，另
一半给了极向磁场，那么取消极向磁场将会使得效率翻番。 回答是响亮的———
“不！”原因在于，有没有磁场，对等离子体的热输运损失关系重大。 下一章中我们
将指出，横越磁场的热输运损失要比平行磁场方向上———或无磁场———的情形小好
几个量级。 所以极向磁场起着等离子体和衬套之间的热绝缘的重要作用。 如果没
有极向磁场，能量约束时间 τＥ 会很短，也就不可能实现预期的功率平衡。
13．3．3　FRC作为聚变能来源

随着 ＭＴＦ 基本概念的建立，现在我们可以从聚变堆可行性的角度来评估其优
劣。 开始时人们注意到，ＭＴＦ系统与其他聚变概念在参数上存在巨大差异，因此聚
变界大多数人将它视为众多候选方案中的一匹“黑马”。 因为它的参数运行范围是
如此的不同，现有的具体可用的科学知识几乎很难移植过去。 尽管如此，ＭＴＦ 概念
确实提供了常规磁约束聚变概念之外的另一种选择，因此它当然值得作为一种潜在
的聚变能来源来研究。

现在让我们考虑 ＭＴＦ 概念的潜在优势。 首先，由于聚变反应速率与燃料的数
密度平方成正比，因此 ＭＴＦ 预言的极高的 n 值意味着可以实现很高的聚变功率密
度。 其次，高的功率密度反过来意味着 ＭＴＦ 系统的几何尺寸可以做得很小。 因为
装置建设成本取决于其体积，所以这是个很大的优势。 第三，尽管 ＭＴＦ 需要高电压
和脉冲技术，但在总体上这些技术还是要比诸如激光功率源、微波功率源或者中性
粒子束功率源简单，成本也较小。 所有这些都是 ＭＴＦ 相对于托卡马克的优势所在。

将这些优势综合起来，我们看到，ＭＴＦ 研究的根本动机是：ＭＴＦ 概念具有这样
一种潜力，它可以在比常规磁约束聚变途径花费少得多的条件下来进行核聚变点火
物理的某些方面研究，并验证实验装置的科学可行性。 ＭＦＴ 的另一个有吸引力的
实际考虑是，ＭＴＦ 研究所需的许多脉冲功率源已经在美国能源部防卫计划的资助
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下在洛斯阿拉莫斯（Ｌｏｓ Ａｌａｍｏｓ）和圣地亚（Ｓａｎｄｉａ）国家实验室建立起来了。
当然，还有许多科学上和工程技术上的问题需要 ＭＴＦ 研究人员来解决。 这些

问题主要包括以下几个方面：首先，必须能够产生具有压缩前参数的 ＦＲＣ 初始等离
子体。 这需要从现有 ＦＲＣ 等离子体产生条件外推得到，尽管活跃的实验计划目前
正在进行并取得了一定的进展。

其次，衬套的爆聚带来了一些与等离子体科学相关的材料科学问题。 其中有：
①在爆聚过程中衬套壁材料变为液态，故衬套壁材料会与等离子体混合；②爆聚过
程中等离子体热输运的特征时间尺度为 τＥ ，但目前对这一输运过程还不了解，而足
够长的 τＥ 对 ＭＴＦ 的成功甚为关键；③必须要证明在整个爆聚过程中磁流体力学平
衡保持成立，以免等离子体从 ＦＲＣ 的端部逃逸。

第三，可能也是大多数常规聚变途径研究人员担心最多的一点是：如何将 ＭＴＦ
技术外推到电站级别的反应堆中。 尽管很多人会同意，一次性 ＭＴＦ 爆聚是有可能
的，但反应堆要求的是一系列快速连续不断的爆聚，大概几秒钟一次。 这就对高电
压技术和压缩腔技术提出了很高的要求，因为每一次爆聚后都需要排尽杂质。 而
且，由于每次脉冲都会损坏一副衬套，因此需要不断提供衬套备件。 为了实现经济
上的可行性，衬套的造价必须足够低廉，这当然也是个技术上的挑战。

最后，衬套本身也面临着工程技术上的困难，其中包括确保衬套在爆聚过程中
不会因为焦耳热引起的巨大的内压强而破裂。 这些问题中有很多与惯性约束聚变
所面临的问题非常相似。

ＭＴＦ 的发展还处在早期阶段，目前着眼于建成一套能够在一次性爆聚中成功
实现点火的完整的集成系统也许是比较现实的。 如果这个任务能够取得成功，届时
再更深入地考虑反应堆方面的技术难题，从而确定建造新装置的必要性亦为时
不晚。
13畅3畅4　FRC概念小结

ＦＲＣ 是一种紧凑的、拉长的环向 Z箍缩位形。 尽管人们根据理想磁流体力学分
析预言它是非常不稳定的，但小装置的实验观察却表明它出乎意料地稳定，估计这
是由于其他等离子体动理学效应造成的。 不加环向磁场的实验观测表明，ＦＲＣ 也
许是产生 ＭＴＦ 概念所需的靶等离子体的一种理想选择。 在 ＭＴＦ 概念中，一团小体
积、高密度的 ＦＲＣ 等离子体产生后，被注入压缩腔内，接着金属衬套将等离子体压
缩到高温高密度状态，引起大量的聚变反应。

研究 ＭＴＦ 的根本目的是希望用较其他聚变概念成本低的条件产生聚变等离子
体，因为它的体积小，高电压技术相对成本也较低。 在产生聚变能方面，我们主要
担心的是如何将现有技术推广到快速脉冲反应堆规模。

12313畅3　场反位形（FRC）　



13畅4　表面电流模型
13畅4畅1　概　述

除了 ＬＤＸ 和 ＦＲＣ，其他所有的聚变概念都具有环向磁场和极向磁场。 环向磁
场的加入明显增加了分析的复杂性，而且，这方面的大多数文献内容也超出了本书
的范围。 为了克服这个困难，我们引入一个极其简单的模型来大大简化分析，同时
可以获得所需的关于磁流体力学 β极限值的信息。 这个模型即所谓“表面电流模
型”。

表面电流模型是一种简单的磁流体力学模型。 我们可以在多种聚变位形中用
它来解析计算克服外部气球 扭曲模所需的压强和电流的极限值。 由于这些模通常
决定了最严格的稳定性极限值，因此这一模型从宏观磁流体力学行为方面给出了进
行反应堆可行性估计时所需的准确信息。

这一模型所基于的思想是：考虑这样一种特定平衡，其中电流 I 仅由理想化表
面电流组成。 假设这个电流沿单一表面流动，并将等离子体与真空区域隔开，这使
得平衡和稳定性分析得到了极大简化。 下面列出利用表面电流模型得出压强和电
流极限值的程序步骤。 这一处理对一维和二维的等离子体均适用，因此适用于大多
数位形。 为了最大程度保持数学上的简单性，我们假设等离子体的横截面是圆形
的，尽管这对模型来说不是基本的。

得出磁流体力学边缘区稳定性极限值的整个形式化过程最终可归结为四步流

程。 定性来看，这些步骤为：
① 计算二维表面电流的平衡；
② 求出等离子体区域中的扰动磁场；
③ 求出真空区域中的扰动磁场；
④ 通过用外部模式的边界条件对等离子体 真空界面进行匹配，来确定边缘区

稳定性的条件。
下面给出各个步骤的具体描述。

13畅4畅2　二维表面电流的平衡
考虑图 １３畅９ 所示的具有圆截面的二维环形等离子体。 我们的任务是要计算等

离子体 真空界面两侧的压强和磁场。 表面电流模型的一个重要简洁之处是稳定性
分析仅仅需要知道紧挨着表面两侧的稳态磁场。

我们感兴趣的第一个量是由等离子体压强。 假设等离子体中没有电流：J ＝０。
因此平衡关系式 J ×B － Δp ＝０ 化简为 Δp ＝０。 这个方程的解很简单：

　　 p ＝常数 （１３畅２８）
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即等离子体区域内每一点的压强是常数。 感兴趣的第二个量是等离子体内的环向
磁场 B矱。 由 Δ×B ＝０ 可知 B矱可以写为：

　　 B矱（ r，θ） ＝B ｉ R０
R ＝B ｉ R０

R０ ＋r ｃｏｓθ （１３畅２９）
其中 B ｉ 是大半径 R ＝R０ 处的内部环向磁场。

接下来，注意到在轴对称几何下，由于等离子体中没有环向电流，因此等离子体
内的极向磁场也应该为零：B p（ r，θ） ＝０。 这样，我们就完成了对等离子体内部磁场
的简化。

图 13．9　表面电流模型的二维几何形态
现在考虑界面的真空一侧。 显然真空中的压强为零：p ＝０。 接下来，与等离子

体区域类似，真空中的环向磁场也满足条件 Δ×B ＝０，所以也可以表示为：
　　 B＾矱（ r，θ） ＝B０

R０
R ＝B０

R０
R０ ＋r ｃｏｓθ （１３畅３０）

其中，B０ 是 R ＝R０ 处的外加环向磁场。 最后，注意到在表面电流外的区域中极向
磁场 B＾p（ r，θ）不为零。 一般来说，计算真空区域每一处的 B＾p（ r，θ）是困难的，但是稳
定性分析仅需要知道等离子体表面附近的磁场。 通过如下的磁流体力学压强平衡
的“跳变条件”，可以很容易地得到有关表面极向磁场的有限信息。

我们由如下形式的精确的非线性动量方程出发来分析：
　　 ρ ｄvｄt ＝ １

μ０
（B· Δ）B － Δ

p ＋ B２

２μ０
（１３畅３１）

如图 １３畅１０ 所示，在穿越等离子体 真空界面的无限小的径向距离上对这个方
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程进行积分。 请注意，这里允许磁场和压强的值在界面两侧跳变。 它们的法向梯度
在界面处变成了 δ函数。 然而，压强和磁场在界面两侧的等离子体区域和真空区域
内都是平滑的。 这意味着 B· ΔB 项穿越界面的积分为零。 原因如下，尽管磁场存
在跳变，但运算符 B· Δ

只与表面导数有关，而由于 B 就在表面上，也就是说，因为
在表面上n· B ＝０，所以不存在法向导数。 因此对 B· ΔB 项的积分仅与无限短距
离上的阶跃函数的积分有关，而它的贡献为零。 类似地，惯性项穿越界面的积分一
定为零。 如果不为零，速度 v 将不得不发生跳变，这意味着加速度无穷大（从v· Δ

v
项即可知），这没有物理意义，是不允许出现的。

图 13．10　穿越等离子体 真空分界面的积分

根据上述讨论可以得出结论：穿越等离子体 真空界面的严格的非线性跳变条

件只能由梯度项的法向分量所引起，它可以写为：
　　 p ＋ B２

２μ０

S＋p

S－p
＝０ （１３畅３２）

其中，S p 是包括平衡和稳定性贡献的精确的等离子体表面：S p ＝a ＋ξｒ（ a，θ，矱）。
将式（１３畅３２）应用到平衡态下等离子体 真空界面 S p ＝a 上，可以得到所需的

平衡态下真空区域中靠近表面的极向磁场的表达式：
　　 B ２^

θ（a，θ） ＝２μ０ p ＋ B２
ｉ －B２

０
（１ ＋ε ｃｏｓθ） ２ （１３畅３３）

其中，B＾p ＝B＾θeθ；ε ＝a／R０ 是等离子体环径比的倒数。 根据稳定性分析，式（１３畅３３）
是仅需的平衡态信息。 尽管它看起来简单，但它可以描述多种聚变位形，各种位形
之间的区别仅在于参数 p，B ｉ，B０和 ε 的不同选择。
13畅4畅3　等离子体中的扰动磁场

现在我们已经定义了平衡。 下一步是进行线性磁流体力学稳定性分析。 依照
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一般的方法，待定的本征函数只能简化到在等离子体表面算出的等离子体位移的法
向分量，也就是说，本征函数是ξ（θ，矱） ≡ξr（a，θ，矱）。 此外，在轴对称系统中，我们
可以对 矱做傅里叶分析，然后分别处理每一种傅里叶模式。

　　 ξ（θ，矱） ＝ξ（θ） ｅｘｐ（ －ｉn矱） （１３畅３４）
其中，n 是刻画每一种傅里叶模的环向波数。 根据不同的应用，待定的本征值是使
系统临界稳定的（即 ω２ ＝０）等离子体比压 β或者是等离子体电流 I 的值。

在稳定性分析中，我们的目的是算出等离子体区域和真空区域的扰动磁场，并
用 ξ（θ，矱）将它们表示出来。 利用式（１３畅３２）给出的线性化的压强平衡跳变条件，
在等离子体—真空界面上对这些解进行匹配，就可以得到本征值。

这一小节描述确定等离子体区域内扰动磁场的步骤。 这里的关键是，在表面电
流模型中，ξ的计算可以简化为求解拉普拉斯方程的问题。 分析步骤如下：对临界
稳定性分析来说，线性化的动量方程简化为：

　　 B矱J１ ×e矱 － Δp１ ＝０ （１３畅３５）
由这个方程的 e矱分量得出（ ｉn／R） p１ ＝０ 或 p１ ＝－γp Δ· ξ＝０。 如果模数 n≠

０，那么扰动压强为零，且本征函数所描述的流体是不可压缩的。
如果 p１ ＝０，动量方程简化为 J１ ×e矱 ＝０，它的解为 J１ ＝λ１ （ r，θ） ｅｘｐ（ －ｉn矱） e矱。

其中 λ１ 是任意标量函数。 接下来，注意到 Δ· J１ ＝０ 的条件简化为（ ｉn／R）λ１ ＝０
或者 λ１ ＝０。 结论是：在表面电流模型中，等离子体内部的扰动电流也必须为零：

　　 J１ ＝０ （１３畅３６）
所以，B１ 作为真空磁场（即 Δ×B１ ＝ Δ· B１ ＝０）可以写为：

　　 B１ ＝ ΔV１ （１３畅３７）
其中，V１ 满足：

　　 Δ　２V１ ＝０ （１３畅３８）
势函数 V１通过边界条件与表面位移相耦合。 这要求：①等离子体内部的 V１ 应

具有正则性；②表面上扰动磁场的法向分量满足 n· B１ ｜a ＝n· Δ×（ξ×B） ｜a。
最后的这个条件简化为：
　　 矪V１

矪 r a
＝－ｉnB矱

R ξ
a
＝－ ｉnB ｉ
R０ （１ ＋εｃｏｓθ） ２ξ （１３畅３９）

式（１３畅３８）和式（１３畅３９）就是我们计算等离子体区域扰动磁场所需的公式。 随着应
用的扩展，它们可以在多种条件下得到解。 无论什么情形，一旦解出了这些方程，
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压强平衡匹配条件所需的物理量即为 B· B１ ｜a，它可以很容易地用 V１ 表示如下：

　　 B· B１ ｜a ＝－ｉnB矱
R V１

a
＝－ ｉnB ｉ

R０ （１ ＋εｃｏｓθ） ２ V１
a

（１３畅４０）

这样我们就给出了等离子体区域的稳定性公式。
13畅4畅4　真空区域的扰动磁场

真空区域扰动磁场的计算与等离子体区域中的计算非常类似。 因为我们感兴
趣的区域是真空，所以可以用势函数立刻写出扰动磁场：

　　 B＾１ ＝ ΔV＾１ （１３畅４１）
其中，V＾１ 满足：

　　 Δ　２V＾１ ＝０ （１３畅４２）
V＾１ 有两个边界条件。 首先假设包围着等离子体的是半径为 b 的圆截面同心理

想导体壁（图 １３畅９）。 在理想导体壁上，磁场法向分量必定为零，因此第一个边界条
件可以写为：

　　 矪V＾１
矪r b

＝０ （１３畅４３）

注意，特殊极限 b／a→∞对应于没有导体壁的情形。 为简单起见，电阻性导体壁的
情形将在后面讨论。

第二个边界条件将 V＾１ 和表面扰动耦合。 尽管最终答案相对简单，但严格的推导
需要很多步代数运算。 这里我们可以通过如下方式直观地得到正确结果。 我们知道，
在等离子体区域，扰动磁场的法向分量与边界上位移矢量的关系为 n· B１ ｜a ＝n· Δ×
（ξ×B） ｜a。 如果我们设想将等离子体区稍稍扩展到真空区域，那么以此类推，真空区
域的扰动磁场所对应的边界条件是 n· B＾１ ｜a ＝n· Δ×（ξ×B＾） ｜a。 注意，这里用的是
真空磁场 B＾而不是等离子体区域的磁场 B。 通过简单计算，第二个边界条件简化为：

　　 矪V＾１
矪 r a

＝ －ｉnB
＾
矱
R ＋B

＾
θ
r

矪
矪θ ξ

a

＝ － ｉnB０
R０ （１ ＋εｃｏｓθ） ２ ＋B

＾
θ
a

矪
矪 θ ξ（１３畅４４）

式（１３畅４２） ～式（１３畅４４）描述了真空区域的稳定性问题。 随着应用的扩展，它们可
以在多种条件下得到解。 最后，与等离子体区域中情形一样，一旦得到了真空区域
的解，则压强平衡匹配条件所需的物理量即为 B＾· B＾１ ｜a，它可以用 V＾１ 表示成：
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　 B＾· B＾１ ｜a ＝ －ｉnB
＾
矱
R ＋B

＾
θ
r

矪
矪θ V

＾
１

a
＝ － ｉnB０

R０ （１ ＋εｃｏｓθ） ２ ＋B
＾
θ
a

矪
矪θ V

＾
１
a

（１３畅４５）
这样我们就完成了真空区域的稳定性分析过程。

13畅4畅5　压强平衡匹配条件
随着公式的确立，等离子体和真空区域的扰动磁场原则上可以通过任意选取的

表面位移 ξ（θ，矱）计算出来。 但话说回来，我们还没有足够的信息来确定本征函数
和本征值。 完成系统分析还需要更多的信息，那就是穿越等离子体 真空界面的压

强平衡匹配条件。
通过对式（１３畅３２）给出的准确的压强平衡跳变条件进行线性化，即可得到所需

的关系式。 我们知道，式 （１３畅３２）中的表面是指平衡表面加上扰动表面 Sｐ ＝a ＋
ξ（θ，矱），因此问题很简单，可以直接进行泰勒展开得到：

　　 p１ ＋１
μ０

B· B１ ＋ξ矪
矪 r p ＋ B２

２μ０ a －
＝ １

μ０
B＾· B＾１ ＋ξ矪

矪 r
B ２^

２μ０ a ＋

（１３畅４６）
注意到 p１ ＝０ 和 p ＝常数，因此这个表达式可以化简。 另外，在表面上，B矱的径向

导数可以容易地算出：
　　 矪B矱

矪 r a
＝ 矪

矪r
B ｉR０

（R０ ＋rｃｏｓθ） a

＝ B ｉｃｏｓθ
R０ （１ ＋εｃｏｓθ） ２ （１３畅４７）

对于 B＾矱有类似的表达式。 最后，利用Δ ×B＾ ＝０ 的条件并注意到 B＾r（ a，θ） ＝０
（对应于 n· B＾（ a，θ） ＝０），矪B＾θ ／矪r｜a 可以通过 B＾θ（a，θ）直接算出：

　　 矪B＾θ
矪r a

＝－B
＾
矲
a

（１３畅４８）
综合这些结果即得到所需的———尽管有点复杂的———压强平衡跳变条件的形式：

　　 B· B１ － B ｉ ２ ｃｏｓθ
R０ （１ ＋εｃｏｓθ） ２ξ

a －
＝ B＾· B＾１ － B２

０ ｃｏｓθ
R０ （１ ＋εｃｏｓθ） ２ξ－B

２^
θ
a ξa ＋

（１３畅４９）
表面电流稳定性问题的数学形式现在就完成了。 显然，此时这个形式在本质上

仍然是概念上的，如何确定临界压强和电流的实际途径到目前为止还不清楚。 解决
这一问题的最佳途径是直接研究各种磁约束聚变位形的稳定性。 这些应用展示了
表面电流模型在理论预言磁流体力学压强电流稳定性极限值的过程中的实用性。
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13畅4畅6　表面电流模型小结
为了方便起见，求解表面电流模型的步骤小结如下。
平衡：
　　 B ２^

θ（a，θ） ＝２μ０ p ＋ B ｉ ２ －B２
０

（１ ＋εｃｏｓθ） ２
（１３畅５０）

等离子体内部的扰动磁场：
　　

Δ　２V１ ＝０
　　 矪V１

矪 r a
＝－ ｉnB ｉ

R０ （１ ＋εｃｏｓθ） ２ξ
　　 B· B １ ｜a ＝－ ｉnB ｉ

R０ （１ ＋εｃｏｓθ） ２ V１
a

（１３畅５１）

真空区域的扰动磁场：
　　

Δ　２V＾１ ＝０
　　 矪V＾１

矪 r b
＝０，　　矪V＾１

矪r a
＝ － ｉnB０

R０ （１ ＋εｃｏｓθ） ２ ＋B
＾
θ
a

矪
矪θ ξ

　　 B＾· B＾１ ｜a ＝ － ｉnB０
R０ （１ ＋εｃｏｓθ） ２ ＋B

＾
θ
a

矪
矪θ V

＾
１
a

（１３畅５２）

压强平衡跳变条件：
　　 ［B＾· B＾１ －B· B１ ］ a ＝ （B２

０ －B２
ｉ ） ｃｏｓθ

R０ （１ ＋εｃｏｓθ） ２ξ＋B
２^
θ
aξ （１３畅５３）

这些就是我们将用于分析各种聚变位形的稳定性极限值所需的方程组。

13畅5　反向场箍缩（RFP）
13畅5畅1　RFP简介

反向场箍缩位形（Ｔｈｅ Ｒｅｖｅｒｓｅｄ Ｆｉｅｌｄ Ｐｉｎｃｈ， ＲＦＰ）是第一种利用表面电流模型进
行分析的位形。 它是一种轴对称的环形位形，其特点是大的环向电流，中等大小的
环向磁场以及相对较高的 β值。 目前国际上的 ＲＦＰ 装置主要有这么几个：①麦迪
逊对称环（Ｍａｄｉｓｏｎ Ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ Ｔｏｒｕｓ，ＭＳＴ，美国威斯康星大学）；②反向场实验装置
（Ｒｅｖｅｒｓｅｄ Ｆｉｅｌｄ Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ，ＲＦＸ，由意大利帕多瓦大学、政府机构和商业机构组成
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的协作机构负责运行）；③日本产业技术综合研究所（ＡＩＳＴ）实验室的 ＲＦＰ 装置（位
于日本筑波） 。 此外还有一个位于瑞典的较小的实验装置 Ｅｘｔｒａｐ Ｔ２Ｒ。

ＲＦＰ 的原理图如图 １３畅１１ 所示。 装置的运行方式如下：首先在真空室内形成一
个弱的环向偏置磁场，接着迅速提升大的等离子体环向电流，由此产生对等离子体
和环向偏置磁场的压缩。 此外，电流通过欧姆加热方式提高等离子体的温度。 在电
流提升结束时，等离子体内部的极向和环向磁场的强度很接近。 但由于大部分环向
磁通量被禁锢和压缩在等离子体中，因此仅在等离子体的边缘区残留少量的剩余磁
场。 值得注意的是，在某些运行状态下，边缘区环向磁场会自发反向——— “反向”场
箍缩由此得名。 通常这是我们最期望得到的运行状态。

图 13．11　ＲＦＰ原理图（承蒙 Ｊ．Ｓ．Ｓａｒｆｆ提供）
等效的柱形 ＲＦＰ 典型的参数分布如图 １３畅１２ 所示。 可以看到，压强在中心呈

平坦分布，B矱在等离子体边缘处反向。 详细的分析指出，ＲＦＰ 的基本物理性质可以
用线性几何来精确描述。 本小节采用圆柱几何处理进行讨论，因此极大地简化了数
学运算。

从反应堆的观点来看，相比于托卡马克，ＲＦＰ 有优势也有劣势。 优势在于：首
先，产生偏置磁场所需的环向磁场线圈不大，这最终会带来紧凑的高功率密度的等
离子体，从经济上看这是个明显的优势。 其次，与托卡马克相比，预期 ＲＦＰ 会实现
相当高的 β值。 在有理想导体壁的情形下，理论预言的最大稳定 β值约为 ０畅５，而
已经实现的实验值则在 ０畅１５ ～０畅２５ 量级。 第三，环向电流也许可以大到———或者
说至少接近———足以通过欧姆加热等离子体到点火。 与各种外部微波加热手段相
比，欧姆加热具有简单、高效而且成本低廉等优点，这是 ＲＦＰ 另一个重要的优势
所在。

当然，我们也应看到 ＲＦＰ 有几处不利的地方。 首先，等离子体边缘区的弱环向
磁场意味着边缘安全因子较低，这反过来会引起电阻性磁流体力学湍流。 这种湍流
表现为明显增强的能量输运。 通常，ＲＦＰ 的能量约束时间 τＥ 要比托卡马克的小很
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多。 最近有关电流密度分布控制的新型实验技术已经显著改善了上述情形，但是要
想赶上托卡马克的性能，ＲＦＰ 还有很长的路要走。

图 13．12　ＲＦＰ参数的典型径向分布（承蒙 Ｊ．Ｓ．Ｓａｒｆｆ提供）
其次，由于欧姆变压器无法以直流稳态方式运行，故外界电流驱动是必不可少

的。 而且 ＲＦＰ 需要的环向电流很大，因此所需的电流驱动的功率很高。 这增加了
反应堆的成本和复杂性。 基于这些原因，目前研究的针对托卡马克的电流驱动方式
很可能对于 ＲＦＰ 来说不是可行的。 但是，有一种被称为 “振荡场电流驱动 （ ＯＦ唱
ＣＤ）”的方式可能对 ＲＦＰ 是有效的，可对托卡马克而言就不是了。 ＯＦＣＤ 采用交流
驱动电压，因此可以通过感应驱动的变压器实现正弦稳态。 目前这种方法还处于实
验室实验的早期研发阶段。

最后一点，ＲＦＰ位形的高磁流体力学稳定的 β值依赖于理想导体壁的存在。 如
果壁的电导率有限，等离子体将会受制于电阻壁模，临界 β减为零，甚至在 β＝０ 时
等离子体依然是不稳定的，会在 ５ ～１０ 种不同的电流驱动模式之间来回切换。 这意
味着需要较为复杂的反馈系统。

本小节的分析着重于磁流体力学 β极限值，这也是研究 ＲＦＰ 磁位形的主要目
的。 根据表面电流模型，研究发现，m ＝０ 和 m ＝１ 模式决定了最严格的稳定性边
界。 我们首先从理想导体壁开始分析，然后再针对电阻壁的情形。 对于理想导体
壁，表面电流模型预言的临界 β值约为 ０畅５。 在 ６ 种可能的电流驱动模式下，电阻
壁条件下导出的临界 β值均为零。 所以 ＲＦＰ位形作为聚变反应堆的最终可行性与
改善输运、研发可以驱动大的环向电流的 ＯＦＣＤ 系统，以及能够稳定电阻壁模等方
面密切相关。
13畅5畅2　RFP表面电流平衡

分析的第一步是将通常的二维表面电流平衡关系简化为能够精确描述圆柱形
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ＲＦＰ的一维形式。 令倒环径比趋于零：a／R０≡ ε→０，我们很容易实现从二维到一维
的转变。 接着，磁场和压强参数选取为图 １３畅１３ 所示的典型的 ＲＦＰ 参数近似分布。

图 13．13　ＲＦＰ位形的表面电流模型近似
注意到 ＲＦＰ 适当的参数定标要求 p ～B ｉ ２ ／２μ０ ～B ２^

θ ／２μ０ ，即所有压强的量级相
同。 并且外界环向磁场仍设为零：B０ ＝０。 严格来讲，ＲＦＰ 中的环向场很小而且在
等离子体边缘附近反向：B０ ／B ｉ ＜０ 且｜B０ ／B ｉ ｜＜＜ １。 这里反向是稳定特定的内部磁
流体力学模所需的。 这些模是由采用平滑参数分布时出现的压强和电流梯度驱动
的。 但在表面电流模型中这些模并不存在。 因此既然从一开始就没有这些内模的
信息，那么令 B０ ＝０ 也就不会造成额外的损失。 更重要的是，最严格的稳定性限制
条件来自于外部扭曲模而不是内模。 详细分析表明，在｜B０ ／B ｉ ｜＜＜ １ 时，各种外部
扭曲模对 B０ 的大小的依赖关系很弱。 根据上述讨论，适用于 ＲＦＰ 的表面电流平衡
关系式简化为：

　　 p ＋B ｉ
２

２μ０
＝ B

２^
θ

２μ０
（１３畅５４）

注意到在圆柱模型中 B＾θ（ a，θ） ＝常数。 环绕等离子体表面的极向磁场是均匀的。
式（１３畅５４）表明，等离子体压强与内部环向磁压强之和与极向磁场的张力相平衡。

式（１３畅５４）的形式也可以作为 ＲＦＰ 等离子体比压 β的一种有用的定义：
　　 β≡ ２μ０ p

B ２^
θ

＝８π２ a２ p
μ０ I２

（１３畅５５）
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其中，I 是环向电流。 在 ＲＦＰ中，总体 β值等于极向 β值：β＝βｐ。 根据这个定义可
得０ ≤β≤１，它表明不存在平衡态 β极限。

式（１３畅５４）和式（１３畅５５）体现了稳定性分析所需的平衡态信息。
13畅5畅3　RFP表面电流稳定性

这一小节将一般的表面电流稳定性分析应用于 ＲＦＰ 位形。 我们将分别计算等
离子体和真空的贡献，然后代入压强平衡匹配条件，最终得到明确的 ＲＦＰ 临界稳定
性条件。

1．等离子体的贡献
第一步是将二维环面的稳定性方程简化为适用于直圆柱体的一维稳定性方程。

这很容易实现，只要令 ε→０ 并根据环向坐标 矱定义轴向坐标 z 为 z ＝R０矱即可。
类似地，环向模数 n 与轴向波数 k 之间的关系可以表示为 k ＝n／R０ 。 最后，直圆柱
体平衡具有极向和轴向对称性。 所以，我们可以对极角做傅里叶分析。 基于这些变
换，表面位移的法向分量具有形式 ξ（ θ，矱） → ξ０ ｅｘｐ［ ｉ（mθ －kz）］，其中 ξ０ 是常数。
对于所有的 m 和 k 都必须检验其稳定性。

现在考虑等离子体对稳定性分析的贡献。 与表面电流稳定性问题的基本形式
相一致，等离子体的影响可以通过解如下方程得到：

　　 １
r
ｄ
ｄr r

ｄV１
ｄr － m２

r２
＋k２ V１ ＝０ （１３畅５６）

以等离子体内部的均匀性为条件，以及
　　 ｄV１

ｄr a
＝－ｉkB ｉξ０ （１３畅５７）

依据修正的贝塞尔函数容易得到如下解：
　　 V１ （ r） ＝－ ｉB ｉξ０

I′m （ ka） Im （ k r） （１３畅５８）
其中，I′m 表示对自变量求导。 另外，注意到贝塞尔函数 Im 的行为定性上类似于非
振荡增长的指数函数，它在原点是非奇异的；而互补的修正贝塞尔函数 Km 的行为
则定性类似于非振荡衰减的指数函数，它在 r→０ 时是奇异的。

现在可以直接计算压强平衡匹配条件所需的量 B· B１ ｜a：

　　 B· B１ ｜a ＝B· ΔV１ ｜a ＝－B
２
ｉ
a

ρa Ia
I′a ξ０ （１３畅５９）

其中，ρa ＝ka 是归一化波数，同时采 用了如 下简 化记号： I ａ ＝Im （ ρａ ） 以及
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I′m ＝ｄIm （ρa） ／ｄρa。
2．真空的贡献
我们可以通过类似的方式导出真空对稳定性分析的贡献。 在这个区域中要解

的相关方程式为：
　　 １

r
ｄ
ｄr r

ｄV＾１
ｄr － m２

r２
＋k２ V＾１ ＝０ （１３畅６０）

条件为：
　　 ｄV

＾
１
ｄr b

＝０

　　 ｄV
＾
１
ｄr a

＝ｉmB
＾
θ
a ξ０

（１３畅６１）

最终的解是满足式（１３畅６１）所选取的贝塞尔函数 Im 和 Km 及其任意常数的组合。
简单计算得出：

　　 V＾１ （ r） ＝ ｉmB
＾
θξ０
ka

I′bKm （ k r） －K′b Im （ k r）
I′bK′a －K′b I′a （１３畅６２）

现在，匹配条件所需的量 B＾· B＾１ ｜a 可得出如下：

　　 B＾· B＾１ ｜a ＝B＾· ΔV＾１ ｜a ＝－m
２B ２^

θ
a

K a
ρaK′aΛbξ０ （１３畅６３）

其中，Λb 表示导体壁的影响，可表示为：
　　 Λb ＝１ －（K′b Ia） ／（ I′bK a）

１ －（K′b I′b） ／（ I′bK′a） （１３畅６４）
3．压强平衡匹配条件
稳定性分析的最后一步是将等离子体和真空的贡献代入压强平衡匹配条件中，

这在圆柱几何条件下简化为：
　　 ［B＾· B＾１ －B· B１ ］ a －B

２^
θ
aξ０ ＝０ （１３畅６５）

经过代换，我们得到
　　 m２B ２^

θ
a

K a
ρaK′aΛb －B

２
ｉ
a

ρa Ia
I′a ＋B

２^
θ
a ξ０ ＝０ （１３畅６６）

注意到幅度 ξ０ 是所有项的公因子。 因此，如果存在非平凡的解，方括号中的系数必
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然为零。 这就是决定本征值的条件，对 ＲＦＰ 来说，它可以看作 β的临界稳定值。 利
用平衡关系消去 B２

ｉ 即可得到我们需要的本征值关系的形式：
　　 （１ －β） ρa Ia

I′a －m２ K a
ρaK′aΛb －１ ＝０ （１３畅６７）

在更详细的分析之前，我们从这个关系可以得到两个一般性结论。 首先，注意
到 Ia，I′a，K a 均为正，而 K′a 为负。 另外可以看出 Λb 恒正。 所以，式（１３畅６７）的前两
项———分别表示等离子体和真空的贡献———为正。 因为它们由真空磁场产生，所以
总是起稳定作用（也就是说，它们的贡献类似于无限大、均匀的、无电流等离子体平
衡条件下的等离子体波解）。 其次，起不稳定性作用的“ －１”项来源于磁场表面梯
度的不均匀性：B ２^

θ ／a。 它相当于极向磁场坏曲率的贡献。 因为环向磁场线是直的，
没有曲率贡献。

最后要指出的一点是，尽管本征值条件相对简单，但它的含义并不一目了然，因
为其中包含了很多超越贝塞尔函数。 在下一小节中我们将对贝塞尔函数做简单近
似，以便得到 β的边缘稳定极限值的明确形式。
13畅5畅4　m ＝0 模

现在考虑将一般的本征值关系［式（１３畅６７）］应用于 m ＝０ 模，这有点类似于处
理完全 Z 箍缩中的腊肠不稳定性。 关键区别在于 ＲＦＰ 位形具有内部轴向磁场。 所
以 ＲＦＰ 中的腊肠扰动必然会挤压等离子体和内部磁场，然而在 Z 箍缩中则仅压缩
等离子体。 对轴向磁场的挤压是一种额外的致稳效应，可以想见，足够大的轴向磁
场 B ｉ 将会稳定 m ＝０ 模式。 实际情形正是如此。 因为增加 B ｉ 相当于减小 β，保持
m ＝０ 模式的稳定导致可允许的最大 β值。

注意到 m ＝０ 模式中的贝塞尔函数 Im 具有如下性质：ρ ＜＜ １ 时，I０ （ρ）≈１ ＋ρ２ ／４；
ρ ＞＞１ 时，I０ （ρ）≈ １／２πρｅｘｐ（ρ），由此可以得到临界 β值的明确表达式。 为此我们
合理地假设：

　　 ρa Ia
I′≈ ２ ＋ka （１３畅６８）

这在 ρ很大或者很小时均适用，而且对于中间值还算精确。 根据这个近似，m ＝０
且 ka ＞０（最不稳定波数范围）情形下的本征值条件的简化为：

　　 （１ －β）（２ ＋ka） －１ ＝０ （１３畅６９）
或者解出边缘 β值：

　　 β≤βｃ（ ka） ≡ １ ＋k a
２ ＋k a （１３畅７０）
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显然对 β的最严格的限制发生在 ka ＝０ 时，可写为：
　　 β≤βｍａｘ ＝ １

２ （１３畅７１）

最终结论是：稳定 m ＝０ 模要求 B ｉ≥ B＾θ ／２。 对应的稳定的最大 β值为 １ ／２。 这个
值虽然比平衡态的最大 β值 １ 要小，但是对于聚变能源这个目标来说还是太高了。
13畅5畅5　m ＝1 模

对于 m≠０ 的情形，ＲＦＰ中最危险的是 m ＝１ 模。 定性地说，ＲＦＰ 的 m ＝１ 模
与完全 Z 箍缩的 m ＝１ 模有类似之处。 但因为 m ＝１ 模的扰动是造成磁场线弯曲，
所以内部环向磁场的存在具有致稳作用。 尽管如此，边界安全因子很小［即当前模
式的 q（a） ＝０］导致真空区域的稳定性减弱。 真空区域中没有可弯曲的环向磁场
线，因此不稳定性始终存在，除非 β足够小且导体壁足够封闭。

下面的分析考察 m ＝１ 模的稳定性，由此得到稳定的边缘 β值，它是壁位置的
函数。 对于紧邻的壁，稳定的 β值有可能很高。 对于远距离的壁，即使 β＝０，等离
子体也是不稳定的。 通过对贝塞尔函数进行近似，然后解出稳定的边缘 β值，即可
定量得出下述结果。

注意到对于 ρ ＜＜ １，I１ （ρ） ≈ ρ／２，K１ （ρ） ≈１／ρ；对于 ρ ＞＞ １，渐近形式为 I１ （ρ） ≈
１／２πρ ｅｘｐ（ρ），K１ （ρ） ≈ π／２ρ ｅｘｐ（ －ρ） 。 与处理 m ＝０ 模时情形相仿，对于 ρ
很大或者很小时，这些展开式可以贝塞尔函数的各种组合来近似表示本征值方程的
简单函数解，对于中间值，这个解也还算精确。 特别地，如果 m ＝１ 且 ka ＞０ （最不
稳定的波数范围），我们可以近似得到：

　　
ρa Ia
I′a ≈ k２ a２

１ ＋ka
　　 K a

ρaK′a ≈ － １
１ ＋ka

（１３畅７２）

类似地，壁项简化为：
　　 Λb ≈ １ ＋a２ ／b２

１ －a２ ／b２ （１３畅７３）

注意到如果壁位置有限，则 Λb ＞１。 如果壁“无穷远”，则 Λ∞ →１。
根据这些近似，m ＝１ 模式的本征值方程简化为：
　　 （１ －β） k２ a２

１ ＋k a ＋ Λb

１ ＋k a －１ ＝０ （１３畅７４）
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或者解得稳定的边缘 β值：
　　 β≤ βb（ k a） ≡ k

２ a２ －k a ＋Λb －１
k２ a２

（１３畅７５）
恒等号右侧关于 ka 的函数有最小值，它给出了对 β的最严格的限制。 容易得出最
小波数为 ka ＝２（Λb －１）。 对应的 β稳定范围是：

　　 β≤ βｍａｘ ＝ １
８ ９ －b２

a２
（１３畅７６）

图 １３畅１４ 显示了物理量βｍａｘ随 b／a 的变化。 我们注意到，如果 βｍａｘ为正（这对
于物理上可以实现的等离子体是必需的），则理想导体壁的距离不能大于 b／a ＝３。
如果 b／a ＞３，即使 β＝０，等离子体也是不稳定的。 另外，如果 b／a ＝ ５ ≈２畅２４，那
么βｍａｘ ＝１／２，也就是说，m ＝０ 和 m ＝１ 模式的稳定性边界在此 β值时重合。

图 13．14　ＲＦＰ中稳定的最大值βｍａｘ随 b／a的变化图（图中还显示了 m ＝０ 模的值，
阴影区域是稳定区域）

最后需要讨论的一点是考虑壁远离等离子体的情形。 在这种极限情形下，ＲＦＰ
总是不稳定的，我们感兴趣的问题是严格地确定哪些以及有多少模式是不稳定的。
为了获得这些信息，指定 Λ∞ ＝１ 且考虑用 n／R０ 取代 k 时的等效环面。 边缘稳定性
关系式简化为：

　　 β≤β∞ （n） ≡ １ －R０
n a （１３畅７７）

图 １３畅１５ 画出了在 R０ ／a ＝５畅５ 的实际情形下边缘 β随模数 n 的变化。 注意到
对于 β＝０，等离子体在 ０ ≤ n≤５ 时是不稳定的。 随着 β增加，有更多的模式变得
不稳定。 例如，当β＝０畅２ 时 n ＝６ 的模式也变得不稳定。 结论是：没有理想导体壁
的 ＲＦＰ 位形，即使在 β＝０ 的情形下至少对于某些 n 值是不稳定的。
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图 13．15　R０ ／a ＝５畅５ 且 b／a→∞时边缘β随环向模数的变化
（阴影区中的整数 n在β＝０．２时是不稳定的）

13畅5畅6　电阻壁模
上述分析表明，如果存在理想导体壁，ＲＦＰ 位形在高 β时可以是磁流体力学稳

定的。 无壁等离子体在 β＝０ 时是不稳定的。 本小节考虑更为实际的情形：壁存在
但是电导率有限。 分析表明，电阻壁条件下的边缘稳定性判据与无壁条件下的稳定
性边界完全一致；也就是说，电阻壁对边缘β不起任何致稳作用。 但是，不稳定性增
长率则从理想磁流体力学情形下的值减小到与壁的电阻耗散时间有关的值。 这一
点很关键，因为只有当所需的回路响应时间跟壁的耗散时间可比时（通常为几十毫
秒），实际的反馈系统才是可行的。 实际上，对于理想磁流体力学时间尺度下（通常
为几个微秒）的增长模式来说，反馈控制是不可行的。

分析中包括重新计算电阻壁情形下真空的贡献。 对稳定性分析中的其他部分
的贡献仍保留不变。 因为我们关心的是缓慢增长的模式，所以仍假设可以忽略惯性
项（即令等离子体中 ω２ ＝０）。 计算过程包括求解电阻壁两侧的真空扰动磁场以及
利用“薄壁”近似求解电阻壁本身的内部磁场。 壁两边和等离子体 真空界面两边

合适的匹配条件最终使得我们能够算出稳定性分析所需的物理量 B＾· B＾１ ｜a。 最终
结果是给出电阻壁模增长率的显性表达式，它由两种理想的边缘稳定性β极限值表
示，分别对应于有壁和无壁的情形。 最后，值得注意的是，尽管计算是在柱面电流
模型下进行的，但其结果是通用的，对于多维几何条件下的任意参数分布都是适
用的。

1．真空和电阻壁的磁场
在有电阻壁的情形下，等离子体外部区域的分析实际上是一个图 １３畅１６ 所示的

三区域问题。 内侧和外侧真空区域的磁场可以写成满足拉普拉斯方程的势函数的
形式。 相应的势函数的解为：
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　　 V
＾
Ⅰ ＝［C１Km （ kr） ＋C２ Im （ kr）］ ｅｘｐ［ωｉ t ＋ｉ（mθ －kz）］

　　 V＾Ⅱ ＝C３Km （ kr） ｅｘｐ［ωｉ t ＋ｉ（mθ －kz）］ （１３畅７８）

这里的 C j 是未知系数，由待定的匹配条件确定。 通过设 ω＝ｉωｉ，时间的依赖性被
明确地表示出来，可以预期，电阻壁模不稳定性是一种纯增长模式。 另外，注意到
V＾Ⅱ仅有 Km （ kr）部分的贡献，因为正则性要求 r→ ∞时 V＾Ⅱ →０。 当 C j 最终确定后，
可将其代回原式计算稳定性分析所需的物理量：

　　 B＾· B＾１ ｜a ＝B＾· ΔV＾Ｉ ｜a ＝ｉmB
＾
θ
a （C１K a ＋C２ Ia） （１３畅７９）

图 13．16　电阻壁模的三区域问题的几何图像

将壁的电阻率 η代入 E^ ＝η^J ＝（η／μ０ ） Δ×B＾ｗ 后，即可从法拉第定律得到电阻
壁内部的磁场。 利用 Δ· B＾ｗ ＝０ 这一条件我们得到标准的磁扩散方程：

　　 矪B＾ｗ
矪t ＝ημ０

Δ２B＾ｗ （１３畅８０）

式（１３畅８０）的解不是十分复杂，但需要一些精妙的分析。 关键是假设 d ＜＜ b，它
使我们能够根据以下简化方法引入“薄壁”近似：①在此极限情形下仅需要径向分
量 B＾ｗ r；②为方便起见，引入如下定义的类似平板的局部径向坐标 x：r ＝b ＋x，其中
０ ≤x≤ d ；③在薄壁模型中，x 方向上的变化梯度较大，但在 θ和 z 方向上变化要慢
得多。 所以可以近似认为 Δ２ ≈矪２ ／矪x２ ；④傅里叶分析表明 B＾ｗ r可以写为 B＾ｗ r ＝B＾ｗ r（ x）
ｅｘｐ（ωｉ t＋ｉ（m θ －kz））；⑤ωｉ 的典型幅度对应于壁耗散时间的倒数：ωｉ ～η／μ０ bd。
为了比较分析过程中出现的各项，这个假设是必需的。 根据这些条件，式（１３畅８０）
简化为：
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　　 矪２B＾ｗ r
矪x２ －μ０ωｉ

η B＾ｗ r ＝０ （１３畅８１）

在上述假设条件下，有 矪２ ／矪x２ ～１／d２ 和 μ０ωｉ／η～１／bd，经过简单的迭代，我们
可得式（１３畅８１）的解。 为此做展开 B＾ｗ r ＝B＾r０ ＋B＾r１ ＋…，其中 d／b ＜＜ １ 是展开参数。
零阶和一阶的方程分别为：

　　
矪２B＾r ０
矪x２ ＝０

　　 矪２B＾r１
矪x２ ＝μ０ωｉ

η B＾r ０

（１３畅８２）

其解为：
　　 B

＾
r０ ＝B r０

　　 B＾r１ ＝B r０ μ０ωｉ
２ηx

２ ＋B r１ x
d

　　 B＾ｗ r ≈ B＾r０ ＋B＾r１ ＝B r０ １ ＋μ０ωｉ
２ηx

２ ＋B r１ xd

（１３畅８３）

其中，B r０和 B r１分别是零阶和一阶的未知常数。 注意，ωｉ项也是一阶的。
现在，所有 ３ 个区域中的解可以用 ５ 个未知常数 C１ ，C２ ，C３ ，B r０ ，B r１确定，而这些

常数则可通过匹配条件来确定。
2．匹配条件
匹配条件有 ５ 个：关于等离子体表面的有一个，关于电阻壁两侧的各有两个。

壁条件可以简化为一组与 r ＝b 位置的势函数 V＾Ⅰ和 V
＾
Ⅱ有关的跳变条件。

首先考虑关于等离子体表面的条件。 它与理想导体壁情形下的条件一样：
　　 矪V＾Ⅰ

矪r a
＝k（C１K′a ＋C２ I′a） ＝ ｉmB

＾
θ
a ξ０ （１３畅８４）

接下来考虑壁。 这一跳变条件直接可得，尽管形式上有点复杂。 关键是壁尽管
很薄但仍有一定厚度。 所以壁的两个表面都没有表面电流。 这意味着壁内磁场的
法向和切向分量在壁面两边与真空磁场之间是连续的。 磁场的法向分量的连续性
要求：

　　 矪V＾Ⅰ
矪 r b－

＝B＾ｗ r x ＝０　　矪V＾Ⅱ
矪 r b＋

＝B＾ｗ ｒ x ＝d （１３畅８５）
为了计算切向磁场的连续性，注意到壁内 Δ· B ＝０，这一条件意味着 ｉk ·
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B＾ｗ ＝－矪B＾ ｗ r ／矪x。 类似地，真空区域中 ｉk· B＾１ ＝－k２０V＾，其中，k２０ ＝k２ ＋m２ ／b２ 。 因此
切向磁场的连续性要求：

　　 V＾Ｉ ｜b－ ＝ １
k２０

矪B＾ｗ r
矪x x ＝０

，V＾Ⅱ ｜b＋ ＝ １
k２０

矪B＾ｗ r
矪x x ＝d

（１３畅８６）

经过简短的计算，常数 B＾r０和 B＾r１可以消去，由此得到下面这组真空势函数的跃
变条件。 每个条件包含 ｄ／b 展开式中的首个非零项的贡献：

　　 矪V＾I
矪r b－

＝矪V＾Ⅱ
矪r b＋

　　 V＾Ｉ ｜b－ ＝V＾Ⅱ ｜b＋ － μ０ωｉd
ηk２０

矪V＾Ⅱ
矪 r b＋

（１３畅８７）

这些条件可用系数 C j 写为：
　　 C１K′b ＋C２ I′b －C３K′b ＝０
　　 C１K b ＋C２ I b －C３ K b －μ０ωｉdk

ηk２０ K′b ＝０ （１３畅８８）

式（１３畅８４）和式（１３畅８８）即所需的关系式，它们的推导显然需要更为复杂的分
析。 这些关系式应看作由表面位移ξ０ 表示的关于 ３ 个未知系数 C１ ，C２ ，C３的 ３ 个线
性代数方程。 经过较为冗长的计算，我们可以算出这些系数并代入式（１３畅７９） ，从
而得到电阻壁的本征值关系。

3．电阻壁的稳定性边界
根据上述过程，我们得到真空对压强平衡匹配条件的贡献的表达式：
　　 B＾· B＾１ a ＝－m

２B ２^
θ

a
K a
ρaK′a

Ωｉ（１ －K′b Ia ／I′bK a） ＋１
Ωｉ（１ －K′b Ia ／I′bK a） ＋１ ξ０

　　　　　　 ≈ B
２^
θ
a

１
１ ＋ka

Ωｉ（１ ＋a２ ／b２ ） ＋１
Ωｉ（１ －a２ ／b２ ） ＋１ ξ０ （１３畅８９）

这里的 Ωｉ 是归一化的不稳定性增长率：

　　 Ωｉ ＝－ ρ２
b I′bK′b
m２ ＋ρ２

b

μ０ωｉb d
η ≈ １ ＋k b

１ ＋k２ b２
μ０ωｉb d

２η （１３畅９０）

简化形式中的贝塞尔函数相当于 m ＝１ 的近似。
下一步是将这个关系式代入压强平衡匹配条件。 由此得到的本征值方程很容

易改写为 m ＝１ 时的增长率的显性表达式，它可写为：
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　　 ωｉτｗ ≈ － ２（１ ＋k２ b２ ）
（１ ＋k b）（１ －a２ ／b２ ）

β－β∞
β－βb （１３畅９１）

其中，

　　 β∞ ＝１ － １
k a

　　 βb ＝１ － １
k a ＋Λb －１

k２ a２
＝１ －１

ka ＋ ２
b２ ／a２ －１

１
k２ a２

（１３畅９２）

τｗ ＝μ０ bd／η是壁耗散时间。 这就是所需的电阻壁模的本征值方程。
分析式（１３畅９１）时，首先，我们注意到方括号内的项总是正的。 其次，注意到

βb（ ka）和 β∞ （ ka）分别是理想导体壁分别位于 r ＝b 和 r ＝∞时所对应的边缘稳定
性 β值。 另外，随着 ka 变化，βb（ ka）和 β∞ （ ka）均可正可负，但是总有 βb ＞β∞ 。 最
后要记住的是，电阻壁模是一种在理想化壁模以外的由等离子体支撑的新的模。

在上述分析的基础上，还有 ３ 种有趣的情形要考虑。 首先，假设在某个取定的
k 下，等离子体对于无穷远壁情形下的理想化壁模是稳定的：β＜β∞ ＜βb。 这时本
征值关系意味着 ωｉτｗ ＜０，也就是说，此时等离子体对于理想化壁模和电阻壁模都
是稳定的。 因为此时理想导体壁对理想稳定性来说不是必需的，所以电阻壁不改变
稳定性的性质。

第二种情形是，尽管理想导体壁存在，但其距离还不足以稳定理想化壁模：β＞
βb ＞β∞ 。 这时仍有 ωｉτｗ ＜０，即电阻壁模仍是稳定的。 但等离子体对于快变、甚至
可能是突变的理想化壁模则是不稳定的。 如果理想导体壁不是近到足以稳定理想
化壁模，那么即使将它变成电阻壁也不起作用。

第三种情形，也是最有趣的情形是，理想导体壁存在而且距离近到足以稳定理
想化壁模，但无壁等离子体对于理想化壁模是不稳定的：βb ＞β＞β∞ 。 在此情形下
ωｉτｗ ＞０，这表明此时电阻壁模是不稳定的。 因为如果壁是电阻性的，那么在理想
导体壁中发展起来的致稳的涡流会在壁耗散时间内耗散掉。 在这个时间尺度上，电
阻壁不起作用，稳定性边界回到没有壁的情形。

图 １３畅１７ 显示了 R０ ／a ＝５畅５，b／a ＝ ５的 ＲＦＰ 位形下的上述结果。 图中显示了
n ＝３ 模式的电阻壁模增长率 ωｉτｗ 随 β的变化。 注意到 β＝βb≈０畅８５ 右侧的区域
对于理想化壁模是不稳定的。 β＝β∞ ≈ －０畅８３ 左侧的区域对于理想化壁模和电阻
壁模均是稳定的，但显然这在物理上是无法实现的，因为 β不能为负。 中间区域对
于理想化壁模是稳定的，但对于电阻壁模是不稳定的。 如前所述，这个模式即使
β＝０ 也是不稳定的。
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图 13．17　对于 R０ ／a ＝５畅５，b／a ＝ ５，n ＝３ 的 ＲＦＰ情形，
电阻壁模的增长率随β的变化

13畅5畅7　小　结
ＲＦＰ 是一种具有较大环径比、轴对称的环形位形。 从磁流体力学稳定性方面

看，由于内部存在环向磁场，它的稳定性与完全 Z 箍缩相比有了极大的改善。 但因
为边缘安全因子小，如果没有环绕等离子体的理想导体壁的话，它会受到各种外部
扭曲模的影响，即使 β＝０ 亦难幸免。 如果存在合适紧邻的理想导体壁，ＲＦＰ 位形
在极高的β值（ ～１／２）下对于最危险的 m ＝０和 m ＝１ 模式仍是稳定的。 对于实际
的电阻壁，不稳定性将重现，尽管此时不稳定性增长率小了很多。 因此最终的结论
是，此时我们需要某种形式的反馈稳定系统。

尽管如此，输运仍是 ＲＦＰ 研究的重点，这也是威斯康星大学的 ＭＳＴ 装置研究计
划的核心。 早期实验的能量损失速率要比同尺寸的托卡马克快两个量级。 在这些
实验中，厚铜壁在实验的时间尺度上有效地起到了理想导体壁的作用，因此电阻壁
模不是实验要解决的主要问题。 此外，一些创新的实验构想已大大改善了输运状
况，提升了不止一个数量级，这确实是相当不错的结果。

但随着输运状况有望继续得到改善，加之实验上脉冲放电时间的延长，电阻壁
模将变得重要起来。 这一考虑促使其他的 ＲＦＰ 研究小组（例如，意大利的 ＲＦＸ 研
究小组和瑞典的 Ｅｘｔｒａｐ Ｔ２Ｒ 小组）将他们的研究计划重点放在了发展主动控制磁
流体力学行为，尤其是电阻壁模的方法上。

全世界的 ＲＦＰ 研究人员正在深入研究 ＲＦＰ 装置面临的几个主要的等离子体物
理问题。 时间会告诉我们，ＲＦＰ 装置的整体物理性能能否比得上托卡马克。
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13畅6　球马克
13畅6畅1　球马克简介

球马克（ Ｓｐｈｅｒｏｍａｋ）是一种紧凑的轴对称的环形位形。 它的极向磁场和环向磁
场大小接近，理论上有实现高等离子体压强的潜力，但迄今为止实验上仅实现了相
对较低的 β值运行。 球马克的独特之处在于既没有环向磁场线圈也不需要欧姆变
压器，环的内侧没有线圈回路臂，因此真空室具有球形而不是环形拓扑结构，球马
克因此得名。

既然没有环向场线圈和欧姆变压器，我们不禁要问，球马克是如何产生环向和
极向磁场的呢？ 答案是通过一种新颖的稳态电流驱动方法与外加极向磁场耦合来
实现。 图 １３畅１８ 展示了球马克的简单原理图。 图中还给出了这一概念的实际装置
结构图，该装置的全称叫劳伦斯· 利弗莫尔国家实验室的持续型球马克物理实验装
置（Ｓｕｓｔａｉｎｅｄ Ｓｐｈｅｒｏｍａｋ Ｐｈｙｓｉｃｓ Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ，ＳＳＰＸ）。

装置的运行原理如下。 首先，对外部偏置线圈进行缓慢充电励磁，产生的极向
磁场穿过真空室内环向对称的间隙；接着向真空室注入少量的中性气体。 在间隙两
端的高电压（通常由电容器组产生）的作用下，形成初始等离子体。 等离子体的带
电粒子沿磁场线的运动使得在两个电极间产生最初的电流。 随着电流的增大并最
终超过临界值，极向磁场线断裂并重联形成闭合的磁面。 闭合面内的电流产生欧姆
加热效应，从而形成球马克等离子体。

磁场线的断裂和重联机制是一个复杂的物理过程。 按球马克研究者的标准观
点，也是本节的主要观点，这个过程涉及小尺度、对称性破缺的电阻性磁流体力学
湍流。 这种湍流甚至在球马克等离子体形成以后依然存在，并使等离子体非线性地
弛豫到最低能态，这一过程通常称为“自组织”，尽管称作“湍流弛豫”也许更合适。
较新的观点则认为，重联过程涉及大尺度的对称性破坏，并导致产生磁场线的随机
化。 这种效应在球马克等离子体的形成过程中可能占主导地位，但是在等离子体产
生之后，可通过降低间隙电流来减弱。 不论采取哪种解释，都存在可观的增强的输
运过程。 搞清楚这一复杂行为尚需进一步研究。

有趣的是，尽管外部驱动的两个电极间的电流沿极向流动，但球马克等离子体
内部的弛豫过程同样会感应出环向电流。 从等离子体物理学的观点来看，弛豫过程
的分析也是一个吸引人的课题。 但由于其复杂性，这一分析超出了本书范围，感兴
趣的读者可以参阅贝兰（Ｐ．Ｍ．Ｂｅｌｌａｎ）于 ２０００ 年写的枟球马克枠 （ Ｌｏｎｄｏｎ：Ｉｍｐｅｒｉａｌ
Ｃｏｌｌｅｇｅ Ｐｒｅｓｓ）一书。 就眼下目的来说，我们不妨从假设 “球马克等离子体已经产
生”开始分析，我们的任务是要理解其磁流体力学平衡和稳定性方面的性质，最终
是要了解它作为反应堆的可能性。
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图 13．18　球马克概念图示
在磁流体力学平衡方面，现有的球马克采用真空室导体壳内流动的涡流来保持

环向力平衡。 由于电力供应上的限制，大多数实验的脉冲长度还短于壁耗散时间。
换句话说，在现有实验的时间尺度上，壁可看作理想导体。 对于脉冲更长的实验，
则需要投入外部垂直场线圈。 总之，仅采用 ３ 种直流电源供电：①外部偏置线圈电
流；②电极间的电压；③垂直场线圈电流，来实现真正的稳态运行是可能的。 另外，
目前实验中没有采取辅助加热手段，可实现的 β值受到最大欧姆加热电流和输运损
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失的限制。
在稳定性方面，安全因子随小半径增大缓慢减小，在没有理想导体壁情形下，通

常低到不足以保证稳定性。 通常最危险的不稳定性是 n ＝１，m ＝１ 为主的极向谐
波波模。 这是一种外部扭曲模，用来描述等离子体的倾侧（ ｔｉｌｔｉｎｇ）运动。 具体来说，
在没有导体壁的情形下，等离子体的平衡靠一组垂直场线圈产生的磁场来维持，线
圈电流与等离子体电流方向相反。 电流的反向使得球马克电流环设法翻转 １８０°以
颠倒位置。 短时间内这个翻转运动看起来像倾侧运动。 实际上，由于实验脉冲长度
相对较短，真空室表现为理想导体壁，因此这种不稳定性是观察不到的。 但随着实
验脉冲长度的增加，预期这种不稳定性会作为一种电阻壁模重新出现，因此需要采
取某种反馈稳定措施来抑制。

下面考虑球马克作为聚变反应堆相对于托卡马克的潜在优势和劣势。 从积极
的方面说，没有中心结构的球形位形技术上要比环形位形简单。 这种装置结构紧
凑，成本也较低，显然这是一个重要的优点。 预期球马克反应堆的环向电流为
３０ ＭＡ，极向电流为 １００ ＭＡ，因此总电流要比托卡马克大很多，高出不止一个量级。
原则上，这么大的电流应该能够通过欧姆加热到等离子体点火，而无需昂贵的微波
或者中性束等辅助加热系统，因此其比较优势是不需要昂贵复杂的辅助性电流驱动
系统来维持稳态运行。 如前所述，球马克有可能只需 ３ 种技术难度相对较低的直流
电源即可维持稳态运行。

球马克也有一些不足之处。 首先，与弛豫过程有关的湍流会造成输运的增强，
因此球马克实验取得的能量约束时间 τＥ 相对于主流托卡马克明显偏短。 由于弛豫
过程是球马克的固有性质，因此目前尚不明了由此导致的输运增强最终能被减小到
什么水平。 这是球马克当前研究的主要课题之一。 第二，相对较低的安全因子会引
起电阻壁模不稳定性，这种不稳定性甚至在零 β时也存在。 这意味着需要采取某种
形式的反馈稳定措施，这就增加了技术复杂度，尤其是在一个极为紧凑的几何位形
下。 最后，尽管采用技术难度低的直流电源来实现稳态电流驱动是一个优点，但效
率如何仍是一个重要问题。 驱动 １ Ａ 的电流需要多少瓦功率？ 目前来说，弛豫产生
的电流驱动效率很低，如果直接外推到反应堆规模，不可能达到所需的功率平衡。
但是，平心而论，提高电流驱动效率还未成为球马克研究的一个主要课题。 如果输
运问题能够改善，这才可能突出为一个重要的课题。

本小节着重于根据表面电流模型来分析球马克的磁流体力学平衡和稳定性。
尽管现在输运问题是球马克研究计划面临的最严峻的问题，但我们研究球马克位形
的动机则主要出自磁流体力学方面的考虑，本小节的主要目标就是确切理解这一目
的。 分析主要是要确立针对倾斜模（ ｔｉｌｔ ｍｏｄｅ）的最大稳定 β值与理想导体壁半径
之间的关系。 结果表明，对于合理的环径比和壁半径取值，能够实现很高的稳定 β
值：β～０畅５。 如果壁电导率有限，则不稳定性以电阻壁模的形式重新出现，通常仅
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有一种模式，即 m ＝１ 模，变得不稳定。 稳定这种模需要采取某种反馈措施。
13畅6畅2　球马克表面电流平衡

我们先将一般的二维表面电流平衡关系简化为适用于球马克的较简单的形式。
表面电流模型的参数可通过对中平面参数分布进行一系列数值计算检验来选取，如
图 １３畅１９ 所示。 图中同时给出了表面电流模型给出的近似分布。 首先，我们注意
到，对于球马克，合适的参数定标关系可假设为：p ～B２

０ ／２μ０ ～B ２^
θ ／２μ０ 。 所有的压强

量级均可比。

图 13．19　球马克中平面（Z＝０）上的参数随 R的变化（承蒙 Ｅ．Ｂ．Ｈｏｏｐｅｒ提供）
其次是注意到，我们可以合理地近似认为球马克的截面是圆形的。 截面的拉长

和变形不是这种位形的主要特征。
最后，对球马克参数分布的数值计算研究发现，由于这种位形结构紧凑、环径比

小，因此环向效应很重要。 然而，在倾斜稳定性分析中，将环向效应包括进来导致
数学上计算非常复杂。 为了避开这个困难，我们再次引入大环径比展开：ε ＜＜ １。
这样做尽管近似上相当粗略，但没有遗漏主要的物理问题，只是结果仅在定性上是
正确的。 因此，下一步的简化是将圆截面和 ε ＜＜ １ 展开结合起来，将环向稳定性问
题简化为等价的直圆柱问题，这种处理与 ＲＦＰ 的过程类似，只是 B０≠０。

综合上述假设，我们得到如下关于“直圆柱”球马克表面电流模型的简化的平
衡态下压强平衡关系式：

　　 B ２^
θ（a） ＝２μ０ p ＋B２

ｉ －B２
０ （１３畅９３）

就稳定性分析来说，有必要定义 β和 q。 在表面电流模型中，球马克的一个合
适的 β定义为：

　　 β＝ ２μ０ p
B２

０ ＋B ２^
θ

（１３畅９４）
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类似地，安全因子的定义为：

　　 q ＝ε B０

B＾θ
（１３畅９５）

球马克的安全因子通常接近但稍小于 １，其典型值为 q≈０畅７。 因此，如果假设
安全因子的适宜的量级为 q ～１，并且放宽环径比展开的限制到 ε≈０畅６，由此可得：

　　 β＝ ２μ０ p
B２

０ （１ ＋ε２ ／q２ ） （１３畅９６）

这就完成了对平衡态的简化。
13畅6畅3　m ＝1 倾斜不稳定性

影响球马克的最重要的外界磁流体力学不稳定性是 m ＝１，n ＝１ 的倾斜模。
这种不稳定性的基本特征可以通过分析大环径比球马克模型来得到。 分析的细节
几乎和对 ＲＦＰ 的分析一样，这里没必要重复，但有几点细微的差别值得讨论。 同时
我们应该明确，计算的目的是推导出倾斜模的 β随 b／a 变化形式的边缘稳定性
关系。

球马克和 ＲＦＰ 分析的主要差别在于扰动的真空磁场的边界条件。 对于 ＲＦＰ，
该条件已经在假设 B０ ＝０ 的情形下导出。 而对于球马克，B０ ≠ ０，因此原用于 ＲＦＰ
的由扰动真空势表示的边界条件现在必须修正如下：

　　 矪V＾１
矪r θ

＝ ｉmB
＾
θ
a ξ０ → ｉ（mB

＾
θ －k aB０ ）
a ξ０ （１３畅９７）

利用这个代换，我们可以容易地证明，只需一处修正就可以让 ＲＦＰ 的压强平衡匹配
条件适用于球马克。 新的球马克的匹配条件是：

　　 （mB＾θ －ρθB０ ） ２

a
K a
ρaK′aΛb －B

２
ｉ
a

ρa Ia
I′a ＋B

２^
θ
a ξ０ ＝０ （１３畅９８）

唯一的改变是第一项，m B＾θ 被替换为 m B
＾
θ －kaB０ 。

为了将这个本征值关系应用于球马克，需要做若干简化。 首先，倾斜不稳定性要
求令 m ＝１。 第二，参数 ρα ＝ka ＝n ε。 对于倾斜不稳定性必须令 n ＝１，也就是说
ρa ＝ε。 第三，在大环径比展开的情形下，我们可以用 ρa Ia ／I′a≈ε２

和 Ka ／ρaK′a≈ －１ 来
近似表示贝塞尔函数表达式。 类似地，壁稳定性项简化为 Λb ＝（w２ ＋１） ／（w２ －１），其
中，w＝b／a 是壁半径与等离子体半径之比。 最后，通过平衡态关系式：B２

ｉ ＝B２
０ ＋

B２^
θ（a） －２μ０ p ＝（１ －β）（１ ＋ε２ ／q２ ）B２

０ 消去 B２
ｉ 。 综合这些简化可得如下针对倾斜不稳

定性的边缘稳定β的表达式：

74313畅6　球马克　



　　 β≤βｍａｘ ≡ ［２（１ －q） －ε２ ］ －w２ ［２（１ －q） －ε２ ］
（ q２ ＋ε２ ）（w２ －１） （１３畅９９）

图 １３畅２０ 形象地描述了 q ＝０畅７，ε ＝０畅６ 情形下的这一表达式。 我们注意到，当壁
远到足以满足 w ＞［２（１ －q） －ε２ ］ １ ／２ ／［２（１ －q） q －ε２ ］ １ ／２≈２ 时，即使 β＝０，球马
克对于倾斜不稳定性也是不稳定的。 另一方面，对于满足条件 w ＜［１ ＋（１ －
q） ２ ］ １ ／２ ／［１ －（１ －q） ２ ］ １ ／２≈１．１ 的贴近壁的情形，球马克在 β＝１ 时是稳定的。

图 13．20　q ＝０畅７ 时作为壁半径 w ＝b／a的函数的倾斜不稳定性边缘β值分布
显然，在表面电流模型下，边缘 β强烈依赖于壁的位置。 更严格的包括了环向

效应的数值研究也表明，壁必须非常靠近才能抑制倾斜不稳定性。 精确结果取决于
参数分布和导体壁的形状，因此不存在简单通用的确定某一特定 β的临界壁半径的
关系式。 但是如果没有壁，即使β＝０，孤立的球马克等离子体对于倾斜不稳定性也
总是稳定的。 对于那些持续时间长到可以和壁耗散时间可比的放电，壁的致稳效应
消失，倾斜不稳定性以电阻壁模的形式重新出现。 与 ＲＦＰ 类似，长脉冲运行需要某
种形式的反馈稳定措施。

本小节的最后一个主题是对引起倾斜不稳定性的基本机制作简要的定性描述。
简单导线模型即可提供所需的解释。 考虑图 １３畅２１ 所示的由垂直场维持平衡的球
马克。 这里暂且假设不存在理想导体壁。 球马克可以近似为一个载流 I 的导线圆
环。 为了提供向内的、沿 R 方向的排斥力以维持等离子体的环向力平衡，垂直场线
圈必须携带与等离子体电流方向相反的电流 Iｖｅｒｔ。 现在假设等离子体经历一个如图
１３．２１（ ａ）所示的极小的倾斜运动。 于是球马克电流将受到一个垂直的 Z 方向的小
的力。 由于 I 和 Iｖｅｒｔ方向相反，右侧的球马克电流受到的 Z 方向的力方向向上（即排
斥），而左侧的力方向向下（排斥）。 换句话说，感应力指向增强初始倾斜扰动的方
向，这对应于不稳定性。
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图 13．21　倾斜不稳定性的物理机制
现在考虑理想导体壁的作用。 如果用这样的壁包围着等离子体，尤其是形状较

为平整的情形，那么球马克等离子体如果经历倾斜扰动，璧中就会产生图１３．２１（ ｂ）
所示的镜像电流。 该电流与球马克电流方向相反，因此产生排斥力。 但是，因为镜
像电流的位置随着倾斜运动一起旋转，排斥力实际上指向使等离子体电流回到原位
置的方向。 这代表着稳定性。
13畅6畅4　球马克小结

球马克是一种紧凑的轴对称位形，具有不需要环向场磁体和欧姆变压器的独特
性质。 它的极向磁场和环向磁场大小差不多，分别是由外界提供的极向电流和极向
偏置磁场产生的，原则上这些场都可以由直流电源驱动。 等离子体自身则是由极为
复杂的非线性弛豫过程形成的。 尽管与 ＲＦＰ 相比，球马克的几何非常紧凑，但其基
本物理问题却基本相似。

目前实验上球马克概念面临的核心问题是搞清楚并减少弛豫过程引起的反常

能量输运。 目标是实现较高温度下（T ｅ ～T ｉ ～数百电子伏）的持续运行。 如果持续
的准稳态运行能够实现，那么高 β运行也应该能够实现。 与托卡马克研究相比，球
马克研究目前仍处在较为初期的阶段。 因此聚变界将拭目以待球马克是否能克服
这一概念中固有的等离子体物理问题。

13畅7　托卡马克
13畅7畅1　托卡马克简介

托卡马克是一种轴对称环形位形，具有强的环向磁场、适中的等离子体压强和
相对较弱的环向电流。 目前它是国际上第一代聚变反应堆的首选位形，这是因为它
具有良好的物理性能。 尤其是托卡马克在高等离子体温度 T 下实现的 pτE 值是其
他聚变概念所不及的。 因此，国际聚变界有许多大型托卡马克实验装置在运行或建
设中。

托卡马克的工作原理如图 １３畅２２ 所示。 我们注意到，托卡马克有 ４ 个基本磁体
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系统：①产生强的环向磁场的环向场线圈；②欧姆变压器，它感应出平衡所需的环
向等离子体电流并进行欧姆加热；③垂直场系统，它是环向力平衡所必需的；④成
形场线圈，它产生非圆截面位形，用以提升磁流体力学平衡极限值并且减少等离子
体与壁作用引起的杂质问题。

图 13．22　托卡马克原理图
典型的托卡马克放电运行过程的第一步是建立强的稳定的环向磁场。 然后将

中性气体注入真空室并进行预电离。 接着变压器感应出环向电流，这个电流爬升到
最大值并在维持脉冲的“平顶”部分不变。 在电流平顶运行阶段，外界加热功率以
射频或者中性束的形式进入等离子体。 外加功率的大小通常比欧姆功率大很多。
大多数有趣的实验等离子体物理过程均发生在平顶阶段。

托卡马克各参数在平顶运行阶段的典型平衡分布如图 １３畅２３ 所示。 我们注意
到，环向磁场具有很小的逆磁倾角，这是为了保持等离子体的径向压强平衡。 一个
重要特征是安全因子 q（ r） ≈ rB矱／R０B θ 的性质。 对于托卡马克，q（ r）是半径的增函
数，而且更重要的是，它总是很大：几乎在整个等离子体中 q（ r） ＞１，这是强的环向
磁场的结果。

从反应堆需求方面来看，托卡马克有很多优点，但也存在一些问题。 主要优点
是它的物理性能表现良好。 强的环向场及其相应的高安全因子使得即使没有导体
壁，其磁流体力学稳定 β值依然有限，并且在实验上取得了相当高的能量约束时间
τE 。 良好的约束使得用中等水平的外部加热就可以将等离子体加热到高温，而且相
应的β值在反应堆允许的范围内。 举例来说，坐落在英国牛津附近的欧洲联合环流
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器（ Ｊｏｉｎｔ Ｅｕｒｏｐｅａｎ Ｔｏｒｕｓ，ＪＥＴ）已实现高性能 Ｄ唱Ｔ放电。 在 B矱 ～３畅６ Ｔ，外部加热功率
Pｈ ＝２５ ＭＷ 的情形下，ＪＥＴ 可在下述参数下实现长达数秒的脉冲放电：n（０）≈０畅４ ×
１０２０ｍ －３ ，T ｉ（０） ＝２８ ｋｅＶ，Tｅ （０） ＝１４ ｋｅＶ，棟β棡 ≈β（０） ／３ ≈０畅０１８，τＥ≈０畅９ｓ，对应的
枙p枛τＥ ～０畅８４ ａｔｍ ｓ。 作为比较，我们不妨回忆一下，点火所需的 p τＥ 是 ｐ τE ～
０畅８ ａｔｍ ｓ。 显然，现有托卡马克的实验性能已开始接近实际反应堆的参数区。

图 13．23　大环径比极限 R０ ／a→∞情形下托卡马克放电的典型参数分布
当然，托卡马克也面临一些问题。 首先，强的环向磁场增加了反应堆的技术复

杂性和成本。 因此，其他大多数位形概念，除了仿星器，均设计成采用小的外加环
向磁场来缓解这个问题，其代价是造成边界安全因子较低。 从道理上讲，这些位形
概念是通过解决较复杂的等离子体物理问题来换取较简单的反应堆技术。 而从实
际工程的角度来看，托卡马克反应堆设计表明，强的环向磁场是肯定可以实现
的———只是如果不需要这么强的磁场，技术上会简单些，也经济些。

第二个主要问题是反应堆几乎肯定需要稳态运行。 这个要求与采用欧姆变压
器的运行方式是矛盾的，因为从长时间运行来说，它不能通过感应来驱动直流电
流，因此需要某种外加的电流驱动手段。 这些外加电流驱动方法通常包括诸如微波
或者中性束等昂贵的高技术功率源，而且电流驱动的效率并不十分高———每安培输
出电流需要很大的外界功率来驱动。 其结果是，过高的电流驱动成本使得这种功率
平衡方式在经济上缺乏吸引力。

幸运的是，托卡马克中存在输运驱动的环向电流，称为“自举电流”。 这种电流
是自发产生的，不需要任何外界功率源。 依据不同的压强和磁场分布，自举电流的
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大小可以从零大到占总电流的 ９５％。 目前聚变界比较一致的认识是，聚变反应堆
必须做到 ７５％甚至更多的电流由自举电流来提供才具有吸引力。 也就是说，外加
电流驱动源提供的电流必须不大于 ２５％。 麻烦的是，要实现高比例的自举电流就
需要装置在高 β（它的值始终高于无壁 β极限）下运行。 因此，高自举电流托卡马克
需要解决好如何稳定电阻壁模的问题。

托卡马克面临的第二个问题可以概括为：托卡马克概念的成功与否，取决于能
否实现高β运行，或者说，取决于能否实现高自举电流比例等离子体的稳态运行，外
界驱动的电流仅占一小部分，并且无需欧姆变压器。 这是未来等离子体物理研究的
主要目标之一。 关于自举电流和电流驱动等问题的更深入的讨论分别见第 １４ 章和
第 １５ 章。

最后，必须再一次强调满足磁流体力学 β极限对于抑制外部气球 扭曲模的重

要性。 实验中这个判据一旦不成立，几乎总是伴随着等离子体压强和电流的灾难性
崩溃。 这类事件被形象地称为“大破裂”。 在大型实验装置和反应堆中必须避免出
现这种现象，因为它产生的瞬态力会对设备造成实际的物理破坏。 因此结论是，准
确判断抑制外部气球 扭曲模的磁流体力学 β极限值，并确切掌握尽可能接近 β极
限的条件下运行的本领，对于实现装置的最佳性能是很重要的。

本小节着重讨论托卡马克及其几种紧密相关的变体的磁流体力学行为。 与其
他大多数聚变位形概念一样，磁流体力学方面的考虑是研究基本磁场位形的主要动
机。 讨论从对大环径比、圆截面的托卡马克的分析开始。 尽管是大环径比，但在平
衡和稳定性计算中保留环向效应是必需的。

分析表明，在表面电流模型下，有 ３ 个重要的 β和 I 极限值。 首先，存在一个平
衡态极限，它限定了 β／I２ 的最大值。 第二，随着 β→０，低 n 扭曲模使得存在一个稳
定性极限，它限定了 I 的最大值。 第三，低 n 气球 扭曲模使得存在这样一个稳定性

极限：对于每一个 I 的最优值，它限定了可实现的最大 β值。 最严格的 β极限来自
气球 扭曲模。 下面我们首先假设在没有理想导体壁的情形下，导出 β和 I 的稳定
性极限值。

另外值得注意的是，还存在一种内部不稳定性，它对应于影响托卡马克运行的
m ＝１，n ＝１ 模。 这种不稳定性位于等离子体的磁轴附近，引起所谓“锯齿型”内部
弛豫振荡。 但从目前的观点来看，这种模不是十分危险，尽管它确实设定了一个运
行极限 q（０） ＞１。 锯齿振荡的物理机制并未包含在表面电流模型中，这里提及它
主要是出于完备性考虑。

现在考虑基本托卡马克的变体。 第一种变体是横截面的拉长。 人们多年前就
知道，等离子体截面的拉长和三角形变的组合能够提高抑制低 n 气球 扭曲模的 β
极限值。 但是，由于会激发 n ＝０ 的轴对称模，因此实际可实现的最大的拉长比存
在一个极限。 通常，要实现超过高／宽比约为 ２ 的拉长比是极为困难的。 稍后我们
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给出拉长比对托卡马克稳定性影响的简单的定性图像。
第二种变体是“先进托卡马克” （Ａｄｖａｎｃｅｄ Ｔｏｋａｍａｋ，ＡＴ）的运行模式。 ＡＴ 运行

模式正是为解决上述主要的等离子体物理问题而提出的。 在 ＡＴ 运行模式下，通过
外界控制将参数分布调节到形成中空的环向电流密度和高 βp，其目的是要产生大
的自举电流的恰当组合，来尽可能减少对外部电流驱动方面的依赖。 实验上是通过
程序控制等离子体电流随时间的变化，以及外部加热源投入的径向位置和时序来实
现这种参数分布的。 这里要解决的磁流体力学的问题是：对于大的自举电流，无理
想导体壁情形下的气球 扭曲 β极限始终是破缺的，必须通过反馈控制来稳定由此
引起的电阻壁模。 我们将通过计算给出确定壁必须接近到何种程度才能够从理想
化壁模到电阻壁模的转换，从而实现反馈稳定的实际可能性。

接下来要考虑的一种托卡马克变体是球形托卡马克。 它实际上是一种环径比
非常小的托卡马克。 从拓扑结构上讲，环径比必须满足 R０ ／a≥１。 对于标准托卡马
克，R０ ／a≈３，而球形托卡马克却是 R０ ／a≈１畅２。 研究小环径比的动机是理论上预
言（接下来会推导）：托卡马克中抑制气球 扭曲模的最大的稳定 β值 ～a／R０ 。 所以
小环径比带来高 β。 与标准托卡马克相比，球形托卡马克可以外推到更加紧凑的、
有可能是低成本的反应堆。 其前提是必须解决好紧凑的中心柱所带来的工程技术
问题，以及如何通过自举效应来维持大比例的环向电流等问题。 对球形托卡马克的
讨论主要集中在 β极限以及它对聚变功率密度的影响方面。

最后，让我们回到第 ５ 章中给出的简单反应堆概念设计上来。 目的是要定量研
究设计中所做的一个假设。 具体来说就是，从磁流体力学 β极限值上考虑，最优设
计的反应堆应该运行在环向场线圈内侧可允许的最强磁场条件下，即使强磁场增加
了建设成本。 利用导出的托卡马克的磁流体力学 β极限值可以说明这一点。

总的来看，聚变界一致认为，托卡马克物理参数最终将能够满足聚变反应堆的
要求，尽管参数区间不会超出太多。 关键是要记住，这些参数需要维持在稳态。 这
就要求在没有理想导体壁或者（更可能是）对电阻壁模进行反馈稳定的情形下，实
现大比例的自举电流。 本章的重点是要确定磁流体力学 β极限值。 在后两章中，我
们将 β极限与自举电流的产生（第 １４ 章）和电流驱动的功率要求（第 １５ 章）联系
起来。
13畅7畅2　圆截面托卡马克———平衡

圆截面托卡马克的平衡分析采用巧妙的环径比展开来对精确的压强平衡关系

式进行简化。 由此得到环绕等离子体表面的极向磁场的简单表达式。 分析表明，对
于可实现的 β／I２ 的最大值，存在平衡极限。 这是因为在 I 不变的情形下，随着 β增
加，需要持续增加外界垂直场来提供环向力平衡。 这里假设电流 I 不变是为了维持
高的安全因子。 也就是说，通过增加等离子体电流同时保持垂直场不变来支撑环向
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力平衡中的高的压强，将会减小安全因子的值。 最终，当外界垂直场变得足够大，
分离面将向等离子体内表面运动，这代表着平衡态极限。

1．环径比展开
为了促进对表面电流模型中的参数选择的理解，请看图 １３畅２４ 所展示的大型圆

截面托卡马克聚变实验反应堆（ Ｔｏｋａｍａｋ Ｆｕｓｉｏｎ Ｔｅｓｔ Ｒｅａｃｔｏｒ，ＴＦＴＲ）的典型的磁场
和压强分布。 建于美国普林斯顿等离子体物理实验室的这个装置运行于 １９８２ ～
１９９７ 年间，在最后几年的运行中采用的是 Ｄ唱Ｔ 等离子体。 图中叠加在 ＴＦＴＲ 参数分
布之上的是表面电流模型给出的数值近似结果。 现在我们的任务是，在大环径比假
设ε≡ a

R０
＜＜ １ 下，求得参数 ε的各阶展开，从而得到一般表面电流压强平衡关系的

简化表达式。 下面通过简要的物理论证给出适用于托卡马克的参数大小排序关系。

图 13．24　ＴＦＴＲ实验得到的中平面上典型的参数分布（光滑曲线），
重叠的是表面电流模型给出的近似（折线）

托卡马克环径比展开的核心是假设安全因子必须看作有限的量，这样才能实现
良好的磁流体力学稳定性。 特别地，假设

　　 q ～１ （１３畅１００）
由于 q≈rB０ ／R０B θ，因此这意味着极向磁场的合适范围是：

　　 B θ
B矱

～ε （１３畅１０１）
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即极向磁场与环向磁场相比很弱。
接下来，考虑径向压强平衡。 我们知道，弱的极向磁场意味着总 β近似等于 βｔ：
　　 β≈ ２μ０ p

B２
矱 ＋B２

θ
≈２μ０ p
B２

矱
≈βｔ （１３畅１０２）

注意到如果环向磁场是纯粹的真空场（即 B ｉ ＝B０ ），那么径向压强平衡就仅由极向
磁场提供，此时能够被约束的等离子体实际上很少：p≈ B２

θ ／２μ０ ，这表明 βｔ ～ε２
和

βp ～１。 这不是我们最感兴趣的托卡马克运行区域。
利用环向磁场中很小的逆磁倾角可以约束较高压强的等离子体。 如果我们假

设 B０ －B ｉ ～εB０ ，那么由径向压强平衡 p≈ （B０ －B ｉ） B０ ／μ０ 可得 βｔ ～ε 以及 βｐ ～
１／ε。 这是我们感兴趣的托卡马克运行区域。 我们不可能使得逆磁倾角大于 ε 量
级，因为马上会证明，如果 q 被限定在 １ 附近，那么环向力平衡是不可能实现的。 实
验上，逆磁倾角主要是由外部加热功率大于欧姆加热功率引起的。

总之，托卡马克各参数大小按适当的环径比展开可确定为：
　　 q ～B θ ／ε B矱 ～（１ －B ｉ ／B０ ） ／ε ～βｔ／ε ～εβｐ ～１ （１３畅１０３）
现在，我们能够将这个排序关系引入到表面电流压强平衡模型中，从而得到极

向磁场的简单表达式。
2．表面电流压强平衡关系式
表面电流压强平衡的一般关系为：
　　 B ２^

ｐ（θ） ＝２μ０ p ＋ B２
ｉ －B２

０
（１ ＋εｃｏｓθ） ２ （１３畅１０４）

通过对环向场所在的项的分母对 ε进行泰勒展开，并引入一个新的常数λ代替
B ｉ，可将上式简化为：

　　 B
２
ｉ
B２

０
≡ １ －β＋ε２λ （１３畅１０５）

其中，
　　 β≡ ２μ０ p

B２
０

（１３畅１０６）
它与环径比展开 λ～１ 是一致的。 简单计算后给出：

　　 B＾θ
ε B０

２
＝λ＋２ βε ｃｏｓθ （１３畅１０７）
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现在，我们可以方便地将 λ替换为如下定义的另一个等价的常数 k：
　　 λ≡ ２β

εk２ （２ －k２ ） （１３畅１０８）
式（１３畅１０７）简化为：

　　 B＾θ
εB０

２
＝４β
εk２ １ －k２ ｓｉｎ２ θ

２ （１３畅１０９）

尽管式（１３畅１０９）形式上相对简单，但是从 B＾θ 必须通过常数 k 来表达这一点上看还
不完全令人满意，因为 k 还没有简单的物理解释。 更重要的是将 B＾θ 用 β和 I 而不
是用 β和 k 表示出来。 这是平衡态推导的最后一步。

电流 I 可以通过安全因子的定义来引入，尽管这是托卡马克中的一个重要的微妙
之处。 我们还记得，在直圆柱下，q（a） ＝aB０ ／R０Bθ（a） ～１／I。 而在环形托卡马克中， q
和 I仅在低β／ε时成反比关系。 高β／ε时这个关系不成立。 为了对这两类情形进行
区分，我们不妨直接从 q 的定义来计算 q ＝q（k，β）然后将它和一个新的量 q倡 ＝q倡（k，
β）进行比较，q倡定义为始终与 I 成反比。 具体来说，从安全因子的定义可得：

　　 q（a） ＝ １
２π∫２π０

rB矱
RB θ a

ｄθ≈ εB０
２π∫２π０

ｄθ
B＾θ

＝kK（ k）π
１

（β／ε） １ ／２ （１３畅１１０）

其中 K（ k）是第一类完全椭圆积分。 其次，量 q倡（ k，β）定义为在 k 很小时与 q（ a）一
致，但对于所有 k 均与 I 成反比：

　　 q倡 ≡ ２πa２B０
μ０R０ I

＝ε B０
１
２π∫２π０ B

＾
θｄθ －１ ＝ πk

４E（ k）
１

（β／ε） １ ／２ （１３畅１１１）
其中 E（ k）是第二类完全椭圆积分。

注意，对于小 k 有 K≈ E≈π／２ 和 q（ a） ≈ q倡 ≈ k／［２（β／ε） １ ／２ ］。 然而，当 k→１
时，K≈１ｎ［４／（１ －k２ ） １ ／２ ］且 E≈１。 换句话说，q（ a）发散但 q倡保持有限。 后面我
们会讨论 q（a）发散的重要性。 就当前目的而言，在后面的稳定性分析中，重要参数
是 q倡而不是 q（a）。 稳定性极限与电流大小的联系要比与磁场线的平均螺旋倾角
的联系更为紧密。 最后，利用 E（ k）的极限值可得到如下近似：

　　 E（ k） ≈ k２ ＋π２

４ （１ －k２ ）
１ ／２ （１３畅１１２）

用这个近似消去 k，得到如下与 β／ε和 q倡有关的极向磁场表达式：
　　 B＾θ

εB０

２
≈ １
q２倡 １ －β＾ ＋π２

４ β＾ｃｏｓ２ θ２ （１３畅１１３）
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其中，
　　 β＾≡ １６

π２
βq２倡
ε （１３畅１１４）

这就是我们要求的关系式。
3．平衡态 β极限
平衡态解的一个有趣的特点是当电流（也就是 q倡 ）固定时存在平衡态 β极限。

数学上看，这个极限的产生是因为 B＾θ 必须是实数。 从式（１３畅１１３）可知，角度 θ ＝π
对应于环的内侧，它规定了实现 B＾θ 的最严格的限制，即要求 k２ ≤ １。 等价地，
式（１３畅１１３）对应的极限要求 B＾≤１。 这相当于要求存在如下的平衡态 β极限：

　　 βq２倡
ε ≤π２

１６ ≈ ０畅６２ （１３畅１１５）
对于固定的几何形态来说，这实际上就是 β／I２ 的极限。

图 １３畅２５ 从原理上展示了环向力平衡是如何通过外加垂直场实现的，研究它可
以搞清楚平衡态极限的物理起源。 注意到在环的内侧，垂直场和等离子体电流的
B θ 指向相反。 显然，在等离子体外侧的某一点，它们完全抵消；净极向场为零。
B＾p ＝０ 的点被称为通量分离面的“Ｘ 点”。

图 13．25　平衡态β极限的物理根源表明，对于不同的β值，Ｘ点的位置不同
（两种情形中等离子体电流保持恒定，高β情形下，为了达到环向力平衡，必须增强垂直场）
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现在假设 β增加但是等离子体电流保持不变。 根据图 １３畅２５，这意味着等离子
体电流贡献的 B θ 的大小不变。 所以，为了维持环向力平衡，垂直场必须增加。 结果
是 Ｘ 点向等离子体表面移动。 最终，在 β足够高时 Ｘ 点移到等离子体表面上。 此
时等离子体达到其平衡态 β极限。 对于圆截面等离子体，这个 β值不可能再增加
了。 要进一步增加 β，就需要减小等离子体的内侧部分。

最后，注意到 Ｘ 点移动到等离子体表面时，在 θ ＝π处有 B＾θ ＝０。 这就是在平
衡态极限情形下 q（ a） →∞的原因。 然而，尽管 B＾θ（ a，π） ＝０，但等离子体仍保持其
有限的固定值。 这就解释了高 β／ε 时 q（a）和 q倡之间的偏差。
13畅7畅3　圆截面托卡马克———稳定性

现在我们用表面电流模型对圆截面托卡马克进行稳定性分析。 与直圆柱相比，
环形位形更加复杂，因为环效应将扰动的所有极向谐波耦合起来。 也就是说，关于
环向角 矱和极向角 θ的合适的傅里叶分析为：

　　 ξ（θ，矱） ＝e－ｉ n矱∑∞－∞
ξm e ｉ m θ （１３畅１１６）

其结果是，最终的本征值方程是由无限多个关于未知傅里叶振幅 ξm 的耦合代
数方程组构成的。 令这组方程式的行列式为零，可得到临界稳定性条件。 而且分析
表明，最不稳定的环向模数对应于 n ～１。

这里采取的方法是：先从无限方程组导出一般的本征值关系式，然后截断傅里
叶级数，在两种极限情形下来确定临界稳定性条件，β／ε→０ 极限对应于扭曲模的
q倡的临界值，而 β＾→１ 的平衡态极限对应于气球 扭曲模式的 β／ε 的临界值。 具体
分析如下。

1．等离子体的贡献
等离子体对稳定性分析的贡献可通过解如下方程得到：
　　 Δ２ V１ ＝０ （１３畅１１７）

对于 n ～１，大环径比展开意味着：
　 　 Δ２ V１ ≈ Δ２

p V１ ＝ １
r

矪
矪r r

矪V１
矪r ＋１

r２
矪２V１
矪 θ２ ＝０ （１３畅１１８）

在等离子体内，式（１３畅１１８）必须根据正则性来求解，并且对 ε 展开的第一阶有：
　　 矪V１

矪 r a
＝－ｉnB０

R０
ξ（θ，矱） （１３畅１１９）

易得其解为：
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　　 V１ ＝e－ｉ n矱∑
m≠０
Am r

a
｜m｜
e ｉ m θ （１３畅１２０）

其中，
　　 Am ＝－ｉ n εB０

｜m ｜ξm （１３畅１２１）
注意到求和中 m ＝０ 项已被消去。 这是因为在大环径比展开中， Δ· ξ＝０ 的条件
意味着 ξ０ ＝０。 现在可以容易地计算出稳定性分析所需的物理量 B· B１ ｜a：

　　 B· B１ ｜a ＝B· ΔV１ ｜a ＝－aB
２
０
R２

０
ｅ－ｉ n矱∑

m≠０
n２

｜m ｜ξm e ｉ m θ （１３畅１２２）
这就是我们要求得的表达式。

2．真空的贡献
对真空的贡献的分析与前面类似。 在大环径比极限下，真空势满足：
　　 Δ　２V＾１ ≈ Δ　２p V＾１ ＝ １

r
矪
矪r r

矪V＾１
矪 r ＋１

r２
矪２ V＾１
矪θ２ ＝０ （１３畅１２３）

边界条件稍为复杂些。 如果壁远离等离子体，那么对于 a ＜r ＜∞，V１必须是正则

的。 在等离子体—真空界面上，边界条件可以写为：
　　 矪V＾１

矪 r a
＝e r· Δ×（ξ×B＾） a ＝－ｉnB０

R０
ξ＋１

a
矪
矪θ（B

＾
θξ） （１３畅１２４）

解可写为：
　　 V＾１ ＝ｅ－ｉ n矱∑

m≠０
A＾m a

r
｜m｜
e ｉ m θ （１３畅１２５）

其中，A＾m 经过简单计算可得：
　　 A＾m ＝－ ｉεB０

｜m ｜∑p≠０
Gmpξp （１３畅１２６）

而矩阵元 Gmp为：
　　 Gmp ＝ １

２π∫２π０
mB＾θ
εB０

－n ｃｏｓ［ （m －p）θ］ｄθ （１３畅１２７）
实际上 Gmp是通过数值计算得出的，尽管对于某些特殊情形它可以有解析解。

显然，Gmp不是矩阵对角元，这一事实表明不同极向谐波之间存在耦合。
真空分析的最后一步是计算稳定性分析所需的物理量 B＾· B＾１ ｜a。 经过简单计
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算我们发现：
　　 B＾· B＾１ ｜a ＝B＾· ΔV＾１ ｜a ＝aB

２
０
R２

０
e－ｉ n矱∑

p≠０ ∑l≠０
G ｌ mG ｌ p
｜l｜ξp e ｉ m θ （１３畅１２８）

对于我们感兴趣的两种特殊情形，双重求和可解析地进行。
3．压强平衡匹配条件
稳定性分析的最后一步是将等离子体和真空的贡献代入压强平衡匹配条件。

对于大环径比圆截面托卡马克，这个条件简化为：
　　 ［B＾· B＾１ －B· B１ ］ a ＝B

２^
θ
aξ＋βB２

０
R０

ξｃｏｓθ （１３畅１２９）
等号右侧第一项代表极向场曲率的不稳定效应。 这一项尽管随角度 θ变化，但它始
终为正，对应于坏曲率。 右侧第二项代表环向磁场线曲率的效应。 此项在环外侧
（θ ＝０）为正，而在环内侧（θ ＝π）为负。 在环外侧，磁场线曲率凹向等离子体，意味
着坏曲率。 反过来，在环内侧，磁场线曲率凸向等离子体，意味着好曲率。 我们说
托卡马克中最危险的扰动是其中存在强的气球模成分，而曲率的这种摇摆不定正是
其主要原因，扰动引起的位移在环外侧会变得越来越强，而在环内侧则越变越弱。

式（１３畅１２９）右侧的计算就简单多了。 代入平衡场后可得出：

　　
B ２^

θ
a ξ＝aB

２
０
R２

０
ｅ－ｉ n矱∑

m≠０
１
q２倡

１ －β＾ ＋π２

４ β＾ｃｏｓ２ θ
２ ξm e i m θ

　　 βB２
０

R０
ξｃｏｓθ ＝aB

２
０
R２

０
ｅ－ｉ n矱∑

m≠０
βε ξm ｃｏｓθ e i m θ

（１３畅１３０）

和以前一样，这里 β＾＝（１６／π２ ）（βq２倡 ／ε）。
现在我们可以导出压强平衡匹配条件的最终形式了。 经过简单计算，得到：
　　 ∑

p≠０
Wmpξp ｅ ｉ m θ ＝０ （１３畅１３１）

其中，矩阵元 Wmp ＝W pm由下式给出：
　　 Wmp ＝ n２

｜m ｜－ １
q２倡

＋ ２ －１６
π２

βε δm－p

　 －３
２

βε （δm－p－１ ＋δm－p＋１ ） ＋∑
l≠０
G lmG lp
｜l｜ （１３畅１３２）

δk 是熟悉的克罗内克德尔塔函数：δ０ ＝１，δk≠０ ＝０。 因为每个极向模数 m 是独立的，
故式（１３畅１３１）实际上代表了一组方程。 也就是说，每个谐波的系数均必须为零。
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由此得到关于未知量 ξm 的一组线性齐次代数方程：
　　 ∑

p≠０
Wmpξp ＝０ 　　（对每个 m≠０） （１３畅１３３）

式（１３畅１３３）就是我们需要的本征值条件表达式。 若要求存在非平凡的解，则 W
吃
的

行列式必须为零。 令 ｄｅｔ W吃 ＝０ 就可得出临界稳定性条件。
4．β／ε→ 0 扭曲不稳定性
一般本征值关系的第一个应用是考虑 β／ε→ ０ 时的扭曲模不稳定性。 分析表

明，在低 β极限下，电流存在临界值 （即 q倡 ）。 如果电流过大，等离子体是不稳定
的。 反过来，如果电流足够小，等离子体对于扭曲模是稳定的。

随着 β／ε→０，矩阵 W
吃
变成对角阵，这时对扭曲模的分析可以极大地简化。 因

此，在这个极限情形下，极向谐波退耦，对每个 m 值可以分别处理。 退耦的原因是
在 β／ε→０ 极限下，极向场简化为：

　　 B＾θ
εB０

＝ １
q倡

＝常数 （１３畅１３４）

即不存在角度耦合。 这一点可以通过计算真空矩阵元 G lm清楚地看出来，此时 G lm简
化为：

　　 G lm ＝ l
q倡

－n δl－m （１３畅１３５）

将式（１３畅１３５）代入式（１３畅１３２）后，我们就得到如下矩阵元 Wmp的简单表达式：
　　 Wmp ＝ n２

｜m ｜－ １
q２倡

＋ １
｜m ｜ mq倡 －n ２ δm－p

　　　　 ＝ ２
｜m ｜q２倡 n q倡 －m２

２ ＋｜m ｜（｜m ｜－２）
４ δm－p （１３畅１３６）

稳定性要求每一个矩阵元 Wmp≥０。 由式（１３畅１３６）的第二个等式立刻得知，对
于任何 m≥２，等离子体对于扭曲模是稳定的。 不稳定性仅当 m ＝１ 时才可能发
生。 对于这种情形，简单计算表明，如果 ０ ＜nq倡 ＜１，则存在不稳定性。 由 n ＝１ 时
出现的关于 q倡的最严格的限制可引出稳定性条件：

　　 q倡 ＞１ （１３畅１３７）
这个稳定性边界被称为克鲁斯卡尔 沙弗拉诺夫极限。 它可写成最大允许电流

的形式：
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　　 I ≤ Iｍａｘ ≡ ２πa２B０
μ０R０

（１３畅１３８）
对于第 ５ 章中设计的简单反应堆，可得 Iｍａｘ≈１９ ＭＡ。 采用平滑参数分布得到的更
实际的数值计算结果表明，表面电流模型有些过于乐观了。 根据参数分布，q倡值更
确切的范围是 ２ ＜q倡 ＜３，这使得最大电流减小为 ６畅３ ＭＡ ＜Iｍａｘ ＜９畅４ ＭＡ。 值得注
意的是，如果托卡马克具有非圆截面，则 Iｍａｘ较这些值有显著增加。 这一点将在下
一小节讨论。

分析的结论是，对于给定的几何形态和环向磁场，环向电流不能太大，否则将引
起电流驱动的不稳定性。 换句话说，需要足够强的环向磁场才能使托卡马克对于
m ＝１模保持稳定，这种模在单纯 Z 箍缩中总是不稳定的。

5畅βq2
倡 ／ε→π2 ／16 气球 扭曲模不稳定性

一般压强平衡匹配条件的最重要的应用也许当属计算抑制气球 扭曲模的 β极
限。 根据表面电流模型，假设等离子体运行在由 βq２倡 ／ε ＝π２ ／１６ 定义的最大平衡 β
曲线上的某一点，那么这种不稳定性所对应的 β极限就可以计算出来。 这个平衡 β
极限实际上是 β／I２ ～βq２倡 ／ε的极限。 利用压强平衡匹配条件可得稳定的最大电流
或者等价的最低的 q倡 。

尽管 β极限的计算过程很直接，但是细节非常复杂。 所以，为了保持思路的连
贯性，这里我们仅列出关键步骤。 但分析中有两个重要的简化需要指出。 首先，尽
管数值计算 W

吃
的行列式时我们可以保留极高次谐波分量，但对于目前的任务来说，

对这个矩阵截取到三阶就够了：m ＝１，２，３。 与数值结果相比，由此得到的结果已足
够精确。 第二处简化是，因为在平衡 β极限处，极向磁场可简化为：

　　 B＾θ
ε B０

＝ π
２q倡 ｜ｃｏｓ（θ／２） ｜ （１３畅１３９）

这个简单形式使得我们可以解析计算矩阵元 G lm 。 经过简单计算得到：
　　 G lm ＝－nδl－m －（ －１） l－m １

q倡
l

４（ l －m） ２ －１ （１３畅１４０）
只需将这些简化结果代入 ３ ×３ 矩阵的压强平衡匹配条件，即可得到如下临界稳定
性判据：

　　
W１１　W１２　W１３

W１２　W２２　W２３

W１３　W２３　W３３

·
ξ１

ξ２

ξ３

＝０ （１３畅１４１）
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这里利用了对称关系 Wmp ＝W pm 。 从式（１３畅１３２）可以直接求出矩阵元。 经过简单
计算可得如下 Wmp的表达式（尽管不是十分直观但富有启发性）：

　　

W１１ ／n２ ＝２ －２ １
n q倡

－ π２

８ －M１１
１
n２ q２倡

W２２ ／n２ ＝１ －２ １
n q倡

－ π２

８ －M２２
１
n２ q２倡

W３３ ／n２ ＝ ２
３ －２ １

n q倡
－ π２

８ －M３３
１
n２ q２倡

W１２ ／n２ ＝－２
３ １
n q倡

－ ３π２

３２ ＋M１２
１
n２ q２倡

W２３ ／n２ ＝－２
３ １
n q倡

－ ３π２

３２ ＋M２３
１
n２ q２倡

W１３ ／n２ ＝ ２
１５ １
n q倡

＋M１３
１
n２ q２倡

（１３畅１４２）

其中，数值系数 Mmp由下式给出：

　　 Mmp ＝∑∞－∞
｜l｜

［４（ l －m） ２ －１］［４（ l －p） ２ －１］ （１３畅１４３）

值得注意的是矩阵元 Wmp的形式。 由于我们考虑的是沿平衡 β极限曲线运行
的平衡，每个 Wmp都可以写成量 １ ／n q 的多项式函数：Wmp ＝Amp ＋Bmp ／nq倡 ＋Cmp ／
n２ q２倡 。 因此只要算出系数 Mmp，计算矩阵 W吃 的行列式（它是 １ ／nq倡的六次多项式）就
很简单了。 用数值方法计算 Mmp很简单，当然我们也可以采用复杂的计算得到解析
解：M１１ ＝５／４，M２２ ＝８９／３６，M３３ ＝１１１１／３００，M１２ ＝－１１／１２，M２３ ＝－２７７／１８０，M１３ ＝
１／１８０。

采用数值求解方法容易得到 １ ／nq倡多项式的根。 就稳定性而言，限制性最强的
根是 nq倡 ｃｒｉｔ ＝１畅６７。 如果精确到 ２０ 阶极向谐波分量，可以得到更为准确的数值计
算结果：nq倡 ｃｒｉｔ ＝１畅７１，这个值将来会用到。 另外，由于对于稳定性有 q倡 ≥ q倡 ｃｒｉｔ，故
n ＝１ 显然是最不稳定的模式。

最终结果是，对于圆截面托卡马克，抑制气球 扭曲模稳定的最低 nq倡 ，以及对
应的最大 β分别为：

　　q倡 ≥ q倡 ｃｒｉｔ ＝１畅７１
β≤ βｃｒｉｔ ＝ π

４q倡 ｃｒｉｔ
２ ε ＝０畅２１ aR０

（１３畅１４４）
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式（１３畅１４４）可以这么理解。 首先，我们注意到，对于环径比 R０ ／a ＝２畅５ 的简单
反应堆设计，βｃｒｉｔ值为 ０畅０８４，这在要求的范围之内。 但是后面会看到，与采用实际
的扩散型参数分布的数值计算结果相比，表面电流模型的预测有些过于乐观了。 其
次是，比例关系 βｃｒｉｔ ～a／R０ 表明小环径比托卡马克是有利的，至少从磁流体力学分
析的角度来看是这样，尽管球形环的环径比到底能多小是有极限的。 最后，注意到
稳定的 q倡的最小值从 β／ε→０ 时的 q倡 ＝１，提升到了 β／ε ＝１ 时的 q倡 ＝１畅７１。 允
许的最大等离子体电流减小了近一半。

稳定性的整体图像可以总结如图 １３畅２６ 所示的 β关于 I 的曲线。 该图显示了
数值计算得到的平衡 β极限曲线和整个稳定性曲线。 稳定性极限的解析解对应于
稳定性曲线的端点值。 我们注意到，对于足够低的 β且足够小的 I 的情形，存在一
个稳定的运行区域。

图 13．26　圆截面托卡马克表面电流模型给出的完整的稳定性图，图中显示了数值计
算得到的平衡β极限和稳定性极限（Ｄ摧Ｉｐｐｏｌｉｔｏ ｅｔ ａｌ．（１９７６）．Plasma Physics and

Controlled Nuclear Fusion Research，1，５２３）
最后要考虑的是本征函数的形状，目的是要证明“最不稳定的模式具有等离子

体表面气球 扭曲扰动的形式”这一断言。 通过反过来解式（１３畅１４１）得到 ξm 的相
对幅度，我们容易证实这一点。 利用临界稳定性点对应的参数，通过简单计算表
明，扰动的主要成分是 m ＝２ 的极向谐波，其边带的相对幅度为

　　 ξ１ ／ξ２ ≈ ξ３ ／ξ２ ≈ ０畅４３ （１３畅１４５）
本征函数的形状如图 １３畅２７ 所示。 图像展示了在 ４ 个不同环向角位置上未扰

动表面 r ＝a 与扰动表面 r ＝a ＋ξ１ ｃｏｓ（θ－矱） ＋ξ２ ｃｏｓ（２θ－矱） ＋ξ３ ｃｏｓ（３θ－矱）的
对比，这里假设 ξ２ ／a ＝０畅０９。 我们注意到，表面扭曲沿环向角旋转，它表明了这种
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不稳定性的扭曲特性。 另外，环外侧的扰动总是远大于内侧： r （ θ ＝０） －a ＝
１畅８６ξ２ ｃｏｓ矱，而 r（θ ＝π） －a ＝０畅１４ξ２ ｃｏｓ矱。 这表明在坏曲率区域，扰动具有向气球
模转化的趋势。

图 13．27　４ 个不同环向角位置上扰动的等离子体截面
现在我们就完成了利用表面电流模型对大环径比、圆截面托卡马克的稳定性分

析。 从实际的实验应用来看，将理论预言的β／ε 极限与采用实际的扩散性参数分布
得到的更细致的数值结果进行比较是很有意思的。

6．特鲁瓦永 β极限
人们对抑制理想磁流体力学不稳定性所需的总体 β极限进行了多方面的数值

研究。 应用最广泛的一个结果是特鲁瓦永（Ｔｒｏｙｏｎ）及其同事给出的所谓“特鲁瓦永
极限”。 这些研究探求的是抑制所有理想磁流体力学模———外部扭曲模和气球模、
内部模、局部模，等等———的稳定性，尽管通常外部气球模是最严重的。 研究中没有
理想导体壁来提供额外的稳定性。

稳定性分析的目的是要确定实际几何形态和参数分布下可能的最大稳定 β值。
为此特鲁瓦永及其同事通过不断改变实际可能的等离子体截面形状以及压强和电

流分布来对这些参数进行优化。
数值研究表明，拉长的三角形截面对稳定性是最有利的。 平坦的压强分布和内

部安全因子分布也是有利的。 经过相当深入的数值研究，特鲁瓦永及其同事得到了
一个关于最优 β极限的相当简单的经验公式：

　　 β≤βｃｒｉｔ ≡ βＮ １
aB０

（１３畅１４６）
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其中，βＮ 是数值计算得出的系数，当电流 I 的单位取 ＭＡ 时，其值为βＮ ＝０畅０２８。 通
常在文献中，β以百分比表示，此时 βＮ ＝２畅８。 但为了保持一致性，在以后的各小节
里我们均采用小数记法。

我们注意到，尽管在拉长的三角形截面情形下 I／aB０ 才有最大值，但是
式（１３畅１４６）给出的 β极限对于任何截面都是适用的，只要它在优化电流和压强分
布的过程中保持不变。 所以，为了与表面电流模型结果进行比较，我们可以将
式（１３畅１４６）改写为下述更方便的圆截面托卡马克的形式：

　　 β≤βｃｒｉｔ ≡０畅１４ ε
q倡

（１３畅１４７）
图 １３畅２８ 对这个表达式做了图解，其中叠加了表面电流模型的稳定性结果。 我

们再次看到，表面电流模型显得过分乐观了。 在确定总体稳定的最大 β值方面，特
鲁瓦永极限并不完全令人满意，因为它并未明确说明稳定的 q倡的最小值。 一般地，
q倡是几何条件和参数分布的弱函数，对于圆截面托卡马克，近似有 q倡 ≈２。 利用这
个显然有点含糊不清的值，我们发现圆截面托卡马克中最大的稳定 β为：

　　 β≤βｍａｘ ≡０畅０７ aR０
（１３畅１４８）

图 13．28　特鲁瓦永极限与表面电流稳定性图的叠加
我们看到，由特鲁瓦永极限和表面电流模型可以得到相同的 β与环径比的定标

关系：β～a ／R０ 。 但是数值系数减小到约为原来的三分之一。 所以特鲁瓦永极限对
于 R０ ／a ＝２畅５ 预言的β最大值约为 ０畅０２８。 这个值比反应堆要求的要低，这促使聚
变研究人员寻找提高托卡马克中 β极限的新设想。 这些设想将在下面的小节中
讨论。
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13畅7畅4　非圆截面托卡马克
提高托卡马克中 β极限的设想之一是允许等离子体具有非圆截面。 理论和实

验研究都表明，稳定性对于同时具有拉长和指向外的三角形截面是最优的。 几乎所
有的现代托卡马克均采用这种改进。 一个著名的例子是位于英国牛津附近的 ＪＥＴ
装置。 图 １３畅２９ 展示了 ＪＥＴ 的非圆截面。

图 13．29　具有拉长和指向外侧的三角形非圆截面的 ＪＥＴ图示
本小节中讨论非圆截面对磁流体力学稳定性的影响。 这里有两个重要问题。

第一个是针对 n ＝１ 气球 扭曲模的 β极限，这已通过表面电流模型得到解决。 研
究表明，在我们感兴趣的范围内，临界β随拉长比线性增加，这确实是个鼓舞人心的
结果。 但也应看到，对于实际可实现的最大拉长比，临界β存在极限，这正是要讨论
的第二个问题。 分析表明，n ＝０ 的轴对称扰动（即均匀的垂直位移）会驱动起拉长
截面托卡马克中的不稳定性。 这些不稳定性具有电阻壁模的形式，而实际的反馈系
统仅对约小于 １畅８ 的拉长比才是可能的。 我们将通过简单的等离子体导线模型来
研究 n ＝０ 模。

最终结果是：拉长截面托卡马克在实验中实现了相当高的、接近反应堆要求的
β值。 剩下的问题是，这种压强和电流分布尽管稳定但只能产生份额不大的自举电
流，其在总电流中所占比例离反应堆得要求还相差甚远。 为此人们提出了其他办法
来改善这种局面，但是目前我们还是将注意力集中在拉长对磁流体力学稳定性造成
的影响。

1．n ＝0 轴对称不稳定性
多年来，在托卡马克实验中，通过反馈稳定 n ＝０ 不稳定性几乎已成为日常例

行任务。 这种模式的基本物理机制既不涉及环效应，也与有限的等离子体压强无
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关，在具有拉长截面的低 β托卡马克中就会出现。 值得注意的是，通过将等离子体
抽象为一根简单的载流 I 的导线就可以容易地建立起具有这种模式关键特征的模
型。 由此问题简化为单纯的静磁问题。

对 n ＝０ 模的最简单的解释可通过仔细观察图 １３畅３０ 得出。 如图 １３．３０ 所示，
假设等离子体导线与两个等距的导线保持平衡。 为了在竖直方向拉长等离子体，平
衡导线的电流方向必须与等离子体电流同向。 这样两根平衡导线产生的吸引力分
别“拖拽”等离子体的顶部和底部，使得它被拉长。

图 13．30　演示 n ＝０ 垂直不稳定性的简单导线模型
现在假设等离子体导线受到一个很小的朝向上方导线的垂直位移 ξ。 我们知

道，上方导线对等离子体导线的力与它们之间的距离成反比。 所以，这种垂直位移
使得等离子体导线与上方导线彼此靠近了一点，向上的拉力增加了。 类似地，下方
导线的拉力减小，因为它距离等离子体远了一点。 结果，作用在等离子体导线上的
合力方向向上。 就是说，合力的方向指向将等离子体导线推向更加偏离平衡位置的
方向。 显然这对应于不稳定的情形。

这种不稳定性的行为可以通过更为实际的等离子体和平衡线圈的导线模型来

量化。
2．更实际的 n ＝0 导线模型
考虑图 １３畅３１ 所示的导线模型。 其中等离子体依然被抽象为载流 I 的单根导

线。 它与 ４ 根与其相距 c 的等距“平衡”导线构成平衡态。 为了模拟实际压强平衡
的情形，每根平衡导线所携电流与等离子体电流方向相反。 由此产生的斥力即为压
强平衡所需的“推”力。 等离子体的拉长是通过假设 Iy ＜Ix 来实现的，即垂直导线
的推力比水平导线的小，因而产生了拉长的等离子体。

分析的关键是确定产生给定的所需拉长比的 I y 和 Ix 之间的明确关系。 得出这
一关系的过程如下。 假设等离子体的等效水平半宽度 sx ／２ ＝a。 类似地，假设等离
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子体的等效半高度为 sy ／２ ＝κa，其中 κ＝sy ／sx 定义为拉长比。 通过要求水平和垂
直边界点在同一磁面上即可明确 Iy 和 I x 之间的关系。 根据矢势，这相当于要求
A z（κa，０） ＝A z（０，a） 。 为了估算这一条件，我们利用静磁学中著名的矢势（也就是
通量）与载流导线之间的关系：A z， j ＝（μ０ I j／２π） ｌｎr j，其中 r j 是从第 j根导线的中心测
得的径向距离。 经过简单计算，并对等离子体和平衡导线求和，可得所需的 I y 和 I x
之间的关系：

Iy ｌｎ c
２ －κ２ a２

c２ ＋a２ ＋Ix ｌｎ c
２ ＋κ２ a２

c２ －a２ －I ｌｎκ＝０ （１３畅１４９）
通过取平衡导线远离等离子体（ c ＞＞ a）的极限即可将式（１３畅１４９）化简：
　　 I x －Iy ＝ c２

a２
ｌｎκ

１ ＋κ２ I （１３畅１５０）

图 13．31　用于分析 n ＝０ 垂直不稳定性的导线模型
下一步是进行 n ＝０ 模的稳定性分析。 与以前一样，假设等离子体经历一个很

小的垂直位移 ξ，但是所有导线电流，包括等离子体电流都保持不变。 稳定性分析
需要计算所有平衡导线作用在等离子体导线上的垂直扰动的合力。 如果此力为正，
它增大位移，因而等离子体是不稳定的；如果此力为负，即等离子体返回平衡位置，
则对应于稳定性。 现在我们利用静磁学的著名结果：电流 I j 受到电流 I i 的作用力
F i j ＝－（μ０ LI i I j／２πr ij） e ij，其中，L 是导线长度；e ij是连接导线 i 指向导线 j 方向上的
单位矢量。 注意到对于反方向的电流，F i j对应排斥力。 容易算出产生的作用在等
离子体上的垂直力为：
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　　 F y ＝μ０ LI
２π － Iy

c －ξ＋ Iy
c ＋ξ＋２ ξI x

（ c２ ＋ξ２ ） １ ／２ （１３畅１５１）

线性化后可得如下的关于垂直方向扰动力的表达式：
　　 δF y ＝μ０ LI２

π
Ix －Iy
I

ξ
c２ （１３畅１５２）

稳定性条件 δＦy ＜０ 简化为：
　　 I x －IyI ＜０ （１３畅１５３）

代入式（１３畅１５０）给出的平衡关系即得到最终结果。 这是一个用拉长比表示的稳定
性条件：

　　 ｌｎκ
１ ＋κ２ ＜０ （１３畅１５４）

正如预想的那样，对任何垂直拉长的等离子体，有 κ＞１，因此是不稳定的；而扁平
等离子体的κ＜１，故对于垂直位移是稳定的。 但是根据对称性，这样的等离子体对
于水平位移将是不稳定的。

那么怎样才会产生拉长的等离子体呢？ 答案与分析中所做的重要假设———所
有电流在等离子体被扰动偏离平衡位置时是不变的———有密切关系。 如果我们在
等离子体电流和平衡电流之间插入理想导体壁，这个限制条件就变了。 当等离子体
中产生位移时，通量守恒在壁中感应出涡流，它的方向指向产生稳定性的方向。 理
想导体壁对于 ｎ ＝０ 模的稳定性的定量分析正是下面要讨论的问题。

3．理想导体壁对 n ＝0 模的稳定作用
图 １３畅３２ 示出了一种分析理想导体壁效应的简单方法。 由图 １３．３２ 可知，在等

离子体和平衡导线之间插入了一层圆形的直径为 κb 的理想导体壁。 选取因子 κ
是为了数学上的方便，这样壁移动到等离子体的表面的极限对应于 b／a→１。 分析
的目标是导出作为确定 b／a 函数的最大可实现的 κ的临界稳定性条件。

在将这个问题进行数学形式化时，对于理想导体壁，一种有用的考虑方法如下。
假设开始时壁具有很大但是有限的电导率。 经过足够长的时间周期，平衡导线产生
的磁场通过壁完全扩散出去，磁场大小和无壁时相同。 此时假设壁变为超导的，随
后等离子体导线垂直向上移动 ξ。 平衡导线产生的磁场保持不变，因为它们被超导
体锁定在无壁时的值上。 换句话说，它们造成的使等离子体失稳的力与无壁时一
样。 但是，等离子体的运动在璧中感应出涡流，而这些感应电流产生一个额外的作
用在等离子体导线上的力，这个力的方向是致稳的。
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致稳力的大小可以用镜像方法算出。 众所周知，根据静磁学原理，用图 １３畅３２
所示的壁外侧的镜像电流代替壁，就可以算出涡流造成的效应。 镜像电流的大小必
须取为 I′＝ －I，它与原点的距离必须为 h ＝κ２ b２ ／ξ。 选取这些参数后，r ＝κb 表面
为磁面［也就是说，对于 x ＝κbｃｏｓθ和 y ＝κbｓｉｎθ有 A z（ x，y） ＝常数］。

图 13．32
现在我们很容易将这种稳定性分析推广到考虑了镜像电流效应的情形。 根据

与式（１３畅１５１）相关的处理过程，容易得出作用在等离子体导线上的垂直扰动力的
一般形式为：

　　 δFy ＝μ０ LI２

２π ２ Ix －Iy
I

ξ
c２

＋ I′
I

１
h （１３畅１５５）
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于是稳定性条件简化为：
　　 ２ I x －Iy

I
ξ
c２

＋ I′
I

１
h ＜０ （１３畅１５６）

代入 Ix －Iy、I′和 h，我们得到将最大可实现的 κ与壁位置 w≡ b／a 联系起来的临界
稳定性条件：

　　 ２κ２

１ ＋κ２ ｌｎκ≤ １
w２ （１３畅１５７）

这个关系式画在图 １３畅３３ 中。 我们注意到，曲线的行为与预想的壁远离等离子
体（w→∞）的极限情形一致。 其中，最大稳定拉长比退化为圆的拉长比情形：κ→
１。 壁移动到等离子体表面对应于 w→ １ 情形，此时存在很强的壁致稳效应：κ≈
１畅９。 但是，与我们预想所不同的是，这个致稳效应不是无穷大（κ→ ∞）。 原因是，
在导线模型稳定性分析中，导线中心（ r ＝０）和壁（ r ＝κb）之间的通量守恒，而不是
等离子体表面（ x ＝aｃｏｓθ，y ＝κaｓｉｎθ）和壁之间的通量守恒。 换句话说，导线模型
中壁移动到等离子体表面实际上对应 w→０ 而不是 w→１。

图 13．33　导线模型中临界稳定的拉长比κ随壁位置半径 w ＝b／c的变化
不管怎样，与实际情形的数值计算的结果相比，这样得到的实际拉长比的误差

并不大。 举例来说，κ＝１畅６ 的拉长比要求壁靠近到 w ＜１畅２，等离子体才是稳定
的。 这相比于数值计算结果略为悲观，典型的数值结果为：对于环径比 R０ ／a≈３ 的
等离子 体，根 据 不 同 的 参 数 分 布和 截 面 形 状，拉长 比 达 到 κ≈ １畅８ 才 要
求w ＜１畅２ ～１畅４。

最后，如同前述，真实的壁的电导率是有限的。 这意味着垂直位移不稳定性会
转化为 n ＝０ 的电阻壁模，因此需要通过反馈来致稳。 所有现代托卡马克都具有紧
密贴合的导体壳和抑制 n ＝０ 模的反馈系统，实际运行中它们可以产生高达 κ≈
１畅８ 的拉长比。 因此，后文中我们将取 κ≈１畅８ 作为最大可实现的拉长比。
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4畅n ＝1 气球 扭曲模不稳定性

我们采用表面电流模型对截面拉长的托卡马克进行 n ＝１ 模的稳定性分析。
分析结果定性上类似于圆截面托卡马克的结果。 也就是说，存在平衡态 β／I２ 极限，
对于 I 的最大值时有低 β扭曲模极限和决定最大 β／ε 的气球 扭曲模极限。 定性来
讲，所有与环径比成反比的定标关系都得到保留，主要差别在定义每个极限的数值
因子现在变为拉长比的函数。 总体上说，一个主要结论是，与气球 扭曲模有关的 β
极限随拉长比线性增加，这是一个极为有利的定标关系。 最后，最高的稳定 β是在
n ＝０ 垂直不稳定性设定的最大拉长比下实现的。

这里分析的具体数学过程与圆截面情形非常相似，只是横截面现在假设成拉长
比为 κ的椭圆。 然而，即使对于这种简单的截面，结果也只能通过数值计算得到，因
为这里除了有与环效应有关的 ｃｏｓθ耦合，还有与椭圆度有关的 ｃｏｓ２θ耦合。 虽然分
析再一次得到了稳定性问题的矩阵形式，但对于有限的椭圆度，却没有简单的近似
关系来反映作为 κ的函数的 β与 q倡之间的定标关系。

基于这些原因，我们根据表面电流模型的数值计算结果，能够得到临界 βｃｒｉｔ与
q倡 ｃｒｉｔ之间的简单近似关系就很满意了。 如上所述，随着拉长比的增加，这些物理量
的定标关系会变好。 从物理上来解释这一现象有些复杂，但根据表面电流模型，有
一种效应很容易理解。 那就是，对于给定的小半径，截面拉长型托卡马克中极向磁
场的坏曲率与圆截面托卡马克中截面顶部和底部极向磁场的坏曲率是可比的：
κ（ ｐｏｌ）
r ≈ －B２

θ ／aB２
矱；但中平面附近的截面两侧几乎是垂直直线，这表明在此区域极向

磁场曲率非常小：κ（ ｐｏｌ）
r ≈０。 所以，直观上可以认为，尽管较大的横截面积允许通过

较大的电流，但是与垂直侧相关的中性稳定性不会严重影响到总体稳定性。 因此，
截面拉长既有利于平衡，也有利于提高气球 扭曲模的 β极限，具体提高多少则取决
于最大可允许电流。

有了上述基础，现在我们来考虑 ３ 个感兴趣的 β极限：①平衡态 β极限；②低 β
扭曲模稳定性极限；③气球 扭曲模稳定性 β极限。 首先需要定义截面拉长型（椭
圆形截面）托卡马克的临界等离子体参数。 等离子体 β的定义与圆截面中的一样：
β≈βｔ≡２μ０ p／B２

０ 。 类似地，根据水平方向小半径 a，可将倒环径比定义为：ε ＝a／
R０ 。 扭曲模安全因子 q倡采用这样的定义：在低 β极限下与实际的安全因子 q 保持
一致。 经过复杂的代数运算，表面电流分析表明，合适的定义为：

　　 q倡 ＝２πa２κB０
μ０R０ I

G（κ） （１３畅１５８）
其中，

　　 G（κ） ＝４κE２ （α）
π２ ≈ １

κ １ ＋ ４
π２ （κ２ －１） （１３畅１５９）
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这里，E（α）是椭圆积分，α２ ＝１ －１／κ２ 。 这个近似公式利用了椭圆积分的简单曲线
拟合。 关键是要注意，在我们感兴趣的拉长比 １ ＜κ＜２ 区域，G（κ）的值非常接近
于常数：G（κ） ≈ １。 根据这个近似，扭曲模安全因子简化为：

　　 q倡 ＝２πa２κB０
μ０R０ I

（１３畅１６０）
这个定义与圆截面情形下的定义是一致的，只是在分子中多了因子 κ。 以后我们用
式（１３畅１６０）作为 q倡的定义。

第一个有意思的结果是平衡态 β极限。 与圆截面等离子体一样，当 β变得足够
大以至于真空界面的 Ｘ 点移动到等离子体表面时，椭圆截面等离子体具有一个平
衡态β极限。 表面电流分析表明，在 １ ＜κ＜２ 区域，平衡态 β极限的一个很好的近
似为：

　　 βq２倡
ε ≤ π２

１６κ （１３畅１６１）
在某种程度上，椭圆截面的 q倡可以如圆截面情形一样维持不变，由此可得平衡态 β
极限与拉长比的线性定标关系。 这是与拉长比有关的有利的定标关系的第一个
例子。

第二个极限关系是低 β扭曲模稳定性极限。 我们还记得，在圆截面情形下，低
β极限使稳定性矩阵 W

吃
变得对角化。 因此，通过分别检验每一个矩阵对角元的符

号，就可轻易确定稳定性。 对于椭圆截面的情形，由于存在 ｃｏｓ２θ耦合，因此低 β时
矩阵不能对角化。 这时耦合谐波的稳定性问题只能通过数值方法来解决，但是最终
结果———与圆截面类似———仍是由 q倡的最小稳定值构成。 这些结果表明，在１ ＜
κ＜２区域，扭曲模稳定性极限近似为：

　　 q倡 ≥ １ ＋κ
２ （１３畅１６２）

注意到 q倡 ｃｒｉｔ随 κ增加，这意味着，随着等离子体被拉长，低 β时需要更大的“安全”
因子。 跟预想的拉长导致更高的可允许电流相反，这似乎不是有利的定标关系。 但
是，如果我们利用 q倡的定义来计算电流大小便可知：

　　 I ≤ Iｍａｘ ＝２πa２B０
μ０R０

２κ
１ ＋κ～ ２κ

１ ＋κ （１３畅１６３）
结论是：I 的最大值随 κ增加（例如，随着 κ从 １ 增加到 ２，I 变为原来的 ４ ／３ 倍），尽
管效果不是十分明显。 对这种行为的解释与如下事实有关：在低 β时，扰动局限于
椭圆顶部和底部的坏曲率区域，因此对压强驱动的气球模影响不大。 换种说法就
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是，压强驱动的气球模对于局限于等离子体外侧的扰动是不稳定的；而对于等离子
体顶部和底部的扰动则变得稍具稳定性。 然而，这种稳定性效应在低 β极限下
很弱。

我们感兴趣的最后一个极限与气球 扭曲模有关。 这里与圆截面情形一样，我
们假设托卡马克正沿着平衡态 β极限曲线运行，然后用数值方法算出稳定性所需的
q倡的最小稳定值。 最后将 q倡值代入平衡态 β极限的表达式，得出稳定的 β的最
大值。

有趣的是，数值研究的结果表明，随着拉长比增加，q倡 ｃｒｉｔ几乎保持圆截面下的值
不变；也就是说，最小 q倡在高 β区域与 κ无关：q倡 ｃｒｉｔ≈１畅７。 从物理上讲，β值较高
时，由于存在压强驱动的气球效应，扰动不可能简单地局限于截面的顶部和底部，
而是会出现在等离子体外侧。 所以，与之前给出的直观论证的结果一致，随着 κ增
加，通过相当大的电流确实是可能的。 这一增长被 q倡定义中的因子 κ所平衡，导致
q倡 ｃｒｉｔ与 κ无关的结论。

在平衡态 β极限的表达式中代入 q倡 ｃｒ ｉｔ≈ １畅７ 可得如下有关气球 扭曲模的 β
极限：

　　 β≤βｍａｘ ＝０畅２１ aR０
κ （１３畅１６４）

作为一个例子，我们令 κ＝１畅８，它对应于 n ＝０ 模允许的最大拉长比，那么对于
R０ ／a ＝２畅５的托卡马克，βｃｒ ｉｔ为 ０畅１５，这个值对于反应堆已绰绰有余。 然而，与圆截
面情形一样，更加实际的数值计算结果（相应的特鲁瓦永极限）则并不如此乐观，尽
管随着 κ增加它们确实改善了。

为了理解拉长对特鲁瓦永极限的影响，我们不妨回忆一下下述数值计算结果的
重要特征。 特鲁瓦永极限为：

　　 β≤βｃｒｉｔ ＝βＮ I
aB０

＝０畅０２８ I
aB０

（１３畅１６５）
它是通过对截面和参数分布进行优化得到的，因此式（１３畅１６５）给出的表达式对于
研究范围内的任何拉长比都是适用的。 我们注意到，这个极限并不明显地依赖于
κ，只是随着 κ增加、最大 I 也增加时，才隐含地随拉长比而改善。

通过改写式（１３畅１６５），可将拉长效应明确地写成与表面电流结果可比的形式：
　　 β≤βｃｒｉｔ ＝０畅１４ 贷κ

q倡
（１３畅１６６）

如果我们再次假设，对于弥散性分布，最小 q倡与拉长比无关，那么令 q倡 ≈２ 即
可得 β的特鲁瓦永极限为：
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　　 β≤βｍａｘ ＝０畅０７ aR０
κ （１３畅１６７）

我们注意到，特鲁瓦永极限和表面电流模型预言了同样的 βｍａｘ与 ε以及 κ的定标关
系，不同的仅是数值系数。 如果 R０ ／a ＝２畅５ 且 κ＝１畅８，特鲁瓦永极限为 βｍａｘ ＝
０畅０５。 这个值接近但是小于从简单反应堆设计中导出的β≈０畅０８。 但是，简单反应
堆设计并未包含拉长的影响，而且显然是基于极为简化的分析过程。 托卡马克专家
的一般看法是，β～０畅０５ 也许对于反应堆是合适的。 这很令人鼓舞，因为目前实验
已经达到了这样的值。

对于托卡马克，余下的磁流体力学相关问题涉及电流驱动和自举电流。 特鲁瓦
永及其同事得到的稳定的参数分布不能自然产生满足需要的自举电流，因此需要外
部电流驱动系统。 这些要求可以通过对托卡马克的另一种改进———即所谓“先进
运行模式”———来解决。 这是我们下面要讨论的问题。
13畅7畅5　先进托卡马克（AT）

先进托卡马克（Ａｄｖａｎｃｅｄ Ｔｏｋａｍｋ，ＡＴ）实际上指的是托卡马克实验的一种特殊
运行模式。 其目的是形成能够产生高比例自举电流的压强和电流分布，从而减小对
外部电流驱动系统的要求。

正如第 １４ 章中要指出的，产生高比例自举电流的最有效的参数分布是中空的
电流分布，它导致 q 分布的根本性变化，即 q 分布不再是半径的单调增函数，而是先
增后减。 安全因子具有离轴的最小值。 图 １３畅３４ 所示是位于圣迭戈通用原子公司
的 ＤＩＩＩ唱Ｄ 托卡马克的典型例子。 在实验中，这些参数分布是通过电流程序控制和
利用局部辅助加热进行参数分布控制综合产生的。 这样的分布通常被称为“反剪
切分布”，这里的剪切是指 rq′／q，它在最小 q 处变号。

定性地说，反剪切分布在两方面有助于解决电流驱动问题。 首先，对于最优化
参数分布有 qｍ ｉｎ（ rｍｉｎ） ＞２，因此这种托卡马克中的电流要比 qｍｉｎ （０） ≈ １ 的典型托
卡马克运行中的电流要小。 也就是说，要驱动的总电流减小了。 第二，中空的电流
分布与自然形成自举电流的分布极为接近。 我们不需要驱动大量的同轴电流，因为
反剪切和自然形成的自举电流的分布都是中空的。

由于引入了新的磁流体力学不稳定性，这些优势被部分抵消了。 从反应堆的经
济性上说，高比例的自举电流（即 fＢ 约 ０畅７ ～０畅９）是必需的，而这就需要有较高的
总体 β和极向 β。 然而，电流的减小虽然对电流驱动有利，但却导致 n ＝１ 气球 扭

曲模的稳定性极限值降低。 我们还记得，特鲁瓦永极限有 β≤ βＮ I
aB ～I。 反应堆

实现必需的自举电流比例所对应的典型 βＮ 值约为 ０畅０４ ～０畅０５。 但是，这个值几乎
是特鲁瓦永得到的值（βＮ≈０畅０２８）的两倍，这意味着必须采用理想导体壁来增加 β
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极限（特鲁瓦永的研究中没有环绕等离子体的导体壁假设）。

图 13畅34　ＤＩＩＩ唱Ｄ托卡马克中平面上典型的参数分布，图中显示了 q（ψ）的离轴最小值
（即反剪切）和中空的 J矱分布（Ｓｔａｉｔ， ｅｔ ａｌ．（１９９５）．Physical Review Letters，75，４４２１）

本小节的目的是确定导体壁要靠近到何种程度才能实现所需的 β极限。 从表
面电流模型可以容易地得到答案，而且这个结果与更加实际的数值计算结果符合得
很好。 结果表明，所需的壁的半径一般为 b／a ～１畅４，跟截面拉长型托卡马克中稳定
n ＝０ 垂直不稳定性所需的差不多。 而且不要忘了，如果壁具有有限的电导率，那么
不稳定性即转变为需要反馈稳定的电阻壁模。 目前这种技术还不像针对 n ＝０ 模
的技术那样成熟，仍是当前研究的活跃领域。

1．壁对扭曲模电流极限的影响
托卡马克中理想导体壁对 n ＝１ 模的影响可以通过表面电流模型得到。 为简单

起见，计算时采用了圆截面等离子体。 这种分析仅需要将壁的影响包括到真空对压
强平衡关系的贡献里。 对于 ＲＦＰ 这已经计算过了，在合适的长波长极限下，我们需
要做的仅是在托卡马克压强平衡关系中做如下代换：

　　 ∑
l≠０

G lmG lp
｜l｜　 → 　∑

l≠０

G lmG lp
｜l｜

１ ＋（a／b） ２｜l｜

１ －（a／b） ２｜l｜ （１３畅１６８）
现在考虑低 β扭曲模极限。 与无壁情形类似，稳定性矩阵变得对角化，仅有

m ＝１可能是不稳定的。 m ＝１，n ＝１时修正的稳定性条件变为：
　　 W１１ ＝１ － １

q２倡
＋ １ － １

q倡

２ w２ ＋１
w２ －１ ＞０
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＝ ２w２

（w２ －１） q２倡 （ q倡 －１）（ q倡 －１／w２ ） ＞０ （１３畅１６９）
其中 w ＝b／a ＞１。 我们注意到，稳定性依然要求 q倡 ＞１。 结论是：就抑制低 β扭曲模
的稳定性而言，理想导体壁对 Iｍａｘ的值没有任何影响。 注意，理论上讲，低 q倡的稳定区
域（即 ０ ＜q倡 ＜１／w２ ）在托卡马克中是无法实现的，因为要进入这个参数区，就需要
q倡随电流增大（或等价地，随着 q倡减小）经过极其不稳定的区域１／w２ ＜q倡 ＜１。

2．壁对气球 扭曲模 β极限的影响
气球 扭曲模不稳定性是 ＡＴ运行中要克服的最危险的模式。 核心问题是确定

理想导体壁放置得多靠近才能将稳定 β的最大值提升到比无壁极限高一个确定
的量。

通过再次让等离子体沿平衡态极限曲线 βq２倡 ／ε ＝π２ ／１６（它不受壁的影响）运
行，并确定稳定性所需的临界 q倡 ，我们即可以从表面电流模型中得到所需的信息。
与低 β区域相反，高 β区域中的稳定性 q倡 ｃｒｉｔ确实与壁的位置有关。 一旦确定了
q倡 ｃｒｉｔ，带回到平衡态极限关系就得到对应的 β最大值。

利用壁修正的真空贡献，令矩阵 W
吃
的行列式为零，即可以通过数值计算得到所

需的 βｍａｘ ／ε对 b／a 的关系，结果显示在图 １３畅３５ 中。 我们注意到，直到 b／a≈２，壁
几乎没有影响。 原因是模式中的主要谐波对应于 m ＝２，对于该模数，壁效应仅以
（ b／a） ４

很弱地起作用。
利用图 １３畅３５，现在我们可以解决“壁必须靠得多近才能实现高比例自举电流”

的问题了。 为了形式化处理这个问题，我们不妨回忆一下，反应堆研究曾表明，根
据特鲁瓦永极限，为了实现所需的高比例自举电流，临界 βＮ 必须从 βＮ ＝０畅０２８ 提
高到 βＮ≈０畅０４５。 这相当于 βＮ 的比为 ０畅０４５／０畅０２８ ＝１畅６。 此外我们还曾假设，导
体壁的稳定性效应对弥散型等离子体模型与对表面电流等离子体模型是类似的，因
此我们需要知道表面电流模型下 βｍａｘ乘以相同因子 １畅６ 后所对应的临界壁位置。
换一种说法，对于给定的环径比，临界 β／ε 必须从 β／ε ＝０畅２１ 增加到 β／ε ＝０畅３４。
从图 １３畅３５ 可推断，这相当于临界壁位置为 b／a≈１畅４。 这个值与采用弥散型参数
分布下数值稳定性研究的结果相比，略为乐观。 在截面拉长的等离子体中，它与
n ＝０稳定性所需的壁位置差不多。

总之，采用反剪切参数分布的 ＡＴ 运行可以实现高比例自举电流。 然而，这个
区域所需的高 β使得等离子体超出无壁极限。 通常需要 b／a ＜１畅４ 的导体壁。 由
于实际的壁具有有限电导率，不稳定性转化为电阻壁模，因此需要通过反馈或者旋
转来稳定。 目前，同时实现高比例自举电流和高稳定 β是托卡马克研究的一个主要
领域。
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图 13畅35　βｍａｘ／ε 随 a／b的变化曲线（图中显示了壁不断靠近等离子体时β极限是如何增加的）
13畅7畅6　球形托卡马克（ST）

球形托卡马克（Ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｔｏｋａｍａｋ，ＳＴ）是要讨论的最后一种托卡马克位形。 这
种位形的新的特征是小的环径比，一般有 R０ ／a 约 １畅２ ～１畅４。 人们已经建造了许多
球形托卡马克实验装置，其中最大的两个分别是位于英国卡拉姆实验室的兆安培球
形托卡马克（Ｍｅｇａ唱Ａｍｐｅｒｅ Ｓｐｈｅｒｉｃａｌ Ｔｏｋａｍａｋ，ＭＡＳＴ）和位于普林斯顿等离子体物理
实验室的国家球形环实验装置（Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｓｐｈｅｒｉｃａｌ Ｔｏｒｕｓ Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ，ＮＳＴＸ）。 ＮＳＴＸ
的示意图如图 １３畅３６ 所示。

图 13畅36　位于普林斯顿等离子体物理实验室的 ＮＳＴＸ实验装置示意图（承蒙 Ｍ．Ｐｅｎｇ提供）
研究 ＳＴ 位形的主要目的之一是探索充分利用磁流体力学 β极限的定标关系

β～ε。 显然，随着环径比变小，βｃｒｉｔ将增加，实验上也确实看到了这种行为。 我们希
望较高的稳定 β能够增加聚变反应堆的吸引力，因为它允许采用较弱的环向磁场，
或是采用较小的更加紧凑的几何结构。 无论哪种选择都会降低成本。
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更详细的分析表明，将 ＳＴ 作为反应堆是有利有弊的。 实际上，如下一小节所
述，如果我们参照标准托卡马克来权衡 ＳＴ 的利弊，很难肯定地说 ＳＴ 就一定会发展
成为更有吸引力的反应堆，即使磁流体力学物理分析所预言的高 β能够实现。 但
是，ＳＴ 还有一种替代应用，也许更适合，那就是体中子源。

这些论断基于如下理由。 β和紧凑所带来的好处必然会被其他一些问题所抵
消，这些问题在 ＳＴ 上要比标准托卡马克情形下严重得多。 首先，我们知道，聚变反
应堆需要高的等离子体压强，它与 β有关但并不等同。 特别是，在小环径比 （即
R０ ／a→１）下，由于环内侧空间体积减小，使得产生环向 Bｍａｘ的环向磁场磁体在中心
柱内的回臂粗细大大减小，而磁场的大小正比于 １ ／R，由此导致 β据以定义的等离
子体中心的 β矱大大减小。 最终结果是，ＳＴ 中的最大的可实现压强较之标准托卡马
克要小。 这一点在以后会更详细地讨论。

第二，为了实现极为紧凑的环径比，包层和几乎所有的屏蔽层都必须从等离子
体内侧移除。 其结果是环向场磁体在中心柱内的回臂必须是铜质的，因为超导磁体
没有合适的防护，已不再适用。 中心铜质回臂会耗散相当多的欧姆功率，这些功率
必须计入整体功率平衡中。 详细的反应堆研究表明，要实现可观的功率平衡，Bｍａｘ
必须限制在小于 ７畅５ Ｔ。 这个值要比采用超导磁体的标准托卡马克的磁场值小很
多。 ＳＴ 的这个限制还导致较低的最大可实现压强。

第三，为了在小环径比装置中实现与标准托卡马克类似的安全因子，需要很大
的环向电流。 所以，在 ＳＴ 中要解决电流驱动问题更为困难，实际上，要求自举电流
比例远高于 ９０％。 在 ＳＴ 中，尽管小环径比能够产生高β，但同时也会引起磁流体力
学无壁 β极限的破坏。 因此，ＳＴ 还必须解决相应的电阻壁模的稳定问题。

上面讨论的结论是：从反应堆的吸引力方面看，ＳＴ 反应堆并不像原先预计的那
样明显比标准托卡马克更优越。 但是，ＳＴ 非常适用于另一种聚变应用———体中子
源。 １４ ＭｅＶ 的中子源将在聚变反应堆用材料的测试和研发方面起到重要的作用。
从反应堆应用上说，材料的耐用性及其环境影响（尤其是在放射性方面）显然是其
具有多大吸引力的重要因素。 目前还没有这样一种能够产生 １４ ＭｅＶ 的中子源。
这种中子源的一个重要特点是它的主要目的是能够在相当小的空间范围内产生用

于测试小样本聚变材料的高强度中子流。 它不需要取得可观的功率平衡，而一旦功
率平衡的限制解除了，那么 ＳＴ 将因其袖珍的体积和采用铜材料做磁体，也许很适合
成为一种相对便宜的 １４ ＭｅＶ 中子源。

有了上面的介绍，本小节的余下部分将着重讨论 ＳＴ 的磁流体力学行为。 我们
尤其感兴趣的是确定 ＳＴ 中的 β极限，看看有利的环径比定标关系在 ε→１ 时是否
能够保持。 另外，我们还将比较 ＳＴ 的和标准托卡马克的 β唱压强关系，包括考虑环
向场磁体内回臂对磁场极限的影响。 尽管这些分析原则上能够通过表面电流模型
进行，但是在感兴趣的参数范围内还没有得到类似的结果。 因此，这里的讨论是基
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于与特鲁瓦永的早期研究思路相似的数值研究，只是推广到将环径比很小的球形环
包括在进来。

1．球形环中的磁流体力学 β极限
特鲁瓦永及其同事的早期研究涉及对参数分布和等离子体形状的数值优化，进

而确定针对所有磁流体力学模式（通常 n ＝１ 外界气球 扭曲模不稳定性设定了最

严格的限制）的最大的稳定 β。 这些研究涵盖了范围广泛的位形，但却不包含小环
径比 ＳＴ，因为那时 ＳＴ的概念还没有提出来。

但是，ＭＡＳＴ 和 ＮＳＴＸ 的建造激励了进一步的数值研究，即将特鲁瓦永及其同事
的结果推广到小环径比区域。 普林斯顿等离子体物理实验室的梅纳德（Ｍｅｎａｒｄ）及
其同事对此进行了一系列研究。 他们在对一些关键的等离子体参数改进定义之后，
通过研究表明，即使对于很小的环径比，βｃｒｉｔ对环径比的依赖关系（βｃｒｉｔ ～ε）依然成
立。 他们还考虑了 q倡对扭曲模的关系。 将这些结果综合起来，我们就可以确定作
为环径比和拉长比函数的优化的 q倡和相应的 βｃｒ ｉｔ。 分析的细节如下。

第一步是引入关键等离子体参数的改进定义，这里主要是指β和 q倡 。 现有的β
定义更改为：

　　 β≡２μ０ 枙 p枛
B２

０
→２μ０ 枙 p枛

棟B２ 棡 （１３畅１７０）
这个定义最早由特鲁瓦永及其同事提出。 这里枙 枛表示体平均值。 我们看到，在新
的定义中，轴上的真空磁能 B２

０ 被替换为总体磁能的体平均值枙B２ 枛 ＝枙B２
矱 ＋B２

p 枛 。
在大环径比极限 ε→０ 下，这两种定义是一致的。 接下来，引入扭曲模安全因子的
新定义，它与拉长比的关系与此前稍有不同：

　　 q倡 ≡ ２πB０ a２

μ０R０ I κ→ ２πB０ a２

μ０R０ I
１ ＋κ２

２ （１３畅１７１）

这两个定义对于 κ＝１ 是一致的，对于 κ＝２ 只相差因子 ５ ／４。
利用这些定义，普林斯顿研究小组进行了深入的数值研究，就截面、参数分布、

安全因子、环径比，包括与 ＳＴ 位形相关的小环径比等广泛的参数范围确定了最大稳
定 β。 他们的数值研究结果数据可以（按新定义）总结为一个简单的解析拟合表
达式：

　　 β≤βｃｒｉｔ ≡ 枙βＮ 枛 １
aB０

＝５枙βＮ 枛 １ ＋κ２

２
ε
q倡

（１３畅１７２）

其中枙βＮ 枛是新的归一化系数。 显然，它与环径比和拉长比均无关，仅是 q倡的函数。
我们看到，βｃｒｉｔ与 ε 的线性关系即使在球形环参数区域也成立。 另外，由于
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枙βＮ 枛与κ无关，拉长的优势对于小环径比依然成立：βｃｒｉｔ ～１ ＋κ２
随拉长比增加。 在

扭曲不稳定性决定的 q倡对枙βＮ 枛的依赖关系方面，数值研究表明，对于 q倡 ＞２，枙βＮ 枛
的值近似为一个常数：枙βＮ 枛 ≈ ０畅０３。；对于较低的 q倡 ，枙βＮ 枛的值减小，直到 q倡 ≈ １
时为零。 理论上，枙βＮ 枛对 q倡的依赖关系可以归纳为如下这个简单的表达式：

　　 枙βＮ 枛 ≈ ０畅０３ （ q倡 －１）
［（３ ／４） ４ ＋（ q倡 －１） ４ ］ １ ／４ （１３畅１７３）

总体 q倡对 βｃｒｉｔ的依赖关系取决于比值枙βＮ 枛 ／q倡 。 容易证明，这个函数在 q倡 ＝
１ ＋（３／４） ４ ／５≈１畅８ 处有最大值，这时 βｃｒｉｔ达到最大值 βｍａｘ。 特别地，标准托卡马克或
者球形环中的 β极限为：

　　 β≤βｍａｘ ≡０畅０７２ １ ＋κ２

２ ε （１３畅１７４）
拉长比 κ＝２，倒环径比 ε ＝１／１畅２５ ＝０畅８ 的球形环具有相当高的 β最大值

βｍａｘ ＝０畅１４，这就证实了起初的 ＳＴ 研究动机———增加稳定 β值。
2．托卡马克中 β和压强的关系
上述分析表明，用枙B２ 枛来定义 β在理论上是方便的，因为倒环径比的定标关系

很简单，即使对于很小的环径比也有：随着 ε→１，β～ε。 实验中更加方便的定义是
将枙B２ 枛替换为 B２

０ ，这个物理量测量上容易得多。 但用 B２
０ 定义导致 βｍａｘ对 ε 的依赖

关系变得复杂，也就是说，此时刻画 β极限的 βｍａｘ较用枙B２ 枛定义时高很多。 那么什
么才是 β的最佳定义呢？

这个问题的答案要到聚变反应堆的要求中去找。 这个要求的关键是聚变功率
密度近似地与等离子体压强的平方成正比：

　　 S ｆ ＝E ｆ４ n
２ 枙σv枛 ＝E ｆ１６

枙σv枛
T ２ p

２ ≈ E ｆ
１６

枙σv（T ｆ）枛
T ２
ｆ

p２ （１３畅１７５）

其中，T ｆ≈１５ ｋｅＶ。 因此，一个经济上具有吸引力的反应堆必须能够稳定地约束住
高压强等离子体。 在此基础上，β的最佳定义必须能够给出对压强的精确度量。 由
于p～βB２

且环向场线圈内侧的 B 由 B≤ Bｍａｘ限定，因此我们可以引入如下定义：
　　 βＥ ≡ ２μ０ 枙 p枛

B２
ｍａｘ

（１３畅１７６）
这里 βＥ 称为“工程贝塔值” ，它是聚变反应堆情形下的“最佳”定义。

现在的任务是将枙B２ 枛与 B２
ｍａｘ联系起来，计算出 ＳＴ 中可实现的最高稳定压强，并

与标准托卡马克中的值相比较。 这个任务分两步完成：首先，找出枙B２ 枛与 B２
０ 的关
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系；其次，将 B２
０ 与 B２

ｍａｘ联系起来。
一般说来，枙B２ 枛与 B２

０ 之间的关系需要通过详细的数值计算才能给出。 但是，
通过一些简化的假设，我们可以得到一个相当精确的理论近似。 首先考虑枙B２

矱枛对
枙B２ 枛的贡献。 假设等离子体中 B矱的值与真空值相等：B矱≈ B０ （R０ ／R）。 忽略等离
子体的抗磁性会稍微高估了枙B２

矱枛，但这一影响不大。 较重要的是典型的等离子体
截面被拉长为指向外的三角形。 由于此时内部体积相对较大，环内侧的磁场要比圆
截面时强得多，因此这种形变相对来说重要得多。 这种拉长截面的一个简单模型是
图 １３畅３７ 所示的半椭圆。 枙B２

矱枛与 B２
０ 之间的关系为：

　　 枙B２
矱枛 ＝B２

０∫（R０ ／R） ２ ｄr ∫ｄr （１３畅１７７）

图 13畅37　用于描述 ＳＴ等离子体非圆截面的半椭圆模型
通过引入如下的新坐标系：R ＝R０ －a ＋２aρｃｏｓθ和 Z ＝κa ρｓｉｎθ，其中，０ ≤ ρ≤ １，
－π／２ ≤ θ≤π／２，我们可以直接计算出这些积分，得到的是一个较为复杂的表达
式，它可写为
枙B２

矱枛
B２

０
＝G矱（ε）

＝
１
ε δ １ －（２δ／π） －（４／π） １ －δ２ ａｒｃｔａｎ－１ （１ －δ）／（１ ＋δ）

１ －（１ －８／３π）ε 　 ε ＜１／３
１
ε δ １ －（２δ／π） ＋（２／π） δ２ －１ｌｎ（δ ＋ δ２ －１）

１ －（１ －８／３π）ε ε ＞１／３
（１３畅１７８）
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其中，δ ＝２ε／（１ －ε）。 该函数如图 １３畅３８ 所示。 我们注意到，枙B２
矱枛 ／B２

０ 是关于 ε的
单调增函数。 随着 ε→０，可以看出枙B２

矱枛 ／枙B２
０ 枛 →１，这符合预期。 对于 ε ＝１／３ 的典

型托卡马克，这个比值增加到枙B２
矱枛 ／枙B２

０ 枛 ＝１畅１５，改变很小。 但对于 ε ＝１／１畅２５ ＝
０畅８ 的 ＳＴ而言，这个比值是枙B２

矱枛 ／枙B２
０ 枛 ＝１畅７６，差别就很大了。

图 13畅38　函数 G矱（ε） ≡枙B２
矱枛 ／B２

０ 随 ε的变化
现在考虑枙B２

p 枛对枙B２ 枛的贡献。 即使在小环径比条件下，这种贡献依然较小。
所以，为了简化分析，我们可以采用大环径比下的极向磁场近似。 存在一个电流密
度随大半径增加———这与真实的参数分布一致———的简单模型，它由如下形式的矢
势给出：

　　 A矱 ＝C x２

４a２ ＋ y２

κ２ a２
－１ x （１３畅１７９）

其中，R ＝R０ －a ＋x，z ＝y。 通过计算 B x，B y 然后计算环绕等离子体表面的线积分
B· ｄl，就可以容易地用等离子体电流来表示常数 C：

　　 μ０ I ＝４aC κ２ ＋４／３
κ （１３畅１８０）

现在计算磁场和枙B２
ｐ枛就很容易了。 简单的计算给出：

　　 枙B２
ｐ枛
B２

０
＝G ｐ（ε） ＝π２

３２
（κ２ ＋１） ２ε２

（κ２ ＋４／３） q２倡 （１３畅１８１）

注意到如果 κ＝２，q倡 ＝１畅８，那么对于 ε ＝１／３ 的标准托卡马克，有 G ｐ ＝０畅０５；对于
ε ＝１／１畅２５ ＝０畅８ 的 ＳＴ，有 G ｐ ＝０畅２９。 与环向场的贡献相比，这些值有限且很小。

综合这些结果可得如下枙B２ 枛与 B２
０ 之间的简单关系：

　　 枙B２ 枛 ／B２
０ ≡ G（ε） ＝G矱（ε） ＋G ｐ（ε） （１３畅１８２）

对于标准值 κ＝２ 和 q倡 ＝１畅８，如果 ε ＝１／３，则 G ＝１畅２；如果 ε ＝０畅８，则 G ＝
２畅０５。 注意到对于 ＳＴ，最大稳定 β预言值的变化可相差一倍多，具体取决于定义中
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采用的是枙B２ 枛还是 B２
０ ，选取后者对应较高的值。 显然，对于 ＳＴ，β的精确定义是一

个重要问题。
当考虑聚变反应堆时，合适的定义是 βＥ 。 计算 βＥ 需要完成推导的第二步，即

明确 B０ 和 Bｍａｘ之间的关系。 通过重新审视图 １３畅３９ 所示的托卡马克反应堆内侧的
几何形态，这一步很容易实现。 因为环向磁场 β矱 ～１／R，故立刻可知所需的关系为：

　　 B０ ＝（１ －εb －ε）Bｍａｘ （１３畅１８３）
其中 εb ＝b ｉ ／R０ ，b ｉ是包层与屏蔽层的内侧厚度。

图 13畅39　托卡马克反应堆的几何形态，图中标出了 Bｍａｘ的位置
（我们注意到，在环向场线圈内侧 B矱为零）

综合本小节的结果可得所需的最优化 q倡 ＝１畅８ 情形下 βＥ 的表达式：
　　 （βＥ ） ｍａｘ ＝０畅０３６（１ ＋κ２ ）ε（１ －εb －ε） ２G（ε） （１３畅１８４）

较实际的参数———最大稳定压强———由下式给出：
　　 枙 p枛 ＝０畅１４（１ ＋κ２ ）ε（１ －εb －ε） ２G（ε）B２

ｍａｘ　　　（ ａｔｍ） （１３畅１８５）
现在，我们终于可以比较 ＳＴ和标准托卡马克中的（没有导体壁情形下的）最大

可实现压强了。 标准托卡马克的参数为κ＝２，ε ＝２／５ ＝０畅４，超导环向磁体的最大
允许磁场 Bｍａｘ ＝１３ Ｔ。 内侧包层厚度 b ｉ ＝１畅２ ｍ，相当于 εb ＝１畅２／５ ＝０畅２４。 由这
些值可得：

　　 枙 p枛 ｍａｘ ＝７畅７　（ ａｔｍ） （１３畅１８６）
这大概就是反应堆所需的值，但是相应的参数分布不能产生足够的自举电流。

现在考虑假想的 ＳＴ 聚变反应堆，典型参数值为 ε ＝０畅８，κ＝２ 和 q倡 ＝１畅８。 另
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外，内侧包层的厚度可以忽略：εb ＝０。 关键是设定最大环向磁场 Bｍａｘ≈７畅５ Ｔ。 因
为只有这样才能确保欧姆耗散足够低以实现可观的功率平衡。 目前的实验都还是
在远低于这一限定条件下运行的。 由这些参数可得：

　　 枙 p枛 ｍａｘ ＝２畅６　（ ａｔｍ） （１３畅１８７）
尽管 ＳＴ 可实现较高的β值，但其最大压强较标准托卡马克显著要低，这是小环径比
下强的 １ ／R 效应以及对 Bｍａｘ的较低限制的综合结果。

圣迭戈加州大学的 ＡＲＩＥＳ 小组提出了一种更为综合和自洽的 ＳＴ 反应堆设计。
设计中他们通过增加拉长比到 κ＝３畅４ 并使枙βＮ 枛的值差不多翻番来改善等离子体
性能。 在这些参数下，n ＝０ 的垂直不稳定性变得更难以稳定，且 n ＝１ 气球型电阻
壁模被激发，需要反馈来稳定。 另外，等离子体电流约为 ３０ ＭＡ （也就是 q倡 ＝
２畅８），为了尽可能减少对电流驱动方面的要求，所需的自举电流份额达 fＢ ＝０畅９６，
尤其是在等离子体中心附近。 有趣的是，ＡＲＩＥＳ 小组的研究表明，存在优化的倒环
径比ε≈ （１畅７） －１ ＝０畅５９。 这个最优值是下述两种因素之间权衡的结果：一方面稳
定性要求通过增大 ε来增大枙 p枛，另一方面，由于 １ ／R 效应，B０ 的 １ －ε 函数关系要
求减小 ε。 结论是 “ＳＴ 反应堆”的最优环径比实际上是在标准托卡马克和现有 ＳＴ
实验值之间。

最后，值得一提的是，根据 ＡＲＩＥＳ 小组的研究，ＳＴ 反应堆的发电成本（Ｃｏｓｔ ｏｆ
Ｅｌｅｃｔｒｉｃｉｔｙ，ＣｏＥ）预期与常规托卡马克的相同。 但是 ＳＴ 需要在改进等离子体物理性
能方面做出更大胆的假设，同时还需处理好中心柱方面复杂的工程技术问题。 综上
所述我们可以得出结论：从聚变反应堆建设角度看，与标准托卡马克相比，高β带来
的 ＳＴ 的优势并不明显地更具吸引力。

3．ST 作为中子源
一种更能够发挥 ＳＴ 位形优势的应用是体中子源。 这种设备的目标是产生测试

先进聚变材料所需的高强度 １４畅１ ＭｅＶ 的中子流。 源的体积不需要造得跟反应堆
一样大，因为待测材料试样可以做得很小。 因此核心问题不是追求可观的功率平
衡，而是产生强中子流。

ＳＴ的优势可作如下解释。 与作为反应堆情形一样，采用 ＳＴ 作中子源省去了环
内侧的包层和屏蔽。 另外，环径比可以取得使中子产额达到最大化，也就是说，ε 值
可取得适中。 将这些特点综合起来即可得出相对紧凑的设计，相应的成本也较低。
但获得这些好处付出的代价是环向磁场在环内侧的 Bｍａｘ极限较低。 由于现在的问
题主要不是实现总体功率平衡，因此也许更重要的是将欧姆加热功率维持在足够低
的水平上（即小于 ２５０ ＭＷ），这样才能使运行费用维持在合理的范围内。

综上所述，就低到中等通量范围的中子源而言，与标准托卡马克相比，ＳＴ 可能
是一种成本更低的中子源。 而要获得较高的中子通量，则标准托卡马克更加经济，
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尽管产生的中子也许比需要的还多。 下面的分析可以证明这些观点。 这里有两个
重要假设： ＳＴ 和标准托卡马克都运行在中等拉长比情形下（κ≈２）；它们的 β值都
低于无壁 βｍａｘ极限。 这些假设之所以成立是因为对中子源的需求要远早于实际反
应堆的建设，所以为了谨慎起见，中子源的研发设计无需在物理上追求高于现有装
置性能水平的改善。

分析包括对 ＳＴ 和标准托卡马克的中子通量进行计算和比较两方面。 在这两种
情形下，小半径 a 均选取为对于给定的大半径 R０ 使得中子通量 PＷ 最大化，这样最
优 PＷ 可以作为 R０ 的函数用图形表示出来。 接下来，我们很容易计算出包层、屏蔽
和线圈所占的体积 V，并做出其对 PＷ 的函数图。 V 这个量的作用是衡量建造成本。
观察这条曲线即可定性地看出在哪些区域 ＳＴ 作为中子源要比标准托卡马克更加
经济。

首先考虑中子通量的计算。 中子源的几何尺寸如图 １３畅４０ 所示。 根据第 ５ 章
中的讨论，穿过第一壁的中子功率的平均通量可以表示为：

　　 PＷ ＝E ｎn
２ 枙σv枛
４

Vｐ
Aｐ

≈ E ｎ
１６

枙σv（T ｆ）枛
T２
ｆ

Vｐ
Aｐ
p２　（Ｗ／ｍ２ ） （１３畅１８８）

这里，T ｆ ＝１５ ｋｅＶ；E ｎ ＝１４．１ ＭｅＶ；Vｐ， Aｐ分别是等离子体的体积和表面积。 式
（１３畅１８８）表明，穿过第一壁的中子功率通量等于每秒每立方米产生的中子能量乘
以等离子体体积再除以等离子体的表面积。 对于 ＳＴ 和标准托卡马克，等离子体的
体积和表面积分别为

　　 V ｐ ＝πκa２R０ ［π－（π－８／３）ε］
　　Aｐ ≈ ２πκa R０ ［π＋２ －（π－２）ε］ （１３畅１８９）

图 13畅40　聚变中子源几何
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就我们感兴趣的参数区域来说，第二个公式是个相当好的近似。 现在将压强设
定为式（１３畅１８５）给出的无壁情形下的最大值。 经过简单计算可得下述对两种位形
均适用的中子功率通量的表达式：

　　 PＷ ＝４畅２９ ×１０ －４R０B２
ｍａｘ（１ ＋κ２ ） ２H（ε）　（ＭＷ／ｍ２ ） （１３畅１９０）

其中，
　　 H（ε） ＝１ －０畅１５ε

１ －０畅２２ε G
２ （ε）ε３ （１ －εb －ε） ４ （１３畅１９１）

函数 H（ε）有一个最大值，此时中子功率通量最大。 最优值 ε 对 εb 的函数曲线如图
１３畅４１ 所示。 我们注意到，对于 ＳＴ（εb ＝０），最佳环径比约为 R０ ／a≈２；对于标准托
卡马克，最佳环径比较大：R０ ／a ＞２。 更实际的计算得到的环径比的值要小一些，但
是对于当前目的来说，采用前面给出的简单估计就足够了。

将最优的 ε代入式（１３畅１９０），我们得到中子功率通量与大半径 R 之间的关系
式。 对于 ＳＴ 和标准托卡马克，这个关系式图示在图 １３畅４２ 中，其中假设两种位形都
有κ＝２，且 ＳＴ 的 Bｍａｘ ＝７畅５ Ｔ，标准托卡马克的 Bｍａｘ ＝１３ Ｔ。 对于标准托卡马克，
b ｉ ＝１畅２ ｍ。我们发现，如果大半径小于 ４畅７ ｍ，ＳＴ 产生的中子功率通量较大。 高于
这个值，则标准托卡马克产生的中子通量较大。 在交点处有 PＷ≈２畅３ ＭＷ／ｍ２ 。

我们感兴趣的最后一点是计算两种位形的包层、屏蔽和线圈所占的体积 V，从
而探讨一下相对建造费用的问题。 利用直观的几何模型可得 V 的表达式：

　　V ＝π２ ｛w h珚R －２κa２ ［R０ －（１ －８／３π）a］ ｝
w ＝a ＋c ＋（ b ｉ ＋b ｏ） ／２
h ＝κa ＋b ｏ ＋c
珚R ＝R０ －a －b ｉ －c ＋（８／３π）w

（１３畅１９２）

图 13畅41　作为 εb ＝bｉ／R０ 的函数的最优环径比 ε
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图 13畅42　作为大半径 R的函数的最大中子功率通量
其中，b ｉ 和 b ｏ 分别是环内侧和外侧的包层及屏蔽层厚度。 体积随中子功率通量的
变化曲线如图 １３畅４３ 所示。 跟预想的一样，ＳＴ 在中子功率通量适中时的体积比标
准托卡马克小，意味着费用低。

上述简化分析提供了 ＳＴ 在性能方面与标准托卡马克相比的定性特点。 结论
是：作为中低中子功率通量水平的中子源，ＳＴ 较之标准托卡马克具有潜在的优势。

图 13畅43　聚变中子源的包层、屏蔽和线圈所占的体积与中子功率通量的函数关系
13畅7畅7　托卡马克小结

托卡马克是目前有可能成为第一代聚变反应堆的首选方案，这主要得益于它高
品质的物理性能。 具有截面拉长的非圆截面托卡马克能够在不需要理想导体壁的
情形下稳定地约束反应堆级别的等离子体压强。 其最大的物理缺陷是相应的压强
分布不能产生足够大的自举电流，从而使对外部电流驱动的需求降到足够低的水
平，以满足反应堆的经济性。
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以中空电流分布和中空安全因子分布为特征的，能产生比例高得多的自举电流
的先进托卡马克运行模式解决了这一困难。 但是，这种性能的实现破坏了特鲁瓦永
极限，通常导致 n ＝１ 气球型电阻壁模的激发，因此需要采用反馈系统来抑制 n ＝１
模。 尽管如此， ＡＴ 托卡马克似乎仍是目前通向聚变反应堆的最有前途的途径。

最后，一种被称为球形托卡马克（ ＳＴ）的更现代的位形作为聚变反应堆的一种
可能选择方案被引入。 ＳＴ 本质上是环径比很小的托卡马克，其设计目的是为了借
助ε→１ 来充分利用 β～ε 的磁流体力学稳定性定标关系。 更详细的分析表明，尽
管 ＳＴ 可实现较高的 β值，但是相应的等离子体压强通常要比标准托卡马克低。 因
此从反应堆角度看，ＳＴ相比于标准托卡马克并不具有显著的优势，但它作为中低中
子功率通量水平的体中子源可能更具吸引力。

13畅8　仿星器
13畅8畅1　仿星器概述

仿星器是本章要讨论的最后一种主要磁约束聚变概念。 它内在地就是一种三
维结构，我们可以将这种结构看成弯曲成环的螺旋对称系统。 产生仿星器磁场位形
可以采用各种不同的线圈构造和布置方法，但最终所需的磁场只有 ３ 种：①相对较
强的轴对称环向磁场 B矱（ r，θ）；②强度中等的螺旋形磁场，它具有 l θ －n矱的对称
性，绝大部分情形下是多个具有不同 l 或 n 的谐波分量的叠加；③一个较小的轴对
称垂直磁场 BＶ （ r，θ）。 仿星器没有欧姆驱动或外部驱动的环向电流，这是它极为重
要的一个优点。 换句话说，在仿星器中流动的净的环向电流只可能是由自举效应自
然产生的。

从物理性能的观点来看，仿星器是一种与托卡马克最为相近的磁约束聚变概
念。 二者相对较强的环向磁场均可以有效地稳定约束适度大小的等离子体压强
（对应的β～０畅０５）。 仿星器在实现这种性能指标时无需理想导体壁，因此可以预
期，电阻性壁模在仿星器上并不重要。

环形系统里螺旋场与垂直场的组合拥有非常有利的平均曲率，并且可以提供大
于 １ 的安全因子。 这些磁场对于单粒子约束也是至关重要的。 具体到仿星器，由于
这种位形的三维本质，如果仿星器的磁场设计得不好，就可能导致粒子由于纯粹的
经典机制而迅速损失，其损失速度甚至可能超过微观湍流驱动的反常输运水平。 这
种快速经典损失之所以会发生，是因为蹩脚的仿星器磁场形成了损失锥，并使粒子
运动大大偏离磁面。 经过多年的研究，仿星器研究者们已经知道怎样将这些磁场位
形驱动的粒子损失减小到最小，避免其支配输运。

在物理设计策略方面，存在两种优化仿星器位形下多自由度的基本方法。 第一
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种方法着眼于优化磁流体力学平衡和稳定性能；第二种方法重在优化单粒子约束。
此外，由于三维结构分析的难度，直到 ２０ 世纪 ９０ 年代后期，用于上述这两种优化方
法的理论和计算工具才成熟起来。 对三维仿星器物理理解的加深使人们在提高仿
星器实验性能的道路上取得了坚实的进步。 现在，仿星器实验获得的最高 β和 τＥ
已经接近———有时候甚至可以媲美———相似尺寸的托卡马克。 这确实是非常了不
起的成就。

现在我们来考虑仿星器作为聚变反应堆的优点与缺点。 与标准托卡马克相比，
仿星器有两个主要优点。 首先，由于无需欧姆感应或其他电流驱动手段，它是自然
的稳态运行装置；其次，由于环向流动的电流很小甚至完全没有，因此激发大破裂
的可能性大大减轻。 这两个优势无疑是令人向往的。

相较于托卡马克，仿星器有一个最主要的缺点。 正如前述，产生仿星器磁场所
需的线圈系统的技术复杂程度要远远高于托卡马克线圈系统，因此建造成本大大增
加，同时还会使可达到的最大磁场强度受到更严格的限制。 最后，这个缺点必须与
托卡马克所面临的如何在先进运行模式下克服电流驱动和大破裂等问题的难度进

行权衡。
本小节讨论的主要目的是认清仿星器分析在数学上的复杂性，这是由其三维的

几何本性决定的。 由于这一分析已经超出了本书的范围，因此后面我们将不再讨
论。 我们将转向描述三个当前正在研究的最大的仿星器项目。 它们是：①日本国家
聚变研究所（ＮＩＦＳ）的大型螺旋装置（ ＬＨＤ）；②德国马克斯· 普朗克等离子体物理
研究所的 Ｗ７唱Ｘ；③美国普林斯顿等离子体物理实验室（ＰＰＰＬ）的国家级紧凑型仿星
器实验（ＮＳＣＸ）装置。 这其中，只有 ＬＨＤ 已经建设完成并运行。

我们的目的是要了解这些装置并弄懂这些设计背后的动机与理念。 必要时，我
们还将简要地引用一些实验结果或通过数值计算得到的理论预期结果。
13畅8畅2　大型螺旋装置（LHD）

ＬＨＤ 是由日本建造并运行的十亿美元级仿星器实验装置。 ＬＨＤ 装置的磁体结
构属于一种特殊的仿星器形式，称作螺旋器（ ｈｅｌｉｏｔｒｏｎ）。 具体来说，它的磁体系统
由两组连续的、互相环绕的螺旋唱环形线圈加上一组轴对称的垂直场线圈组成，如图
１３畅４４ 所示。 螺旋唱环形线圈提供环向磁场和螺旋磁场。 该线圈还产生很大的垂直
磁场，不过其大部分被外部垂直场线圈产生的磁场所抵消，只保留一个较小并可调
节的净垂直磁场以优化物理性能。

ＬＨＤ 的螺旋环形线圈是由超导材料制成的，并且由于拓扑结构的限制只能在
现场绕制。 不言而喻，ＬＨＤ 螺旋环形线圈的设计与建造代表了当今工程技术上的
非凡成就。 尽管连续的线圈在 ＬＨＤ 上运行良好，但是大多数人认为，一旦将这种仿
星器设计外推至反应堆级别，则这种形式的线圈并不代表着最佳的设计途径。 现场
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绕制线圈的制约加上相应的维护难度以及替换线圈的高昂成本等，意味着我们有必
要考虑另一种备选方案。 这种备选方案涉及模块化的线圈设计，将在后面 Ｗ７唱Ｘ 和
ＮＳＣＸ 小节里简要介绍。

图 13畅44　日本的 ＬＨＤ仿星器装置示意图（承蒙 Ａ．Ｋｏｍｏｒｉ提供）
现在我们考虑建造 ＬＨＤ 背后的物理动机。 ＬＨＤ 设计之初，当今可以利用的许

多先进的三维计算工具还不存在，一些与单粒子约束相关的细节当时也尚未完全认
识清楚。 因此，ＬＨＤ 设计团队利用当时能够获取到的最佳信息，将结构优化设计的
目标确定为磁流体力学平衡和稳定性能的最大化而不是单粒子约束性能优先。 另
一个更深层次的复杂因素是，当时能够对危险的外扭曲模进行稳定性测试的三维宏
观磁流体力学计算代码尚未成熟到可以作为日常的设计工具来使用的程度，计算的
精度以及运算时间是主要问题。 为此设计团队将针对一类较容易用数值方法进行
测试的局域内部磁流体力学模（也就是基本的交换模）来最大化 β作为目标进行几
何优化。 这些考虑构成了决定线圈设计、诊断设备位置以及 ＬＨＤ 标准运行模式的
基础。

现在，ＬＨＤ 已经运行，读者可能会问“ＬＨＤ 运行得怎么样？”应当说，该装置早期
的运行结果达到了可以接受的性能，但并没有如最初预期的那样好。 在设计与建造
阶段，人们对仿星器物理理解进一步加深，发现针对局域模的磁流体力学稳定性问
题可能并非最严峻的。 这些模式要么没有被激发，要么即使被激发也早在一个较低
并且无害的水平上就已经饱和，反之，单粒子约束性能差很可能成为更为严重的问
题。 幸好，对装置的运行进行一些相对较小的调整后性能得到了显著提升。 具体的
调整包括：重新编制线圈电流的运行程序，以便将等离子体相对于最初的运行模式
进一步向里偏移。 这个偏移极大地提高了单粒子约束的质量。

表 １３畅２ 概括了到 ２００４ 年为止 ＬＨＤ 最佳的表现。 表中所列的参数是在一些不
同类型的优化放电中得到的，其中一种放电模式是最大化 T ｅ，一种是最大化 T ｉ，第
三种是最大化 τＥ 。 列出的还有 p ｉτＥ ，β和 n ｅ 等参数所达到的最大值。 这些值与相
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似尺寸的托卡马克装置上能达到的值可比或者稍微偏小。 仿星器自然的稳态性质
也得到了体现。 仿星器无需电流驱动的特点再加上超导线圈的应用，允许 ＬＨＤ 的
放电持续数百秒钟。
表 13畅2　电子温度、离子温度和能量约束时间取最大值条件下的 LHD优化放电的实验参数

（表中一并列出了已取得的 pτＥ，β和 nｅ 的最大值）
T ｅ／ｋｅＶ T ｉ／ｋｅＶ τＥ ／ｓ P ａｕｘ／ＭＷ ｎ ｅ／ｍ －３

T ｅ最大值 １０畅０ ２畅０ ０畅０６ １畅２ ５畅０ ×１０ １８

T ｉ最大值 ４畅２ ７畅０ ０畅０６ ３畅１ ２畅９ ×１０ １８

τＥ最大值 １畅３ １畅３ ０畅３６ １畅５ ４畅８ ×１０ １９

p ｉτＥ最大值 ０畅０３５ ａｔｍ ｓ
β最大值 ０畅０３２B矱＝０畅５ Ｔ
n ｅ最大值 １畅６ ×１０ ２０ ｍ －３

　　ＬＨＤ 未来的研究活动将包括各种各样的装置升级，尤其是辅助加热源方面的
改造，以便能够在更高的密度和温度下实现更长时间的放电。 在相当好的单粒子约
束的基础上，物理目标将放在现有微观湍流驱动的反常输运的条件下实现能量约束
时间的最大化，并且测定可达到的磁流体力学宏观稳定的最大 β。
13畅8畅3　仿星器里的粒子导心轨道

另外两个仿星器，Ｗ７唱Ｘ 和 ＮＣＳＸ，尚未完全建造完成（截至 ２００４ 年）。 Ｗ７唱Ｘ 正
在建造当中，而 ＮＣＳＸ 则即将完成工程设计，建造工作应该于近期开始。 这些装置
最主要的物理目标都集中在通过提高单粒子约束来使性能最优化，第二目标则是磁
流体力学平衡和稳定性。 然而，两个装置为达到这些目标而采用的战略却大为
不同。

为领会各个装置背后的动机，我们必须理解三维空间中导心轨道的行为。 这需
要做一些稍显复杂和抽象但对于理解仿星器仍属非常基本的分析。 本小节总结了
三维导心行为的基本特征，对详细分析感兴趣的读者可以阅读本书附录 Ｃ。

分析的基本目的是要证明，在任意给定的磁面上，沿某一轨道运动的粒子的导
心行为只与磁场的大小（B ＝｜B｜）有关，而与其矢量性质无关。 这绝不是一个显然
的结论，但一旦确立，它就能为创造各种优化仿星器中单粒子约束的方法提供基
础。 Ｗ７唱Ｘ 和 ＮＣＳＸ 所展示的两种方法将在下一小节里进行讨论。

理解三维空间中的导心行为包括两个步骤。 第一，必须引入一个合适的坐标
系，以便自动将磁流体力学平衡方程所需的若干约束条件考虑进来；第二，用这些
坐标来表示导心轨道的一般表达式，从而得出我们想要的结论，即任意磁面上的轨
道只与 B 有关。 这些步骤概括如下。

1．仿星器坐标系
在第 ８ 章里，我们导出了粒子导心在一般三维空间中的运动方程，回顾这一推
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导过程有助于我们理解目前要讲述的基本问题。 对于稳态平衡，导心轨道可以写作
痹r ＝痹r ｇ（ t） ＋v‖（ t）b，其中 痹r ｇ （ t）表示垂直漂移（即磁场梯度漂移和曲率漂移），而 v‖
（ t）表示平行运动。 为方便起见，这里重写确定 rg （ t）和沿磁场线的位置 l（ t） （对于
带正电荷的粒子）的方程（对于带正电荷的粒子） １） ：

１） 实际上 ，在第 ８ 章中 l（ t）方程有一个一阶修正并未计算 ，但对于完整地处理三维的导心运动 ，这一
修正是必需的 。 而就目前分析的需要来说 ，这个修正不是必要的 。

　　
ｄrg
ｄt ＝ v

２
⊥

２ωｃ
B ×Δ B
B２ ＋v

２
‖
ωｃ

R ｃ ×B
R２
ｃB

ｄl
ｄt ＝v‖

（１３畅１９３）

乍看起来，由于矢量 B 和 R ｃ 的出现，似乎意味着导心轨道依赖于磁场的矢量
性质。 但并不必然如此，可以说明这一点的一个简单例子是带电粒子在磁场 B ＝
B y e y ＋B z e z 中的运动，这里 B y 和 B z 是常量。 描述轨道的方程是：

　　m 痹v x ＝e（ v yB z －v zB y）
m 痹v y ＝－e vxB z
m 痹v z ＝e vxB y

（１３畅１９４）

表面上看，这个问题的解似乎依赖于磁场的矢量性质，因为 B y 和 B z 分别存在于运
动方程中。 然而，只要引入一组 “聪明的”变量 vｎ ＝vx， v ｔ ＝（ vyB z －v zB y ） ／B 以及
v‖ ＝（ vyB y ＋v zB z） ／B，这里 B ＝（B２

y ＋B２
z ） １ ／２ ，方程组就可以化简为：

　　m痹v ｎ ＝eBv ｔ
m痹v ｔ ＝－eBvｎ
m痹v‖ ＝０

（１３畅１９５）

我们看到，在新的坐标下，轨道仅仅依赖于单个的量 B，而不是分开的矢量分量 B y，
B z。 对一般三维磁场的相应分析尽管看起来复杂但其分析思路是相同的。

我们从恰当地引入一组“聪明的”变量来开始三维分析。 作为解题的第一步，
不妨想象已经得到磁流体力学方程的一个数值解，B ＝B（ r，θ，矱）和 p ＝p（ r，θ，矱） 。
原则上，导心轨道可以通过如下方式将 rｇ 和 ｌ与 ｒ，θ，矱联系起来来求得。 令 痹r 的两
个等价的表达式相等：痹r ＝痹r ｇ ＋痹lb ＝痹re r ＋r痹θeθ ＋（R０ ＋rｃｏｓθ） 痹矱e矱，然后将表达式代入
式（１３畅１９３）求解 r（ t），θ（ t）和 矱（ t）。 虽然直觉上使用 r，θ，矱明显是一种定义导心
位置的方法，但这些坐标不具备显示轨道仅仅依赖于 B 的属性。
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我们要求的坐标更为抽象，定义如下。 通常需要 ３ 个坐标来确定导心的位置，
但这里不是用 r，θ，矱坐标，而是引入等效的以 ψ，χ，ζ标记的“磁面”坐标。 这里，在
２π范围内，ψ表示 p 为常量的等磁通面内包含的极向磁通，它基本上是一个类似于
径向坐标的磁面函数坐标，表征导心所在位置的磁面。 顺便说一句，对于托卡马克
来说，使用 ψ来标记磁面比使用 p 更加方便。 但由于 B· Δp ＝０ 意味着 p ＝p（ψ） ，
B· Δψ＝０，因此，p 和 ψ是等价的并且都是正确的标记。 接下来，量 χ是一个类似
于极角 θ的角坐标，θ每增加 ２π的值 x 也增加 ２π。 通常，它受到环向角和极向角
叠加的周期性调制。 类似地，ζ则是一个类似于环向角 矱度的角坐标，矱每增加 ２π
它的值也增加 ２π。 它也同时受到环向与极向的周期性调制。 概括起来，抽象的 ψ，
χ，ζ坐标与更为熟悉的 r，θ，矱坐标之间的一般关系可以写作：

　　ψ（ r，θ，矱） ＝ψ０ （ r） ＋∑
l，n

ψln（ r） e ｉ（ l θ＋n矱）
χ（ r，θ，矱） ＝θ ＋∑

l，n
θln（ r） e ｉ（ lθ＋n矱）

ζ（ r，θ，矱） ＝－矱＋∑
l，n

矱ln（ r） e ｉ（ lθ＋n矱）
（１３畅１９６）

矱前的负号用于保证 ψ， χ，ζ坐标构成右手坐标系，很清楚，两种坐标系都可以有效
地描述导心的位置。

在这一点上，系数 ψln，θln，矱ln是可以任意选择的。 布泽（Ａ畅Ｈ畅Ｂｏｏｚｅｒ）为这些
系数给出了一种特别聪明的选择。 他证明了，总可以找到一组 ψln，θln，矱ln，使得磁
场可以表示为如下两种可相互替换的等价形式：

　　B ＝ Δζ× Δψ＋q（ψ） Δψ× Δχ
B ＝i ｔ（ψ） Δχ＋iｐ（ψ） Δζ＋珓i（ψ，χ，矱） Δψ （１３畅１９７）

这些表达式中，ψ＝Ψｐ ／２π，这里 Ψｐ 是极向磁通。 物理量 q（ψ）是安全因子。 同样，
i t（ψ） ＝（μ０ ／２π） I t（ψ），ip（ψ） ＝（μ０ ／２π） I p （ψ），这里 I t （ψ）是环向等离子体电流，
而 I p（ψ）是线圈内的和等离子体的极向总电流。 最后，珓i（ψ， χ，矱）是一个在任意 χ
或 ζ的 ２π周期内平均值为零的任意函数。 磁场这两种等价形式的存在性的证明
完全不是那么显而易见的，需要一些高级的分析。 感兴趣的读者可参阅附录 Ｃ 了
解详情。 式（１３畅１９７）给出的两种坐标表达式对于理解仿星器是非常重要的，被称
作“布泽坐标”。

现在假设存在一组布泽坐标。 于是人们会问，这种双重表示有何价值？ 用一种
形式点乘另一种形式我们就能找到答案。 简单计算得到：
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　　 Δψ· （ Δχ× Δζ） ＝ B２

i ｔ ＋q iｐ ＝f（ψ）B２ （１３畅１９８）

量 Δψ· （ Δχ× Δζ）表示从 ψ，χ，ζ坐标转换到 r，θ，矱坐标的雅可比行列式 J。 所
以，布泽坐标的优点在于雅可比行列式仅仅依赖于 ψ和 B ＝B（ψ， χ，ζ）。 它不依赖
于任何给定磁面上磁场的矢量性质，因为没有出现任何单独的矢量分量。 这对于简
化下述的导心轨道非常关键。

2．布泽坐标系下的导心轨道
现在的目标是确定给定粒子沿着其导心轨道运动时 ψ， χ，ζ坐标随时间的演

化。 基本运动方程是：

　　ｄψｄt ＝矪ψ
矪t ＋ｄrｄt· Δψ

ｄχ
ｄt ＝矪 χ

矪t ＋ｄrｄt·

Δχ
ｄζ
ｄt ＝矪 ζ

矪t ＋ｄrｄt·

Δζ
（１３畅１９９）

稳态下，矪／矪t＝０。 而且，要让粒子沿着导心轨道移动，方向导数必须具有 痹r ＝痹rｇ ＋v‖ b
这样的形式。 所以，导心轨道方程可以简化为：

　　ｄψｄt ＝（痹rｇ ＋v‖ b）· Δψ
ｄχ
ｄt ＝（痹rｇ ＋v‖ b）· Δχ
ｄζ
ｄt ＝（痹rｇ ＋v‖ b）· Δζ

（１３畅２００）

需要注意的一点是，这三个方程中，确定 ｄψ／ｄt 的方程是最重要的。 这个方程描述粒
子的导心运动是如何导致横越磁面的漂移的。 这种运动如果是单向的，就会导致粒子
直接从等离子体中漂移到壁（就像损失锥的情形那样）。 即使在其他情形下，它也会
通过增强扩散导致粒子的快速损失（也就是新经典输运），这将在下一章中讨论。 导
心χ，ζ位置的改变则不是那么重要，因为这些改变只代表磁面内的运动，并不是粒子
径向损失的直接原因。 基于这些讨论，并且考虑到 B· Δψ＝０，接下来需要检验的关
键方程是：

　　 ｄψｄt ＝痹rｇ· Δψ （１３畅２０１）
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其中 痹rｇ 由式（１３畅１９３）给出。
附录 Ｃ 中给出的一个简单的计算说明，式（１３畅２０１）可以写作：
　　 ｄψｄt ＝ ２E －μB

eB
i ｔ

i ｔ ＋q iｐ
矪B
矪ζ－ iｐ

i ｔ ＋q iｐ
矪B
矪χ （１３畅２０２）

这里 E ＝（m／２）（ v２⊥ ＋v２‖ ）和 μ＝mv２⊥ ／２B 都是运动常量，或者说，在式（１３畅２０２）中，
它们都是关于时间微商的常数。

ｄψ／ｄt方程的关键特征是它的右边仅仅依赖于磁通 ψ和磁场的大小 B，而与磁场
的矢量性质无关。 ｄχ／ｄt和 ｄζ／ｄt方程也有相似的结论。 下一代仿星器实验的优化设
计中用的正是这一特征。

优化的仿星器基于“准对称”的想法，这是一种能够内在地提供优良的单粒子约
束性能的属性。 准对称可定性描述如下。 仿星器的磁场通常是一个复杂的三维空间
矢量函数：B ＝B（ψ，χ，ζ）。 通过精心选择组成总磁场的各螺旋谐波分量的大小和相
位，就可以形成这样一种位形，其中磁场 B 的各矢量分量能够以某种特定方式结合，
使得 B ＝｜B（ψ， χ，ζ） ｜近似于二维函数。 具有这种近似二维性质的位形被称为具有
准对称性。 三种可能的准对称位形分别是准环向对称位形 B≈ B（ψ，χ），准极向对称
位形 B≈ B（ψ，ζ）以及准螺旋对称位形 B≈ B（ψ，l χ－nζ）。 准对称性有助于提高单
粒子约束性能的原因是这种位形具有两个运动守恒量，即能量守恒和与对称性方向关
联的正则动量守恒。 可以证明，存在守恒的正则动量，就一定存在相应的约束轨道。
反之，在一个完全三维的结构里，如果不存在守恒的正则动量，则不能保证轨道一定被
约束。

实际上，优化的准对称设计要求同时满足两个条件。 首先是要求磁场位形尽可能
接近准对称，这样就能让粒子不至于漂移磁面太远，并且不存在损失锥；其次是要求当
B（ψ，χ，ζ）变换回实用的 r，θ，矱几何空间后，产生的磁场必须能够从物理上实现，并且
能够由一组技术上可行的磁体产生。 接下来的两小节我们将结合这些考虑来讨论
Ｗ７唱Ｘ 和 ＮＣＳＸ 的不同的设计思想。
13畅8畅4　Wendelstein7唱X （W7唱X） １）

１） Ｗｅｎｄｅｌｓｔｅｉｎ 系德文词，意为“螺旋器” 。 ———译者

　　Ｗ７唱Ｘ 是一个造价十亿美元级别的装置，目前正在德国马克斯· 普朗克等离子体
物理研究所建造。 它采用模块化的超导线圈，所以应该能够实现长脉冲运行。 Ｗ７唱Ｘ
的原理图如图 １３畅４５ 所示，从中可以看出各个线圈模块的技术复杂程度。
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图 13畅45　德国Ｗ７唱Ｘ装置原理图
Ｗ７唱Ｘ 的设计基于准极向对称的概念［B ＝B（ψ，ζ） ］，这一概念的可行性最先

是由较小的螺旋型先进仿星器（Ｗ唱ＡＳ）上的实验结果得到证明的。 定性地说，准极
向对称与简单直线磁镜装置［它的磁场为 B ＝B（ r，z）］有一些相似之处。 它的磁场
在极向角度上没有变化，并且没有平行于磁场流动的电流。 同样，粒子在磁场的两
个极大值之间被俘获。 终端损失的问题则通过将一系列串联在一起的磁镜弯曲成
一个环形而得以解决。 所以，粒子离开某一个磁镜单元的终端就马上流入邻近的磁
镜单元。

然而，Ｗ７唱Ｘ 的实际结构要比这种简单图像复杂得多。 它的磁场必须设计成能
够在没有任何外驱动平行电流的条件下实现环向力的平衡。 同样，截面形状的细节
也非常重要，因为业已证明，简单磁镜具有不利的平均曲率（见 １２畅３畅２ 节），会导致
磁流体力学不稳定性。 所以，Ｗ７唱Ｘ 设计的目标是要形成一个没有外驱动平行电流
但具有好的平均曲率的准极向位形。

现在，我们来更具体地讨论如何实现无平行电流这一目标。 让平行电流最小化
的目的是为了提高单粒子约束对于等离子体压强变化的鲁棒性。 通常来说，仿星器
中的平行电流有两个主要贡献来源，这可以从下面简单推出的表达式中看出：

　　 μ０
J· B
B２ ＝μ０

J‖
B ＝ １

i ｔ ＋q iｐ iｐ
ｄi ｔ
ｄψ－i ｔ ｄiｐｄψ ＋ i ｔ 矪珓i矪ζ－iｐ 矪珓i矪χ （１３畅２０３）

第一项包含自举效应（在第 １４ 章介绍）产生的净的环向电流，它正比于 ｄp／ｄψ。 第
二项包含类似于偶极项的贡献，可以证明，它正比于（ ｄp／ｄψ） ｃｏｓθ。 这一项是因等
离子体为满足环向力平衡而出现位移产生的，通常称为普费尔施唱施吕特（ Ｐｆｉｒｓｃｈ唱
Ｓｃｈｌｕｔｅｒ）电流。 我们看到，通过在设计过程中将 J‖最小化，总磁场（外加磁场与感
生磁场之和）对压强分布改变的灵敏度变得最小。 换句话说，如果一个装置在较低
β拥有不错的单粒子约束性能，那么当 β提高时这种性能会继续保持。

接下来，考虑布泽坐标系下准极向对称的原理，并具体说明为什么这一原理有
助于使粒子漂离磁面变得最小。 在最简单的水平上，检视式（１３畅２０２）可以知道，选
择 B ＝B（ψ）或许是理想的，因为这种位形的性质就像直的一维圆柱，即都没有粒
子漂离磁面。 但不幸的是，这种性质在环形位形下物理上是无法实现的，因为环形
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位形起码是一种二维结构。 于是，Ｗ７唱Ｘ 小组将目标集中在准极向概念 B ＝B（ψ，
ζ）上。 尽管如此，精确的准极向结构在几何上也是不可能的。 因此，在确保单粒子
约束这一基本思路不变的前提下，Ｗ７唱Ｘ小组主要是要解决如何针对那些相对于磁
面可能发生最大偏移的最危险的一类粒子来尽可能实现位形上的准极向对称性。
这种准极向对称位形一旦实现，这类粒子将转变为俘获粒子，由此 Ｗ７唱Ｘ 小组即可
以通过其设计来实现使这些粒子的损失最小化。

俘获粒子的产生是因为在环形几何下 Δ

‖ B≠０。 图 １３畅４６ 描述了 B 关于 l（这
里 l是沿磁场线的距离）的典型分布。 图 １３畅４６（ ａ）表示的是轴对称托卡马克的分
布，图 １３畅４６（ ｂ）表示的是仿星器或者具有环向纹波（由于空间分离的环向磁场线
圈的数量有限所致）的托卡马克的分布。 v‖较小的粒子在 B 的极小区域被俘获。

图 13畅46　B关于 l的函数曲线
为了理解俘获粒子的行为，有必要对极小点附近的 B（ψ， χ，ζ）进行分析。 简单

的计算说明，这样的极小点在下式成立时出现：
　　 Δ

‖ B ＝b· ΔB ＝ JB
矪B
矪 χ＋q 矪B矪ζ ＝０ （１３畅２０４）

接下来考虑深度俘获的粒子，它的 v‖ ≈０。 在环形位形下，这种粒子通常不可能一
直被约束在某个磁面的狭窄区域中，因为由于 B矱的 １ ／R 依赖关系， ΔB 漂移只有纯
垂直分量，因此通常不能在等离子体的顶部和底部被抵消（因为粒子只能沿磁场线
走一小段）。

Bｍａｘ附近的 B 的几何形态的变化决定了粒子是否会漂离磁面。 这种几何变化
正比于ΔB 在磁面上的分量，但却垂直于磁场线：

　　 ｄψｄt ～ Δ

⊥ B ＝ １
｜ Δψ｜（Δψ×b）· ΔB ＝－ J

B ｜ Δψ｜ iｐ
矪B
矪 χ－i ｔ 矪B矪ζ

（１３畅２０５）
如图 １３畅４７ 所示，位于Δ⊥ B≠０ 处的深度俘获粒子并不环绕原点运动而是漂移出等
离子体。 即使粒子并未损失，但它相对磁面的偏离很可能非常大，从而导致大的扩
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散损失。 尽管任一时刻俘获粒子的快速损失比例可能较小，但它们的数量却由于速
度空间中非俘获粒子的库仑碰撞而不断得到补充。 换句话说，俘获粒子常常代表着
等离子体中最快的粒子和能量损失通道。 Ｗ７唱Ｘ 的设计目标是将极小点 （此处Δ

‖ B ＝０）附近的 Δ

⊥ B 漂移最小化。 从某种程度上说，深度俘获粒子不离开磁面而
是保持良好的约束是可能的。 换句话说，在 Ｗ７唱Ｘ 的设计中，准极向对称属性 矪B／
矪 χ＝０ 集中表现在极小 B 场区域，这些区域中 矪B／矪ζ＝０。

图 13畅47　深度俘获的粒子，Δ B漂移导致它直接漂移出等离子体
Ｗ７唱Ｘ 的设计考虑了所有粒子的轨道，而不只是深度俘获粒子轨道。 实际上，

只要深度俘获粒子能被良好地约束，其余粒子偏离磁面的漂移也都能小到可以接受
的程度。 因此，Ｗ７唱Ｘ 的几何结构通过优化在磁场极小点（同时有最小 J‖ ）处实现了
准极向对称。 更深入的研究表明，在环径比相对较大的时候（R０ ／a≈１０畅６）能够得
到优化的设计方案。 定性上说，在磁场线的某一位置 Δ

⊥ B 和

Δ

‖ B 同时为零意味着
局域来讲磁场线在这些位置是 “直”的。 所以，从单粒子约束的观点来看，Ｗ７唱Ｘ 可
以看作一系列沿环向串结起来的磁镜，每个磁镜在其磁场极小点附近是 “柱对
称”的。

Ｗ７唱Ｘ 完工并且运行以后，将检验三维几何下等离子体约束的重要理论。 基于
三维分析上的巨大进步以及 Ｗ唱ＡＳ 的实验结果，Ｗ７唱Ｘ 小组期待实验能够取得圆
满成功。
13畅8畅5　国家紧凑型仿星器 （NCSX）

ＮＣＳＸ 代表了在三维空间中实现高质量单粒子约束性能的不同途径。 它的设
计基于下述准环向对称概念。 目前实验装置刚刚完成了设计阶段，预期建造工作将
很快在美国普林斯顿等离子体物理实验室开始。 它是一个新颖的实验装置，在紧凑
的几何空间里使用模块化的铜线圈。 图 １３畅４８ 是 ＮＣＳＸ 的一张图片。 与 Ｗ７唱Ｘ 一
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样，线圈模块从技术上是非常复杂的。 整个实验的耗资估计将在一亿美元量级。

图 13畅48　美国 ＮＣＳＸ的示意图（承蒙 Ａ畅Ｒ畅ＤｅＭｅｏ提供）
从磁流体力学的观点来看，ＮＣＳＸ 可视为仿星器和托卡马克的混合体。 与 Ｗ７唱

Ｘ 不同，ＮＣＳＸ 的位形允许存在———事实上它需要———很大的净的环向等离子体电
流，用以产生类似于托卡马克所具有的良好的磁流体力学性质、输运性质以及技术
特性。 这个环向电流是由自举效应自然产生的，因而不需要外部的电流驱动。 由这
个净电流产生的典型的磁场线转动变换可以与螺旋磁场产生的转动变换相比，但总
是小于后者。 这是为了避免让整个结构对压强分布（它决定了自举电流的分布）过
度敏感。 最重要的是，这个环向电流也最终导致了一种更加紧凑的设计，R／a ～４。
人们期望，按这种紧凑设计外推得到的反应堆能够具有较小的单元体积（即较低的
总功率输出） ，这意味着较低的成本（尽管不一定是较低的每瓦成本）。 与欧洲和日
本不同，美国通常认为紧凑性是一个更为重要的问题。

ＮＣＳＸ 设计背后最核心的概念就是准环向对称。 这个概念提供了固有的优秀
单粒子约束性能。 定性地说，准环向对称位形［B ＝B（ψ，χ）］与轴对称托卡马克
［B ＝B（ r，θ）］有某些相似之处。 就像在一个轴对称的环中运动一样，粒子的垂直ΔB 漂移在横截面的顶端和底端相互抵消。 同样，等离子体中流动着真实的环向电
流，在没有导体壁、有限 β的条件下也可以拥有良好的磁流体力学稳定性。

接下来我们要更深入探究这种准轴对称性是怎样导致良好的单粒子约束的。
让我们再次将注意力集中在俘获粒子上，它们是最容易从等离子体中快速损失的。
为了比较，我们不妨先回想一下 Ｗ７唱Ｘ 的设计思想：设计的磁场 B 应使得深度俘获
粒子不会漂移出磁面；同时当 Δ

‖ B ＝０ 时有 Δ

⊥ B ＝０。 在 Δ

⊥ B≠０ 的地方，粒子将在
局部 B 极小的任意极向位置被俘获，并且直接漂移出等离子体，因为垂直的 Δ

B 漂
移通常在等离子体的顶部和底部不会抵消。

类似地，具有准环向对称性的 ＮＣＳＸ 也不允许深度俘获粒子漂移出磁面。 这可由
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导心轨道的布泽表达式直接推出。 准环向对称等价于要求在所有位置上有
矪B／矪ζ＝０，所以 B 的极小点，即深度俘获粒子的位置，由满足下列条件的角度χ确定：

　　 Δ

‖ B ＝ JB
矪B
矪 χ＝０ （１３畅２０６）

由于准环向对称性，式（１３畅２０６）也意味着偏离磁面的垂直漂移在下面这一点为零：
　　 Δ

⊥ B ＝ Jiｐ
B ｜Δψ｜

矪B
矪 χ＝０ （１３畅２０７）

深度俘获的粒子在准环向对称的结构里不可能直接损失。
有趣的是，准环向对称性还保证中等或者弱俘获粒子的垂直漂移总能够在等离

子体的顶部和底部抵消。 图 １３畅４９ 通过画出 B唱χ曲线在极向平面上的投影说明了
这一点。 关键的一点是，由于具有类似于托卡马克的对称性， B 极小点只有一个并
且出现在环的外侧（即 χ＝θ ＝０ 的位置） 。 因此，所有俘获粒子的轨道具有上下对
称性，如图 １３畅４９ 所示，导致垂直的 ΔB 漂移在等离子体顶部和底部精确地抵消。
结论是准轴对称不允许俘获粒子直接从等离子体内损失掉。

图 13畅49　
我们看到，虽然准极向对称与准环向对称对于约束俘获粒子有一些相似之处，

但它们有一个重要的不同点：准极向对称系统可以设计成极小或者完全没有平行电
流，而准环向系统总是有净的平行电流。 所以，完全不同的目标———消除或是利用
这个平行电流———导致 Ｗ７唱Ｘ 和 ＮＣＳＸ 实验装置具有极其不同的外观。

最后，我们注意到，如前所述，尽管没有直接的俘获粒子损失，但中等或者弱俘
获粒子漂离磁面带来的因扩散导致的粒子损失要比非俘获粒子更加迅速。 这实际
上是所有准环向对称位形，包括完全轴对称的托卡马克，都会遇到的问题。 这种增
强了的损失被称为“新经典”输运，将在第 １４ 章讨论。 尽管如此，从聚变反应堆总
的约束需求来看，新经典损失在一定程度上还是能够接受的。 事实上，由微观湍流
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驱动的反常输运通常起主导作用。 总的结论是，Ｗ７唱Ｘ 的准极向串接磁镜概念和
ＮＣＳＸ 的类托卡马克的准环向概念是三维仿星器位形避免粒子与能量出现不可接
受的大损失的两种方法。

当 ＮＣＳＸ 运行起来以后，它将为准环向对称原理提供重要的检验。 深入的三维
分析以及位形中大量类似托卡马克的性质，使得 ＮＣＳＸ 小组对实验的成功充满
了信心。
13畅8畅6　仿星器小结

仿星器是一种三维磁场位形。 这种概念的所有版本均具有内在稳态运行的主
要优点，不需要通过电流驱动来维持放电。 通常来说，仿星器的净环向电流不大甚
至为零，这意味着它所面临的磁流体力学不稳定性导致的大破裂问题应该比托卡马
克小。

目前主要有三种类型的仿星器实验装置：日本的 ＬＨＤ、德国的 Ｗ７唱Ｘ 和美国的
ＮＣＳＸ。 ＬＨＤ 已经建成并实现满负荷运行。 它采用连续绕制的超导线圈，到目前为
止，其性能与相似尺寸的托卡马克可比或有些许偏低。 Ｗ７唱Ｘ 目前正在建造过程
中。 它是一个采用模块化线圈的大型超导装置。 Ｗ７唱Ｘ 的主要目标是要检验准极
向串接磁镜对称性原理的可行性，这种位形具有良好的单粒子约束，并且实质上没
有净的自举驱动的平行电流或类似偶极驱动的普费尔施唱施吕特电流。 ＮＣＳＸ 刚刚
完成设计，应当很快便会开始建造。 它具有紧凑性的设计，并使用模块化的铜线
圈。 ＮＣＳＸ 是一个仿星器与托卡马克的混合体，具有很大的环向自举电流。 它的首
要目标是通过类似托卡马克的准环向对称性获得较好的粒子与能量约束。

在等离子体物理性能方面，仿星器是托卡马克的主要竞争对手。 但最终，预期
的物理优势必须与建造更大规模的实验装置或者反应堆所需的超导线圈模块而增

加的复杂度和造价进行权衡。

13畅9　简单聚变反应堆回顾
13畅9畅1　分析目标

本节将回顾第 ５ 章所介绍的简单反应堆设计。 我们记得，这个简单反应堆设计
的目的是要确定聚变反应堆的几何参数和等离子体物理参数，以保证包层与屏蔽以
及线圈系统的总体积可以最小化。 假定反应堆的资金成本近似正比于建造反应堆
所需的材料体积，其中包层与屏蔽以及线圈是主要部分。 体积最小化必须满足如下
约束条件：固定的电力输出功率 PＥ ＝１０００ ＭＷ，真空室壁允许的最大中子负荷
PＷ ＝４ ＭＷ／ｍ２ ，热能到电能的最高转换效率 ηｔ ＝０畅４，以及由核物理截面确定的包
层与屏蔽层的最小厚度 b ＝１畅２ ｍ。
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随着分析的进行，我们遇到的一个关键问题是确定反应堆应当采用多大磁场强度
Bｃ 的线圈，我们先做一个假设，无论 B ｃ 取值多少，为了使线圈的厚度 c ＝c（Bｃ ）和相
应的线圈体积最小化，磁体的设计必须允许运行在最大应力水平 σｍａｘ ＝３００ ＭＰａ≈
３０００ ａｔｍ 之上。 应当指出，c（B ｃ）是一个随 B ｃ 单调递增的函数。 所以，运行在容许
的最大磁场强度 B ｃ ＝Bｍａｘ ＝１３ Ｔ 会导致线圈厚度最大［也就是说 ｍａｘ［ c（ B ｃ ）］ ＝
c（Bｍａｘ）］，但也将等离子体 β值的要求降到最低。 选择一个较低的 B ｃ 值，可以减少
线圈的厚度但却需要更高的等离子体 β。 有人声称，基于磁流体力学稳定性的考虑，
容许的最大β将充分小，以至于线圈厚度与容许的 β的折中将迫使 Bｃ ＝Bｍａｘ，以保证
实现功率平衡的同时不与磁流体力学稳定极限冲突：β必需 ＜βＮＨＤ，但这并未被证实。
通过使用第 １３畅７ 节导出的磁流体力学稳定极限，现在我们可以针对托卡马克反应堆
来检验这一判断的正确性。 本节的主要目的就是要证明这一判断确实是正确的。
13畅9畅2　反应堆分析

分析过程从回顾反应堆设计所涉及的基本关系开始，主要区别是保留 B ｃ 为一
个可变的参数，而不是将它固定为 B ｃ ＝Bｍａｘ。 然后，计算反应堆的单位功率体积
（V Ｉ ／PＥ ）与 B ｃ 的关系。 这一点是为了证明，如预期的那样，（V Ｉ ／PＥ ）随 B ｃ（当然也是
c）的增加而增加。 最后一步是计算为达到功率平衡所需的 β值（记为 βＰＢ ）与 B ｃ 的
关系，并且将它与托卡马克的磁流体力学 β极限（记为 βＭＨＤ ）做比较。 通过这个比
较确认我们一开始所做的假设———托卡马克反应堆应当选择 B ｃ ＝Bｍａｘ。

现在考虑反应堆设计所涉及的基本关系。 我们还记得，反应堆中必须最小化的
一个关键参数是单位发电功率所需的包层与屏蔽以及线圈系统的总体积：

　　 V Ｉ
P Ｅ

＝２π２R０ ［（a ＋b ＋c） ２ －a２ ］
P Ｅ

（１３畅２０８）
利用壁负载与总电功率输出的关系，可以消去大半径 R０ ：

　　 R０ ＝ １
４π２ηｔ

E ｎ
Eα ＋E ｎ ＋E Ｌｉ

PＥ
aPＷ

＝０畅０４ PＥaPＷ ＝１０
a 　（ｍ） （１３畅２０９）

为简单起见，这里和下文中将 PＥ ，PＷ和 ηｔ 等变量的值代入了所有关系式。
通过让反应堆的磁体工作在最大许可应力水平 σｍａｘ ＝３００ ＭＰａ，可以假设线圈

厚度 c已经被最小化，从而可以利用 a，b 和 B ｃ 等项将 c消去：
　　 c ＝ ２ξ

１ －ξ（a ＋b） （１３畅２１０）
这里 ξ＝B２

ｃ ／４μ０σｍａｘ ＝６畅６３ ×１０ －４B２
ｃ 是一个无量纲参数。 在当前分析中，ξ被当做

一个可变的参数而不是将它设为与 B ｃ ＝Bｍａｘ对应的 ξ＝ξｍａｘ。
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将这些关系式代入式（１３畅２０８），我们得到一个关于 V Ｉ ／PＥ 的简化表达式：
　　 V Ｉ

P Ｅ
＝ ０畅２

（１ －ξ） ２ （４ξ） a ＋（１ ＋ξ） ２ b２
a ＋２（１ ＋ξ） ２ b 　（ｍ３ ／ＭＷ）

（１３畅２１１）
这个正比于单位功率成本的函数有一个关于 a 的极小值，当 b ＝１畅２ ｍ 时，a 可

表示为：
　　 a ＝１ ＋ξ

２ξ１ ／２ b ＝０畅６ １ ＋ξ
ξ１ ／２ 　（ｍ） （１３畅２１２）

对应的 V Ｉ／P Ｅ 值是：
　　 V Ｉ

P Ｅ
＝０畅４７ １ ＋ξ

（１ －ξ１ ／２ ） ２　（ｍ３ ／ＭＷ） （１３畅２１３）

图 １３畅５０ 绘出了成本函数 V Ｉ ／PＥ 与 ξ（ ～B２
ｃ ）的关系曲线。 与预期一致的是，

V Ｉ／PＥ随 B ｃ 增加而单调增长：较高的 B ｃ 要求较大的 c，意味着较大的线圈体积以及
更高的成本。 因此，从经济性的角度来看，反应堆应当在尽可能低的 ξ值下运行。

图 13畅50　成本函数 VＩ／PＥ 与ξαB２
ｃ 的函数关系

然而，ξ允许的最小值必须与磁流体力学稳定性对 β的限制相容。 这一点可通
过计算功率平衡所需的 β值与 ξ的函数关系来证明。 证明的第一步是计算产生与
特定电功率输出对应的热核聚变功率所需的等离子体压强：

　　 p ＝ １６
Eα ＋E ｎ ＋E Ｌｉ

PＥ
ηｔVｐ

T２

枙σv枛
１ ／２

＝１０畅４
a１ ／２ 　（ ａｔｍ） （１３畅２１４）

其中，T ＝１５ ｋｅＶ；Vｐ 为等离子体的体积：Vｐ ＝２π２R０ a２ ＝２０π２ a。 另外，a ＝a（ξ）由
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式（１３畅２１２）给出。 现在，功率平衡所需的 β值可以通过定义 β＝２μ０ p／B２
０ ，以及由

于熟悉的 １ ／R 效应引起的 B０ 和 B ｃ 之间的关系式很容易地进行估计：
　　 βＰＢ ＝ １畅７ ×１０ －３

ξa１ ／２ （１ －０畅１a２ －０畅１２a） ２ （１３畅２１５）
图 １３畅５１ 所示的是 βＰＢ与 ξ的函数关系。 注意，与直觉预期一致，所需的 βＰＢ随

着 ξ～B２
ｃ 的减少而增加。 这个曲线现在必须和由磁流体力学临界稳定性边界条件

设定的最大允许的 β值进行比较。 对于托卡马克来说，稳定性边界由特鲁瓦永限制
给定。 严格地讲，应该采用对应于圆形截面等离子体的特鲁瓦永限制，因为这是简
单反应堆的几何结构。 然而，为提高磁流体力学 β极限，托卡马克反应堆几乎都毫
无疑问地具有 κ≈２ 量级的拉长。 所以，虽然并不是完全自洽，但在对比过程中我
们使用较高的 β极限值。 最终的结果是磁流体力学稳定性极限可以写作：

　　 β≤βＭＨＤ ≡０畅０７２ １ ＋κ２

２
a
R０

＝０畅０１８a２ （１３畅２１６）

这里为简单起见，忽略了枙B２ 枛与特鲁瓦永 β定义式中用到的 B２
０ 的区别。

βＭＨＤ与 ξ的关系曲线如图 １３畅５１ 所示。 稳定性要求反应堆运行于曲线以下。
我们看到，βＭＨＤ对于 ξ的依赖要弱于 βＰＢ 。 图 １３畅５１ 的解释如下。 必须谨记的关键
一点是：反应堆的单位功率成本，如 V Ｉ ／PＥ 所定义，应通过运行于尽可能小的 ξ来最
小化。 现在假设选择了一个相对较高的ξ值，所以βＰＢ ＜βＭＨＤ 。 在这种运行体制下，需
要的β与容许的β之间有充裕的安全余量，意味着无需运行于那么高的磁场强度。 通
过降低磁场，运行区间向左平移至一个较小的ξ值，对应较低的单位功率成本。

图 13畅51　功率平衡所需的β值（βＰＢ）与磁流体力学稳定性所容许的最大β值（βＭＨＤ）
关于ξ∝ B２

ｃ 的关系曲线的比较
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另一方面，我们不能左移得太多。 在小 ξ值的运行体制下，需要的 β大幅超出
了磁流体力学容许的值，因而是难以达到的。 我们最多只能向左平移到曲线的交
点。 这个交点决定了反应堆能够利用的磁场的最优值。 然而，现在我们必须验证这
个磁场的最优值与现有技术允许的最大值之间的一致性。 与 B ｃ≤ Bｍａｘ ＝１３ Ｔ 的磁
场对应的ξ≤ξｍａｘ ＝０畅１１。 可以看出，或许有些偶然的是，对于托卡马克来说，最优
的磁场强度近似地等于技术上所能达到的最大磁场强度。 采用过小的磁场将有可
能导致反应堆运行于磁流体力学稳定性极限之外，这是无法接受的。 回到本节最初
的目的，上述讨论毫无疑问地确认了简单反应堆设计中最初所用的假定，那就是反
应堆应当运行于可实现的最大磁场强度下。

我们还应当得到另外一些要点。 第一，具有更高磁流体力学 β极限（假设电阻
壁模可以被稳定）的替代性概念会使得 βＰＢ与 βＭＨＤ曲线的交点进一步向左移动。 这
将降低单位功率成本，同时也是研究这些位形的主要动力。

第二，假设技术进步提高了超导线圈的 Bｍａｘ值。 我们怎样利用这些技术进步？
答案是对于一个给定的 β极限，更强的磁场允许更高的压强。 接下来，这使得较小
体积的等离子体就可产生同样的热核聚变功率。 最终降低了单位功率成本。 然而，
同样的聚变中子能量通过较小的等离子体腔体的第一壁时，将会导致较大的壁负
荷。 所以，为充分地利用磁体技术的进步，必须在第一壁材料方面也有相应的进
步，以便容许更高的壁负荷。

13畅10　本章总结
本章描述了当前作为潜在的聚变反应堆考虑的主要磁场位形。 提出了各个磁

约束概念关键磁流体力学属性的推导，包括平衡与稳定性 β极限。 下面给出这些结
果的概要。

1．托卡马克
托卡马克是成为第一代聚变功率反应堆的最领先的竞争者。 它拥有良好的磁

流体力学性质、输运性质和加热性质，这些条件对于反应堆来说可能已经足够。 它
的最大问题是需要使用电流驱动方法来实现稳态运行，此外还需要大型超导强
磁体。

2．先进托卡马克（AT）
ＡＴ 采用了一种调节剖面分布使之有利于产生大比例自举电流的运行模式。 这

降低了对电流驱动系统的要求，有可能实现更有利的总体功率平衡。 然而，这种运
行体制下的等离子体对于电阻壁模永远是不稳定的，必须通过反馈调节来稳定。

3．球形托卡马克（ST）
ＳＴ 是具有非常紧凑环径比的托卡马克。 由于磁流体力学稳定性极限具有
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β～ε的定标关系，ＳＴ 具有实现高 β的能力。 尽管如此，由于铜质中心柱的技术限
制，可以作如下结论：ＳＴ 所具有的预期超越标准托卡马克的优势在作为反应堆应用
时最多也只能说勉勉强强。 尽管如此，ＳＴ 作为先进聚变材料测试需要用到的大批
量中子源或许具有确定的优势。

4．仿星器
当前，仿星器是托卡马克的主要竞争对手。 它是一种环形螺旋装置，具有天然

的三维几何结构，天然地具备稳态运行的能力，因此消除了托卡马克必须面对的电
流驱动问题。 该位形的三维本性可能导致非常差的单粒子约束性能，除非在磁场设
计过程中特别加以注意。 已经证实，具有高约束性能的两种概念分别是串接磁镜对
称和准轴对称。 仿星器面临的最大问题是与设计和建造模块式超导线圈有关的不
断增加的技术复杂度和成本。

5．反向场箍缩（RFP）
ＲＦＰ 是一种环径比相对较大但对环向磁场的需求非常低的轴对称环形位形。

这是它技术上超越托卡马克的优势所在。 然而，较低的环向磁场导致较低的边界安
全因子。 这会带来激发多种电阻壁模的潜在风险，最终需要通过反馈控制来稳定。
此外，较低的安全因子导致电阻性磁流体力学湍流，从而增加了输运损失。 最后，
ＲＦＰ中的环向电流较大，意味着需要有大量非感应电流驱动。 尽管存在这些问题，
但研究人员仍在不断通过一些创新的实验想法来改进 ＲＦＰ的性能。

6．球马克
球马克没有中心欧姆变压器，也没有环向磁场系统，但具有相对较为紧凑的环

径比。 球马克通过一个复杂的弛豫过程来产生等离子体，在使用三个直流电源的情
形下具备稳态运行的潜力。 这些特点代表了球马克相对托卡马克的重要技术改进。
然而，与 ＲＦＰ 相似，球马克的边界安全因子较低，导致相对较强的输运并存在一种
电阻壁倾斜模。 此外，目前还需要很大的功率来驱动等离子体电流。 球马克目前处
于早期实验阶段，不久将告诉我们它的真正性能。

7．场反位形（FRC）
ＦＲＣ 本质上是一种拉长的环向 Z箍缩装置。 它对于理想磁流体力学模可能非

常不稳定的。 然而，在动力学对磁流体力学行为的修正变得重要的小装置上进行的
实验结果体现出了远高于预期的稳定性。 这引导研究者们考虑将 ＦＲＣ 作为 ＭＴＦ 概
念中的最佳等离子体源。 在 ＭＴＦ 中，先形成一个较小的 ＦＲＣ 等离子体，然后将柱
状外壳迅速爆聚来压缩等离子体。 尽管外推至反应堆尺寸还存在很多问题，但
ＭＴＦ 为创造燃烧等离子体提供了一种快速而便宜的办法。 ＭＴＦ 同样处于早期发展
阶段。

8．悬浮偶极器（LDX）
ＬＤＸ 位形最基本的组成部分是一个携带环向电流的悬浮线圈。 从磁流体力学
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的观点来看，ＬＤＸ 近似于实心的 Z箍缩装置，由于等离子体的可压缩性效因而具有
良好的稳定性。 线圈结构的简单性为它提供了一个超越托卡马克的重要优点。 然
而，采用悬浮线圈明显增加了技术复杂性。 一个主要的问题是，为保护悬浮超导线
圈免受聚变中子的轰击，ＬＤＸ 概念不能使用氘唱氚作为燃料。 使用氘唱氘燃料将 pτＥ
的要求增加一个数量级还多。 ＬＤＸ 即将投入运行，所以我们在看到它的实际性能
之前还需要稍作等待。

全面总结本章我们可以发现，聚变研究者们极具创造力，为聚变反应堆发明了
大量的位形。 所有这些概念都牵涉等离子体物理与聚变工程的各种各样的折中。
目前，托卡马克处于领导地位，但还需要继续观察是否存在一种超越托卡马克并承
担这一角色的替代方案。

参考书目

第 １３ 章主要从磁流体力学的观点描述了多种多样的磁约束聚变概念。 下面列
出的参考文献更深入地论述了磁流体力学平衡和稳定性极限理论。 同时我们也列
出了针对本章讨论的各个概念更为具体的参考文献。
1．高级磁流体力学理论

2．LDX
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3．FRC唱MTF

4．RFP

5．球马克

6．托卡马克

7．球形托卡马克

8．仿星器
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习　题
13畅1　假设压强分布由下式给出，分别计算 ＬＤＸ在平衡、m ＝１，m ＝０ 等 ３种条件下的β极限。

　　 p（ r） ＝K r２（γ－１） －r２（γ－１）１
［r２（γ－１） ＋r２（γ－１）２ ］ （２γ－１） ／（γ－１）

13畅2　下述简单模型可以用来描述 ＲＦＰ的演化。 假设直圆柱形等离子体位于一个半径b ＝０畅４ ｍ
的理想导体壁内。 开始时，腔体内充入了预电离的等离子体，参数为 n ＝１０２０ ｍ －３，Tｅ ＝Tｉ ＝
１０ ｅＶ，环向磁场偏置为 Bz ＝０畅０５ Ｔ。 t ＝０ 时刻，环向电流开始在等离子体表面流动。 随着时间
的推移，I的幅度缓慢增长，但一直保持为表面电流。

①利用质量、磁通、能量和动量等守恒关系，计算将等离子体压缩到半径 r ＝０畅１６ ｍ所需的
环向电流 I。 假设这是一个绝热过程并且γ＝５／３。

②计算βｐ 的最终值。
③计算 Bz（０）的最终值。

13畅3　强磁场托卡马克 ＡｌｃａｔｏｒＣ唱Ｍｏｄ的高性能运行性质为 n－＝２ ×１０２０ ｍ －３，珔Tｅ ＝珔T ｉ ＝３ ｋｅＶ，B矱＝
８ Ｔ。 假设密度为均匀分布，温度分布具有 T ＝２珔T（１ －r２ ／a２ ）的形式。 为简单起见，假设为圆柱
位形。

①以大气压为单位计算平均粒子压强。
②计算珔β的值。
③假设 q（０） ＝１，q（a） ＝３，R０ ＝０畅６８ ｍ，等效圆截面小半径 a ＝０畅３ ｍ。 如果环向电流密度

分布为 Jz ＝J０（１ －r２ ／a２） ν，计算 ν的值以及等离子体中总的环向电流 I。
④计算 r ＝a处极向磁场与环向磁场之比。

13畅4　一个超导托卡马克反应堆的设计指标如下：①PＷ ＝４ ＭＷ／ｍ２（最大壁负荷）；②Bｍａｘ ＝１３ Ｔ
（线圈处最大环向磁场强度）；③b ＝１畅２ ｍ（包层和屏蔽的厚度），以及 珔Tｅ ＝珔T ｉ ＝１５ ｋｅＶ。 假设为
圆截面反应堆。 为高效利用包层，小半径选择为 a ＝（３／２） b。 试证明：为达到想要的壁负荷，存
在一个最佳的逆环径比 ε ＝a／R０，使得珔β／ε的值最小化。
13畅5　托卡马克欧姆加热变压器电路的一个简单模型由下面的方程给出：

　　V ＝R１ I１ ＋L１ I· １ －MI· ２　　初级电路（电源）
０ ＝R２ I２ ＋L２ I· ２ －MI· １ 次级电路（等离子体）

为简单起见，忽略 R１ 并假定 V ＝常量。
①推导等离子体电流 I２ 达到其 t→∞时的最终值的 ９５％所需时间的表达式，假定 I２（０） ＝０。
②步骤①中，假设等离子体电阻 R２ 在整个演化过程中保持为常数。 但实际上，起始阶段等

离子体比较冷，电流也比较小，R２ 较大。 随着时间的推移，R２ 随着等离子体加热的增加而逐渐减

小。 这个效应可以通过假定 R２ ＝R２ （ I２ ） ＝Rｆ（ Iｆ／I２ ） １／２来模拟，这里的下标 f表示其 t→∞时的
值。 使用这个模型，推导 I２ 达到其终值的 ９５％所需的时间的表达式，并与步骤①的结果作比较。
13畅6　一个小半径为 a的圆柱形托卡马克，它的安全因子分布由 q（ r） ＝q０ （１ ＋２r２ ／a２ ）给出。 如
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果 a ＝０畅２ ｍ，R０ ＝０畅８ ｍ，计算等离子体的平均半径，其定义为枙a２枛 ≡ I／πJ矱（０）。
13畅7　经常有人说磁轴附近具有椭圆形磁面的托卡马克能够在存在锯齿振荡时维持更高的轴上
电流密度。 这个说法可通过如下步骤验证。 假定一个椭圆柱形托卡马克的长度为 ２πR０，给出磁
轴附近极向磁场的矢量势为 A（x，y） ≈ Axx（０，０）（x２ ／２） ＋Ayy（０，０）（y２ ／２）。 现在，定义磁面拉长
比κ＝（Axx／Ayy） １／２以及轴上电流密度μ０ J０ ＝－Δ　２A ＝－（Axx ＋Ayy）。

①计算轴上的安全因子，并且证明它可以表示为 q０ ＝K／（AxxAyy） １／２。 求出 K。
②证明轴上电流密度可以表示为 J０ ＝２B０ f（κ）／μ０R０ q０。 求出 f（κ），并且判断当 q０ ＝１ 时更

高的κ是否可以容许更大的 J０。
13畅8　本题估算环向电流从零增加到最终值 I 的过程中，欧姆放电增加了多少顺磁性。 为简化分
析，假定即使电流不断增加，等离子体压强仍然可以忽略不计。 这样，演化过程中的任意时刻都可
以认为一维径向压力平衡关系是无净力的，μ０J ＝αB。 并进一步简化，假设在演化过程中α（r，t）≈
α（ t）与径向位置无关并随时间缓慢变化。

①对于任意α（ t），计算 Bz（r，t）与 Bθ（r，t）。 假定等离子体边界位于 r ＝a并且 Bz（a，t） ＝B０。
②计算逆磁性ΔBz／B０，这里ΔBz 是 Bz（０，t）从初始状态到最终状态的变化。 推导ΔBz／B０ 关

于 ε 和 qα的函数解析表达式。 并求出 ε ＝１／４并且 qα＝３ 时ΔBz／B０ 的值。
13畅9　本题的目的是计算一个变压器驱动的托卡马克放电脉冲的平顶时间。 考虑图 １３畅５２ 所示
的装置。

图 13畅52
①变压器运行于“双边”模式。 也就是说，t ＝０ 时刻，变压器中存在一个负的直流电流，并在

线圈中产生一个 B（０） ＝－８ Ｔ的磁场。 随后给变压器线圈施加一个电压，让线圈电流过零并在
t ＝t２ 时刻增加到最大值，此时线圈中的磁场强度为 B（ t２ ） ＝＋８ Ｔ。 系统的相关尺寸如下：a ＝
０畅２ ｍ，R０ ＝０畅８ ｍ，RＴ ＝０畅５ ｍ，h ＝１ ｍ。 从 t ＝０ 时刻到 t ＝ t２ 时刻，变压器能够提供多少伏
秒数？
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②下一步涉及欧姆加热与热传导损失的稳态功率平衡。 忽略所有其他的源或汇。 如果能量
约束时间τＥ ＝０畅０５ ｓ，等离子体密度 n ＝２ ×１０２０ ｍ －３，等离子体电阻率 η＝２畅５ ×１０ －８ ／T ３／２

ｋ Ω·
ｍ，计算等离子体电阻 Rｐ。 答案应当具有 Rｐ ＝Rｐ（ I）的形式，这里 I是等离子体环向电流。 注意：
Rp 是非线性电阻。

③变压器与等离子体的自感分别为 LＴ ＝１畅０ ×１０ －６Ｈ和 Lｐ ＝２ ×１０ －６Ｈ。 它们之间的互感为
M ＝０畅８ ×１０ －６Ｈ。 写出一组描述变压器初级与次级耦合的电路方程，包含步骤②计算的等离子
体电阻，但忽略初级的电阻。

④假定我们想要的电流具有图 １３畅５２所示的形式，平顶处电流 I０ ＝１ ＭＡ。 令 t１ ＝１ ｓ以免电
流爬升太快。 计算平顶宽度Δt ＝t２ －t１，并与步骤①一样计算 t ＝t２ 时刻已经消耗的总的伏秒数。
完成这部分问题之前，你必须计算 t ＝０时刻能够在线圈中产生 B（０） ＝－８ Ｔ的磁场的初始初级
电流的大小。
13畅10　理论分析表明，大环径比、圆截面环形位形的气球模磁流体力学稳定性极限由 α≤０畅６ ｓ
大致给出，这里 s（ r） ＝rq′／q是剪切而α（ r） ＝－q２R０β′是归一化的环向β梯度。 这是在等离子体
内的任意径向位置都必须满足的一个局部不等式。

①假定在各径向位置均满足临界稳定性条件，也就是说，对于 ０ ＜r ＜a，α（ r） ＝０畅６ ｓ，计算气
球模稳定性容许的最大 β。 如果安全因子由 q（ r） ＝q０ ／（１ －kr３ ／a３ ） １／２给出，κ由 qα ＝q０ ／（１ －
k） １／２条件决定，导出可能的最大体积平均β与 a，R０，q０，qα的函数关系。

②当 a ＝２ ｍ，R０ ＝６ ｍ，q０ ＝１，qα＝２畅５时，最大体积平均β的数值是多少？ 将你的结果与特
鲁瓦永极限进行比较。
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第 14 章　输　运
14畅1　引　言
对于聚变反应堆中温度 T ＝１５ ｋｅＶ 的自持燃烧的等离子体，α粒子加热必须与

下述热传导损失相平衡：
　　 pτＥ ＝２４

Eα
T ２

枙σv枛 （１４．１）
我们知道，在反应堆内，压强由预定输出功率所需的功率密度确定，而温度则由

令比值 T ２ ／枙σv枛取极小值来确定。 因此，要实现自持点火运行，就需要对能量约束
时间 τＥ 的值提出要求。

输运理论的目的是理解和控制能量约束，这便是第 １４ 章的主要内容。 在等离
子体内，存在三种重要的输运类型：热传导、粒子扩散和磁场扩散。 其中，热传导是
最严重的能量损失机制，因此也是我们重点要讨论的对象。 此外，这里的大部分分
析都与托卡马克有关，因为现有的大部分理论都是针对这种位形展开的，而且有关
这种位形的数据也最多。

在聚变界，一般认为，在建立反应堆过程中，最困难的挑战是如何理解热传导。
原因是等离子体输运几乎总是由微观不稳定性驱动的等离子体湍流主导，而不是由
库仑碰撞主导。 理解这种由湍流导致的反常输运需要运用复杂的动理学模型和非
线性多维数值模拟技术。

经过多年研究，人类在确定反常热传导基本原理方面已经取得了长足的进步。
即便如此，在理论能够成为指导新装置设计的有用工具方面还有很长的路要走。 总
的来说，新的设计是基于由大量实验测量数据导出的经验定标关系。 这些经验定标
关系预言，尽管超出自持点火条件不多，但托卡马克位形在实现自持点火运行方面
具有相当大的机会。 而且需要提醒的是，这种预言是对实验数据范围之外情形的一
种外推。

为了使我们能够循序渐进地理解等离子体输运问题，本章将从简单模型开始，
然后是一维直圆柱情形下的经典输运，接着是更复杂的情形，最后阐述托卡马克反
应堆的输运。 内容结构如下。



首先，通过将低 β托卡马克位形展开取直，来导出描述一维直圆柱情形下热、粒
子和磁场等扩散的流体模型。 这一分析将阐明如何从电阻性磁流体力学模型中自
然地导出粒子扩散项和磁场扩散项。 但热扩散系数不是从该模型中导出的，而是通
过基于“随机行走”模型的简单的启发式计算独立给出的。 分析表明，热输运远远
大于粒子输运，而且这种热输运主要受离子成分支配。 讨论的最终结果是给出一组
简洁的一维输运方程。

其次，尽管实验观察到的扩散系数要远远大于上述简单一维模型导出的值，但
我们的主要目的是预备性地学习如何在假定扩散系数已知的情形下从数学上导出

并求解输运方程。 为此我们将研究一维输运模型的几种简单应用，包括温度平衡、
离轴加热和欧姆加热到点火。

第三个主题是关于新经典输运理论的，它相当于环形几何下的经典库仑碰撞输
运。 虽然人们最初认为环效应不过是在直圆柱结果上增加了小的 a／R０ 修正项，但
实际结果远非如此。 环效应的典型表现是导致离子热扩散的大小提高了两个量级，
它是环形几何中的粒子，尤其是俘获粒子的导心漂移效应的结果。 但即使考虑到这
种大的增长，新经典离子热扩散率仍比实验观测值明显要小。 新经典输运部分的最
后一项任务是关于自举电流 JＢ 的简单推导。 我们知道，JＢ 是在先进托卡马克运行
模式下，由输运引起的自发的环向等离子体电流，它可以减少对外部电流驱动系统
的需求。

按照逻辑发展顺序，本章下一个议题是讨论微观不稳定性引起的反常输运。 但
这显然超出了本书范围，因此我们把注意力集中在反常输运的宏观结果上，这就是
能量约束时间 τＥ 的经验定标关系。 我们给出了如何将广义一维输运方程简化为零
维形式，即用 τＥ 表示的热输运模型的方法，描述了在实际情形下如何计算 τＥ ，以及
在两种典型的托卡马克运行模式（即低约束的 Ｌ 模和高约束的 Ｈ 模）下的表达式。
值得指出的是，τＥ 反映的只是等离子体芯部的总体热输运状态。 除此之外，也存在
一些与等离子体边界有关的重要输运现象，它们也会直接或间接地影响到芯部的输
运。 关于这些输运过程的处理同样主要是经验性的。 我们将简单描述这些边缘区
输运现象。

最后，我们将这些结果综合起来，用以研究几种与聚变功率产生有关的实际
输运情形。 首先是设计一项简单优化的托卡马克点火实验，其参数非常类似于
ＩＴＥＲ 的参数指标。 分析表明，点火实验的规模与全尺寸聚变堆相当。 其次是通
过经验定标关系对热稳定性问题和点火所需的最小辅助加热功率问题进行再检

验。 其结果明显要比第 ４ 章导出的结果更令人欣慰。 最后是对标准托卡马克运
行模式和先进托卡马克模式下自举电流占总电流的比重进行计算。 结果表明，在
标准运行模式下，这部分电流贡献很小。 在先进模式下则有可能实现高的自举电
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流，但这时装置要运行在电阻性壁模被激发的参数区间，因此需要采取反馈稳定
措施。

14．2　一维柱形等离子体中的输运
14．2．1　流体模型

1．初始方程
在这一小节里，我们推导描述等离子体质量、能量和磁通量输运的流体方程组。

这里忽略了与黏滞性有关的动量输运，因为通常它不是主要因素。 为了简单起见，
分析在一维柱坐标系下进行。 但即使这样，由于涉及的物理变量很多，因此初始模
型相当复杂，需要通过进一步近似来简化方程，使之变为较易处理的形式。 最终目
标是要得到一组类似于如下形式的扩散方程：

　　 矪Q
矪t ＝ １

r
矪
矪r rD 矪Q

矪r ＋S（Q，r，t） （１４．２）

其中，Q 是各物理变量；D 是待定扩散系数；S 是源或汇项。
这种输运行为由经过调整的单流体电阻性磁流体力学模型描述，这些调整可概

括如下：
① 由于与理想磁流体力学的时间尺度相比，输运的特征时间尺度很长，因此忽

略磁流体力学动量方程里的惯性项不失为一种好的近似。 这样，当系统随时间缓变
时，等离子体输运过程可以看作由一系列准静态磁流体力学平衡态构成的，每一步
都满足 J ×B ＝ Δp。

② 对欧姆定律做了以下调整：将电阻率分成垂直分量和平行分量ηJ → η⊥ J⊥ ＋
η‖ J‖ 。 这一分解使我们可以将粒子扩散（与 η⊥ 有关）与磁场扩散（与 η‖ 有关）区
分开来。 对于经典输运情形，可以证明， η⊥ ≈ ２η‖ ， 因此区分二者意义不大。 但在
实际实验中，粒子扩散是严重反常的，相当于需要做η⊥ ＞＞η‖ 的调整。

③ 能量方程可从理想磁流体力学模型下的简单绝热形式推广为流体动力学里常
见的一般形式（见 ４．２ 节），其中除了绝热对流项和压缩项外，加上了热传导项和源或
汇项。 聚变等离子体之所以可以采用单一的能量方程来描述，是基于 Tｅ ≈ T ｉ ≡ T 的
考虑。 这种温度平衡问题我们将在本节稍后进行讨论。

考虑到这些调整，我们得到柱坐标系下的一维磁流体力学方程。 非平庸物理变
量均为 （ r， t） 的函数，对应于 n，T，v ＝ve r，B ＝B θeθ ＋B ze z，E ＝E θeθ ＋E ze z。于是，
描述输运模型的初始方程可写为：
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矪 n
矪t ＋１

r
矪
矪r（ r n v） ＝０　　　　　　　　　　　 质量守恒

矪
矪r p ＋ B

２
z

２μ０
＋B θ
μ０ r

矪
矪r（ rB θ） ＝０ 动量守恒

E ＋v ×B ＝η⊥ J⊥ ＋η‖
J‖
B B 欧姆定律

３n 矪T
矪t ＋v

矪T
矪r ＋２nT

r
矪
矪r（ r v） ＝－Δ· q ＋S 能量守恒

矪B θ ／矪 t ＝矪E z ／矪r
矪B z
矪 t ＝－１

r
矪
矪r（ rE θ） 麦克斯韦方程组

μ０ Jθ ＝－矪B z ／矪r
μ０ J z ＝ １

r
矪
矪r（ rB θ）

（１４．３）

在这些方程里， p ＝２nT， 出现在欧姆定律里的电流 J⊥ 和 J‖由下式给出１） ：

　　
J⊥ ＝JθB z －J zB θ

B２ （B zeθ －B θe z） ＝ １
B２

矪p
矪r（B zeθ －B θe z）

J‖ ＝JθB θ ＋J zB z
B

（１４．４）

能量方程中的源或汇项 S 由欧姆加热、外部加热、聚变 α粒子加热和辐射损失等组
成。 最后，热流矢量按通常形式用热扩散系数表示为：

　　 q ＝－nχ矪T矪r e r （１４．５）

其中热扩散系数 χ待定。 我们在下一小节里来导出并讨论它的值，眼下可将它视为
已知量。

现在我们有了具体的初始方程。 我们看到，它们在数学上依然相当复杂。 原因
是，４ 个物理量 n，T，B θ，B z 需要有 ４ 个时间演化方程。 但这些量是通过第五个方程
即准静态压强平衡方程相互耦合的。 方程的数目应等于未知量的数目，因此出现在
方程中的第五个未知量 v 的行为并不由时间演化方程决定。 一般来说，要消去 v 得
到一组封闭的输运方程并不容易。 克服这一困难的一种处理办法是在模型里引入

１） 通常欧姆定律里还应有一项称为 “热电效应 ”的附加项 ，但在这里 ，这一项不起主要作用 ，因此为了
简单起见 ，被略去 。
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低 β托卡马克展开，由此来明确确定 v。 以后我们再来讨论这一点。
2．模型的简化
模型简化的第一步是通过欧姆定律消去法拉第定律中的电场项。 经过简单计

算，可得如下 B θ 和 B z 的时间演化方程。

　　　　
矪B θ
矪 t ＋矪

矪r（B θv） ＝－ 矪
矪r

η⊥ B θ
B２

矪p
矪r －η‖

B z
B J‖

矪B z
矪 t ＋１

r
矪
矪r（ rB z v） ＝－１

r
矪
矪r r

η⊥ B z
B２

矪p
矪r ＋η‖

B θ
B J‖

（１４．６）

下一步是引入低 β托卡马克展开，其基本假设是，磁场主要部分沿轴向，且与 r
和 t无关。 具体来看就是， B z（ r，t） ＝B０ ＋δB z（ r，t），这里 B０ ＝常数， δB z ＜＜B０ 。其
他各物理量依次有：

　　 ２μ０ p／B２
０ ～B２

θ ／B２
０ ～δB z ／B０ ＜＜１ （１４．７）

从这个基本假设出发，可以看到， B z 演化方程的左边可作如下简化：
　　 矪B z

矪 t ＋１
r

矪
矪r（ rB z v） ≈ 矪

矪t ＋v
矪
矪r δB z ＋B０

r
矪
矪r（ r v） ≈ B０

r
矪
矪r（ r v） （１４．８）

利用这一近似关系，我们可以通过对 Bz 演化方程求关于 r的积分来得到 v的显性表达式：
　　 v ≈ － η‖

μ０B２
０

B θ
r

矪
矪r（ rB θ） －η⊥

B２
０
矪p
矪r （１４．９）

这里利用了近似关系 J‖ ≈ J z。现在将这个 v的表达式代入 n， T和 B θ的时间演化方

程，由此导出一组简化了的输运方程：

　　矪 n
矪t ＝ １

r
矪
矪r rD ｎ 矪n

矪r ＋
n
T

矪T
矪r ＋２η‖

βｐη⊥
n
rB θ

矪（ rB θ）
矪 r

３n 矪T矪t ＝ １
r

矪
矪r r nχ矪T矪r ＋S

矪（ rB θ）
矪t ＝r 矪

矪r
DＢ
r

矪（ rB θ）
矪 r

（１４．１０）

其中， βｐ ＝４μ０ nT／B２
θ ～１； 磁场扩散系数 DＢ 和离子扩散系数 D ｎ 分别为：

　　
DＢ ＝η‖

μ０

D ｎ ＝２nTη⊥
B２

０

（１４．１１）
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在能量方程中，我们仍利用经典输运理论中 χ＞＞D ｎ 这一事实，也就是说，对流项和
压缩项均为小量。 在下一小节里我们将证明 χ＞＞D ｎ 这一条件。

上述这些方程就是所需的一维柱坐标系下的经典输运方程。 它们是 ３ 个耦合
的非线性偏微分方程，其形式类似于式（１４．２）给出的一般输运方程。 一般来讲，输
运系数不是常数，而是 n，T和 B θ 的函数。 除了圆柱几何带来的某些修正外，上述方
程与一般方程的主要差异在密度方程。 这一方程表明，密度演化也是与温度梯度和
磁场梯度耦合在一起的。 最后，可以看出，量 δB z 并不出现在这些方程中。 一旦其
他各量确定后，我们可以从压强平衡关系来得到 δB z。

虽然简化后的输运方程要比初始方程有了很大简化，但它仍复杂难解。 下面我
们来讨论几个具体例子。 但首先我们来看看 χ的计算，并将它与其他输运系数进
行比较。
14．2．2　利用随机行走模型计算输运系数

1．概　述
流体模型的简化表明，粒子扩散和磁场扩散均源于电阻性，而电阻性则源于净

的库仑碰撞动量交换。 但是对库仑碰撞的相应分析（见第 ９ 章）并不能给出热扩散
系数、黏滞系数以及 η‖ 和 η⊥ 的不同的值，原因是第 ９ 章的推导中的分布函数要么
是纯麦克斯韦型的，要么是带有少量平均速度位移和少量温度变动的麦克斯韦型
的。 而上面提到的“缺失”的现象则源自非麦克斯韦修正，而这一点没能包括在第 ９
章的分析中。 计算这些非麦克斯韦修正需要直接求解更基本的动理学模型来确定
分布函数 fｅ， ｉ（ r，v， t） 。 这些更为复杂的计算超出了本书的范围。

但在这里，我们采用简单得多的所谓“随机行走模型”来导出各种输运系数。
结果是得到一组电子和离子的热导系数χｅ和χｉ。我们也可以从式（１４．１１）描述的流
体理论得到粒子扩散系数 D ｎ。 随机行走模型包含了扩散过程的基本物理。 只有需
要精确确定每一种输运系数的数值系数时，我们才需要用到更为复杂的动理学
理论。

2．随机行走模型
随机行走模型的基础是分析粒子经过一系列随机碰撞后是如何从原初位置扩

散开的。 这一扩散过程由“扩散系数 D ”来刻画， D 的确定取决于碰撞间的平均时
间和平均距离。

考虑图 １４．１ 所示的处于随机碰撞中的粒子的运动。 粒子以平稳恒定的速度运
动直到经历一次碰撞，此后它的运动方向突然改变。 假定每次碰撞引起的方向改变
是随机的，为此我们定义量 Δx j ＝x j＋１ －x j， 它表示粒子在碰撞前（用下标 j ＋１ 表
示）后（用下标 j表示）的位置矢量之差。 经过 N 次碰撞后粒子位置的总的变化为：
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　　 Δx ＝Δx１ ＋Δx２ ＋Δx３ ＋… ＋ΔxN ＝∑
j

Δx j （１４．１２）
如果碰撞是纯粹随机的，则对粒子系统有：
　　 枙Δx枛 ＝０ （１４．１３）

即粒子大致分布在原初位置的上下左右各处。

图 14．1　处于随机碰撞中的两个粒子的轨迹（注意，粒子的平均位移Δx ＝０ ，但 （Δx） ２ ≠０）
另一方面，粒子自初始位置出发走过的距离平方的均值却不为零。 这个方均距

离定义为：
　　 （Δx） ２ ＝∑

i， j
Δx i· Δx j （１４．１４）

求和号下 i≠ j的各项之和平均后为零，这是因为碰撞具有随机性质。 但 i ＝ j项之
和则不为零，由此得到系综平均：

　　 枙（Δx） ２ 枛 ＝∑
j
（Δx j） ２ （１４．１５）

现在我们定义 （Δl） ２ ≡［（Δx１ ） ２ ＋（Δx２ ） ２ ＋… ＋（ΔxN ） ２ ］ ／N为碰撞间平均步长的
幅度。 因此，经过 N 次碰撞后，粒子扩散的方均距离为：

　　 枙（Δx） ２ 枛 ＝∑
j
（Δx j） ２ ＝N（Δl） ２ （１４．１６）

下一步，假定两次碰撞间的平均时间为 τ。 于是出现 N 次碰撞所需的时间 Δt为：
　　 Δt ＝Nτ （１４．１７）

消去 N， 可导出 Δx 和 Δt之间的关系：
　　 （Δx） ２ ＝DΔt （１４．１８）

这里，
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　　 D ＝（Δl） ２

τ （１４．１９）
定义为扩散系数。 注意，粒子因随机碰撞走过的平均距离为 Δx ～（Δt） １ ／２ 。 相比之
下，对于无碰撞情形我们有 Δx ～Δt。 碰撞扩散的平方根依赖关系使粒子运动要慢
得多，这是因为运动方向频繁发生随机变化的缘故。

这一分析的结论是：要计算随机碰撞的扩散系数，我们需要知道碰撞间的平均
步长Δl和平均时间τ。然后由式（１４．１９）求得扩散系数。 现在我们用这套方程式来
推导磁化等离子体柱中粒子和能量的扩散系数。
14．2．3　磁化等离子体中的粒子扩散

磁化等离子体中粒子的垂直扩散系数可按上述方法直接导出，只是需要做两点
调整。 首先，在垂直于磁场的方向上，两次碰撞间的粒子轨道不是直线，而是圆形
回旋轨道；其次，与普通粒子碰撞相似，碰撞前后粒子的轨道有明显的改变。 因此，
粒子的平均步长必须考虑每次碰撞期间两粒子的相对运动，这是与上小节描述的单
粒子分析不同的地方。

基于这些考虑，我们可对粒子垂直方向上的扩散系数做如下估计。 考虑
图 １４．２所示的两粒子间碰撞。 假定二者均为离子。 在碰撞前，粒子 １ 具有回旋半
径 rＬｉ 的轨道，碰撞后，粒子 １ 被散射到任意方向上，并仍做回旋运动。 平均而言，粒

图 14．2　磁场中两粒子间的碰撞（注意，同类粒子的质心在碰撞前后没有改变）
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子的导心偏移了一个可与回旋半径比拟的距离。 粒子 ２ 也经历了类似过程。 结果，
我们可导出两次碰撞间的平均步长为 Δl≈ rＬ ｉ。 将这个估计与两次碰撞间的平均时
间间隔τｉｉ ＝（νｉｉ） －１

结合起来似乎可以导出离子的粒子扩散系数为 D ｉ≈ rＬ ｉ ２ ／τｉｉ。 但
这个结论是错的！

通过对物理图像的下述简单分析可以看出，同类粒子间的碰撞并不导致粒子扩
散，只有不同类粒子间的碰撞才引起粒子输运。 实际上，粒子的扩散系数就一个，
也就是说，电子和离子以相同速率扩散。

这里分析的关键是两个同质量粒子之间碰撞引起的步长的定义。 有物理意义
的恰当定义是将这个步长定义为碰撞前后两粒子质心位置的变化。 如果两粒子质
心存在扩散，那么这两个粒子经过一系列碰撞之后会最终损失掉。 如果不是这样，
那么粒子就不存在逃逸。

下述分析计算了两个同种粒子以任意相对夹角碰撞并发生随机碰撞散射所引

起的质心位移的步长。 结果表明，就全部碰撞平均而言，同种粒子间的碰撞不造成
粒子扩散。 将此分析运用到不同种粒子碰撞上，则可看出存在粒子扩散。

假定整个碰撞过程为垂直于磁场的二维平面上的运动，那么分析可简化。 换言
之，可以人为假设碰撞前后粒子的平行速度不发生变化。 这个假定对最终结果不是
必要的，但它可以大大简化代数运算的复杂性。

1．同种粒子分析

图 14．3　实验室参照系下离子唱离子碰撞的几何图像

考虑图 １４．３ 所示的两个碰撞离子。 首先我们来计算每个粒子导心的位置，假定
取坐标系为碰撞开始前粒子处于 x ＝０， y ＝０ 的原点。 由第 ８ 章知，离子轨道为：
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vx ＝v⊥ ｃｏｓ（ωｃ t －矱）
vy ＝－v⊥ ｓｉｎ（ωｃ t －矱）
x ＝x ｇ ＋rＬ ｓｉｎ（ωｃ t －矱）
y ＝y ｇ ＋rＬ ｃｏｓ（ωｃ t －矱）

（１４．２０）

这里， ωｃ ＝eB０ ／m， B ＝B０ e z （对电子分析相同，只需做 ωｃ → －ωｃ 代换即可）。 如
果两粒子在原点发生碰撞，则在碰撞处每个粒子的导心位置为：

　　
rｇ１ ＝x ｇ１ e x ＋y ｇ１ e y ＝v１ ×e z

ωｃ
rｇ２ ＝x ｇ２ e x ＋y ｇ２ e y ＝v２ ×e z

ωｃ
（１４．２１）

其中，v１ 和 v２ 分别为两粒子的垂直速度。
下一步是计算随机库仑碰撞后瞬间粒子的导心位置。 在质心系下这很容易求

出，对同类粒子，它由如下变换确定：

　　
v１ ＝v１ ＋v２

２ ＋v１ －v２
２ ＝V ＋１

２ v

v２ ＝v１ ＋v２
２ －v１ －v２

２ ＝V －１
２ v

（１４．２２）

图 14．4　质心系下离子唱离子碰撞的几何图像
（这里ζ是相对速度与实验室系之间的夹角，χ是随机散射角）
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在以 V 运动的质心系下，碰撞如图 １４．４ 所示。 这里 eζ ＝e x ｃｏｓζ＋e y ｓｉｎζ，其中ζ是
相对速度矢量方向与实验室坐标系方向之间的任意夹角，碰撞将粒子散射到随机角
度 χ上。 由于碰撞前后粒子有动量守恒和能量守恒，因此要求每个粒子以相同的角
度 χ散射，且有 v′２ ＝v２ 。这里和以下不带撇和带撇的分别指碰撞前后的量。 因此碰
撞后粒子速度变换到实验室系下为：

　　
v′１ ＝V ＋１

２ （ vｃｏｓ χ＋e z ×vｓｉｎ χ）
v′２ ＝V －１

２ （ vｃｏｓ χ＋e z ×vｓｉｎ χ） （１４．２３）

实验室系下粒子的导心位置用质心速度可以写成：

　　

rｇ１ ＝ １
ωｃ v１ ×e z ＝ １

ωｃ V ×e z ＋１
２ v ×e z

rｇ２ ＝ １
ωｃ v２ ×e z ＝ １

ωｃ V ×e z －１
２ v ×e z

r′ｇ１ ＝ １
ωｃ v′１ ×e z ＝ １

ωｃ V ×e z ＋１
２ v ×e zｃｏｓ χ＋１

２ vｓｉｎ χ
r′ｇ２ ＝ １

ωｃ v′２ ×e z ＝ １
ωｃ V ×e z －１

２ v ×e zｃｏｓ χ－１
２ vｓｉｎ χ

（１４．２４）

现在我们可以估算碰撞前后两粒子的质心位置了。 由质心的标准定义式可导出下式：

　　
rｃｍ ＝ １

２ （ rｇ１ ＋rｇ２ ） ＝ ２
ωｃV ×e z

r′ｃｍ ＝ １
２ （ r′ｇ１ ＋r′ｇ２ ） ＝ ２

ωｃV ×e z
（１４．２５）

注意，这里消去了所有相对速度项。
下一步是计算每次碰撞的 Δr， 然后对所有碰撞平均。 Δr 定义为两粒子碰撞前

后质心位置矢量之差。 于是有：
　　 Δr ＝r ｃｍ －r′ｃｍ ＝０ （１４．２６）
显然，同种粒子间每次碰撞引起的质心位移均为零。 正是基于这一点，随机行

走模型预言同种粒子间的库仑碰撞不造成粒子扩散。
2．不同种粒子分析
上述分析可用于不同种粒子的碰撞，但需做两点调整。 首先，对每种粒子引入分离

质量；其次，必须考虑相反电荷效应。 类比于同种粒子分析得到的处理步骤罗列如下。
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首先，质心坐标变换定义如下：

　　
v ｉ ＝m ｉv ｉ ＋m ｅ v ｅm ｉ ＋m ｅ － m ｅ

m ｉ ＋m ｅ（ vｅ －v ｉ） ＝V － m ｅ
m ｉ ＋m ｅ v

v ｅ ＝m ｉv ｉ ＋m ｅ v ｅm ｉ ＋m ｅ ＋ m ｉ
m ｉ ＋m ｅ（ vｅ －v ｉ） ＝V ＋ m ｉ

m ｉ ＋m ｅ v
（１４．２７）

质心系下的碰撞图像如图 １４．５ 所示。 动量守恒和能量守恒同样要求两粒子的散射
角 χ相同，且 v′＝v。 因此碰撞后粒子速度为：

　　
v′ｉ ＝V － m ｅ

m ｉ ＋m ｅ （ vｃｏｓ χ＋e z ×vｓｉｎ χ）
v′ｅ ＝V ＋ m ｉ

m ｉ ＋m ｅ （ vｃｏｓ χ＋e z ×vｓｉｎ χ）
（１４．２８）

相应地，质量导心位置矢量可写为：

　　

rｇ ｉ ＝ １
ωｃ ｉ V ×e z － m ｅ

m ｉ ＋m ｅ v ×e z

rｇｅ ＝－ １
ωｃｅ V ×e z ＋ m ｉ

m ｉ ＋m ｅ v ×e z

r′ｇｉ ＝ １
ωｃ ｉ V ×e z － m ｅ

m ｉ ＋m ｅ（ v ×e zｃｏｓ χ＋vｓｉｎ χ）
r′ｇｅ ＝－ １

ωｃｅ V ×e z ＋ m ｉ
m ｉ ＋m ｅ（ v ×e z ｃｏｓ χ＋vｓｉｎ χ）

（１４．２９）

这里 ωｃ j ＝｜e｜B０ ／m j， 考虑了电荷符号。
下一步同样是计算两粒子碰撞前后质心位置矢量之差 Δr ：
　　 Δr ＝m ｉ rｇ ｉ ＋m ｅ rｇｅm ｉ ＋m ｅ －m ｉ r′ｇ ｉ ＋m ｅ r′ｇｅm ｉ ＋m ｅ （１４．３０）

简单计算可得：
　　 Δr ＝－ １

ωｃｒ v ×e z（１ －ｃｏｓ χ） －vｓｉｎ χ （１４．３１）
这里，ωｃｒ ＝eB０ ／m ｒ；m r ＝m em ｉ ／（m ｉ ＋m ｅ） 是约化质量。 注意，对于不同种粒子的碰
撞，即使质量相同， Δr不为零。 这种性质与异号电荷有关。

分析的最后一步是要求对所有碰撞和所有散射角进行平均，这里假定所有角都
是等概率的。 显然，如所预料，由碰撞平均（即对初始角 ζ进行平均）得 枙Δr枛 ＝０。
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图 14．5　质心系下电子和离子碰撞的几何图像（注意，电子和离子的转动方向相反）

但散射步长与方均值有关：
　　 （Δl） ２ ＝ １

４π２∫２π０ ｄζ∫２π０ ｄχ（Δr） ２ （１４．３２）
直接计算可得：

　　 （Δl） ２ ＝２ v２ω２
ｃｒ
≈ ２ v２ω２

ｃｅ
（１４．３３）

利用速度 v ＝｜v ｅ －v ｉ ｜≈｜v ｅ ｜～（２T ｅ ／m ｅ） １ ／２
的麦克斯韦分布函数，最后可得：

　　 （Δl） ２ ＝４ m ｅT ｅ
e２B２

０
（１４．３４）

利用碰撞平均时间 τ－ｅ ｉ ＝（νｅ ｉ） －１
很容易得到粒子扩散系数 D ｎ， 这里 νｅ ｉ 是式

（９．１１０）给出的动量交换碰撞频率。 因此有：
　　 D ｎ ＝（Δl） ２

τ－ｅｉ ＝４ νｅ ｉm ｅT ｅ
e２B２

０
～ r

２
Ｌｅ

τ－ｅ ｉ （１４．３５）

这就是要求的结果。 根据定义，D ｎ 的值包括电子和离子的作用，因此两种成分是以
相同的速率扩散，这种现象称为双极扩散。 物理上说，两种成分必定一起扩散，因
为如果一种成分扩散得比另一种成分快，那么就会出现大的电荷不平衡。 这种电荷
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不平衡将感应出电场，其方向所指使得跑得快的成分被拉回，跑得慢的成分被加
速，最后变成二者以同一速度扩散。

更有趣的是，D ｎ 值要比原先不正确的估计值 D ｎ ～r２Ｌｉ ／τｉｉ 小一个 （m ｅ ／m ｉ） １ ／２
因

子。 粒子扩散以较慢的时间尺度出现，也就是说，原本以为离子会扩散得较快，因
为它们的回旋半径较大，因而每次碰撞后的步长较大。 但实际上，离子唱离子碰撞的
质心在碰撞前后不变，因此原初的这种预期不成立。

3．流体模型与数值计算结果的比较
为了检验随机行走模型的有效性，有必要将由式（１４．３５）求得的 D ｎ 值与流体

模型的计算结果进行比较。 为方便起见，现将流体模型结果复述如下：

　　 D ｎ ＝２nTη⊥
B２

０
（１４．３６）

如果我们还记得 η⊥ ＝m ｅν－ｅ ｉ／n e２ ， 则流体模型给出的 D ｎ值可写成：

　　 D ｎ ＝２ ν－ｅ ｉm ｅT
e２B２

０
（１４．３７）

流体模型不同于随机行走模型之处仅在于相差一个不重要的数值因子“２” 。
这意味着流体模型是自洽的，能够自动给出粒子扩散是双极型这一事实。

最后，作为参考，我们将具体数值代入 D ｎ，这样它对密度、温度和磁场的定标关
系就变得很明白了。 布拉金斯基（Ｂｒａｇｉｎｓｋｉｉ）在一篇经典文献中对此进行了精确计
算，其中考虑了动理学效应。 他的结果可以写成：

　　 D ｎ ＝２．０ ×１０ －３ n２０
B２

０ T１ ／２
ｋ

　（ｍ２ ／ｓ） （１４．３８）

从 Dｎ 的流体模型［式（１４．３７）］可以得到与布拉金斯基相同的数值系数。 我们注意到，
Dｎ 随 T下降（较少的碰撞），随 n上升（较频繁的碰撞），随 B下降（小回旋半径情形）。

对于 Tｋ ＝１５， n２０ ＝１．５，B０ ＝４．７的简单聚变反应堆情形，Dｎ ＝３．５ ×１０ －５ ｍ２ ／ｓ。
这个值相当乐观，比托卡马克实验测得的典型值 Dｎ ～１ ｍ２ ／ｓ 要小 ５ 个量级。 造成这
种差别的部分原因与环效应（新经典输运）有关，但最主要的是没考虑到等离子体
驱动的微观湍流的影响。 但不管怎么说，这种计算展示了如何运用随机行走模型，
给出了直柱等离子体纯经典输运的参考值。
14．2．4　磁化等离子体的热导

上一小节对粒子扩散的分析令人鼓舞：随机行走模型尽管简单，但是能够可靠
地预言输运系数。 现在我们将这一模型运用到研究热扩散问题上，以求得满足封闭
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的自洽流体方程组所需的最后一个未知输运系数。 与应用于粒子扩散情形一样，我
们用二维碰撞模型来计算步长，其中粒子具有回旋轨道，并在每次碰撞后被散射到
任意方向上。

基于与前述分析类似的考虑，乍一看我们会认为同种粒子碰撞不会导致热扩散。
质心位置变动同样会抵消，由此说明不存在同种粒子的热扩散，这个结论也是错的！

理由如下。 计算粒子扩散的正确方法是根据碰撞前后两粒子质心位置的变化
来定义步长。 但是对于热扩散，步长必须根据碰撞前后两粒子“能量中心”的变化
来定义。 因此，前述对同种粒子扩散的全部分析基本上仍有效，唯一的重大差别就
是 Δr的定义。 热扩散的 Δr 定义为：

　　 Δr ＝r ｃＥ －r′ｃＥ （１４．３９）
这里，

　　
rｃＥ ＝v

２
１ rｇ１ ＋v２２ r ｇ２
v２１ ＋v２２

r′ｃＥ ＝v′
２
１ r′ｇ１ ＋v′２２ r′ｇ２
v′２１ ＋v′２２

（１４．４０）

经过冗长但简单的计算，并代换所有的量得到用质心速度变量表示的 （Δl） ２ ， 然后
对角求平均，得到：

　　 （Δl） ２ ＝ ２v４ V ２

ω２
ｃ （４V ２ ＋v２ ） ２ （１４．４１）

最后一步是对 v１ 和 v２ 或等价地对 v和 V 求平均。 由此得到对均值的合理估计：

　　
v２ ＝v２１ ＋v２２ －２v１ · v２ ～２v２Ｔ
V２ ＝ １

４ （ v２１ ＋v２２ ＋２v１ · v２ ） ～ v
２
Ｔ
２

（１４．４２）

这里假定 v１ · v２ 项的均值为零。 由这个估计产生如下的步长方均值表达式：

　　 （Δl） ２ ＝ １
４
v２Ｔ
ω２
ｃ

（１４．４３）

再由碰撞的平均时间间隔，对离子是τｉｉ ＝（νｉｉ） －１ ，对电子是τｅｅ ＝（νｅｅ） －１，我们很容
易估计出热扩散系数。 由于 τjj ＝τjj（υ） 是速度的函数，我们还可以通过定义 τ－jj ＝
τjj（vＴ） 来得到对 v的大致平均。 由此，利用随机行走模型可以得到下列离子和电子的
热扩散系数：
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χｉ ＝ １

４
v２Ｔ ｉ

ω２
ｃ ｉτ－ｉｉ ～ r

２
Ｌ ｉ

τ－ｉｉ
χｅ ＝ １

４
v２Ｔｅ

ω２
ｃｅτ－ｅｅ ～ r

２
Ｌｅ

τ－ｅｅ
（１４．４４）

我们注意到，电子热扩散系数与粒子扩散系数相当即χｅ ～D ｎ，而离子热扩散系
数则要大一个质量比方根因子： χｉ ～ m ｉ

m ｅ

１ ／２χｅ。 在下一小节里可以证明，出现在输
运方程［式（１４．１０）］里的单一的热扩散系数实际应为 χ＝χｉ ＋χｅ ≈ χｉ。在粒子扩散
中出现的 Δr值的显著抵消并不出现在热扩散中。 这就是碰撞热扩散会远远大于粒
子扩散的基本原因。

利用布拉金斯基更精确的系数可以得到热扩散系数的数值表达式 （对 ５０％唱
５０％的 Ｄ唱Ｔ 等离子体）：

　　
χｉ ＝０．１０ n２０

B２
０ T１ ／２

ｋ
　（ｍ２ ／ｓ）

χｅ ＝４．８ ×１０ －３ n２０
B２

０T１ ／２
ｋ
　（ｍ２ ／ｓ）

（１４．４５）

对于主要的离子扩散系数，这个数值要比简单的随机行走模型导出的结果大一个 ２．４
的因子。 对于前述的简单聚变反应堆的参数值，可导出粒子热扩散系数为χｉ ＝１．８ ×
１０ －３ ｍ２ ／ｓ。 这个值也过于乐观了，要比典型实验值χｉ ～１ ｍ２ ／ｓ大 ３ 个数量级。
14．2．5　小　结

上面给出了一维等离子体柱情形下的经典输运公式，见式（１４．１０）。 该模型采
用了低比压托卡马克展开的近似。 它由一组闭合的关于密度、温度和极向磁场相互
耦合的时间演化方程组成。 粒子和磁场的扩散系数可以直接从流体方程和电子唱离
子动量的碰撞交换中取得。 D ｎ 和 DＢ 的表达式由式（１４．１１）给定。 热输运主要是
离子的贡献，其主要机制是离子唱离子碰撞。 通过随机行走模型可得到对 χｉ的简单
估计［式（１４．４４）］。 与实验测量值相比，经典的粒子输运系数和热输运系数均过于
乐观了，但它们毕竟提供了一种参考。

14．3　求解输运方程
上节导出的输运方程描述了由托卡马克圆环取直简化后的一维柱形等离子体
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的经典输运。 本节我们要利用这一模型给出几个具体问题的解析解。 目的有两个：
第一，详细了解如何将每个问题变成易解的形式，这个工作的意义在于由此得到的
大多数概念都可以应用到更一般的环形位形中去，通常这种情形只能通过数值计算
来求解；第二，所提出问题的答案都不是一目了然的。 例如，尽管从量纲分析明显
可知，任何扩散过程的特征弛豫时间尺度为 τ≈ a２ ／D， 但仍有很多更微妙的问题需
要回答。

本节讨论三个问题。 第一个是温度平衡问题。 截至目前，我们在所有分析里一
直假定 T ｅ ≈ T ｉ ＝T。 现在我们要导出这一条件能够满足的定量判据。 答案并不显
然，因为 χｅ和 χｉ的值相差很大。

第二个问题与外部加热功率沉积分布对中心等离子体温度的作用有关。 例如，
高度离轴峰化的加热源是否会导致相应的离轴峰化的温度分布？

第三个问题是关于在仅有欧姆加热情形下一维模型的稳态解。 这里是要确定，
在无需外部辅助加热源的情形下，仅用欧姆加热方式加热到点火是否可行。 这显然
是一个高度期盼的情形。
14．3．1　温度平衡

作为研究温度平衡的模型问题，我们考虑二流体稳态能量方程：

　　
１
r

矪
矪 r rn χｅ 矪Tｅ矪 r ＋S ｅ ＋３

２
n（T ｉ －T ｅ）

τ－ｅｑ ＝０
１
r

矪
矪 r rn χｉ 矪T ｉ矪 r －３

２
n（T ｉ －Tｅ）

τ－ｅｑ ＝０
（１４．４６）

这个模型相当于，电子受到源 S ｅ 加热；获得的能量由电子热传导损失和通过碰
撞传递给离子的能量所平衡；离子没有外部加热源，它们通过与电子的能量交换而
被加热，并通过离子热传导而损失能量。 为了简单起见，这里忽略了压缩和对流效
应，因为它们不是主要的。 为了得到解析解，输运系数χｅ，χｉ和τ－ｅｑ 均视为常数，而且
如果需要的话，χｅ和 χｉ的值取反常输运情形下的大值。 类似地，我们还假定密度分
布 n（ r）和热沉积分布 Sｅ（ r）也都是常数。

这个简化模型的目标是要求出电子和离子温度的平衡分布，然后得到电子和离
子温度相等是好的近似的条件。 具体来说，我们要确定满足下式的条件：

　　 R ≡ T ｅ（０） －T ｉ（０）
T ｅ（０） ＋T ｉ（０） ＜＜１ （１４．４７）

这个解可以通过两步来取得。 第一步，将方程加起来消去能量交换项：
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　　 １
r

矪
矪r r 矪

矪r（nχｅT ｅ ＋nχｉT ｉ） ＝－S ｅ （１４．４８）
至于边界条件，我们要求在原点平坦，即 T′ｅ（０） ＝T′ｉ （０） ＝０ ；在 r ＝a 处有理想沉
积条件 T ｅ（a） ＝T ｉ（a） ＝０。 这样，式（１４．４８）的解很容易求得：

　　 n（χｅT ｅ ＋χｉT ｉ） ＝S ｅ４ （a２ －r２ ） （１４．４９）
第二步是求 T ｉ 和 T ｅ。 将上述解代入离子方程，经过简短的计算可得：

　　 １
x

矪
矪x x

矪T ｉ
矪x －α２ T ｉ ＝α２ T０ （１ －x２ ） （１４．５０）

这里，x ＝r／a，且

　　
α２ ＝ ３

２
χｅ ＋χｉ
χｅ χｉ

a２

τ－ｅｑ
T０ ＝ １

４
S ｅa２

n（χｅ ＋χｉ）
（１４．５１）

利用修正的贝塞尔函数，可将满足边界条件的 T ｉ（及 T ｅ）的解写成：

　　
T ｉ
T０

＝１ －x２ －４
α２ １ －I０ （αx）I０ （α）

T ｅ
T０

＝１ －x２ ＋４
α２

χｉ
χｅ １ －I０ （αx）I０ （α）

（１４．５２）

图 １４．６ 给出了 χｉ／χｅ ＝１０ 和 α＝１０ 情形下的这些分布。
现在我们来计算平衡参数 R。 代入式（１４．４７）得：

　　 R（α，χｉ／χｅ） ＝ （χｉ／χｅ ＋１）F（α）
２ ＋（χｉ／χｅ －１）F（α） （１４．５３）

这里，
　　 F（α） ＝ ４

α２ １ － １
I０ （α） ≈ ４

４ ＋α２ （１４．５４）
最后的约等号表示的近似表达式对小α和大α都成立。 注意，当α ＞＞ ２ 时，F ＜＜ １，
且 F（α）是一个递减函数。

对于比值 χｉ／χｅ 的不同的值，电子和离子热平衡的条件可由式（１４．５３）来确定。
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具体来说，条件 R ＜＜ １ 确立了 α２
的必要条件（见表 １４．１）。 由表 １４．１ 可知，对于

χｉ／χｅ 的所有值， α２
的条件具有如下简单形式：

　　 α２ ＞＞２ χｉ ＋χｅ
χｅ （１４．５５）

图 14．6　 α＝１０，χｉ／χｅ ＝１０ 情形下 Tｅ 和 Tｉ 对 r／a的分布
表 14．1　确保 R ＜＜ 1 条件成立的α2

与χi ／χe的关系

χｉ／χｅ 的范围 R ＝R（ F） R ＝R（α， χｉ／χｅ） R ＜＜ １ 的条件
χｉ／χｅ ＞＞ １ R ≈ F

F ＋２χｅ／χｉ
R ≈ ４

４ ＋２α２χｅ／χｉ α２ ＞＞ ２χｉ／χｅ
χｉ／χｅ ＝１ R ＝F R ≈ ４

４ ＋α２ α２ ＞＞ ４

χｉ／χｅ ＜＜ １ R ≈ F
２ －F R ≈ ２

２ ＋α２ α２ ＞＞ ２

在非归一化单位下，式（１４．５５）可简化为：
　　 τ－ｅｑ ＜＜３a２

４ χｉ （１４．５６）

物理上说，如果平衡时间 τ－ｅｑ 远小于离子的能量约束时间 a２ ／χｉ， 那么就能够达
到电子和离子的温度平衡。 电子的能量约束时间 a２ ／χｅ 对芯部的最终温度有很强
的影响。 但不管中心温度是多少，只要离子不过快地通过离子热传导将电子传递来
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的能量损失掉，那么电子和离子就能达到热平衡。
现在要问，在大多数等离子体实验中式（１４．５６）是否满足？ 对于经典扩散，我

们有 τ－ｅｑ ～（m ｉ／m ｅ）τ－ｅｉ， χｉ ～r２Ｌｉ／τ－ｉｉ 和 τ－ｉｉ ～（m ｉ／m ｅ） １ ／２τ－ｅ ｉ。 这样平衡方程简化为：
　　 a２

r２Ｌ ｉ
＞＞ m ｉ
m ｅ

１ ／２ （１４．５７）

这个条件在大多数实验中均是满足的。 但是，当 χｉ是反常的时候，这个条件就
很难满足。 在此情形下，利用式（９．１１９）的 τ－ｅｑ 值，我们可以将平衡条件重写为：

　　 n２０ ＞＞０．０１７ T
３ ／２
ｋ χｉ
a２

＝０．２５ χｉ （１４．５８）
这里等号后的值对应于简单聚变堆 （a ＝２， Tｋ ＝１５） 情形。 对于聚变堆，n２０ ＝１．５
已足够大，假定 χｉ ～１ ｍ２ ／ｓ（当前托卡马克的典型实验值），那么这个条件是能够满
足的。 有意思的是，目前的大部分托卡马克通常运行在较低密度（ n２０ ～０．５）下，因
此电子和离子热平衡条件仅仅勉强得到满足。

最后，我们讨论在电子和离子达到良好的热平衡条件下单个能量方程的推导。
数学上看，这种平衡意味着 τ－ｅｑ → ０ 以及 T ｉ → T ｅ。 因此每个方程里的能量平衡项都
变得不确定［ （T ｅ －T ｉ） ／τ－ｅｑ → ０／０ ］。 这个困难可通过加上能量方程以严格抵消平
衡项并令 T ｅ ＝T ｉ ＝T来解决。 由此得到单个的能量方程：

　　 １
r

矪
矪r r n（χｅ ＋χｉ） 矪T

矪r ＋S ｅ ＝０ （１４．５９）
我们看到，最后得到的这个方程在热传导损失和加热源项之间取得了平衡。 热扩散
系数正是各项的和（ χ＝χｉ ＋χｅ ≈ χｉ ），并且由最大贡献项（通常是离子）主导。

以上分析表明，当考察聚变级等离子体的行为时，可以用单一的能量方程。
14．3．2　加热分布对芯部温度的影响

下面我们来研究外部加热源的分布对等离子体峰值温度和温度分布的影响。
我们主要关心高度局域性的离轴加热源是否会造成相应的峰值离轴的温度分布。
要回答这个问题，有两点必须考虑：第一，计算空间均匀的加热源的温度分布；第
二，用 δ函数从数学上拟合具有相同总功率但空间上高度局域的离轴加热源进行重
复计算。 通过对这两个解的比较来给出答案。

已取得很好热平衡的等离子体可用如下稳态能量方程来描述：
　　 １

r
矪
矪 r r n χ矪T矪r ＝－S（ r） （１４．６０）
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如前所述，这里对流、压缩均忽略，n 和 χ均视同常数。
首先，假定等离子体对总功率 P ｈ 的吸收在整个截面上是均匀的。 设等离子体

体积为 V ＝２π２ a２R０ ， 则在此情形下， S（ r） ＝P ｈ ／２π２ a２R０ ＝常数。 同样，边界条件
要求在原点平坦，并在 r ＝a 处有理想热沉积： T′（０） ＝０， T（a） ＝０。于是输运方程
的解很容易求出：

　　 T ＝T０ １ －r２
a２

（１４．６１）
其中，

　　 T０ ＝ P ｈ
８π２ n χR０

（１４．６２）

我们看到，温度分布随半径下降。 为了估计峰值因子，我们将其定义为峰值温度 T０

的半径与平均温度 T
－
之比，这里，

　　 T－ ＝ ２
a２∫a０ T（ r） rｄr （１４．６３）

对于常数型加热分布情形，峰值因子的值为：
　　 T０ ／T－ ＝２ （１４．６４）

这个结果可用作参考值。 下一步是计算局域离轴热源的温度分布，这种加热源可用
一个 δ函数来拟合：

　　 S（ r） ＝Kδ（ r －αa） ＝ P ｈ
４π２R０ aαδ（ r －αa） （１４．６５）

注意，热源的峰值位置为 r ＝αa，其中，０ ＜α＜１。 δ函数的系数仍由等离子体吸收
的总功率 P ｈ 确定。

通过分别在 δ函数两边区域中求解式（１４．６０），并令温度在界面 r ＝αa 上连
续，即可求得温度分布。 对于 ０ ≤ r ≤ αa－

区域，解在原点平坦，故有：
　　 T ＝C１ （１４．６６）

这里，C１ 是待定系数。 对于 αa＋≤ r ≤ a 区域，满足 r ＝a 处理想沉积条件的解为：
　　 T ＝C２ ｌｎ（a／r） （１４．６７）

这里，C２ 也是待定系数。
下一步，在界面 r ＝αa 上必须满足两个匹配条件。 首先，温度应连续，因此有
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C２ ｌｎ（１／α） ＝C１ ；其次，δ函数的积分产生一个热流阶跃条件，由此得到：
　　 ［ r nχ矪 T／矪 r］ αa＋

αa－ ＝－∫αa＋

αa－ Kδ（ r －αa） rｄr ＝－P ｈ ／４π２R０ （１４．６８）
由每个区域中的分布很容易求出这个温度导数，故有：

　　 C１ ＝P ｈ ｌｎ（１ ／α）４π２ n χR０
＝２T０ ｌｎ（１ ／α） （１４．６９）

其中 T０ 由式（１４．６２）确定。
由此得到温度分布：

　　T ＝２T０ ｌｎ（１／α）　０ ≤ r ≤ αa－

T ＝２T０ ｌｎ（a／r）　αa＋≤ r ≤ a （１４．７０）

图 １４．７ 给出了 α＝０．５ 情形下解的图像。 由图可知，即使加热源的峰值分布
很陡，等离子体的温度分布也没有峰。 物理上分析其原因如下。 最初，加热源分布
的确产生一个峰值的离轴温度分布。 随后热开始从源沿两方向扩散。 在等离子体
边界，热能因沉积（ ｓｉｎｋ）边界条件而被吸收，但在芯部不存在热沉积，只有热聚集。
在稳态情形下，中心区沿任何方向都不存在净能流，故达到平衡，相当于均匀温
度分布。

最后，我们来比较一下两种情形下的温度峰值因子。 对于局域热源，峰值因子
很容易估算，表达式为：

图 14．7　均匀的和峰值分布的加热源形成的温度分布
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　　 T（０）
T
－ ＝２ ｌｎ（１／α）

１ －α２ （１４．７１）

峰值因子对 α的函数关系如图 １４．８ 所示。 我们注意到，与加热分布的巨大差异相
比，两种情形下峰值因子之间的差异并不大。

由此得到的主要结论是：尽管等离子体平均温度直接依赖于总的加热功率（即
T
－ ～P ｈ ） ，但实际温度分布对加热功率分布是相当不敏感的 （除非是特殊的极限
α→０ 情形下）。

图 14．8　峰值因子对归一化位置半径的函数关系

14．3．3　欧姆加热到点火
节要讨论的最后一个问题是：是否有可能在无外部加热功率源的条件下将等离子

体加热到点火？ 从聚变工程的角度看，能做到这一点是相当诱人的。 在本节里，我们
在经典输运的框架下讨论这一问题，得到的结果比起实际的实验结果要乐观得多。 尽
管如此，我们不妨将其作为一个好的参照，并用来展示寻求输运方程近似解的过程。

计算的目标是要确定将等离子体加热到 ７ ｋｅＶ 的半点火温度需要多大的欧姆
加热功率。 计算中忽略了 α粒子加热贡献，这在低温下是一种好的近似，虽然一旦
温度达到 ７ ｋｅＶ，α粒子加热将取代欧姆加热，后者的贡献可忽略。 在单纯的欧姆加
热情形下，我们还可以计算另一些等离子体参数，包括等离子体电流 I，等离子体压
强 p，等离子体比压 β，安全因子 q和能量约束时间 τＥ ， 这些值均可用来与工程上和
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等离子体物理上的约束条件相比较。 分析表明，在经典输运假定下，通过欧姆加热
到点火是可能的，虽然进一步的研究表明这一结论是喜忧参半。

1．模　型
欧姆加热模型可用前一节里导出的一组完整的一维柱体输运方程来表示。 为

简单起见，我们再次假定等离子体处于稳态，并忽略压缩和对流等过程。 此外，为
了避免求解耦合微分方程，这里假定等离子体密度是均匀的：n ＝常数。 这样我们
就可以从计算中去掉密度方程来简化分析，这是一种实验上可接受的假设 １） 。 由此
欧姆加热模型简化为：

　　r 矪
矪r
DＢ
r

矪（ rB θ）
矪r ＝０

１
r

矪
矪r rn χ矪T矪r ＋η‖ J２ ＝０

μ０ J ＝ １
r
矪（ rB θ）

矪 r

（１４．７２）

注意，加热源相应于欧姆功率耗散项。

１） 在更复杂的分析中 ，可以将密度考虑进来 ，但是这时需要非常仔细地考虑边界条件 ，并需要在处理 r ＝a
附近区域时对物理模型做出更切合实际的调整 。 这是因为如果采用理想化沉积边界条件 ，χ中会出现不
定比值。

现在的任务是将这组方程化简为一个关于温度的二阶微分方程。 第一步是对
磁场方程进行积分，我们知道， DＢ ＝η‖ ／μ０ ～１／T ３ ／２ 。 因此有：

　　 DＢ J ＝常数 （１４．７３）
或

　　 J ＝K μ０
η‖

＝J０ TT０

３ ／２ （１４．７４）
其中，J０ ，T０ 均为取磁轴上值的常数。 它们暂时是未知的，但最终将与等离子体电
流 I 和设定的平均温度 T

－ ＝７ ｋｅＶ 联系起来。
下一步是将 J 的表达式代入能量方程，其中χ≈χｉ的经典值由式（１４．４５）给定。

经过简单计算，可得归一化温度 U ＝T ／T０ 的微分方程为：
　　 １

x
矪
矪x

x
U１ ／２

矪U
矪x ＋２αU３ ／２ ＝０ （１４．７５）

其中， x ＝r／a；α是按如下定义（实用单位制下）的无量纲数：
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　　　　 α＝１０．３ B０ JＭ０ a
n－２０ Tｋ０

２
（１４．７６）

其中， Tｋ０ ＝T０ （ｋｅＶ）；JＭ０ ＝J０ （ＭＡ／ｍ２ ）。
模型简化的最后一步是引入新的独立变量 V ＝U１ ／２ 。 于是式（１４．７５）简化为：
　　 １

x
矪
矪x x 矪V矪x ＋αV３ ＝０ （１４．７７）

边界条件同样要求在原点满足平坦分布，在等离子体边界满足汇条件： V′（０） ＝０，
V（１） ＝０。归一化条件 V（０） ＝１ 是额外的约束，只是在选取适当的α值时才满足。
实际上，分析的下一步是要确定 V（ x）的近似解以及相应的α值。 一旦 V（ x）和α值
已知，则所有待定的欧姆加热等离子体的性质就都很容易确定了。

2．问题的近似解
式（１４．７７）是非线性微分方程，没有简单的闭合形式解。 虽然可以对它进行数

值求解，但从提高物理认识上来看未必是最佳的。 这里我们采用一种不同的处理来
得到近似解。 这种方法是基于数学上的两点考虑。 第一，V（ x）的解在定性上应是
简单的，它从原点处的值 １ 出发单调减到等离子体边界处的零；第二，所有物理量都
是由对V（ x）的不同函数进行等离子体体积分得到的。 由于涉及的是积分值，因此
结果应对V（ x）的具体分布不是十分敏感。

按这种数学观点，采用矩方法就足以精确求得所要的解。 具体来说，我们可将
V（ x）的分布近似为：

　　 V（ x） ＝（１ －x２ ） v （１４．７８）
其中 v是待定参数。 显然，定性上看，V（ x）具有精确解所应具备的函数性态。

v 和 α的值可通过要求这一微分方程满足低阶矩来确定。 这些矩的定义如下：

　　
∫１０ V １

x
矪
矪x x 矪V矪x ＋αV３ xｄx ＝０

∫１０ x２ V １
x

矪
矪x x 矪V矪x ＋αV３ xｄx ＝０

（１４．７９）

虽然这里矩方程的选择不是唯一的，但用低阶矩足以把握精确解的主要宏
观性质。

将 V（ x）的近似分布代入式（１４．７９） ，我们得到两个关于未知量 v和α的相互耦
合的代数方程。 解此代数方程即可得到二者的值：

　　 v ＝２，　α＝１２ （１４．８０）
下面我们就用这两个值来推导待求的欧姆加热等离子体的物理性质。
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3．解的物理性质
首先考虑温度的近似分布。 从 v ＝２ 的值和关系 U ＝V２

我们有：
　　 T ｋ（ r） ＝Tｋ０ （１ －r２ ／a２ ） ４ （１４．８１）

注意，这是一个陡峭的峰值分布，它是在等离子体边界χ～T －１ ／２→ ∞的结果。 高热
导率总是使边界附近温度分布变得平坦，从而使得分布中心的峰变得愈发陡峭。 对
峰的量度可采用峰值因子，它定义为峰值对平均温度的比值。 平均温度定义如下：

　　 T－ｋ ＝２∫１０ Tｋ xｄx ＝Tｋ０ ／５ （１４．８２）

因此峰值因子为 Tｋ０ ／T－ｋ ＝５。T－ｋ 的未来值可设定为 T－ｋ ＝７ ｋｅＶ， 这是欧姆加热到点
火的目标温度。

其次，我们来考虑电流密度分布。 它要比温度分布更加峰化：
　　 JＭ （ r） ＝JＭ０ （１ －r２ ／a２ ） ６ （１４．８３）

其中，常数 JM０可用如下的总等离子体电流定义式来表示：
　　 IＭ ＝２πa２∫１０ JＭ xｄx ＝πa２ JM０ ／７ （１４．８４）

因此，JM０ ＝７IＭ ／πa２ 。
这些结果加上α＝１２，即得到所需的等离子体电流与期望的欧姆加热温度之间

的关系：

　　 IＭ ＝ α
２．０５

１ ／２ an－２０ T
－
ｋ

B０
＝２．４ an

－
２０ T

－
ｋ

B０
＝１０．７　（ＭＡ） （１４．８５）

我们看到，对于经典输运，电流与温度之间呈线性关系。 最后等式给出的数值对应
于如下简单反应堆的设计参数值： n２０ ＝１．５，a ＝２，R０ ＝５，B０ ＝４．７。现在我们可
以问 q倡的值是否高到足以抑制磁流体力学不稳定性。 q倡的值为（假定拉长比κ＝
２）：

　　 q倡 ＝２πa２κB０
μ０R０ I

＝５ a
２κB０
R０ IＭ

＝３．５ （１４．８６）
这个值明显高于激发气球唱扭曲模的极限值。 换句话说，在经典输运条件下，托

卡马克达到 ７ ｋｅＶ 温度所需的欧姆加热电流远低于不稳定阈值，这的确是个可喜
的结论。

下面考虑等离子体压强和 β值。 二者的平均值很容易算得如下：
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　　珋p ＝２n－T－ ＝０．３２n－２０ T
－
ｋ ＝３．４　（ ａｔｍ）

珔β＝２μ０ 珋p／B２
０ ＝０．２５珋p ａ ／B２

０ ＝０．０３８ （１４．８７）

这些值只是我们预期在 ７ ｋｅＶ 下的值，即等离子体完全点火后稳态运行时的 １５ ｋｅＶ
的一半条件下的值。 可以看到，这里的 珔β也低于磁流体力学不稳定性的阈值。

现在我们来计算要达到 ７ ｋｅＶ 所需的总的欧姆加热功率，并将其与反应堆输出
的正常电功率 １０００ ＭＷ 进行比较。 欧姆加热功率定义为：

　　 PΩ ＝∫η‖ J２ ｄr （１４．８８）
利用关系 η‖ ＝３．３ ×１０ －８ ／T ３ ／２

ｋ Ω· ｍ 即可求得：

　　 PΩ ＝４．１ ×１０ －２ R０ I２Ｍ
a２ T

－　３ ／２
ｋ

＝０．３２　（ＭＷ） （１４．８９）

由此可见，与电输出功率相比，所需的欧姆加热功率并不大。 这是等离子体约束好
到只存在经典输运情形下的结果。 也就是说，如果等离子体状态好到能够约束住其
热能（即 χ很小），那么只需很少一部分欧姆加热功率即可将等离子体加热到高温。
显然，对 PΩ的很低需求是我们期待的结果。

我们感兴趣的最后一个参数，即用来衡量约束好坏的指标，是能量约束时间
τＥ 。 这个量可通过对能量平衡方程［式（１４．７２）］进行等离子体体积分来定义：

　　 PΩ ＝－４π２R０ anχ矪T矪r a
≡ ３

２
∫pｄr
τＥ （１４．９０）

我们看到，能量约束时间可根据流过等离子体边界的热流通量来确定。 如果我
们确切知道等离子体温度分布，那么通过简单计算其边界导数即可求得所需的 τＥ
的值。 但是，前面计算中所用的近似分布很难用来求 τＥ ，那样的话将导致 τＥ ＝∞。
利用近似平衡解的一种好得多的方法是利用对分布不敏感的积分关系。 因此，用式
（１４．９０）来计算能量约束时间是一种好的选择：

　　 τＥ ＝ ３
２

珋pV
PΩ

＝２３ a
４ n－２０ T

－　５ ／２
ｋ

I２Ｍ
＝６．３ ×１０ ２　（ ｓ） （１４．９１）

经典约束理论预期，能量约束时间将超过 ６００ ｓ，这比当前的实验值乐观得多。
最后应指出，实际上，在密度、电流、环向磁场和磁约束位形确定后，τＥ 经常被

用来预言实验所达到的温度。 作为输运理论的另一种应用，在当前情形下，温度通
常通过式（１４．８５）而从 τＥ 中约去，这样导出的表达式就只与实验可直接控制的参
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数有关。 对于仅存在经典输运的约束情形，τＥ 的新形式可以写成：
　　 τＥ ＝２．６ a

３ ／２B５ ／２
０ I１ ／２

Ｍ
n－３ ／２

２０
　（ ｓ） （１４．９２）

在与实验测得的实际值进行比较时，能量约束时间的这种形式是非常有用的。
4．过度约束并不是好事
迄今为止的分析似乎表明，经典约束加欧姆加热就可以得到我们梦寐以求的聚

变反应堆。 然而，进一步研究表明，过度约束其实并不是好事。
可以有几种思路来理解这个问题。 这个问题实质是过度约束将导致很大的

pτＥ值。 对于上述经典约束情形，７ ｋｅＶ 下的 pτＥ 值是 ２．１ ×１０ ３ ａｔｍ ｓ。 这要比以 α
功率平衡热导损失为特征的等离子体稳态平衡下的 pτＥ 值大 ２００ 多倍。 具体地说
就是，α粒子放出的热要比热传导损失的大得多。 这种状况一旦出现，等离子体就
将不断地被加热到更高的温度，从而使得等离子体压强和功率密度均持续攀升。 这
样很快就会超出稳定性所允许的临界等离子体 β值，壁能承受的最大中子负荷极限
也将遭到破坏。

另一种办法是降低等离子体数密度，由此使得 pτＥ 值降到稳态点火所需的值：
pτE ≈８．３ ａｔｍ ｓ。 但这种做法的困难是，降低数密度相当于降低等离子体压强，这
反过来又导致功率密度的降低。 而在功率密度大大降低的情形下，要维持同样的总
功率输出，就需要更大的等离子体体积。 这样，更大的反应堆将导致单位输出功率
需要更高的发电成本，这是我们不愿看到的。

还有另一种办法，就是用改善约束来减小等离子体体积。 由于τＥ ～a２ ／χ，因此
我们可以减小等离子体体积直到 τＥ 值短到仅需满足稳态功率平衡即可。 但是如果
压强以及相应的功率密度维持不变（即 珋p ～７ ａｔｍ ） ，那么总的输出功率就会降低，
因为等离子体体积减小了。 即便如此，反应堆体积还是很大，因为包层和屏蔽的厚
度必须保持在 b ＝１．２ ｍ，这个值是由核物理而非等离子体物理决定的。 这样，净效
果仍然是因为包层和屏蔽的低效运用而使得单位发电的成本提高了。 提高等离子
体压强也无助于缓解这一问题，因为这会使 β值超出磁流体力学稳定性极限，使得
中子通量超出壁负载的极限。

当然，我们的这些讨论要除去一种例外情形，那就是如果采用像 Ｄ唱Ｄ 这样的先
进燃料，由于它的聚变反应截面要比 Ｄ唱Ｔ 的小得多，这就意味着等离子体点火需要
更高的 pτＥ 值。

上述讨论表明，不论哪种情形，都不存在一种明确的方法可以实现 Ｄ唱Ｔ 聚变反
应堆的甚长的能量约束时间。 同时我们又知道，当前聚变研究的很大一部分工作就
是寻求如何提高能量约束时间。 其实这二者之间并不矛盾，因为目前实验取得的能
量约束时间还短于反应堆所需的值。 但一旦实现了反应堆所需的能量约束时间，我
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们就没有理由再来大幅度提高 τＥ 值了。
14．3．4　小　结

在经典输运框架下，我们借助一维圆柱模型解决了若干能量扩散的问题。 这些
问题包括：温度平衡、加热分布效应和欧姆加热到点火等。 由于能量损失是聚变堆
级等离子体的主要损失机制，因此所有这些问题都集中反映在能量输运方程上。

分析表明：①电子和离子的能量平衡要求离子能量约束时间必须长到可与能量
平衡时间相比；②温度分布对加热分布的依赖关系不大；③如果仅考虑经典输运，
我们很容易通过欧姆加热将等离子体加热到点火，虽然从反应堆的角度看，过度约
束实际上并不有利。

理想化的经典输运模型对实验能够取得的 χｉ过于乐观了，但不管怎么说，这个
估计可作为一个有用的参考。 下一节我们将在模型里加入更切实际的因素，因此理
论预期与实验数据也更加接近。

14．4　新经典输运
14．4．1　概　述

新经典输运是一种包括了环形几何因素的经典输运。 输运仍是纯粹由库仑碰
撞驱动———即仍不考虑由等离子体微观不稳定性引起的反常输运。 新经典输运理
论的发展堪称等离子体动理学理论完美而复杂的分析的结果。 其最终得到的模型
相当完备。 它是一种二流体描述，包括了电阻率、黏滞性和热传导等因素。 这一模
型对任意碰撞区间均适用。

本节包含对新经典输运中与聚变反应堆最相关的几个重要特征量的推导。 其
中包括粒子扩散系数、热扩散系数以及自举电流的产生。 分析将不采用求解复杂的
动理学方程的方法，而代之以用导心理论和随机行走模型。 此外，分析仍将只针对
大环径比、圆截面和低碰撞率的情形。

乍一看，我们可能会以为，在大环径比极限情形下，环效应可以简单地在圆柱模
型结果上添加 r／R０ 修正即可。 这是一个不正确的结论。 实际上可能出乎你的预
料，新经典效应将等离子体输运系数的大小提高了近乎两个量级。 定性上，其原因
可以解释如下。 在圆柱系统下，粒子被约束在磁面的回旋半径尺度内，因此相应的
步长由库仑碰撞决定，仅在回旋半径量级上。 而在环形系统中，粒子因为环向 ΔB
漂移和曲率漂移的关系漂离磁面，这种漂移引起的径向偏离会远大于回旋半径，从
而使得碰撞步长加大，输运系数也相应增大。 更令人惊奇的是，少量俘获粒子引起
的输运实际上要比大量通行粒子（即非俘获粒子）引起的输运更显著。

下面我们用随机步长方法导出粒子和热的输运系数。 首先考察通行粒子引起
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的输运，随后是俘获粒子引起的输运，最后，我们导出非常重要的自举电流，这在简
单柱形系统下是没有的。 自举电流对于降低托卡马克电流驱动的要求是非常重要
的，其性质与第 １１ 章中讨论的磁化电流密切相关。
14．4．2　通行粒子引起的新经典输运

我们可以用随机行走模型来计算环形几何下通行粒子引起的新经典输运。 这
里的关键是求得粒子导心漂离磁面的平均步长。

为此，我们来考虑图 １４．９ 所示的大环径比圆截面托卡马克。 图中画出了磁面
和两种通行粒子的导心轨道。 我们知道，对于托卡马克， B ≈ B矱（R）， 因此 ΔB 漂
移和曲率漂移均在 e z 方向，也就是说，离子的导心漂移总是在向上的正方向。 现
在，假定磁场线的倾角是正的，则具有正 v‖的粒子从 θ ＝０ 的位置出发后画出一个
类似圆的轨道，其半径要稍大于它初始所在的磁面的半径。 类似地，在同一磁场
下，具有负 v‖的粒子也画出一个较小的圆轨道。 我们还注意到，轨道是闭合的，所
有这些结果都可以用正则环向动量守恒严格地推导出来。

按照输运理论，如果粒子经历了 ９０°偏转的弹性碰撞，速度改变为 v‖ → －v‖ ，那么
其轨道就会从一个磁面跳到另一个磁面上。 这些磁面的平均半径要相差一个相当于径
向偏离磁面的量： Δr ＝rｉ －rｆ。显然， Δr代表了环形几何下径向输运的恰当的步长。

我们通过以下步骤来计算 （Δl） ２ ＝枙（Δr） ２ 枛 的值。 首先，我们需要定义时间
τ１ ／２ ，它表示粒子完成极向截面上半迁移的时间。 其次，在 τ１ ／２时间内，由于存在 ΔB
漂移和曲率漂移，粒子以其导心漂移速度 vＤ 漂离磁面，因此相应的径向偏离距离为
Δr ～vＤτ１ ／２ 量级。 第三，对所有碰撞求平均得到待求的步长。 具体计算如下。

图 14．9　两种通行粒子（一种 v‖ ＞０，另一种 v‖ ＜０）的导心轨道的极向投影
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1．半迁移时间
粒子进行半迁移的时间为 τ１ ／２ ＝l／v‖ ，这里 l是粒子沿极向走过 lｐ ＝πr 弧长所

对应的径向距离。 对于大环径比托卡马克有：
　　 ｄl／B ≈ ｄl／B０ ≈ ｄlｐ ／B θ （１４．９３）

因此，
　　 l（ r） ≈ B０

B θ（ r） lｐ ＝ B０
B θ（ r）πr ＝πR０ q（ r） （１４．９４）

因此对应的半迁移时间为：
　　 τ１ ／２ （ r） ＝l／v‖ ＝πR０ q／v‖ （１４．９５）
2．径向偏离
下一步是计算粒子对磁面的径向偏离。 在托卡马克里，由主要是环向磁场（基

本上可视为真空磁场）引起的 ΔB 漂移和曲率漂移可以写成：
　　 vＤ ＝m ｉe v２‖ ＋v

２
⊥
２

R ｃ ×B
R２
ｃB

≈ １
ωｃｉR０

v２‖ ＋v
２
⊥
２ （ e r ｓｉｎθ ＋eθｃｏｓθ） （１４．９６）

为简单起见，这里粒子设为正离子。 假定粒子轨道从某个任意初始角 θ ＝θ０ 开始

（即不必从 θ ＝０ 开始），轨道由 θ（ t） ＝ωＴ t ＋θ０ 确定，这里ωＴ ＝π／τ１ ／２ 是全迁移频

率。 相应的径向速度分量为：
　　 vＤ ｒ（ t） ≈｜vＤ ｒ ｜ｓｉｎ（ωＴ t ＋θ０ ） （１４．９７）

其中，
　　 ｜vＤ ｒ ｜＝ １

ωｃ ｉR０
v２‖ ＋v

２
⊥
２ （１４．９８）

可以预料，这个速度的符号是不断变换的，一半时间向等离子体轴运动，一半时
间做离开等离子体轴的运动。

假定粒子初始位置为 r ＝r０ ，通过积分 痹r ＝vＤ ｒ 即可得导心的径向位置。 如果 v‖
和 v⊥在通行粒子的一个轨道周期内变化不大，则可得：

　　 r（ t） ≈ r０ － vＤ ｒ
ωT ［ ｃｏｓ（ωＴ t ＋θ０ ） －ｃｏｓ（θ０ ）］ （１４．９９）

式（１４．９９）表明，粒子的径向位置在时间上是围绕一个平均值振荡的，这个均
值对应于粒子导心所在磁面的半径 r ｉ，其大小由下式给出：
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　　 r ｉ ＝r０ ＋｜vＤ ｒ ｜
ωＴ ｃｏｓ（θ０ ） （１４．１００）

3．步　长
假定在位置 r ＝r０ ，θ ＝θ０ 发生了实际库仑碰撞，则步长可最终计算出来。 为简

单起见，假定粒子经历了一次典型的弹性碰撞，其速度由初始值 v ｉ ＝v‖ b ＋v⊥ 散射

到末态值 v ｆ ＝－v‖ b ＋v⊥ 。 换言之，碰撞使 v‖的符号反向。 由于对通行粒子 v‖ ～
｜v⊥ ｜， 这相当于图 １４．１０ 所示的 ９０°偏转的弹性碰撞。

图 14．10　速度空间显示的具有 v‖ ～v⊥的典型粒子经历 ９０°碰撞造成 v‖反号
通过在式（１４．１００）中令 v‖ → －v‖ （等价于令 ωＴ → －ωＴ ），我们很容易求出

末态磁面的半径为：

　　 r ｆ ＝r０ －｜vＤ ｒ ｜
ωＴ ｃｏｓ（θ０ ） （１４．１０１）

步长 Δr 定义为碰撞前后两个磁面的半径之差：

　　 Δr ＝r ｉ －r ｆ ＝２ ｜vＤ ｒ ｜
ωＴ
ｃｏｓθ０ （１４．１０２）

下一步我们将它对所有碰撞平均，这相当于对所有起始位置 θ０ 和速度进行平

均。 正如所料，由于 ωＴ 是奇对称的，故对 v‖的平均有 枙Δr枛 ＝０。 但步长平方的平
均则不为零：
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　　 （Δl） ２ ＝枙（Δr） ２ 枛 ＝４ ｜vＤ ｒ ｜２

ω２
Ｔ

枙 ｃｏｓ２θ０ 枛 ＝２ ｜vＤｒ ｜２

ω２
Ｔ

（１４．１０３）
代入 vＤ ｒ和 ωＴ 的表达式，得到：

　　 （Δl） ２ ＝２ q２ω２
ｃｉ

（ v２‖ ＋v２⊥ ／２） ２

v２‖
≈ ４ q

２ v２Ｔ ｉ
ω２
ｃｉ

～q２ r２Ｌｉ （１４．１０４）

这里速度平均已由近似式 v２⊥ ／２ ≈ v２‖ v２Ｔ ｉ／２ 取代。 我们注意到，方均步长要比经典输
运值大一个 q２ 因子。 类似公式对电子也成立。

4．输运系数
在随机行走模型下，输运系数由 （Δl） ２ ／τ给出，这里 τ是两次碰撞之间的平均

时间。 对通行粒子，τ对应于形成 ９０°偏转的弹性碰撞时间。 如同经典扩散的情
形，更仔细的步长推导表明，双极性仍成立。 在新经典理论中，同类粒子之间的碰
撞不造成密度扩散。 粒子的扩散是由电子唱离子动量交换碰撞引起的。 因此，在随
机行走模型下，通行粒子碰撞引起的新经典粒子扩散系数为：

　　 D （ ＮＣ）
ｎ ＝（Δl） ２

ｅ

τ－ｅ ｉ ＝４q２ ２m ｅT ｅ
e２B２

０τ－ｅ ｉ ＝４q２D （ ＣＬ）
ｎ （１４．１０５）

我们看到，新经典系数要比经典系数值大 ４q２ ～３０ 倍。
类似的结论对同类粒子碰撞引起的热扩散也成立：

　　
χ（ ＮＣ ）
ｅ ～q２χ（ ＣＬ）

ｅ ～q２ r
２
Ｌｅ

τ－ｅｅ
χ（ ＮＣ ）
ｉ ～q２χ（ ＣＬ）

ｉ ～q２ r
２
Ｌｉ

τ－ｉｉ
（１４．１０６）

数值计算表明，由通行粒子造成的离子热扩散系数 χ（ ＮＣ）
ｉ ≈ １．６ ×１０ －２ ｍ２ ／ｓ。这

个值仍比实验观察到的结果要小约 ６０ 倍。 但在环形几何下，通行粒子引起的输运
不是主要的损失机制，少数俘获粒子引起的输运才是粒子和热损失的主要原因，下
面我们就来讨论这个问题。
14．4．3　俘获粒子引起的新经典输运

俘获粒子引起的新经典输运损失也可以用随机行走模型来计算。 在进行分析
之前，我们先搞清楚为什么会存在俘获粒子，以及为什么俘获粒子引起的新经典损
失在库仑碰撞输运中是主要的。 定性上我们可以这么来回答：存在俘获粒子是因为
托卡马克的 B≈ B矱 ≈ B０ （R０ ／R） ， 因此环外侧的磁场弱，内侧的磁场强，这样，初始
时比值 v‖ ／v⊥小的环外侧的粒子在沿磁场线转动到环内侧强场区时将因磁镜效应
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折返回来。 我们说这类粒子在环外侧被“俘获”。
俘获粒子的输运损失大有几个原因。 一个主要原因是它们的平行速度小。 俘

获粒子完成其磁镜运动一个完整周期所需的时间比典型通行粒子走完一个极向截

面路径要长。 由于俘获粒子的磁镜周期更长，因此需要更长的时间使得离子在 ΔB
漂移和曲率漂移力的驱动下漂离磁面，这样就加大了步长。

对俘获粒子输运的分析类似于通行粒子情形，只是在随机行走模型上必须做三
个修正。 第一，在大环径比极限情形下，仅有一小部分等离子体粒子被俘获，我们
需要知道这一比例；第二，必须在考虑俘获粒子的 v‖ ／v⊥典型比值后重新计算其径
向步长；第三，俘获粒子只能以较小的角度（远小于 ９０°）散射才能挪“一步”。 具体
分析过程描述如下。

1．俘获粒子比例
考虑图 １４．１１ 我们很容易算出俘获粒子的比例。 图中最小（环外侧）和最大

（环内侧）磁场分别为：

　　
Bｍｉｎ ＝B０

R０
R０ ＋r

Bｍａｘ ＝B０
R０
R０ －r

（１４．１０７）

图 14．11　俘获粒子轨道以及最大和最小磁场位置关系 B≈ B矱≈ B０（R０ ／R）
现在考虑具有速度 v ＝v‖ b ＋v⊥ 的环外侧粒子（ θ ＝０ ）的偏离。 由能量守恒

和磁矩守恒（见第 ８ 章），粒子被俘获的条件可以写成：

　　 v
２
‖
v２

＜１ －Bｍ ｉｎBｍａｘ ＝１ －R０ －r
R０ ＋r ≈ ２ rR０

（１４．１０８）

其中 v２ ＝v２‖ ＋v２⊥ ， 最后这步等式缘于大环径比假设 r／R０ ＜＜ １。
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图 １４．１２ 显示了速度空间下俘获粒子与非俘获粒子之间的边界。 注意到临界
角 θｃ 定义为 ｃｏｓθｃ ＝v‖ ／v≈ （２r／R０ ） １ ／２ ，因此对分布函数的俘获部分进行积分即可
求得俘获粒子的所占比例 f。 对于麦克斯韦分布函数 FＭ （ v） 有：
　　　　 f ＝ １

n∫π －θｃ

θｃ
ｓｉｎθｄθ∫２π０ ｄ矱∫∞

０ FＭ （ v） v２ ｄv ＝ｃｏｓθｃ ≈ ２r
R０

１ ／２ （１４．１０９）

图 14．12　速度空间下显示的俘获唱非俘获之间的边界，一定数量的俘获粒子经碰撞后其 v‖ 反号
由倒环径比 ε ＝a／R０ 可知，式（１４．１０９）意味着 f ～ε１ ／２。即在大环径比极限下，只

有很小一部分粒子被俘获，虽然实际情形 f 很容易超过 １／２。 即便如此，维持 ε ＜＜ １
展开对理解物理是非常有用的。

2．回弹频率
粒子漂离磁面的距离正比于其导心走过一个完整的磁镜俘获周期所需的时间。

这个时间可通过考察图 １４．１３ 计算出来。 图中显示了强俘获粒子、中等程度俘获粒
子和弱俘获粒子等三种轨道。 平均来看，俘获粒子的行为近似等于中等程度俘获粒
子的行为。 因此我们将注意力集中在这类粒子上。 由于导心轨道的形状类似于香
蕉，因此文献中几乎总是将俘获粒子轨道称为“香蕉”轨道。 俘获周期则称为“回
弹”周期。

与通行粒子情形类似，俘获粒子总是在半个回弹周期里单调地漂离磁面，在另
外半个周期漂回来。 图 １４．１４ 展示了具有大小相等方向相反的初速度 v‖的两个粒
子的香蕉轨道。 可以看出，对于 v‖ ＞０ 情形，香蕉轨道向外漂移，而对于 v‖ ＜０ 情
形则相反。

844 　第 14 章　输　运



图 14．13　强俘获粒子、中等程度俘获粒子和弱俘获粒子等所对应的三种香蕉轨道
现在，半回弹周期即为中等程度俘获粒子沿极向走过相当于磁面半圆周 lｐ ＝

πr 距离所花的时间。 而俘获粒子实际沿磁场线走过的距离为 l ≈ （B０ ／B θ） lｐ， 因
此，半回弹周期可写为：

　　 τ１ ／２ ≈ l
v‖

≈ ２ l
v‖

≈ ２πR０ q
v‖

（１４．１１０）
这里 v‖ ≈v‖ ／２ 是粒子做回弹运动的平均平行速度，而 v‖是 θ ＝０ 处的外缘平行速
度。 整个周期的回弹频率定义为 ωＢ ＝π／τ１ ／２ ， 因此有：

　　 ωＢ ＝ v‖
２R０ q

（１４．１１１）
这个量就是我们计算步长所需的量。

图 14．14　从同一位置出发、具有大小相等方向相反初速度 v‖的两个粒子的香蕉轨道
（可以看出，v‖ ＞０粒子的香蕉轨道向外漂移，而 v‖ ＜０ 粒子的香蕉轨道则向内漂移）
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3．步　长
步长 Δr 定义为具有相同大小但方向相反的 v‖的两个俘获粒子的香蕉轨道中

心之间的距离。 它的计算基本与通行粒子的情形相同。 考虑从 θ ＝θ０ ，r ＝ r０ 位置
出发的一个粒子，对于中等俘获粒子， －π

２ ＜θ０ ＜π
２ 。导心漂移速度的径向分量可

以表示为：
　　 vDr（ t） ≈｜vDr ｜ｓｉｎ（ωB t ＋θ０ ） （１４．１１２）

这里，如果考虑到对于俘获粒子有 v‖ ＜＜ v⊥ ≈v，则｜vD r｜主要由 ΔB 漂移确定，即
　　 ｜vDr ｜＝m ｉe v２‖ ＋v

２
⊥
２

R ｃ ×B
R２
ｃB

≈ v２
２ωｃ ｉR０

（１４．１１３）

导心相应的径向位置同样可由积分 痹r ＝vDr 得到：
　　 r（ t） ≈ r０ －｜vDr ｜

ωＢ
［ ｃｏｓ（ωＢ t ＋θ０ ） －ｃｏｓ（θ０ ）］ （１４．１１４）

对于 v‖ ＞０ 的粒子，香蕉轨道中心的半径 r ＋Ｂ 由下式给出：
　　 r＋Ｂ ＝ １

２ （ rｍａｘ ＋rｍｉｎ） ＝r０ ＋｜vD r ｜
ωＢ ｃｏｓθ０ （１４．１１５）

现在假定碰撞发生在 r ＝ r０ ，θ ＝θ０ 位置，在此 v‖变号。 碰撞后粒子以 v‖ →
－v‖ （等价于 ωＢ → －ωＢ ）速度开始新的香蕉轨道。 新香蕉轨道的半径 r －Ｂ 为：

　　 r－Ｂ ＝ １
２ （ rｍａｘ ＋rｍｉｎ） ＝r０ －｜vD r ｜

ωＢ ｃｏｓθ０ （１４．１１６）
现在我们很容易计算出如下定义的步长：
　　 Δr ＝r＋Ｂ －r－Ｂ ＝２ ｜vＤ ｒ ｜

ωＢ ｃｏｓθ０ （１４．１１７）
随机行走模型所需的方均值为：

　　 （Δl） ２ ＝枙（Δr） ２ 枛 ＝４ ｜vＤ ｒ ｜２

ω２
Ｂ

枙 ｃｏｓ２θ０ 枛 ＝２ q
２ v４

ω２
ｃ ｉ v２‖

（１４．１１８）

对速度的平均是在如下近似下进行的。 总的粒子能量为 v２ ～３T／m ＝（３／２） v２Ｔｉ，而
中等俘获粒子的平行能量为 v２‖ ≈ （ r／R０ ） v２ ～（ r／R０ ） （３v２Ｔｉ ／２）。将这些近似式代入
式（１４．１１８）：
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　　 （Δl） ２ ≈ ３ q２ R０
r
v２Ｔｉ
ω２
ｃ ｉ

～ q２ R０
r
r２Ｌｉ （１４．１１９）

我们看到，俘获粒子的平均步长正比于 （ q２ r２Ｌ ｉ／ε） １ ／２ ， 因此平均步长的平方要比通行
粒子大 １ ／ε倍，比经典输运大 ５０ ～１００ 倍。

4．有效碰撞频率
随机行走模型所需的最后一个量是两次碰撞之间的平均间隔。 对俘获粒子，这

个时间间隔远小于积累到 ９０°偏转的弹性碰撞时间。 原因是俘获粒子的特点是 v‖
小，因此这种粒子只需散射很小的角即变成通行粒子。

具体来看，我们不妨回到图 １４．１２，注意到中等俘获粒子的初始倾角 θｉ ≈ θｃ ＋
（１／２） （π／２ －θｃ） ＝π／４ ＋θc ／２。 产生平均平方步长 枙（Δr） ２ 枛 的库仑碰撞要求 v‖
变号。 因此，经过典型的散射碰撞，粒子的出射倾角为 θｆ ＝π－θｃ －（１／２） （π／２ －
θｃ） ＝３π／４ －θc ／２。 倾角的变化为 Δθ ＝θｆ －θｉ ＝π／２ －θｃ。

碰撞之间的平均时间间隔称为“有效碰撞时间”，它由众多小角度碰撞积累起
来的速度空间里的角扩散确定。 这种过程的扩散性质意味着 θ －θｉ 方均值可以
写成：

　　 枙（θ －θｉ） ２ 枛 ＝D θ t （１４．１２０）
这里 D θ 由积累到 ９０°的碰撞时间 τ９０确定，此时设 θ －θｉ ＝π／２， t ＝τ９０ 。这里τ９０是

等于 τ－ｅｉ， 还是等于 τ－ｉｉ 或 τ－ｅｅ 取决于所考虑的碰撞性质。 简单计算给出 D θ ＝
π２ ／（４τ９０ ）， 且

　　 枙（θ －θｉ） ２ 枛 ＝π２

４ t
τ９０

（１４．１２１）

现在我们设 t ＝τｅｆｆ，θ ＝θｆ， 即可求得有效碰撞时间：

　　 τｅ ｆｆ ＝ ８
π２

r
R０
τ９０ ～ετ９０ （１４．１２２）

这里采用了近似 θｃ ≈ π／２ －（２r／R０ ） １ ／２ 。 我们看到，有效碰撞时间要比完全的 ９０°
碰撞时间小 ε倍。

5．俘获粒子新经典输运系数
现在，用来求随机行走模型下俘获粒子新经典输运系数的所有各项都已准备

好。 扩散系数等于 （Δl） ２
与τｅｆｆ的比再乘以俘获粒子比例 f（因为只有这部分粒子与

输运有关）。 数学上它等价于：
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　　 D ＝f 枙（Δr） ２ 枛
τｅ ｆｆ （１４．１２３）

先考虑粒子扩散。 俘获粒子的双极性仍然保留，这意味着粒子扩散是由电子唱离子
碰撞引起的。 由此得到下述粒子扩散系数：

　　 D （ ＮＣ）
ｎ ＝５．２q２ R０

r

３ ／２ ２m ｅT ｅ
e２B２

０τ－ｅｉ ＝５．２q２ R０
r

３ ／２
D （ ＣＬ）
ｎ （１４．１２４）

由罗森布鲁斯（Ｒｏｓｅｎｂｌｕｔｈ）、黑兹尔坦（Ｈａｚｅｌｔｉｎｅ）和欣顿（Ｈｉｎｔｏｎ）发展起来的
优美、自洽的关于新经典输运的动理学理论给出同样的 D （ ＮＣ ）

ｎ 定标关系，只是修正
了数值系数：

　　 D （ ＮＣ）
ｎ ＝２．２q２ R０

r

３ ／２
D （ ＣＬ）
ｎ （１４．１２５）

我们看到，对于 q ＝３， R０ ＝５ 和 r ≈ a／２ ＝１， 俘获粒子的新经典输运要比经典输
运大 ２２０ 倍。

类似的分析对热扩散系数也成立，它们也是由同类粒子碰撞引起的，只是每种
扩散系数前要乘以因子 q２ （R０ ／r） ３ ／２ 。 罗森布鲁斯、黑兹尔坦和欣顿给出的修正了的
数值系数为：

　　
χ（ ＮＣ ）
ｅ ＝０．８９q２ R０

r

３ ／２χ（ ＣＬ）
ｅ ＝４．３ ×１０ －３ q２ R０

r

３ ／２ n２０
B２

０ T１ ／２
ｋ

　（ｍ２ ／ｓ）

χ（ ＮＣ ）
ｉ ＝０．６８q２ R０

r

３ ／２χ（ ＣＬ）
ｉ ＝０．０６８q２ R０

r

３ ／２ n２０
B２

０T１ ／２
ｋ

　（ｍ２ ／ｓ）
（１４．１２６）

我们看到，对于前述的参数取值情形，新经典离子扩散系数是经典值的 ６８ 倍。
在绝对单位制下，对于简单反应堆设计参数， χｉ ≈ ０．１２ ｍ２ ／ｓ。

俘获粒子新经典输运理论中要考虑的最后一点是有效区域。 随机行走模型的
基本假设是，俘获粒子在遭遇碰撞前有足够长的时间来完成一个回弹周期。 因此
“香蕉”区输运有效的条件是 νｅｆｆ ＜＜ωＢ （这里 νｅ ｆｆ ＝τ－１

ｅｆｆ ），它与粒子的质量无关，可
以写成：

　　 ν倡 ≡ νｅ ｆｆ
ωＢ ～ R０

r

３ ／２ qR０
υＴτ９０

～０．０１ R０
r

３ ／２ qR０ n２０
T２
ｋ

＜＜１ （１４．１２７）

对于简单反应堆， ν倡≈ ０．０１， 显然满足低碰撞频率条件。
总之，根据新经典输运理论在当今托卡马克实验结果中的应用，可以得出以下
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几点：离子热扩散系数略小于典型的实验观察值，后者大约在 χｉ ～１ ｍ２ ／ｓ 量级。 然
而，实验中发现存在着湍流较弱的运行模式，在此情形下，部分等离子体区观测到
的离子热扩散系数接近于不能再小的新经典值。 但对于大多数高参数运行情形， χｉ
的值仍是反常的，这是因为等离子体中存在微观不稳定性。 离子热传导代表着最快
的能量损失途径，它大于电子热传导和粒子扩散带来的损失。 但实验测得的 χｅ 和
D ｎ 只比 χｉ 小一点点，约为后者的三分之一，而不是像理论预期的那样只是后者的
（m ｅ ／m ｉ） １ ／２

倍。 因此，由于微湍流的缘故，电子热传导和粒子扩散是非常反常的。
由此得出结论：新经典理论对于评估能量输运的下限是一个有用的参考，但对

于实际托卡马克运行来说则显得过于乐观了。
14．4．4　自举电流

自举电流 JＢ 是新经典输运理论最有趣也是最重要的预言之一。 说它重要是因
为它是由等离子体径向输运自发产生的，有了它托卡马克就有可能在无需昂贵的外
部电流驱动的情形下获得稳态的环向电流。 从经济上讲，没有大比例自举电流的托
卡马克很难作为反应堆存活下来。

自举电流还是一种相当微妙的现象，因为虽然 JＢ 的最终形式与碰撞频率无关，
但它却是碰撞输运的结果。 本节里将给出自举电流起源的直观图像。 可以看出，自
举电流的流动方向平行于主环向电流而不是反向。 其数值可以相当大，理论上可以
达到 １００％的环向电流。 这一点是非常重要的，因为经济可行性可能要求自举电流
比例超过 fＢ ＞０．７。

为简单计，我们假定离子的质量是无穷大，这样直观上仅需考虑三种电子电流，
即俘获电子的磁化电流、通行电子的磁化电流和俘获电子与通行电子因摩擦发生动
量交换引起的电流。 最终结果表明，自举电流由通行电子在与俘获电子发生碰撞摩
擦产生的流动所携带。

1．俘获电子磁化电流
磁化电流的简单推导见第 １１ 章。 类似的分析在这里也适用，只是需要分别估

算俘获粒子和通行粒子的贡献。 先考虑俘获粒子。 从图 １４．１５ 的托卡马克顶视图
很容易看出沿磁场方向流动的磁化电流成分。 因为 B矱＞＞B θ， 导心运动的投影基本
上反映了粒子的平行运动，其轨道也具有香蕉形状。

由于导心密度（或温度）梯度的缘故，磁化电流产生于半径 r ＝r０ 位置。 具体说来，
r ＝r０处的平行速度 v‖ ＞０ 的香蕉轨道电子的导心向外漂移到 r ＝r＋ｇ ＝r０ ＋Δr／２。这些
电子在r ＝r０位置产生的平行电流近似为 J＋ ＝－efｅ（r＋g ，v）v‖ ｄv。类似地，在 r ＝r０ 位置
v‖大小相等方向相反的电子的香蕉轨道的导心向内漂移到 r ＝r－ｇ ＝r０ －Δr／２，这些电子
在 r ＝r０ 位置也产生电流，其大小为 J－ ＝－efｅ（r－ｇ ，v）v‖ ｄv ＝＋efｅ（r－ｇ ，v） ｜v‖｜ｄv。
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图 14．15　托卡马克顶视图显示的两条香蕉轨道的环向投影［如果 矪n／矪 r ＜０，则向内漂移的
香蕉轨道较多，由此在切点产生净的向下的磁化电流（对正粒子而言）］

如果向内漂移的导心数目多于向外漂移的数目（即负密度梯度），那么在 r ＝r０
位置就会出现净的磁化电流。 这个净电流是两项贡献相加的结果：

　　 J＋＋J－ ＝－e［ fｅ（ r＋ｇ ，v） －fｅ（ r－ｇ ，v）］ v‖ ｄv　　　　v‖ ＞０ （１４．１２８）
这个表达式可通过泰勒展开（假定 Δr 是小量）而简化：

　　 J＋＋J－ ≈ －e 矪fｅ（ r０ ，v）矪 r０ Δrv‖ ｄv　　　　v‖ ＞０ （１４．１２９）
我们知道，对俘获粒子有 Δr ≈ 枙（Δr） ２ 枛 １ ／２ ≈ q（R０ ／r０ ） １ ／２ rＬ ｉ。 将此式代入式
（１４．１２９）并对速度空间积分，即可求出磁化电流。 对俘获电子，有 ０ ＜ v‖ ＜
（２r０ ／R０ ） １ ／２ v， 因此对于麦克斯韦分布函数（为简单起见，设 T 为常数），俘获粒子的
磁化电流 J ｔ可写成：

　　 J ｔ ＝－m ｅ qB０
R０
r

１ ／２∫矪FＭ矪r v⊥ v‖ ｄv　　　　v‖ ＞０

＝－３
２ q
R０
r

１ ／２ T
B０

矪n
矪r∫π／２

θｃ
ｓｉｎ２ θｃｏｓθｄθ

≈ －q r
R０

１ ／２ T
B０

矪n
矪r （１４．１３０）

其中， ｃｏｓθｃ ＝（２r／R０ ） １ ／２
是定义俘获粒子区域的临界角。 同样，为简单起见，r０ 的
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下标“０”被略去；在最后的表达式里，不重要的数值系数亦被略去。
式（１４．１３０）即所要求的表达式。 我们看到，J ｔ 不依赖于碰撞，而且即使导心关

于 v‖的分布函数是对称的，即 FＭ （ rｇ，v‖ ） ＝FＭ （ rｇ， －v‖ ）， J ｔ 仍不为零。 这个电流
的产生只与导心的密度（或温度）梯度有关。 形式上，这一电流的产生是因为 v‖对
rｇ 的依赖关系，即 rｇ ＝r ＋（ v‖ ／｜v‖ ｜）Δr／２， 看起来好像是平行和反平行的粒子漂
移对电流都有贡献，但仔细考虑到① ΔB 漂移速度的正负号；② B θ ／B矱的正负号规

定的平行方向的取向，可知负密度梯度产生的 J ｔ 的方向与产生 B θ 的 J矱是同一个方
向，换句话说，对于负密度梯度， J ｔ 与 J矱是平行而非反平行的。

J ｔ 不仅对驱动自举电流具有重要作用，而且它本身就是 JＢ 的一小部分，一会儿
我们就会来说明这一点。

2．通行电子磁化电流
对于通行粒子，我们可以进行完全类似的计算，如图 １４．１６ 所示。 在此情形下，

通行粒子磁化电流可写为：
　　 Jｐ ≈ －e∫矪fｅ（ r０ ，v）矪 r０ Δrv‖ ｄv　　　　v‖ ＞０ （１４．１３１）

考虑到对于通行粒子， Δr ≈ q rＬｉ， 且在大环径比极限情形下，通行粒子占据几乎全
部速度空间， （２ r０ ／R０ ） １ ／２ v ＜｜v‖ ｜＜v， 这个积分很容易计算出来。 由此我们得到

　　 Jｐ ＝－m ｅ qB０ ∫矪FＭ矪r v⊥ v‖ ｄv　　　　v‖ ＞０
＝－３

２ q
T
B０

矪 n
矪 r∫θc

０
ｓｉｎ２θｃｏｓθｄθ

≈ －q TB０
矪 n
矪 r （１４．１３２）

式（１４．１３２）表明，通行粒子的磁化电流也在平行于而非反平行于 J矱的方向上，
而且其大小要比俘获粒子的贡献大 １／ε１ ／２

倍： Jｐ ～ε－１ ／２ J ｔ。但即便如此，这个较大的
磁化电流成分也并不代表自举电流，下面将说明，自举电流不仅还要大，而且是电
子唱电子碰撞动量守恒的结果。

3．碰撞驱动的自举电流
自举电流是通行电子与俘获电子之间碰撞摩擦引起的。 在上面磁化电流的推

导中，我们完全略去了碰撞效应。 但在稳态分析中，即使碰撞不是很频繁，它们仍
对电子电流有着很强的制约作用。 具体来说就是，俘获粒子和通行粒子电流的大小
必须满足所有发生动量交换的电子之间的总动量为零这一条件。 换句话说，不论是
俘获电子还是通行电子，其总动量对同种粒子碰撞是严格守恒的，因为库仑相互作
用是纯粹的弹性碰撞。
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图 14．16　托卡马克顶视图显示的两条通行粒子轨道的环向投影
（一条对应于 v‖ ＞０，另一条对应于 v‖ ＜０。 我们看到，v‖ ＜０轨道的半径较小，

这意味着如果 矪n／矪r ＜０，则在切点有向下的磁化电流）
在下述推导中，我们首先说明，如果俘获粒子和通行粒子只能携带前述计算的

磁化电流，那么碰撞动量平衡是不成立的。 随后的推导将说明如何通过改变电流来
解决这一问题。

我们先来考虑仅由磁化电流引起的碰撞动量平衡。 如果我们想象这种电子流
体仅由两种成分———俘获粒子和通行粒子———组成，那么其中的物理就很容易理
解。 对于通行粒子，每个粒子在与俘获粒子发生一次库仑碰撞时造成的平均平行动
量损失为 枙m ｅ v‖ 枛 ｐ ＝m ｅu ｐ，其中，u ｐ ＝－Jｐ ／e n ｐ 表示宏观流速。 现在，通行粒子的
密度是 nｐ，平均来看，它们的平行动量损失发生在碰撞时间 （ν－ｐｔ） －１

内。 因此，单位
时间单位立方米体积内通行粒子的动量损失为：

　　 （ΔP‖ ） ｐ ＝（m ｅuｐ） （n ｐ） （ν－ｐｔ） （１４．１３３）
由于通行粒子必须散射到 ９０°来损失其动量，这意味着 ν－ｐｔ ～ν－ｅｅ。 于是式（１４．１３３）
简化为：

　　 （ΔP‖ ） ｐ ≈ －m ｅe Jｐ ν
－
ｅｅ ≈ qT 矪n矪r

ν－ｅｅ
｜ωｃｅ ｜ （１４．１３４）

这里用了近似 n ｐ ≈ n。
俘获粒子的动量损失 （ΔP‖ ） ｔ 可以采用类似的估计。 对于俘获粒子， 枙mｅ v‖ 枛 ｔ ＝

mｅu ｔ ＝－mｅ J ｔ ／e n ｔ。俘获粒子密度为 n ｔ，它们的动量损失发生在时间 （ν－ｔｐ） －１
内。 因
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此，单位时间单位立方米体积内的动量损失为：
　　 （ΔP‖ ） ｔ ≈ －m ｅｅ J ｔ ν

－
ｔｐ （１４．１３５）

考虑到 n ｔ ≈ （ r／R０ ） －１ ／２ n， 并且俘获粒子是在较通行粒子更短的时间内损失其动量
［因为它们是小角度散射： ν－ｔｐ ≈ （R０ ／r） ν－ｅｅ ］，式（１４．１３５）可以简化为：

　　 （ΔP‖ ） ｔ ≈ qT R０
r

１ ／２ 矪n
矪r

ν－ｅｅ
｜ωｃｅ ｜ （１４．１３６）

由于碰撞动量平衡，我们要求二者损失相等，因为一种成分的损失表示另一种
成分的获得。 换句话说，在稳态情形下，电子唱电子碰撞的总动量守恒意味着从通行
粒子转移到俘获粒子的动量等于从俘获粒子转移到通行粒子的动量： （ΔP‖ ） ｐ ＝
（ΔP‖ ） ｔ。 但是这个基本关系却并不能满足，因为：

　　 （ΔP‖ ） ｐ ≈ r
R０

１ ／２ （ΔP‖ ） ｔ （１４．１３７）
因此结论是：仅通过磁化电流不可能实现动量平衡。

这到底是怎么回事，如何来解决这一困难呢？ 问题出在：有这么一小撮俘获粒
子（ n ｔ ／n ｐ ～ε１ ／２ ），它们以很快的速率（ ν－ｔｐ ／ν－ｐｔ ～１／ε ）来损失其与磁化电流相关的
动量，正是这一点造成了与通行粒子之间的动量不平衡。 我们可以通过放宽约束来
解决这一困难，也就是说，在导心参照系内，通行粒子有纯稳态的麦克斯韦分布函
数。 而通行电子则因其逆磁性质从而必须有净的平行流，这一点可通过平移的麦克
斯韦分布函数来近似拟合，这样就平衡了俘获电子多出的动量。 这个平移的 uＢ 必
定在通行粒子这边，因为俘获粒子被“俘获”，不允许沿环向漂移。

数学上说，这要求在通行粒子电流的推导中作如下替换：
　　 fｐ（ rｇ，v） ＝n（ rｇ ）π３ ／２ v３Ｔ

ｅｘｐ －v
２
⊥ ＋v２‖
v２Ｔ

→ n（ rｇ）π３ ／２ v３Ｔ
ｅｘｐ －v

２
⊥ ＋（ v‖ －uＢ ） ２

v２Ｔ
（１４．１３８）

在小 Δr 和小 uＢ 极限情形下，可对分布函数作泰勒展开，得到：
　　 fｐ（ rｇ，v） ≈ n（ r）

π３ ／２ v３Ｔ
１ ＋ v‖

｜v‖ ｜ １
n

矪n
矪r （Δr） ｐ ＋２ v‖ uＢ

v２Ｔ
ｅｘｐ －v

２
⊥ ＋v２‖
v２Ｔ
（１４．１３９）

在计算 J‖时我们发现，上式方括号里的第一项（即“１”）在乘以 v‖并对速度空间积
分后平均为零。 第二项给出对通行粒子磁化电流的贡献。 最后一项是新的项，代表
碰撞不平衡驱动的通行粒子流。
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这一修正的净结果是，式（１４．１３３）中表示每次通行粒子碰撞损失的平均动量
m ｅu ｐ 必须替换为：

　　 m ｅuｐ ＝－m ｅ Jｐenｐ → m ｅ － Jｐe n ｐ ＋uＢ （１４．１４０）
反过来，这又意味着单位时间单位立方米体积内通行粒子碰撞损失的动量［式

（１４．１３４）］变为：
　　 （ΔP‖ ） ｐ ≈ m ｅ －Jｐe ＋n ｐuＢ ν－ｅｅ （１４．１４１）
最后，uＢ 的值可通过碰撞动量平衡要求 （ΔP‖ ） ｐ ＝（ΔP‖ ） ｔ 得到。 为了实现平

衡，我们发现， uＢ ＞＞│Jｐ ／e n ｐ│，由此导出下列 JＢ ＝－enｐuＢ 的表达式：
　　 JＢ ≈ －q R０

r

１ ／２ T
B０

矪 n
矪 r （１４．１４２）

量 JＢ 是自举电流。 我们看到，它要比俘获粒子磁化电流大 １ ／ε倍，比通行粒子磁化
电流大 １ ／ε１ ／２

倍。
式（１４．１４２）实际上只是总自举电流的一部分，因为在推导中我们假设了温

度是均匀的且离子具有无穷大质量。 将这两条限制放宽将使得 JＢ 更大。 有趣的
是，离子的和电子的密度梯度的贡献是累加的，而二者的温度梯度的贡献却是抵
消的。 但不管怎样，所有这些额外的贡献都与式（１４．１４２）同量级，因此基本定标
关系维持不变。 包括上述所有项的任意截面下的自举电流的一般表达式，都可从
动理学理论中自洽地求出。 在大环径比、圆截面极限情形下，自举电流的更精确
的形式是：

　　 JＢ ＝－４．７１q R０
r

１ ／２ T
B０

矪 n
矪 r ＋０．０４ nT

矪T
矪r （１４．１４３）

这就是我们要求的、以后计算中要用到的低碰撞情形下的表达式。 从中可见，自举电
流有一个重要特性，就是它的峰值位置通常是离轴的，因为当 r→０ 时，n′／r１ ／２→０。

我们关心的最后一点是自举电流比例 fＢ 这一重要问题。 由于流过等离子体的
总的环电流为 μ０ J矱 ≈ （１／r）矪 rB θ ／矪 r， 因此有

　　 fＢ （ r） ＝JＢJ矱 ≈ －１．１８G r
R０

１ ／２βｐ ～ε１ ／２βｐ （１４．１４４）

其中， βｐ（ r） ＝４μ０ nT／B２
θ 是局部极向比压；G（ r）是如下定义的分布因子：

　　 G（ r） ＝（ ｌｎn ＋０．０４ ｌｎT）′／（ ｌｎrB θ）′ （１４．１４５）
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我们看到，自举电流的比例可以相当大。 这是因为对高 β托卡马克有 βｐ ～
１／ε， 它意味着 fＢ ～１／ε１ ／２ ＞＞１。 理论上说，自举电流可以驱动起过高的总电流。 但
实际情形更为复杂。 首先，ε１ ／２

并不一定很小；其次，对于典型的平坦密度分布，分
布因子会变小；第三，碰撞频率可能很低但仍会造成 JＢ 的数值系数修正，由此造成
自举电流比例的相应减小；第四，实现高 βｐ 的方法是高等离子体压强加上低环向电
流，但低环向电流缩短了能量约束时间，使得高压强的实现变得更困难。 因此，最
终的自举电流比例需斟酌和详细分析各种参数分布的效应等因素。 １４．６．４ 节描述
了一个简单的例子。

目前，我们从分析中得出的主要结论是：新经典俘获粒子效应产生一种由通行
粒子携带、由输运驱动的环向等离子体电流。 这种电流可以在无需欧姆变压器或外
部电流驱动的情形下稳态地维持。 此外，托卡马克实验表明，新经典理论对 JＢ 的预
言与实验观测结果是一致的，不存在明显的由微湍流引起的对 JＢ 的“反常”破坏。
这是一个令人高兴的结果，它提供了一种无需强大的外部电流驱动功率即可实现稳
态运行的可能性。
14．4．5　小　结

新经典理论描述了环形几何下各种等离子体输运现象里的库仑碰撞效应。 新
经典输运与直柱输运理论之间的最大区别是俘获粒子的香蕉轨道效应。 业已证明，
环效应使得等离子体中每种成分的粒子输运和热输运均增强了 q２ （R０ ／r） ３ ／２

倍，相
当于实际情形下大小提高了近两个量级。

然而，实验数据表明，微湍流驱动的离子热传导代表了最快的能量损失，其系
数大得反常，要比新经典输运系数 χｉ 大 １ ～１０ 个量级。 电子热传导和粒子扩散
系数也是反常的，均要比经典情形大约两个量级。 最终结果是实际上 χｉ ～χｅ ～
D ｎ。 尽管关于离子的新经典理论用来预言实验上的能量损失不可信，但这个模型
对于理解输运理论仍是一种靠得住的参照物。 而且人们从经验中发现，在特定运
行模式下会形成内部输运垒，在某些情形下这种现象会使得离子输运接近新经典
水平。

最后，新经典理论的最重要预言之一是存在自举电流。 这是一种因俘获粒子与
通行粒子之间库仑摩擦引起的自发电流。 这种电流实际上是由通行粒子携带，其大
小可以大到仅需很小的外部电流驱动功率即可维持等离子体的稳态运行。 实验测
得的新经典自举电流大小与理论预言值有着很好的一致性。 这是一个令人高兴的
结果，目前来看，这是托卡马克可以被接受作为经济可行的反应堆途径的一个重要
因素。
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14．5　经验定标关系
14．5．1　概　述

对于聚变反应堆，我们必须理解和控制的最重要的输运损失是热传导。 具体来
说，自持燃烧的聚变堆所要求的条件 pτＥ ≈ ８．３ ａｔｍ ｓ 可通过 p ≈ ７．２ ａｔｍ 和τＥ ≈
１．２ ｓ 来满足，而热传导正是 τＥ 值受限的主要损失机制。

到目前为止，我们的分析都是假定输运损失是由库仑碰撞造成的，得出的结论
是 τＥ ～a２ ／χ（ ＮＣ ）

ｉ ， 这里 χ（ ＮＣ）
ｉ 是离子新经典热扩散系数。 不幸的是，τＥ 的新经典值

比起实验观测值太过乐观。 主要由离子温度梯度驱动的等离子体微湍流产生电场
和磁场涨落，这种涨落引起粒子导心轨道的随机扰动。 涨落的随机性导致粒子和能
量发生类似于碰撞的扩散，这种扩散通常称为“反常输运”。 反常热输运几乎总是
大大超过新经典热输运。

理解反常输运通常被认为是等离子体物理学面临的“巨大挑战” 。 它涉及对
实际磁场位形下的复杂动力学模型进行线性和非线性分析。 此外，微观不稳定性
通常包括几种不同的种类，它们可以同时在等离子体中被激发，我们必须找出其
中在目前情形下最危险的模式。 反过来，这又需要了解微湍流驱动的非线性饱
和态方面的知识。 高速、大内存计算机的诞生大大改善了我们对反常输运的理
解。 但即便如此，这个问题仍远远没有得到完全解决。 要取得对这一问题的充分
理解需要大规模的数值模拟，并将其与理论分析相结合起来，才有可能得到易于
掌握的、自洽的离子反常热传导的数学形式。 要达到这一目标还需要数年的
努力。

面对这些困难，我们不妨看看等离子物理学家们过去是如何处理热输运问题
的，在近期和不远的将来，他们又将如何处理。 在许多其他科学和工程领域，当基
于第一性原理的理论无法运用时，人们往往通过经验定标关系来获取必要的信息。
具体到能量输运问题上，就是收集许多不同实验的大量数据，然后确定对这些数据
的最佳经验拟合。 当我们在现有实验运行指标范围内进行外推预测时，这些经验定
标关系通常能给出很好的预言。 但要外推到新的参数区间或外推到超出现有数据
库的新的大型实验上时，经验定标关系就不那么可信了。 不过这毕竟是目前最好的
选择。 下一代大型燃烧等离子体聚变实验装置如 ＩＴＥＲ 的设计，在能量输运方面主
要就是基于经验定标关系。

本节的目的是描述用来确定经验拟合 τＥ 的方法，给出用于不同运行参数区间
的定标关系的具体形式，然后将这些公式与新经典热输运公式进行比较。 值得再次
强调的是，τＥ 表示的是等离子芯部的总体热输运。 不过，有几种重要的等离子体边
界输运现象也会直接或间接地影响到芯部输运。 对这些边界输运现象的理解主要
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也是基于经验定标关系。 作为芯部输运讨论的前奏，我们先来简要说明几种与输运
有关的边界现象，看看它们是如何影响 τＥ 的。
14．5．2　托卡马克边缘区输运现象

下面介绍 ４ 种直接影响到托卡马克芯部输运的重要现象。 它们是：①密度上
限；②使得能量约束得到大幅度改善的低模（Ｌ 模）到高模（Ｈ 模）转换的阈值条件；
③等离子体边界磁流体力学模式的激发，它们会影响到等离子体的能量约束；④在
特定内部输运垒条件下出现的热能流出等离子体减缓的现象。

1．密度极限
磁流体力学不稳定性的讨论表明，过高的电流值会在托卡马克中造成大破裂。

依据具体条件，等离子体中的不稳定性模式可以是扭曲模、气球唱扭曲模或这些模的
电阻性版本。 不论哪一种情形，大破裂都将导致等离子体压强和电流的灾难性崩
溃，这显然是反应堆运行时必须避免的。

在托卡马克的实际运行中，还有一种机制会造成大破裂。 具体来说就是，如果
等离子体边界密度变得过大，则等离子体就会遭遇破裂。 为了避免这种情况，托卡
马克等离子体的运行必须低于临界密度极限。 这直接影响到芯部输运，因为在
１４．５．３小节将会看到，τＥ 是等离子体密度的增函数。 因此，τＥ 随密度提高能改善到
什么程度是有上限的。

造成高密度破裂的物理机制通常与低温等离子体边界附近的辐射坍缩有关，这
种坍缩是由游离出第一壁的杂质造成的。 对于欧姆加热等离子体的情形可定性解
释如下。 如果固定的加热功率使等离子体边界密度增加，则边界温度会因为等离子
体压强维持不变而明显下降。 当温度变得足够小，例如在 １０ ｅＶ 量级时，杂质辐射
会大大增加，这时能量损失变成以辐射为主而不是热传导为主。 这种情形一旦发
生，等离子体基本上变成脱离第一壁。 强烈的边界辐射区使得芯部等离子半径缩小
（即 a 变小，因为现在 a 变得由辐射边界而不是第一壁确定）。 等离子体半径减小
而总电流固定不变则造成边缘 q（ a）值下降，并最终导致磁流体力学不稳定性和发
生破裂。

虽然具有辅助加热的托卡马克也会发生类似的现象，但理论上解释起来则要复
杂得多，可能还需要将边界湍流考虑进来。 事实上，目前用于说明辅助加热密度极
限的基于第一性原理的自洽模型还不存在，而从众多托卡马克实验收集到的数据则
非常充分，我们可以利用这些数据经验地确定密度极限。 对这些大量数据进行分析
最先是由格林沃尔德（Ｍ．Ｇｒｅｅｎｗａｌｄ）进行的，他导出了一个相当简单的密度极限经
验公式，通常称为“格林沃尔德极限”。 这一公式如下：

　　 n－２０ ≤ nＧ ≡ IＭ
πa２ （１４．１４６）
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图 １４．１７ 显示的是当格林沃尔德极限遭到破坏、大破裂开始时的一组实验测量
数据。 我们看到，等离子体内能和等离子体电流迅速终止。

显然，对于现有实验装置的运行或设计新的实验时，必须确保所需的数密度低
于格林沃尔德极限。 对于运行在最大允许电流（相当于 q倡 ＝２πa２κB０ ／μ０R０ I ＝２）
条件下的简单聚变反应堆，这个电流（对 κ＝２）的值是 IＭ ＝１８．８ ＭＡ。 由此给出的
格林沃尔德密度值为 nＧ ＝１．５（１０ ２０ ／ｍ３ ）。 这就是该反应堆所需的值。 虽然这个反
应堆模型显得简单，但我们不应就此认为在这个问题上不存在准确、起码的安全余
量。 从另一方面看，正因为缺乏大的安全余量，才需要我们在进行未来的实验设计
时认真考虑密度极限这一问题。

图 14．17　
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续图 14．17　
2．L唱H 模转换
定性来说，托卡马克实验中存在两种截然不同的运行模式，即所谓“ Ｌ 模” （低

约束模式）和“Ｈ 模”（高约束模式）。 Ｈ 模的 τＥ 值大约是 Ｌ 模的 ２ 倍。
现有的托卡马克都能按这两种模式运行，具体是哪一种模式取决于具体的实验

条件。 决定运行模式的关键因素是外部加热功率的大小和等离子体与第一壁材料
表面接触的方式。 现分别论述如下。 在托卡马克实验中，当外部加热功率增加时，
等离子体状态会突然从 Ｌ 模转换到 Ｈ 模。 这种模转换最先是在德国的 ＡＳＤＥＸ 托
卡马克上发现的，随后在其他所有大型托卡马克上都观察到这一现象。 一组典型的
实验测量结果如图 １４．１８ 所示。 我们看到，随着外加功率超过临界值，等离子体的
能量突然增大。

等离子体与第一壁材料表面的接触有两种广泛采用的方式：“限制器”和“偏滤
器”，如图 １４．１９ 所示。 限制器的工作原理是，当等离子体慢慢因扩散而横越最后
闭合磁面（ＬＣＦＳ）时，粒子和能量因为巨大的平行输运而迅速沉积在限制器表面上，
由此将等离子体与第一壁隔离开来。 限制器的优点是较简单，结构较紧凑，但由于
它处在等离子体附近区域，几乎总是增加了扩散进入等离子体的杂质数量。

偏滤器位形是由附加的线圈产生的，这种磁场位形在等离子体边界附近有一个
极向磁场零点。 当等离子体扩散跨过分界线后，粒子和能量就会沿着磁场线迅速沉
积在图 １４畅１９（ｂ）所示的靶板上而损失掉。 偏滤器因其位置较远，故能够较好地将
等离子体与杂质、等离子体与第一壁隔离开来。 但它的体积庞大，而且热负荷往往
容易集中于靶板的一个狭窄区域。 大多数等离子体实验人员认为，杂质隔离是主要
问题。 因此，大多数托卡马克运行都采用某种偏滤器的形式。 回到 ＬＨ 模转换问题
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上来，人们发现，在偏滤器位形下更容易获得 Ｈ 模。

图 14．18　实验数据显示，当外加功率达到阈值时，等离子体约束态突然从 Ｌ模转换为 Ｈ模
（承蒙 Ｍ．Ｇｒｅｅｎｗａｌｄ提供）

图 14．19　
因此，人们希望将高的外部加热功率与偏滤器几何结合起来来实现 Ｈ 模式运

行。 同样，与等离子体、第一壁材料表面相互作用有关的边缘区输运物理也直接影
响到芯部输运，特别是 Ｌ 模或 Ｈ 模下的 τＥ 值。

Ｌ唱Ｈ 模转换的条件确定了之后，接下来我们可以问：约束改善了的 Ｈ 模是如何
影响等离子体分布的，是什么实际原因导致了模转换？ Ｈ 模下参数分布发展的典型
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特征是边缘密度和边缘温度明显升高。 特别是密度在整个剖面上几近平坦。 最终
结果是边缘压强得到提高。 因此在等离子体与实际第一壁材料表面之间狭窄的转
换层呈现一个边缘压强的台基。 等离子体能够支撑相当大的边缘压强，说明此处已
形成一个边缘“输运垒”，它阻止了能量的快速损失。 总之，这个输运垒使得平均密
度增大，中心温度提高。 二者都对 τＥ 值的改善有贡献。

Ｌ唱Ｈ 模转换的原因物理上还不十分清楚。 一种流行的观点认为，大功率辅助加
热会在等离子体边缘区附近发展出强的剪切流速，从而稳定了微湍流。 但是，这种
理论还远未完善。 因此，Ｌ唱Ｈ 模转换仍然是一个活跃的聚变研究领域。

在这种基本理论完善之前，实验工作者和装置设计者必须依靠经验定标关系来
给出 Ｈ 模运行所需的最小加热功率阈值。 通过对大型实验数据库的分析，我们得
到了如下 Ｌ唱Ｈ 模转换的经验阈值：

　　 P ＬＨ ＝１．３８n－０．７７
２０ B０．９２

０ R１．２３
０ a０．７６　（ＭＷ） （１４．１４７）

对于简单反应堆设计参数，可知 P ＬＨ≈１００ ＭＷ。 这个值，正如我们将在 １４．６．３
小节要说明的，远远大于在 Ｈ 模下将等离子体加热到点火所需的实际辅助加热功
率，也就是说，这个阈值非常高。 这意味着我们可有如下这么一条更微妙的途径到
达点火：①开始时等离子体处于低密度（例如， n－２０ ≈ ０．３ ）以便于在低功率下进入
Ｈ 模约束；②加热等离子体到 ５ ～７ ｋｅＶ；③逐步将密度提高到所需的运行值，在此
期间，α粒子逐渐成为主要加热源。 这样，如果假设 P ＬＨ ＝P ｈ ＋Pα （即总加热功率
等于辅助加热功率加上 α加热功率） ，那么整个运行就可以在满足 Ｈ 模阈值的条件
下进行。

总之，Ｌ唱Ｈ 模转换是托卡马克物理学的一个重要现象。 存在两种不同的（虽然
有些相似）τＥ 值定标关系，它们分别对应于不同的约束模式，下面就将论述这些问
题。 二者的大小相差 ２ 倍，这个差别看起来似乎不是很大，但令人惊奇的是这对于
预言如 ＩＴＥＲ 这样的实验装置的性能至关重要。 事实上，大多数研究人员相信，
ＩＴＥＲ 不会在 Ｌ 模下点火，而只可能在 Ｈ 模下运行。

3．边缘局域模（ELM）
Ｈ 模约束的发现代表着托卡马克运行水平的重大改善。 较高的 τＥ 值意味着可

以在规模较小、成本较低的条件下实现点火，也更接近聚变堆所需的 τＥ 值。 不过，
Ｈ 模运行也有一些潜在的缺点。 例如如果对边缘密度抬高不加控制，那么密度最终
会高到超出格林沃尔德密度极限从而导致放电中断。 通常，在达到这一密度极限之
前，等离子体中就会激发起一类水平较低但却很重要的边缘局域不稳定性。 这些不
稳定性称为边缘局域模（ＥＬＭ）。 等离子体物理学家认为，这些模属磁流体力学不
稳定性性质，是由与 Ｈ 模运行相关的大的边缘压强梯度和电流梯度驱动的。 理论
上还无法对这一问题作出完满解释，因此它仍是当前活跃的研究领域。
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ＥＬＭ 如何影响到等离子体的性能呢？ 定性上看，这些模起着减压阀的作用。
当边缘压强梯度变得过高时，就会激发起一阵 ＥＬＭ，从而释放掉过剩的压强。 重要
的是，这种能量阵发还会使杂质从等离子体中排出。 ＥＬＭ 会持续（即减压阀保持打
开状态）直到压强降到足够低的值（相当于减压阀较低的关断值）。 通过这种方式，
ＥＬＭ 稳定了边缘压强的时间平均值 珋p（a，t）。 这么来看，ＥＬＭ 的出现似乎是有利的，
有时它确实是这样，但 ＥＬＭ 行为也有不同类型，其中大多数从总体上看是不利的。
下面我们对 ＥＬＭ 行为作一综述，如图 １４．２０ 所示。

图 14．20　实验测得的电子密度、Dα或 Hα辐射的时间演化谱
（ＡＳＤＥＸ ｔｅａｍ．１９８９．Nuclear Fusion， 29， １９５９）

图 １４．２０（ ａ）是无 ＥＬＭ 放电。 通常这是一种导致边缘密度和杂质明显增大的
短暂行为。 最终这些杂质导致边缘密度因轻微辐射而下降，并使芯部等离子体受到
污染。 杂质的积累抵消了偏滤器带来的好处，因此，无 ＥＬＭ 的稳态运行并不是聚变
等离子体非常可取的目标，如果杂质累积问题无法消除的话。

图 １４．２０（ ｄ）则是另一种运行模式：ＥＬＭ 几乎是不断地被激发，我们称其为
ＥＬＭ唱ＩＩＩ 型放电。 在这种情形下，边缘压强的时间均值 珋p（a，t） 变得稳定，但由于
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ＥＬＭ 持续存在，因此 珋p（a，t） 的值较低。 如果用机械类比的话，这相当于减压阀的
上、下临界压强值相当接近，都设置在一个非常低的水平上，因而允许压强近乎连
续释放。 ＩＩＩ 型 ＥＬＭ 的问题是，较低的边缘压强时间均值抵消了 Ｈ 模式运行的好
处，因此也不是一种非常理想的运行模式。

ＥＬＭ唱ＩＩ 型代表了中庸的运行模式。 它们的活动幅度中等，时间上明显可分辨；
边缘压强均值维持在一个相当高的水平上，使得 Ｈ 模约束的优势得到充分体现；τＥ
值较 Ｌ 模约束明显提高。 此外，第一壁杂质的净释放也因 ＥＬＭ 的向外输运而保持
在一个可接受的低水平。 用机械类比的话说，就是减压阀的上临界压强设置得恰到
好处，与关闭的下临界值有明显的区分。 这是最理想的运行模式。

最后一种运行模式称为 ＥＬＭ唱Ｉ 型。 这种 ＥＬＭ 产生阵发性活动，其振幅比 ＥＬＭ唱
ＩＩ型要大，周期要短，相当于减压阀的上临界压强值设定得过高，且上下临界压差过
宽。 一般来说，Ｉ 型 ＥＬＭ 不会导致总体能量约束时间大幅减少。 换言之，Ｉ 型和 ＩＩ
型 ＥＬＭ 都具有改善的 Ｈ 模的特点，但大振幅短周期振荡造成偏滤器靶板受到很高
的脉冲式热负荷，从热系统冷却的观点看，这是不可接受的。 因此，Ｉ 型 ＥＬＭ 也不是
理想的运行模式。

目前还无法准确预言未来实验装置上 ＥＬＭ 的类型和活动水平。 因此，了解
ＥＬＭ 是一个活跃的聚变等离子体物理研究领域。

总的结论是，ＥＬＭ 在限定边缘等离子体压强方面起着重要作用，中等水平的
ＥＬＭ 活动实际上是可取的。 稍后我们将给出与 Ｈ 模运行有关的总体 τＥ 的经验
值，并讨论 ＥＬＭ 对它的直接影响。 给出的表达式对应于 ＩＩ 型而非 ＩＩＩ 型 ＥＬＭ
的情形。

4．内部输运垒
最后要谈的一种现象是“内部输运垒” 。 这是一种从托卡马克运行经验中发

现的模式，它有一些非常理想的特点。 首先，它的τＥ 值在 Ｈ 模基础上有了进一步
改善；其次是当内部输运壁垒与先进托卡马克模式结合起来运行时，电流分布往
往自然地与由此产生的高比例自举电流相叠加。 目前已在许多托卡马克上观察
到内部输运垒，而第一次发现这一现象的则是 １９８４ 年在麻省理工学院的 Ａｌｃａｔｏｒ
装置上。

正如其名，内部输运垒位于等离子体芯部的某个区域，虽然通常离等离子体边
缘并不远。 在此处，局部离子热传导系数大大减小到接近离子热传导的新经典值。
内部输运垒产生一个很强的温度梯度，使得中心温度提高，τＥ 值也相应增大。 图
１４．２１（ ａ）显示的是χｉ和χｅ的实验测量值以及用于比较的χ（ ＮＣ ）

ｉ 。 我们看到，χｉ刚越过
输运垒就突然增大，而在等离子体芯区的很宽范围内，χｉ不仅变得与 χ（ ＮＣ ）

ｉ 可比，而且
它的值低到比 χｅ的值还要小。
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图 14．21　
（Ｏ摧Ｃｏｎｎｏｒ et al．２００４．Nuclear Fusion， 44， R１）

先进托卡马克运行模式下内部输运垒放电有两个非常值得注意的特点，这就是
电流通常呈中空分布，并且流速存在很大剪切。 中空的电流分布往往导致极小点不
在磁轴上的 q（ r）分布，这样的等离子体被称为具有“反剪切”特性（即 ｄq／ｄr 在极小
值处反号）。 实际上，内部输运垒可以通过实验人为地产生：①实施离轴电流驱动
或加热；②使等离子体电流迅速提高，从而通过趋肤效应产生中空的电流分布；
③向等离子体芯部注入高密度固体氘弹丸来对等离子体进行加料。 到底是什么触
发形成了内部输运垒，尚没有明确可接受的解释，虽然有些迹象表明大的流剪切可
能在减少或消除某些微湍流方面起作用。 此外，从现有实验结果看，内部输运垒是
一种变化多端的现象，因此还不可能得出如 Ｌ 模和 Ｈ 模那样的经验定标关系。
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内部输运垒的存在为先进托卡马克运行带来很大希望。 高 τＥ 值所需的中空电
流分布与自发产生的自举电流分布具有协同作用。 等离子体实验工作者正在积极
进行研究，试图弄清楚如何延长内部输运垒的寿命，使得目前的瞬态行为转变为稳
态运行。

对密度极限、Ｌ唱Ｈ 模转换、ＥＬＭ 和内部输运垒的讨论业已完成，现在我们将注意
力放到如何确定 τＥ 的经验定标关系问题上来。
14．5．3　τE 的经验定标关系

1．实验过程
实验上确定 τＥ 的经验定标关系是基于形式略微简化的单流体能量平衡方程：
　　 ３

２
矪p
矪t ＝ Δ· （nχΔT） ＋SΩ ＋Sｈ （１４．１４８）

请注意，这里忽略了对流和压缩项，因为它们在托卡马克放电过程中通常不起太大
的作用。 此外，我们还忽略了辐射效应。 辐射对能量平衡的贡献通常甚为有限，而
且辐射一般发生在等离子体边缘区，而 τＥ 针对的是等离子体的总体约束水平。 统
计研究表明，剔除辐射项得到的对实验数据的经验拟合更可靠。 从实用的观点来
看，这是分析中不将它包括进来的主要动机。

在整个等离子体积上对式（１４．１４８）进行积分，即可得到一般的能量约束时间
的函数关系，它对任意几何均有效：

　　 ｄW／ｄt ＝∫nχ（n· ΔT）ｄS ＋P （１４．１４９）
其中，

　　 W ＝∫３
２ pｄr （１４．１５０）

是等离子体总的储能。
　　 P ＝∫（SΩ ＋Sｈ）ｄr （１４．１５１）

是提供给等离子体的欧姆加热功率和辅助加热功率的总和。 现在，我们依据热传导
损失来定义能量约束时间如下：

　　 W／τＥ ＝－∫nχ（n· ΔT） ｄS （１４．１５２）
由此得到有用的能量约束时间表达式：
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　　 τＥ ＝ W
P －W· （１４．１５３）

这个表达式之所以有用，是因为其右侧的每一项均可由实验测量来确定。 因此，对
于给定的等离子体放电，通常由放电脉冲的平顶区数据即可求得 τＥ 。 待测的其他
等离子体参数有 B０ ，I，n－，a， R０ ，κ，A （这里 A 是等离子体中离子的原子质量）。 τＥ
值代表了放电中这组数据的综合信息。

2．确定 τE

τＥ 的经验定标关系的确定有以下三个步骤：首先，需要对同一装置不同放电的
大量数据进行收集；其次，将给定装置的完整数据与来自许多其他装置的类似成套
数据结合，形成总的数据库；由这些总体数据来确定 τＥ 的经验定标关系。

这方面的开拓性工作是由戈德斯顿（Ｒ．Ｊ．Ｇｏｌｄｓｔｏｎ）最先进行的。 他推测，由
总体数据可以得到如下形式的 τＥ 的经验定标关系：

　　 τＥ ＝C Bα１０ Iα２ n－α３aα４Rα５０ κα６Aα７Pα８ （１４．１５４）
通过数值回归分析，戈德斯顿能够确定常数 C 和指数 αj 的值。 自从他的这一原创
性工作发轫以来，数据库已极大丰富。 事实上，现在有一个相当大的数据库，其中
包括了数以千计的 Ｌ 模和 Ｈ 模放电数据。 随着更多的数据包括进来，这些未知参
数正在缓慢而持续地得到改进。

τＥ 有两种广为聚变界所认可的形式。 由于复杂的历史原因，它们分别被称为
关于 Ｌ 模的 τITER８９唱PＥ 和关于 Ｈ 模的 τIBP９８（ y，２）Ｅ 。 为简单起见，这里分别改写为 τＬ 和
τＨ ，具体形式如下：

　　
τＬ ＝０．０４８ I

０．８５
Ｍ R１．２

０ a０．３κ０．５ n－０．１
２０ B０．２

０ A０．５

P０．５
Ｍ

　（ ｓ）

τＨ ＝０．１４５ I
０．９３
Ｍ R１．３９

０ a０．５８κ０．７８ n－０．４１
２０ B０．１５

０ A０．１９

P０．６９
Ｍ

　（ ｓ）
（１４．１５５）

这里采用标准的实用单位制（ IＭ ［ＭＡ］，PＭ ［ＭＷ］）。 我们看到，这两种形式定性上
是类似的，在分子和分母上出现的相关物理量均相同，指数 αj 亦类似。 我们可以通
过作图比较（实验数据库得出的 τＥ 对 τＥ 的经验预测值）来检验这一定标关系的近
似精度。 图 １４．２２ 展示的 Ｈ 模数据库的 τｅｘｐＥ 对 τｅｍｐＥ 图就是这样的一个例子。 可以
看到，二者符合得非常好。

对于 PＭ 主要由辅助加热主导的现有托卡马克，τＥ 的上述形式特别有用。 它们
还可以用于外推到以 α粒子加热为主的点火实验或核聚变反应堆上。 在此情形
下，PＭ 必须包括 Pα。 虽然 Pα是温度的强函数，但上述公式尽管正确，却没有明确
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显示出 τＥ 对温度的依赖关系。

图 14．22　由实验数据库得出的τＥ 的 Ｈ模定标律与经验预测值之间的比较
（ ＩＴＥＲ Ｐｈｙｓｉｃｓ Ｅｘｐｅｒｔｓ Ｇｒｏｕｐｓ ｏｎ Ｃｏｎｆｉｎｅｍｅｎｔ Ｍｏｄｅｌｌｉｎｇ ａｎｄ Ｄａｔａｂａｓｅ（１９９８）．

Nuclear Fusion， 39，２１ ７５）
这个问题可以通过 τＥ 的另一种形式（仅对稳态情形有效）来解决，就是按下述

方法用 Tｋ 来消去 PＭ 。 式（１４．１５５）表明，Ｌ 模或 Ｈ 模下的 τＥ 的经验公式可写成：
　　 τＥ ＝Κ／P ν

Ｍ （１４．１５６）
将这一关系与 τＥ 的基本定义结合起来，并假定暂态项可忽略，得到：

　　 τＥ ＝ W
P －W·

≈ W
P （１４．１５７）

接下来，如果假定密度分布近似为均匀分布，那么上式可改写为：

　　 τＥ ＝３nTV
P ＝０．９５ n

－
２０ T

－
ｋR０ a２κ
PＭ

＝ DPＭ （１４．１５８）

其中， T－ｋ 是分布平均温度。 由式 （１４．１５６ ）和式 （１４．１５８ ）消去 PＭ ，即得到形为
τＥ ＝τＥ （T－ｋ） 的关系式：
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　　 τＥ ＝ K
D ν

１１－ν （１４．１５９）

直接代换即可得到如下 τＬ 和 τＨ 的表达式：

　　
τＬ ＝０．０３７ ε０．３

q１．７倡

a１．７κ１．７B２．１
０ A

n－０．８
２０ T

－
ｋ

　（ ｓ）

τＨ ＝０．２８ ε０．７４

q３倡
a２．６７κ３．２９B３．４８

０ A０．６１

n－０．９１
２０ T

－２．２３
ｋ

　（ ｓ）
（１４．１６０）

在这些式子里， ε ＝a／R０ 和 q倡 ＝２πa２κB０ ／μ０R０ I被明确提到了前面，因为这些
参数随不同托卡马克装置的变化不是很大，而且这样做会使得与新经典输运的比较
变得更易理解。 我们再次看到，Ｌ 模和 Ｈ 模的表达式定性上是一致的，出现在两式
分子和分母上的相关物理量均相同，只是个别指数的变化大了一些。

接下来，我们将上式运用到简单实验堆上。 反应堆的参数为 a ＝２， B０ ＝４．７，
n－２０ ＝１．５， T－ｋ ＝１５， ε ＝０．４，κ＝２， q倡 ＝２ 和 A ＝２．５。 我们发现：

　　 τＬ ＝０．２９　（ ｓ）， τＨ ＝０．６８　（ ｓ） （１４．１６１）
两者都低于点火所需的值 τＥ ≈ １．２ ｓ， 其中 Ｈ 模的值小了约 １．８ 倍。 尽管如此，定
标关系对 B０ ，q倡 用和 T－ｋ 的强依赖关系意味着这些量的相对较小的变化都可以改善
这种局面。 比如 q倡由 ２ 降低到 １．７， T－ｋ 由 １５ 降低到 １０，Ｂ０ 由 ４．７ 提高到 ５．７ 或它
们的适当组合，就可以将 τＥ 提高到所需的值。 同样，保持上述参数值不变，但考虑
到它们的分布作用，τＥ 值也能够得到提高。 作为例子，我们来考虑峰形压强分布
p ＝p０ （１ －r２ ／a２ ） ２ 。可以得到 枙 p２ 枛 ＝（９／４）（珋p） ２ 。因子 ９ ／４ 直接倍增了功率平衡
所需的 Sα的值。

这种情形对 Ｌ 模定标关系就更为困难。 这里 τＬ 比点火所需的值小了约 ４．１
倍，而且定标关系对不同物理量的指数依赖关系也弱于 Ｈ 模情形。 因此，从工程和
经济的角度来看，反应堆基本参数所需的调整可能大到难以给出可行的设计。

总之，Ｈ 模定标关系对参数的强烈依赖关系是有利的，小的参数值变化即可实
现所需的能量约束时间。 另一方面，我们必须承认，将这种变化的敏感性外推到远
离目前数据所适用的区域不是那么可靠。

最后，我们将经验定标关系与经典和新经典理论预言作一比较。 特别令人感兴
趣的是对温度的依赖性。 如果采用关系 τＥ ～a２κ／χｉ， χｉ ～A１ ／２ ， 则这个比较（忽略
掉数值系数）可以写成：

274 　第 14 章　输　运



　　

τ（ ＣＬ）
Ｅ ～a

２κB２ T１ ／２

n A１ ／２

τ（ ＮＣ ）
Ｅ ～ε３ ／２

q２
a２κB２ T１ ／２

n A１ ／２

τＬ ～ε０．３

q１．７
a１．７κ１．７B２．１ A
n０．８ T

τＨ ～ε０．７４

q３
a２．６７κ３．２９B３．４８ A０．６１

n０．９１T２．２３

（１４．１６２）

定性上看，库仑碰撞驱动的输运关系与经验导出的输运关系的主要差别是对 T
和 A 的依赖性相反。 我们非常遗憾地看到，按照经典和新经典理论乐观的定标关
系，τＥ 应随温度 T 的提高而改善，但这与经验定标关系不符。 经验观察到的是 τＥ
随温度的提高而变差，这也是在小的、成本相对较低的实验装置上很难实现等离子
体点火的一个重要原因。 我们需要加大实验反应堆的尺寸，以补偿这种定标关系对
温度的依赖性。
14．5．4　小　结

关于等离子体热输运的湍性行为的理论和实验研究相当复杂，迫使聚变界发展
出关于 τＥ 的经验定标关系。 这些关系是基于大型数据库建立起来的，它们为预言
现有实验的性能提供了合理的准则。 这一经验定标关系也被用来预测下一代燃烧
等离子体实验的性能，但不是十分可靠，因为燃烧实验是运行在以 α粒子加热为主
的外推参数区域。 即便如此，经验定标关系仍然是目前最好的选择。 理论研究虽然
有了长足的进展，但要建立起完善的基于第一性原理的理论还有待时日。

对托卡马克数据的分析表明，存在两种基本运行模式———Ｌ 模和 Ｈ 模。 实际
放电运行在何种模式下取决于外部加热功率的水平，以及等离子体最初接触面是
偏滤器还是限制器。 大功率偏滤器放电通常运行在 Ｈ 模下，其约束时间大约是 Ｌ
模的 ２ 倍。 Ｈ 模约束定标关系预言的 τＥ 值接近自持 α粒子加热等离子体反应堆
的要求。

最后，早先发现的内部输运垒与先进托卡马克运行模式概念的结合使得约束
得到进一步改善，已接近离子新经典值，并可能最终实现托卡马克稳态点火。 先
进托卡马克运行模式的另一附加优势是其具有中空的电流分布，它与自然形成的
自举电流的分布相同。 先进托卡马克运行模式是当前聚变研究的重要领域，实验
工作者们希望能找出这种放电的长脉冲运行的方法，并发展出相应的 τＥ 值经验
定标关系。
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14．6　输运理论在聚变点火实验中的应用
14．6．1　引　言

掌握了 τＥ 的经验定标关系和新经典自举电流概念，现在我们可以更切实际地
研究托卡马克聚变反应堆（或称托卡马克点火实验）设计的某些重要方面。 这里所
说的应用主要集中在点火实验的近期目标上。 我们将讨论三个重要议题。

首先，根据经验定标关系 τＥ ＝τＥ （T）进行自持的超导点火实验装置的设计。 设
计受到几个临界磁流体力学稳定性极限的约束。 分析表明，最终的设计参数与实际
动力反应堆十分相似，换言之，托卡马克聚变堆的发展路径的成本会很高，因为我
们很难通过小尺寸、低成本的点火实验装置来了解 α粒子燃烧物理学。 要获得大
功率 α粒子加热反应堆的运行经验，就需要建造反应堆规模的实验装置。 这虽非
情愿，但却是托卡马克物理研究必须面对的现实。

第二，有必要对点火装置中等离子体从冷的初始状态到热的自持终态的演化过
程进行研究。 其中实现点火所需的最低辅助加热功率要求和点火后的热稳定性问
题尤为重要。 研究表明，与第 ４ 章 τＥ 为常数的情形的简单分析相比，τＥ 对温度的
依赖性实际上改善了局面。

第三，最大自举电流比例的问题。 研究表明，自举电流比例超过 fＢ ＞０．７５，通常
将突破特鲁瓦永无壁磁流体力学β极限。 这意味着大 fＢ 的经济约束将导致等离子体
中激发起电阻壁模。 因此，需要采取某种稳定电阻壁模的措施，例如反馈稳定方法。
14．6．2　超导点火实验

这里的讨论紧接着第 ５ 章内容。 但在目前情形下，我们把注意力主要集中在超
导点火装置上。 目标是要设计一个能满足适当限定条件的造价最低的装置。 这里
造价仍假定正比于包层唱屏蔽与环向磁场线圈的总体积。 作为简单反应堆，核物理
方面的约束要求包层唱屏蔽的厚度 b ＝１．２ ｍ，而工程方面的约束要求线圈内侧磁场
达到 Bｍａｘ ＝１３ Ｔ，假定磁体支撑结构所允许的最大应力为 σｍａｘ ＝３００ ＭＰａ。

反应堆与点火装置设计上的主要区别如下。 对于点火装置，对输出功率和最大
壁负荷等不作要求，而是代之以一组新的等离子体物理约束，具体来说就是，在完
全点火状态，等离子体必须满足磁流体力学特鲁瓦永 β极限、磁流体力学 q倡电流极
限、磁流体力学 n ＝０ 的垂直稳定性极限和格林沃尔德密度极限 nＧ 。 而且，在点火
实验中这一点至关重要：等离子体必须满足 Ｈ 模定标律（τＥ ＝τＨ ） ，相比之下，早期
聚变堆设计中，τＥ 值由所需的输出功率而不是规定的输入功率决定。

对点火实验的分析相对较为直接。 其思想是利用约束条件将所有待定设计参
数都表示成温度 T 的函数，然后将这些公式代入装置体积的表达式，并求关于 T 的
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极小值，即可求得所需的设计参数。
这里分析所用的模型要比第 ４ 章中的简单反应堆模型复杂一些。 我们引入了

两项修正。 第一项是，从一开始就假定等离子体截面是拉长的；第二项是不再假定
所有量均等于其均值，而是用目前实验观测到的简单分布来表示。 这些分布不改变
基本定标关系，但在为求得零维功率平衡关系而进行平均时，得到的数值系数更精
确。 一般来说，与热传导损失相比，更接近实际的峰值分布改善了 α粒子加热
水平。

1．装置体积
简单的截面拉长型点火装置的示意图如图 １４．２３ 所示。 为简单起见，等离子体

截面假定为拉长比 κ的椭圆。 装置造价假定正比于包层 －屏蔽与环向磁场线圈的
总体积：

　　 V ＝２π２R０ ［ （a ＋b ＋c）（κa ＋b ＋c） －κa２ ］ （１４．１６３）
量 V 是有待极小化的基本 “成本函数”。 眼下，我们基于核物理方面的约束只知
道b ＝１．２ ｍ。

图 14．23　聚变点火实验装置截面示意图
2．约束条件
设计必须满足一系列约束条件。 首先，等离子体不能拉得太长，否则就会激发

起 n ＝０ 的垂直不稳定性。 这要求：
　　 κ≤ κｍａｘ ＝２ （１４．１６４）

为了保证合理的安全余量，拉长比取 κ＝１．７。
其次，等离子体电流不能太大，否则会激发起磁流体力学外扭曲模。 这个约束

条件写为：

57414．6　输运理论在聚变点火实验中的应用　



　　 q倡 ＝５a２κB０
R０ IM

≥ q倡 ｍｉｎ ＝１．７ （１４．１６５）
出于合理的安全余量考虑，安全因子取为 q倡 ＝２。

第三，密度不能太高，否则就会突破格林沃尔德密度极限。 这要求取的平均密
度满足下式：

　　 n－２０ ＝NＧ IMπa２ ＝ ５κNＧ
πq倡

B０
R０

　　NＧ ≤ １ （１４．１６６）
其中，NＧ 是安全余量，其值取 ０．８。

第四，等离子体压强不能太高，否则会违反特鲁瓦永 β极限。 因此要求：
　　 β＝βＮ IMaB０

　　βN ≤ βＮｍａｘ ＝０．０３ （１４．１６７）
利用β定义式β≡２μ０ 珋p／B２

０ 并利用公式（１４．１６５）消去 IＭ ，上式可改写成平均压强的
形式（实用单位制下）：

　　 珋p ａ ＝ １９．９ κβＮ
q倡

aB２
０
R０

　（ ａｔｍ） （１４．１６８）
出于安全余量考虑，取 βＮ ＝０．０２５。

最后一个约束条件是线圈厚度 c，它由最大可允许应力极限 σｍａｘ确定。 分析与
第 ５ 章中的类似，唯一差别是需要考虑线圈的非圆截面因素。 对非圆截面情形，最
大应力出现在磁体的拉长侧。 直接计算可得：

　　 c ＝ ２ξ
１ －ξ（κa ＋b）　　ξ＝ B２

ｍａｘ
４μ０σｍａｘ ＝０．１１ （１４．１６９）

安全余量要求取 Bｍａｘ ＝１３ Ｔ，σｍａｘ ＝３００ ＭＰａ。 而 B０ 和 Bｍａｘ之间通常有关系：
　　 B０ ＝Bｍａｘ １ －a ＋b

R０
（１４．１７０）

这样，我们就完成了约束条件的规定。 现在，已知量有 κ＝１．７，q倡 ＝２，NＧ ＝０．８，
βＮ ＝０．０２５ 和 ξ＝０．１１。 待求的未知设计参数有 a，R０ ，B０ ， 珋p ａ，n－２０ ，T－ｋ。 它们可通过
约束条件表示出来，并利用功率平衡条件和装置体积极小化来求得。

3．功率平衡
功率平衡关系的分析有点复杂，需要进行一系列替换和简化。 在下面的讨论中

读者应记住，这里分析的目的是要最终确定作为 T 的函数的两个量 R０ 和 a。 一旦
它们确定下来，即可代入装置体积的表达式，然后求得对 T 的极小值。

点火实验中的稳态功率平衡要求 α加热能够平衡热传导和轫致辐射损失的总
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和。 在稳态运行阶段，不存在欧姆加热功率。 而且，如果等离子体是自持的，那么
辅助加热功率也为零。 数学上讲，就是零维功率平衡要求：

　　 枙 Sα枛 ＝枙Sκ枛 ＋枙SＢ 枛 （１４．１７１）
其中枙S枛是对体积的平均。

各项贡献计算如下。 如前所述，密度和温度是根据实验所要求的分布确定的，
而不是取它们的平均量。 具体说来，密度和温度的分布分别为：

　　n ＝ ４
３ n

－（１ －ρ２ ） １ ／３

T ＝ ５
３ T

－（１ －ρ２ ） ２ ／３ （１４．１７２）

其中，
　　 ρ２ ＝ x

２

a２ ＋ y２

κ２ a２
（１４．１７３）

等离子体表面由 ρ ＝１ 定义。 即
　　 枙 S枛 ＝２∫１０ Sρｄρ （１４．１７４）

且 枙n枛 ＝n－，枙T枛 ＝T－。可以看出，密度分布较为平坦。 温度分布稍显峰化。 分数指
数取决于 Ｈ 模下边缘根部的特性。

有了这两个分布，我们就可以计算功率平衡关系中的各项。 第一步是确定均值
压强、密度和温度之间的关系： 枙 p枛 ＝２枙nT枛。我们发现 珋p ＝（１０／９）（２n－T－），或在实
用单位之下写成：

　　 珋p ａ ＝０．３５６ n－２０ T
－
ｋ　（ ａｔｍ） （１４．１７５）

这个关系式可通过格林沃尔德密度极限［式（１４．１６６）］消去 n－２０ 来进一步简化：

　　 珋p ａ ０．５６７ κNＧ
q倡

B０ T
－
ｋ

R０
＝０．３８６ B０ T

－
ｋ

R０
　（ ａｔｍ） （１４．１７６）

第二步是要给出后面简化分析所需的相关信息。 这可以通过令 珋p ａ 的表达式
（１４．１６８）与式（１４．１７６）相等来得到，由此导出 B０ a 关于 T

－
ｋ 的函数关系：

　　 B０ a ＝ ０．０２８５ NＧβＮ T
－
ｋ ＝０．９１２T－ｋ　（Ｔｍ） （１４．１７７）

下一步考虑 α粒子的加热功率：
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　　 枙 Sα枛 ＝ １
１６Eα ２∫１０ p２ 枙σv枛

T２ ρｄρ （１４．１７８）

在感兴趣的温度区域，有合理近似关系枙σv枛 ／T ２≈枙σv枛 ／T ２
T－ ＝常数，并注意到

枙 p２ 枛 ＝（４／３）珋p２ （这里 ４ ／３ 是峰值分布带来的增益），因此上面的积分可计算出来。
在实用单位之下有：

　　 枙 S ａ枛 ＝１．８２ ×１０ ６ 珋p２ａ 枙σv枛 ｎ
T
－
ｋ
２ 　（Ｗ／ｍ３ ） （１４．１７９）

其中，归一化量 枙σv枛 ｎ 等于以 １０ －２２ｍ３ ／ｓ 为单位测得的 枙σv枛。
通过类比的方法，可得到轫致辐射损失为：
　　 枙 SＢ 枛 ＝４．８４ ×１０ ４ 珋p２ａ

T
－
ｋ
３ ／２　（Ｗ／ｍ３ ） （１４．１８０）

最后一项是热传导损失。 对 Ｈ 模约束，这项为：
　　 枙 Sκ枛 ＝１．５ ×１０ ５ 珋p３ ／２

ａ
τＨ 　（Ｗ／ｍ３ ） （１４．１８１）

现在将这些项代入功率平衡关系式，得到 珋p ａτＨ 的表达式：

　　 珋p ａτＨ ＝０．０８２４ T
－
ｋ
２

枙σv枛 ｎ －KＢT－ｋ １ ／２　（ ａｔｍ ｓ） （１４．１８２）

其中 KＢ ＝０．０２６６。
分析的下一步是通过代入 τＨ 的实际经验定标关系式（１４．１５５）及 P ＝枙Sα枛Vｐ

来简化 珋p ａτＨ ， 计算得到：

　　 珋p ａτＨ ＝ ０．０９７８ B
０．０２
０
a０．０３

κ１．０５N０．０３
Ｇ

q０．９６倡

（B０ a） １．０９

R０．２６
０

T
－
ｋ

枙σv枛 ０．６９
ｎ

　（ ａｔｍ ｓ） （１４．１８３）

这个表达式有意思的地方是，对于待定的 B０ 和 a，除了弱相关的 B０
０．０２
和 a０．０３ ， 珋p ａτＨ

只取决于 B０ a 的组合。 因此，如果将 B０ ≈６ 和 a≈２ 代入弱相关项，并将 B０ a 项代
换为式（１４．１７７） ，经过整理后得：

　　 珋p ａτＨ ＝ ２．０５ ×１０ －３ κ１．０５N１．１２
Ｇ

q０．９６倡 β１．０９
Ｎ

T
－ ２．０９
ｋ

R０．２６
０ 枙σv枛 ０．６９

ｎ
　（ ａｔｍ ｓ）

＝０．０７９９ T
－ ２．０９
ｋ

R０．２６
０ 枙σv枛 ０．６９

ｎ
　（ ａｔｍ ｓ） （１４．１８４）
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功率平衡关系的最后一步是令 珋p ａτＨ 的两个表达式（１４．１８２）与（１４．１８４）相等，由此
导出 R０ ＝R０ （T－ｋ） 的显性表达式：

　　 R０ ＝ ６．８０ ×１０ －７ κ４．０４N４．３１
Ｇ

q３．６９倡 β４．１９
Ｎ
T
－ ０．３５
ｋ 枙σv枛 １．１９

ｎ （１ －K ＢT－１ ／２
ｋ ／枙σv枛 ｎ） ３．８５

＝０．８８６T－０．３５
ｋ 枙σv枛 １．１９

ｎ （１ －KＢT－１ ／２
ｋ ／枙σv枛 ｎ） ３．８５　（ｍ） （１４．１８５）

剩下的任务是导出 a 与 T 之间的关系。 将 B０ a 的表达式（１４．１７７）与 B０ 和 Bｍａｘ
之间的关系式（１４．１７０）结合起来，就很容易导出这一关系：

　　 a １ －a ＋b
R０

＝０．０２８５ NＧ
Bｍａｘ βＮ T

－
ｋ （１４．１８６）

由此解得：
　　 a ＝R０ －b

２ －１
２ ［（R０ －b） ２ －KＭR０ T

－
ｋ］ １ ／２　（ｍ） （１４．１８７）

其中 KＭ ＝０．１１４NＧ ／BｍａｘβＮ ＝０．２８１。
经过冗长的推导，我们终于得到了所需的 R０ （T－ｋ） 和 a（T－ｋ）。
4．装置体积极小化
现在，将 R０ 、a 和 c的表达式［式（１４．１８５）、式（１１４．１８７）和式（１４．１６９）］代入

装置体积 V 的表达式［式（１４．１６３）］，可见 V 只是 T－ｋ 的函数，如图 １４．２４ 所示。 求
导可知在 T

－
ｋ ≈ １５．７ ｋｅＶ 处体积 V 有极小值。 将这个值代回到各参数表达式，即可

确定各参数。 总结见表 １４．２ 和表 １４．３，前者是输入参数表，后者是输出参数表。

图 14．24　点火实验装置的体积对温度的函数曲线（最佳温度在 １５．７ ｋｅＶ）
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表 14．2　超导点火装置的输入参数表
物理量 符　号 值

包层唱屏蔽厚度 b １．２ ｍ
线圈最大磁场 Bｍａｘ １３ Ｔ
磁体最小应力 σｍａｘ ３００ ＭＰａ
拉长比 κ １．７
扭曲模安全因子 q倡 ２
格林沃尔德密度极限 NＧ ０．８
物鲁瓦永 β因子 βＮ ０．０２５

表 14．3　超导点火装置的输出参数表
物理量 符　号 值

平均温度 T－ｋ １５．７ ｋｅＶ
大半径 R０ ７．１ ｍ
小半径 a ２．０ ｍ
环径比 R０ ／a ３．５
线圈厚度 c １．１ ｍ
装置体积 V ２５００ ｍ３
等离子体体积 V ｐ ９６０ ｍ３
等离子体表面积 S ｐ ７９０ ｍ２
轴上磁场 B０ ７．１ Ｔ
等离子体电流 IＭ １７ ＭＡ
等离子体平均压强 珋p ａ ６．１ ａｔｍ
等离子体平均密度 n－２０ １．１ ×１０ ２０ ｍ －３
Ｈ 模约束时间 τＨ １．２ ｓ
α加热总功率 pα ７６０ ＭＷ
聚变总功率 P ｆ ３８００ ＭＶ
总的轫致辐射损失 PＢ ２８ ＭＷ
壁负载 PＷ ３．９ ＭＷ／ｍ２

　　对比点火装置与第 ５ 章讨论的简单反应堆的设计参数，可以看出，二者的体积
相当。 实际上，点火装置还要大点，原因是由反应堆参数得到的 τＨ 值只有 ０．６８ ｓ，
比点火装置所需的值（ τＨ ＝１．２ ｓ ）小了一倍。 点火装置的设计目标是自持功率平
衡，这要求通过增大装置体积来提高较小的 τＨ 值到规定值。 另外值得一提的是，这
里讨论的简单模型给出的参数接近 ＩＴＥＲ 预想的设计参数。

上述简单分析说明了聚变点火装置或聚变堆的大小和造价是如何与 τＥ 值紧密
联系的。 要求 τＨ 值增加到 ２ 倍，就会使装置的体积与简单反应堆相比也增加近 ２
倍。 由此人们很容易明白为什么理解、控制和改善输运会成为聚变研究的重要
领域。

最后要重申的一点是，超导托卡马克点火装置的大小类似于全功率反应堆。 物
理和工程不允许我们建立一个较小较便宜的点火实验装置来研究燃烧等离子体科
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学。 这意味着，托卡马克聚变反应堆的发展成本会很高，因为从点火直至实验反应
堆，规模相当。 这在经济上不是很有利，尽管非我所愿，但是无法逾越。
14．6．3　加热至点火

下一项应用是关于超导点火装置中等离子体从冷的初始状态到稳态运行的终

态的时间演化。 这里有两个主要问题需要考虑。 首先，终态工作点是热稳定的吗？
或者说需要采用某种方式的燃烧控制吗？ 第二，需要多大的外部加热功率才能使等
离子体加热到足够高的温度，使得顺利过渡到 α粒子加热占主导并完成充分点火？

第 ４ 章提出过这些问题，在那里是假设能量约束时间 τＥ 是常数，其值等于点火
所需值 τＥ ＝１．２ｓ。 当时的分析结果表明，稳态点火点是热不稳定的，所需的辅助加
热功率大约相当于点火后 α粒子加热功率的 ２５％，这是一笔很大的开销。 在本节
中，我们用 Ｈ 模下的经验定标关系［它是温度的函数： τＥ ＝τＥ （T） ］来重新确定这
些问题。 其结果如下所示，有些令人吃惊。

1．热稳定性
上述两个问题都可以从审视时变零维能量平衡方程来回答。 分析的关键假设

是，整个演化发生在恒定密度等于最终预期值 n－２０ ＝１．１ 的条件下。 这种近似并非
不合理，因为通常粒子约束时间略低于能量约束时间。 因此，密度的外部控制往往
会滞后于温度变化，使控制变得困难。

基本零维能量平衡包括 α加热功率、外部加热功率、轫致辐射损失和热传导损
失等项。 欧姆加热被略去，因为它只是在非常低的温度下才有小贡献（见下一章所
述）。 在上述预设分布下，能量平衡方程可以写成：

　　 ｄWｄt ＝枙Sα枛 －枙 SＢ 枛 －枙Sκ枛 ＋P ｈVｐ （１４．１８８）
这里，

　　

W ＝枙３nT枛 ＝５．３４ ×１０ ４ n－２０ T
－
ｋ　（ Ｊ／ｍ３ ）

枙Sα枛 ＝枙Eαn２ 枙σv枛 ／４枛 ＝２．３１ ×１０ ５ n－２
２０ 枙σv枛 ｎ　（Ｗ／ｍ３ ）

枙SＢ 枛 ＝枙CＢ n２ T１ ／２ 枛 ＝６．１４ ×１０ ３ n－２
２０T

－１ ／２
ｋ 　（Ｗ／ｍ３ ）

枙Sκ枛 ＝枙３nT枛 ／τＨ ＝５．３４ ×１０ ４ n－２０T
－
ｋ ／τＨ　（Ｗ／ｍ３ ）

（１４．１８９）

等离子体体积仍为 Vｐ ＝９６０ ｍ３ ， P ｈ（T－ｋ） 是总的外部加热功率（单位：Ｗ），为方便起
见，重写 τＨ 如下：

　　 τＨ ＝０．１４５ I
０．９３
Ｍ R１．３９

０ a０．５８κ０．７８ n－０．４１
２０ B０．１５

０ A０．１９

P０．６９
Ｍ

　（ ｓ）
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＝１１７
P０．６９
Ｍ

　（ ｓ） （１４．１９０）
这里， τＨ 的第二种形式是由上小节导出的设计参数得出的；PＭ 是测得的沉积于等
离子体的总功率（单位：ＭＷ）： PＭ （T－ｋ） ＝［枙Sα枛Vｐ ＋P ｈ］ ×１０ －６ 。

现在，我们可以通过绘制 P ｈ ＝０ 时的 ｄW／ｄt对 T－ｋ 曲线，并检查其在平衡点火位
置的斜率来确定这一系统的热稳定性。 从第 ４ 章的讨论可知，正斜率对应于热不稳
定，而负斜率是稳定的。 对于密度设计值 n－２０ ＝１．１ 的曲线如图 １４．２５ 所示。 图中
还给出了第 ４ 章中 τＥ ＝１．２ ｓ ＝常数情形下的相应曲线。

图 14．25　τＥ ＝τＨ （T）和 τＥ ＝常数 ＝１．２ ｓ两种情形下
（假定 Pｈ ＝０）的 ｄW／ｄt对 T曲线

从时间依赖性方面看， n－２０ ＝常数， 加上 T－ｋ ＝T－ｋ（ t）， 表明 ｄW／ｄt∝ ｄT－ｋ ／ｄt。
我们看到，两条曲线相交于同一平衡点火位置 T－ｋ ＝１５．７ ｋｅＶ。然而， τＥ ＝常数

曲线在交点处斜率为正，说明是热不稳定的；而 τＥ ＝τＨ 曲线在此斜率为负，说明是
热稳定的。 其原因是 τＨ 随 T－ｋ 提高而退化使得曲线 ｄW／ｄt 对 T－ｋ 曲线移到了左边。
τＥ ＝常数曲线的稳定的高温交点（这一点我们不是很感兴趣，因为相应的 β值远远
超出了磁流体力学稳定极限）则对应于 τＥ ＝τＨ 曲线上一个更可接受的值。 τＥ ＝τＨ
曲线的低温交点则对应于 α功率与轫致辐射损失和相对较小的热传导损失之和相
平衡的情形（因为在较低温度下 τＨ 值大）。 在这个低温点，净功率不大，因此从能
量角度看，它不是很令人感兴趣。 等离子体一旦越过这一温度，就会激发起热不稳
定性，自发地推动等离子体趋向稳定的高温平衡点 T－ｋ ＝１５．７ ｋｅＶ。 结论是，如果将
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Ｈ 模经验定标关系外推到由 α加热为主的等离子体，则自持点火是热稳定的，这个
非常理想的结果正好与第 ４ 章由 τＥ ＝常数导出的结论相反。

2．最低点火功率
现在考虑将 T

－
ｋ 提高到足够高从而使 α加热成为主导所需的最低外部加热功

率。 从τＥ ＝τＨ 曲线来看，在 ０ ＜T－ｋ ＜１５．７ ｋｅＶ温度范围，必须有足够高的 P ｈ 才能
使 ｄW／ｄt＞０。 正的 ｄW／ｄt 意味着温度必须持续提高，直到达到着火点。 显然，在
T
－
ｋ ＝１５．７ ｋｅＶ 时，P ｈ 必须为零才能维持等离子体平衡。
对图 １４．２５ 分析表明，在低温处，外加功率必须增加直到等离子体越过约 T－ｋ ＝

１５．７ ｋｅＶ 的轫致辐射损失平衡点。 高于这一点之后，α粒子加热开始占支配地位，
外部功率可逐渐减小到零。 具有这一性质的 P ｈ（T－ｋ） 简单模型由下式给出：

　　 P ｈ ＝
P０　　　　　　　　　T－ｋ ＜TＢ
P０ １ － T

－
ｋ －TＢ
T Ｉ －TＢ

２
　TＢ ＜T－ｋ ＜T Ｉ （１４．１９１）

其中，TＢ ＝５ ｋｅＶ 是轫致辐射温度；T Ｉ ＝１５．７ ｋｅＶ 是点火温度；P０ 是实施的最大外

部加热功率。

图 14．26　τＥ ＝τＨ（T）情形下不同 P０ 值的 ｄW／ｄt ～T曲线
（图中还给出了 P０ ＝２２．２ＭＷ情形下的 Pｈ ～T曲线）

不同 P０ 值下的 ｄW／ｄt 对 T－ｋ 曲线如图 １４．２６ 所示。 图中还给出了 P ｈ（T－ｋ） 曲
线。 图 １４．２６ 表明，点火所需的最低 P０ 值约为 P０ ＝２２．２ ＭＷ。 对于这个 P０ 值，
ｄW／ｄt对 T－ｋ 曲线处处为正，且其极小点恰好与 ｄW／ｄt ＝０ 轴相切。 从实用上考虑，
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我们希望 P０ 值明显要高，以便很快通过极小点（假设我们只能取穿过 ｄW／ｄt ＝０ 的
曲线上点的话，就将需要无限长的时间才能到达点火位置）。 因此 P０ ＝４０ ＭＷ 的
曲线是更现实的 P０ 选择。 如果功率吸收效率假定为 ０．７，那么这将意味着注入等
离子体的外部加热功率必须大约是 ６０ ＭＷ。

将 P０ ＝２２．２ ＭＷ 与第 ４ 章由 τＥ ＝常数 模型导出的值进行比较是有趣的。
τＥ ＝常数模型显示，点火时等离子体吸收的功率约为 α加热功率的 ２５％，对于眼下
的超导设计，这相当于 P０ ＝１９０ ＭＷ。 因此，采用 Ｈ 模约束时间将所需的辅助加热
功率减少了近 １０ 倍。 这真是十分理想的结果。 其原因是 τＨ 随 T－ｋ 提高而明显变
差。 从追求高温这一点来说，这种退化明显是不可取的，但另一方面看，它意味着
在低温下 τＨ 明显增大。 具体来说，如果将温度从 １５ ｋｅＶ 降到 ５ ｋｅＶ，则能量约束时
间增大近 １１ 倍。 低 T－ｋ 下较长的约束时间意味着只需要相当少的外加功率就可以
将等离子体加热到轫致辐射温度 T

－
ｋ ≈５ ｋｅＶ。

总之， τＨ 随 T－ｋ 提高而退化的不良影响可以从等离子体加热到点火这一动态演
变的改善得到补偿。 首先，最后平衡点火点是热稳定的，其次，用比预期值低得多
的外部辅助功率就可能足以加热等离子体到点火。
14．6．4　自举电流比例

输运理论在聚变点火实验上的最后一项应用是对自举电流比例 fＢ的计算。 我
们的目标是要评估自举电流比例，以确定经济可行性条件 fＢ≈ ０．７５。 计算相对简
单，思路是先将有一定实验依据的分布代入自举电流表达式，然后对整个等离子体
区域积分以取得总自举电流。 结果表明，标准的单调电流密度分布给出的值通常小
于 ０．４。 要将 fＢ 提高到预期值 ０．７５，需要采取以中空电流分布和超过特鲁瓦永无
壁β极限的压强分布为特征的先进托卡马克运行模式。 换言之，所需的高β值将激
起电阻壁模，因此必须采取反馈稳定措施。

分析中值得注意的是，自举电流比例对密度和温度分布相当敏感。 为了取得不
是过分悲观的结果，本小节里我们取比点火实验设计中使用的更为乐观的密度和温
度分布。

1．自举电流比例的推导
为方便起见，我们将大环径比、圆截面托卡马克的自举电流密度公式复述如下

（其中忽略了温度梯度的贡献）：
　　 JＢ （ r） ＝－４．７１q R０

r

１ ／２ T
B０

矪 n
矪 r （１４．１９２）

为了评估 JＢ ，我们需要规定 n，T，q 的分布。 实际上，先规定总环形电流密度分布 J，
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然后由此直接计算 q 会更简单。
首先考虑密度、温度和压强的分布。 可以合理假定压强分布为峰型，峰值因子

p（０） ／珋p ＝３。 这一分布对本节所有情形均不变。 密度分布是带有参数 ν的平缓分
布，调整 ν可以改变密度的峰值因子： n（０） ／n－ ＝１ ＋ν。 此外，较大的非圆截面调整
为小半径为 r０ ＝κ１ ／２ a的圆截面等离子体模型。 根据这些假设，压强、密度和温度分
布可以写成：

　　
p（ρ） ＝３珋p（１ －ρ２ ） ２

n（ρ） ＝（１ ＋ν） n－（１ －ρ２ ） ν

T（ρ） ＝（３ －ν）T－（１ －ρ２ ） ２ －ν
（１４．１９３）

其中， ρ ＝r／r０ ； 珋p ＝（２／３）（１ ＋ν）（３ －ν） n－T－。
总电流密度依据分布函数 g（ρ）规定为：
　　 J（ρ） ＝ １

πr２０
g（ρ）
g－

（１４．１９４）
其中，

　　 珔g ＝２∫１０ g（ρ）ρｄρ （１４．１９５）
g（ρ）按是标准运行还是先进模式运行而有不同的选择。 一旦 g（ρ）确定了，就可以
根据安全因子 q 的标准定义 q ＝rB０ ／R０B θ（ r）来计算 q：

　　 q（ρ） ＝πr２０B０
μ０R０ I

ρ２珔g
∫ρ

０ g（ρ）ρｄρ
＝q倡 ρ２珔g

∫ρ

０ g（ρ）ρｄρ
（１４．１９６）

将这些分布代入自举电流密度 JＢ （ ρ） ，然后对等离子体区域积分，即可获得总
的自举电流 IＢ 。 IＢ 除以等离子体总电流即得到所需的自举电流所占比例 fＢ ：

　　 fＢ ＝ IＢI ＝１７．７G νκ１ ／４βＮ q倡
ε１ ／２ （１４．１９７）

其中 G 是按如下定义的几何因子：
　　 G ＝珔g∫１０ ρ５ ／２ （１ －ρ２ ） ∫ρ

０ g（ρ′）ρ′ｄρ′ρｄρ （１４．１９８）
式（１４．１９７）中 βＮ 是从特鲁瓦永稳定性极限消去 珋p 得到的。

现在我们可以用式（１４．１９７）来计算标准模式和先进模式两种电流分布情形下
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的自举电流比例了。
2．标准单调分布
托卡马克的标准电流密度分布是半径的单调递减函数，可用 g（ρ）建模如下：
　　g（ρ） ＝１ －ρ２ （１４．１９９）
简单数值计算表明，对于这种选择，几何因子为 G ＝０．２５５。 因此自举电流比

例为：
　　 fB ＝４．０ κ１ ／４βＮ q倡 ν

ε１ ／２ （１４．２００）

对于设计值κ＝１．７，βＮ ＝０．０２５，q倡 ＝２，ε ＝１／３．５，ν ＝１／３，可求得 fＢ ＝０．１４。
这个值远远低于预期值 fＢ ＝０．７５。

怎么才能提高自举电流比例呢？ 可能的办法有几种，但都困难重重。 首先，我
们可以想象存在更峰化的密度分布，例如相当于 ν ＝１ 的分布。 但是，在通过外部
喷气进行加料时，实验密度分布往往是相当平坦。 对于 Ｈ 模放电情形尤为如此。
内部弹丸注入加料应该能够产生更峰化的分布，但这种峰化可以维持多长时间目前
还不确定。 另外，由于高密度和大尺寸，因此不太可能深度穿透反应堆级等离子体。

另一种方法是通过提高 q倡来降低电流。 提高安全余量还有另外的好处，就是
能够抑制电流驱动的破裂。 不利的方面是，降低电流意味着缩短约束时间，因为
τＨ ～I１．０６ 。 实际上，约束问题更为紧要。 没有好的约束，等离子体就无法加热到足
够高的点火温度。

第三种可能性是提高 βＮ 。 如果等离子体由理想导体壁包裹着，则 βＮ可以大幅
提高。 实际上，导体壁的电导率必定是有限的，这将激发起电阻壁模不稳定性。 如
果 βＮ不比无壁情形下的值高很多，就有可能通过反馈措施来稳定这种电阻壁模。
在目前情况下，βＮ必须提高 ５ 倍才能达到 fＢ ＝０．７５。 这就大得无理了。

这些制约因素导致了先进运行模式的发现。 如果成功的话，反应堆就有可能实
现先进模式运行，这样，自举电流的比例将大幅提高。 下面我们就来讨论这个问题。

3．先进模式分布
先进运行模式是一种由外部功率输入来对参数分布（主要是电流密度分布）实

施控制的运行模式。 其目标是要实现中空电流分布。 如果可实现的话，这种中空电
流分布会带来两方面的好处。 首先，中空电流分布形状上非常类似于自发形成的自
举电流分布，这意味着二者有很好的替代性。 换句话说，各处出现的自举电流一点
都没浪费。

第二，等离子体芯部电流的减小意味着总等离子体电流的降低。 因此，即使自
举电流比例固定不变，待驱动的总电流仍减小了。 与此相关的是，相应的安全因子
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的优化分布显示，q（ψ）应有一个离轴的极小点（即剪切应形成离轴反向点）。 通
常，对于优化的反剪切分布，数值研究发现，在极小点，qｍｉｎ （ψｍｉｎ ） ＞２。 对于这些分
布，扭曲模安全因子的值必须满足 q倡 ＞３。 显然，q倡的提高必然引起自举电流的增
大。 这是一个理想的结果。 然而，人们可能会担心，较高的 q倡或（等价地）较低的
电流可能会导致约束时间的缩短，因为 Ｈ 模的定标律为 τＨ ～I１．０６ 。 有趣的是，实验
对反剪切区域的观测表明，输运已改善到接近新经典输运的水平。 因此结论是， τＨ
值可能不会减小，当然我们还需要有更多的实验数据来证实这一点。

就眼下而言，我们不妨规定一个中空电流分布，然后问怎样做才能产生比例
fＢ ＝０．７５的自举电流。 由分布因子 g（ρ）给出的电流分布的简单模型如下：

　　 g（ρ） ＝（ρ２ ＋α）（１ －ρ２ ） （１４．２０１）
α是任意参数，在下面的例子里设为 α＝０．２。 g（ ρ）曲线如图 １４．２７ 所示。 这种情
况下，直接的数值计算表明，相应的几何因子的值提高到 G ＝０．３４。 中空电流分布
的自举电流比例也相应增加，并由下式给出：

　　 fＢ ＝５．９ κ１ ／４βＮ q倡 ν
ε１ ／２ （１４．２０２）

现在，假设中空电流分布为 q倡 ＝３．５。 其他参数固定为标准值：κ＝１．７，βＮ ＝
０．０２５，ε ＝１／３．５，ν ＝１／３。 可求得 fＢ ＝０．３７，显然，自举电流比例有了较大幅度的
改善，但仍低于预期值 fＢ ＝０．７５。

解决 fＢ 过小的方法在于将等离子体运行置于更高的 β值（取 βＮ ＝０．０５）下。

图 14．27　α＝２ 的先进模式和标准模式两种情形下的 g（ρ） 分布曲线
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这相当于 ２ 倍于无壁特鲁瓦永 β极限，必将激发起电阻壁模不稳定性。 但考虑
到反馈控制和／或等离子体旋转等综合因素，应该能够稳定住这种适当增长的 βＮ下
的电阻壁模。
14．6．5　小　结

稳态运行的需要已导致先进托卡马克运行模式的发现。 在这种运行模式下，很
大一部分环电流由自举电流担当：fＢ ＝０．７５。 不幸的是，在标准分布下要产生这么
大比例的自举电流很不容易。 为此，需要采取具有反剪切安全因子分布的高度中空
的电流密度分布。 此外，输运必须不因中空电流分布使得总电流变小而变差。 为了
达到fＢ ＝０．７５，还必须稳定因高βＮ值而出现的电阻壁模。 这些困难的约束条件使得
先进托卡马克模式运行成为托卡马克研究的重要任务之一。

14．7　本章总结
要实现聚变反应堆等离子体的自持点火，能量约束时间必须在 τＥ ＝１ ｓ 量级。

实际上， τＥ 主要受到热传导损失的限制。 实验给出的热传导系数要比一维柱形模
型下经典库仑输运理论预言的值大，这是因为存在微观不稳定驱动的湍流输运。 因
此，虽然我们已经发展出一套精致、优美的关于柱形和环形位形下库仑碰撞的基本
理论，但实践上主要还是依靠经验定标关系来确定新的实验设计参数。 这种经验定
标关系显示，在尺寸略大于第 ５ 章的简单反应堆的装置上，以 Ｈ 模运行的托卡马克
应能够实现自持点火。 展望未来，应当指出的是，我们在发展反常输运基本理论方
面正取得巨大进步。 这一理论得到充分发展，将大大提高我们在预言新的大型实验
装置方面的信心。 目前距离实现这一理想目标仍有一段路要走。

有关托卡马克反应堆输运的第二个主要问题是自举电流的产生。 我们给出了
对 JＢ 的一个简单推导，并应用到实验情形，但结果显示，相应的自举电流比例 fＢ 太
小，不足以经济地维持标准托卡马克运行。 在先进托卡马克模式下应能够实现高比
例的自举电流，但可能会激发起电阻壁模不稳定，为此需要采取反馈和／或等离子体
旋转等措施来致稳。

最后，我们用经验定标律研究了热稳定性以及达到点火所需的最低功率。 这
里， τＥ （T） 的温度依赖性给出了比第 ４ 章假定 τＥ 为常数情形下所取得的更有利的
结果。 新结果表明，等离子在点火点是热稳定的，将等离子体加热到点火所需的外
加辅助功率是完全可接受的，其大小比第 ４ 章预言的值几乎低了一个量级。

总之，托卡马克输运仍然是实现点火道路上最困难的等离子体物理问题，但迄
今取得的进展表明，聚变反应堆运行所要求的指标应该是可以实现的。
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参考书目

由于研究磁化等离子体输运对于实现聚变能源的极端重要性，因此关于输运研
究的文献可谓汗牛充栋。 下面列出若干一般性参考文献以及关于具体输运现象的
参考文献。
1．一般性参考文献

2．新经典输运

3．香蕉区输运

4．密度极限

5．H 模
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6．内部输运垒

7．反剪切

8．定标关系

习　题
14．1　本题研究辅助加热沉积分布对约束时间的影响。 考虑一维等离子体平板模型，其中热传导
和辅助加热是等离子体能量平衡的主要影响因素。 假设辅助加热功率密度由下式给出 Sｈ ＝（１ ＋
ν） 珔S （１ －x／a） ν，其中，０ ＜x＜a，ν是描述沉积分布的分布参数。 并假定热扩散系数 χ和数密度 n
均为给定常数。 边界条件为 ｄT（０） ／ｄx ＝０和 T（a） ＝０。 试导出作为 ν，n，χ和 a的函数的能量约
束时间τＥ 的表达式，并比较 ν→０ 和 ν→∞时τＥ 的值。
14．2　考虑欧姆加热托卡马克中电子和离子的双流体稳态零维功率平衡关系。 为简单起见，假定
所有分布均为空间均匀分布。 两种成分的能量约束时间分别记为 τＥｅ和 τＥｉ，并假定为已知常数。
此外，假定托卡马克装置运行锯齿活动方式下，故电流密度 J０ （假定为常数）与 Tｅ 和 Tｉ 均无关。
我们知道，电阻率和能量平衡时间与温度的函数关系分别为η＝Kη／Tｅ ３／２和τｅｑ ＝KτTｅ ３／２ ／n。 现假
定τｅｑ对应于很短但有限的时间，求 Tｅ和 １ －Tｉ／Tｅ作为 τＥｅ，τＥｉ，J０，n，Kη和 Kτ的函数的稳态值的
近似表达式。
14．3　在托卡马克放电的平顶区，测得环电压 V矱 ＝２πR０E矱为 ０．８Ｖ，如果托卡马克装置以锯齿活
动方式运行，环向磁场 B０ ＝４ Ｔ，试求磁轴上电子温度。 假设斯必泽电阻率为 η＝３．３ ×
１０ －８ ／Tｋ ３／２。
14．4　半径为 a的圆柱形等离子体的初始密度分布为 n（ r，０） ＝n０（０ ＜r ＜a）。 密度分布满足扩
散方程：

　　 矪n
矪 t ＝ Dr

矪
矪 r r 矪n矪 r

其中 D为常数。 假设所有粒子均被等离子体边界吸收且不存在粒子源。 计算经过长（但有限）时
间后的密度分布。 提示：复习傅里叶唱贝塞尔级数。
14．5　本题描述通过外部气体喷入来给托卡马克加料的简单方法。 燃气射流将粒子通量Γ已知
的中性氘原子均匀地注入圆柱形等离子体表面。 在穿透约 １个平均自由程的距离后，这些中性粒
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子被电离。 因此质量守恒方程必须包括这个新的分布式等离子体粒子源 Sｎ（ r）。 注意，在等离子
体中心附近，Sｎ（ r） ＝０，因为此处所有入射粒子均已被电离。 因此描述源项的一个简单模型是：
Sｎ（ r） ＝０，０ ＜r ＜a－λ；Sｎ（ r） ＝S０，a－λ＜r ＜a，这里为简单起见，设 λ为常数。 描述密度分布
的一维稳态方程为：

　　 １
r

矪
矪r rD 矪n

矪r ＋Sｎ（ r） ＝０
其中 D为常数。

①给出源强大小 S０ 与入射粒子通量Γ的关系。
②假设在 r ＝a处满足理想沉积条件，试利用 Γ，a，λ和 D等参数来表示稳态密度分布和轴

上的密度。
14．6　考虑一维单流体等离子平板模型的能量输运。 影响能量平衡的主要因素项为欧姆加热、热
传导损失和外部辅助加热。 为简单起见，假设辅助加热功率密度为 Sｈ（x） ＝S０，等离子体数密度
为 n（x） ＝n０。 本题要求的是：要达到规定的轴上温度 T０，需要多大的辅助加热功率密度 S０？ 假
设等离子体处于放电的稳态平顶区间。 输运系数设为：电阻率 η＝Cη／T３／２，反常热扩散系数
χ⊥ ＝CχT１／２。此外，假定温度与电流密度之间的关系为 J ＝J０ （T／T０ ） ３／２，其中，J０ 和 T０ 为轴上的
值。 边界条件为在 x ＝－a和 x ＝a处，T（x） ＝０。

①设 S０ ＝０，试计算纯欧姆加热条件下的轴上温度 T０≡ TΩ。
②求出实现特定中心温度 T０ ＞TΩ所需的 S０的值。

14．7　本题研究热功率平衡下等离子体边缘的线辐射效应。 几何位形设为 ０ ＜x ＜a区间的一维
等离子平板。 影响功率平衡的主要因素为外部加热（Sｈ ＝S０ ）、热传导（κ＝κ０ ）和线辐射损失
SＬＲ（T），如图 １４．２８ 所示。 并设温度 TＲ 约 １０ ～３０ ｅＶ，SＲ ＞＞ S０。

图 14．28
①作为参考，忽略辐射损失，并假定 T′（０） ＝０，T（a） ＝０，试计算平衡温度分布。
②考虑有限辐射损失，重复①。 证明：存在临界 S０ 值，使得全部等离子体能量损失全由辐射

造成，没有热传导损失。 当 S０ 低于这个临界值时会发生什么情况？
14．8　考虑一个大环径比圆截面托卡马克装置。 在放电平顶区，能量平衡主要由热传导损失和辅
助加热功率决定。

194习　题　



① 假设热扩散系数χ、辅助加热功率密度 Sｈ 和数密度 n均为空间均匀分布。 推导作为χ，n，R０，
a和总辅助加热功率 Pｈ ［ＭＷ］等参数的函数的温度表达式［以 ｋｅＶ 为单位，且 Tｅ （ r） ＝Tｉ （ r） ≡
T（r）］；

②利用总能量约束时间的定义导出一个χ与τＥ 之间的关系。
③假设τＥ 由 Ｌ模定标律的简化形式给出：τＥ≈０．０６IＭR３／２

０ ／P１／２
ｈ ｓ。推导χ作为 n，a，R０ 和 T

－
的

函数的表达式。 答案中χ不应是 Pｈ 的函数。
14．9　考虑一个大半径 R０ ＝０．６ ｍ，小半径 a ＝０．２ ｍ，轴上环向磁场 B０ ＝１０ Ｔ的圆截面托卡马
克装置。 当欧姆加热功率为 ５００ ｋＷ，环电压 Vφ ＝０．５ Ｖ时，装置运行的边缘安全因子 qａ 是多大？
假设电流密度分布为 J矱＝J０（１ －r２ ／a２），你认为会激发起锯齿振荡吗？ 解释原因。
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第 15 章　加热与电流驱动
15畅1　引　言
在稳态聚变反应堆中，等离子体必须满足点火条件：
　　pτＥ ＝２４

Eα
T ２

枙σv枛 （１５畅１）
当等离子体温度 T 等于 １５ ｋｅＶ 时，T２ ／枙σv枛取最小值，此时对等离子体压强和

能量约束时间的要求最低。 达到这个温度的过程包含两个阶段。 首先，通过欧姆加
热和辅助加热把等离子体温度提高到 ５ ～７ ｋｅＶ。 在这个过程中，聚变产生的 α粒
子对加热的贡献可以忽略，而加热功率需要克服由于热传导和轫致辐射导致的功率
损失。 当等离子体温度超过 ５ ～７ ｋｅＶ 后，α粒子加热功率成为主要力量，它将加热
等离子体到最终的点火温度 １５ ｋｅＶ。

本章的主要目的是要探讨将等离子体加热到 ５ ～７ ｋｅＶ 这个过渡温度的各种方
法。 本章还将讨论另一个相关问题，即电流驱动。 我们知道，托卡马克要稳态运
行，就必须要有某种形式的非感应电流驱动。 由于大多数的等离子体加热方法都可
以用来驱动等离子体电流，因此可以很自然地把对等离子体加热的讨论推广到电流
驱动问题上来。 另外，大部分等离子体加热和电流驱动的研究都是在托卡马克上进
行的，因此本章的分析也将会集中在托卡马克位形上，尽管大部分研究结果同样适
用于其他位形。

需要指出的是，加热和电流驱动问题涵盖了非常广泛的问题，限于篇幅不能全
部包含在本书中。 这里我们将集中于那些在 ＩＴＥＲ 和聚变堆中更具现实意义的方
法上。 具体而言，加热部分包括欧姆加热、中性束加热、电子回旋加热和离子回旋
加热；而电流驱动部分，我们感兴趣的是低杂波电流驱动。

要理解加热问题，让我们首先考虑欧姆加热。 托卡马克中通过变压器原理感应
出环向电流，同时产生欧姆加热。 从技术角度来讲，这是个最简单的方法。 然而，
等离子体电阻率随着温度升高而减小：η∝１／T３ ／２ ，因此加热效率随着温度升高而降
低。 分析表明，对于托卡马克反应堆的典型参数，通过欧姆加热可以达到的最高温
度不超过大约 ３ ｋｅＶ。 这个温度不足以达到 α粒子加热占优势的阶段，因此，必须
要有其他辅助加热手段参与。



我们讨论的第一种辅助加热手段是中性束加热。 这里，高能的中性氘束或者氚
束被注入等离子体中。 由于中性束原子不受磁场影响，束原子将会沿直线传播，直
到它们通过与背景等离子体碰撞而被电离。 而一旦被电离，束粒子将被磁场约束，
其能量也会通过库仑碰撞逐渐转移到等离子体中。 由于加热机制依赖于经典的碰
撞过程，因此可以预料，中性束加热在反应堆规模的等离子体中仍然是有效的。 就
装置运行而言，为取得好的加热效果，束能量显然必须远高于背景等离子体温度。
而束能量的实际值由穿透性决定，即束粒子必须能穿透等离子体中心从而实现芯部
加热。 这个要求本质上是个技术问题，但它带来了中性束加热面临的最大问题。 现
在的中性束系统是由正离子源驱动的，在能量大约为 １００ ｋｅＶ 以下时可以保持很高
的驱动效率。 这个能量对于目前运行的装置是足够的，但是对于具有更高密度和更
大尺寸的 ＩＴＥＲ 和聚变反应堆来说，则需要能量高达 １ ＭｅＶ 的中性束才能取得好的
穿透效果。 这个目标有可能通过利用负离子源驱动中性束的系统来实现。 但这项
技术非常困难，目前还没有完全实现。 一个巨大的负离子源中性束系统研发计划正
在进行，并期望能按照 ＩＴＥＲ 需要的时刻表完成。

第二种辅助加热的选择是利用射频波。 这里，外部射频功率源产生的高频电磁
波被发射到等离子体中。 加热的机制和微波炉工作原理类似。 当外加电磁波的频
率与食品或者等离子体的本征共振频率匹配时，能量被强烈吸收，并转化为热能。
在等离子体中，我们感兴趣的本征共振频率包括电子和离子的回旋频率以及它们的
谐频。 在电子共振频率处的加热称为电子回旋加热（ＥＣＨ） ；相应地，对于离子则称
为离子回旋加热（ ＩＣＨ）。 电子回旋加热和离子回旋加热的一个有趣的特点是，共振
吸收都是由所谓“无碰撞阻尼”机制来实现的。 就像在微波炉中一样，能量的吸收
不依赖于碰撞。 在后面讨论射频波加热时，我们会详细描述这种无碰撞阻尼机制。
尽管电子回旋加热和离子回旋加热都能在等离子体芯部产生强的能量吸收，但这两
种途径也都面临技术上的难题。 对于电子回旋加热来说，难点在于 ＩＴＥＲ 所需的、
工作频率在 １４０ ＧＨｚ 的大功率稳态回旋管还没有开发出来。 对于离子回旋加热来
说，困难在于天线必须放置得非常靠近等离子体，从而确保波能量可以很好地耦合
到等离子体中。 但这样就会导致起弧放电和等离子体击穿等问题。 这方面大量的
研究开发项目正在进行中，我们期望能在 ＩＴＥＲ 应用时找到成功的解决办法。

总的来说，在 ＩＴＥＲ 规模的实验中，加热系统的选择还没有明显的优胜者。 从
等离子体物理的角度考虑，上述几种方法都有很好的加热潜力；但是这几种方法又
都面临着严峻的技术问题，尽管对这些技术问题的成功解决是可以期待的。 基于这
样的评估，ＩＴＥＲ 设计了多种加热选择，从而可以通过实验最终确定哪种方法是最可
取的，包括从等离子体物理上、从可靠性上以及从价格上各方面考虑。

现在，我们考虑电流驱动问题。 刚才讨论的所有方法都可以用来驱动稳态的非
感应电流。 但这里的讨论主要集中在低杂波电流驱动上。 这是因为低杂波电流驱
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动和其他方法相比具有更高的效率，即在每瓦输入功率下获得的驱动电流最高。 这
里同样是无碰撞阻尼机制，即著名的朗道阻尼机制，导致稳态非共振电流的产生。
简单地说，低杂波电流驱动的想法是沿等离子体的环向把波注入等离子体中。 波推
曳着跟随它一起的电子就如同波浪赶上并推动冲浪者那样。 被波推曳的电子产生
电流驱动。 用来驱动低杂波的微波波段的源是存在的。 像离子回旋加热一样，低杂
波电流驱动也存在要求发射结构靠近等离子体边缘以获得好的耦合效果的问题。
但更重要的是，低杂波的驱动效率尽管比其他方法要高，但从经济性考虑，这个驱
动效率对于用来驱动托卡马克反应堆中的全部电流来说还是很低的。 结论是托卡
马克反应堆必须依靠显著的自举电流来降低对电流驱动系统的要求。

需要考虑的最后一点是各种辅助加热方式的相对成本。 诚然，这是一个有点困
难和具有推测性的任务。 尽管如此，我们还是可以从经济学的观点来审视一下表
１５畅１ 给出的各种加热方式的大致成本，这些数据主要来自 ＩＴＥＲ 的成本分析。 我们
注意到，所有方式都包含着相当多的高技术设备，由此导致每瓦加热功率的成本都
相当可观。 离子回旋加热的成本最低，而电子回旋的成本最高，尽管所有值都是在
同一量级，可以相比。 需要强调的是，这里的值没有包含研发的成本，而仅仅是直
接的硬件费用。 显然，从经济性上考虑，保持辅助加热功率尽可能地低是非常重
要的。

下面的分析将会按照刚才简述的顺序进行。 大部分结果从基本原理出发推得。
其中有些（欧姆加热和中性束加热）所需的分析相对简单，而另一些（电子回旋加
热、离子回旋加热和低杂波电流驱动）则需要相对深入的分析。

表 15畅1　每瓦辅助加热功率的近似成本
方　式 技术要求 成本（美元 ／Ｗ）
负离子束 １ ＭｅＶ ４

离子回旋加热 ４０ ＭＨｚ ２
电子回旋加热 １４０ ＧＨｚ ６
低杂波电流驱动 ３ ＧＨｚ ３

15畅2　欧姆加热
本节将计算只有欧姆加热时等离子体可以达到的最高温度，然后确定这个温度

是否能在无需辅助加热功率情形下就足以达到点火。 分析中，我们将会用到能量约
束时间 τＥ 的经验定标律和新经典电阻率。 通过分析我们会看到，在典型的工程和
等离子体物理限制下，要想仅仅通过欧姆加热来达到点火，将是非常困难的。 最大
的困难来自于这样一个事实，就是电阻率随着温度升高而减小：η～１／T ３ ／２ 。 因此，
当等离子体被加热时，它的电阻率减小，这就意味着加热效率会相应减小。 换句话
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说，随着等离子体电流 I 增加，由于电阻 R 随着 I 增长而减小，因此欧姆加热功率
（PΩ ＝I２R）的增长要慢于 I２ 的增长。 最后的结论是：需要有相当高的外部功率来加
热等离子体才能实现点火。

下面分析的具体目标是，在假设无辅助功率、无α粒子加热功率的条件下，推导
等离子体温度与欧姆电流的关系。 从这个关系的表达式，可以很容易得到上述
结论。
15畅2畅1　欧姆加热模型

要考虑这个问题，一个有用的方法是假设通过欧姆加热达到点火是可能的，然后
计算在忽略辐射、辅助功率和α粒子加热的条件下，需要多大的电流才能加热等离子
体到最后点火温度（T≈１５ ｋｅＶ）的一半。 一旦达到 T≈７ ｋｅＶ，我们就可以假设 α粒
子加热将起支配作用，并能将温度提高到最后希望得到的值 T≈ １５ ｋｅＶ。 而达到
７ ｋｅＶ的电流必须保证不违背磁流体力学稳定性的限制。 从数学上说，我们分析的目
标是要计算珔Tｋ ＝珔Tｋ（q倡 ） ，然后检验对于欧姆加热是否有望达到珔Tｋ（q倡＝２） ≥７ ｋｅＶ。
15畅2畅2　欧姆功率平衡

在上述假设下，稳态欧姆功率平衡定义为：
　　 Pκ ＝PΩ （１５畅２）

这里热传导损失和欧姆功率分别为：

　　Pκ ＝ ３
τＬ∫nTｄr

　　PΩ ＝∫ηJ２ ｄr （１５畅３）

15畅2畅3　热传导损失
计算热传导损失需要假设密度和温度分布。 为简单起见，假设密度分布是均匀

的，温度分布由下式给出：
　　 T ＝T０ １ －x２

a２
－ y２

κ２ a２
４ ／３ （１５畅４）

可以看出，温度分布略微峰化，并对应于椭圆截面。 取指数 ４ ／３ 是为了稍后要进行
的积分可以解析求得。 如果引入变换 x ＝a ρｃｏｓθ，y ＝κaρｓｉｎθ，则微分面积元变为
ｄxｄy ＝κa２ ρｄρｄθ。 通过简单计算可以看到，峰值温度和平均温度的关系是：

珔T ＝（３／７）T０

现在可以计算出热传导损失：
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　　 Pκ ＝６V 珔nT０
τＬ ∫１０ （１ －ρ２ ） ４ ／３ ρｄρ ＝３V 珔n珔T

τＬ （１５畅５）

这里 V ＝２π２R０ a２κ是等离子体体积。
接下来，注意到欧姆加热的托卡马克通常运行在 Ｌ 模区间，因此 τＬ 是与 Ｌ 模相

关的经验定标律。 把式（１４畅１５４）给出的 τＬ 代入即可得到热传导损失的表达式：
　　 Pκ ＝２５畅６

ε１畅３
珔n１畅８

２０ a１畅３

κ０畅７B２畅１
０ A

q１畅７倡 珔T２
ｋ　（ＭＷ） （１５畅６）

15畅2畅4　欧姆功率
计算欧姆功率需要几个步骤。 第一步需要明确电流密度 J 与电阻率 η的关系。

在大环径比托卡马克中，J≈ J矱≈ J‖ ，同时在稳态下有 E≈ E矱≈ E‖ ，这里 E矱 ＝E０

（R０ ／R） ≈ E０ ＝常数。 由平行欧姆定律得到 ηJ≈ η‖ J‖ ≈ E０ ，或者等效地， J‖ ＝
E０ ／η‖ 。

第二步涉及 η‖的表达式。 前面在柱状等离子体中已经给出这个表达式。 然而
在环形系统中存在着电阻率的新经典修正。 尽管这个修正不会改变基本的大环径
比下的定标律 η‖ ～１／T ３ ／２ ，但它却导致真实环径比下数值上的定量差异。 对新经
典电阻率的一种好的近似如下：

　　 η（ ＮＣ）
‖ ＝ １

［１ －（ r／R０ ） １ ／２ ］ ２η（ ＣＬ）
‖ （１５畅７）

我们注意到，新经典电阻率的值较静电电阻率的值要大。 这是由于俘获粒子不能携
带平行电流，较少的电流携带者导致电阻率的增加。 有意思的是，与对离子热输运
的预言相反，经典电阻率看起来和实验观测吻合得相当好。

综合上面的结果，可以得到 J‖有以下形式：
　　 J‖ ＝J０ （１ －ρ２ ） ２ （１ －ε１ ／２ ρ１ ／２ ） ２ （１５畅８）

这里 J０ 是一个新的常数，它用来代替 E０ ，表示磁轴处的电流密度。 实际上，更方便
的是用整个等离子体电流 I 表示 J０ ，I 的定义如下：

　　 I ＝∫J‖ ｄxｄy ＝２πa２κ∫１０ J‖ ρｄ ρ
＝πa２κJ０

３ （１ －１畅３１ε１ ／２ ＋０畅４６ε） （１５畅９）
最后一步是把这些关系带入式（１５畅３）给出的欧姆功率的表达式中。 利用 η（ ＣＬ）

‖ ＝
３畅３ ×１０ －８ ／珔T ｋ ３ ／２ Ω· ｍ，经过简短计算得到：
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　　 PΩ ＝ ５畅６ ×１０ －２

１ －１畅３１ε１ ／２ ＋０畅４６ε
R０ I２Ｍ
a２κ珔T３ ／２

ｋ

＝ １畅４ε
１ －１畅３１ε１ ／２ ＋０畅４６ε

a２κB２
０

q２倡 珔T３ ／２
ｋ

　（ＭＷ） （１５畅１０）

在第二个等号后的表达式中，利用关系式 IＭ ＝５a２κB０ ／R０ q倡 ，由安全因子取代了
电流。
15畅2畅5　欧姆功率平衡

分析的最后一步就是让式（１５畅６）给出的热传导损失等于式（１５畅１０）的欧姆加
热功率。 经过直接计算可得要求得的温度和安全因子的关系：

　　 珔T ｋ ＝１畅１ ε０畅６６

（１ －１畅３１ε１ ／２ ＋０畅４６ε） ０畅２９
κ０畅４９B１畅１７

０ A０畅２９

珔n ０畅５１
２０ a０畅０９

１
q１畅０６倡

＝６畅９
q１畅０６倡

　（ｋｅＶ）
（１５畅１１）

最后表达式中的数值是采用简化聚变反应堆参数并假设κ＝２ 得到的结果。 注意到
温度近似地和等离子体电流呈线性定标关系： 珔T ｋ ～IＭ １畅０６ 。 人们曾一度期待能得到
平方定标关系 珔T ｋ ～IＭ ２ ，因为 PΩ ～IＭ ２ 。 但是电阻率随温度提高而减小的特性削弱
了这种依赖关系。

如果假设磁流体稳定性要求 q倡 ≥２（对应于 IＭ≤１８畅８ ＭＡ），那么式（１５畅１１）预
测欧姆加热至多可以将温度提高到 珔T ｋ ＝３畅３ ｋｅＶ。 注意，这个值低于 α功率超过轫
致辐射所要求的临界温度（ 珔T ｋ ＞４畅４ ｋｅＶ）。 结论就是，对于聚变反应堆的典型参
数，需要大量的辅助功率将等离子体加热到足够高的温度，这样才能使 α粒子加热
成为起支配作用的加热源。

最后有一点需要指出，在通往反应堆的道路上，如果我们想在相对不那么昂贵
的实验上研究点火物理，也有可能利用具有超高磁场 B０ ～１０Ｔ 的脉冲铜磁体来实
现。 根据式（１５畅１１），这样的装置可以通过欧姆加热得到高于 ６ ｋｅＶ 的等离子体温
度，这已经非常接近欧姆点火的条件。 这个概念已经在 Ｉｇｎｉｔｏｒ 托卡马克上展开研
究，原型部件也已经完成设计和制造，并在意大利进行了成功的测试。 但是还没有
最后的财政支持来全面保证 Ｉｇｎｉｔｏｒ 的建设。

15畅3　中性束加热
15畅3畅1　综　述

要把等离子体温度提高到远大于欧姆加热可以达到的最高温度，一种非常成功
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的方法是利用中性束。 这个想法是这样的：假设现在有一束高能中性束，例如氘原
子。 这里，“高能”意味着束能量远高于所要达到的等离子体温度 １５ ｋｅＶ。 现在把
中性束注入等离子体。 由于束粒子是电中性的，不会受到磁场的影响，因此它们一
直沿直线进入等离子体，直到与背景等离子体发生碰撞被电离。 一旦发生电离，这
些原来的中性粒子就会被磁场约束住。 换句话说，它们成了等离子体的一部分，而
且是对应于氘分布函数高能尾巴上的那部分。 这个高能尾巴被库仑碰撞慢化，从而
以加热的方式把能量传递给背景等离子体。 利用刚才描述的中性束加热，在 ＪＥＴ 实
验中已成功实现了大约 T ｉ≈２０ ｋｅＶ 的温度。

那么在聚变反应堆中利用中性束加热等离子体直至点火会有什么问题和前景

呢？ 这些问题既牵涉到物理又和技术有关，可以简单综述如下。
先考虑物理问题。 对束的主要要求是高通量且能够在电离化之前穿透等离子

体中心。 后者是为了能够把能量沉积在最需要的地方。 凭直觉，我们可以预期穿透
深度应该正比于束的能量。 低能束会导致大部分能量沉积在等离子体外侧，这是我
们不希望看到的。 如果束的能量太高，就会穿过整个等离子体把能量沉积在对面壁
上，这也是我们不希望看到的。 因此，一个重要的物理问题就是确定束能量 E ｂ 的最
优值使其能够穿透小半径 a 的距离到达等离子体中心，也就是要确定 E ｂ ＝E ｂ（a）。

第二个物理问题涉及束能量（在电离化后）向背景等离子体的转移，尽管这个
过程相对简单。 通过库仑碰撞，电离化后的束慢化并把能量沉积在背景等离子体
中。 正如在第 ９ 章中描述的那样，一部分束能量加热等离子体中的电子，剩下的部
分加热离子。 它们的份额依赖于束能量与等离子体温度的比值。 高能束更倾向加
热电子。 但是不管怎么样，聚变反应堆中具有足够高的密度，可以使得电子和离子
温度迅速平衡。 基于这一点，我们可以假设所有的中性束能量事实上都沉积在等离
子体中，然后平分给电子和离子。

现在考虑技术问题。 目前的实验中，密度和小半径都比反应堆所要求的要小，
现有的中性束技术是相当令人满意的。 具体而言，目前可以产出优化能量１００ ｋｅＶ
量级的高效率束，并把大部分束能量沉积在等离子体中心。 然而，在反应堆中，物
理关系 E ｂ ＝E ｂ（a）意味着要求更高的束能量（在 １ ＭｅＶ 量级）以达到更大的穿透深
度。 这就造成了一个相当困难的技术问题。

具体来说就是，目前使用的大部分中性束是由初始的正离子源产生的。 对应的
效率是相当令人满意的（也就是说，η＝束功率／输入功率相当高）。 然而，随着束
能量提高，转换效率迅速下降。 这个不良的关系导致一种被广泛认同的结论，就是
目前的正离子源技术不能够成功地外推到反应堆参数空间下。 为解决这个问题，人
们提出了一种不同的策略，就是从负离子源出发产生中性束。 理论预测利用负离子
源的总体效率随着能量的提高仍能保持很高的水平。 但是产生这种源的技术更加
复杂。
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就正、负离子源而言，更进一步的问题是最后的中性束源都具有相当大的体积，
而且涉及大量的高技术部件。 换句话说，每瓦中性束功率的成本是相对较高的。

这些问题在 Ｊ畅Ｗｅｓｓｏｎ 的枟托卡马克枠一书中给予了仔细的分析。 事实上，本章
下面的讨论大部分都是那里对中性束分析的简单总结。 这里会着重研究 ３ 个问题。
第一是中性束源运行的定性描述；紧接着会是对 E ｂ ＝E ｂ （ a）进行定量计算；最后我
们给出一个简短的计算，来说明为什么正离子源在高能下失去效率以及负离子源是
怎么改善这种状况的。 本节的主要结论是负离子源中性束提供了一种等离子体加
热的好方法。 然而，在完全评估中性束加热方法在聚变反应堆的用处之前，负离子
源中性束还需要进一步发展。
15畅3畅2　中性束是如何产生的

中性束源是一种四级结构的设备，如图 １５畅１ 所示。 它是这样工作的：第一级的
目的是产生低温离子源。 正离子由标准技术产生，通过某种已经很成熟的技术（如
潘宁放电、针式阴极放电、“套筒状源”等）产生低温等离子体，其正电荷部分即是正
离子。 一个已经被成功解决的难题是令分子离子 Ｄ ＋

２ 和 Ｄ ＋
３ 的数目相对于原子离

子 Ｄ ＋
的数目最小化。 分子形式的离子由于其具有较重的质量，因此最终产生 １／２

或者 １ ／３ 能量的中性粒子，从而导致低穿透性和不希望的边缘加热。
另一方面，产生负离子则更困难。 典型的负离子产生是通过低温放电中电子附

着在中性分子上得到的。 这是负离子驱动中性束源所面临的主要技术挑战之一。
尽管如此，负离子有一种特殊性质是至关重要的，同时也是我们所希望的，那就是
电子只是微弱地黏附在中性原子上，因此它可以相对容易地剥落下来，即使在能量
超过 １００ ｋｅＶ 的时候。 这个结果意味着高能量下有高的中性束转换效率，也是负离
子源相对于正离子驱动源的最主要优点。

图 15畅1　中性束系统原理图
（①离子源；②加速区；③中性化室；④带电离子偏转器）
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现在，假设假设已经产生了一个低温离子源，无论是正离子或者负离子放电。
设备的第二级加速这些离子到高能量。 离子在这一级到下一级之间通过一个

包含许多小孔或者一些等电位栅格的薄面，从而被高电压加速。 对于正离子，栅格
上加的是负电压，对于负离子加正电压。 输入的大部分电能都消耗在这个高电压加
速极上。 加速级的输出是高度定向的、几乎单能的高能离子束。

高能离子进入设备的第三级，即所谓中性化室。 这里的基本构造是一个长管，
其中充满了密度被精确控制的中性粒子。 中性粒子通常和源离子是同一种元素，如
氘。 对于正离子，当它们经过中性化室时，会经历被称为“电荷交换”的非弹性碰撞
过程。 这时高能正离子从冷的中性粒子那里得到电子，也就是说中性粒子和离子基
本上交换了它们的角色，结果就成了低能的离子和高能中性粒子。 而负离子通过
时，则由非弹性碰撞使得附着电子从原子上剥落而被中性化。 值得再次强调的是，
对于这两种类型的离子，中性化的效率非常不同。 正离子中性化的效率随着束能量
增加而减小，而对于负离子而言，中性化效率则近似保持常数。 无论是正离子源还
是负离子源，现在得到的都是我们希望注入等离子体中的高能中性束粒子。

设备的最后一级是磁偏转器。 这一级也是必要的，因为中性化室的输出通常包
含了高能中性束粒子和没有被中性化的高能离子。 它们携带了相当强的功率。 离
子由于具有电荷，如果注入等离子体中，其直线轨道会被磁场强烈改变，因此很可
能把它们的能量沉积在中性束注入端口处。 这显然不是我们希望看到的情形。 为
避免这种情况发生，混合束就需要先通过偏转器的磁场，使得带电的离子被磁场偏
转掉，其能量在束终端被收集，如图 １５畅１ 所示。

然后，剩下的中性束被注入等离子体中。 这里它们被重新电离并将能量沉积在
背景等离子体中，有趣的是这个过程正是通过反向的电荷交换碰撞来实现的。 我们
注意到，如果可能的话，让中性束如图 １５畅２ 那样沿平行于磁轴方向注入是有利的，
尽管这样做在几何上更复杂，同时由于注入路径更长因而需要更高的束能量。 垂直
注入简单一点，但是会产生具有大的垂直速度分量的高能离子。 如果环向场波纹度
比较大时，这些粒子可能通过新经典输运而迅速损失。 在实际实验中，中性束注入
通常选取一个折中的角度，以便使几何上和束能量上的各种限制都能得到满足。

这样，对一个中性束源的定性描述就结束了。 总结一下：高效率的正离子源系
统已经建造出来，束能量可达 １００ ｋｅＶ 水平，在将目前的托卡马克加热到聚变堆要
求的温度水平方面取得了极大成功。 但是，对于尺寸更大、密度更高的反应堆等离
子体来说，要求的 １ ＭｅＶ 源需要技术更负责的负离子源。 发展负离子驱动的中性
束源仍然是聚变技术研究中重要区域之一。
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图 15畅2　托卡马克顶视图，中性束切向注入和垂直注入示意
15畅3畅3　物理问题———束穿透对能量的要求

最主要的物理问题是计算需要多高的束能量才能使得高能中性束粒子在被电

离化前可以穿透等离子体中心。 具体来说，就是要推导 E ｂ ＝E ｂ （ a）的表达式。 推
导过程并不复杂，主要取决于不同电离机制的反应截面。 计算过程如下。

通常来说，高能中性粒子有 ３ 种基本电离途径：电荷交换、离子碰撞电离和电子
碰撞电离。 其中，电子碰撞电离是最微弱的一种方式，为简单计可以忽略掉。 现在
先考虑电荷交换碰撞，这时高能中性粒子失去一个电子给冷离子。 Ｄ唱Ｄ 碰撞的能量
交换反应是：

　　Ｄ ｂ ＋Ｄ ＋
ｐ → Ｄ ＋

ｂ ＋Ｄ ｐ （１５畅１２）
这里及后面的记号如下，下标“ ｂ”和“ ｐ”分别指“束”和“等离子体”。 上标“ ＋”表
示正电荷，没有上标的表示中性原子。 最后，不论有无电荷，束粒子总是高能的，而
等离子体粒子总是低能的，它的能量大约是等离子体温度。 电荷交换过程的反应截
面 σｃ 可以从原子物理研究中知道，如图 １５畅３ 所示。 注意到在 ５０ ～１００ ｋｅＶ 时，电
荷交换截面开始迅速减小。

电离过程的第二个主要贡献来自于高能中性粒子与等离子体粒子的强烈碰撞。
在这种情况下，中性粒子解体为一个离子和一个电子，二者速度都和原来中性粒子
速度相当。 由于离子具有较大的质量，因此主要能量由离子携带。 相应的反应
式为：

　　Ｄ ｂ ＋Ｄ ＋
ｐ → Ｄ ＋

ｂ ＋Ｄ ＋
ｐ ＋ｅ － （１５畅１３）

这个过程的反应截面 σｉ 同样可以从原子物理中获得，也包含在图 １５畅３ 中。 在
９０ ｋｅＶ下，电荷交换是主要的电离机制。 而且注意到，虽然上面的反应关系写的是
氘中性粒子和氘离子碰撞，但无论是束粒子还是等离子体粒子都可以换成氚，关系
不会有明显的变化。
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图 15畅3　电荷交换和电离过程的反应截面
（Ｗｅｓｓｏｎ Ｊ．（２００４）．Tokamaks， ｔｈｉｒｄ ｅｄｉｔｉｏｎ， Ｏｘｆｏｒｄ： Ｃｌａｒｅｎｄｏｎ Ｐｒｅｓｓ）

接下来，考虑反应截面和穿透深度的关系。 我们知道，当中性束在等离子体中
穿行并被吸收时，其通量 Γｂ≡ n ｂ v ｂ按下述关系随深度衰减：

　　ｄΓｂ ／ｄx ＝－n ｐ（σｃ ＋σｉ）Γｂ （１５畅１４）
这里 n ｐ 是背景等离子体密度，它通常是 x 的函数。 然而，由于密度分布经常是相当
平坦的，因此可以假设 n ｐ≈常数。 由于高能中性粒子（Γｂ）的减少和高能带电粒子
（Γｂ

＋）的增加是一一对应的，因此式（１５畅１４）的解意味着：
　　 Γ＋

ｂ （ x） ＝Γｂ（０）（１ －ｅ－x／λ） （１５畅１５）
这里衰减长度 λ由下式给出：

　　 λ＝ １
n ｐ（σｃ ＋σｉ） （１５畅１６）

穿透深度显然与衰减长度同量级。 先来看垂直注入加热，对于中心加热，可令
λ～a。 更定量化的定义由下面的简单推导给出。 我们不希望出现短的衰减长度
（即 λ小），因为那样的话大部分能量就会沉积在等离子体外侧。 长的衰减长度（即
λ大）则使得相对较高份额的能量沉积在等离子体芯部，但衰减长度过长则会导致
大量能量从等离子体远端逃逸，这同样是不希望出现的情形。 直观上看，最好是这
样来选择束衰减长度：在远端逃逸的束能量可以忽略的前提下尽可能选取大的 λ。
由于束离开等离子体之前要穿越 ２a，三倍的衰减距离后束的损失能够降到可以接
受的低水平，因此我们想要的关系 E ｂ ＝E ｂ（ a）可以写成下述的隐含方式：
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　　 a ＝ ３
２ λ（E ｂ） ≡ a ｐ ＝ １畅５

n ｐ（σｃ ＋σｉ） （１５畅１７）
对于平行入射也有类似关系。 最大的不同是，由于几何效应，束必须传播更长

的距离，如图 １５畅２ 所示。 简单计算可以得到，这种情况下，式（１５畅１７）可以替代为：
　　 a ｐ ＝１畅５ ε

２ ＋ε
１ ／２λ（E ｂ） （１５畅１８）

对于环径比为 ２畅５ 的情形，平行入射时束穿越的路径长度是垂直入射的 ２畅４ 倍。
图 １５畅４ 画出了式（１５畅１７）在两种不同密度下的情形。 我们注意到，对于密度

n２０ ＝０畅３，小半径 a ＝１ ｍ 的典型的 ＪＥＴ 等离子体，１００ ｋｅＶ 的中性束的穿透深度为
aｐ ＝１畅３ ｍ，大约是垂直入射时需要的深度。 完全平行入射需要大约 ３ ｍ 的深度，对
应束能量为 ２００ ｋｅＶ，这正好超出了目前高效正离子源技术的上限。 因此实验得出
的结论是，目前的正离子源技术勉强可以做到将 ＪＥＴ 规模的等离子体加热到反应堆
的温度。

图 15畅4　束穿透深度。 两条曲线分别对应于典型 ＪＥＴ放电参数：
n２０ ＝０．３，a ＝１ 和简单反应堆 n２０ ＝１．５，a ＝２

（Ｗｅｓｓｏｎ Ｊ．（２００４）．Tokamaks， ｔｈｉｒｄ ｅｄｉｔｉｏｎ， Ｏｘｆｏｒｄ： Ｃｌａｒｅｎｄｏｎ Ｐｒｅｓｓ）
另一方面，在密度 n２０ ＝１畅５ 的聚变反应堆中，垂直入射需要 aｐ ＝２ ｍ 的穿透深

度，对应的束能量是 ０畅８ ＭｅＶ。 而 R０ ／a ＝２畅５ 时的平行入射需要 ６ ｍ 的穿透深度和
３ ＭｅＶ的束能量。 这些值远远超出了正离子源能有效使用的范围。 结论就是，如果这
种形式的辅助加热要在 ＩＴＥＲ 或者聚变反应堆中应用，必须发展高能负离子源技术。
15畅3畅4　技术问题———中性化室中转换效率

我们已经几次提到在能量超过 １００ ｋｅＶ 时正离子驱动中性束会丧失其效率，但是
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负离子驱动源却能在高达 １ ＭｅＶ 量级时仍然保持高效率。 本小节将通过简单分析来
定量说明这两点。 计算很简单，就是基于各种过程的反应截面参数，这些截面信息已
经被很好掌握。 数学上的具体任务就是计算被中性化的入射带电粒子束的份额。

1．正离子
先讨论正离子束的中性化。 有两个重要的过程要考虑。 首先，高能正离子可以

与中性化室中的背景中性粒子发生电荷交换，从而产生希望得到的高能中性粒子。
第二，高能中性粒子也可以通过和背景中性粒子碰撞被再次电离。 后面这个反应是
我们不希望的，因为它会降低被中性化的粒子的数目。 现在分别考虑每一种反应。

电荷交换反应是：
　　Ｄ ＋

ｂ ＋Ｄ ｎ→ Ｄ ｂ ＋Ｄ ＋
ｎ （１５畅１９）

这里 Ｄ ｂ 是希望得到的高能中性粒子，Ｄ ｎ 是低温背景双原子分子［即 Ｄ ｎ 是（Ｄ２ ） ｎ 的
简写］。 这个过程的反应截面是已经讨论过的 σｃ。 读者应该不会怀疑这个事实，在
中性化室中，电荷交换把高能带电粒子转化为高能中性束，然后在等离子体中，反
过来，高能中性束转化为高能带电粒子。 有效的电荷交换过程需要一种粒子是中性
的，另一种是带电的，同时高能粒子必须有比低温背景粒子低得多的密度。

第二种过程是高能中性粒子的重新电离，反应如下：
　　Ｄ ｂ ＋Ｄ ｎ→ Ｄ ＋

ｂ ＋Ｄ ｎ ＋ｅ － （１５畅２０）
相应的反应截面是已经讨论过的σｉ。 这里第一眼看上去同样显得有些矛盾。 截面 σｉ
是第一次被用来描述高能中性粒子进入等离子体和正电荷背景离子碰撞发生的电离。
在中性室中，高能中性粒子通过和电中性的背景分子碰撞而被电离。 这里并不矛盾，
由于两个过程都有高能电中性的束粒子，因此背景离子带不带电没有什么关系。 也就
是说，背景粒子电荷形成的电场对于电中性束粒子轨道的修正可以忽略不计。

接下来考虑高能带电粒子束在穿过中性化室时的演化。 描述束通量的方程是：

　　 ｄΓ
＋
ｂ

ｄx ＝－n ｎσｃ Γ＋
ｂ ＋nｎσｉΓｂ （１５畅２１）

这里 n ｎ 是中性化室中背景双原子中性粒子的密度。 方程右侧第一项表示高能带电
粒子通量 Γｂ

＋
的减少，这个减少的通量转化成了我们要得到的高能中性束通量 Γｂ。

右侧第二项则代表中性束通量Γｂ 被重新电离导致Γ＋
ｂ 的增加。 这个模型通过束粒

子数守恒封闭，即要求：
　　 Γ＋

ｂ ＋Γｂ ＝Γ０ ≡ Γ＋
ｂ （０） （１５畅２２）

现在，假设无论是中性粒子还是带电粒子都没有在穿过中性化室时损失太多能
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量。 在这个合理的近似下，σｃ和 σｉ都可以近似认为是常数。 因此我们很容易解出
式（１５畅２１）和式（１５畅２２）：

　　 Γ＋
ｂ （ x） ＝Γ０

λλi ＋ １ －λλｉ ｅ
－x／λ

Γｂ（ x） ＝Γ０ １ －λλｉ （１ －ｅ－x／λ）
（１５畅２３）

这里 λ＝１／nｎ（σｃ ＋σｉ）；λｉ ＝１／n ｎσｉ。
现在很容易计算出中性化份额来。 注意到中性化室的长度通常远大于 λ，因此

在室的出口处，指数项的作用可以忽略。 中性粒子通量和带电粒子通量达到平衡，
中性化份额由下式给出：

　　 fｎ ＝Γｂ（ x／λ→ ∞）
Γ０

＝ σｃ
σｃ ＋σｉ

（１５畅２４）
这就是我们得到的结果。 作为能量函数的中性化份额曲线见图 １５畅５。 可以看到，
当能量高于 １００ ｋｅＶ 后，fｎ 迅速下降，这是因为此时电荷交换截面迅速减小。 图中
还画出了 n２０ ＝１畅５ 时垂直穿透深度对能量变化的曲线。 在这样的高密度下，对于
正离子驱动的中性束，很难做到既要求穿透深度超过 ０畅３ ｍ，又要求转换份额高于
５０％。 后者和中性束的整体效率直接相关。

图 15畅5　正离子束和负离子束下中性化份额与束能量的关系
图中同时绘出了 n２０ ＝１．５ 时垂直穿透深度对束能量的曲线

（Ｗｅｓｓｏｎ Ｊ．（２００４）．Tokamaks， ｔｈｉｒｄ ｅｄｉｔｉｏｎ， Ｏｘｆｏｒｄ： Ｃｌａｒｅｎｄｏｎ Ｐｒｅｓｓ）
2．负离子
对负离子驱动中性束源进行类似的分析。 同样，这里有两个主要过程要考虑。
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第一，负离子进入中性化室，通过和背景中性粒子碰撞把黏附的电子剥离下来。 这
个过程产生需要的高能中性束。 这个反应截面 σｓ 不同于正离子电荷交换截面。 黏
附电子弱的附着作用使得即使对高能下的负离子也有比电荷交换大得多的反应

截面。
第二个反应是高能中性束和背景中性粒子碰撞导致的重新电离，这和正离子时

的情况一模一样。 两种感兴趣的反应可以写为：
　　Ｄ －

ｂ ＋Ｄ ｎ→ Ｄ ｂ ＋Ｄ ｎ ＋ｅ －

　　Ｄ ｂ ＋Ｄ ｎ→ Ｄ ＋
ｂ ＋Ｄ ｎ ＋ｅ － （１５畅２５）

在感兴趣的高束能量区，相应的电子剥离截面如图 １５畅６ 所示。 注意，在高能区
σｓ 显著地大于 σｉ。

图 15畅6　负离子的电子剥离反应截面和正离子电荷交换截面积电离截面比较
（Ｗｅｓｓｏｎ Ｊ．（２００４）．Tokamaks， ｔｈｉｒｄ ｅｄｉｔｉｏｎ， Ｏｘｆｏｒｄ： Ｃｌａｒｅｎｄｏｎ Ｐｒｅｓｓ）

下一步就是计算高能负离子和中性束通量在通过中性化室时的演化。 适当的
模型由下式给出：

　　 ｄΓ－
ｂ ／ｄx ＝－nｎσｓΓ－

ｂ

ｄΓｂ ／ｄx ＝－n ｎσｉΓｂ ＋n ｎσｓΓ－
ｂ

（１５畅２６）

第一个方程右侧表示由于与背景中性粒子碰撞造成电子剥离导致的负离子的减少。
这个减少的通量出现在第二个方程右侧第二项，代表着高能中性粒子通量的增加。
第二个方程右侧第一项代表由于和背景中性粒子碰撞重新电离导致的中性粒子通

量的减少。
注意，和正离子情形不同，这里没有通过碰撞电离导致的负离子的补充，而是导
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致新的高能正离子的产生。 因此，如果一直在中性化室中穿行，高能负离子和高能
中性粒子通量都会衰减到零。 这里没有长尺度极限下的平衡存在。 这就意味着一
定要有一个最优的中性化室长度使得中性化份额取得最大值。

这个观点可以通过求解式（１５畅２６）得到证实。 简短的计算可以得到：
　　Γ－

ｂ ＝Γ０ ｅ－x／λｓ

Γｂ ＝Γ０
λｉ

λｓ －λｉ（ ｅ
－x／λｉ －ｅ－x／λｓ） （１５畅２７）

这里 Γ０ ＝Γ－
ｂ （０）；λｓ ＝１／nｎσｓ；λｉ ＝１／n ｎσｉ。 中性化份额是 x 的如下函数：

　　 fｎ（ x） ＝Γｂ（ x）
Γ０

＝ λｉ
λｉ －λｓ（ ｅ

－x／λｉ －ｅ－x／λｓ） （１５畅２８）
这个函数在

　　xｍ ＝ λｉλｓ
λｉ －λｓ ｌｎ

λｉ
λｓ ＝ １

nｎ（σｓ －σｉ） ｌｎ
σｓ
σｉ （１５畅２９）

处取得最大值。 这个 xｍ 即对应于中性化室的最优长度。 这样，在中性化室出口处，
给出峰值的中性化份额：

　　 fｎ（ xｍ ） ＝（δ） δ／（ １ －δ） （１５畅３０）
这里 δ ＝σｉ ／σｓ。

图 １５畅５ 给出了函数 fｎ（ xｍ ）。 注意到对于 １ ＭｅＶ 的束能量，负离子中性化效率
保持高水平，有大约 ６０％的量级。 而此时正离子源对应的效率则降到低于 １％。 这
个结果就是为什么大多数研究人员都相信正离子离散化不能很好地扩展到反应堆

区域的原因，也是为什么未来的研究都集中在发展高效率负离子源的原因。
15畅3畅5　小　结

中性束辅助加热系统非常成功地把目前的托卡马克加热到了反应堆级温度。
这些 １００ ｋｅＶ 束系统由正离子源驱动。 然而，典型的反应堆尺寸和等离子体密度远
远高于目前的实验参数。 反应堆参数需要更高的大约 １ ＭｅＶ 量级的能量。 不幸的
是，当能量高于 １００ ｋｅＶ 后，正离子中性束的效率迅速降低。 这促使了制造高能负
离子源的研究和开发计划，其目标是获得即使在 １ ＭｅＶ 能量水平上仍然保持高效
率的高能负离子源。 这种源的技术发展是中性束加热面对的最困难的问题。 尽管
如此，对高功率的负离子中性束源可以在 ＩＴＥＲ 需要的时候可用，我们仍然抱有相
当的期望。
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15畅4　波加热和电流驱动的基本原理
15畅4畅1　概　述

把射频波注入等离子体是将等离子体温度提高到点火所需水平的另一种可行

的方法，同时它还可以驱动稳态的非感应电流。 而且，射频源技术看起来可以很好
地外推应用到反应堆规模上。 射频波加热或电流驱动的思想和利用微波炉加热食
品的道理是相似的。 当注入波的频率被仔细选择后，射频波会和等离子体中的某个
固有频率发生共振，功率被大量吸收，从而体现为等离子体加热。 在特定条件下，
这种功率的共振吸收还可以导致非感应电流驱动。

射频波加热理论包含了一些非常有趣的等离子体物理，也是等离子体物理在聚
变发展中得到成功实践的范例之一。 要理解射频波加热和电流驱动，我们就必须学
习有关电磁波在等离子体中传播的知识。 这个领域是如此之广，包含了非常多的物
理现象，以至于有好几本书专门讨论这个话题。 而本书要讨论的范围会窄得多，主
要集中在利用电磁波去加热等离子体或者驱动非感应电流，特别是其中和聚变堆相
关的具体问题上。 因此，下面的讨论会集中在两个方面：①两种最有希望的射频波
加热方法———电子回旋加热（ＥＣＨ）和离子回旋加热（ ＩＣＨ）；②最有效的电流驱动方
法———低杂波电流驱动（ＬＨＣＤ）。 我们的目标是要回答以下一些问题：

瞯 需要什么类型的射频源和发射装置才能让波在等离子体中传播？
瞯 为达到最大加热吸收功率或者最大电流驱动，注入的射频波应该取什么

频率？
瞯 怎样才能确保射频波在最需要被加热的等离子体芯部被吸收？
瞯 多大份额的入射加热功率被等离子体吸收？ 吸收机制是什么？
瞯 怎样才能确保用于电流驱动的射频功率在等离子体外侧边界附近被吸收？

这里最需要用来匹配自然形成的自举电流。
瞯 驱动这种电流的机制是什么？
瞯 驱动 １ Ａ 电流需要多少 Ｗ 的低杂波功率？
要从聚变反应堆的经济可行性和循环功率份额上评估射频波加热和电流驱动

的合理性，对这些问题的回答是必不可少的。
分析电子回旋加热、离子回旋加热和低杂波电流驱动在聚变中的应用是相当复

杂的。 造成这种复杂性的原因有三：①等离子体性质随空间变化；②等离子体处在
复杂的环形几何位形下；③磁场导致等离子体的高度各向异性。

我们计划采取以下步骤来克服这些困难。 首先，对电子回旋加热、离子回旋加
热和低杂波电流驱动所需的源和发射结构做一简述，从而对相关的技术问题有一个
大概的了解。 然后回顾一下任意介质中电磁波传播的基本原理。 这些原理会被应
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用在“冷”等离子体中，并且可以得到一个出乎意外可靠的对波传播到等离子体芯
部的路径的描述。 但冷等离子体模型不能精确描述波被吸收或者驱动电流的方式。
这个过程需要包含对“无碰撞”阻尼的分析。 无碰撞和阻尼看起来似乎有些矛盾，
但它的的确确会在等离子体中发生。 因此，我们将通过一个简单模型在某些细节上
对无碰撞阻尼作仔细描述。 最后，将波的基本理论应用于聚变等离子体中的电子回
旋加热、离子回旋加热和低杂波电流驱动上。 从加热角度而言，首要的目标是判断
输入功率有多少份额被吸收。 而对电流驱动而言，相应的目标是判断每瓦低杂波功
率可以驱动多少电流。

本节的主要结论是，电子回旋加热和离子回旋加热对于等离子体的有效加热都
是可行的（也就是说有很大份额的吸收）。 对于反应堆参数下的情形，电子回旋加
热最大的困难在于缺乏所需的高频率下的大功率稳态微波源。 对于离子回旋加热，
源没有任何问题，最大的问题是需要在真空室内靠近等离子体边界的地方安装一套
天线。 离子回旋加热问题还涉及电磁屏蔽和阻止在天线附近起弧放电。 针对电子
回旋加热中的源问题和离子回旋加热中的天线问题，已经制定了庞大的研发计划。
可行的解决方案必须在 ＩＴＥＲ 需要的时候能得以实现。

对于低杂波电流驱动，源和发射装置都是很容易实现的。 主要的技术问题就是
需要把发射装置安装在非常靠近等离子体表面。 这里面最大的问题是把波的功率
转化为电流不具有非常高的效率。 这意味着必须要有足够份额的自举电流参与才
能达到经济性可观的稳态反应堆。
15畅4畅2　射频源和发射结构

对射频波加热的大多数分析都包含了对从等离子体外边界发射的电磁波传播

到预期位置这一过程的了解。 对于加热来说，这个预期位置是等离子体芯部，而对
于电流驱动来说，是靠近边界的地方，在那里通过无碰撞阻尼被吸收。 但是，在做
这些分析之前，先简单讨论一下目前可用的各种射频源以及能量是如何从源传输到
等离子体边界的无疑是有益的。

射频波加热或电流驱动的基本结构如图 １５畅７ 所示。 射频波从波源中出来，沿
着传输线达到位于等离子体边界的发射结构。 波源由高压电源驱动，高压电源又由
标准的 ６０ Ｈｚ 工业电力驱动（这是美国的电网标准———译者注）。 根据工作频率的
不同，波源可有不同的类型。 这里，正如它们名字里所指的那样，电子回旋加热和
离子回旋加热分别需要射频波的工作频率在电子和离子的回旋频率处。 对于一个
５ Ｔ 的磁场，电子回旋频率 fｃｅ ＝ωｃｅ ／２π＝１４０ ＧＨｚ；对于氘离子，离子回旋频率 fｃ ｉ ＝
ωｃｉ ／２π＝３８ ＧＨｚ。 而低杂波对应于一个中间的频率，其典型值为 fＬＨ ＝３ ＧＨｚ。 这些
频率刚好和不同的射频源可以产生的典型频率相匹配，如下所示：

高功率真空电子管：　f ＜１００ ＭＨｚ。
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速调管（微波）： f约为 １ ～１０ ＧＨｚ。
回旋管（亚毫米波）： f约为 １０ ～３００ ＧＨｚ。

图 15畅7　射频波加热或电流驱动系统示意图
图 １５畅８ 给出了每一种类型的波源。 注意到离子回旋加热由高功率真空电子管

驱动，电子回旋加热则需要回旋管，而速调管驱动低杂波电流驱动所需的中间频率。

图 15畅8
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在技术上，高功率稳态真空管和回旋管都得到了充分开发，很容易得到。 回旋管技
术尽管也算不错，但需要进一步研发。 目标是发展耐用可靠的 １４０ ＧＨｚ，１ ＭＷ的稳
态回旋管。

接下来考虑传输线。 有 ３ 种将电磁波从源传输到等离子体的基本方法：标准电
缆、双绞传输线和波导。 传输方法的正确选择牵涉到射频功率的波长和传输线特征
尺寸的比较，如图 １５畅９ 所示。 不同方法适用的范围不同，叙述如下。

图 15畅9 三种特征长度的比较
（λ为波长；L ｔ 为传输线横向尺寸；Lｌ 为传输路径长度）

通常的家用或者工业用交流电路需要标准电缆传输电能，当满足下式时
　　 λ＞＞L１ ＞＞L ｔ （１５畅３１）

这是个合适的选择。 例如，如果 f ＝６０ Ｈｚ，那么波长λ＝c／f ＝５０００ ｋｍ 显然满足上面
的判据。 因此，分析交流电路时，忽略麦克斯韦方程里的位移电流是个很好的假设。

平行线或者同轴线通常用来传输电视或调频信号。 这种方法在下面式子得到
满足时是个很好的选择：

　　 L１ 磥 λ＞＞L ｔ （１５畅３２）
典型的离子回旋频率 f ＝４０ ＭＨｚ，对应波长 λ＝c／f ＝７畅５ ｍ，满足上述不等式。 对
传输线的分析显示，位移电流必须保留在麦克斯韦方程组中。 射频波以纯横向电磁
波（ＴＥＭ）的模式传播。 其场结构，如同它的名字一样，没有平行于传播方向的电场
或磁场分量：E１ ＝B１ ＝０。 这种情况下利用双线结构传导电磁波是可行的。

最后，当波长落在下式所描述的范围时：
　　 L１ ＞＞L ｔ ～λ （１５畅３３）

波导被用来传输射频功率。 对于反应堆规模下的电子回旋加热，其典型频率 f ＝
１４０ ＧＨｚ，对应波长λ＝c／f ＝２畅１ ｍｍ。 对于低杂波， f ＝３ ＧＨｚ，对应波长λ＝c／f ＝１０
ｃｍ。 因此电子回旋波功率通过具有较小截面尺寸的波导传输。 通常用一种被称为“特
大号波导”来最小化波导壁上的欧姆损耗。 而低杂波可以利用标准尺寸的波导来传输。

对于这两种情况，麦克斯韦方程中都必须保留位移电流。 功率可以横电（ ＴＥ）
波模或者横磁（ＴＭ）波模传播，这两种模式分别对应于 B１ ≠０ 和 E１ ≠０。 在这样的
高频下，功率的传输只能采用中空的方形或者圆形截面的金属管（即波导），中心导
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体是不需要的。
实际上，对传输线和波导的研究、开发和广泛应用已经有很多年了。 因此结论是，

一旦有了合适的射频源，其功率很容易传输到位于等离子体边界处的发射天线上。
最后一个感兴趣的内容是发射天线本身。 发射天线是一种在传输线路和等离

子体边界之间充当接口的结构。 它的形式与射频波的波长有很大关系。 对于离子
回旋加热，波是通过放置在真空室内的天线馈入等离子体的。 对于低杂波，相应的
结构是一个波导阵列。 而对于电子回旋加热，则是利用了一套射频反射系统。 每一
种情况都在图 １５畅１０ 举例说明。 通常来说，无论是离子回旋加热、电子回旋加热还

图 15畅10　各个波段的发射结构
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是低杂波电流驱动，由于几何可近性方面的考虑，我们非常希望波从等离子体外侧
注入（图 １５畅１１）。 这是因为大多数环形约束装置的中心部分都安装有大量部件，使
得波无法顺畅地进入等离子体。 除了这个普适的要求外，每一种发射天线还面临各
自专门的问题，现描述如下。

图 15畅11　托卡马克顶视图，图中示意了从环的外则（即弱场侧）发射射频波的情况
（注意，托卡马克的环形几何结构和欧姆变压器的存在导致环内侧部件十分拥挤）

对于离子回旋加热，最大的问题是天线的金属结构靠近等离子体。 要把大量功
率耦合进等离子体就需要在天线上加载高的电压，但高电压会在天线附近导致起弧
或者等离子体破裂。 这两种效应都是我们所不愿看到的。 但我们不能因此就将天
线位置设置得远离等离子体，因为天线和等离子体必须紧密靠近，否则离子回旋波
就不能很好地耦合到等离子体中，这一点我们不久就会看到。 因此，具有防止高压
起弧的屏蔽良好的天线设计对于离子回旋加热而言是一个重要的技术问题。 另外
需要注意的是，由于等离子体中的直流磁场是沿真空室壁的切线方向，所以天线的
几何结构决定了电磁波进入等离子体中的平行波数 k‖的值。 换言之，当波开始在
等离子体中传播的时候，波的频率 ω和平行波数 k‖可以分别从射频源和天线结构
获得。 这个事实对于我们一会儿去了解波是如何传播到等离子体芯部的非常重要。

对于低杂波电流驱动，情况稍有不同。 一般来说，我们希望射频波功率能够散
布在足够大的面积上，这样高电压击穿的问题就不会发生。 但现状是单一波导具有
小的横向尺寸，而发射天线又需要靠近等离子体以便得到良好的耦合。 这就需要由
多个单波导组成一个天线阵列。 同样困难的问题是在等离子体和波导阵之间维持
一个绝缘的真空界面。 解决办法是在阵列的每个波导的端口安装上密封窗，从而把
发射天线与等离子体隔离开来。 窗材料需要仔细选择，这样才能保证大部分射频功
率都能通过窗口，只有很少一部分功率被反射回来，否则耦合效率会急剧降低。 另
外，只允许很少一部分功率在窗口处被吸收，否则由此形成的热应力会造成结构的
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破坏。 对于低杂波电流驱动，大功率窗口的发展是一项重要的技术问题。 最后，和
离子回旋加热一样，发射天线阵列边缘处的几何结构和电磁波的相对相位决定了电
磁波进入等离子体的 k‖值。 因此，在等离子体边缘处，频率 ω和平行波数 k‖都是
已知的。

电子回旋加热所面临的问题和低杂波电流驱动类似，尽管其发射天线即使远离
等离子体仍有良好的耦合。 虽然电子回旋波波导的尺寸非常小，使得耦合问题得到
缓解，但却使其他问题变得严重。

在目前的等离子体实验中，离子回旋波、电子回旋波和低杂波都已经被用来加
热或者进行电流驱动。 上述技术性问题经过艰苦努力在目前的脉冲运行实验中都
已经得到成功解决。 离子回旋加热因其容易得到大功率、高性价比的可靠的射频源
因而比电子回旋加热应用得更普遍。 尽管如此，国际上很多实验中也都利用了电子
回旋加热手段。 低杂波电流驱动正引起极大的关注，尽管它还没能像离子回旋波那
样被仔细地研究。 原因在于电流驱动直到最近才被看作和加热同样关键的问题。

在下面的讨论中，假设射频波具有所需的功率水平和预期的工作频率，我们的
任务是要理解射频功率是如何传播到等离子体芯部并被等离子体吸收的。
15畅4畅3　等离子体中电磁波传播的原理

为了开始后面的讨论，这一小节将简要描述电磁波在任意介质中传播的基本原
理。 对于很多读者而言，这里的大部分内容可以看作一个回顾和复习。 其中有两点
可能稍微不是那么为人熟知，但对于聚变研究格外重要，它们是：①波共振与波唱粒
子共振的区别；②可近性的概念。 因此这一小节的内容包括：

瞯 介电张量；
瞯 色散关系；
瞯 相速度和群速度；
瞯 截止和波共振；
瞯 波唱粒子共振；
瞯 偏振；
瞯 反射、透射、吸收和模转换；
瞯 可近性。
1．介电张量
我们来考虑电磁波在任意介质（譬如等离子体）中的传播。 一般来说，等离子

体的行为非常复杂，我们很难像对待简单电介质或者磁介质那样用一个简单的 ε或
者 μ来描述。 不过，我们可以假设等离子体中的粒子是沉浸在真空（真空下介电率
ε０ ，磁导率 μ０ ）中，带电粒子对波传播特性的影响可以通过合适的等离子体模型来
精确计算电流密度 J 和电荷密度 σ来确定。 这样，等离子体行为的结果可以方便
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地用导出的“介电张量”来描述。 定义介电张量的出发点是麦克斯韦方程组：
　　 Δ×E ＝－矪B／矪t

Δ×B ＝μ０ J ＋１
c２

矪E矪tΔ· E ＝σ／ε０Δ· B ＝０

（１５畅３４）

接下来，注意到通常对等离子体波的处理都采用小振幅扰动的假设，这意味着波传
播的问题可以作为平衡态附近的线性扰动问题来处理。 而且，为简化起见，这种平
衡态通常被假设成无限大且均匀的，而且与我们感兴趣的波长相比至少是缓变的。
这些看似粗略的近似实际上却出人意料地精确，我们将在下一节里详细讨论这个
问题。

利用小振幅假设，可以把所有量展开成为平衡量和扰动量之和：
　　 Q（ r，t） ＝Q０ ＋珟Q １ （ r，t） （１５畅３５）

这里 Q１ ＜＜ Q０ 。 均匀性假设意味着可以在时间和空间上做傅里叶分析：
　　 珟Q １ （ r，t） ＝Q１ ｅｘｐ（ －ｉωt ＋ｉk· r） （１５畅３６）
这里，Q１ 只是表示振幅。 傅里叶分析加上线性化是非常有用的工具，因为它把

麦克斯韦方程中的对时间和对空间的微分都化为：
　　 矪／矪 t→－ｉω

Δ→ ｉk （１５畅３７）

而且，所有的指数因子均可完全消去。 也就是说，线性化下的傅里叶分析可以将偏
微分方程组转化为一组关于未知场量的相互耦合的代数方程。 这正是我们希望得
到的。

对均匀的平衡态下的麦克斯韦方程组线性化，可以得到：
　　 ｉk ×E１ ＝ｉωB１

ｉk ×B１ ＝μ０ J１ －ｉω
c２
E１

ｉk· E１ ＝σ１
ε０

ｉk· B１ ＝０

（１５畅３８）

这组方程可以通过消去 B１ ＝k ×E１ ／ω简化为关于 E１ 的单个矢量方程：
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　　 k ×k ×E１ ＝－ω２

c２
E１ －ｉωJ１ （１５畅３９）

麦克斯韦方程组中其余的两个方程可以证明是用不着的。
这里，我们必须假设从等离子体的流体模型或者动理学模型中可以得到 J１ 和

E１ 的关系，这个关系通常不会是各向同性的，而是一种张量形式：
　　 J１ ＝σ吃· E１ （１５畅４０）

这里σ吃 被定义为电导率张量。 现在假设 σ吃 是已知的，这样式（１５畅３９）可以写成：

　　 k ×k ×E１ ＝－ω２

c２ E１ －ｉωμ０σ吃· E１ （１５畅４１）
更标准的表示方法是引入折射率矢量：

　　 n ＝ c
ωk （１５畅４２）

和介电张量：
　　 K

吃 ＝I
吃 ＋ ｉ

ε０ωσ吃 （１５畅４３）

这样，式（１５畅４１）简化为：
　　 n ×n ×E１ ＋K

吃· E１ ＝０ （１５畅４４）
这就是我们要得到的关系式，其中介电张量 K

吃
由式（１５畅４３）定义。 应当记住，引入

K
吃
的作用是为了描述等离子体对波传播的作用，只有当我们从等离子体模型中得到

σ吃 后才能真正得到 K
吃。 我们期待从麦克斯韦方程组的解得到ω和 k 的关系，这个关

系具体由等离子体性质决定。 例如，在没有等离子体的情况下（即真空中），这个关
系式是 ω＝kc。 对于通常情况下，这个关系被称为“色散关系”。 它通常写成ω＝
ω（k），或者更一般地写成 D（ω，k） ＝０ 或其等价形式D＾（ω，n） ＝０。

色散关系是怎么来的呢？ 要回答这个问题，我们要回到式（１５畅４４）。 这是一个
关于未知振幅 E１ ｘ，E１ ｙ和 E１ ｚ的 ３ 个相互耦合的线性齐次代数方程。 为了获得非平
凡解，必须要求方程的系数行列式为零。 系数行列式为零也等价于找到系统的特征
值。 这样得到的特征值关系就是色散关系 D（ω，k） ＝０。

把矢量方程的 ３ 个独立分量写出来，很容易得到式（１５畅４４）对应的色散关系。
经过简短的推导，可以得到系数行列式：
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n２y ＋n２z －K xx －n xn y －K xy －nxn z －K xz
－n xn y －K yx n２x ＋n２z －K yy －nyn z －K yz
－nxn z －K zx －n yn z －K zy n２x ＋n２y －K zz

＝０ （１５畅４５）

如果采用冷等离子体流体模型，上面这个看起来有点庞大的行列式会变得非常简
单。 然而，现在我们只需要假设 K ｉｊ是已知的，令行列式等于零得到 D（ω，k） ＝０ 即
可。 关键问题是要认识到，求解色散关系时，通常会出现多个根。 特别地，对于给定的
ω，ny 和 n z 会导致 nx 的多个解。 每一个解对应于一个独立的具有不同传播特性的波。
多解的存在对于我们试图理解等离子体中的射频加热和电流驱动是重要的。

2．相速度和群速度
描述电磁波传播的两个重要参量是相速度和群速度，分别定义如下。 相速度

V ｐ 是这样一个速度，如果观察者以这个速度运动，他看到的波的相位是不变的。 换
言之，由于波的相位定义为 矱＝ωt－k· r，那么 V ｐ 就是令 ｄ矱／ｄt ＝０ 得到的速度。
注意到：

　　ｄ矱／ｄt ＝ω－k· ｄr／ｄt ＝ω－k· V p ＝０ （１５畅４６）
相速度可以很容易从色散关系 ω＝ω（k）中得到。 因此相速度定义为：

　　 V ｐ ＝ω
k e k ＝ω

k
kx
k ex ＋k yk e y ＋

k z
k e z

（１５畅４７）

可以看到，V ｐ 的大小是 ω／k，方向沿着 k 的方向。 而且，相速度既可以比光速大也
可以比光速小。 这一点并不与相对论相矛盾，因为单个单色波的相速度不代表任何
物理量（例如信息或者能量）的传播。

相速度对于理解等离子体波的某些普遍性质是有用的，尤其是在研究波唱粒子
共振及相关的无碰撞阻尼现象时格外重要。

下面我们转向群速度。 这是信息或者能量传播的速度，因此必然小于或者等于
光速。 那么“信息或者能量传播的速度”究竟是什么意思呢？ 这个问题可以通过考
虑一个振幅调制（ＡＭ）的射频波的一维传播来回答。 这里有一个高频载波频率为
ω０ ，波数为 k０ ，这个波的电场可以写成 E ＝Aｃｏｓ（ω０ t －k０ x）。 信息通过调制载波的
振幅 A 来传播。 为了保持信息的相关性，调制波的频率 ω１ 和波数 k１ 必须远小于载
波的频率和波数，即 ω１ ＜＜ ω０ ，k１ ＜＜ k０ 。 调制后的波场可以表示为：

　　 E ＝A０ ｃｏｓ（ω１ t －k１ x） ｃｏｓ（ω０ t －k０ x）
＝A０

２ ｛ ｃｏｓ［（ω０ ＋ω１ ） t －（ k０ ＋k１ ） x］ ＋ｃｏｓ［（ω０ －ω１ ） t －（ k０ －k１ ） x］ ｝
（１５畅４８）
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信息由谐波调制的振幅携带，根据定义，传播速度由 ω１ ／k１ 给出，这个就是所谓
的群速度 V ｇ。 注意到调制后的波可以写成两支单一波的和，一支频率（或波数）上
移，另一支频率（或波数）下移，但每一支都必须满足色散关系，同时利用ω１ 和 k１ 是
小量，可以从色散关系得到 V ｇ 的值。 如果色散关系写成 ω＝ω（ k），那么有：

　　 ω０ ＝ω（ k０ ）
ω０ ±ω１ ＝ω（ k０ ±k１ ） ≈ ω（ k０ ） ±ｄωｄk０ k１

（１５畅４９）

这样，群速度就可以写成下面的形式：

　　 V ｇ ＝ω１
k１

＝ｄω（ k０ ）ｄk０ （１５畅５０）
这个关系很容易推广到三维情形：

　　 V ｇ ＝ Δ

kω＝矪ω矪k x e x ＋
矪ω矪ky e y ＋

矪ω矪k z e z （１５畅５１）
这里，为了方便，波数 k 的下标 ０ 都去掉了。

式（１５畅５１）就是我们要得到的群速度。 这个量对于理解在等离子体中传播的
电磁波的信息流和能量流非常重要。 物理上，群速度必须小于光速 V ｇ≤ c。 而且，
尽管 V ｐ 和 V ｇ 常常同一方向，但这一点并不是必需的。 当二者方向相反的时候，波
称为“反向波”，低杂波电流驱动中就会发生这种情形。

3．截止和波共振
截止和波共振指的是在 k 的两种极值情形下，波的传播特性发生显著的变化。

为了理解这种现象，我们不妨想象一下电磁波注入等离子体中的情况。 这里，相比
于波长 λ＝２π／k，等离子体性质（如 n，B０ ，T）沿空间缓变。 波传播的特性由色散关
系 ω＝ω（k，r）决定，其中对于 r 的依赖关系来自于等离子体性质的空间变化。 波
以特定的频率 ω和平行波数 k z≡ k‖进入等离子体外边界。 这里 ω和 k‖由源和发
射天线确定，而且对于行波而言，二者都是实数。 在二维几何位形中，色散关系就
可以用来确定 k x≡ k⊥ 。 由于等离子体参数的缓慢变化，k⊥的值随着空间缓慢变化。
我们需要记住的最关键的一点是，尽量保持 k⊥为实数，这样波就会在等离子体中传
播得更远。

当等离子体参数逐渐变化，使得 k２⊥ ＝０，或者等效地，n２⊥ ＝０ 时，截止就发生
了。 在截止点，相速度变成无穷大（尽管群速度仍然是有限值），而越过这一点，等
离子体参数的继续变化则会导致 k２⊥变成负值。 这时的解是纯虚数。 如果没有其他
的源存在，波就从截止点开始呈指数衰减（即波是逐渐耗散的）。 波截止的一个典
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型例子是调幅无线电波在电离层的反射现象，如图 １５畅１２ 所示。 总而言之，截止发
生在 k２⊥经过零改变符号时，它阻止波在等离子体中的继续进入。

图 15畅12　调幅无线电波被电离层反射的示意图
（正是这种反射使得我们能够接收到视线距离外的无线电发射机发射的信号）

波的共振对应于另一种极限情形。 在这种情况下，k２⊥经过无穷而改变符号。
更确切地说，波共振发生在 k２⊥ ＝∞（或等效地，n２⊥ ＝∞）处。 在这个极限下，相速度
和群速度都趋近于零。 能流变慢，理论上说，如果这时引入少量的耗散，都会造成
能量被大量吸收。 这个结论是我们从冷等离子体色散关系中得到的，我们稍后会给
出这一关系。 然而，更真实的等离子体模型显示，当包含动理学效应时，冷等离子
体波的共振消失了，取而代之的是所谓的“模式转换”，即一种入射波转化为另外一
种不同类型的等离子体波的过程。 这里的关键是，除了字面上使用了“共振”这个
词外，在波的共振处并没有直接的射频功率的吸收。

截止和共振在确定如何最优地把加热所需的射频波传播到等离子体中心时起

着重要的作用。
4．波唱粒子共振
波唱粒子共振是等离子体从射频波中吸收能量的基本机制，也正是这种吸收产

生射频加热和电流驱动。 涉及吸收过程的是具有特定速度的一群粒子，这个特定的
速度使得这些粒子处于和波的共振状态中。 如果等离子体和波的参数都选择得合
适，就会有一定量的粒子处于共振状态，从而导致功率的大量吸收。

这里我们不加证明直接给出波唱粒子共振的条件：
　　 ω＝k‖ v‖ ＋lωｃ　　l ＝０，１，２，… （１５畅５２）

当平行方向上的多普勒频移后的频率等于回旋频率的谐频时，就会发生共振。 包含
在式（１５畅５２）中的基本物理将在下一小节“无碰撞阻尼”中解释。

这其中 l ＝０ 共振就是著名的“朗道阻尼”，它在低杂波电流驱动中是重要的。
而l＝１共振对应于“基频加热”，它是电子回旋加热的重要机制，有时对离子回旋加
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热也是重要的。 l＝２ 共振正如其名产生“二次谐波加热”。 这个过程对于电子回旋
加热和离子回旋加热都是重要的。

波唱粒子共振是决定射频波加热或者电流驱动最佳方法的关键机制。
5．偏　振
当我们求得色散关系后，把结果直接代入 E１ 的矩阵方程中，就可以根据其中的

一个分量来确定另两个分量的关系，例如根据 E１ z来确定 E１ x和 E１ y之间的关系。 偏
振描述的是电场各分量之间的各种可能关系，它有助于我们理解什么样的波能有效
地产生波唱粒子共振。

例如，在光学中，波的偏振定义为垂直于波矢 k 的电场分量之间的比值。 而在
等离子体物理中，广泛使用的不同定义有几种，其中有两种定义对于描述垂直于背
景磁场 B０ ＝B０ e z的传播特别有用。 在第一种定义下，偏振通过电场的两个垂直分量
E１ x和 E１ y来定义。 波的偏振度 P 定义为：

　　 P ＝ｉE１ x ／E１ y （１５畅５３）
它的值由等离子体模型和考虑的具体波确定。 几种特殊情况包括：

　　P ＝０　　　　线偏振波
P ＝∞ 线偏振波

P ＝±１ 圆偏振波

线偏振波只在某一固定方向上有场（如 E１ x ）的分量。 圆偏振波在两个正交方向上
有分量，相互之间相位相差 ９０°，这样就会有一个随时间做周期性旋转的电场。

在聚变物理里广泛运用的第二种定义用来区分感兴趣的波在平行于背景磁场

的方向上有没有电场分量。 根据这个定义，波被划分为 Ｏ 模，即寻常波 （ ｏｒｄｉｎａｒｙ
ｗａｖｅ）；或者 Ｘ 模，即非寻常波（ ｅｘｔｒａｏｒｄｉｎａｒｙ ｗａｖｅ）。 具体的定义是：

　　对于 Ｏ 模，E‖ ≠０
　　对于 Ｘ 模，E‖ ＝０
偏振的知识对于理解电子回旋加热、离子回旋加热和低杂波电流驱动都是非常

重要的，随着分析的进行我们将会进行更详细的讨论。
6．反射、透射、吸收和模转换
当波在等离子体中传播时，会有几种与波能量沉积有关的不同过程发生，包括

反射、透射、吸收和模转换等。 图 １５畅１３ 示出了在简单平板等离子体中的这几种
过程。

例如，考虑加热问题。 注意到入射波通常都是一部分被反射，一部分透射进去。
显然，为了有效加热，反射波应该具有小的幅度。 而透射波则继续无衰减地深入到
等离子体内部。 假设波在到达等离子体中心之前遇到了截止层，就会被完全反射回
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来，这个现象是我们不希望看到的结果。 另外一种情况，波可以继续在等离子体中
传播直到它到达等离子体中心。 如果等离子体和波的参数都设置得恰当，则在等离
子体中心就会发生强烈的波唱等离子体共振，从而导致波的强吸收，这是我们预期的
结果。 第三种可能的情况是，波首先遇到波共振区，在这里通过模转换过程变成另
一种类型的等离子体波。 这支新波继续在等离子体中传播，或者遭遇截止（不希望
的情况），或者到达等离子体中心实现波唱粒子共振（希望的情况）。 可以看到这里
存在多种可能性。

图 15．13　反射、透射、吸收和模转换示意图
这里有必要简单讨论一下模转换机制的一些细节。 因为这一点可能并不那么

为人熟知，但对于某些特定的加热方案却至关重要。 模转换包含两种不同的等离子
体波。 例如，两支波都有同样的ω和 k‖ ，但是 k⊥不同，它们是同一色散关系k⊥ ＝k⊥
（ω，k‖ ）的不同解。 在 k⊥的值随波在等离子体中传播而演化的过程中，当两个 k⊥值
恰好在演化分布的某一点合并在一起时，模转换就发生了。 通常，模转换发生在某
一支波正处于冷等离子体波共振处，而另一支波通常是一支由于更复杂的等离子体
动理学导致的新的模。 在模转换发生的结合点处，两支波都失去了各自的个性，从
而发生强烈的模耦合。 最后的结果是一部分能量从外部激励的第一支波传递到第
二支波，第二支波则按照它自己的色散性质继续在等离子体中传播。 这就是模转换
的过程。

反射、透射、吸收和模转换的结合在决定不同射频加热方法的有效性上起着重
要作用。

7．可近性
可近性对于射频加热和电流驱动的实现至关重要。 我们前面描述的所有过程
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里都需要考虑可近性问题，即要问从等离子体外部注入的波能否到达等离子体内部
的指定位置并在那里通过波唱粒子共振作用被吸收。 对于从外侧注入的情形，波在
向等离子体中心传播的过程中将看到一个增长的等离子体密度。 同时，波还会看到
一个缓慢增长的磁场，因为 B矱∝１ ／R。 事实上，并不容易做到波不遭遇任何截止区
就直接到达等离子体中心。 而且，如果遭遇波共振区，我们就必须知道波耦合系数
及转化后第二支波的传播特性。 要实现良好的加热，理想的情况是，波从等离子体
边缘到期待的吸收位置均满足 n２⊥ ＞０。 对于电子回旋加热和离子回旋加热，已经设
计了巧妙的方法使得波能量能够达到等离子体芯部。 对于离轴的低杂波电流驱动，
情况更复杂一点，但也已经成功解决。 这些方法会在 １５畅７ ～１５畅９ 节讨论。 结论是
良好的可近性是实现所希望的射频加热和电流驱动的主要要求。

8．小　结
本节在射频波加热和电流驱动的背景下回顾了电磁波理论的若干基本性质。

结论是，从外侧入射的波按照色散关系 D（ω， k） ＝０ 向等离子体中心传播。 中心加
热的关键问题包括：①波应该有良好的可近性以便到达等离子体中心；②当波到达
中心后，应该有强的波唱粒子共振产生对波能量的强烈吸收。 对于电流驱动也有类
似的结论。
15畅4畅4　等离子体中电磁波传播的分析

我们下一个主要任务是应用上节介绍的电磁波基本原理，分析如何有效地加热
等离子体或驱动等离子体电流，从而知道什么频率和什么入射波数的波才能无阻尼
地传播到等离子体中的预期位置（比如，对于加热通常是等离子体中心，对于电流
驱动则是离轴的位置），并在此发生强烈的波唱粒子相互作用和波能量吸收。 下面，
我们将分几个步骤进行简单分析。

首先，必须认识到一个真实模型必须包含动理学效应、环形几何位形和扩散型
的分布，这是一个相当有难度的挑战。 多年来，人们开发了很多模型来达到这些要
求。 这些模型非常成功，不过可以想象到它们都涉及大规模数值代码。 然而，对于
我们这里介绍射频加热和电流驱动，利用简单模型会更合适一些。 简单模型可以解
析求解，因此可以提供更多物理上的理解。 下面要描述的简单模型就可以半定量地
重现更完整模型的基本特点。 要理解这个简单模型，至关重要的步骤是色散关系的
计算。 为不失一般性，我们将色散关系写成以下形式：

　　 D（ω，k） ＝D ｒ（ω，k） ＋ｉD ｉ（ω，k） （１５畅５４）
当ω和 k 为实数时，函数 D ｒ和 D ｉ均为实数。 基本上，第一项 D ｒ描述波的传播性

质（如传播、截止、波共振），因此决定着给定类型的波到达预期位置的可近性。 第
二项，通常会假设 D ｉ ＜＜ D ｒ，代表波唱粒子共振引起的波的耗散。 在简化的分析中，
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D ｒ（ω，k）由双流体冷等离子体模型获得，这里所有温度效应被忽略。 而且，为了简
化几何，等离子体被处理成为无限大、均匀的平板，径向坐标 r 可以用 x 代替。 这样
得到的 D ｒ（ω，k）是平衡密度 n０ 和磁场 B０ 的函数。 以后可以看到，密度和磁场都可
以在空间里缓慢变化：n０ ＝n０ （ x），B０ ＝B０ （ x）。 因此，色散关系是空间坐标的局域
函数：D ｒ（ω，k，x）。 这些简化相当粗糙，以至于很难先验地判定。 这样做的主要依
据来自于事后的验证，即通过数值求解更普遍的模型，然后与冷等离子体模型预言
的结果进行比较。 比较显示，对于可近性问题，冷等离子体模型非常值得信赖。 接
下来考虑 D ｉ（ω，k）。 通常而言，这需要完全的动理学处理，从而可以准确地计算波唱
粒子共振吸收。 幸运的是，经过多年努力，研究者已经开发出若干基于单粒子运动
的简单模型，它们同样可以得到动理学理论的波唱粒子阻尼结果。 这些模型并不确
定 D ｉ（ω，k，x），而是直接得到时间上的阻尼率 ωｉ，这里假设 k 为实数。 用来得到 ωｉ
＝ωｉ［ω，k‖ ，k⊥ （ x）］的模型就是所谓的“无碰撞阻尼模型”。
具备了关于 D ｒ（ω，k，x）和 ωｉ 的知识，我们就可以来研究电子回旋加热、离子回

旋加热和低杂波驱动。 对于每一种情况，第一步都是研究其可近性，即在冷等离子
体模型中令 D r（ω，k，x） ＝０。 为说明这一点，我们考虑图 １５畅１４ 所示的简单几何位
形。 射频源给定了波的频率 ω，发射结构给定了平行波数 k‖的值，而波则以某一个
轴向（即径向）波数 k⊥向等离子体中心传播。 在这样一个简单模型中，波数是这样
一个矢量，k ＝k⊥ ex ＋k‖ e z。 由 D ｒ（ω，k，x） ＝０，可以得到其可近性条件：

　　 k⊥ ＝k⊥ （ω，k‖ ，x） （１５畅５５）

图 15畅14　环形几何位形下低场侧外部入射示意图（注意 n⊥和 n‖的方向）
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这里，对 x 的依赖关系来自于密度 n０ （ x） 和温度 B０ （ x）这些平衡参量的空间变
化。 对于波加热，好的可近性是指：要求从等离子体的外部边界到等离子体中心，
k⊥均为实数；或者在最坏情况下，波只经过一个狭窄的截止区，从而能够通过大部
分能量。

假设，具有好的可近性，接下来我们就必须计算波在空间上的阻尼衰减k⊥ ｉ（ x） 。
这个量直接与波在时间上的阻尼率 ωｉ 相联系，而 ωｉ 可以由无碰撞阻尼模型确定。
一旦 k⊥ ｌ（ x）已知，直接利用功率平衡计算就可以得到功率吸收的份额。 k⊥ ｉ （ x）与
ωｉ的关系可以由下面的过程确定。 如果考虑波随时间衰减，其阻尼率远小于实频
ωｉ ＜＜ ωｒ，D ｉ ＜＜ D ｒ，且 k⊥ ，k‖为实数，那么对波的色散关系做泰勒展开得到：

　　 D ｒ（ωｒ，k⊥ ｒ，k‖ ） ＋ｉ 矪D ｒ（ωｒ，k⊥ ｒ，k‖ ）
矪ωｒ ωｉ ＋D ｉ（ωｒ，k⊥ ｒ，k‖ ） ≈ ０ （１５畅５６）

另一方面，如果考虑波随空间衰减，并有 k⊥ ｉ ＜＜ k⊥ ｒ，ω和 k‖为实数，同样对色散关
系做泰勒展开，得到另一个式子：

　　 D ｒ（ωｒ，k⊥ ｒ，k‖ ） ＋ｉ 矪D ｒ（ωｒ，k⊥ ｒ，k‖ ）
矪 k⊥ ｒ n⊥ ｉ ＋D ｉ（ωｒ，k⊥ r，k‖ ） ≈ ０ （１５畅５７）

令式（１５畅５６）和式（１５畅５７）两式相减，即得到 k⊥ Ｉ（ x）和 ωｉ 的关系：

　　 k⊥ ｉ ＝ 矪D ｒ ／矪ωｒ
矪D ｒ ／矪 k⊥ ｒ ωｉ ＝－ ωｉ

（矪ω／矪k⊥ ） ＝－ωｉ
V ｇ⊥

（１５畅５８）

　　可以看到，波在空间和时间上的阻尼衰减由垂直方向上的群速度联系起来。 注
意到，要得到 k⊥ ｉ需要知道冷等离子体色散关系 D ｒ 的形式和ωｉ 的值，但是不需要 D ｉ
的具体表达式。 最后分析一下坡印亭矢量和波的储能之间的关系。 原则上来说，这
一关系不是我们应用所感兴趣的，然而，这个关系可以极大地简化计算 k⊥ ｉ的代数计
算过程，尤其是应用在低杂波驱动时。 附录 Ｄ 给出了这个关系的推导，这里直接给
出结果：

　　 P⊥ ＝ ωｉ
k⊥ ｉ
U ＝V ｇ⊥ U （１５畅５９）

这里，
　　 P⊥ ＝ex· P ＝ １

２μ０
Ｒｅ（ e x· E１ ×B倡

１ ） （１５畅６０）
是坡印亭矢量的垂直分量，而
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　　 U ＝ １
２ １

２μ０
｜B２

１ ｜＋ε０
２ E倡

１ · 矪矪ωｒ［ωｒK
吃 （ωｒ）］· E１ （１５畅６１）

是系统的总储能（包含波的能量和等离子体动能）。 而且，K吃 （ω）是冷等离子体介电
张量，系数 １ ／２ 是由于这里所有量都是用峰值而不是均方根值表示。 可以看到，电
磁能流坡印亭矢量等于储能与群速度的乘积。

总结一下，为了得到电子回旋加热、离子回旋加热或低杂波驱动中的功率吸收
份额，一系列的步骤需要按照下面的顺序进行：

① 计算等离子体色散关系 D ｒ（ω，k⊥ ，k‖ ） ＝０；
② 分析可近性；
③ 计算无碰撞阻尼率 ωｉ，进而得到 k⊥ ｉ；
④ 分析功率吸收。
后面的分析会看到，电子回旋加热、离子回旋加热和低杂波驱动都可以得到高

的吸收份额。

15畅5　冷等离子体色散关系
从电磁波传播的基本性质出发，通过①计算介电张量；②令得到的电场矩阵行

列式为零，就可以得到色散关系。 在这一节里，色散关系从双流体冷等离子体模型
得到。 最终，我们会得到一个和 D ｒ（ω，k⊥ ，k‖ ）完全等效的D＾ｒ（ω，n⊥ ，n‖ ）的具体形
式。 在这一节，我们没有令 D ｒ ＝０ 进行可近性分析，而是在 １５畅７ ～１５畅９ 几节中针对
每一种加热或电流驱动模式进行了具体的分析。 推导介电张量的出发点是双流体
冷等离子体模型。 对于冷等离子体，只需要动量方程：

　　 m ｅ（矪u ｅ ／矪 t ＋u ｅ· Δu ｅ） ＝－e（E ＋u ｅ ×B）
m ｉ（矪u ｉ／矪 t ＋u ｉ· Δu ｉ） ＝e（E ＋u ｉ ×B） （１５畅６２）

对应于均匀无界等离子体的平衡可以描述为：
　　 n ｅ ＝n ｉ ≡ n０

B ＝B０ e z
u ｅ ＝u ｉ ＝E ＝０

（１５畅６３）

现在，流体方程可以在平衡附近进行线性化。 目标是计算 uｅ１和 u ｉ１ （表示成 E１ 的函

数），从这些速度，可以很容易计算电流 J１ ，进而得到电导率张量 σ吃，最后得到介电
张量 K

吃。 扰动速度的方程是：
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　　 m 矪u１
矪 t ＝q（E１ ＋u１ ×B０ ） （１５畅６４）

这里 m 表示 m ｅ 和 m ｉ，q 表示 ±e。
为了和前面一节的讨论一致，选择这样的坐标系：B０ 沿 z 轴，波在等离子体中

的传播方向是 ｘ 轴。 这样，波矢具有 k ＝ k⊥ e x ＋k‖ e z 的形式。 所有的扰动量可以
在时间和空间上做傅里叶分析 Q１ （ r，t） ＝Q１ ｅｘｐ（ －ｉωt＋ｉk⊥ x ＋ｉk‖ z）。 为不失一般
性，后面我们只考虑频率为正的情况。 扰动动量方程的各个分量为：

　　 －ｉωmu１ x ＝q（E１ x ＋u１ yB０ ）
－ｉωmu１ y ＝q（E１ y －u１ yB０ ）
－ｉωmu１ z ＝qE１ z

（１５畅６５）

我们可以很容易地解出 u１ ，如下：

　　 u１ x ＝ qm
（ ｉωE１ x －ωｃE１ y）

ω２ －ω２
ｃ

u１ ｙ ＝ qm
（ωｃE１ x ＋ｉωE１ y）

ω２ －ω２
ｃ

u１ z ＝ ｉq
mωE１ z

（１５畅６６）

这里 ωｃ ＝qB０ ／m 是回旋频率，它可正可负。 电流密度由 J１ ＝e（ n ｉu ｉ －n ｅuｅ ） １ ＝en０
（u ｉ１ －u ｅ１ ）给出。 简短的计算显示电导率 σ吃（由 J１ ＝σ吃· E１ 定义）可以表示成：

　　 σ吃 ＝
σxx σxy ０
σyx σyy ０
０ ０ σzz

（１５畅６７）

这里，

　　 σxx ＝σyy ＝ｉ∑
j

q２j n０
m j

ω
ω２ －ω２

ｃ j

σxy ＝－σyx ＝－∑
j

q２j n０
m j

ωｃ j

ω２ －ω２
ｃ j

σｚｚ ＝ｉ∑
j

q２j n０
m jω

（１５畅６８）

最后，得到介电张量 K
吃 ＝I

吃 ＋（ ｉ／ωε０ ）σ吃：
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　　 K^ ＝
K xx K xy ０
K yx K yy ０
０ ０ K zz

＝
K⊥ －ｉKＡ ０
ｉKＡ K⊥ ０
０ ０ K‖

（１５畅６９）

这里，

　　 K⊥ ＝１ －∑
j

ω２
ｐ j

ω２ －ω２
ｃ j

KＡ ＝∑
j

ωｃ j
ω

ω２
ｐ j

ω２ －ω２
ｃ j

K‖ ＝１ －∑
j

ω２
ｐ j

ω２

（１５畅７０）

其中 ω２
ｐ j ＝n０ q２j ／m jε０是等离子体频率的平方。

知道了介电张量，令 Ｄｅｔ｜n ×n ×E１ ＋K
吃 · E１ ｜＝０，我们就可以计算出色散

关系：

　　
n２‖ －K⊥ ｉKＡ －n⊥ n‖

－ｉKＡ n２⊥ ＋n２‖ －K⊥ ０
－n⊥ n‖ ０ n２⊥ －K‖

＝０ （１５畅７１）

经过简单的计算可以得到关于 n２⊥的二次方程：
　　 D

＾
ｒ（ω，n‖ ，n⊥ ） ≡ A n４⊥ ＋B n２⊥ ＋C ＝０
A ＝K⊥

B ＝（K⊥ ＋K‖ ）（ n２‖ －K⊥ ） ＋K２
Ａ

C ＝K‖ ［（ n２‖ －K⊥ ） ２ －K２
Ａ ］

（１５畅７２）

这个相当复杂的表达式正是我们希望得到的冷等离子体色散关系。 它可以在后面
几节描述电子回旋加热、离子回旋加热和低杂波驱动时得到简化和分析。

15畅6　无碰撞阻尼
假设具有冷等离子体色散关系的电磁波具有良好的可近性并到达等离子体中

心，那么下一步就是计算有多少功率会通过无碰撞阻尼沉积在等离子体中。 无碰撞
阻尼是一个通过波唱粒子共振作用把波能转移到等离子体中的过程。 共振条件已经
提到过，即ω＝k‖ v‖ ＋lωｃ。 对于有效的加热模式而言，等离子体和电磁波的参数都
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应该合适选择使得共振发生在等离子体中心；而对于电流驱动而言，共振则需要发
生在我们希望的离轴位置处。 在这一节中，我们将利用简单的单粒子模型来预测
波唱粒子共振导致的波随时间的阻尼率 ωｉ。 这个分析是按照 Ｓｔｉｘ 早期工作的思路进
行。 基本想法是考虑初值问题，计算带电粒子在小振幅电磁场的轨迹。 可以发现，
平行速度满足共振条件 ω＝k‖ v‖ ＋lωｃ 的一小团粒子会和波发生共振，因此有可能
吸收大量的波能。 对一个波长范围内所有初始位置求平均，并对所有粒子速度做积
分，即可得到等离子体吸收的净功率。 最后，经过简单的功率平衡计算可以得到我
们需要的时间阻尼率 ωｉ。

由于不同的波场结构，存在几种不同类型的共振作用。 首先，对于 Ｏ 模，电场
存在沿磁场 B０ 的分量，共振会发生。 具有 l ＝０，n⊥ ＝０ 的 Ｏ 模即为纯的静电波，对
应于静电波会有一种最简单的无碰撞阻尼，即所谓的“朗道阻尼”。 这就是下面要
讨论的第一种阻尼。 第二，对于 l≥ １ 的 Ｘ 模，当波的电场沿着垂直于 B０ 旋转时，
也会有共振发生。 这种共振产生 Ｘ 模回旋阻尼。 这就是后面要讨论的第二种阻
尼。 最后一部分会把朗道阻尼的计算推广到 l≥１，n⊥ ≠ ０ 的 Ｏ 模共振，所产生的
阻尼即为 Ｏ 模的回旋阻尼。
15畅6畅1　朗道阻尼

考虑带电粒子在小幅度静电场中的运动。 这里，电场的方向沿着背景磁场的方
向 B ＝B０ e z，即 E ＝E１ （ z， t） e z ＝E‖ ｃｏｓ（ k‖ z －ωt） e z。 由于 n⊥ ＝０，扰动磁场为零。
电子的运动方程可以写为：

　　ｄvｄt ＝－ em ｅE‖ ｃｏｓ（ωt －k‖ z）　　　　　 v（０） ＝v‖
ｄz
ｄt ＝v z（０） ＝z ｉ

（１５畅７３）

假设电场是个小量，我们可以通过直接展开求解这组方程，即 v（ t） ＝v０ （ t） ＋v１（ t） ＋…，
z（ t） ＝z０ （ t） ＋z１ （ t） ＋…。

最低阶的解对应于未扰动轨道，即
　　 v０ ＝v‖

z０ ＝z i ＋v‖ t （１５畅７４）

一阶方程为：

　　
ｄv１
ｄt ＝－ em ｅE‖ ｃｏｓ（ωt －k‖ v‖t －k‖ z i）　　　 v１ （０） ＝０
ｄz１
ｄt ＝v１ z１ （０） ＝０

（１５畅７５）
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则满足初始条件的解为：

　　 v１ ＝ e
m ｅ
E‖
ｓｉｎ（ k‖ z i －ω－t） －ｓｉｎ（ k‖ z i）

ω－
z１ ＝ e

m ｅ
E‖

ｃｏｓ（ k‖ z i －ω－t） －ｃｏｓ（ k‖ z i）
ω－２ －t ｓｉｎ（ k‖ z ｉ）ω－

（１５畅７６）

这里 ω－ ＝ω－k‖ v‖ 。
下一步的任务是计算每单位时间内粒子能量的变化（即能量增加的功率），它

可以定义为：
　　 ｄWｄt ＝ ｄｄt

m ｅ v２

２ ＝－e v· E （１５畅７７）
保留到二阶量，它具有如下形式：
　　 ｄWｄt ＝－e v０E１ （ z０ ，t） ＋v０ 矪E１ （ z０ ，t）

矪z０ z１ ＋v１E１ （ z０ ，t） （１５畅７８）
由于电子的初始位置 z i 是假设随机分布在电场两个相邻峰值之间，因此有必要对
所有的 z i 进行平均以获得给定的初始速度 v‖的粒子的净能量改变。 具体来看，我
们需要计算下式：

　　 ｄ珡Wｄt ＝k‖２π∫２π／k‖
０

ｄW
ｄt ｄz i （１５畅７９）

简单计算可知①振幅的线性项平均为零；②振幅的二次方项可以简化为：
　　 ｄ珡Wｄt ＝e

２E２
‖

２m ｅ
ω
ω－２ ｓｉｎω－t －ωtω－ ｃｏｓω－t ＋t ｃｏｓω－t （１５畅８０）

注意到当 ω－ → ０ 时，ｄ珡W／ｄt不为零。 而且，上式中存在随着时间 t线性增长的项，这
表示共振响应。 这两个结论都是对初值问题求粒子轨迹得到的结果。 如果这个问
题用标准的“交流正弦波稳态分析”方法来解，最后两项随时间 t线性增长的项就消
失了，而第一项当 ω－ → ０ 时是发散的。

分析需要进一步对整个速度分布进行积分。 对 ｄ珡W／ｄ t乘以 f０ （ v⊥ ，v‖ ），然后对
v⊥和 v‖进行积分，得到的就是所有粒子在单位体积内获得能量的功率 SＬ。 利用下
面的等式：

　　 ω
ω－２ ｓｉｎω－t －ωtω－ ｃｏｓω－t ＋t ｃｏｓω－t ＝－ 矪矪ω－ ωｓｉｎω－tω－ －ｓｉｎω－t

＝ １
k‖

矪矪v‖ ωｓｉｎω－tω－ －ｓｉｎω－t （１５畅８１）
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对速度分部积分，SＬ 的推导可以进行简化，最终得到：

　　 SＬ （ t） ＝－e
２E２

‖ n０
２m ｅ k‖ ∫∞

－∞
ωｓｉｎω－tω－ －ｓｉｎω－t 矪f‖

矪ν‖ ｄν‖ （１５畅８２）

这里 f‖ （ v‖ ） ＝（２π／n０ ） ∫f０ v⊥ ｄv⊥是对垂直速度进行积分后的归一化分布函数。
现在考虑长时间 t 时 SＬ 的行为。 这时所有的初始暂态行为都会衰减下去，只

留下长时间的渐近解。 当 t→∞，那些 ω－ ≠０（即 v‖ ≠ω／k‖ ）的粒子对于积分的贡
献为零，因为被积函数是快速振荡的。 这部分是非共振粒子的贡献。 波快速经过这
些粒子，先在波的半个周期里给粒子一个小的能量增长，而后在下半个周期里，电
场改变符号，这些能量又返回给波。 然而，那些 ω－ ≈ ０（即 ν‖ ≈ ω／k‖ ）的粒子对于
积分 SＬ（ t） 的贡献并不是零。 这些共振粒子的贡献来自式（１５畅８２）的第一项。 由于
共振区是狭窄的，第二项的贡献是可以忽略的小量。 事实上，对于麦克斯韦分布，
第二项可以对任意 t进行精确的积分，积分结果正比于 t ｃｏｓ（ωt） ｅｘｐ（ －k２‖ vＴ ２ t２ ／４）。
可以看出，当 t→∞，这一项迅速趋近于零。

计算第一项的贡献时需要注意到，当 t很大时，共振速度范围非常小：Δν‖ ～１／k‖ t。
因此，在这个小的速度空间范围内，可以假设 矪f‖（ v‖） ／矪v‖ ≈矪f‖（ v‖） ／矪v‖ ｜ω／k‖，从而
把这个微分项从积分函数中提取出来。 这样，可以得到：

　　 SＬ （ t） ＝－e
２E２

‖ n０ω
２m ｅ k２‖

矪f‖
矪 v‖ ω／k‖

∫ｓｉｎxx ｄx （１５畅８３）

这里 x ＝－ω－t ＝（ k‖ v‖ －ω） t。 由于积分的主要贡献来自于 x ＝０ 附近，因此考虑
把积分限设成 －∞ ＜x ＜ ＋∞只会引起一个可以忽略的误差。 最后可以得到：

　　 SＬ （ t） ＝－πe２E２
‖ n０ω

２m ｅ k２‖
矪f‖
v v‖ ω／k‖

（１５畅８４）

注意到 SＬ （ t） 与 t不再有关。 更重要的是，通常情况下 矪f‖／矪 v‖ ＜０，因此 SＬ ＞０，这
表示粒子从波中得到能量。 这个过程可以这么理解 （图 １５畅１５），具有速度 v‖ ≈
ω／k‖的共振粒子对应于通用共振条件 ω＝k‖ v‖ ＋lωｃ 中的 l ＝０ 谐波。 之所以称
这些粒子是共振的，是因为在随着波移动的坐标系中，粒子移动得非常缓慢，因此
看到一个近似直流电场。 特别地，比波的相速度稍慢的粒子将会在很长时间被加速
从而导致粒子能量增加；反过来，比波的相速度稍快的粒子将会在很长时间被减速
从而导致粒子能量减少。 如果慢粒子比快粒子多，即 矪f‖ ／矪v‖ ＜０，总体上会有粒子
能量的增加，则波被阻尼。
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图 15．15
人们经常将这一图像与冲浪者赶上波浪进行类比，但是它过于简化了其中的物

理。 事实上，慢的粒子也能得到或者失去能量，这依赖于粒子相对于波的相位的初
始位置 z i。 也就是说，粒子得到或者失去能量取决于粒子在初始位置看到的是一个
正的还是负的电场。 由于 z i 是随机分布的，转移到慢粒子和快粒子的净能量平均
起来应该是零。 在数学上，这一部分对应于式（１５畅７９）中振幅的线性项，其平均为
零。 真正的能量转移依赖于更小的效应，即振幅的平方项。 正如我们预期的那样，
通过上面的简单模型可以看到，经过 z i 的平均后，慢粒子有净的能量增加，而快粒
子有净的能量减少，因此利用冲浪图像解释 矪f‖ ／矪 v‖ ＜０ 导致能量吸收的讨论仍然
成立，但是原因却更细致微妙。

分析的最后一步是通过简单的功率平衡关系计算阻尼率 ωｉ。 这个功率平衡是
这样的。 通常，波在一个振荡周期内的总储能密度 U 包含电能、磁能和等离子体动
能等能量密度。 注意到等离子体动能密度来自于主体非共振粒子，可以由冷等离子
体分析得到。 因此，在没有阻尼的情况下，U 可以写成：

　　 U ＝ ω
２π∫２π／ω

０
ε０E２

２ ＋ B２

２μ０
＋∑

j

n jm ju２j
２ ｄt

＝ １
２

ε０ ｜E１｜２

２ ＋｜B１｜２

２μ０
＋∑

j

n０m j ｜u１ j｜２

２ （１５畅８５）

在第二个等号后面中多出来的 １／２ 来自于正弦函数的时间平均：枙 ｓｉｎ２ （ωt－k· r）枛 ＝
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枙 ｃｏｓ２ （ωt－k· r）枛 ＝１／２，也就是说，这里 U 被表示成了场的峰值的形式而不是均
方值。

如果存在无碰撞阻尼，U会随时间缓慢衰减，即 ωｉ≠０。 由于 U 是场的幅度的
平方项，在 ωｉ ＜＜ ωｒ的限制下，U随时间变化的关系将正比于形式 E倡

１ z E１ z ～ｅｘｐ，其中
ωｉ ＜０ 表示阻尼，即

　　 U（ t） ＝ １
２

ε０ ｜E１｜２

２ ＋｜B１｜２

２μ０
＋∑

j

n０m j ｜u１ j｜２

２ ｅ２ωｉt ＝U０ ｅ２ωｉt （１５畅８６）

因此，根据定义我们可以看到：
　　 ｄU／ｄt ＝２ωｉU （１５畅８７）

这里 ２ωｉU 表示波的能量损失率。 功率平衡要求波的功率损失等于共振粒子的功
率所得：

　　 （２ωｉU０ ＋SＬ ） ｅ２ωｉt ＝０ （１５畅８８）
所以，可以得到波的阻尼率：

　　 ωｉ ＝－SＬ ／２U０ （１５畅８９）
从冷等离子体模型分析出发，可以精确得到 U０ 这个量。 对于更一般化的冷等离子
体波（即具有 ３ 个方向的非零电场），经过简短的计算可得 U０ ＝（ ε０ ／４） E１

倡 · M
吃 ·

E１ ，这里，

　　 M
吃 ＝

M⊥ ＋n２‖ ｉMＡ －n‖ n⊥

－ｉMＡ M⊥ ＋n２ ０
－n‖ n⊥ ０ M‖ ＋n２⊥

（１５畅９０）

其中，

　　 M⊥ ＝１ ＋∑
j

ω２
ｐ j（ω２ ＋ω２

ｃ j）
（ω２ －ω２

ｃ j） ２

MＡ ＝２∑
j

ω２
ｐ jωωｃ j

（ω２ －ω２
ｃ j） ２

M‖ ＝１ ＋∑
j

ω２
ｐ j

ω２

（１５畅９１）

注意到通过直接计算，U０ 也可以写成这样的形式：
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　　 U０ ＝ε０
４ E倡

１ · M
吃 · E１ ＝ε０

４ c２ ｜B２
１ ｜＋E倡

１ · 矪矪ω［ωK
吃（ω）］· E１ （１５畅９２）

这个形式明白地指出，通过坡印亭定理即式（１５畅６１）引入的物理量 U 的确就是整个
波能量。

对于简单的静电波，考虑 E１ x ＝E１ y ＝n⊥ ＝０，则 E倡
１ · M

吃 · E１ ＝M‖ E‖
２ ，而且，

　　 U０ ＝ε０
４ １ ＋ω２

ｐｅ ＋ω２
ｐｉ

ω２ E２
‖ （１５畅９３）

而且，此时等离子体色散关系简化为 K‖ ＝０，即 ω２ ＝ωｐｅ
２ ＋ωｐｉ

２ ，因此 U０ ＝ε ０

E ２
‖ ／２。 利用 U０ 的表达式，并从式（１５畅８４）得到 SＬ ，就可以得到我们希望得到的阻
尼率的表达式：

　　 ωｉ
ωｐｅ

＝πω２
ｐｅ

２k２‖
矪f‖
矪 v‖ ωｐｅ ／k‖

＝－π１ ／２ ω３
ｐｅ

k３‖ v３Ｔｅ
ｅｘｐ － ω２

ｐｅ
k２‖ v ２

Ｔｅ
（１５畅９４）

这里，第二个等号后对应于平衡麦克斯韦分布函数。 这个著名的经典结果最早由朗
道从动理学理论直接得到，即众所周知的“朗道阻尼”。 式（１５畅９４）的重要结论是，
当相速度和热速度可比时，即 ω／k‖ ～v Ｔ ，强的朗道阻尼就会发生。 另外，ω／k‖ ＞＞
v Ｔ的波会在分布函数尾部产生共振，这时，只有极少数粒子参与共振，而且粒子数目
随相速度呈指数下降，对应阻尼率也非常微弱。 朗道阻尼是一种非常重要的等离子
体物理现象，它不仅仅出现在加热与电流驱动中，而在许多等离子体应用中都会
出现。
15畅6畅2　X模回旋阻尼

Ｘ 模回旋阻尼的计算和朗道阻尼类似，尽管在数学上要更加复杂，这是由于直
流磁场带来的复杂性。 然而，推导的整个过程还是一样的：①计算波引起的粒子能
量增加；②对所有初始条件平均；③乘以分布函数，对速度积分；④通过简单功率平
衡关系得到ωｉ。 在下面的分析中，我们将假设等离子体只和 l阶谐波ω≈lωｃ 共振。

需要注意的是，Ｘ 模回旋阻尼是由垂直于磁场 B０ ＝B０ e z 的电场分量引起的，平
行电场的贡献可以忽略。 而且，在研究回旋阻尼这个问题上，把电场表示成一系列
圆偏振波要比表示成线偏振波更方便。 具体地，波的电场通常可以写成两个圆偏振
波分量加上一个平行电场分量，如下所示：

　　 E ＝E＋ （ ｃｏｓ矱e x ＋ｓｉｎ矱e y） ＋E － （ ｃｏｓ矱e x －ｓｉｎ矱e y） ＋E‖ ｃｏｓ矱e z
≈ E＋ （ ｃｏｓ矱e x ＋ｓｉｎ矱e y） （１５畅９５）
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这里 E１ x ＝（E ＋ ＋E －）Ｒｅ（ ｅ ｉ矱），E１ y ＝矱（E ＋ －E －）Ｒｅ（ ｅ i矱），矱（ t） ＝k⊥ x ＋k‖ z －ωt。
E ±对应于左旋圆偏振波和右旋圆偏振波，它们分别与离子和电子发生共振。 下面的
分析将会对离子进行，因此在无碰撞阻尼分析中只保留 E ＋项。 对离子而言，当 ω≈
lωｃ 时，E －和 E‖并不会产生强的波唱粒子共振。 然而，在计算波能 U０ 时 E －、E‖必须

和 E ＋一样被包含在内。 除了电场外，还有波自身的磁场，但在非相对论情况下，这
个磁场相对于背景磁场可以忽略，因此 B≈ B０ e z。

在这些假设下，描述回旋阻尼的单粒子运动可以简化为：

　　
ｄv
ｄt －Ωｉ v ×e z ＝eE ＋

m ｉ
（ ｃｏｓ矱e x ＋ｓｉｎ矱e y），v（０） ＝v⊥ e x ＋v‖ e z

ｄr
ｄt ＝v， r（０） ＝x ｉe x ＋y i ey ＋z ie z

（１５畅９６）
这里 Ωｉ ＝ωｃ ｉ ＝eB０ ／m ｉ。 此后，我们记 Ωj ＝｜ωｃ j｜＝｜q jB ０ ／m j｜＞０。

平行运动很容易计算：v z ＝v‖ ，z ＝z ｉ ＋v‖ t。 通过引入两个复变量 v ＋ ＝v x ＋ｉvy 和
r ＋ ＝x ＋ｉy，这样关于两个垂直速度的矢量方程可以变为标量方程：

　　
ｄv＋
ｄt ＋ｉΩｉ v＋ ＝eE＋

m ｉ
ｅ ｉ矱，v＋（０） ＝v⊥

ｄr＋
ｄt ＝v＋， r＋（０） ＝r ｉ

（１５畅９７）

这里 r ｉ ＝ x ｉ ＋ｉy ｉ。 注意 v ＋，r ＋是复数，而 vx，vy，x，y，矱都是实数。
和计算朗道阻尼式一样，这些方程通过假设 E ＋为小量进行以下小振幅展开来解：

v ＋（ t） ＝ v０（ t） ＋v１ （ t） ＋…，r ＋（ t） ＝r０ （ t） ＋r１ （ t） ＋…。 这意味着 矱（ t） ＝矱０ （ t） ＋矱１

（ t） ＋…，其中矱０ （ t） ＝k⊥x０ （ t） ＋k‖z（ t） －ωt，矱１ （ t） ＝k⊥ x１ （ t），x０ （ t） ＝Ｒｅ［ r０ （ t）］ ，
x１ （ t） ＝Ｒｅ［ r１ （ t）］。

零阶方程对应于无扰动轨道：
　　 ｄv０ｄt ＋ｉΩｉ v０ ＝０，　　 v０ （０） ＝v⊥

ｄr０
ｄt ＝v０ r０ （０） ＝r ｉ

（１５畅９８）

其解为熟知的回旋运动。 在现在的记号下，具有以下形式：
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　　 v０ ＝v⊥ e－ｉΩｉt

r０ ＝r ｉ ＋ｉ v⊥Ωｉ
（ e－ｉΩｉt －１）

矱０ ＝矱ｉ ＋（ k‖ v‖ －ω） t ＋k⊥ v⊥Ωｉ
ｓｉｎ（Ωi t）

（１５畅９９）

这里 矱ｉ ＝k⊥ x ｉ ＋k‖ z ｉ。 一阶方程可以写成：
　　 ｄυ１

ｄt ＋ｉΩｉ v１ ＝eE ＋
m ｉ
ｅ ｉ矱０，　　　 v１ （０） ＝０

ｄr１
ｄt ＝v１ ， r１ （０） ＝０

（１５畅１００）

这里 ｅｘｐ（ ｉ矱０ ）有些复杂，因为 ｓｉｎ（Ωｉ t）在指数上出现。 这一项可以通过傅里叶分析
化简。 利用恒等式

　　 ｅ ｉαｓｉｎτ＝∑∞－∞
Jn（α） ｅ ｉnτ （１５畅１０１）

其中 Jｎ 是 n 阶贝塞尔函数，可以得到：
　　 ｅ ｉ矱０ ＝ｅ ｉ矱ｉ∑

n
Jn（w） ｅ－ｉ ω－nt （１５畅１０２）

这里 w ＝k⊥ v⊥ ／Ωｉ，ω－n ＝ω－k‖ v‖ －nΩｉ。 利用这个关系，我们可以求解一阶运动方
程，其解为：

　　 v１ ＝ｉ eE＋
m ｉ
e ｉ矱ｉ∑

n

Jn（w）
ω－n＋１ （ ｅ－ｉω－nt －ｅ－ｉΩｉt）

r１ ＝－eE ＋
m ｉ
e ｉ矱ｉ∑

n

Jn（w）
ω－n＋１ ｅ－ｉω－ｎt －１ω－n －ｅ－ｉΩｉt －１

Ωｉ

（１５畅１０３）

下一步是利用轨迹的解去计算在单位时间内粒子由于和波共振相互作用所造

成的能量改变。 粒子能量改变可以从下面的关系得到：
　　 ｄWｄt ＝ ｄｄt

m ｉ v２

２ ＝e v· E ＝e E ＋ Ｒｅ（ v倡＋e ｉ矱） （１５畅１０４）

和朗道阻尼时一样，计算必须进行到振幅的二阶量，从而可以得到：
　　 ｄWｄt ＝eE＋ Ｒｅ（ v倡０ ｅ ｉ矱０ ＋v倡１ ｅ ｉ矱０ ＋ｉ矱１ v倡０ ｅ ｉ矱０） （１５畅１０５）

我们感兴趣的量是对所有初始条件平均的 ｄW／ｄt：
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　　 ｄ珡Wｄt ＝ １
２π∫２π０

ｄW
ｄt ｄ矱ｉ （１５畅１０６）

同样，振幅的线性项平均为零。 经过稍显乏味的计算后，第二项和第三项的平均值
可以得出来：

　　 ｄ珡Wｄt ＝e
２E２

＋
m ｉ ∑m，n Jm （w） Jn（w）（T１ ＋T２ ）

T１ ＝ １ω－n＋１ ［ ｓｉｎ（m －n）Ωｉ t ＋ｓｉｎω－m＋１ t］

T２ ＝k⊥ v⊥２
ｓｉｎ（m －n）Ωｉ t

ω－nω－n＋１ ＋ｓｉｎω－m＋２ t
Ωｉω－n＋１ －ｓｉｎω－m＋１ t

Ωｉω－n

（１５畅１０７）

考虑到强的波唱粒子相互作用只在特定的 l 下发生（ω－l ＝０） ，因此上面这个看起来
有点复杂的表达式可以简化。 这个条件等价于驱动等离子体的波具有ω≈ lΩｉ 的

频率。 对于 p≠ l，条件 ω－ p ＝０ 同样会产生一个共振，但共振远在分布函数的尾部：
v‖ ／vＴｉ ＝（ p －l）Ωｉ ／k‖ vＴｉ ～c／n‖ vＴｉ ＞＞ １。 第二个可以进行的简化是只有 ｓｉｎω－ l t 的项
才会对强共振相互作用有贡献。 那些 p≠ l 的（ ｓｉｎω－p t） ／ω－l 项非常快速振荡，因此不
能连续地给予粒子能量。 总之，在双重求和号内，只有那些包含（ ｓｉｎω－l t ／ω－l ）项的积
分才会引起强的共振相互作用。 把这些项从双重求和号中提取出来，就得到 ｄ珡W ／
ｄt的简单形式：

　　 ｄ珡Wｄt ＝e
２E２

＋
m ｉ
ｓｉｎω－l t
ω－l J２l－１ ＋w２ J l－１ （ J l－２ －J l）

＝e
２E２

＋
２m ｉ

ｓｉｎω－l t
ω－l １

w
ｄ
ｄw（w

２ J２l－１ ） （１５畅１０８）
接下来是把平均能量变化乘以分布函数，然后对速度空间积分，由此得到粒子

在单位体积内的功率吸收 SＸ 。 为方便起见，假设分布函数具有 f０ （ v‖ ， v⊥ ） ＝n０
f‖ （ v‖） f⊥ （ v⊥），则功率密度的表达式可以写成：

　　 SＸ ＝πn０ e２E２
＋

m ｉ ∫∞

－∞ f‖
ｓｉｎω－l t
ω－l ｄv‖ ∫∞

０
f⊥
w
ｄ
ｄw（w

２ J２l－１ ） v⊥ｄv⊥ （１５畅１０９）

当 t→∞时，共振平行速度处于很窄的范围内，因此，如同在处理朗道阻尼时那样，
f‖可以从积分函数中提取出来，剩余的积分就可以解析求得。 注意 w ＝k⊥ v⊥ ／Ωｉ，利
用分部积分，垂直速度空间的积分可以得到简化。 经过这一系列简化，可以得到：

　　 SＸ ＝－π２ n０ e２E２
＋

m ｉ
f‖ （ v ｌ）
k‖ ∫∞

０ v
２
⊥J２l－１

矪f⊥
矪v⊥ ｄv⊥ （１５畅１１０）
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这里 v l ＝（ω－lΩｉ） ／k‖ 。
假设 f⊥为麦克斯韦分布，于是有下面的积分关系：
　　∫∞

０ x
３ e－x２／２αJ２P （ x）ｄx ＝２α２ ｄ

ｄα∫∞

０ xｅ－x２／２αJ２P （ x）ｄx
＝２α２ ｄ

ｄα［αｅ
－αIP （α）］ （１５畅１１１）

这里 IP 为修正贝塞尔函数。 这样对 SＸ的计算终于完成，最后的形式如下：

　　 SX ＝πn０ e２E２
＋

m ｉ
f‖（ v l）
k‖

ｄ
ｄb［ bｅ

－b I l－１ （ b）］

＝π１ ／２ n０ e２E２
＋

m ik‖ vＴｉ
ｄ
ｄb［ bｅ

－b I l－１ （ b）］ ｅｘｐ － ω－lΩｉ
vＴｉ

２ （１５畅１１２）

这里 b ＝k⊥ ２ vＴ ｉ ２ ／２Ω２
ｉ ＝k⊥ ２ rＬ ｉ ２ ／２。 注意第二个等号后为麦克斯韦分布下的结果。

分析的最后一步是利用功率平衡求得阻尼率 ωｉ。 回旋阻尼具有和朗道阻尼一
样的功率平衡关系，则

　　 ωｉ ＝－SＸ ／２U０ （１５畅１１３）
这里 U０ 的一般表达式在式（１５畅９２）中给出 U０ ＝（ ε０ ／４） E倡

１ · M
吃 · E１ 。 后面将会看

到，在冷等离子体色散关系中假设 n‖ ＝０ 对于计算 Ｘ 模阻尼是个很好的假设。
n‖ ＝０ 也就意味着 E‖ ＝０。 而且，注意到 E１ x ＝E ＋ ＋E －， ｉE１ y ＝E ＋ －Ｅ －，经过简短
的计算可以得到：

　　 U０ ＝ε０
４ MＸ｜E

２
＋｜

MＸ ＝ １
｜E２

＋｜［ n
２
⊥ ｜E ＋－E－｜２ ＋２M⊥（｜E ＋｜２ ＋｜E －｜２ ）

＋２MＡ （｜E＋｜２ －｜E －｜２ ）］

（１５畅１１４）

当我们仔细分析色散关系，在给定 n⊥和偏振关系 E －／E ＋时，可以精确地得到 MＸ 。
现在，读者只需要假设 MＸ 是个已知的量就行了。

最后，我们终于得到所需的阻尼率：

　　 ωｉ
ωｐｉ

＝－２πωｐ ｉ
MＸ

f‖ （ v l）
k‖

ｄ
ｄb［ be

－b I l－１ （ b） ］ （１５畅１１５）

对于麦克斯韦分布的 f‖ ，在小回旋半径假设下，最低两阶谐波的阻尼率分别为：
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ωｉ
ωｐｉ

＝－２π１ ／２

MＸ
ωｐｉ
k‖ vＴ ｉ

ｅｘｐ － ω－Ωｉ
k‖ vＴｉ

２
　　　　　 l ＝１

ωｉ
ωｐｉ

＝－π１ ／２

MＸ
ωｐｉ
k‖ vＴｉ

ｅｘｐ － ω－２Ωｉ
k‖ vＴ ｉ

２ k⊥ vＴｉ
Ωｉ

２
l ＝２

（１５畅１１６）

注意到二次谐波回旋加热的阻尼率比基波低 k２⊥ r２Ｌｉ量级，而且，当波的频率等于局域
回旋谐波频率 ω＝lΩｉ 时，得到最大阻尼率。 对于 Ｘ 模电子回旋共振也有类似的
关系。

前面提到在加热应用中，可以看到，我们更希望得到的是 k⊥ ｉ，而不是 ωｉ。 回忆
起前面提到过，二者通过 k⊥ ｉ ＝－ωｉ ／Vｇ⊥联系起来。 而且 U０ 和 V ｇ⊥也通过 P⊥ ＝V ｇ⊥
U０ 和 P⊥联系起来。 因此，可以得到：

　　 k⊥ ｉ ＝SＸ ／２P⊥ （１５畅１１７）
对于 Ｘ 模，P⊥ ＝E１ yB倡

１ z ／２μ０ ＝n⊥ ｜E２
１ y ｜／c。 利用这些结果，可以得到 k⊥ ｉ的表达式：

　　 k⊥ ｉ cωｐｉ ＝π１ ／２

n⊥
E ＋
E１ y

２ ωｐｉ
k‖ vＴ ｉ

ｄ
ｄb［ bｅ

－b I l－１ （ b）］ ｅｘｐ － ω－lΩｉ
k‖ vＴｉ

２
（１５畅１１８）

这里 E１ y ＝E ＋ －E －。
最后，考虑一下 Ｘ 模回旋阻尼的物理理解将会是件有趣的事。 首先考虑基波

频率下的共振，这和朗道阻尼有几分类似。 先假设有一个圆偏振波，其电失量沿着
和离子回旋运动相同的方向旋转。 在空间上给定点上，注意那些其平行速度的多普
勒频移与局域回旋频率共振的离子。 对于基波，k⊥的效应是不重要的，可以假设为
零 k⊥ ≈０。 描述 v⊥演化的方程简化为：

　　 ｄv＋ｄt ＋ｉΩｉ v＋ ＝eE＋
m ｉ
ｅ－ｉΩｉt，v＋ （０） ＝v⊥ （１５畅１１９）

方程的解是：
　　 v＋ ＝v⊥ ｅ－ｉΩｉt ＋eE ＋

m ｉ
t ｅ－ｉΩｉt （１５畅１２０）

第二项很清晰地给出和共振相互作用有关的时间久期行为。 在多普勒频移的坐标
系中，离子看到一个一直和回旋运动同相的电场，因此导致定常的能量吸收。 这就
是基波的回旋阻尼。

高次谐波的情形稍微复杂一点。 例如，对应于 ω－k‖ v‖ ＝２Ωｉ 的多普勒频移

后的频率并不和回旋频率共振。 但是，当 k⊥ ≠ ０ 时，由于有限的垂直波长效应，粒
子并不是由空间均匀而时间上正弦振荡的波场驱动。 事实上，当垂直波长和回旋半
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径可比时，在给定时间上，在回旋轨道两端的电场改变了符号（图 １５畅１６）。 这种空
间导致的符号改变让粒子重新变成共振的。 这个效应可以从包含小 k⊥rＬ 的 v⊥方程
清晰地看出：

　　 ｄv＋ｄt ＋ｉΩｉ v＋ ＝eE ＋
m ｉ
ｅ－ｉ（ ２Ωｉt －k⊥x）

≈ eE ＋
m ｉ
ｅ－ｉ２Ωｉt １ ＋k⊥ v⊥２Ωｉ

（ ｅ iΩｉt －ｅ－ｉΩｉt） （１５畅１２１）
正比于（ k⊥ vＴ ／２Ωｉ） ｅｘｐ（ ｉΩｉ t）的空间项和二次谐波合拍，从而产生一个和有限回旋
半径相关的共振相互作用。 这就是高次回旋谐波下能量被吸收的机制。

图 15畅16　

15畅6畅3　O模回旋阻尼和推广的朗道阻尼
最后一种让我们感兴趣的波唱粒子共振相互作用包含两种密切联系的现象：Ｏ

模回旋阻尼和推广的朗道阻尼，它们分别与电子回旋加热和低杂波驱动有关。 相应
的分析与 Ｘ 模回旋阻尼和简单的朗道阻尼类似。 首先，Ｏ 模回旋阻尼发生在 l≥１
共振处，其中电场只有一个沿 B０ 的分量：E ＝E‖ｃｏｓ（ k⊥x ＋k‖z －ωt） e ｚ。 这种情况
下，扰动磁场不为零，而是包含一个垂直分量 B ＝B０ e z ＋B１ y ｃｏｓ（ k⊥x ＋k‖ ｚ －ωt） e y。
这里没有 E ±，但 v‖B１ y项会产生一个“等效垂直电场”驱动类似 Ｘ 模回旋阻尼的作
用。 第二，推广的朗道阻尼对应于 l＝０ 共振，它同样具有一个平行于背景磁场的非
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零电场分量。 然而，和简单朗道阻尼不同的是，通常情况下包含垂直于磁场的电场
分量 E１ x，E１ y。 由于 l＝０，这些分量不和任何回旋谐波共振，因此并不会产生 Ｘ 模回
旋阻尼。

说到 Ｏ 模回旋阻尼，注意到在 Ｘ 模回旋阻尼中也有类似的 v‖ ×B１ 项，但是这
一项和 E ±相比很小，所以在那里被忽略了。 而对于 Ｏ 模而言，v‖ ×B１项的大小差

不多与 Ｅ ±可比，而且根据 Ｏ 模定义可知，没有更大的 E ±项来与之比较。 因此，由
于 Ｏ 模中的 v‖B１ y与 Ｘ 模中的 E ±相比相对较小，所以大概看起来 Ｏ 模回旋阻尼比 Ｘ
模回旋阻尼要弱一些。

另一点需要记住的是，我们感兴趣的 Ｏ 模回旋阻尼对应于 k‖ → ０ 的传播。 后
面将会看到，这对应于加热时等离子体密度的最大化。 但是允许 k‖ → ０ 并不是一
个平凡的数学极限。 由于这个原因，计算 Ｏ 模回旋阻尼时需要先在有限 k‖下进行，
然后令 k‖ →０ 来得到准确的结果，这个计算过程将在 １５畅７ 节给出。 不过，在冷等
离子体 Ｏ 模可近性分析中，我们可以在一开始令 k‖ →０。 但是，当推广的朗道阻尼
应用于低杂波电流驱动时，要求一个非零的 k‖ ，因此对于阻尼和冷等离子体可近性
分析都必须假设 k‖ ≠０。

由于对于 Ｏ 模回旋阻尼和推广的朗道阻尼的无碰撞阻尼计算都要求一个非零
的 k‖ ，即非零的 E‖ ，那么就需要一个普遍一点的分析。 计算细节和前面给出的简
单朗道阻尼和 Ｘ 模回旋阻尼非常类似，因此可以只是简单地列出基本步骤并给出
相关结果。 下面将以电子为对象来描述这个过程。 分析一开始，我们用法拉第定律
将 B１ y和 E‖联系起来。 简单计算可知 B１ y ＝－k⊥ E‖ ／ω。 对于电子，基本的单粒子运
动方程简化为：

　　 ｄvｄt ＋Ωev ×e z ＝－eE‖
m ｅ

k⊥ vｚ
ω e x ＋ １ －k⊥ v xω e z ｃｏｓ矱

　　 ｄr
ｄt ＝v

（１５畅１２２）

这里，矱＝k⊥ x＋k‖ z－ωt，初始条件是 v（０） ＝v⊥ ex ＋v‖ ez，r（０） ＝r ｉ ＝x ｉex ＋y ｉey ＋z ｉe z。
运动方程的解仍然可以通过小量展开得到：v ＝v０ ＋v１ ＋…，r ＝r０ ＋r１ ＋…。 零

阶解对应于回旋运动，即
　　v０ ＝v⊥ （ ｃｏｓΩe ｔ e x ＋ｓｉｎΩe t e y） ＋v‖ e z

r０ ＝r ｉ ＋v⊥Ωｅ
［ ｓｉｎΩｅ te x －（ ｃｏｓΩｅ t －１） ey］ ＋v‖ t e ｚ

（１５畅１２３）

通过直接但是稍显冗长的计算可以得到一阶解，我们把能量计算需要的量写在
下面：
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　　v１ ｘ ＝eE‖
m ｅ
k⊥ v‖
ω ∑

n
Jn（w）V x（ t）

x１ ＝eE‖
m ｅ
k⊥ v‖
ω ∑ｎ Jn（w）X（ t）

v１ z ＝eE‖
m ｅ ∑n Jn（w）V z（ t）

z１ ＝eE‖
m ｅ ∑n Jn（w）Ｚ（ t）

（１５畅１２４）

这里 w ＝k⊥ v⊥ ／Ωｅ，其他一些量如下：

　　Vx ＝珚ωn ｓｉｎ（矱ｉ －珚ωn t）
珚ωn＋１珚ωn－１

－ｓｉｎ（矱ｉ －Ωｅ t）
２珚ωn＋１

－ｓｉｎ（矱ｉ ＋Ωｅ t）
２珚ωn－１

X ＝ｃｏｓ（矱ｉ －珚ωn t）
珚ωn＋１珚ωn－１

－ｃｏｓ（矱ｉ －Ωｅ t）
２珚ωn＋１Ωｅ

＋ｃｏｓ（矱ｉ ＋Ωｅ t）
２珚ωn－１Ωｅ

V z ＝ １ －nΩｅ
ω
ｓｉｎ（矱ｉ －珚ωn t） －ｓｉｎ矱ｉ

珚ωn

Z ＝ １ －nΩｅ
ω

ｃｏｓ（矱ｉ －珚ωn t） －ｃｏｓ矱ｉ
珚ω２
n

－tｓｉｎ矱ｉ珚ωn

（１５畅１２５）

下一步是计算对所有初始位置平均的电子能量吸收率。 经过有点乏味的计算，
可以得到：

　　ｄ珡Wｄt ＝－ １
２π∫２π０ ｄ矱ｉ em ｅ v０ zE z ＋v０ z 矪

E z
矪x０ x１ ＋v０ z 矪E z矪z０ z１ ＋v１ zE z

　 　 ＝e
２E２

‖
２m ｅ

lk２⊥ v２‖
ωΩｅ

１
w
ｄJ２l
ｄw ＋ω－lΩｅ

ω J２l ｄｄ珚w l

珚w l－ω＋lΩｅ
珚w l

ｓｉｎ珚w l t

（１５畅１２６）
在第二个等号后面的式子中，双重求和内只有共振项的贡献被保留。

把平均能量吸收率乘以分布函数 f０ （ v⊥ ，v‖ ） ＝n０ f‖ （ v‖ ） f⊥ （ v⊥ ），对所有速度
积分，就可以得到单位体积的功率吸收 SＯ 。 在麦克斯韦分布下，经过简短的计算可
以得到：

　　 SＯ ＝π１ ／２ n０ e２E２
‖

m ｅ
e－b I ｌ（ b） （ω－lΩｅ） ２

k３‖ v３Ｔｅ
ｅｘｐ － ω－lΩｅ

k‖ vＴｅ

２
（１５畅１２７）

这里 b ＝k２⊥ v２Ｔｅ ／２Ω２
ｅ 。

最后一步是利用功率平衡关系 ωｉ ＝－SＯ ／２U０ 计算阻尼率 ωｉ畅最终可以得到下
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面的关系：

　　 ωｉ
ωｐｅ

＝－２π１ ／２

MＯ
ωｐｅ
k‖ vＴｅ

ω－lΩｅ
k‖ vＴｅ

２
ｅ－b I ｌ（ b） ｅｘｐ － ω－lΩｅ

k‖ vＴｅ

２
（１５畅１２８）

这里，对于 Ｏ 模回旋阻尼 E１ x ＝E１ y ＝０，有 MＯ ＝M‖ ＋n２⊥ ＝１ ＋n２⊥ ＋（ω２
ｐｅ ＋ωｐｉ ２ ） ／ω２ 。

对于推广的朗道阻尼，E１ x≠０，E１ y ≠０，需要 MＯ 完全的表达式 MＯ ＝E倡
１ · M

吃 ·
E１ ／E２

‖ 。
这里有几点重要的地方需要注意，他们涉及 Ｏ 模和 Ｘ 模电子回旋阻尼率的比

较。 首先，对于基频（即 l ＝１），Ｘ 模阻尼率正比于 I０ （ b），而 Ｏ 模阻尼率正比于
I１ （ b） ，因此 Ｘ 模的 ωｉ 比 Ｏ 模的大 １／k２⊥ r２Ｌｅ量级。 当然我们后面会看到，这点优势并
不容易实现。 第二，Ｏ 模阻尼率有一个乘数因子（ω－lΩｅ ） ２ ／k２‖ v２Ｔｅ，这就意味着在精
确的回旋共振处（ω＝lΩｅ）处，阻尼为零，最大的阻尼则发生在稍许偏离回旋共振的
两个地方，对应于 ω＝lΩｅ ±k‖ vＴｅ。 最后，注意到，当 l ＝０ 及 b ＜＜ １，正如预期的那
样，推广的朗道阻尼回归到简单的朗道阻尼。 加热或电流驱动中需要空间的阻尼率
k⊥ ｉ同样可以通过 k⊥ ｉ ＝SＯ ／２P⊥求得。 通过简短的计算，可以得到以下结果。

Ｏ 模回旋阻尼：

　　 k⊥ ｉ cωｐｅ ＝π１ ／２

n⊥
ωｐｅ
k‖ vＴｅ

ｅ－b I ｌ（ b） ω－lΩｅ
k‖ vＴｅ

２
ｅｘｐ － ω－lΩｅ

k‖ vＴｅ

２
（１５畅１２９）

推广的朗道阻尼：

　　
k⊥ ｉ c
ωｐｅ ＝π１ ／２ ｜E２

‖ ｜
E２

０

ωｐｅ
k‖ vＴｅ

ｅ－b I０ （ b） ω
k‖ vＴｅ

２ ｅｘｐ － ω
k‖ vＴｅ

２

E２
０ ＝（n⊥E倡

‖ －n‖E倡
１ x ）E‖ ＋n⊥ ｜E１ y｜２

（１５畅１３０）

这样我们就完成了聚变等离子体中各种类型无碰撞阻尼的阻尼率的推导。
15畅6畅4　小　结

利用简单的单粒子分析，计算了朗道阻尼和回旋阻尼。 加热和电流驱动需要的
是对空间阻尼率的结果。 在平衡麦克斯韦分布的条件下，这些无碰撞阻尼引起的空
间阻尼率总结如下。

Ｘ 模回旋阻尼：

　　 k⊥ ｉ cωｐｉ ＝π１ ／２

n⊥
E ±
E１ y

２ ωｐｊ
k‖ vＴ ｊ

ｄ
ｄb［ bｅ

－b I l－１ （ b）］ ｅｘｐ － ω－lΩｊ
k‖ vＴｊ

２
（１５畅１３１）

Ｏ 模回旋阻尼：
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　　 k⊥ ｉ cωｐｉ ＝π１ ／２

n⊥
ωｐｊ
k‖ vＴ ｊ

ｅ－b I l（ b） ω－lΩｊ
k‖ vＴｊ

２
ｅｘｐ － ω－lΩｊ

k‖ vＴｊ

２
（１５畅１３２）

推广的朗道阻尼：

　　
k⊥ ｉ c
ωｐｉ ＝π１ ／２ ｜E２

‖｜
E２

０

ωｐｊ
k‖ vＴｊ

ｅ－b I０ （ b） ω
k‖ vＴｊ

２ ｅｘｐ － ω
k‖ vＴｊ

２

E２
０ ＝（n⊥E倡

‖ －n‖E倡
１ x ）E‖ ＋n⊥ ｜E１ y｜２

（１５畅１３３）

这里 b ＝（１／２）（ k⊥ vＴｊ ／Ωｊ） ２ ＝（１／２） （ vＴｊ ／ｃ） ２ （ω／Ωｊ） ２ n２⊥ ， j 表示离子或者电子。 对
于 Ｘ 模回旋阻尼，上面的符号对应于离子，下面的对应于电子。 电场的不同比例及
n２⊥的精确值需要对于冷等离子体色散关系进行仔细分析。

至此，所有分散的知识点都已经讨论完毕，后面我们将把这些结果组合在一起
来研究电子回旋加热、离子回旋加热和低杂波电流驱动。

15畅7　电子回旋加热（ECH）
电子回旋加热已经被证明在目前的托卡马克装置上是一种非常有效的加热方

法。 在下一代点火装置，如 ＩＴＥＲ，或者在未来的反应堆中，电子回旋加热应该也起
到重要作用。 由于短波长的特点，电子回旋加热提供了利用局域加热来实现合适的
等离子体参数分布的方法，以达到提高磁流体比压极限、提高自举电流份额、抑制
局域的电阻磁流体不稳定性等目的。 但对于电子回旋加热来说，最大的不利条件是
缺乏大功率的稳态源，尽管在这方面的研发项目已经启动。 我们希望做到的是，在
ＩＴＥＲ 需要的时候，可以提供符合条件的波源。 但这一节的首要目标是理解电子回
旋加热，并计算其吸收份额，这对于反应堆功率平衡和经济性考虑来说都是一个关
键的参数。

电子回旋加热可以使用 Ｏ 模，也可以使用 Ｘ 模。 两点指导原则可以帮助决定
哪一种是最好的选择。 第一，当密度超过密度极限时，电子回旋波会被反射，这就
意味着该临界点以外的可近性变得很差。 这个密度极限可以用等离子体频率和回
旋频率表示，通常写成这样的形式：ω２

ｐｅ ／Ω２
ｅ ≤ K。 这里 K 是一个常数，差不多 １ 的

量级，它的精确值由具体考虑的电子回旋波的细节决定。 在一个简化的反应堆等离
子体中心，对应于密度峰化因子为 ４ ／３，相关参数为 ωｐｅ ＝８畅０ ×１０ １１ ｓ －１ ，Ωｅ ＝８畅３ ×
１０ １１ ｓ －１ ，有 ω２

ｐｅ ／Ω２
ｅ ＝０畅９６，相当接近电子回旋波的密度极限。 因此，第一个指导原

则是设计电子回旋波系统使得密度极限尽可能高。
第二个原则是，一般而言，希望尽可能工作在低的回旋谐波下，l ＝１ 是最佳选

择。 原因是对于 Ｏ 模，阻尼率正比于 （ k２⊥ r２Ｌｅ ） l，对于 Ｘ 模，阻尼 率正比 于
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（ k２⊥ r２Ｌｅ ） l －１ ，由于在感兴趣的区域有 k２⊥ r２Ｌｅ ＜＜ １，更高阶谐波的阻尼率会随着 l增加
而迅速降低。

考虑到实际运行，电子回旋波通常从托卡马克的外侧注入，这样可以有更大的
几何空间操作。 波基本上垂直注入等离子体，即 n‖ ≈０。 在实际情况下，由于天线
具有一定的尺寸，会产生一个 n‖谱。 但对于目前讨论的情形，当从冷等离子体色散
关系讨论可近性时，令 n‖ ≈ ０ 仍然是个很好的假设，不过在计算阻尼率时需要假设
一个小但是非零的 n‖ 。 但是，在 n‖ → ０ 时最后计算得到的功率吸收份额和 n‖
无关。

下面的分析将会得到以下结果。 使用 l ＝１ 的 Ｏ 模电子回旋波到达等离子体
中心有着不错的可近性，然而其阻尼率比 l＝１ 的 Ｘ 模低大约 k２⊥ r２Ｌｅ。 另一方面，l＝１
的 Ｘ 模电子回旋波只有利用较棘手的高场侧注入才具有好的可近性，而外侧注入
的 Ｘ 模只有利用二次谐波（即 l ＝２ 时）才是可行的。 二次谐波的 Ｘ 模阻尼率比 Ｘ
模基波阻尼率低大约 k２⊥ r２Ｌｅ，因此可以和 Ｏ 模基波大体相当。 利用 l＝２ 的 Ｘ 模电子
回旋波的好处就是密度极限是 Ｏ 模的两倍，劣势就是需要二倍频的波。 对于 ＩＴＥＲ
这样的反应堆，二倍频对应 f＝２８０ ＧＨｚ。 在这个频率上的高功率稳态源还处在研发的
非常早期的阶段，这样的源是否可行还有待观察。 不过，对应于 l＝１ 的 f＝１４０ ＧＨｚ回
旋管，其研发看起来已经接近成熟。 尽管在可近性方面有上面提到的各种微妙的可
能性，但只要假设有合适的波源，密度也在密度极限以下，对于任何一种加热模式，
电子回旋加热都会有一个非常高比例的功率吸收。

下面的分析步骤就是先利用冷等离子体色散关系研究可近性，然后利用无碰撞
阻尼率计算功率吸收比例。 这个过程会对 Ｏ 模和 Ｘ 模分别进行。
15畅7畅1　O模可近性

电子回旋波 Ｏ 模的可近性可以很容易从等离子体色散关系中得到。 假设 n‖ ＝０，
考虑只有 E‖≠ ０（即 E ± ＝０）的波，从式（１５畅７１）可以看到 Ｏ 模色散关系是：

　　 n２⊥ ＝K‖ ＝１ －ω２
ｐｅ

ω２ －ω２
ｐｉ

ω２ ≈ １ －ω２
ｐｅ

ω２ （１５畅１３４）
理解可近性条件的一个简便方法如图 ５畅１７ 所示。 考虑图 １５畅１７ 中的几何位

形。 波从环外侧的低场侧注入。 当波向等离子体中心传播时（即图中向右传播） ，
密度和环向场都增加。 我们注意到，由于环向场 B矱 ≈B０ （R０ ／R）在托卡马克中是占
支配地位的场，因此回旋共振吸收区对应于等离子体中垂直的一小窄条。 当电子回
旋波波阵面和回旋共振层相重叠时，就可以实现等离子体加热。 对于 l ＝１ 模的中
心加热，必须选择等于中心回旋频率的波频 ω＝Ωｅ（R０ ）。

把这个值代入式 （ １５畅１３４ ）中，我们可以画出 n２⊥ 和 ω２
ｐｅ ／Ω２

ｅ 的关系图，如图
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１５畅１８ 所示（注意，对于 Ｏ 模，可以忽略环形效应，简单地假设等离子体中回旋频率
Ωｅ 为常数）。 从 n２⊥轴出发向右移动，可以看到 n２⊥的值随着密度增加的变化。 这
个正好是波往等离子体中心传播的过程。 好的可近性意味着 n２⊥ ＞０，而当 n２⊥穿过

图 15．17　用于研究可近性的几何示意图（波从 x＝－a注入，
x＝０ 代表等离子体中心，共振层对应于ω＝Ωｅ（R０）的垂直带）

图 15．18　电子回旋波 Ｏ模外部注入的色散关系（ω２
ｐｅ／Ω２

ｅ ＜１ 时具有好的可近性）
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截止点，它的值变成负的，可近性就变得很差了。 这样的区域在图中用阴影表示。 因此，
可近性好的区域对应于图 １５畅１８ 中从左侧的轴出发的所有非阴影区。 到阴影截止区的
转化点就代表着电子回旋波可达的最大密度，这就是电子回旋波加热的密度极限。 从图
１５畅１８ 可以看到，电子回旋波 Ｏ模具有好的可近性需要密度满足下面的条件

　　 ω２
ｐｅ ／Ω２

ｅ ≤ １ （１５畅１３５）
这个值在许多目前的装置实验中是满足的，也接近于未来反应堆中的需求。

15畅7畅2　O模吸收
现在的目标是计算当波穿过共振层时输入功率被吸收的比例。 把空间阻尼率

k⊥ ｉ代入功率平衡关系，经过分析可以得出需要得到的吸收比例。 为获得 k⊥ ｉ的准确
表达式，把 l ＝１ （基波加热） 和 n⊥ ＝（１ －ω２

ｐｅ ／Ω２
ｅ ） １ ／２ （可近性分析得到 ） 代入

式（１５畅１３２） ，可以得到：

　　
k⊥ ｉ c
Ωｅ

＝π１ ／２ Ωｅ
k‖ vＴｅ

ω２
ｐｅ

Ω２
ｅ

１ －ω２
ｐｅ

ω２

－１ ／２
ｅ－b I１ （ b）ζ２ e－ζ２

ζ＝ω－Ωｅ
k‖ vＴｅ

（１５畅１３６）

假设共振层非常薄，在 x ＝０ 处对 ζ做泰勒展开：
　　 ζ＝ω－Ωｅ（ x）

k‖ υＴｅ ≈－Ω＇ｅ x
k‖ vＴｅ

≈－ Ωｅ
k‖ vＴｅ

x
R０

（１５畅１３７）
并且，注意到在小回旋半径极限下有
　　 e－b I１ （ b） ≈ １

４
k２⊥ v２Ｔｅ
Ω２
ｅ

＝n
２
⊥
４
v２Ｔｅ
c２

ω２

Ω２
ｅ
＝ １

４ １ －ω２
ｐｅ

Ω２
ｅ

v２Ｔｅ
c２

（１５畅１３８）

同时把 ω＝Ωｅ 代入前面的系数项，k⊥ ｉ的表达式（１５畅１３６）可以进一步简化，得到：

　　 k⊥ ｉ ＝π１ ／２

４
vＴｅΩ２

ｅ

κ‖ c３
ω２
ｐｅ

Ω２
ｅ

１ －ω２
ｐｅ

Ω２
ｅ

１ ／２
ζ２ ｅ－ζ２ （１５畅１３９）

下一步涉及功率平衡。 推导如下，从天线到等离子体中的功率流由 x ＝－a 处
的坡印亭矢量的垂直分量给出：

　　 P ｉｎ ＝ １
２μ０
Ｒｅ（ e x· E ×B倡 ） x ＝－a　（Ｗ／ｍ２ ） （１５畅１４０）

从等离子体中穿过而没有被吸收的功率流，最后会从等离子体远端逃逸，其值
等于 x ＝＋a 处的坡印亭流：
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　　 P ｏｕ ｔ ＝ １
２μ０
Ｒｅ（ e x· E ×B倡 ） x ＝＋a　（Ｗ／ｍ２ ） （１５畅１４１）

二者的差值 P ｉｎ －P ｏｕｔ代表被等离子体吸收的功率流。 因此，加热效率 ηｈ 可以
用功率吸收的比例来定义，可以写成：

　　 ηｈ ＝P ｉｎ －P ｏｕｔ
P ｉｎ

（１５畅１４２）
现在来看 P ｏｕｔ和 P ｉｎ之间的简单关系。 当波穿过等离子体时，功率流会以 ２k⊥ ｉ的

阻尼率指数衰减。 这里因子“２”是由于坡印亭流依赖于电磁场幅度的平方。 因此
P ｏｕ ｔ和 P ｉｎ之间的关系为：

　　 P ｏｕ ｔ ＝P ｉｎ ｅｘｐ －２∫a－a k⊥ ｉｄx （１５畅１４３）
加热效率的表达式则简化为：

　　ηｈ ＝１ －ｅ－λ

λ＝２∫∞

－∞ k⊥ ｉｄx
（１５畅１４４）

这里考虑到共振层非常窄，因此，为简化起见，积分限可以延伸到 ±∞，由此带来的
误差可以忽略不计。

利用式（１５畅１３９）中 k⊥ ｉ的表达式，可以很容易得到参数 λ。 经过简短计算，
得到：

　　 λ＝π
４
v２Ｔｅ
c２

ΩｅR０
c

ω２
ｐｅ

Ω２
ｅ

１ －ω２
ｐｅ

Ω２
ｅ

１ ／２
（１５畅１４５）

从式（１５畅１４５）可以看到，存在一个最优的密度使得吸收最大化。 这个最优密度由
下式给出：

　　 ω２
ｐｅ ／Ω２

ｅ ＝ ２
３ （１５畅１４６）

这个最优密度稍微低于最大密度极限。 把这个代入式（１５畅１４５）中，最终得到系数λ
的表达式：

　　 λ＝ π
６ ３

v２Ｔｅ
c２

ΩｅR０
c （１５畅１４７）

注意到λ（也就是功率吸收）随温度线性增加：λ∝ T。 对于典型的反应堆参数（B０ ＝
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４畅７ Ｔ，R０ ＝５ ｍ），当初始温度 T ＝１ ｋｅＶ 时，吸收系数λ≈１６。 因此ηｈ≈１，即所有的
功率被吸收。 这的确是个好结果。

最后，注意到尽管前面假设 k‖是个非零的小量，但是最终得到的 λ和 k‖无关。
然而如果在计算开始就令 k‖ ＝０，由于指数项对 k‖的强依赖关系，只能得到 k⊥ ｉ ＝
０。 继而得到 ηｈ ＝０，即零功率吸收。 关于 ηｈ的这两个看起来矛盾的结果在更全面
的考虑相对论效应的计算中可以取得一致。 相对论计算显示，当 k‖ →０ 时，会光滑
趋近假设 k‖是个非零小量计算得到的结果。 尽管为了让分析简单一点，在这里我
们没有给出相对论分析，但读者应该记住这一点，即对于非常小的 k‖ ，要得到正确
的结果需要包含相对论效应。

总的来说，Ｏ 模的电子回旋波是加热等离子体的一种非常有效的方法。 电子在
电子回旋频率共振层附近的狭窄空间内吸收所有的波能，然后，通过库仑碰撞，能
量可以分享给离子，并且由于高平行热导率，很快地在每个极向磁面上达到热平
衡。 由于加热发生在对应于 f≈１４０ ＧＨｚ 的 l ＝１ 基波，正在发展中的稳态源应该会
在需要的时间内达到可用的程度。 最主要的问题在于加热最大化发生的峰值密度
略低于反应堆需要的密度。
15畅7畅3　X模可近性

Ｘ 模提供了另外一种利用电子回旋波加热等离子体的方法。 在这种情况下，令
n‖ ＝０，考虑波的偏振满足 E x ≠０， E y ≠０， E‖ ＝ ０，可近性可以很容易地由式
（１５畅７１）得到。 如同在分析 Ｏ 模时那样，令 n‖ ＝０ 对可近性而言是合适的，但是在
计算吸收率时需要假设一个小但是非零的 n‖ 。 从冷等离子体色散关系经过简单计
算可以得到 n２⊥的值：

　　 n２⊥ ＝K
２
⊥ －K２

Ａ
K⊥

（１５畅１４８）
把式（１５畅７０）中的 K⊥ ，KＡ 代入上式，且假设 ω ＞＞ Ωｉ，ω ＞＞ ωｐｉ，可以得到：

　　 n２⊥ ＝（ω２ ＋ωΩｅ －ω２
ｐｅ）（ω２ －ωΩｅ －ω２

ｐｅ）
ω２ （ω２ －Ω２

ｅ －ω２
ｐｅ） （１５畅１４９）

现在考虑在 l＝１ 基频时 Ｘ 模加热的可能性。 首先注意到，如果环效应被忽略
（即 Ωｅ ＝常数），在波注入的位置（ω＝Ωｅ，ωｐｅ ＝０）将会得到一个未定型的形式，分
子分母同时为零。 但是把 Ωｅ 的环向变化考虑进来，即 Ωｅ ＝Ωｅ０ （R０ ／R），这种情况
就可以避免。 但是如果考虑这个修正，我们就必须区分是从内部注入还是从外部注
入。 为了说明这一点，假设密度和磁场分别由 ω２

ｐｅ （ρ） ＝ω２
ｐｅ０ （１ －ρ２ ），Ωｅ ＝Ωｅ０ （R０ ／

R）≈Ωｅ０ （１ ±ερ）给出。 这里 ρ ＝｜x｜／a，０≤ρ≤１，ρ＝０ 对应于等离子体中心，其中
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上面的加号表示高场侧注入，下面的减号表示低场侧注入。 作为特例，假设等离子
体满足ωｐｅ０ ＝Ωｅ０ ，这是一个和 Ｏ 模一样的密度极限。 而且，基频 Ｘ 模电子回旋中心
加热需要令 ω＝Ωｅ０ 。 在这样的假设下，有 ω２

ｐｅ ／ω２ ＝１ －ρ２ ，Ωｅ ／Ωｅ０ ＝１ ±ερ。 当 ρ在
０ 和 １ 之间变化时，可以直接画出 n２⊥和 ω２

ｐｅ ／Ω２
ｅ 的关系图。 对应于内侧电子回旋波

注入的曲线如图 １５畅１９（ ａ）所示，其中 ε ＝１／３。 注意到这种情况具有好的可近性，
因为从天线到等离子体中心都有 n２⊥ ＞０。 然而，从实际应用的观点来看，从内侧注
入是我们非常不希望的。 基于这一点，我们不再考虑这种方式。 更具实际意义的选
择是波从外侧注入。 这种情况如图 １５畅１９（ｂ）所示。 同样，这里设 ε ＝１／３。 在这种
情况下，在下式对应的密度下会出现截止现象：

图 15．19
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　　 ω２
ｐｅ

Ω２
ｅ０

＝ ω２

Ω２
ｅ０

－ωΩｅ
Ω２
ｅ０

＝０．２８２ （１５畅１５０）
这里，数值对应于我们例子中选取的参数。 而在“上杂化共振”处则会出现波的共
振，对应的密度值由下式给出：

　　 ω２
ｐｅ

Ω２
ｅ０

＝ ω２

Ω２
ｅ０

－Ω２
ｅ

Ω２
ｅ０

＝０．４３８ （１５畅１５１）

这就意味着入射的波会在 ０畅２８２ ＜ω２
ｐｅ ／Ω２

ｅ０ ＜０畅４３８区间看到一个截止区。 由于波不能穿过
截止区达到等离子体中心，因此，从低场侧注入也不成功，其原因正在于糟糕的可近性。

结论是，基频 Ｘ 模电子回旋波加热不是一种可行的加热方法。
但是，当我们考虑采用二次谐波加热，情况就会大大改观。 在这种情况下，Ωｅ

的环向变化可以忽略（即 Ωｅ ＝常数） ，而波的频率 ω＝２Ωｅ。 这时，色散关系为：

　　 n２⊥ ＝（６ －ω２
ｐｅ ／Ω２

ｅ ）（２ －ω２
ｐｅ ／Ω２

ｅ ）
４（３ －ω２

ｐｅ ／Ω２
ｅ ） （１５畅１５２）

这个关系如图 １５畅２０ 所示。 注意到在 ω２
ｐｅ ／Ω２

ｅ ＝２ 时发生截止，而在 ω２
ｐｅ ／Ω２

ｅ ＝３ 时发
生波共振（即上杂化共振） 。

图 15．20　低场侧外部注入的二次谐波电子回旋 Ｘ模的色散关系，这里假设 ε ＝１／３
（注意到当ω２

ｐｅ／Ω２
ｅ ＜２ 时，有很好的可近性）

图 １５畅２０ 表明当密度低于
　　 ω２

ｐｅ ／Ω２
ｅ ≤ ２ （１５畅１５３）

时，二次谐波的电子回旋 Ｘ 模具有良好的可近性到达等离子体中心。 这个密度极
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限是 Ｏ 模密度极限的两倍。 具有更高的临界密度使得对于典型的反应堆参数有着
更大的安全余量，尽管目前 ２８０ ＧＨｚ 回旋管的研发仍是一个严峻的技术挑战。
15畅7畅4　X模吸收

对 Ｘ 模吸收的分析和 Ｏ 模相似。 需要首先计算 k⊥ ｉ，然后从功率平衡关系计算
吸收系数 λ。 而 λ的值就决定了我们最终想要得到的功率吸收比例 ηｈ。 从
式（１５畅１３１）我们可以计算 k⊥ ｉ。 首先，将 l＝２，ω＝２Ωｅ 代入所有的乘积项中；其次，
由式（１５畅７１）注意到偏振由下式给出：

　　 E －
E１ y

＝ ｉ
２ （E１ x －ｉE１ y） ＝ ｉ

２
KＡ
K⊥

－１ ＝－ ｉ４
６ －α
３ －α （１５畅１５４）

这里 α＝ω２
ｐｅ ／Ω２

ｅ ；第三，取小回旋半径假设，得到：

　　 ｄ
ｄb［ bｅ

－b I１ （ b）］ ≈ b ＝２n２⊥ v
２
Ｔｅ
c２ （１５畅１５５）

第四，利用色散关系：
　　 n２⊥ ＝（６ －α）（２ －α）

４（３ －α） （１５畅１５６）
消去 n２⊥ 。 这样经过简短计算，可以得到 k⊥ ｉ：

　　 k⊥ ｉ ＝２π１ ／２ vＴｅΩ２
ｅ

c３ k‖
G（α） ｅ－ζ２ （１５畅１５７）

这里，在薄共振层的条件下有：
　　 ζ２ ＝ ω－２Ωｅ

k‖ vＴｅ

２
≈ ２Ωｅ
k‖ vＴｅ

２ x２

R２
０

（１５畅１５８）

而 G（α）是密度的函数，由下式定义：
　　 G（α） ＝α（２ －α） １ ／２ （６ －α） ５ ／２

３２（３ －α） ５ ／２ （１５畅１５９）

现在，运用与 Ｏ模分析时同样的功率平衡关系我们可以得到功率吸收比例ηｈ的表达式：
　　 ηｈ ＝１ －ｅ－λ （１５畅１６０）

这里，
　　 λ＝２∫∞

－∞ k⊥ ｉｄx （１５畅１６１）

255 　第 15 章　加热与电流驱动



经过简单的计算可以知道：
　　 λ＝２πG（α） v

２
Ｔｅ
c２

ΩｅR０
c （１５畅１６２）

函数 G（α）如图 １５畅２１ 所示。 可以看到，在临界密度处，G（α）有一个最大值，即
　　α＝ω２

ｐｅ ／Ω２
ｅ ＝１．７５

G（１．７５） ＝０．５８ （１５畅１６３）

在这个最优值处，
　　 λ＝３．６６ v

２
Ｔｅ
c２

ΩｅR０
c （１５畅１６４）

我们注意到，Ｘ 模的吸收系数λ和 Ｏ 模吸收系数有同样的定标律（即参数依赖关系）。
然而，Ｘ 模前面的倍乘系数是 Ｏ 模系数的 １０ 倍还多。 这表明 Ｘ 模的吸收比 Ｏ 模要强
烈，尽管 Ｏ 模的吸收已经是非常有效了。 最后的结论是：二次谐波的 Ｘ 模电子回旋加
热是一种可能的高效加热等离子体的方法。 它具有很好的可近性，可以从外侧入射到
达等离子体中心。 所有能量都在 ω＝２Ωｅ 共振层被吸收。 最大吸收的临界密度是 Ｏ
模的 ２畅５ 倍。 更具实际意义的优点是，无论是 Ｏ 模还是 Ｘ 模，在注入点附近的低密度
区都有很好的可近性。 这意味着天线可以后移到离等离子体表面较远的地方，这样可
以更好地保护天线，以防止波与边缘区等离子体相互作用造成的电弧放电或材料损
伤。 当然，Ｘ 模电子回旋加热的最大瓶颈在于需要非常高频的射频源，这种源还有待
继续发展。 然而，对于目前运行的装置来说，由于使用的是较低的磁场，因此现有的回
旋管已经允许我们利用 Ｘ 模二次谐波进行电子回旋加热。

图 15．21　函数 G（α）曲线，可以看到，最优化密度对应于α＝ω２
ｐｅ／Ω２

ｅ ＝１．７５
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15畅7畅5　小　结
电子回旋加热是一种加热等离子体的好方法。 无论是 l ＝１ 的基频 Ｏ 模，还是 l ＝２

的二次谐波 Ｘ 模，都能做到功率的完全吸收。 功率吸收的比例可以写成：
　　 ηｈ ＝１ －ｅ－λ （１５畅１６５）

这里 Ｏ 模和 Ｘ 模的吸收系数 λ分别由下面两式给出。
Ｏ 模：
　　 λ＝０．３０ v

２
Ｔｅ
c２

ΩｅR０
c 　　 密度条件：ω

２
ｐｅ

Ω２
ｅ

＝ ２
３ （１５畅１６６）

Ｘ 模：
　　 λ＝３．６６ v

２
Ｔｅ
c２

ΩｅR０
c 　　 密度条件：ω

２
ｐｅ

Ω２
ｅ

＝１．７５ （１５畅１６７）
考虑到反应堆中的应用，Ｏ 模的不足之处是密度极限稍微低了一些，而 Ｘ 模的瓶颈
则是需要目前尚处于研发阶段的高频源。

15．8　离子回旋加热（ ICH）
离子回旋加热在现有的许多托卡马克中得到了应用，而且很有可能在下一代实

验装置及反应堆中起重要作用。 一个原因是价格合理的高功率稳态波源已经面世，
第二个原因是离子回旋加热直接加热离子。 当然这一点可能并不是关键性的，因为
即使采用电子加热，在可预料的高密度下，电子唱离子热平衡也是容易达到的。 但
是，对于较低密度的实验，甚至在反应堆中，当需要在初始低密度下加热到点火的
运行模式中，过多加热电子会是一个问题。 对离子回旋加热，最大的瓶颈是需要一
套内置天线。 我们很快会看到，天线需要放置得非常靠近等离子体表面。 这会导致
一系列技术问题，例如起弧放电和等离子体熄灭。 为提高天线的屏蔽能力，科学家
做了极大的努力。 我们有理由期待，在未来反应堆（例如 ＩＴＥＲ）对这种加热的需要
变成现实时，符合要求的天线应当已经设计出来。

和电子回旋加热一节一样，这一节的首要目标是理解离子回旋加热的物理，导
出功率吸收的准确比例，以及反应堆功率平衡和经济性要求的临界参数。

直觉上让人感到，用离子回旋频率波段的射频波（例如对于反应堆中的氘，有
Ωｉ ＝２畅３ ×１０８ ｓ －１ ，对应于 f ｉ ＝３６ ＭＨｚ）很难加热等离子体。 原因是 ωｐｅ ～８ ×１０１１ ｓ －１ ，
显然 Ωｉ ＜＜ ωｐｅ。 而等离子体很容易反射那些频率低于电子等离子体频率的波。 事
实上，对于离子回旋 Ｏ 模，这个预料是正确的，Ｏ 波不能进入等离子体，即可近性是
很差的。 但是，对于离子回旋 Ｘ 模，由背景磁场产生的等离子体性质上的高度各项
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异性为可近性提供了一个窗口。 而且，有意思的是，这种可近性不会出现在电子回
旋加热中出现的那种密度限制。 这个有利的性质使得利用离子回旋波加热成为一
种可行的选择。

离子回旋加热的可近性中包含的物理比电子回旋波中的要复杂得多。 因此，为
了让分析易于进行，我们将只关注实际应用中的情形，即波从等离子体的低场侧注
入的情形。 即便如此，为了理解相关问题，仍需要区分三种不同的情形。 首先，我
们分析在 l＝１ 基频（ω＝Ωｉ）下的离子回旋 Ｘ 模。 可以看到，原则上可近性是非常
令人满意的。 然而不幸的是，在波唱粒子共振点处，波的偏振状态恰好是“错误”的，
也就是说，波恰好沿离子回旋的相反方向旋转。 因此在共振点，等离子体和波完全
没有耦合，引起的阻尼率小得根本不能实现有效的功率吸收。

对这个问题的认识自然引向了第二种感兴趣的情形。 那就是利用 ω＝２Ωｉ 的

离子回旋 Ｘ 模的二次谐波加热。 分析显示，在这种模式下，好的可近性仍然保持，
同时有可观份额的波具有合适的偏振分量与离子回旋运动同相，从而可以实现强的
波唱粒子共振。 计算得到的阻尼率足够大，可以得到完全满意的加热效果。 但这种
工作模式有那么一点不那么称心如意的地方，那就是阻尼率对温度和密度非常敏
感，因此并不会像理想中的那样坚实可靠。

有一种方法可以缓解这种坚实性不足的缺陷，这就是第三种感兴趣的工作模
式。 聚变科学家们找到了一种聪明的方法来提高离子回旋加热的效果，就是在等离
子体中加入少量非氘氚粒子。 由于这种新的“少数”粒子的回旋频率比氘离子回旋
频率高，可以取得最佳的可近性和功率吸收。 这里，氢 （ΩＨ ＝２ΩＤ ）和氦唱３（ΩＨｅ ＝
４ΩＤ ／３）都是适合的少数离子候选者。 掺入少数离子来加热的思想是要选择少数离
子的 l＝１ 基频的离子回旋频率作为离子回旋加热频率。 由于波的偏振主要由主粒
子决定，因此“恰好错误偏振”的困难就被克服了。 这种吸引人的主意被证明并不
完全正确，但是即使如此，分析发现，的确可以产生强的少数离子加热。 然后，通过
库仑碰撞，少数离子把能量传递给背景氘氚等离子体。 计算显示，５％的氦唱３ 作为
少数离子可以产生可观的离子回旋波能量吸收，足以高效地把等离子体加热到点
火。 利用氢做少数离子虽然也有效，但是正如后面将会简单讨论的，由于实际应用
上的原因，不如氦唱３ 那么值得期待。

关于后面要进行的分析，可近性的基本特点由 n２‖ ＝０ 的冷等离子体色散关系
决定。 在利用无碰撞阻尼计算电子回旋波吸收时，需要假设 n２‖是个非零小量。 对
于 Ｘ 模二次谐波加热，在 n２‖ →０ 的极限下，最后得到的吸收效率和 n２‖无关。 对于
少数离子加热，情况就更加复杂。 在计算吸收率时，我们会看到，由于数学奇点的
存在，不能取 n２‖ →０。 更重要的是，经过分析会发现，最大吸收实际上发生在有限
n２‖的情形下，因此我们也不想让 n２‖ → ０。 假设非零的 n２‖可以取得最大程度的吸
收，并消除了 n２‖ →０ 时的问题，但是同时也要求我们必须再次研究 n２‖ ＝０ 得到的可
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近性条件。 重新研究后发现，在芯部等离子体中，可近性条件只是被微弱地修改，
但在等离子体边缘附近，总是会发展起来一个小的截止区。 正是这个截止区使得我
们必须把天线尽量靠近等离子体边缘，以便能最小化入射波的反射。
15畅8畅1　基频 X模可近性和偏振

离子回旋波的可近性可以很容易地从冷等离子体色散关系中得到。 假设 n２‖ ＝
０，式（１５畅７１）的两个根可以简化为：

　　 Ｏ 模 　　 n２⊥ ＝K‖

Ｘ 模 n２⊥ ＝K
２
⊥ －K２

Ａ
K⊥

（１５畅１６８）

对于离子回旋波，利用电子的小质量展开可以简化介电张量各元素。 这种处理
既适用于典型参数的聚变反应堆，也适用于目前实验条件。 下面的展开是适当的：

　　
ω２
ｐｅ ／Ω２

ｅ ～１
ω２
ｐｉ／Ω２

ｉ ～m ｉ ／m ｅ
ω２ ／Ω２

ｉ ～１
ω２
ｐｅ ／ω２ ～（m ｉ／m ｅ） ２

（１５畅１６９）

从这个量级序列很快可知 Ｏ 模的色散关系可以简化为：
　　 n２⊥ ＝－ω２

ｐｅ ／ω２ （１５畅１７０）
由于 n２⊥是个大的负值，完全不具备到达等离子体中心的可近性，因此对于 Ｏ 模将不
再作进一步讨论。

现在考虑更感兴趣的 Ｘ 模。 为简单起见，先考虑只有一种离子的等离子体。
从式（１５畅７０）可以得到介电张量中的元素 K⊥和 KＡ 。 在质量比展开下，K⊥中的主要

贡献来自于离子项，因此可以写成：
　　 K⊥ ＝－ ω２

ｐｉ

ω２ －Ω２
ｉ

（１５畅１７１）

而对于各向异性项（非对角项）KＡ ，离子和电子都对其有贡献。 利用电荷准中性条
件 n ｅ ＝n ｉ，可以得到：

　　 KＡ ＝ ω
Ωｉ

ω２
ｐｉ

ω２ －Ω２
ｉ

（１５畅１７２）

把这些结果代入式（１５畅１６８），可以得到色散关系：
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　　 n２⊥ ＝ω２
ｐｉ／Ω２

ｉ （１５畅１７３）
由于 n２⊥ ＞０，有到达等离子体中心的良好的可近性。 而且，离子回旋波并不像电子
回旋波加热那样存在密度极限。 对离子回旋加热来说，这两个特点是极其值得称
道的。

另一方面，注意到，色散关系可以重新写成另一种形式：
　　 ω２ ＝k２⊥ v２Ａ （１５畅１７４）

它对应于压缩阿尔芬波。 类似地，n２‖ ≠０ 的 Ｏ 模的色散关系可以简化为剪切阿尔
芬波的色散关系 ω２ ＝k２‖ v２Ａ 。 由于在感兴趣的大部分应用中都有 k２⊥ ＞＞ k２‖ ，式
（１５畅１７３）所描述的 Ｘ 模离子回旋波在文献中通常被称为“快波”。

下一步至关重要的是探究快波在共振面处的偏振情况。 原因是无碰撞离子回
旋阻尼正比于左旋圆偏波振幅（E ＋），然而，通常来说，到达共振面的快波是椭圆偏
振的，包含左旋（E ＋）和右旋（Ｅ －）圆偏振波的组合，因此能量吸收的真实比例依赖
于二者的比例 E ＋／Ｅ －。 重新回到式（１５畅７１），这个值可以很容易求得：

　　 E ＋
E －

＝KＡ ＋K⊥
KＡ －K⊥

＝ω－Ωｉ
ω＋Ωｉ

（１５畅１７５）

可以看到，在离子回旋共振基频（ω＝Ωｉ）时，左旋偏振波幅度衰减为零 E ＋ ＝０。 换
句话说，在这个点上，我们正需要左旋偏振波来产生无碰撞阻尼的时候，它的幅度
却等于零。 波完全变成了右旋偏振的，对离子回旋共振加热而言是“完全错误”的
偏振。 当稍微偏离共振点时，会有少量的阻尼发生。 但这个阻尼对于加热而言太
弱。 因此，最后的结论就是，由于在共振面处 E ＋不幸消失，离子回旋波基频加热对
于加热等离子体到点火来说并不是一种可行的方法。
15畅8畅2　快波二次谐波的可近性

要克服离子回旋波在基频时的偏振问题，首先想到的是利用二次谐波。 因为在
基频共振时有 E ＋ ＝０，那么在二次谐波时应该有一个非零的 E ＋。 下面将会看到，事
实的确是这样。 而且好的可近性和没有密度极限的特点仍然保持。 不过，利用 ω＝
２Ωｉ 二次谐波加热的不利因素是阻尼率减少了 k２⊥ r２Ｌ ｉ。 在下面的分析中讨论完可近
性的问题后，我们将计算阻尼系数 λ。 为简化起见，分析仍然只对单离子种类的等
离子体进行，但在分析的最后，将会讨论两种离子 Ｄ唱Ｔ 等离子体的结果。 决定离子
回旋二次谐波可近性的关系式和基频时一样，唯一的改变就是把 ω＝Ωｉ 换成 ω＝
２Ωｉ。 色散关系和偏振情况的表达式可以写为：
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　　n２⊥ ＝ω２
ｐｉ

Ω２
ｉ

E＋
E－

＝KＡ ＋K⊥
KＡ －K⊥

＝ω－Ωｉ
ω＋Ωｉ

＝ １
３

（１５畅１７６）

第一个关系再次清晰地表明好的可近性。 第二个关系显示希望得到的左旋波的幅
度是右旋波幅度的 １／３。 现在的问题是，这个 １／３ 的比例加上二次谐波导致的阻尼
率减少 k２⊥ r２Ｌｉ倍，是否还足以有充分的吸收使得二次谐波离子回旋波加热成为一种
可行的方法。
15畅8畅3　快波二次谐波吸收

现在的任务是计算空间阻尼率 k⊥ ｉ。 一旦知道了 k⊥ ｉ，就可以直接算出吸收系数
λ和相应的加热效率 ηｈ。 从式（１５畅１３１）求解 k⊥ ｉ的步骤如下：① 在前面倍乘项中

令l＝２，ω＝２Ωｉ；② 利用二次谐波偏振关系：
　　 E ＋

E１ ｙ
＝ｉ E ＋
E ＋－E－

＝－ ｉ２ （１５畅１７７）
③ 取小回旋半径假设：

　　 ｄ
ｄb［ bｅ

－b I１ （ b）］ ≈ b ＝２n２⊥ v
２
Ｔｉ
c２

（１５畅１７８）
④ 代入色散关系 n⊥ ＝ωｐｉ ／Ωｉ，经过简短计算得到：

　　 k⊥ ｉ ＝π１ ／２

２
vＴ ｉω３

ｐｉ
c３Ωｉk‖

ｅｘｐ（ －ζ２ ） （１５畅１７９）
这里，在窄共振层条件下有：

　　 ζ＝ω－２Ωｉ（ x）
k‖ vＴｉ

≈－２ Ωｉ
k‖ vＴ ｉ

x
R０

（１５畅１８０）
和以前一样，x ＝０ 对应于等离子体中心，而天线位于 x ＝－a≈ －∞。

最后，加热效率还是定义为：
　　 ηｈ ＝１ －ｅ－λ （１５畅１８１）

这里，
　　 λ＝２∫∞

－∞ k⊥ ｉｄx （１５畅１８２）
简短计算得到 λ的表达式如下：
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　　 λ＝π
２ ωｐｉR０

c
βｉ （１５畅１８３）

这里 βｉ ＝２μ０ nT ｉ／B２
０ 是离子比压，所有量都用等离子体中心处（ x ＝０）的量表示。 我

们注意到，λ～n３ ／２
ｉ T ｉ／B２

０ ，说明 λ对等离子体参数非常敏感。
下面给出数值上的说明。 考虑类似反应堆参数的氘等离子体，平均密度 珔n ＝

１畅５ ×１０ ２０ｍ －３ ，密度峰化因子 n０ ／珔n ＝４／３，大半径 R０ ＝５ ｍ。 假设欧姆加热已经将
平均温度加热至 珔T ｉ ＝３ ｋｅＶ，温度峰化因子 T ｉ０ ／珔T ｉ ＝２。 磁轴处磁场 B０ ＝４．７ Ｔ。 在
这些参数下，可以得到 λ＝７畅６，因此 ηｈ≈１，说明有好的吸收效率。 这个良好的结
果在某种程度上会因其对等离子体参数的敏感性而有所削弱，也就是说，这种方法
缺乏抗干扰性。 事实上，如果假设加热等离子体到点火的过程如同第 １４ 章所描述
的那样通过更微妙的低密度途径来进行，比如 珔n ＝０畅３ ×１０ ２０ ｍ －３ ，那么 λ的值将减
为 ０畅６８，对应的ηｈ ＝０畅４９。 这最多算是个差强人意的结果。 对 ５０％唱５０％氘氚等离
子体的结果和这里给出的情况非常类似，分析也是直接的。 最大的不同就是在分析
中需要把两种离子种类包含进来。 注意到对于氘氚等离子体，有两种二次谐波共振
的可能，一是在ω＝２ΩＤ ，另一种是在ω＝２ΩＴ ＝（４／３）ΩＤ 。 相对于式（１５畅１８３）给出
的单离子种类的结果而言，两种情况对应的对 λ的修正分别为：

　　λＤＴ ＝１畅００λＤ　　 ω＝２ΩＤ

　　λＤＴ ＝０畅０９４λＤ　　ω＝（４／３）ΩＤ
（１５畅１８４）

这里 λＤ 由式（１５畅１８３）给出，但是把密度写成了 nｅ 的形式。 仍然用氘等离子体作
为参考流体：

　　 λＤ ＝πeμ３ ／２
０ n３ ／２

ｅ０ TＤ０R０
m１ ／２
Ｄ B２

０
＝２ ３ ／２ π

２ ωｐＤR０
c

βＤ （１５畅１８５）

这里，出现因子 ２ ３ ／２
是因为在氘氚等离子体中 nＤ ＝n ｅ ／２。

我们注意到，氚的二次谐波共振时的阻尼率比氘小一个量级。 这主要是在氚的
二次谐波处有更坏的偏振情况。 但这实际上并没有什么关系，因为原则上我们可以
简单地利用氘的二次回旋共振加热来获得高的加热效率。 然而，这种加热方法强烈
依赖于温度和密度，这促使我们去寻求一种更坚实可靠的备选方案，尤其是在低密
度操作时仍然有效的方法。
15畅8畅4　快波少数离子加热的可近性

人们提出的一种有趣的用于提高离子回旋加热效率的方法，是在等离子体中加
入少量非氘氚的少数离子，选取波的频率使其能在少数离子回旋频率基频处发生波
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－粒子共振。 这种想法的目的是希望通过基频共振消去 k２⊥ r２Ｌｉ因子，以此来补偿与
少数离子的低密度相联系的无碰撞吸收的减少。 乍一看，基于这种想法，基频处
“错误偏振”的问题似乎可以得到缓解。 因为波实际的偏振应该是由主要离子决定
的，所以只要少数离子回旋频率和主离子不同，在少数离子回旋频率处就应该有客
观的左旋波分量。 但这个想法不是完全正确。 分析会发现，无论是在主离子回旋频
率还是少数离子回旋频率处，偏振都是完全错误的：即在 ω＝Ωｍａｊｏｒ和 ω＝Ωｍｉｎｏｒ处，
都有 E ＋ ＝０。 然而幸运的是，在少数离子回旋频率附近，偏振会非常快速地变化，因
此可观的阻尼不是发生在准确的少数离子回旋频率处，而是发生在其附近。 分析还要
说明的一点是，少数离子应该具有比主离子更高的回旋频率。 这个性质保证了从低场
侧到共振层的良好可近性。 这就意味着氢（ΩＨ ＝２ΩＤ ）和氦唱３（ΩＨｅ ＝４ΩＤ ／３）都是适
合的少数离子候选者。

为简单起见，下面将对掺有少数离子氢的氘等离子体进行分析。 掺有少数离子
氢或者氦唱３ 的氘氚等离子体的结果会在最后给出。 这个分析即使在我们考虑的简
单模型中也是有点复杂的，它包含了波唱粒子共振、波截止和波共振。 而且我们会看
到，可观的阻尼发生在小但不为零的 k‖处。 这个认识要求我们必须在放宽了的冷
等离子体色散关系 n２‖ ＝０ 的假设情况下再次研究可近性。 最主要的结果是，在靠
近天线处总是存在一个附加的窄截止区。 这一点给实际应用造成非常重要的限制，
那就是馈入天线必须尽量靠近等离子体边缘，以避免波能量在边缘处被大量反射。
最后，值得注意的是，这里进行的分析只是展示了少数离子加热的许多可能工作模
式中的一种。 通常来说，对其他少数离子加热方法，必须把动理学效应和等离子体
非均匀性考虑进去才能获得精确的结果。 不过，这里的分析是反应堆和下一代点火
实验中利用离子回旋加热的最主要工作模式之一。

分析从讨论可近性开始。 仍然从冷等离子体模型计算出色散关系。 开始我们还
是假设 n２‖ ＝０。 对于包含主离子氘和少数离子氢两种离子种类的等离子体，在 ω～
ΩＤ 频率区域内，介电张量各元素由下式给出：

　　
K⊥ ＝－ ω２

ｐＤ

ω２ －Ω２
Ｄ
－ ω２

ｐＨ

ω２ －Ω２
Ｈ

KＡ ＝ ω
ΩＤ

ω２
ｐＤ

ω２ －Ω２
Ｄ
＋ ω
ΩＨ

ω２
ｐＨ

ω２ －Ω２
Ｈ

（１５畅１８６）

这些表达式可以进一步简化。 我们注意到，对于大多数项，可以令 ω＝ΩＨ ，并忽略
磁场的空间变化，只有那些明确包含 ω－ΩＨ 的项中磁场的空间变化才是重要的。
把这些项挑出来保持不变，那么 K⊥和 KＡ 可以进一步简化为：
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　　K⊥ ≈－ω２
ｐＤ

Ω２
Ｄ

２ξ－３
６ξ

KＡ ≈ ω２
ｐＤ

Ω２
Ｄ

４ξ－３
６ξ

（１５畅１８７）

这里，
　　 ξ（ x） ＝－ω－ΩＨ （ x）

ΩＤ （０）
nＤ
nＨ

～１ （１５畅１８８）
是一个函数，它描述对氢回旋共振的小的偏离，不过要再乘上一个大的密度比例因
子 nＤ ／nＨ ＞＞ １。 注意到精确的氢回旋共振发生在ξ＝０。 在接下来的分析中，用ξ来
表示所有量会是非常方便的。

由简化的 K⊥和 KＡ 表达式可以得到下面的冷等离子体色散关系：

　　 n２⊥ ＝K
２
⊥ －K２

Ａ
K⊥

＝ω２
ｐＤ

Ω２
Ｄ

ξ－１
ξ－３／２ （１５畅１８９）

现在可以来研究可近性了。 注意到在氢回旋共振附近，有
　　 ξ（ x） ≈ ２ nＤnＨ

x
R０

（１５畅１９０）
这里 B ＝B０ （R０ ／R）≈B０ （１ ＋x／R０ ），x ＝０ 对应等离子体中心，x ＝－a 对应于天线位
置。 好的可近性要求当 ξ＜０ 时 n２⊥ ＞０。 从式（１５畅１８９）可以看到，这个要求的确是
满足的。

进一步研究可以看到，在少数粒子共振以外的高场侧，波在等离子体中的行为
有点复杂。 如图 １５畅２２ 所示，在 ξ＝１ 时有波截止，紧跟着在 ξ＝３／２ 时有波共振。
这些点都非常靠近回旋共振面。 变换回真实空间坐标会更清楚地看到这一点。 对
于低浓度的少数粒子有 x／a ＝（２／ε） （ nＨ ／nＤ ）ξ ＜＜ １。 波截止和波共振的影响稍后
再讨论。 现在读者只要承认到波唱粒子共振面 ξ＝０ 处有很好的可近性就行了。

现在考虑偏振问题。 我们的目标是要确定在什么样的条件下，在共振面处有可
观的左旋偏振波。 直接运算可以得到：

　　 E ＋
E －

＝KＡ ＋K⊥
KＡ －K⊥

＝ （ω＋ΩＨ ） ＋（nＨ ／nＤ ）（ω＋ΩＤ ）
（ω－ΩＨ ） ＋（nＨ ／nＤ ）（ω－ΩＤ ）

（ω－ΩＤ ）（ω－ΩＨ ）
（ω＋ΩＤ ）（ω＋ΩＨ ）

≈ １
３

ξξ－１ （１５畅１９１）
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这个精确的结果表明，在两个基频共振频率 ω＝ΩＤ 和 ω＝ΩＨ 处，都有 E ＋ ＝０。
在两个频率处，偏振都完全是错误的。 集中关注少数离子共振，可以得到最后那个
更简单的近似形式，因此可以看到，错误的偏振恰恰出现在少数离子共振 ξ＝０ 处。
但是，这个简单的式子也表明，只要偏离共振位置一点，偏振就会变成好的可用的
情形。 例如，当 ξ＝１，有 E ＋／E － ～１。 正是这个稍微偏离准确共振位置处就会发生
希望的左旋偏振波的迅速增长的行为导致了可观的无碰撞吸收。

图 15．22　氘等离子体中少数氢离子的离子回旋波加热的色散关系（其中ωｐＤ（０） ／ΩD（０） ＝
（mＤ／mｅ） １／２，ε ＝１／３，n‖ ＝０，nＨ／nＤ ＝０畅０５。 注意，从发射天线到等离子体中心

有良好的可近性，再稍远一点有一个窄的截止区）
15畅8畅5　快波少数离子加热吸收

计算离子回旋波少数离子加热的吸收效率和以前的计算类似。 先从无碰撞阻
尼结果式（１５畅１３１）得到 k⊥ ｉ，然后对共振层进行积分得到阻尼系数 λ和相应的加热
效率 ηｈ。 按照下面的步骤计算 l＝１ 氢共振对应的 k⊥ ｉ值。 首先，在前面倍乘项中令
ω＝ΩＨ ＝２ΩＤ ；第二，注意到在少数离子共振附近，波的偏振关系是：

　　 E ＋
E１ ｙ

＝ｉ E ＋
E ＋－E－

＝ｉ ξ
３ －２ξ （１５畅１９２）

第三，取小回旋半径假设：
　　 ｄ

ｄb［ bｅ
－b I０ （ b）］ ≈ １ （１５畅１９３）

第四，从式（１５畅１８９）给出的色散关系得到 n⊥ 。 经过简短计算得到：
　　 k⊥ ｉ ＝π１ ／２

２
nＨ
nＤ

ωｐＤΩＤ
ck‖vＴＨ

ξ２ ｅ－ζ２

（ξ－３／２） ３ ／２ （ξ－１） １ ／２ （１５畅１９４）
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这里，

　　
ζ（ x） ＝ω－ΩＨ （ x）

k‖ vＴＨ
≈－ΩＨ （０）

k‖ vＴＨ
x
R０

＝－ xΔζ

ξ（ x） ＝－ω－ΩＨ （ x）
ΩＤ （０）

nＤ
nＨ

≈ ２ nＤnＨ
x
R０

＝ x
Δξ

（１５畅１９５）

注意到分析中引入了两个不同的长度小量。 第一个是 Δξ＝（１／２） （ nＨ ／nＤ ）R０ ，
代表波唱粒子共振面到截止面的距离；第二个是 Δζ＝R０ k‖ vＴＨ ／ΩＨ ，代表了由于多普
勒展宽形成的吸收层的宽度，它和一个小但是非零的 k‖联系起来。

为了继续进行分析，引入一个新的无量纲的波数是有用的，它等于上面两个长
度小量之比：

　　 k＾‖ ＝Δζ
Δξ

＝２ nＤnＨ
k‖ vＴＨ
ΩＨ

（１５畅１９６）
这样，阻尼系数有下面的表达式：

　　 λ＝２∫k⊥ ｉｄx ＝π１ ／２

２
nＨ
nD

ωｐＤR０
c ∫∞

－∞
k２^‖ ζ２ ｅ－ζ２

（ k＾‖ ζ＋３／２） ３ ／２ （ k＾‖ ζ＋１） １ ／２ ｄζ
（１５畅１９７）

经过这一系列颇有些计算量的推导后，现在我们面临两个困难。 这两点在前面已
经有所暗示，它们分别是：① 积分看起来是发散的，因为被积函数分母上在 k＾‖ ζ＝
－３／２时有个奇点；② 存在着被积函数成为虚数的区域。 需要强调的是，这些困难
不能在冷等离子体模型的框架里解决，而必须考虑动理学处理。 动理学处理后的结
果可以看到，奇点非物理的现象被排除，强的吸收在k＾‖ ζ ＞＞ １ 时发生。 k＾‖ ζ ＞＞ １ 的
区域对应于这样一种情形，这里多普勒展宽的吸收区远大于波共振和截止之间的间
距。 在这个区域，通过①在式（１５畅１９７）中假设k＾‖ ζ ＞＞ １，②在分母中简单忽略截止
和共振，那么冷等离子体模型也可以得到动理学结果。 这样做的物理原因与狭窄的
波共振和截止间距有关。 这个窄的间距意味着在截止处被反射的能量非常少且在
波共振处发生模式转换的能量也非常少。 因此，在这个间距内的积分对整个功率吸
收的贡献小，可以忽略。 这个近似的结果就是可以把式 （１５畅１９７）的积分简化形
式为：

　　 ｌｉｍ
k^‖→∞∫∞

－∞
k２^‖ ζ２ ｅ－ζ２

（ k＾‖ ζ＋３／２） ３ ／２ （ k＾‖ ζ＋１） １ ／２ ｄζ→∫∞

－∞ e
－ζ２ｄζ＝π１ ／２ （１５畅１９８）

最后得到阻尼系数的形式为：
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　　 λ＝π
２

ωｐＤR０
c
nＨ
nＤ

（１５畅１９９）
对于 nＤ ＝１畅５ ×１０ ２０ｍ －３ ，R０ ＝５ ｍ，nＨ ／nＤ ＝０畅０５，阻尼系数得值 １５畅０，因此吸收效率
ηｈ ＝１ －ｅｘｐ（ －λ）≈１。 这显然是个很好的结果。 而且，和二次谐波加热不同，阻尼
率和温度无关，只是微弱地依赖于密度：λ∝n１ ／２ 。 因此，即使沿着第 １４ 章描述的低
密度发展到点火的模式，在 nＨ ／nＤ ＝０畅０５，nＤ ＝０畅３ ×１０ ２０ｍ －３

这样的参数下，λ只是
轻微减小为 ６畅７，仍然对应于 ηｈ≈１。

另外有意思的一点是，氢少数粒子共振条件和氘粒子的二次谐波共振刚好一
致。 因此，总的阻尼应该是两种机制分别得到结果的和。 换句话说，式（１５畅１９９）应
该用下式代替：

　　 λ＝π
２

ωｐＤR０
c

nＨ
nＤ

＋βＤ （１５畅２００）

还有一点需要考虑。 由于有效的少数离子加热需要k＾‖ ζ ＞＞ １，所以很重要的一点
是重新检查小而非零的 k＾‖对可近性的影响。 作为一个例子，假设 k＾‖ ＝１，一个刚好在
满足 k＾‖ ζ ＞＞ １ 条件的边缘值。 对于上面提到的参数，这个值对应于 k‖ ＝１０畅５ ｍ －１ ，对
应的 n‖ ＝７畅０。 在等离子体中心处 n⊥ ＝５０畅５，因此 n２‖ ＜＜ n２⊥的假设仍然很好地满
足。 然而，在等离子体密度为零的边缘等离子体处，问题产生了。 在等离子体边缘
附近，波的色散关系退化为真空下的关系 n２⊥ ＝１ －n２‖ ≈ －n２‖ ＜０。 波在它刚进入等
离子体时就被阻尼。

返回式（１５畅７２）给出的 n２‖ ≠ ０ 冷等离子体色散关系，可以定量研究这种效应。
对于离子回旋频率，介电张量元 K‖≈ －ω２

ｐｅ ／ω２
和其他元素相比是巨大的。 利用这个

事实，可以得到色散关系的一个简单的因式。 这一分支解对应于快波，由下式给出：
　　 n２⊥ ≈ －CB ＝（K⊥ ＋KＡ －n２‖ ）（K⊥ －KＡ －n２‖ ）

K⊥ －n２‖ （１５畅２０１）
以进入等离子体中的距离作为自变量，画出 n‖ ＝７ 时这条函数的曲线，可以看到这
条曲线和图 １５畅２２ 中的曲线几乎是相同的，尽管图 １５畅２２ 中 n‖ ＝０。 然而，如果我
们集中注意天线附近的区域，如图 １５畅２３ 所示，当波刚进入等离子体时，一个狭窄的
截止区出现了。 式（１５畅２０１）意味着，当密度超过临界密度值后截止区结束，然后波
开始传播。 截止边界由 K⊥ ＋KＡ ＝n２‖定义，可以写成：

　　 ω２
ｐＤ ＞３n２‖ Ω２

Ｄ （１５畅２０２）
在上面给出的具体例子里，这个条件简化为相对低的要求 n２０ ＞０畅０８７。 而且，在实
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际的天线面和等离子体边缘之间还会有真空间隙，那里 n２⊥ ≈ －n２‖ ＜０，因此展宽了
截止区。 在实践中，这就意味着天线面必须放置得尽可能接近等离子体表面以避免
入射波被大量反射。

图 15．23　离子回旋波少数离子加热色散关系在反射天线附近的展开视图
（图中给出了 n‖ ＝０和 n‖ ＝７的曲线。 注意，非零 n‖导致一个临近天线的窄截止区）

　　另一个和实际情况相关的问题是，即使对于离子回旋二次谐波加热，由于反射
结构和端口具有一定的结构，n‖也是非零的。 但在那里，非零的 n‖是实际结构造

成的结果，而不是等离子体物理的要求。 而对于少数离子加热，等离子体物理本身
就要求一个非零的 n‖已达到能量吸收的目的。 最后，我们感兴趣的是把少数离子
加热的结果扩展到氘氚等离子体中。 和前面类似的计算，可以得到氢少数离子和
氦唱３ 少数离子对应的阻尼系数分别为：

　　
λＨ ＝λＭ １畅７ nＨn ｅ ＋２畅０βＤ 　　 ω＝ΩＨ ＝２ΩＤ

λＨｅ ＝λＭ ０畅５ nＨｅnｅ ＋０畅１９βＴ ω＝ΩＨｅ ＝２ΩＴ

（１５畅２０３）

这里，
　　 λＭ ＝π

２
eμ１ ／２

０ n１ ／２
ｅ R０

m１ ／２
Ｄ

＝２ １ ／２ π
２

ωｐＤR０
c

（１５畅２０４）

这里，氢少数离子共振对氘二次谐波加热和氦唱３ 少数离子共振对氚二次谐波加热
的贡献已经包含在里面。

典型参数下，任意一种少数离子共振加热都能产生比对应的二次谐波加热更强
的吸收率。 氢少数离子可以产生较大的阻尼系数，而氦唱３ 对应的系数也不小。 两
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种少数离子加热阻尼系数都和氘等离子体中氢少数离子加热得到的 λ≈１５ 可比。
氦唱３ 通常是更好的选择，这和加热无关，而是由于实践上的原因。 通常而言，当等
离子体被点燃以后，无论是氢还是氦唱３ 都不是我们需要的。 在点火后，少数粒子就
像聚变反应堆中起稀释作用的不需要的杂质。 氦唱３ 可以容易地从等离子体中泵
出，而实践中却很难清除氢放电的结果。 因此，氦唱３ 是更好的少数离子。
15畅8畅6　小　结

离子回旋加热是一种把等离子体加热到点火的有效方法。 有两种基本工作模
式可以利用。 第一种是利用氘或者氚的二次谐波加热，第二种是利用氢或者氦唱３
作为少数离子采用少数离子加热。 对于反应堆级参数，少数离子加热更有效，５％
的氦唱３ 可以实现功率的完全吸收。

功率吸收的份额可以写成：
　　 ηｈ ＝１ －ｅ－λ （１５畅２０５）

这里阻尼系数 λ在各种工作模分别为：

　　

λ＝π
２

ωｐＤR０
c

nＨ
nD

＋βＤ 　　　　　　　　 Ｄ ＋Ｈ

λＨ ＝２ １ ／２ π
２

ωｐＤR０
c １畅７ nＨn ｅ ＋２畅０βＤ 　　Ｄ －Ｔ ＋Ｈ

λＨ ＝２ １ ／２ π
２

ωｐＤR０
c ０畅５ nＨｅn ｅ ＋０畅１９βＴ 　 Ｄ －Ｔ ＋３Ｈｅ

（１５畅２０６）

考虑到反应堆的需求，离子回旋加热的优势在于已经具有价格合理的高功率稳态
源，其最大的不足之处就是需要把天线尽量靠近等离子体边缘，从而最小化边缘截
止区的反射效应。

15畅9　低杂波电流驱动（LHCD）
15．9．1　概　要

本章最后一个主题是非感应电流驱动，这对于大部分聚变位形都是达到稳态运
行所必需的。 前面讨论的所有辅助加热手段（中性束、电子回旋波和离子回旋波）
都可以经过调整用来驱动稳态电流。 然而，本节则集中关注另一种不同的方法，那
就是低杂波电流驱动。

这样选择有几个原因。 首先，在几乎所有情况下，低杂波电流驱动有着最高的
电流驱动效率，这里电流驱动效率定义为每瓦辅助功率驱动电流的安培数；第二，
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低杂波电流驱动可以非常有效地驱动离轴电流，对于匹配自举电流分布和在大的小
半径处建立输运壁垒，这些离轴电流是非常重要的；第三，低杂波电流驱动的物理
具有其独特的科学趣味，它代表了一种非常聪明的解决困难问题的方法。

低杂波电流驱动的基本想法是把具有极强不对称 k‖谱的射频波从低场侧注入
等离子体中。 我们看图 １５畅２４，在这样的波谱，波沿着环的某一特定方向传播（和欧
姆电流方向相反）。 对于低杂波电流驱动，典型的波频在电子和粒子回旋频率之
间：Ωｉ ＜＜ ω ＜＜ Ωｅ。 在这个频率范围，没有回旋阻尼。 然而，在选择合适的参数下，
会有强的 l＝０ 朗道波唱粒子共振作用在电子上。 通过这个共振，电子从波中吸收能
量。 如果频谱是不对称的，还会有个净的动量传递给电子。 这和加热时的频谱是不
同的，后者的 k‖是对称的，因此没有净的动量给电子，即具有 ±v‖的电子分别在
ω＝±k‖ v‖条件下吸收大小相等但方向相反的动量。 而在不对称的频谱下，电子动
量增加对应于一个净的环向电子流体的流，或者等效地得到一个净的环向电流。 就
是说，通过“电流驱动”，我们得到了希望得到的电流。

图 15．24　电场能量的傅里叶频谱
需要注意的是，我们需要持续地提供射频功率来维持驱动的电流。 原因是慢电

子的热化和快电子的慢化会导致在共振速度处分布函数偏离麦克斯韦分布。 具体
而言，如前面图 １５畅１５ 所示，分布函数会在 v‖ ＝ω／k‖处变平。 而库仑碰撞则试图
恢复分布函数到麦克斯韦分布，从而使得驱动电流减小到零。 只有通过辅助功率连
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续驱动，才能维持分布函数的这种不对称性以及相应的电流驱动。 驱动起的电流大小
与用来维持电流的辅助功率的比值是定义电流驱动效率的关键参数。 通过这一节的
分析会看到，典型的低杂波电流驱动效率驱动ηＣＤ≡电流／辅助功率约 ０畅０５ Ａ／Ｗ。

这种电流驱动的机制涉及一种巧妙的值得注意的等离子体物理问题。 在低杂
波电流驱动中起作用的电子是那些 v‖ ≥３vＴｅ的电子。 它们可以说是在分布函数的
尾巴上。 当它们被加热并吸收动量后，这些电子倾向于增强分布函数的尾部。 我们
知道，库仑碰撞率与速度的关系 νｅｉ ～１／v３‖ 。 因此，由于大部分电流由具有较快的 v‖
的电子携带，因此库仑拖曳力减小，这意味着试图把分布函数恢复到麦克斯韦分布
的摩擦力变得更小。 结论是，与我们可以想象的完全依赖于经典碰撞率 珔νｅ ｉ的情况
相比，这种机制需要更少的功率来维持电流（即效率更高）。

另一个值得注意的事实是，ηＣＤ的准确数值强烈依赖于密度和温度分布，不存在
一种由基本原理确定的通用常数乘以定标律的函数形式。 因此，当本节计算出的
ηＣＤ值看起来和实验观察基本差不多时，我们仍然要记住这里给出的不过是个代表
性的值。

分析本身并不十分复杂，尽管过程中需要相当多步骤。 思考这个问题的一个有
用的方法是假设聚变反应堆中的等离子体已经被加热到希望的点火状态，因此密
度、温度、磁场等分布都是已知的常量。 现在的任务是设计一套低杂波电流驱动系
统，用来驱动一定量的非感应电流以达到稳态运行。 具体来说，我们想确定低杂波
电流驱动系统的以下几个参数：① 电流驱动效率 ηＣＤ ；② 驱动电流的大小及其径向
分布 JＣＤ （ r）；③ 低杂波功率沉积的幅度和径向分布 SＬＨ （ r）；④ 低杂波频率 ω；⑤低
杂波平行波数 k‖ 。

和射频波加热一样，低杂波到达感兴趣区域的可近性由冷等离子体色散关系确
定。 对于低杂波电流驱动，保持 k‖ ≠０ 至关重要。 低杂波通过朗道波唱粒子共振的
功率吸收很容易从已经进行过的无碰撞阻尼分析得到。

有意思的是，对于反应堆级的参数，阻尼非常强，大部分低杂波功率都在非常靠
近等离子体边缘的相对狭窄的渗透区内被吸收。 这就意味着电流只能在很接近小
半径 a 的地方被驱动。 幸运的是我们的目标是驱动离轴电流，因为强的朗道阻尼使
得低杂波电流驱动在靠近磁轴的地方不再高效。

最后，通过直接把无碰撞阻尼分析扩展到包含动量和能量转移，就可以进行电
流驱动的计算。 然后通过简单的等离子体动量平衡来确定驱动电流的大小和分布，
当然这还依赖于波的性质。

本节分析最主要的结论是，典型的低杂波电流驱动效率驱的量级为 ηＣＤ ～
０畅０５ Ａ／Ｗ。 这个效率高于其他电流驱动方法，但对于经济地驱动托卡马克中所有
电流来说仍嫌太低。 这也就是为什么自举电流如此重要的原因。
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15畅9畅2　低杂波可近性
我们从讨论低杂波的传播和可近性开始。 假设频率位于离子和电子回旋频率

之间，并具有一个非零的平行波数，从冷等离子体色散关系就可以得到相关结果。
在非零的 n‖下，波属于 Ｏ 模和 Ｘ 模电场分量的结合体，尽管与 Ｏ 模相关的 E‖分量

才是朗道阻尼和电流驱动的原因。
在分析进行中，把质量比 m ｅ ／m ｉ作为一个小参数是非常有用的，这样便于了解

基本的量级关系，决定哪些项必须保留而哪些项可以省略。 定义反应堆级参数等离
子体中低杂波传播的基本量级序列如下：

　　ωｐｅ ／Ωｅ ～ωｐｉ／ω～n‖ ～１
ωｐｉ／Ωｉ ～ω／Ωｉ ～Ωｅ ／ω～n⊥ ～（m ｉ／m ｅ） １ ／２ ＞＞１ （１５畅２０７）

利用这个量级序列，介电张量中各元素可以化简为：

　　

K⊥ ＝１ ＋ω２
ｐｅ

Ω２
ｅ
－ω２

ｐｉ

ω２ ～１

KＡ ＝ ω２
ｐｅ

ωΩｅ
～（m ｉ ／m ｅ） １ ／２

K‖ ＝－ω２
ｐｅ

ω２ ～m ｉ／m ｅ

（１５畅２０８）

把这些结果代入式（１５畅７２）给出的冷等离子体的通解中，得到 n２⊥的如下表达式：

　　 n２⊥ ＝－ K‖
２K⊥

n２‖ －K⊥ ＋K
２
Ａ
K‖

± n２‖ －K⊥ ＋K
２
Ａ
K‖

２ ＋４K⊥ K２
Ａ

K‖

１ ／２

（１５畅２０９）
低杂波电流驱动感兴趣的是平方根号前取加号的那个解。 这个解有较大的 n２⊥ ，对
应于较小的 ω／k⊥ 。 因此，低杂波在文献中通常被称作“慢波”。

现在的任务就是分析式（１５畅２０９）给出的看起来有点复杂的表达式，从而确定
可近性条件。 如果我们记得 K‖ ＜０，那么要得到好的可近性，对 n２⊥ ＞０ 有两个要
求。 首先，K⊥必须在感兴趣的区域都是正的。 这是为了避免出现波共振，因为波一
旦出现共振，就会随之产生出一块 n２⊥ ＜０ 的消散区。 为避免这个问题，要求 ω必须
大于一个临界值。 第二，除非 n２‖足够大，否则根号下面的表达式可能变负。 就是
说，对于一个过小的 n２‖ ，将产生模转换层，慢波转换为快波返回发射天线。 换句话
说，对模转换层更远的区域不可近。 最后，需要注意的是，一旦选择了一个 n２‖来避
免模转换，那就意味着式（１５畅２０９）大括号中第一项自动为正。 因此，低杂波的可近
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性要求高 ω和大 n‖的结合。
现在，把这些条件定量化描述如下。 条件 K⊥ ＞０ 可以写成：

　　 ω２ ＞ω２
ＬＨ （ x ｒ） ≡ ω２

ｐｉ（ x ｒ）
１ ＋ω２

ｐｅ（ x ｒ） ／Ω２
ｅ

（１５畅２１０）
或者等效地，

　　 ω２

ΩｅΩｉ
＞ ω２

ｐｅ（ x ｒ） ／Ω２
ｅ

１ ＋ω２
ｐｅ（ x r） ／Ω２

ｅ
（１５畅２１１）

这里，ωＬＨ （ x）是中平面处局域低杂化频率。 共振半径 x ｒ 可以位于 －a≤x ｒ≤a 的任
何地方。 距离 a －｜x ｒ ｜对应于波在达到低杂化振荡（此时可忽略朗道阻尼）前从 x ＝
－a 处的天线结构进入等离子体的穿透深度。 现在，读者需要假设 x ｒ 是一个待定的
未知量。 而且，不需要考虑磁场的环向效应，允许把 Ωｉ 和 Ωｅ 当做常数处理。

接下来考虑根号下的项的符号问题。 分析稍许有点复杂。 先经过直接的计算
可以看到，这一项为正的条件可以写成：

　　 n２‖ ＞ K１ ／２
⊥ ＋ －K

２
Ａ
K‖

１ ／２ ２ （１５畅２１２）
代入介电张量元，可以得到：

　　
n２‖ ＞［（１ －γX） １ ／２ ＋X１ ／２ ］ ２

X（ x） ＝ω２
ｐｅ（ x） ／Ω２

ｅ

Y ＝ω２ ／ΩｅΩｉ

γ＝（１ －Y） ／Y
（１５畅２１３）

这个函数在空间点 xｍ 处有最大值 （即 矪n２‖ ／矪X ＝０），其中 xｍ 对应于满足下式的
密度：

　　 X（ xｍ ） ＝ Y２

１ －Y （１５畅２１４）
又可写为：

　　 ω２
ｐｅ（ xｍ ）
Ω２
ｅ

＝（ω２ ／ΩｅΩｉ） ２

１ －ω２ ／ΩｅΩｉ
（１５畅２１５）

而且可以看到，这个最大值总是发生在发射天线和 ω２ ＝ω２
ＬＨ （ x ｒ）的低杂波共振半径

之间。 也就是说，最大值位于波传播的区域｜x ｒ ｜＜｜xｍ ｜＜a。 这一点已在图 １５畅２５
中画出。 图 １５畅２５ 以变量 X，Y 为轴，画了两条曲线。 第一条对应于 ω２ ＝ω２

ＬＨ ，转换
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到图上就是 Y＝X／（１ ＋X）。 必须工作在这条线上面以避免共振。 第二条线对应于
式（１５畅２１４） ，注意到如同我们说过的最大值总是位于天线和共振面之间的区域。

图 15．25　频率对密度的曲线
（下方曲线是避免在 K⊥ ＝０ 处出现波共振的边界；
上方曲线对应于为避免出现消散层而取定的最长 n‖）

基于这个分析，把使得函数取得最大值的 X 值代入式（１５畅２１３）中得到 n２‖要满
足的充分必要条件，即

　　 n２‖ ＞n２‖ ｃｒｉｔ ≡ １
１ －ω２ ／ΩｅΩｉ

（１５畅２１６）
这就是我们要的结果。

那么现在如何选择合适的 ω和 n‖呢？ 这种选择并不是显而易见的。 但有一点
很清楚，ω和 n‖必须选取得使在整个感兴趣的区域都有好的可近性。 目前只能假设
这个区域是从发射天线到等离子体中心的整个区域，即在 ０ ＜｜x｜＜a 上，都有 n２⊥ ＞０。
另一个限制是要求 n２‖尽可能地小。 这个限制来自于当 n２‖最小化时电流驱动效率
达到最大化的事实（这一点将在后面推导）。 此外，为了避免出现模转换层，要求
n２‖ ＞n２‖ ｃｒｉｔ，因此我们能做的最好选择就是令 n２‖ ＝n２‖ ｃｒｉｔ。

满足这两个要求的最简单做法就是，选择频率使得低杂化共振刚好发生在等离
子体中心（即 x ｒ ＝０），选择 n２‖稍微大于临界值。 在这样的选择下，对于 ０ ＜｜x｜＜a
上都有 n２⊥ ＞０。 这种做法的困难是在入射波到达等离子体中心之前就会发生强的
非线性参量衰减阻尼。 但这一点在我们的分析中没有包括。

一种可以避免这个问题而且不会引起增大 n２‖带来的坏处的更好的做法，是选
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择一个稍微高一点的频率，使得模转换层发生在等离子体中心（ xｍ ＝０）。 像以前一
样，n２‖稍微大于临界值。 在这样的选择下，入射波传播到等离子体中心之前，不会
遇到模转换层、低杂化共振或者明显的非线性阻尼。 这样就得到了好的可近性。

选择 ω和 n‖的问题看起来已经解决，然而事情还有一点微妙。 当考虑了朗道
阻尼后，可以看到，对于反应堆级参数，波不会透射到等离子体中心，而是处于某些
中间地带，这些尚不确定的位置记做 x ｃ。 这时，上面的结论仍然是可用的，不过，要
得到优化结果，我们应该选择频率使得 xｍ ＝x ｃ，而不再是 xｍ ＝０。 然而，由于密度分
布通常相当平坦，即使我们使用简单一点的选择 xｍ ＝０，也不会损失太多的电流驱
动效率。 因此，本节后面的分析就使用这个简单一点的假设。

与 n‖选择有关的问题可以通过色散关系即式 （１５畅２０９）的图像来解释。 图
１５畅２６ 给出了 ３ 条 n２⊥对 ω２

ｐｅ ／Ω２
ｅ 的曲线，分别对应于三个不同的 n２‖值：n２‖１ ＜n２‖２ ＜

n２‖３ 。 其中 n２‖２ ＝n２‖ ｃｒｉｔ表示临界状态。 选择频率使得对于第二种情况 n‖ ＝n‖ ｃｒ ｉｔ模转

换面刚好发生在等离子体中心 xｍ ＝０。 对其他两种情况，ω值保持不变。 更具体一
点，n２‖２ ＝n２‖ ｃｒｉｔ和 ω２

２ ／ΩｅΩｉ由式（１５畅２１５）和（１５畅２１６）决定，分别为：

　　
ω２

２
ΩｅΩｉ

＝ ２
１ ＋［１ ＋４／α］ １ ／２ ＝ ２

１ ＋ ５ ≈ ０畅６１８

n２‖２ ＝［１ ＋４／α］ １ ／２ ＋１
［１ ＋４／α］ １ ／２ －１ ＝ ５ ＋１

５ －１ ≈ ２畅６１８
（１５畅２１７）

这里 α≡ω２
ｐｅ（０） ／Ω２

ｅ ，对于每一条曲线取值 α＝１。
我们注意到，结果对 n２‖的值非常敏感。 n２‖稍微减小到 n２‖１ ＝０畅９９５n２‖ ｃｒｉｔ，就会

出现一个显著的模转换区，那里波不能传播。 类似地，当 n２‖３ ＝１畅００５n２‖ ｃｒｉｔ，快波和
慢波明显分离开来，到达等离子体中心有很好的可近性。

最后需要指出的是，式（１５畅２１６）要求 n２‖ ＞１，这意味着在密度为零的等离子体
边缘处有 n２⊥ ＝１ －n２‖ ＜０。 因此，和离子回旋波一样，在等离子体边缘会有一个小
的截止区，波必须透过这个区域。 我们被迫再一次把发射天线靠近等离子体边缘以
避免过多的波反射。

小结一下，只要选择 ω＝ω３ ，n‖ ＝n‖３ ，低杂波可以有很好的可近性到达等离子
体中心。 这个频率和平行波数也是我们后面分析低杂波功率吸收和电流驱动时的
选择。
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图 15．26　低杂波快波和慢波分支的色散关系
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15畅9畅3　慢波功率吸收
当低杂波慢波传播进等离子体中时，会发生两种重要的波唱粒子共振现象。 首

先，在非对称 n‖谱的作用下，电子从无碰撞朗道共振中得到净动量，产生想要的电
流驱动；第二，波唱粒子共振也产生波振幅的朗道阻尼。 很明显，电流驱动只能发生
在波还没有被大幅度衰减的等离子体靠外的区域。 对于反应堆级参数，这个靠外的
区域相对狭窄，这是因为在等离子体边缘附近朗道阻尼非常强烈。

这一小节的目标是给出阻尼长度的推导。 具体来说，当波从外侧边缘进入等离
子体时，波振幅有下面的形式：

　　 ｜E２
z ｜＝E２

‖ ｅｘｐ［ －λ（ x）］ ＝E２
‖ ｅｘｐ －２∫x－a k⊥ ｉｄx （１５畅２１８）

这小节的目标就是计算 λ（ x） ，确定对应于 λ（ xｃ ）≈３ 的临界穿透深度 x ｃ。 在
这一点以后，从实际效果来说，波可以看做已经被完全阻尼，没有更多的电流驱动
发生。

在这里，值得指出朗道阻尼和回旋阻尼之间重要的不同点。 回旋阻尼被约束在
等离子体狭窄的一层中，其中心为局域回旋 （或其谐波）共振点 x ＝xΩ，有 ω＝
lΩ（ xΩ）。 而当波在等离子体中传播时，朗道阻尼连续地发生在整个路径上，在 ω＝
k‖ vＴｅ处达到最大值。 这个事实使得分析过程的数学细节复杂化，但并不会改变物
理概念上的理解。

分析将沿着我们也已熟悉的步骤进行。 首先计算 k⊥ ｉ ＝SＬ ／２P⊥ ，然后对 x 积分
得到阻尼系数 λ（ x） 。 对于低杂波，无碰撞吸收来自于式（１５畅１３３）给出的推广的朗
道阻尼关系。 在 SＬ 的表达式中，令 l＝０ 并取小回旋半径条件 e －b I０ （ b）≈１。 利用法
拉第定律，用电场表示磁场项，可以简化坡印亭矢量 P⊥为：

　　 P⊥ ＝ １
２μ０ c

［（n⊥E倡
‖ －n‖ E倡

１ x ）E‖ ＋n⊥ ｜E１ y｜２ ］ （１５畅２１９）
垂直电场 E１ x和 E１ y可以通过式（１５畅７１）给出的色散关系用 E‖表示：

　　
n⊥E‖ －n‖E１ x ＝K‖

n⊥
E‖

E１ y ＝ｉ KＡ （ n
２
⊥ －K‖ ）
n３⊥n‖

E‖

（１５畅２２０）

把这些关系带入可以得到 k⊥ ｉ的中间形式

　　
k⊥ ｉ ＝π１ ／２ n⊥ ω２

ｐｅ
ωc

ζ３ ｅ－ζ２

K‖ ＋K２
Ａ n２⊥ －K‖

２ ／n４⊥n２‖
ζ＝ ω

k‖vＴｅ

（１５畅２２１）
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把不同量代入式（１５畅２２１）即可得到我们想要的结果。 引入下面一些归一化参数会
使这个任务看起来简单点，

　　ω^＝ω／（ΩｅΩｉ） １ ／２

α＝ω２
ｐｅ（０） ／Ω２

ｅ
（１５畅２２２）

在接下来的分析中，用归一化的频率ω^而不是归一化密度 α表示所有关系有其数学
上的便利性。 因此在低杂波电流驱动下，对 ω和 n‖的选择可以写成：

　　
α＝ ω^４

１ －ω^２

n２‖ ＝ １
１ －ω^２

（１５畅２２３）

注意到要得到 λ（ x）就必须要求具体的密度和温度分布，因此接下来的一步是定义
归一化密度 N（ x）和温度 τ（ x）：

　　
ω２
ｐｅ（ x） ／Ω２

ｅ ＝αN（ x）
ω２ ／k２‖ v２Ｔｅ（ x） ＝ζ２ （ x） ＝ζ２

０ ／τ（ x）
ζ２
０ ＝ω２ ／k２‖ v２Ｔｅ（０） ＝c２ ／n２‖ v２Ｔｅ（０）

（１５畅２２４）

函数 N（ x）和温度 τ（ x）分别有 ０≤N≤１ 和 ０≤τ≤１。
最后一个需要的量是 n２⊥ 。 经过简短的计算可以看到：

　　 n⊥ ＝－ m ｉ
m ｅ

１ ／２ ω^２

１ －ω^２ （１５畅２２５）

上式右边的负号是能量流方向引起的结果。 通过对 V ｇ⊥的计算可以看到，群速度和
相速度有相反的符号，这意味着慢波是“反向波”。 因此，为了能量能流入到等离子
体中，我们必须选择负号的 n⊥ ∶n⊥ ＝－（n２⊥ ） １ ／２ 。

有了这些归一化量，可以直接来计算 K⊥ ，KＡ 和 K‖ 。 把结果代入式（１５畅２２１） ，
即得到所要的 k⊥ ｉ的形式：

　　k⊥ ｉ ＝π１ ／２ Ωｅ
c

ω^３

１ －ω^２
ζ３ ｅ－ζ２

（１ －N）D
D ＝１ ＋（１ －ω^４ ）N ＋（１ －ω^２ ） ２N２

（１５畅２２６）

现在，计算 λ（ x）的信息已经都有了，唯一需要的是给出具体的参数分布，然后
就可以通过积分确定 λ（ x）。 一个合适的温度和密度分布是：
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　　τ（ρ） ＝１ －ρ２

N（ρ） ＝１ －ρ６ （１５畅２２７）

这里 ρ＝x／a， －１≤ρ≤１。 温度峰化因子取通常的值 T（０） ／珔T ＝２，密度分布更平坦
些，这也和实验观察相符，它的峰化因子 n（０） ／珔n ＝４／３。

把这些分布和积分变量变换 ρ２ ＝１ －１／y 代入式（１５畅２２６），阻尼率系数的表达
式简化为：

　　
λ（ y） ＝π１ ／２ Ωｅa

c
ω^２

１ －ω^２ I（ y）

I（ y） ＝ζ３
０∫∞

y ｃ
y３ ｅ－ζ２０yｄy

（ y －１） ７ ／２D

（１５畅２２８）

这个复杂的积分 I（ y）可以通过两个近似相当精确地算出来。 这两个近似是基
于典型的反应堆参数 Ωｅa／c ～５ ×１０ ３ ＞＞ １，ζ０ ～２ 做出的。 第一个近似是假设 ζ０

２ ＞＞
１，这是合理的，尽管不是那么高度精确。 第二个近似是从密度分布的形状来的。
因为密度分布一直到半径很大的地方都很平，在 Ｄ 的表达式直接取 N≈１ 只会带来
很小的误差。 在这些近似下，积分 I（ y ｃ）和阻尼系数 λ（ y ｃ） 可以简化为：

　　 I（ y ｃ） ≈ ζ３
０

３ －２ω^２ ｌｉｍζ０→∞∫∞

y ｃ
y３ ｅ－ζ２０yｄy
（ y －１） ７ ／２ ≈ ζ０

（３ －２ω^２ ）
y３ｃ ｅ－ζ２０yｃ

（ yｃ －１） ７ ／２ （１５畅２２９）

和

　　 λ（ y ｃ） ＝π１ ／２ Ωｅa
c

ω^２

（１ －ω^２ ）（３ －２ω^２ ）
ζ０ y３ｃ ｅ－ζ２０y ｃ

（ y ｃ －１） ７ ／２ ＝３ （１５畅２３０）

式（１５畅２３０）应当看作 yｃ 的一个超越方程。 它的解及其意义也许最好用具体数值例子
来说明。 对应于典型反应堆参数，B０ ＝４畅７ Ｔ，a ＝２ ｍ，Tｋ （０） ＝２ 珔T ｋ ＝３０，n２０ （０） ＝
（４／３） 珔n２０ ＝２，有α＝０畅９３， ω^２ ＝０畅６１（等效于 f＝１畅５ ＧＨｚ），n２‖ ＝２畅５。 还有 Ωｅa／c ＝
５畅５ ×１０ ３ ，ζ０ ＝１畅８。 式（１５畅２３０）的数值解可以很容易计算，得到 y ｃ ＝２畅８５。

最后，把这个值代回到 x ｃ 的定义中，可以得到：

　　 ｜x ｃ ｜
a ＝０．８１ （１５畅２３１）

经过一系列复杂的计算，我们得到了希望得到的信息。 结论是：对于典型的反应堆
参数，慢波在被完全削弱前只能在等离子体中传播一小段距离。 电流只有在狭窄的
外部区域内可以被驱动。

675 　第 15 章　加热与电流驱动



15畅9畅4　低杂波电流驱动
这一小节将描述整章分析中我们最感兴趣的一部分，计算由低杂波驱动的非感

应电流。 分析包含对无碰撞阻尼计算的直接扩展。 前几节的无碰撞阻尼计算用来
计算朗道阻尼的 ωｉ 和 k⊥ ｉ，并将注意力集中在共振粒子的能量吸收上。 现在的讨论
将扩展这个分析到包含动量吸收。 这个动量吸收是由非对称的 n‖谱引起的。 共振
粒子动量吸收与试图把等离子体恢复到麦克斯韦分布的电子唱离子碰撞拖曳力相互
平衡，就可以导出驱动电流的大小、驱动电流的分布、电流驱动效率等表达式。 这
些信息是我们本章分析的主要目标。

注意到，通过把单粒子运动作为一个初值问题，不仅可以确定由波唱粒子共振相
互作用引起的能量增加，也可以确定动量的增加。 对于扩展的朗道共振而言，只有
E‖分量才是重要的。 这时，电子运动方程简化为：

　　

ｄv z
ｄt ＝－ em ｅE‖ ｃｏｓ（ωt －k⊥ x －k‖ z）

　 ≈－ em ｅE‖ ｃｏｓ（ωt －k‖ z），　　　 v z（０） ＝v‖
ｄz
ｄt ＝v z z（０） ＝z ｉ

（１５畅２３２）

考虑数学上的简化，在动量方程中略去了 k⊥ x 项。 保留这一项将导致出现贝塞尔
函数，就如同在式（１５畅１３３）中那样。 但是对于 l＝０ 朗道共振来说，在小回旋半径条
件下，贝塞尔函数趋近于 １。 因此，在一开始就忽略这些项会为数学推导带来极大
的简化。

运动方程的解可以通过微扰展开法获得。 令 v z ＝v０ ＋v１ ＋v２ ＋…，z ＝z０ ＋ｚ１ ＋
ｚ２ ＋…，零阶和一阶解分别为：

零阶：

　　v０ ＝v‖
z０ ＝z ｉ ＋v‖ t （１５畅２３３）

一阶：

　　
v１ ＝ e

m ｅ
E‖
ｓｉｎ（ k‖z ｉ －珚ωt） －ｓｉｎ（ k‖z ｉ）

珚ω
z１ ＝ e

m ｅ
E‖

ｃｏｓ（ k‖z ｉ －珚ωt） －ｃｏｓ（ k‖z i）
珚ω２ －tｓｉｎ（ k‖z ｉ）珚ω

（１５畅２３４）

这里 珚ω＝ω－k‖v‖ 。
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能量的改变和新增的动量的改变可以写成：

　　
ｄ
ｄt
m ｅ v２z
２ ＝－e v０E z（ z０ ，t） ＋v０ 矪E z（ z０ ，t）矪z０ z１ ＋v１E z（ z０ ，t）

ｄ
ｄt（m ｅ v z） ＝－e E z（ z０ ，t） ＋矪E z（ z０ ，t）

矪 z０ z１
（１５畅２３５）

需要对这两个量对初始位置进行平均，然后对速度 v‖进行积分。 经过简短计
算显示，对初始位平均后可以得到：

　　
ｄ珡W
ｄt ＝ e２E２

‖
２m ｅ k‖

矪矪v‖ ωｓｉｎ珚ωt珚ω －ｓｉｎ珚ωt
ｄ珚P
ｄt ＝e

２E２
‖

２m ｅ
矪矪v‖
ｓｉｎ珚ωt珚ω

（１５畅２３６）

这里，W ＝m ｅ v z ２ ／２；P ＝m ｅ v ｚ。
对麦克斯韦分布，单位体积内由共振粒子吸收的功率由下式给出：

　　S L ＝∫ｄ珡Wｄt fＭ ｄv ＝π１ ／２ ε０Ｅ２
‖

ω２
pe

ω ζ３ ｅ－λ－ζ２ （１５畅２３７）

这里 ζ＝ω／k‖vＴｅ。 而且 E２
‖已经由 E２

‖ ｅｘｐ（ －λ）代替，这里 λ（ x）由式（１５畅２３０）给
出。 这个因子代表了由于朗道阻尼导致波振幅的衰减。 稍后，我们用这个 SＬ 来计
算电流驱动效率。

最后一个感兴趣的量是驱动的电流。 可以通过简单应用动量平衡得到这个电
流。 这里的基本关系如下。 共振电子的动量增加需要和离子碰撞拖曳导致的动量
损失相互平衡，后者倾向于恢复分布函数到麦克斯韦分布（因为电子唱电子碰撞中总
动量守恒，因此其效应为零）。 数学上，动量平衡有下面的形式：

　　 ｄ珚P／ｄt ＝－m ｅνｅ ｉΔv z （１５畅２３８）
这里 Δv z ＝珋v z －v‖是初始位置平均的平行速度相对于麦克斯韦分布的偏离，νｅｉ是电
子唱离子碰撞频率，由式（９畅４９）给出，这里再次写出来：

　　 νｅ ｉ（ v） ＝ １
４π
e４ n ｉ
ε２

０m２
ｅ
ｌｎΛ １

v３
（１５畅２３９）

其中 v２ ＝v２⊥ ＋v２‖ 。
接下来，注意到把单个粒子的动量变化对所有粒子速度积分，得到稳态下驱动

的电流：
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　　 JＣＤ ＝－e∫Δv z fＭ ｄv （１５畅２４０）
利用动量平衡，上式意味着：

　　 JＣＤ ＝ e
m ｅ∫１

νｅ ｉ
ｄ珚P
ｄt fM ｄv （１５畅２４１）

把积分函数里的各个量代入，对速度空间积分，就可以得到驱动电流 JＣＤ 。 利用
分部积分，并把速度对热速度归一化，经过简短计算可以得到：

　　 JＣＤ ＝ e３E２
‖ n ｅ－λ

π１ ／２m２
ｅ ν０ vＴｅ∫ｓｉｎ珚ωt珚ω uu‖ （２u２ －３） ｅ－u２u⊥ｄu⊥ｄu‖ （１５畅２４２）

这里 ν０ ＝νｅ ｉ（ v ＝vＴｅ） 。 与能量吸收计算一样，u‖积分可以很容易进行。 在 t→ ∞的
极限下，可以得到稳态电流驱动。 这时，ｓｉｎ（ 珚ωt ） ／珚ω趋近于 δ 函数。 在所有项中
令u‖ ＝ω／（ k‖ vＴｅ） ＝ζ，JＣＤ的表达式可以简化为：

　　
JＣＤ ＝π１ ／２ ε０E２

‖
ω２
ｐｅ
ω

e
m ｅν０ vＴｅ

ｅ－λ－ζ２G（ζ）

G（ζ） ＝ζ２∫∞

０ （u２⊥ ＋ζ２ ） １ ／２ （２u２⊥ ＋２ζ２ －３） ｅ－u２⊥u⊥ ｄu⊥

（１５畅２４３）

注意到以前的分析中提到，我们感兴趣的区域对应于 ζ２ ＞＞ １，因此可以对函数 G
（ζ）做合理近似。 在这个区域内，G（ζ） ≈ζ５ 。 利用这个近似，得到 JＣＤ最后的形式：

　　 JＣＤ ＝π１ ／２ε０E２
‖

ω２
ｐｅ
ω

e
m ｅυ０ vＴｅ

ζ５ ｅ－λ－ζ２ （１５畅２４４）
第一个感兴趣的性质是驱动电流的分布。 图 １５畅２７ 给出了一个 JＣＤ ／JＣＤｍａｘ对x／a

分布的数值示例，其中参数是我们一直考虑的反应堆级的参数。 注意到电流在临界
面 x／a≈x ｃ ／a≈０畅８１ 附近剧烈地峰化。 低杂波慢波在等离子体外部边缘附近驱动
电流。 这个结论在反应堆温度下是不可避免的。 具体而言，结合方程（１５畅２３０） ，x ｃ
的定义暗含着一个近似的定标关系：１ －x c ２ ／a２∝１／T。 如果温度能显著地低于反应
堆中的温度，可以在靠近等离子体中心附近驱动电流。 通过基于动理学理论的更仔
细的计算，可以知道，对于 珔T ｋ ≤５ ｋｅＶ，有可能在磁轴附近驱动等离子体电流。

现在考虑一个重要问题：电流驱动效率 ηＣＤ ，它决定了每瓦功率注入能驱动多
少电流。 就目前分析而言，定义如下：

　　 ηＣＤ ＝ IＣＤPＣＤ ＝ ∫JＣＤ ｄA
２πR０∫SＬ ｄA （１５畅２４５）
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我们注意到，如果画出 SＬ 对 x／a 的曲线，会发现它几乎完全和图 １５畅２７ 中 JＣＤ对 x／a
的曲线重叠，在这种情况下，截面积分可以做很精确的近似。 原因是两个函数中强
的指数依赖项 ｅｘｐ（ －λ－ζ２ ）都是一样的。 因此，

　　∫JＣＤ ｄA
∫SＬ ｄＡ ≈ JＣＤ （ x Ｊ）SＬ（ x Ｊ） ≈ ζ２ e

m eν０ vＴｅ x ＝x Ｊ
（１５畅２４６）

图 15．27　归一化电流分布作为归一化位置的函数
（电流峰值在临界面 x／a＝０．８１ 附近）

这里 x Ｊ≈x ｃ 对应于电流密度峰值的位置。 有趣的是，在比率 ζ２ ／ν０ vＴｅ中，温度分
布精确地相互抵消，唯一保留的空间依赖性体现在 ν０ 的密度中。 由于密度是平坦
的，我们可以令 n（ x Ｊ）≈n（０） ＝（４／３）珔n 只会带来很小的误差。 经过这些简化，可以
得到我们所期待的电流驱动效率：

　　 ηＣＤ ＝ IＣＤPＣＤ ＝ １．１７
n２‖ R０ 珔n２０

＝０．０４７　（Ａ／Ｗ） （１５畅２４７）
在反应堆中，驱动 １ Ａ 电流大概需要 ２０ Ｗ 功率。
可以看到，如果要驱动托卡马克反应堆中的所有电流，即大约 ２０ ＭＡ 量级的电

流，需要注入 ４００ ＭＷ 的功率。 显然，对于 １０００ ＭＷ 的反应堆而言，这个功率注入
在经济上是不可接受的。 这也是为什么在等离子体中需要具有可观自举电流的原
因。 高自举电流可以在先进托卡马克运行方式下产生，它对于减少对电流驱动系统
的要求是必不可少的。
15畅9畅5　小　结

低杂波慢波是目前在托卡马克中最有效的驱动稳态非感应离轴电流的方法。
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１畅５ ＧＨｚ的高功率速调管可以很容易得到，成本大概是 ３ 美元／Ｗ。 最大的技术问
题是需要把波导发射阵列放置得尽可能靠近等离子体边缘，以阻止由于必然存在的
边缘截止区造成的强反射。

对于典型的反应堆温度，低杂波的可近性使得电流只能在等离子体边缘附近被
驱动。 低一些的温度允许更加深入等离子体内部的电流驱动。 然而，离轴电流对于
匹配自举电流、建立等离子体边缘附近的输运壁垒也是需要的。 这样的输运壁垒在
等离子体运行中常常需要的。

反应堆设计中的一个临界参数是电流驱动效率。 从已进行的分析可以看出，对
于典型的托卡马克反应堆。 这个效率由下式给出：

　　 ηＣＤ ＝ IＣＤPＣＤ ＝ １．１７
n２‖ R０ 珔n２０

＝０．０４７　（Ａ／Ｗ） （１５畅２４８）

因此驱动 １Ａ 电流大约需要 ２０Ｗ 功率。 尽管这个效率比其他电流驱动效率都高，但
对于驱动聚变堆的所有电流来说，这个效率仍然还太低。 因此可观的自举电流仍然
是需要的，它可以减少电流驱动系统到可以和反应堆的经济性相匹配的程度。 而高
的自举电流要求采用先进托卡马克运行模式。

15畅10　本章总结
等离子体必须首先被加热到 ５ ～７ ｋｅＶ 的温度以使 α功率成为主要的加热源。

在温度升高到 ５ ～７ ｋｅＶ 之前，α自加热可以被忽略，需要欧姆加热和辅助功率来
补偿热传导和轫致辐射造成的功率损失。 而且，一旦实现点火，需要非感应的电流
驱动来维持等离子体的稳态运行。

本章描述了几种加热方法。 欧姆加热从技术上是最简单的，但是等离子体电阻
率随温度增加而减小，因此在典型反应堆参数下，欧姆加热只能加热等离子体到
T ≤ ３ ｋｅＶ。 需要其他的加热手段。

中性束加热对于目前的等离子体是一种非常有效的加热手段。 中性束加热的
基本物理与经典碰撞过程密切相关，因此应该能可靠地外推到未来的大装置，如
ＩＴＥＲ 和聚变反应堆中。 最主要的问题是技术上的。 当束能量大于 １００ ｋｅＶ 后，束
转换效率急剧下降，因此目前的正离子驱动的中性束系统不能很好地扩展到未来大
装置的工作区域。 为克服这个困难，需要发展高能的负离子源驱动的中性束系统。
这有技术上的困难，但有望于 ＩＴＥＲ 使用时按时得以解决。

多种射频波已经被应用来作为辅助加热的源。 无论是电子回旋加热还是离子
回旋加热都可以在下一代大实验装置乃至反应堆的等离子体中心产生大比例的功
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率吸收。 这些加热由无碰撞回旋阻尼产生，它依赖于在波频率等于局域回旋频率或
其谐波频率发生的强烈的波唱粒子共振相互作用。 电子回旋加热是二者中较简单的
一个。 由于短的波长，它可以非常局域地产生加热效应。 但电子回旋加热最大的问
题是缺乏高功率稳态回旋管。 对应于基频回旋频率共振的 １４０ ＧＨｚ 源有望按时为
ＩＴＥＲ 所用。 离子回旋加热使用低得多的频率，而低频率的高功率稳态真空管可以
很容易得到。 这里，功率吸收机制更复杂，需要少数离子加热和二次谐波加热相结
合。 离子回旋加热面临的最大问题是需要一套位于真空容器内部的天线系统，这套
系统需要放置得尽可能靠近等离子体边缘以确保好的耦合。

总的来说，没有单独一种加热方法看起来比其他所有方法都高出一筹。 上面描
述的每一种方法都可以取得好的加热效果，但每一种方法都面临技术问题，要么与
源有关，要么与天线有关。 这种状态使得 ＩＴＥＲ 设计了多种加热手段，以便决定那
种手段从可靠性和费用上是我们最需要的。

本章最后一部分讨论的是低杂波电流驱动。 这种方法具有最高的电流驱动效
率，并可以驱动离轴电流。 这种离轴电流对于匹配自然产生的自举电流和在等离子
体边缘建立输运壁垒是必需的。 低杂波电流驱动由频率在电子和离子回旋频率之
间的波通过无碰撞朗道共振来实现。 速调管功率源是容易获得的。 低杂波电流驱
动最大的技术问题也是需要把天线阵列靠近等离子体边缘以获取好的耦合。 最大
的物理问题是近似 ０畅０４７ Ａ／Ｗ 的电流驱动效率对于经济地驱动托卡马克反应堆中
的所有电流来说还是太低。 这个结论要求高的自举电流份额，因此需要采用先进托
卡马克运行模式。

参考书目

很多年前人们就已熟知欧姆加热和中性束加热技术，这些技术在许多参考书中
都有描述，下面列出的是其中的几本。 射频加热和电流驱动技术也同样如此，但
是，由于涉及相对复杂的等离子体物理，因此关于这方面已有几本专著和几篇较长
的综述文章，其中主要的一些参考文献列出如下。
1．欧姆加热

2．中性束加热
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3．射频波一般知识

4．朗道阻尼

5．电子回旋加热

6．离子回旋加热

7．低杂波加热与电流驱动
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习　题
15畅1　一个理想导体圆柱波导，圆截面半径为 a，用以传播频率ω，沿波导轴向波数 k的 TE波。 为
简化起见，考虑具有非零分量 Ez，Br，Bz 的轴对称模式（即 矪／矪θ ＝０）。 所有量都是 r，z，t的函数。

①推导描述模径向结构的常微分方程。
②确定波传播的色散关系。
③如果 a＝０畅０３ ｍ，计算可以传播的最低频率。

15畅2　本题计算习题 １５畅１中描述的圆柱波导中消耗在壁上的功率。 具体来说，我们希望算出输
入功率衰减 １０％的波导长度。 这可以通过将射频功率源放置得离等离子体真空室有多远才能避
免严重的输入能量耗散损失来估计。 要精确求解这个问题是相当繁杂的。 不过，可以利用迭代方
法，用习题 １５畅１ 中解出的波导中的场作为最低阶的场，这种情况对应于理想完全导体波导，然后
用摄动的方法计算有限电导效应。

①考虑波导中的场。 假设波导有电导率 σ。 并且假设波导壁足够薄，允许我们用平板几何
来描述，“径向”坐标 x由 r＝a＋x定义。 同时波导壁又足够厚，使得场能够在穿透壁后完全衰减
至零。 实践中，这些条件要求 δ ＜＜ d ＜＜ a，这里 δ是趋肤深度，d是波导厚度。 非零场 Ez，Br，Bz 以
ｅｘｐ（－ｉωt＋ｉkz－x／δ）的关系变化。 利用麦克斯韦方程，确定波导壁中的场和趋肤深度。 忽略位移
电流并假设 δ２ ＜＜ k２ 可以简化计算，这两个条件都是很好的近似。

②利用无论壁的电导率是有限大还是无限大，真空中的 Bz 都不会发生太大变化这个事实，
将波导壁中的场和波导中的真空场联系起来。 因此越过波导壁的匹配条件是［［Bz］］ ＝０。 用真
空中 Bz 的幅度表示波导场的每一个分量。

③现在假设｜Bz｜２ ＝｜Bz（０） ｜２ ｅｘｐ（－２z／L）是个由于耗散损失随 z缓慢减小的函数。 通过对相
隔微分元 ｄz的两个圆截面区域上的真空坡印亭矢量积分，计算波导中传输功率的微分损失（ｄPｓ／
ｄz）。

④计算在同样片段波导壁上的微分耗散功率（ｄPＤ ／ｄz）。
⑤利用功率平衡确定衰减长度 L。 作为一个实际的低杂波系统例子， f＝５ ×１０９Ｈｚ，a＝０畅０５ ｍ，

σ＝５ ×１０７ｍｈｏ／ｍ，计算 L。
15畅3　ＩＴＥＲ，ＦＩＲＥ和 ＩＧＮＩＴＯＲ是 ３ 个计划中的下一代实验装置，目标是瞄准研究点火和 α粒子
物理。 本习题的目标是确定需要多少电流才能仅靠欧姆加热就能达到 Q＝１０，然后检查得到的参
数是否符合磁流体不稳定性限制。
输入信息包含表 １５畅２ 给出的每个装置的设计参数。

表 15畅2
ＩＴＥＲ ＦＩＲＥ ＩＧＮＩＴＯＲ

IAM （ ＡＭ） １５ ７．７ １１
B ０ （ Ｔ） ５．３ １０ １３
a（ ｍ） ２．０ ０．６０ ０．４７
R ０ （ｍ） ６．２ ２．１４ １．３２
κ（ ｅｌｏｎｇａｔｉｏｎ） １．７ １．８１ １．８３
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续表 15．2
ＩＴＥＲ ＦＩＲＥ ＩＧＮＩＴＯＲ

珔T e （ ｋｅＶ） １９ １１ １０．５
珔T i（ ｋｅＶ） １９ １１ １０．５

珔n ２０ （１０ ２０ｍ －３ ） １．０ ５．５ １０
　　Ｄ唱Ｔ聚变的反应截面也是需要的，一个很好的解析近似是：

　　 枙σv枛 ＝１０－６ ｅｘｐ a－１
Tα
ｉ
＋a０ ＋a１Tｉ ＋a２T ２

ｉ ＋a３T ３
ｉ ＋a４T ４

i 　（ｍ３ ／ｓ）
这里 Tｉ ＝Tｉ（ｋｅＶ），且

α a －１ a０ a１ a２ a３ a４
０．２９３５ －２１．３８ －２５．２０ －７．１０１ ×１０ －２ １．９３８ ×１０ －４ ４．９２５ ×１０ －６ －３．９８４ ×１０ －８

最后，对于欧姆加热托卡马克，通常认为能量约束由 Ｌ模能量约束时间确定：
　　 τＬ ＝０．０４８ I

０．８５R１．２
０ a０．３κ０．５n０．１２０ B０．２

０ A０．５

P０．５ 　（ｓ）
这里，A＝２畅５是 ５０％Ｄ和 ５０％Ｔ混合燃料的平均质量数，P＝P（ＭＷ）是总加热功率。 对于欧姆加
热高增益 （高 Q） 系统， P ＝Pα ＋PΩ。 当计算欧姆加热功率时，使用新经典电阻率 η≈
ηｃｌａｓｓｉｃａｌ／（１ －ε） ２。
假设密度和温度和温度分布：
　　Tｅ ＝２珔Tｃ（１ －ρ２）

Tｉ ＝２珔Tｉ（１ －ρ２）
n ＝（１ ＋v）珔n（１ －ρ２） v

这里 ρ２ ＝x２ ／a２ ＋y２ ／κ２a２， 珚Q表示对椭圆截面的面积 Q的平均，v 是一个自由参数，用以给出密度
的峰化因子。 对于欧姆放电，电流分布和温度分布通过 J＝J０（Tｅ／Tｅ０） ３／２联系在一起。
忽略轫致辐射损失。 暂时不要管表 １５畅２ 给出的 IＭＡ，这个值只是用来参考。 计算每个装置中

要达到增益 Q＝１０ 所需要的电流 IＭＡ，并作为分布因子 v 的函数。 需要做数值积分完成这一步。
知道了 IＭＡ，对每一个装置计算 q倡和βＮ。 把这些结果化成一组 IＭＡ对 v的曲线。 和表 １５畅２ 中对应
的设计值做比较。 然后，在同一张图上画出 ３个装置的 q倡对 v的曲线，同时把扭曲模不稳定条件画
上去。 最后，在一张图上画出 ３个装置中的βＮ 对υ的曲线，并画出特鲁瓦永稳定极限。 对于 Q＝１０
欧姆运行的可能性可以得到什么样的结论？
15畅4　本题计算欧姆加热下柱形螺旋箍缩等离子体运行在“稳态”放电平台时的自洽的压力分
布。 等离子体可以用电阻性磁流体力学模型描述。 待求的量有 p ＝p（ r），E ＝E０ ez，B ＝B０ ez ＋
Bθeθ。 这里 E０，B０ 都是已知常数。

①推导压强 p（ r）应满足的微分方程。 可利用的信息包括：麦克斯韦方程、压力平衡、平行欧
姆定律、理想气体定律、经典电阻率η＝Cη／T３／２和假设的密度温度关系 n（ r） ＝n０ （T／T０ ） １／２。 最后
的结果应该是一个二阶常微分方程。 可以引入归一化变量 x，B（ x），P（x）来简化方程形式，定义
如下 r＝ax，Bθ （ r） ＝BＩB（ x），p（ r） ＝（BＩ ２ ／μ０ ） P（ x）。 这里 a 是特定等离子体半径，BＩ ＝Cηn０ ／
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aE０Ｔ１／２都是已知常量。
②引入变换 x＝ｅｘｐ（ －y），P（x） ＝ｅｘｐ［ －V（y） ＋２y］，微分方程可以化为简单的形式。 在条

件P（０） ＝P０，P′（０） ＝０ 下求解这个方程，并画出 P（x）图像。
15畅5　一个创新性的建议是让强激光通过稠密等离子体柱来得到聚变等离子体。 激光经碰撞吸
收来加热等离子体。 为了研究这种方法，考虑等离子体离子质量无穷大即下列平衡条件：nｅ ＝
nｉ ＝n０，pｅ ＝pｉ ＝p０，E ＝B ＝vｅ ＝vｉ ＝０。 为简化起见，假设激光沿等离子体柱一维传播（即忽略波
在垂直径向的依赖关系）。

①推导 ＴＥＭ电磁波在等离子体中传播的色散关系。 注意在电子动量方程中包含电子离子
碰撞效应。

②假设频率ω给定， υｅｉ ＜＜ ω，计算 k＝kｒ ＋ｉkｉ。
③考虑 n０ ＝１０２４ｍ －３， νｅｉ ＝４ ×１０７ ｓ －１，如果等离子体长度等于波的衰减长度，即 L＝１／kｉ，则

等离子体柱的长度 L是多少？ 这个结果看起来可行吗？
15畅6　真空中沿 z方向传播的电磁波，频率为 ω，波数为 k。 非零的场分量是 Ex 和 By。 波垂直射
向一个半无界的平板等离子体，其边界面位于 z＝０处。 等离子体是冷的和均匀的，密度为常数 n，
外加稳恒磁场可以忽略，电子－离子动量交换碰撞频率很小但不为零。 波频率足够高，离子可以
认为质量无穷大。

①计算波在等离子体中传播的色散关系。
②边界处匹配，决定等离子体中的场和从边界面反射的波的幅度。 用入射电场幅度 E０ 来表示。
③定义吸收效率为η＝Ｒｅ（Sｐ） ／Ｒｅ（S ｉｎ），这里 S ｉｎ是入射坡印亭流，Sｐ 是等离子体界面内坡印

亭流。 计算η＝η（ω），确定对应于最大吸收的频率值。 它等于等离子体频率吗？
15畅7　一个一维等离子体腔，厚度 a＝８ ｃｍ。 开始时等离子体腔是空的，即真空。 一束波长８ ｍｍ
的 ＴＥＭ波穿过腔体，在 x＝０和 x＝a处记录到的相移是Δ矱１ 。 充入密度为 n的等离子体，再次重
复实验，得到的相移是Δ矱２ 。 两次相移之差是Δ矱１ －Δ矱２ ＝π／５，问等离子体密度是多少？
15畅8　用下面的简单模型研究中性束加热托卡马克的稳定性。 电子是温度为 Tｅ，密度为 n０ 的绝热流
体，即忽略电子惯性和动量方程中的碰撞。 背景离子是冷流体，密度为 nｉ。 中性束以单一速度 v０ （无
热展宽）平行于磁场注入。 它很快被电离，在短时间内可以忽略能量和动量的损失。 束密度 nｂ ＜＜ nｉ。

①计算沿平行于磁场的低频静电波的色散关系。
②计算不稳定发生时 v０ 的条件。 这个不稳定性可能发生在实际情况下吗？ 解释之。

15畅9　本题研究在电子回旋加热下热效应对冷等离子体介电张量的影响。 考虑无穷均匀等离子
体，平衡磁场 B ＝B０ ez。 电子平衡满足 n＝n０，T＝T０。 离子假设是冷的，有无穷大质量。 利用电子流
体方程计算介电张量。 忽略碰撞项，但保留电子压强项，计算对应于 k‖ ＝０这一电子回旋加热感兴
趣情况下介电张量元。
15畅10　利用习题 １５畅９的结果，说明 Ｏ模色散关系不会受热效应影响。
15畅11　利用习题 １５畅９的结果，研究热效应对 Ｘ模色散关系的影响。 假设外部低场侧入射，中平面
平衡参数分布如下：

　　B０（r） ＝Ba R０
R０ ＋r
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n０（r） ＝na １ －r２a２
T０（r） ＝Ta １ －r２a２

Ba ＝５ Ｔ，na ＝３畅６ ×１０２０ ｍ－３，Ta ＝５ ｋｅＶ，R０ ＝１ ｍ，a＝０畅３５ ｍ。 选择对应于等离子体中心处的二次
回旋共振的波频。 画出 Ｘ模色散关系 n２⊥≡（k⊥ c／ω）２ 对 r 的图像。 同时在同一张图上画出 Ta ＝０
时的曲线用以比较。 当考虑热效应，在二次谐波加热是不是仍然是可能的？ 解释之。
15畅12　本习题的目的是计算波共振处的功率沉积。 假设用包含小碰撞频率的冷等离子体模型来
精确地描述其中的物理。 为简单起见，考虑各项同性等离子体，其局域折射率 n２ ＝n２ （ω，x）。 在一
给定点 x＝x０ 处有波共振这意味着：

　　 n２（x） ≈ C（x０）
ω－ωＲ（x）

这里ω＝ωＲ（x０）是共振频率。
①为了计算功率吸收，先从 E· k ＝０的电磁波的介电张量的定义出发得到电导率σ；
②利用 J ＝σE，从关系 PＤ／A＝∫E· J倡ｄx计算单位面积上的功率吸收。 注意，在没有碰撞时，

表达式在 x＝x０ 有一个奇点。 假设一个小的碰撞频率，可以去掉这个奇点。 最简单的做法是直接把
原来按照 ｅｘｐ（ －ｉωt）变化的改为 ｅｘｐ（ －ｉωt－vt）。 因此，n２ 分母上的奇点就可以通过把ω变为ω－ｉ
v去掉。 注意到在小碰撞率下，吸收层仍然是窄的，计算可以进一步简化。 因此可以通过把所有量
在 x＝x０ 附近展开较容易地得到功率积分。 证明：在小碰撞率条件下，功率沉积和碰撞率 v无关，有
下面的表达式：

　　 PＤA ＝πωＲε０ ｜E｜２C
（ｄωＲ／ｄx） x＝x０

15畅13　本题研究另一种利用离子回旋频率范围的波加热等离子体的可能方法。 思路是在两种离
子种类的等离子体中产生波共振。 可以假设波在共振层发生模转换，转换后的动理学波可以继续
传播直到被无碰撞阻尼吸收。 由于波截止通常出现在波共振附近，因此关键问题是考虑可近性。
波能否在它遇到截止区之前就到达共振呢？ 这个问题可以用冷等离子体色散关系解决。 考虑一个
具有两种不同离子、由离子回旋波加热的等离子体。

①利用电荷准中性，证明在感兴趣的频率范围，n２‖ ＝０的色散关系可以写成：

　　 n２⊥ ＝∑i
ω２
ｐi

Ωi（ω＋Ωi）∑i ω２
ｐi

Ωi（ω－Ωi）
∑
i

ω２
ｐi

（ω２ －Ω２
i ）

这里求和只对离子进行。
②计算两种离子杂化共振发生的频率ωＲ。 证明ωＲ 在两个回旋频率之间。
③计算截止频率ωＣ。 证明频率ωＣ 在两个回旋频率之间。
④证明ωＣ ＞ωＲ，如果我们想获得在遇到波截止前到达波共振的可近性，需要低场侧注入还是

高场侧注入？
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第 16 章　聚变研究的未来
16畅1　引　言
我们已经对聚变能发展所面临的等离子体物理方面的主要问题进行了讨论：①

宏观平衡和稳定性；②输运和③加热与电流驱动。 有了这些知识准备，我们可以对
核聚变研究的现状进行评估并探求未来国际聚变计划应向什么方向发展。 这些构
成第 １６ 章的内容。 首先，对托卡马克装置的上述等离子体物理的三个主要方面的
研究现状做一简单概述，接下来讨论国际聚变计划的下一个主要核聚变实验：国际
聚变实验堆（ ＩＴＥＲ） 。 如果 ＩＴＥＲ 建成并成功运行，我们就能进一步设计建造示范性
聚变核电厂（ＤＥＭＯ） 。

16畅2　等离子体物理研究现状
尽管本书的大部分材料适用于众多拟用的聚变概念，但这里的讨论主要集中在

托卡马克位形上，因为作为一种聚变反应堆途径，这一位形无论是在实验等离子体
物理方面的实际表现上，还是在未来聚变反应堆的详细设计方面，都具有明显的领
先优势。

下面简要介绍托卡马克等离子体物理研究的进展。 聚变反应堆的基本点火条
件由下式给出：

　　 pτＥ ＝２４
Eα

T２

枙σv枛 （１６畅１）
我们将看到，尽管还存在很有挑战性的未解决问题，但研究已取得了重大进展。

16畅2畅1　宏观平衡与稳定性
我们先来考虑出现在点火条件里的压强 p。 在现有的聚变概念里，为防止大破

裂的发生，压强可取得的上限值主要由宏观平衡和稳定性极限条件确定。 磁流体力
学模型能够很好地描述这种宏观平衡和稳定性极限条件。 就托卡马克而言，总的来
说，理论预言与实验观察结果符合得较好。 因此，我们可以依据理论的可靠预言来
确定下一代装置实验的压强极限。



根据实际表现，在标准模式下运行的托卡马克实验已经取得了反应堆所需的 β
值。 这些值接近于无壁 β极限的最大值。 但相应的等离子体压强，由于磁场较小的
原因，要小于反应堆所需的压强值。 下一代的高场强实验应能实现高 β和高压强。
目前这方面的主要问题是高 β和电流分布产生的自举电流太小，不足以减少对电流
驱动的依赖性，而电流驱动是反应堆经济性达到可接受水平所必需的。

解决这一问题需要通过先进托卡马克运行方式来实现大比例的自举电流。 不
幸的是，实现这种大比例自举电流所需的β值超过了无壁β极限。 在较高β值情形
下，采用理想导体壁可产生稳定性。 然而，由于实际导体壁都具有一定的电阻性，
因此会激发起电阻壁模。 如何稳定这种电阻壁模是当前实验装置和未来大型装置
需要解决的重要课题。
16畅2畅2　输　运

托卡马克等离子体的主要输运机制是热传导，通常用点火条件下的能量约束时
间 τＥ 来刻画。 经过解析理论和大规模计算的联合攻关，目前对芯部热输运基本机
制的理解已经取得长足的进步。 但是，对 τＥ 基本规律的预言仍付阙如，依然是当前
和未来聚变研究面临的巨大挑战。

还有一些与边界等离子体有关、直接影响到芯部输运的输运问题，这些问题包
括：格林伍德密度极限、Ｌ－Ｈ 模转换的功率阈值以及边界局域模等。 此外，对较低
电流下先进托卡马克运行至关重要的内部输运垒的物理机制也不是十分清楚。

目前来看，τＥ 以及与边界现象有关的判据的确定均是基于经验定标关系。 这
些关系在现有实验装置上十分有效，希望能可靠地外推到未来下一代托卡马克上。
实际上，下一代实验装置的大小和造价直接取决于经验定标律对 τＥ 的预言。 发展
存在大量高能 α粒子的热输运情形下的经验定标律也是未来面临的重大挑战。

最后，值得指出的是，新经典输运理论预言的自举电流值似乎与实验观测结果
非常一致。 对 JＢ 的准确预言对于确定稳态运行条件下电流驱动系统的要求至关重
要。 了解 α粒子对自洽自举电流的作用是未来研究面临的另一项重大挑战。
16畅2畅3　加热与电流驱动

要满足点火条件中的 pτＥ 乘积最小化要求，就必须达到使 T２ ／枙σv枛最小化的等
离子体温度：T≈１５ ｋｅＶ。 这可以通过两阶段过程来实现，先通过初始辅助加热功率将
等离子体加热到约 T 为 ５ ～７ ｋｅＶ，然后 α粒子加热占主导，完成加热到 T≈１５ ｋｅＶ。
在现有装置上，我们已经对提供芯部加热的几种辅助加热方法进行了检验。 这些方法
包括：中性束加热、离子回旋加热（ ＩＣＨ）和电子回旋加热（ＥＣＨ）。 在现有装置上，对于
密度低于反应堆要求的纯氘等离子体，已经取得了超过 T 为 ５ ～７ ｋｅＶ 的温度。 总的
来看，加热方法卓有成效，与理论预言符合得很好。 这意味着（依据功率平衡和造价
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考虑）合理的辅助加热功率是能够实现下一代装置或反应堆要求的加热目标的。 而
且根据目前的实验装置经验，单从等离子体物理方面考虑，一般认为中性束加热是最
简单、最可靠的加热手段。 因此这种方法将在 ＩＴＥＲ 中发挥重要作用。

外推到 ＩＴＥＲ 和反应堆的加热方法所面临的问题主要是技术层面的。 中性束加
热要求开发高能量负离子源作为驱动源。 ＥＣＨ 要求发展大功率稳态回旋管系统。
ＩＣＨ 则需要一种非常接近等离子体边缘的天线结构。 这些都是当前和未来研究的
课题。

与此相关的是电流驱动问题，它隐含着通过稳态运行进行点火的条件。 低杂波
电流驱动是目前可用的最有效的方法。 同时它可以驱动离轴电流，这会带来匹配自
然形成的自举电流分布的好处。 但即便如此，目前电流驱动效率的绝对大小还太
低，无法驱动托卡马克实验反应堆或点火装置的全部电流。 结论是，为了实现反应
堆的经济兼容性，降低对电流驱动水平的要求，就要求有相当一部分电流由自举电
流承担。 因此长脉冲电流驱动技术在当前以及下一代实验中都是一项重要的研究
课题。
16畅2畅4　α粒子等离子体物理

前面章节里对 α粒子物理学的讨论主要是考虑功率平衡和加热等问题。 目前
就芯部等离子体对 α粒子作用的物理机理或者反过来———α粒子对芯部等离子体
作用的物理机理———等问题的研究还非常少，主要原因是有关 α粒子的数据非常
少，只有 ＴＦＴＲ 和 ＪＥＴ１）

在有限时间内实际进行过氚等离子体物理实验。

１） ＴＦＴＲ，Ｔｏｋａｍａｋ Ｆｕｓｉｏｎ Ｔｅｓｔ Ｒｅａｃｔｏｒ（托卡马克型聚变实验反应堆 ）的首字母缩写 ；ＪＥＴ，Ｊｏｉｎｔ Ｅｕｒｏｐｅａｎ Ｔｏ唱
ｒｕｓ（欧洲联合环形器）的首字母缩写 。 ———译者

由于数据缺乏，α粒子等离子体物理经常被认为是等离子体物理的下一个（希
望是最后一个）前沿。 学习掌握 α粒子等离子体物理是下一代点火实验装置的主
要物理目标。

人们尤其关心 α粒子的压强梯度是否会激发起不稳定性，这种不稳定性可能
会引起 α粒子以飞快速度损失掉。 我们最不愿意看到的是 α粒子在将其能量传递
给背景等离子体之前就损失掉了，从而使实现稳态点火条件所需克服的困难大大
增加。

另一个问题是如何通过辅助加热和电流驱动来实现等离子体压强和电流分布

的外部控制。 这里的困难在于点火等离子体中的 α粒子功率完全压倒了辅助加热
和电流驱动功率。 因此需要研究如何有效利用这些“小的”外部功率源来控制各种
参数分布。

非常重要但目前实验尚未触及的一个问题是如何清除 α“灰” 。 随着聚变反应
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中 α粒子的出现，由于电中性的要求，它们取代了 Ｄ唱Ｔ 燃料。 过多的 α粒子稀释了
Ｄ唱Ｔ燃料，导致聚变反应水平下降，这反过来又会影响到功率平衡。 因此迅速除去
α粒子是未来实验装置面临的重要挑战。

最后还应提及燃烧控制的问题。 第 １４ 章的分析显示，按 Ｈ 模定标律的 t～T 分
布关系，燃烧控制应自动进行，这需要通过实验来证明稳态运行的可行性。
16畅2畅5　聚变技术问题

如前所述，虽然从下一代点火实验来看，还有很多重要问题需要解决，但我们对
等离子体物理的基本理解已经有了巨大进步。 同样重要的是，点火实验还必须考虑
很多实际的、反应堆所面临的聚变技术问题。 这些问题有以下几方面。

一个关键问题是第一壁与 １４畅１ ＭｅＶ 中子的相互作用问题。 前文中我们假定
第一壁所容许的中子通量极限为 Pｗ≤４ ＭＷ／ｍ２ 。 这是依据现有材料提出的一种可
能的乐观上限，而不是届时第一代聚变反应堆运行的不切实际的目标。 我们知道，
壁中子负荷的上限值是一个非常重要的设计参数，它直接影响到反应堆的造价。 不
幸的是，由于 １４畅１ ＭｅＶ 中子源的缺乏，目前可获得的材料辐射数据非常有限。 大
多数聚变研究人员认为，聚变反应堆研究的进展不仅应包括像 ＩＴＥＲ 这样的点火实
验装置，还应包括发展具有承受高中子负荷性能的先进材料所需的专用的材料实验
设施。 这就是未来要建设的另一类聚变装置，称为国际聚变材料辐射装置 （ ＩＦ唱
ＭＩＦ）。

第二个重要的技术问题是关于偏滤器的设计。 虽然在现行带偏滤器的托卡马
克装置上已经积累了大量的数据，但 ＩＴＥＲ 和聚变堆规模水平上的偏滤器问题还没
有完全解决。 原因是在下述几方面进行权衡存在困难：靶材料的选择、靶的寿命、
靶对等离子体的反作用以及需要在偏滤器模块磨损后进行自动更换等。

第三个重要问题是超导磁体技术。 虽然在建设强磁场超导磁体方面已经有了
大量经验，但至今还没有建造过 ＩＴＥＲ 或聚变堆规模所需的磁体。 体积大，加之需
要使用更难制造的铌 －锡合金超导材料来实现高的 Bｍａｘ，使得这一技术问题具有挑
战性。

第四个技术问题是包层。 像 ＩＴＥＲ 这样的实验装置将第一次产生大量的聚变中
子，因此需要用包层来进行辐射防护。 幸运的是，我们从裂变反应堆获得的知识足
以解决通过热交换器去除中子能量的问题。 但是对于如何产氚我们几乎没有任何
经验。 这是一个重要的技术问题，因为世界上氚的供应十分有限，大规模制造成本
非常昂贵。

第五个技术问题与等离子体加热有关，这就是中性束加热所需的负离子驱动源
的开发、电子回旋加热所需的大功率回旋管的开发以及离子回旋加热用的长寿命天
线技术的开发。
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在结束本小节的最后，值得指出的是，许多研究人员均认为，聚变所面临的技术
和等离子体物理问题是相当有难度的。 虽然从概念上说各种解决方案都可能有用，
但必须建造 ＩＴＥＲ 这样的装置，通过实际装置运行来检验这些概念。

16畅3　ITER
ＩＴＥＲ 实验的目标是要解决如上所述的等离子体物理和聚变技术方面的问题。

因此在今后 ２０ 年里，ＩＴＥＲ 起着世界聚变项目旗舰的关键作用。 ＩＴＥＲ 的物理和技
术性能直接关系到聚变堆研究的进展，因此其作用十分重要。

为了帮助大家了解 ＩＴＥＲ，本小节对这一项目的历史和实际提出的实验内容做
一简述。
16畅3畅1　历　史

早在 ２０ 世纪 ７０ 年代末，国际聚变界已经认识到建造大型点火实验装置对研究
α粒子物理的重要性，并着手解决聚变堆面临的各种技术问题。 当时设立了一项国
际合作来设计这样一个实验装置，它被命名为国际托卡马克反应堆（ ＩＮＴＯＲ） 。 这
一设想的目的———很多方面今天依然有效———是要实际了解点火实验或实际设计
聚变堆时所面临的问题。 这次合作在确认许多关键问题方面取得了巨大成功，并提
出了未来研究的重要领域。 但 ＩＮＴＯＲ 小组面临的困难是，当时世界级的大型托卡
马克装置尚未建设完成，因此没有可靠的定标关系用来预言能量约束时间。 ＩＮＴＯＲ
基于当时可获得的最佳数据给出的结论是：等离子体电流 I≈ ８ ＭＡ已经足以实现
其目标。 而今天，我们基于对 Ｈ 模能量约束的理解给出的点火要求是 I≈２０ ＭＡ。

研究人员意识到 ＩＮＴＯＲ 的不确定性，因此这一设计从没有付诸实施。 但是，
ＩＮＴＯＲ 开创了国际合作的先例。 因此在 １９８５ 年的日内瓦峰会上，前苏联领导人戈
尔巴乔夫向当时的美国总统里根建议道，美苏应就设计和建造下一代聚变点火装置
开展国际合作。 欧共体和日本迅速加入了这一合作。 这个项目被命名为 ＩＴＥＲ。

项目的第一步是发展概念设计，其正式名称是概念设计工作（ＣＤＡ）。 ＣＤＡ 于
１９８９ 年开始，至 １９９１ 年完成。 它的成功在于，研究人员就建造这样一种目标能够
实现的装置达成一致。 关键的设计参数也得到具体化。

基于这一成功，合作各方就 ＩＴＥＲ 的实际工程设计签署了第二份协议。 这就是
所谓的工程设计工作（ＥＤＡ），计划时间是 １９９２ ～１９９８ 年。 在这一阶段结束时应提
交详细的工程设计方案。 各方为此投入了巨大努力，最终取得了设计上的成功：经
过大批专家的审评，一致认为最终设计方案从工程和等离子体物理的角度看是可信
的。 这个最终设计要求托卡马克的大半径为 ８畅１ ｍ，电流达到 ２０ ＭＡ。 造价 （按
２００５ 美元市值）约为 ９０ 亿美元，建设周期约需 １０ 年。
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虽然 ＩＴＥＲ 在技术上可靠的，但其建设成本对合作各方来说仍然过高。 这一
点，加上上世纪 ９０ 年代末能源相对廉价，从而导致当时合作各方都不愿意提供建造
ＩＴＥＲ 所需的场地的局面，因为作为东道主，其付出的成本还要更高。

因此，各方决定先设计一个较小的 ＩＴＥＲ 版本以降低目标和成本。 希望以较低的
成本，与未来对能源研究更为有利的经济环境相结合，以期获得该项目的批准。 新版
本与原版 ＩＴＥＲ的主要区别之一是，原版 ＩＴＥＲ 的目标是实现完全点火（即 Q ＝∞），而
新版放宽了这一要求，将目标降低为 Q 值较高但不是无穷大（即 Q ＝１０）。 简化版
ＩＴＥＲ 项目还面临的一个复杂性是美国政府于 １９９８ 年决定彻底退出 ＩＴＥＲ计划。

其余合作伙伴继续合作，到 ２００１ 年成功完成了简化版 ＩＴＥＲ 的工程设计。 新版
ＩＴＥＲ 的设计指标是较低的电流 I ＝１５ ＭＡ 和较小的大半径 R０ ＝６畅２ ｍ。 其成本约
为 ４０ 亿美元（２００５ 年美元市值），需要 ８ ～１０ 年建成。 到设计完成的时候，能源价
格开始攀升，能源研究的大环境已经改善。 美国重新加入了合作。 另外还有两个新
的合作伙伴加入进来：中国和韩国。 加拿大也考虑成为合作伙伴。

另一个非常积极的结果是，在新版 ＩＴＥＲ 的设计完成后，有 ４ 个国家愿意为该设
施提供场地：加拿大、法国、日本和西班牙。 从技术角度上说，加拿大提供的站址非
常有吸引力。 然而，加拿大的人口和相应的税收基础太弱，不足以支撑作为东道国
所应具备的较高资金水平。 因此加拿大撤回了提供站址的申请，目前还不是合作组
织的正式成员。 法国和西班牙的站址技术上说也都很有吸引力。 但欧盟决定，单个
候选地将增强欧洲中选的可能性，于是选择法国的卡达拉什（Ｃａｄａｒａｃｈｅ）作为正式
参选站址。 日本提出在本州岛北部的 Ｒｏｋｋａｓｈｏ 作为参选站址，技术上也具吸引力。

因此，站址的竞争最终在法国和日本之间进行。 欧盟和日本为此都做了非常庄
严承诺和有吸引力的出价，以期成为新 ＩＴＥＲ 的东道主。 最初的投票有三个成员
（欧盟、俄罗斯和中国）支持法国站址方案，另外三个成员（日本、美国和韩国）支持
日本站址方案，由此形成长时间的僵局。 经过艰苦曲折的谈判，各方最终（２００５ 年
７ 月）达成一项国际协议，决定将法国的卡达拉什作为新 ＩＴＥＲ 的站址。 这的确是一
个重要的里程碑。

截至本书付梓（２００６ 年 １０ 月），目前局面是希望最后协议能于 ２００６ 年年底获
得各成员国的签署，允许新 ＩＴＥＲ 于 ２００７ 年开始建设。
16畅3畅2　新 ITER

现在我们将重点转到对新 ＩＴＥＲ 技术的简要说明上来，以下就简称为 ＩＴＥＲ。 我
们从讨论 ＩＴＥＲ 的主要物理目标开始。 ＩＴＥＲ 的主要物理目标是产生一个能维持足
够长时间的、稳定的、约束良好的、Q ＝１０ 的等离子体，以期达到准稳态运行。 第二
个物理目标是利用非感应电流驱动技术实现 Q≥ ５ 的稳态运行。 至于技术方面，
ＩＴＥＲ 的建设将验证大型超导磁体、面向等离子体的材料以及大规模远程控制技术
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等方面的可行性。 它还将测试偏滤器设计的有效性，并开始探索氚增殖。
ＩＴＥＲ 的实际设计剖面如图 １６畅１ 所示。 整个装置的示意图如图 １６畅２ 所示。 应

当指出，ＩＴＥＲ 具有单零偏滤器和由铌锡合金建造的超导磁体。 等离子体中心的磁
场为B０ ＝５畅３ Ｔ。 为了降低成本，装置尺寸限定为，在无导体壁磁流体力学稳定条件
下实现等离子体 Ｈ 模定标的 Q ＝１０ 运行。 因此大半径取 R ＝６畅２ ｍ，小半径 r ＝
２ ｍ，环径比 R０ ／a ＝３畅１。 实现目标约束时间所需的电流为 I ＝１５ ＭＡ。 在 Q ＝１０ 的
运行条件下，平均密度和平均温度分别为 n－２０ ＝０畅９ 和 珔T ｋ ＝１１。

作为基本运行模式，ＩＴＥＲ 有 ３ 个辅助功率源：负离子束驱动的 ３３ ＭＷ 中性束、
２０ ＭＷ的 ＩＣＨ 和 ２０ ＭＷ 的 ＥＣＨ。 中性束和 ＩＣＨ 将主要用于加热，ＥＣＨ 在最初阶段

图 16畅1　ＩＴＥＲ设计的断面图（ITER Final Design Report（２００１）．Ｖｉｅｎｎａ：ＩＡＥＡ）
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将被用于稳定局域电阻性磁流体力学不稳定性，即所谓新经典撕裂模，这种模限制
了可获得的 β值。

ＩＴＥＲ 运行的脉宽约 τｐｕｌｓｅ≈４００ｓ，完全由欧姆变压器感应驱动。 按计划，在基本
运行阶段，自举电流预计会很小且没有电流驱动。 如果运行成功的话，ＩＴＥＲ 应当产
生 Q ＝１０ 的等离子，相应的聚变品质因子为 珋pτE ＝６畅４ ａｔｍ ｓ。

刻画 ＩＴＥＲ 的基本参数总结如表 １６畅１。 我们看到，这些参数与第 ５ 章介绍的简单
聚变反应堆设计值和第 １４ 章中的点火实验装置设计值是可比的。 从大小尺寸和运行
表现上说，ＩＴＥＲ 基本是一个全尺寸原型聚变反应堆。 区别主要是，ＩＴＥＲ 基本上仍是
一个实验堆，因此没有被设计成具有与反应堆稳态运行有关的很高的功率因数。

图 16畅2　ＩＴＥＲ装置的完整示意图（ITER Final Design Report（２００１）．Ｖｉｅｎｎａ：ＩＡＥＡ）
除了如表 １６畅１ 所述的第一阶段的运行，ＩＴＥＲ 第二阶段的运行主要以实现先进托

卡马克（ＡＴ）运行为目标。 这个目标是要通过强大的电流驱动和参数剖面成形来达到
接近稳态运行。 下面描述的几种不同场景和参数是具有代表性的 ＡＴ 运行模式的
例子。

对于 ＡＴ 实验，自举电流与外部电流驱动相结合应当产生很长的脉冲（３０００ｓ）
甚至真正的稳态运行。 电流驱动主要由低杂波功率和电子回旋波功率相结合的方
式提供。 但是，由于 ＩＴＥＲ 没有足够的电流驱动功率加自举电流来实现整个 １５ ＭＡ
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等离子体电流的基本运行，因此 ＡＴ 阶段的实验将在参数要求略微减小的条件下进
行。 具体来说就是，总电流将从 １５ ＭＡ 减小到约 ９ ＭＡ，而聚变增益将从 Q ＝１０ 降
至 Q ＝５。

剖面控制将产生中空的电流密度分布、反剪切安全因子和比例因数 fＢ ～０畅４ 的
自举电流。 此外，达到 Q ＝５ 所需的约束时间将超过 Ｈ 模约束时间，这意味着通过
形成内部输运垒来实现输运改善，这同样需要借助于剖面控制。 最后，预期的 β值
将非常接近特鲁瓦永（Ｔｒｏｙｏｎ）无壁稳极限值。 这很可能激发起电阻壁模，因此需要
通过反馈使其稳定化。

上述的 ＩＴＥＲ 具有代表性的 ＡＴ 运行参数总结见表 １６畅２。 我们看到，虽然性能
有所降低，但 ＡＴ运行仍将代表着一项重大成就，那就是托卡马克可以在有大量 α
粒子存在的条件下实现稳态运行。

表 １６畅１ 和表 １６畅２ 的参数表明，ＩＴＥＲ 无疑是一个具有远大目标的国际大项目。
假设 ＩＴＥＲ 建成并按照其目标运行，那么下一步是什么？ 答案是下面要描述的全尺
寸示范电站。

表 16畅1　ITER实验基本运行参数
参　数 符　号 单　位 ＩＴＥＲ 指标
大半径 R ０ ｍ ６畅２
小半径 a ｍ ２畅０
环径比 R ０ ／a ３畅２

拉长比 （９５％通量面 ） κ １畅７
等离子体体积 V Ｐ ｍ３ ８３７
等离子体表面积 A ｐ ｍ２ ６７８
环向磁场 B０ ＝B（ R０ ） Ｔ ５畅３

等离子体电流 I ＭＡ １５
扭曲模安全因子 q倡 １畅９４

安全因子 （９５％通量面） q９５ ３畅０
平均温度 珔T ｅ ≈ 珔T ｉ ≡ 珔T ｋ ｋｅＶ １１畅２

温度峰值因子
T（０）

珔T １畅７
平均电子密度 珔n ２０ １０ ２０ｍ －３ ０畅９１
密度峰值因子

n（０）
珔n １畅１

密度 ／格林沃尔德密度 珔n
n G

０畅８５
能量约束时间 τＥ ｓ ３畅７
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续表 16畅1
参　数 符　号 单　位 ＩＴＥＲ 指标
品质因数 珋pτＥ ａｔｍ ｓ ６畅４
功率增益 Q ＝ P ｆP ｈ １０
中性束功率 P ＮＢＩ ＭＷ ３３

离子回旋加热功率 P ＩＣＨ ＭＷ ２０
电子回旋加热功率 P ＥＣＨ ＭＷ ２０
欧姆加热时长 τｐｕｌｓｅ ｓ ４００
环向 β βｔ ０畅０２６

归一化 β βＮ ＝ βｔ
（ IＭaB０

） ０畅０１８

造价 C １０ ９ 美元 （２００５） ４畅３

表 16畅2　ITER实验先进托卡马克运行参数
参　数 符　号 单　位 ＩＴＥＲ 指标
环向磁场 B０ ＝B（ R０ ） Ｔ ５畅３

等离子体电流 I ＭＡ ９畅１
自举电流 IＢ ＭＡ ３畅６４

电流驱动用电流 IＣＤ ＭＡ ５畅４６
自举电流比例 fＢ ０畅４
扭曲模安全因子 q倡 ３畅２

安全因子 （９５％通量面 ） q９５ ５畅０
最小安全因子 qｍｉｎ ３畅０
q ＝qｍｉｎ处小半径 rｍｉｎ／a ０畅７
Q ＝５ 的 τｒｅｑｕｉｒｅｄ／τＨ H ＝τＥ ／τＨ １畅４

环向比压 βｔ ０畅０２４
归一化比压 βＮ ＝βｔ／（ IＭ ／aB０ ） ０畅０２８
功率增益 Q ＝P ｆ／P ｈ ５
低杂波功率 P ＬＨＣＤ ＭＷ ４０
电子回旋功率 P ＥＣＣＤ ＭＷ ２０

脉宽 τｐｕｌｓｅ ｓ ＞３０００
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16畅4　示范聚变电站（DEMO）
目前我们相信，从等离子体物理和聚变技术中学到的知识足以完成全面走向商

用目标之前的最后一步。 这最后一步就是通常所说的示范聚变电站（ＤＥＭＯ）。
从 ＩＴＥＲ 过渡到 ＤＥＭＯ 要解决好几个重要问题，它们主要是技术性的。 等离子

体物理方面的问题应该与 ＩＴＥＲ 遇到的类似，因为这些装置的尺寸大小差不多，参
数也差不多。 然而从技术上说，ＤＥＭＯ 必须能够证明可以在一种安全、可靠且可持
续的稳态方式下运行。 虽然个别组件可以直接由外推来确定，但 ＤＥＭＯ 的主要目
标是要将所有这些组件组装成一个工作电站。

ＤＥＭＯ 的另一个主要目标将是要展示氚的增殖系数大于 １。 这是至关重要的，
因为世界上氚的供应十分有限。 而蕴藏丰富的锂可以放在包层里用于增殖氚，但必
须用实际证明产生的氚要比消耗的多。

最后，通过对过渡期间开发的先进材料的应用，ＤＥＭＯ 应当能够在一般性环境
方面，尤其是在放射性废物处理方面，显示出聚变的吸引力。 毕竟这是聚变反应堆
的主要优势之一。

显然，ＤＥＭＯ 是几十年以后的事情。 但一旦建成并取得成功后，下一步就将是
建造商用聚变电站。 由于其复杂性，聚变电站的资金成本可能会比较高。 但它的燃
料和经营成本应当比较低。 总的结果是，聚变电站发电的总成本可能比起其他能源
的确具有竞争力。 时间会证明一切。

在不久的将来，我们的目标是建立和运行好国际聚变实验堆。 ＩＴＥＲ 造价不菲，
但从燃料供应和环境影响等方面考虑，聚变的最终吸引力将表明，这是一个明智的
研究经费投资。 世界上有哪个国家能够承担得起不试图利用这种非凡能源的代
价呢？

参考书目

描述 ＩＴＥＲ 实验各个方面的文献有很多。 下面列出的是一些有用的综述性参考
文献。
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附录 A　 棟棟棟棟σv 棡棡棡棡 的解析推导
这里的目的是导出枙σv枛 的解析表达式。 枙σv枛 的定义式如下：
　　 枙σv枛 ＝ １

n１ n２∫f１ （ v１ ） f２ （ v２ ）σ（ v） vｄv１ ｄv２ （Ａ．１）
其中，v ＝｜v２ －v１ ｜。 每种成分假定均具有相同温度 T 下的麦克斯韦分布函数：

　　
f１ ＝n１ m１

２πT
３ ／２
ｅ－m２v２１／２ T

f２ ＝n２ m２
２πT

３ ／２
ｅ－m２v２２／２ T

（Ａ．２）

在对 σ作解析近似之前，我们先做一些简化。 第一步是用一套新的独立变量，
质心速度 V 和相对速度 v，来取代粒子速度 v１ 和 v２ ：

　　V ＝m２ v２ ＋m１ v１
m２ ＋m１

v ＝v２ －v１
（Ａ．３）

通过反变换得：

　　
v２ ＝V ＋ m１

m２ ＋m１
v

v１ ＝V ＋ m２
m２ ＋m１

v
（Ａ．４）

经过简单代数运算，可得下述雅科比变换式，总动能之和可以表示成两个麦克斯韦
函数的乘积形式：

　　 ｄv１ ｄv２ ＝ｄVｄv
m１ v２１ ＋m２ v２２ ＝（m１ ＋m２ ） v２ ＋m ｒ v２ （Ａ．５）

其中 m ｒ ＝m１m２ ／（m１ ＋m２ ）是约化质量。 因此枙σv枛 的表达式为：

　　 枙σv枛 ＝ m１
２πT

３ ／２ m２
２πT

３ ／２∫ｄVｄvσ（ v） vｅ－［ （ m１＋m２） V２＋m ｒv２］ ／２ T （Ａ．６）

下一步是引入球坐标下速度变量



　　ｄV ＝V２ ｓｉｎθｄVｄθｄ矱＝４πV２ ｄV
ｄv ＝v２ ｓｉｎθ^ｄvｄθ^ｄ矱^＝４πv２ ｄv （Ａ．７）

其中，所有被积函数均与角速度变量无关，故有 ４π因子。
经过下列代换 x ＝［（m１ ＋m２ ） ／２T］ １ ／２ V 并利用关系：
　　∫∞

０ x
２ e－x２ｄx ＝π１ ／２ ／４ （Ａ．８）

我们很容易解析地算得对 V 的积分。 于是枙σv枛 简化为：
　　 枙σv枛 ＝４π（m ｒ／２πT） ３ ／２∫∞

０ σ（ v） v３ ｅ－m rv２／２ T ｄv （Ａ．９）
最后一步是将速度变量由 v变换为质心动能 W ＝m ｒ v２ ／２，由此得：
　　 枙σv枛 ＝８π

m２
ｒ
m ｒ
２πT

３ ／２∫∞

０ Wσ（W） ｅ－W ／TｄW （Ａ．１０）
这就是我们要求的枙σv枛 的一般表达式。 为了做进一步处理，我们必须给出枙σv枛
的显性表达式。 从核物理理论可以得到如下有用的近似关系：

　　 σ（W） ＝σｍ
Tｍ
W
ｅ－２ T１／２m ／W １／２－１ （Ａ．１１）

其中，σｍ 和 Tｍ 是由实验确定的具体反应模型的参数。 σ的变化曲线如图 Ａ．１ 所示。

图 A畅1　截面σ关于能量 W的函数的示意曲线
（σ的最大值σｍ 出现在 W＝Tｍ 的位置）
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注意，σｍ 是 σ的峰值，而 Tｍ 是峰值位置对应的能量。 虽然解析模型曲线与实验得
到的曲线定性上相似，但前者实际上仅对于能量明显小于最大值的情形是精确的。
对我们关心的聚变反应的 σｍ 和 Tｍ 的最佳拟合实验值见表 Ａ．１。

表 A．1　σ（v）解析模型的σm 和 Tm 的值

反应类型 σｍ （靶恩 ） Tｍ （ ｋｅＶ）
Ｄ唱Ｔ ５．０３ ２９６
Ｄ唱３Ｈｅ ０．４８ １９７０
Ｄ唱Ｄ ０．０２９ ２４６

　　通过在积分中作代换 z ＝W／Tｍ并引入归一化温度 T倡 ＝T／Tｍ ，枙σv枛 的积分计算
可进一步简化为：

　　 枙σv枛 ＝２σｍ
T倡

３ ／２
２Tｍ
πm ｒ

１ ／２∫∞

０ ｄz ｅｘｐ － z
T倡

－ ２
z１ ／２ ＋２ （Ａ．１２）

这个积分如图 Ａ．２ 所示。 我们看到，积分的主要贡献出现在 z≈ zｍ 附近区域，
对应于指数最大值附近区域。 经过简单计算可知，这个最大值的位置是 zｍ ＝T倡

２ ／３ ，
相当于：

　　 WｍT ＝ Tｍ
T

１ ／３ （Ａ．１３）
这一关系的一个结果可确定如下。 由于对 Ｄ唱Ｔ 反应有 Tｍ ＝２９６ ｋｅＶ，故对 T ＝
１ ｋｅＶ，有 Wｍ ＝６．７ ｋｅＶ。 类似地，对 T ＝１０ ｋｅＶ，有 Wｍ ＝３１ ｋｅＶ。 由于 Wｍ ＞T，这意
味着大多数聚变反应发生在粒子分布函数的尾翼。

图 A畅2　棟σv棡的积分中的被积函数作为归一化能量的函数的图示
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回到棟σv棡上来，通过对被积函数中指数项在点 z≈ zｍ 附近进行泰勒展开，我们
可以得到该积分的精确的逼近关系。 由此得：

　　 g（ z） ＝－ z
T倡

－ ２
z１ ／２ ＋２

　　　 　 ≈ g（ zｍ ） ＋g′（ zｍ ） （ z －zｍ ） ＋１
２ g″（ zｍ ）（ z －zｍ ）

２ ＋…
　　　 　 ≈ － ３

T倡
１ ／３ ＋２ － ３

４T倡
５ ／３ （ z －zｍ ） ２ ＋… （Ａ．１４）

这个逼近的被积函数如图 Ａ．２ 中虚线所示。 我们看到，严格的和逼近的被积函数仅
在被积函数较小时差异较大，而这部分对整个积分贡献不大。 因此，这个积分在误差
可忽略的情形下，通过将积分扩展到 －∞ ＜z ＜∞后很容易计算出来，具体如下：

　　∫∞

０ ｅg（ z） ｄz ≈ ｅ－３ ／T倡１／３＋２∫∞

－∞ ｅ－３（ z－zｍ） ２／４T倡５／３ｄz≈２π１ ／２T倡
５ ／６

３ ｅ－３ ／T倡１／３＋２ （Ａ．１５）
这里用到了如下关系：

　　∫∞

－∞ ｅ－x ２ ｄx ＝π１ ／２ （Ａ．１６）
将式（Ａ．１５）代入式（Ａ．１２）即得到所要的枙σv枛 的表达式：
　　 枙σv枛 ＝４σｍ

３
２Tｍ
m ｒ

１ ／２ Tｍ
T

２ ／３
ｅ－３（ Tｍ／T） １／３＋２ （Ａ．１７）

式（Ａ．１７）关于温度的函数的曲线如图 Ａ．３ 所示。 它与实验曲线定性上相似。 最
大值在 T／Tｍ ＝２７／８ 位置，在该点上有：

图 A畅3　棟σv棡的解析式关于 T的函数曲线（图中同时给出了实验数据点用以比较）
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　　 枙σv枛 ｍａｘ ＝ １６
９ ３ σｍ

２Tｍ
m ｒ

１ ／２

但我们应当记住，枙σv枛 的这个解析形式仅在 T ＜＜ Tｍ 时是精确的。
由此我们完成了对枙σv枛 的解析推导。

306附录 A　棟 σv 棡的解析推导　



附录 B　加速电荷的辐射
附录 Ｂ 的目的是给出加速电荷辐射功率公式的推导。 这个推导需要用到复杂的

分析，概要如下。 首先，给出麦克斯韦方程组下特定电磁场“辐射”的详细定义。 其
次，推导确定矢势 A 和标势矱的公式，这里 A 和矱分别由时变情形下电流密度和电荷
密度的一般分布产生。 由此得到的积分关系即为静磁学和静电学里著名的毕奥唱萨伐
尔定律和高斯定理。 第三，对于单个加速带电粒子所确定的电荷和电流，计算 A 和 矱
以及相应的电磁场 E 和 B。 最后，将这些结果结合起来，计算距离粒子远处闭合曲面
上向外的坡印亭通量。 由这个坡印亭通量对整个闭合曲面的积分求出加速粒子辐射
功率的表达式。

B．1　辐射场定义
假定存在一组局域的、时变的电荷和电流。 在远离源的地方，电场和磁场随距离

增加而衰减。 这部分场对应于“辐射”场，而非辐射场则称为“近场”。 区分辐射场和
近场的精确定义是什么呢？ 这个定义与场随距离衰减的速率有密切关系。 具体来说，
我们考虑包裹源的大球面上向外的坡印亭通量的积分。 这个积分表示的是离开系统
的功率，其大小为：

　　 P ＝∫E ×H· nｄA ～｜E｜｜B ｜r２ ／μ０ （Ｂ．１）
辐射场定义为 E 和 B 中按如下形式变化的部分：
　　｜E｜～１／r　　r → ∞

｜B｜～１／r　　r → ∞ （Ｂ．２）
在此定标律下，坡印亭通量的积分在大 r 处趋于常数值，这意味着系统确实存在相应
的功率损失。

可以证明，E 和 B 的剩余部分的衰减快于 １／r。 对这些部分，坡印亭通量的积分
在大 r 处趋于零。 这说明较快衰减的场不会引起辐射功率损失，而是存储能量，这些
能量不会离开系统。

B．2　时变源的 A和矱的计算
考虑一个给定的局域、时变的电流密度 J 和电荷密度 σ的分布。 现在我们由这



些已知量导出矢量势 A 和标量势矱的公式。 我们知道，场和势之间有如下关系：

　　E ＝－矪A矪ｔ － Δ矱
B ＝ Δ×A

（Ｂ．３）

如果我们选择洛仑兹规范条件：
　　 Δ· A ＋１

c２
矪矱矪t ＝０ （Ｂ．４）

则 A 和矱满足三维非齐次波动方程：

　　

Δ　２A －１
c２

矪２A
矪t２ ＝－μ０ J

Δ　２矱－１
c２

矪２矱
矪t２ ＝－σε０

（Ｂ．５）

我们看到，φ和 A的每个直角坐标分量均满足如下形式方程：
　　 矪２ψ

矪x′２ ＋矪２ψ
矪y′２ ＋矪２ψ

矪z′２ －１
c２

矪２ψ
矪t′２ ＝S（x′，y′，z′，t′） （Ｂ．６）

这里，带撇的坐标是为了方便引入的。 它们用来描述源的几何分布。 最后，总的
场由所有源的积分（即对带撇的量的积分）确定。 不带撇的坐标也将引入，它们表示
待求势和场的任意观察点的位置。

用格林定理解关于ψ的方程。 这个解是基于下述格林恒等式：
　　 Δ· （G Δψ－ψ ΔG） ＝G Δ　２ψ－ψ Δ　２G （Ｂ．７）

这里，G 是满足齐次波动方程的任意函数：
　　 Δ　２G －１

c２
矪２G
矪t２ ＝δ（x －x′）δ（y －y′）δ（ z －z′）g（ t′＋r′／c －t） （Ｂ．８）

其中，r′＝［（x′－x） ２ ＋（ y′－y） ２ ＋（ z′－z） ２ ］ １ ／２；g 是任意函数。 用散度定理在闭体积
上积分这个方程：

　　∫V（G Δ′２ψ－ψ Δ′２G）ｄV′＝∫A（G n′· Δ′ψ－ψn′· Δ′G）ｄA′ （Ｂ．９）
这里 n′是边界曲面 A的外法线单位矢量。 式（Ｂ．８）的更方便的形式可由ψ和 G 的定
义方程得到：

　　 １
c２

矪矪t′∫V G 矪ψ矪t′－ψ矪G矪t′ｄV′＋∫VGSｄV′－ψ（x，t′）g（ t′－t）

506B．2　时变源的 A和矱的计算　



　　　　 ＝∫A（G n′· Δ′ψ－ψn′· Δ′G）ｄA′ （Ｂ．１０）
满足式（Ｂ．８）的 G 的解为：
　　 G ＝－ １

４πr′g t′＋r′c －t （Ｂ．１１）

直接代入并经稍显冗繁的代数计算可以证明，G 确实满足式（Ｂ．８）。 ψ的计算可通过
适当选取 g 来简化：

　　 g ＝δ（ t′＋r′／c －t） （Ｂ．１２）
这里 δ（x）是具有零宽度、无限高且有单位面积的标准冲击函数。

下一步推导是将特定选取的 G 代入 ψ的基本方程 （Ｂ．１０），然后对所有时间
－∞ ＜t′＜∞积分。 为了统一地定义时间和空间积分，我们必须规定体积。 就目前情
形，这个体积取以观察点为中心、r２ 为半径的球体，然后取 r２→∞的极限。 在这种选择
下，式（Ｂ．１０）的各项即可计算出来。

其中第二项的计算如下：
　　 － １

４π∫Vｄx′∫∞

－∞ ｄt′１
r′S（x′，t′）δ（ t′＋r′／c －t） ＝－ １

４π∫Vｄx′１
r′S（x′，t －r′／c）

（Ｂ．１３）
第一项是关于 t′的全微分，因此很容易积分出来：
　　 １

c２∫∞

－∞ ｄt′矪矪t′∫Vｄx′G 矪ψ矪t′－ψ矪G矪t′ ＝ １
c２∫Vｄx′G 矪ψ矪t′－ψ矪G矪t′

∞

－∞
＝０ （Ｂ．１４）

这个积分为零是因为 G 和 抄G
抄t′里的 δ函数在端点均为零。 如果 r２ 选得足够大，使

得以光速传播的源信号来不及到达积分曲面，则面积分项的贡献也为零。 因此，当
r２→∞时，ψ和 n′· Δψ在积分面上均为零。 剩余项的贡献因有下式故很容易求
出来：

　　∫∞

－∞ψ（x，t′）δ（ t′－t）ｄt′＝ψ（x，t） （Ｂ．１５）
将这些结果综合起来即得到所要求的ψ的表达式：
　　 ψ（x，t） ＝－ １

４π∫S（x′，t －r′／c）r′ ｄx′ （Ｂ．１６）
最后，将这一结果应用到矢势和标势上，得到：
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A（x，t） ＝μ０

４π∫J（x′，t －r′／c）r′ ｄx′

φ（x，t） ＝ １
４πε０∫σ（x′，t －r′／c）r′ ｄx′

（Ｂ．１７）

我们看到，这些表达式对于纯粹的静磁场和静电场情形几乎是完全相同的，唯一
的差别是源项要用推迟时间 t－r′／c 来计算。 理由解释如下：如果我们想知道 A 和 φ
在 t时刻的值，那么源项就必须用更早时刻的 t值来计算，因为信息从源传播到观察点
需要花 r′／c的时间。

B．3　应用到单个加速粒子的情形
推导的下一步是选取单个加速粒子对应的电流密度和电荷密度，然后再由公式

（Ｂ．１７）的结果求出 A 和矱。 如果点粒子具有电荷 ｑ，并沿轨道 x０ （ t）运动，则等效的σ
和 J 由下式给出：

　　σ＝q δ（x′－x０ ）δ（y′－y０ ）δ（ z′－z０ ）
J ＝q v０δ（x′－x０ ）δ（y′－y０ ）δ（ z′－z０） （Ｂ．１８）

这里，v０ （ ｔ） ＝ｄx０ （ t） ／ｄt。 但 δ函数的积分不像我们想象的那样简单，原因是源要用
推迟时间来计算，即 x０ （ t－r′／c） ＝x０ （ t，x′，y′，z′，x，y，z）；也就是说，x０ 本身是积分坐
标的函数。 这一困难可通过引入新的积分坐标来克服：

　　
x′－x０ ＝X
y′－y０ ＝Y
z′－z０ ＝Z

（Ｂ．１９）

再经一系列计算，我们可证明这一变换的雅可比关系式可以写成：
　　 ｄXｄYｄZ ＝ １ －v０ · e rc ｄx′ｄy′ｄz′ （Ｂ．２０）

这里，
　　 e r ＝（x －x′）

r′ ex ＋（y －y′）
r′ ey ＋（ z －z′）

r′ ez （Ｂ．２１）
利用这一变换，δ函数的积分可以容易地计算出来了，我们得到：

　　
φ（x，t） ＝ q

４πε０
１

r０ （１ －vr ／c）
A（x，t） ＝μ０ q

４π
v０

r０ （１ －v r／c）
（Ｂ．２２）

706B．3　应用到单个加速粒子的情形　



这里 vr（ t－r０ ／c） ＝v０ · e r 并有：
　　 r０ ＝［（x －x０ ） ２ ＋（y －y０ ） ２ ＋（ z －z０ ） ２ ］ １ ／２ （Ｂ．２３）

R０ 表示观察点到推迟时刻电荷所在位置的距离。

B．4　E和 B的计算
我们用 A 和矱的适当的导数来计算电场和磁场。 如果我们将注意力集中在每个

场的辐射分量上，即只考虑大 r０ 情形下 １／r０ 的部分，计算将大大简化。 由于 A 和 矱
均正比于 １／r０ ，因此关于 r０ 的任何导数均产生形如 １／r０ ２

的贡献，即相当于无辐射的
近场。 因此，辐射场仅由速度 v０ （τ）的各阶导数确定，这里τ＝t－r０ ／c。 对辐射场有贡
献的导数我们用上标（Ｒ）来表示，在非相对论极限情形下有：

　　

矪A（ Ｒ）

矪 t ＝μ０ q
４π

１
r０ （１ －vr ／c）

矪v０
矪 t ≈ μ０ q

４πr０ v
·
０

Δ×A（ Ｒ） ＝μ０ q
４π

１
r０ （１ －vr ／c） Δ×v０ ≈ μ０ q

４πr０ Δτ×v· ０

≈ μ０ q
４πr０ cv

·
０ ×e r

Δφ（ Ｒ） ＝ q
４πε０ r０

Δ １
１ －v r ／c ＝ q

４πε０ r０
１

（１ －vr ／c） ２ Δ vrc
≈ μ０ q

４πr０ （e r· v
·
０ ）e r

（Ｂ．２４）

这里 v· ０ ＝ｄv０ ／ｄτ。 由这些关系直接可以计算出电场和磁场的辐射分量：

　　
E（ Ｒ） ＝ μ０ q

４πr０ （v
·
０ ×e r） ×e r

B（ Ｒ ） ＝ μ０ q
４πr０ c（v

·
０ ×er）

（Ｂ．２５）

B．5　辐射功率的计算
辐射功率可以这样来计算：先计算坡印亭矢量的法向分量，然后对包裹带电粒子

的大球面进行积分。 坡印亭矢量由下式给出：
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　　 S ＝ １
μ０
E（ Ｒ） ×B（ Ｒ） ＝ １

μ０ c
μ０ q
４πr０

２
［（v· ０） ×e r ×e r］ ×（v· ０ ×e r）

＝ μ０ q
４πr０

２ ｜v· ０ ×e r ｜２

μ０ c
e r （Ｂ．２６）

最后一步是在半径 r０ 的大球面上对坡印亭矢量进行面积分。 为此假定 v· ０ 与外

法向单位矢量 e r 之间的夹角定义为 θ： v· ０ ×e r ＝v· ０ ｓｉｎθ。 以 r０ ＝０ 为圆心建立球面
坐标系，因此球面上的微分面积元为：

　　 ｄA ＝r２０ ｓｉｎθｄθｄ矱e ｒ ＝２πｒ２０ sinθdθ e r （Ｂ．２７）
辐射功率可写成：

　　
P（τ） ＝∫S· ｄA ＝μ０ q２ v

· ２
０

８πc ∫π

０ ｓｉｎ３θｄθ
＝μ０ q２ v

· ２
０

６πc Ｗ
（Ｂ畅２８）

这就是所要求的关系式。 注意，对于聚变应用来说，时间标长远大于辐射时间，因此我
们可以有精确的近似关系：τ≈ t。
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附录 C　布泽坐标的推导
布泽坐标的推导需要做几步分析。 首先，引入一般变换将熟悉的实验室坐标系变换

到一组任意通量坐标系上；其次，运用关系 B· Δψ＝J· Δψ＝０ 和Δ· B＝Δ· J ＝０ 来
逼近所要求的布泽坐标，这里 B和 J 构成通量坐标系下的叉积；第三，利用Δ×B ＝μ０J
可以证明，B可以写成通量坐标的梯度，进一步逼近所要求的布泽坐标形式；第四，我们
来证明出现在 B表示式里的某个自由函数如何通过附加的角通量坐标χ，ζ的变换来去
掉；最后，我们用布泽坐标系下的 B表示式来计算粒子的导心漂移。

C．1　一般的坐标变换
为方便起见，我们将 １３．８ 节定义的由熟悉的（ r，θ，φ）坐标到抽象坐标（ ψ，χ，

ζ）的一般变换复述如下：

　　
ψ＝ψ０ （ r） ＋∑

m，n
ψmn（ r） ｅ ｉ（ m θ＋n矱）

χ＝θ ＋∑
m，n

θmn（ r） ｅ ｉ（ m θ＋n矱）

ζ＝－矱＋∑
m，n

矱mn（ r） e ｉ（ m θ＋n矱）

（Ｃ畅１）

矱前取负号是为了使 ψ，χ，ζ构成右手系。 实际上，由于详细推导相当地形式化，因
此我们不妨先将 r，θ，矱坐标变换到更简单的直角坐标系（ x， y， z）：

　　 x ＝（R０ ＋rｃｏｓθ） ｃｏｓ矱， y ＝（R０ ＋rｃｏｓθ） ｓｉｎ矱，　z ＝rｓｉｎθ
因此，开始时我们假定（具有适当周期性质的）一般变换存在，它定义为：

　　
ψ＝ψ（ x，y，z）
χ＝χ（ x，y，z）
ζ＝ζ（ x，y，z）

（Ｃ畅２）

类似地，假定存在唯一定义的逆变换：

　　
x ＝x（ψ，χ，矱）
y ＝y（ψ，χ，矱）
z ＝z（ψ，χ，矱）

（Ｃ畅３）



这个变换的雅可比行列式 J 很容易写出来：
　　 ｄψｄχｄζ＝Jｄxｄyｄz， （Ｃ畅４）
这里，

　　 J ＝
ψx　ψy　ψz
χx　χy　χz
ζx　ζy　ζz

＝ Δψ· （ Δχ× Δζ） （Ｃ畅５）

现在我们可以根据ψ，χ，ζ来定义由三个独立基矢量构成的不同的坐标基。 一
种方便的选择是取：

　　 Δψ× Δχ　 Δζ× Δψ　 Δχ× Δζ （Ｃ畅６）
注意到磁场和电流密度总是可以用这三个基矢表示出来：
B ＝f１（ψ，χ，ζ） Δψ× Δχ＋f２（ψ，χ，ζ） Δζ× Δψ＋f３（ψ，χ，ζ） Δχ× Δζ
J ＝h１（ψ，χ，ζ） Δψ× Δχ＋h２ （ψ，χ，ζ） Δζ× Δψ＋h３（ψ，χ，ζ） Δχ× Δζ

（Ｃ畅７）
到目前为止，讨论都是相当一般的。 在下节里我们来证明这些坐标如何能够简

化成叉积形式，从而逼近所要求的布泽坐标形式。

C．2　到布泽坐标叉积形式的部分简化
简化的第一步是利用性质 B· Δψ＝０ 代入式（Ｃ．７）得到 Jf３ （ψ， χ，ζ） ＝０ 或

f３ ＝０。 类似地，J· Δψ＝０ 关系意味着 h３ ＝０。
第二步需要代入方程 Δ· B ＝０ 。 利用关系：
　　 Δf（ψ，χ，ζ） ＝ 矪f矪ψΔψ＋矪f矪x

Δχ＋矪f矪ζ

Δζ （Ｃ畅８）

我们得到：

　　 Δ· B ＝J 矪f１
矪ζ＋矪f２

矪χ＝０ （Ｃ畅９）

式（Ｃ．９）意味着 f１和 f２总可以写成如下形式的流函数：
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f１ （ψ，χ，ζ） ＝珋f １ （ψ） ＋f^（ψ）ζ＋矪珓f（ψ，χ，ζ）矪Χ
f２ （ψ，χ，ζ） ＝珋f ２ （ψ） －f^（ψ）χ－矪珓f（ψ，χ，ζ）矪ζ

（Ｃ畅１０）

这个表达式明确地展示了非振荡项。 注意，函数 f^ 必须满足 f^ ＝０ ，因为相应的
对 B 的贡献不满足 χ或 ζ上的周期性条件。 按照定义，流函数的振荡部分 珓f（ψ，χ，
ζ） 必须满足 棟珓f棡 ＝０ ，这里平均是指对χ或ζ的周期而言。 此外，由于Δ· J ＝０ ，因
此上述论证可以完全类比到电流密度上，从而对系数 h j 给出相同的结论：h３ ＝０，h１
和 h２必须满足与式（Ｃ．１０）相同的形式。

现在我们将 f１ ， f２ ， h１ ， h２分别代入 B 和 J 的表达式。 计算显示，磁场和电流密
度的叉积表示式分别为：

　　
B ＝珋f １ Δψ× Δχ＋珋f ２ Δζ× Δψ＋ Δψ× Δ珓f
J ＝珔h １

Δψ× Δχ＋珔h ２

Δζ× Δψ＋ Δψ× Δ珘h （Ｃ畅１１）
这些即我们要求的表达式。 这里的关键是珋f １ ，珋f ２ ，珔h １ ，珔h２ 仅为通量 ψ的函数。 一会儿
我们就会看到函数珓f 是如何通过附加的 χ，ζ坐标变换被去掉的。

C．3　到布泽坐标梯度形式的部分简化
下一步推导是利用安培定律： Δ×B ＝μ０ J 。 首先，电流密度可以写成：
　　 J ＝ Δ×［珋k１ （ψ） Δχ＋珋k２ （ψ） Δζ－珘h（ψ，χ，ζ） Δψ］ （Ｃ畅１２）

这里，
　　 ｄ珋k１ ／ｄψ＝珔h １ （ψ），　　ｄ珋k２ ／ｄψ＝－珔h ２ （ψ） （Ｃ畅１３）
由于 Δ×B ＝μ０ J ，我们可以写出：
　　B ＝μ０ ［珋k１ Δχ＋珋k２ Δζ－珘h Δψ＋ Δ珘g（ψ，χ，ζ）］ （Ｃ畅１４）

这里， 珘g（ψ，χ，ζ） 是任意积分函数。 为了不失一般性，我们假定 珘g 是χ或ζ的周期函
数。 任何非周期贡献项一定可以写成 珘g ＝C１ χ＋C２ζ的形式，其中，C１ 和 C２ 是常数，
它们被并入公式（Ｃ．１３）积分后出现的自由积分常数 珋k１ ，珋k２ 里。

公式（Ｃ．１４）具有许多我们想要的布泽坐标梯度形式的性质。 具体来说就是，
函数 珋k１ ，珋k２ 仅为通量 ψ的函数。 一会儿我们就会看到自由函数 珘g 是如何通过附加
的 χ，ζ坐标变换被去掉的。
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C．4　去掉自由函数 珓f 和 珘g
可以证明，磁场总可以写成 χ和 ζ坐标任意选取的两种形式。 为方便起见，我

们将这两种形式总结如下：
　　B ＝珋f １ Δψ× Δχ＋珋f ２ Δζ× Δψ＋ Δψ× Δ珓f

B ＝珋k１ Δχ＋珋k２ Δζ－珘h Δψ＋ Δ珘g
（Ｃ畅１５）

这里的前提是假定 χ和 ζ坐标的任意已知的选取已经确定。 我们来证明变换
到新坐标 χ′和 ζ′的变换是如何去掉自由函数 珓f 和 珘g 的，这里的新坐标就是布泽
坐标。

坐标的适当变换定义为：

　　
χ′＝χ＋珔A１ （ψ）珟G（ψ，χ，ζ） ＋珚C １ （ψ）珟F（ψ，χ，ζ）
ζ′＝ζ＋珔A２ （ψ）珟G（ψ，χ，ζ） ＋珚C ２ （ψ）珟F（ψ，χ，ζ）
ψ′＝ψ

（Ｃ畅１６）

其中 珔A１ ，珔A２ ，珚C １ ，珚C ２ 和 珟G，珟F 均为满足 棟珟G棡 ＝棟珟F棡 ＝０ 的任意函数。 显然，变换有很
大的自由度，因为这里有 ６ 个自由函数。 一种方便的选择是：

　　
χ′＝χ＋ １

珋f １ k－２ ＋f－２ k
－
１
（ f－２ 珘g ＋k－２ f

～）

ζ′＝ζ＋ １
f
－
１ k

－
２ ＋f－２ k

－
１
（ f－１ 珘g －k－１ k

～）
ψ′＝ψ

（Ｃ畅１７）

在这种选定的变换下，可以证明磁场的两种形式可简化为：

　　B ＝珋f １ Δψ× Δχ＋珋f ２ Δζ× Δψ
B ＝珋k１ Δχ＋珋k２ Δζ＋珓k Δψ （Ｃ畅１８）

这里，

　　 k～（ψ，χ，ζ） ＝－珘h ＋ １
珋f １ k－２ ＋珋f ２ k－１

（珋f ２ 珘g ＋k－２ f
～） ｄ k

－
１

ｄψ ＋（珋f １ 珘g －k－１ f
～） ｄ k

－
２

ｄψ
（Ｃ畅１９）

是满足（代替了珘h的） 棟珓k棡 ＝０的新的自由函数。 为简单起见，我们去掉了所有的撇
号。 公式（Ｃ．１８）就是我们要求的布泽坐标下的磁场表达式。 由于条件 J ×B ＝ Δp
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没有确定，因此实际 ψ，χ和 ζ坐标的规定还有相当大的灵活性。 但就目前理解单
粒子约束来说，没必要进行压强平衡分析。 因此下面我们将重点与流函数 珋f １ ，珋f ２ ，
珋k１ ，珋k２ 有关的更具物理内容的量上。

C．5　将物理量引入到布泽坐标系
在本节我们来证明量 珋f １ ，珋f ２ ，珋k１ ，珋k２ 与磁通量和给定等压面内的电流密切相关。

为此引入计算通量和电流所需的极向和环向微分面元，如图 Ｃ．１ 所示。 极向和环
向微分面元的数学表达式通常定义如下：

　　
ｄA ｐ ＝矪 r矪ζ×矪 r矪ψｄζｄψ
ｄA ｔ ＝矪 r矪ψ×矪 r

矪χｄχｄψ
（Ｃ畅２０）

图 C畅1　微分面元
在直角坐标系 x（ψ，χ，ζ），y（ψ，χ，ζ） ，z（ψ，χ，ζ）下，我们可以方便地取关于 ψ，

χ，ζ的各阶导数。 为此写出 r ＝x（ψ，χ，ζ） e x ＋y（ψ，χ，ζ） e y ＋z（ψ，χ，ζ） e z，我们有：

　　
矪 r／矪ψ＝xψ e x ＋yψ e y ＋zψ e z
矪 r／矪χ＝xχ e x ＋yχ e y ＋zχ e z
矪 r／矪ζ＝xζe x ＋yζe y ＋zζe z

（Ｃ畅２１）

类似地，直角坐标系下的单位矢量可以写成：

　　
e x ＝ Δx ＝ｘψ Δψ＋xχ Δχ＋xζ Δζ
e y ＝ Δy ＝yψ Δψ＋yχ Δχ＋yζ Δζ
e z ＝ Δz ＝zψ Δψ＋zχ Δχ＋zζ Δζ

（Ｃ畅２２）
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直接计算可得：

　　
矪 r矪ζ×矪 r矪ψ＝J′Δχ
矪 r矪ψ×矪 r

矪χ＝J′Δζ
（Ｃ畅２３）

这里 J′＝［ xψ（ yχzζ－zχyζ） ＋xχ（ yζzψ －zζyχ） ＋xζ（ yψzχ －zψyχ）］ 。 量 J′是坐标
变换的逆雅可比行列式，即 J′＝１／J 。 它由下式得到：

　　 ｄxｄyｄz ＝J′ｄψｄχｄζ （Ｃ畅２４）
其中，

　　 J′＝
xψ　xχ　xζ
yψ　yχ　yζ
zψ　zχ　zζ

　　　　 　 ＝［ xψ（ yχzζ －zχyζ） ＋xχ（ yζzψ －zζyχ） ＋xζ（ yψzχ －zψyχ） ］ （Ｃ畅２５）
将这些结果综合起来即得到简单的微分面元表达式：

　　
ｄA ｐ ＝Δχ

J
ｄζｄψ

ｄA ｔ ＝Δζ
J ｄχｄψ

（C畅２６）

现在考虑由下述定义的极向通量：
　　 Ψｐ ＝∫B· ｄA ｐ ＝∫２π０ ∫ψ

０
B· Δχ
J
ｄζｄψ （Ｃ畅２７）

用 B 的叉积表达式有：
　　 B· Δχ＝珋f ２ （ Δζ× Δψ）· Δχ＝J珋f ２ （Ｃ畅２８）
在被积函数中雅可比因子抵消掉了，对 ζ的积分立即得到因子 ２π。 因此极向

通量简化为：
　　 Ψｐ ＝２π∫ψ

０ 珋f ２ ｄψ （Ｃ畅２９）
我们知道，ψ被定义成 ψ＝Ψｐ ／２π。 因此，由式（Ｃ．２９）对 ψ的微分得到：
　　 珋f ２ ＝１ （Ｃ畅３０）
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对环向通量进行完全类似的计算得：
　　 Ψｔ ＝∫B· ｄA ｔ ＝∫２π０ ∫ψ

０
B· Δζ
J ｄχｄψ＝２π∫ψ

０ 珋f １ ｄψ （Ｃ畅３１）
同样有 ψt ＝Ψｔ ／２π，然后对ψ微分得到珋f １ 的下述表达式：

　　 珋f １ （ψ） ＝ｄψｔ（ψ）ｄψ ≡ q（ψ） （Ｃ畅３２）
这里 q（ψ） 是安全因子的一般定义。

另一个感兴趣的量是 ψ＝常数等量面内的电流。 环向净电流为：

　　 I ｔ ＝∫J· ｄA ｔ ＝∫２π０ ∫ψ

０
J· Δζ
J ｄχｄψ （Ｃ畅３３）

利用 B 的梯度，可以从 μ０ J ＝ Δ×B 计算出 J· Δζ：
　　 μ０ J· Δζ＝J ｄ珋k１ｄψ－矪珓k

矪χ （Ｃ畅３４）

注意到 χ的积分包括了 珓k 平均为零。 余下的项简化为：
　　 μ０ I ｔ（ψ） ＝２π∫ψ

０
ｄ珋k１
ｄψｄψ （Ｃ畅３５）

现在我们定义 i ｔ（ψ） ＝μ０ I ｔ（ψ） ／２π，直接积分式（Ｃ．３５），得到：
　　 珋k１ （ψ） －珋k１ （０） ＝i ｔ（ψ） （Ｃ畅３６）
积分常数 珋k１ （０） ＝０ 。 它由式（Ｃ．１８）得到，也就是说，当等离子体中净的环向

电流为零时，不存在平均意义上的极向真空场。
最后一个感兴趣的量是 ψ＝常数等量面内的极向电流。 类似计算可得到极向

电流为：

　　 I（ ｐｌａｓｍ ａ）ｐ ＝∫J· ｄA ｐ ＝∫２π０ ∫ψ

０
J· Δχ
J ｄζｄψ （Ｃ畅３７）

量 J· Δχ仍可以从磁场的梯度表达式中得到：
　　 μ０ J· Δχ＝－J ｄ珋k２ｄψ－矪珓k矪ζ （Ｃ畅３８）

积分中 珓k 项平均为零。 剩余项对 Iｐ 的贡献简化为：
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　　 μ０ I（ ｐｌａｓｍ ａ）ｐ （ψ） ＝－２π∫ψ

０
ｄ珋k２
ｄψｄψ （Ｃ畅３９）

引入定义 i（ ｐｌａｓｍａ）ｐ （ψ） ＝μ０ I（ ｐｌａｓｍａ）ｐ （ψ／２π） 并积分式（Ｃ．３９），得到：
　　 珋k２ （ψ） －珋k２ （０） ＝－i（ ｐｌａｓｍａ）ｐ （ψ） （Ｃ畅４０）
积分常数 珋k２ （０） 不为零。 也就是说，即使不存在极向等离子体电流，但线圈中

净的极向电流产生的环向真空磁场（即托卡马克中 B矱 ＝B０R０ ／R 的贡献）依然存
在。 归一化的线圈电流定义：

　　 i（ ｃｏ ｉｌ）ｐ ＝μ０ I（ ｃｏ ｉｌ）ｐ ／２π＝常数
这意味着 珋k２ （０） ＝ico ilp 。 因此，式（Ｃ．４０）可改写成：

　　 珋k２ （ψ） ＝i（ ｃｏ ｉｌ）ｐ －i（ ｐｌａｓｍａ）ｐ （ψ） ≡ iｐ（ψ） （Ｃ畅４１）
上述讨论最后导致磁场在布泽坐标系下按物理通量和电流的双重表示：

　　B ＝q（ψ） Δψ× Δχ＋ Δζ× Δψ
B ＝i ｔ（ψ） Δχ＋iｐ（ψ） Δζ＋珓k（ψ，χ，ζ） Δψ （Ｃ畅４２）

布泽双重表示有一个关键性质，它对于理解仿星器中的粒子轨道至为关键。 这
一性质可以从两式的点积看出来：

　　 J ＝J（ψ，B） ＝ B２

i ｔ ＋q iｐ （Ｃ畅４３）
也就是说，对于给定通量面，坐标变换的雅可比行列式仅为 B 的函数，而不依

赖于磁场的矢量性质。

C．6　布泽坐标系下的导心轨道
分析的最后一步是将粒子的导心运动方程变换到布泽坐标系下。 为此我们注

意到，确定粒子位置的两种等效的方法：x， y， z坐标系表示和 ψ，χ，ζ坐标系表示。
如果粒子是在稳态磁场下以导心速度运动，则布泽坐标系下描述轨道演化的
方程为：

　　
ｄψ／ｄt ＝（痹r ｇ ＋v‖ b）· Δψ
ｄχ／ｄt ＝（ 痹r ｇ ＋v‖ b）· Δχ
ｄζ／ｄt ＝（痹r ｇ ＋v‖ b）· Δζ

（Ｃ畅４４）
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这里， v ｇ ＝痹r ｇ ＋v‖ b是导心速度，在稳态情形下它包含了 B 的梯度漂移、曲率漂移和
平行运动。 特别地，垂直方向运动由下式给定：

　　 ｄrｇｄt ＝ v
２
⊥

２ωｃ
B × Δ

B
B２ ＋v

２
‖
ωｃ

R ｃ ×B
R２
ｃB

（Ｃ畅４５）

现在我们来讨论 ｄχ／ｄt的计算，它代表垂直于通量面方向上的导心漂移。 我们
说粒子轨道对通量面的偏离量是高维几何下确定粒子损失的最重要参数，这一判断
的根据见 １４．４ 节。 就眼下目的而言，读者只需假定这一判断是正确的，认可当对通
量面的偏离很小时，单粒子的约束就是好的即可。

由于 b· Δψ＝０ ，因此要求得这个量就要估计 痹r ｇ· Δψ。 利用 B 的梯度公式得
到：

　　 Δψ· B × ΔB ＝J i ｔ 矪B矪ζ－iｐ 矪B矪χ （Ｃ畅４６）

利用 R ｃ ／R２
ｃ ＝－κ＝－b· Δb 并由下式，曲率漂移项可得到简化：

　　 b· Δb ＝ BB · ΔB
B ＝ １

B２B· ΔB －B·

ΔB
B３ B

＝ １
B２

Δμ０ p ＋B
２

２ －B·

ΔB
B３ B

＝ １
B２
ｄp
ｄψ Δψ＋

ΔB
B －B·

Δ
B

B３ B （Ｃ畅４７）
于是有：
　　 Δψ· κ×B ＝－ JB i ｔ

矪B矪ζ－iｐ 矪B矪χ （Ｃ畅４８）

最后这一步简化用了导心理论中粒子的能量守恒和磁矩守恒这一事实。 因此，
垂直速度和平行速度可写成 m v２⊥／２ ＝μB和 mv２‖ ／２ ＝E －μB 。 将这些结果综合起
来，代入 J，即得到所要求的垂直方向的导心漂移运动方程：

　　 ｄψｄt ＝２E －μB
eB

i ｔ
i ｔ ＋qiｐ

矪B矪ζ－ iｐ
i ｔ ＋qiｐ

矪B
矪χ （Ｃ畅４９）

式（Ｃ．４９）的关键特点是，垂直方向的导心漂移仅与 ψ和 B 有关，与 B 的矢量
性质无关。 这个结果可用来理解 Ｗ７唱Ｘ 和 ＮＣＳＸ 等仿星器设计的主要动机。
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附录 D　坡印亭定理
本附录给出坡印亭矢量与等离子体电磁波总储能之间关系的推导。
推导的第一步是用 B倡

１ 和 E倡
１ 与线性麦克斯韦方程组［即式（１５．３８）］进行适当

的点积，由此得到坡印亭定理：

　　
k· P ＝ω

２ １
２μ０

｜B２
１ ｜＋贷０

２ E
倡
１ · K吃 · E1

P ≡ １
４μ０

（E１ ×B倡
１ ＋E倡

１ ×B１ ） ＝ １
２μ０
Ｒｅ（E１ ×B倡

1 ）
（Ｄ畅１）

其中，P 是表示电磁波功率通量的坡印亭矢量。 假定这个介电张量可以分成实部
和虚部：

　　 K吃 ＝K吃 ｒ（ω） ＋ｉ K吃 ｉ（ω，k）
其中， K吃 ｒ 表示冷等离子体介电张量；K吃 ｉ ＜＜ K

吃
ｒ 表示小的耗散项。

考虑到两种不同的情形即可得到所要求的关系。 在第一种情形下，假定等离子体由
具有实频ω＝ωr的源驱动。 因此，波因耗散以带有小空间阻尼的方式传播到等离子体中：

　　 k ＝k‖ e z ＋（k⊥ ｒ ＋ｉk⊥ ｉ）ex ＝k ｒ ＋ｉk⊥ ｉex

在小耗散极限情形下，坡印亭定理的实部和虚部分别简化为

　　
k ｒ· P ＝ωｒ

２ １
２μ０

｜B２
１ ｜＋贷０

２ E
倡
１ · K吃 ｒ（ωｒ）· E1

k⊥ ｉP⊥ ≈ ωr贷０
４ E

倡
１ · K吃 ｉ（ωｒ，k ｒ）· E1

（Ｄ畅２）

第一个方程自动满足，因为它等效于满足冷等离子体色散关系；第二个方程给出
坡印亭通量与耗散功率之间的关系。

在第二种情形下，假定波以实波数 k ＝k‖ ez ＋k⊥ ｒex ＝k ｒ在等离子体中传播，但在时
间上因耗散缓慢阻尼：ω＝ωｒ ＋ｉωｉ 。 在此情形下，坡印亭定理的实部和虚部简化为：

　　
k ｒ· P ＝ωｒ

２ １
２μ０

｜B２
１ ｜＋贷０

２ E
倡
１ · K吃 ｒ（ωｒ）· E1

０ ≈ ωｉU ＋ωr贷０
４ E

倡
１ · K吃 ｉ（ωｒ，k ｒ）· E1

（Ｄ畅３）



这里，
　　 U ＝ １

２ １
２μ０

｜B２
１ ｜＋贷０

２ E
倡
１ · 矪矪ωｒ ωｒK吃 ｒ（ωｒ） · E１ （Ｄ畅４）

量 U 表示系统的总储能（即波能 ＋等离子体动能）。 第一个方程仍自动满足，而第
二个方程则给出储能与耗散之间的关系。

上两式相减（去掉耗散项）即得到所要求的关系：
　　 P⊥ ＝ ωｉ

k⊥ ｉ
U ＝V ｇ⊥ U （Ｄ畅５）

即坡印亭通量等于储能与群速度之积。
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