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中 国 科 学 技 术 大 学

2021–2022 学年第二学期期末试卷

考试科目 随机过程 B 得分
所在系 姓名 学号

考试时间:2022 年 6 月 14 日 8:30–10:30

一、（30 分）是非填空选择题 (答案请写在答题纸上):

1.（10 分）判断下列有关离散时间 Markov 链说法正确与否.

1). Poisson 过程是平稳过程也是连续 Markov 链.( )
2). 在直线上简单对称的随机游动所有状态都是零常返的.( )
3). 一个有限状态的 Markov 链一定存在平稳分布.( )
4). 若 Markov 链某个状态是吸收态，则过程最终会停留在这个吸收态.( )
5). Gauss 平稳过程一定是严平稳过程.( )

2.（4 分）某加油站红、银、白三种汽车到达过程分别为强度 1、3、5（辆/10 分钟）的
Poisson 过程，则第一辆车的到达的平均时间为 . 第一辆白车到达前恰
好有 k 辆非白车到达的概率为 (k ≥ 0).

3.（4 分）下列可以成为某平稳过程的谱密度函数是 .
A.S(ω) = ω2+1

ω4+5ω2+6
B.S(ω) = ω2+4

ω4−4ω2+3

C.S(ω) = e−iω2

ω2+2
(i =

√
−1) D.S(ω) = cos ω

ω2+2

4.（4 分）已知实平稳过程 {X(t)} 的自相关函数为 RX(τ) = 25 + 4/(1 + 6τ2)，并且
满足 τ → ∞ 时，X(t) 与 X(t + τ) 独立，则 {X(t)} 的均值为 ，方差
为 .

5.（4 分）下列说法正确的是 .
A. 平稳独立增量过程一定是平稳过程.
B. 只要存在正常返类，离散时间的 Markov 链一定存在平稳分布.
C. 极限分布和平稳分布均存在则一定相同.
D. 有限状态的 Markov 链一定是遍历的 Markov 链.

6.（4 分）若 {X(t), t ≥ 0} 为一平稳独立增量过程，则
A.{X(t), t ≥ 0} 是 Poisson 过程 B.{X(t), t ≥ 0} 是 Markov 过程
C.{X(t), t ≥ 0} 是平稳过程 D.{X(t), t ≥ 0} 是严平稳过程

二、（15 分）设某个服务系统只有一个服务器，从早上 8:00 开始接受服务，此时已有无数顾
客在进行排队。每次只能服务一个顾客，服务的平均时间为 20分钟，且每次服务的时间
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为独立同分布的指数分布，N(t) 表示从 8:00 后 t 时间内服务的顾客数。求

(1) 上午 8:00 到 12:00 的平均服务顾客数.

(2) 这段时间内服务完的顾客停留的平均时间.

三、（15 分）市场上三种品牌的牛奶 (1,2,3) 在某一地区的市场占有率开始时均为 1/3，而每
过一个季度后顾客的消费倾向发生改变，我们用一个三状态的 Markov 链来描述，其一
步转移概率的均值为


1 2 3

1 0.6 0.3 0.1

2 0.3 0.2 0.5

3 0.1 0.2 0.7


(1) 半年之后三种牛奶的市场占有率为多少？

(2) 从状态 2 到状态 3 的平均首达时间是多少？

(3) 各品牌牛奶市场占有率最终会稳定于什么样的比例？

四、（15 分）从数 1, 2, . . . , N 任取一个数作为 X1，对 n > 1，从 1, 2, . . . , Xn−1 中任取一个
数作为 Xn，则 {Xn, n ≥ 1} 为一 Markov 链.

(1) 写出 {Xn, n ≥ 1} 的一步转移概率矩阵 P .

(2) 对该 Markov 链进行状态分类 (几个等价类，周期性，是否常返，正常返等)

(3) 极限 limn→∞ P (n) 是否存在？为什么.

五、（10 分）已知平稳过程 {X(t),−∞ < t < +∞} 的均值函数为 0，谱密度函数为

S(ω) =
ω2 + 6

ω4 + 8ω2 + 15
,−∞ < ω < +∞,

求 X(t) 的协方差函数 R(τ);

六、（15 分）设 X(t) = A sin(t + Φ),−∞ < t < +∞，其中 A 与 Φ 是相互独立的随机变量，
且 P (Φ = π/4) = 1/2, P (Φ = −π/4) = 1/2，A 服从区间 (−1, 1) 内的均匀分布，讨论

(1) {X(t),−∞ < t < +∞} 的平稳性.

(2) {X(t),−∞ < t < +∞} 的均值遍历性。
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摘要

该答案为助教个人作答，正确率无法完全保证，如果发现问题，欢迎联系指正。

希望能对您的学习起到帮助！

一、选择填空

1. (1) ×
Poisson 过程既非宽平稳，也非严平稳。一方面 EX(t) = λt，说明不是宽平稳过程。

另一方面，N(t) ∼ Poi(λt)，与时间 t 有关，所以也并非严平稳过程。
补充：严平稳与宽平稳定义

(2) √

见教材 P36 例 3.8，我们这里继续证明是正常返。这里参考了知乎文章知乎链接，
我们证明得到了

f
(2n)
00 = P (1)(Z2n = 0) =

1
2

n = 1

(2n−3)!!
(2n)!!

n ⩾ 2

µ0 =
∞∑
n=1

nf
(n)
00 = 1 +

∞∑
n=2

(2n− 3)!!

(2n− 2)!!
= 1 +

∞∑
n=1

(2n− 1)!!

(2n)!!

这里我们只需判断后一项无穷级数是否收敛，显然可以得到
∑∞

n=1
(2n−1)!!
(2n)!!

> 1
2n
，后者发

1

https://zhuanlan.zhihu.com/p/365721223


散，所以该级数发散，µ0 = ∞，是零常返的。

(3) √

建议当作结论记在大抄上，见教材 P41-定理 3.4
(4) ×
这个结论可以用非常明显的例子来否定，只有经过了这个吸收态才会停留。比如假

如一个马氏链的转移状态矩阵为 
0.5 0.5 0

0.5 0.5 0

0 0 1


我们如果从状态 1，2 开始，虽然 3 是吸收态，但是只会在 1，2 之间转移，所以无法
被 3 吸收。

(5) √

即证明高斯过程宽平稳严平稳等价

高斯分布中，我们用两个变量 µ,Σ 来控制。宽平稳中，控制了变量的期望是常数，方差

只与时间差有关，那么我们就已经确定了 µ,Σ 为与时间 t 或 t+h 无关的确定值，那么
也就满足了严平稳。

2. 10
9

5·3k
9k+1

设第一辆车到达时间记为变量 T，那么概率分布 P (T ⩽ t) = 1 − P (T ⩾ t) =

1 − P (N1(t) = 0, N2(t) = 0, N3(t) = 0) = 1 − e−(λ1+λ2+λ3)t ，是一个参数为 9 的指数分
布，然后求期望为 1

9
，最后注意单位是每 10 分钟，再乘上 10。

后一问我们直接给出一个结论：X(t), Y (t) 为 λX , λY 的 Poisson 过程，在 X(t) 两

个事件间隔内，Y (t) 发生 k 个事件的概率为 p = λX

λX+λY
( λY

λX+λY
)k

proof: 我们先考虑 X(t) 到达时刻服从指数分布 P (X(t)在 t 到达) = λXe
−λX t ,

我们给这个概率重写下 p = P (Y (t) = k|X(t) = 1)，全概率公式展开

=
∫
t
P (Y (t) = k, t|X 在 t 到达)dt =

∫ +∞
0

λXe
−λX t (λY t)ke−λY t

k!
dt = λX

λX+λY
( λY

λX+λY
)k

把非白车两个泊松过程相加再代入数据即可

3. A
BD 不满足非负性，C 不满足实值要求
4. ±5, 4
RX(τ) = E[X(t)X(t+ τ)] τ → ∞ = E[X(t)]E[X(t+ τ)] = m2 = 25

V ar(X(t)) = RX(0)− E2[X(t)] = 4

5. B
A 反例：Poisson 过程独立增量，但并非平稳分布

C: π = πP,
∑

πi = 1 不一定有唯一解，唯一解才是平稳分布
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D 反例： [
0 1

1 0

]
周期为 2，不是遍历的

6. B
根据定义

二、Poisson 过程问题

(1)
指数分布期望为 1

λ
，所以 λ = 3，独立同分布的指数分布之和就是 Poisson 分布，参

数相同，也为 3。
Poisson 分布期望为 λ，所以 Poisson 分布期望为 λt

N(t) ∼ Poi(3) E[X(4)] = 3× 4 = 12

(2)
这道题题干是服务完的顾客的平均时间，教材上类似问题问的是所有顾客平均总时

间，这里题干不是很明白，就两种想法都做一下

平均等待时间之和：用 Wi 表示第 i 个顾客停留时间，我们要求 E[
∑N(t)

i=1 Wi]，先考

虑

E[

N(t)∑
i=1

Wi|N(t) = n] = E[
n∑

i=1

Wi|N(t) = n]

在 N(t) 条件下，w1, · · · , wn 为均匀分布次序统计量，求和期望与均匀分布期望相同

E[
n∑

i=1

Wi|N(t) = n] = E[

N(t)∑
i=1

U(i)] = E[
n∑

i=1

Ui] =
n∑

i=1

E[Ui] = 2n

E[

N(t)∑
i=1

Wi] = E[E[

N(t)∑
i=1

Wi|N(t) = n]] = E[2n] = 2E[N(t)]

代入数据，t 取 4，结果为 24
平均每一个顾客的时间，只要略作改动

E[

∑N(t)
i=1 Wi

N(t)
|N(t) = n] = 2

E[

∑N(t)
i=1 Wi

N(t)
] = 2

这个结果非常直观，整个 4 小时内都是所有顾客都在等，那平均下来一个服务完的顾客
就是在均匀分布的期望
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三、Markov 链
(1)
x0 = (1

3
, 1
3
, 1
3
), x2 = x0P

2 = ( 94
300

, 7
30
, 34
75
)

(2)
我们假设从 1 到 3 的首达步数为 u，从 2 到 3 的首达步数为 v。这里的核心步骤

为，用全概率公式，通过“第一步”进行全概率展开

第一种解释，从直观角度理解：从 1 出发，u 步第一次到达 3，那第一步可能还在 1，那
么总的步数就会是 u+1（重复这个过程，并且加上第一步），一定概率到 2，那么总步数
就会是从 2 到 3 的步数再加上当前这一步，还有可能直接到 3，写成式子就是u = 0.6(u+ 1) + 0.3(v + 1) + 0.1

v = 0.3(u+ 1) + 0.2(v + 1) + 0.5

解得 u = 110
23
, v = 70

23

第二种解释：从期望公式的角度，这个首达时间本质上就是一个期望，根据全期望公式

展开

E[第一次到达 3 的步数|从 i 出发] = Ej[E[第一次到达 3 的步数|从 i 出发, 第一步到达 j]]

转化为方程组与上式相同

(3)
设极限分布为 π ∈ R3×1(注意是行向量)π = πP∑3

i=1 πi = 1

解得 π = ( 7
24
, 11
48
, 23
48
)

由于只有一个极限分布，所以这个极限分布是平稳分布，模型最后稳定于 π

四、Markov 链
(1)

Pij = P {Xn+1 = j|Xn = i} =

1
i
, j ≤ i;

0, j > i

写成转移概率矩阵

P =


1 0 · · · 0
1
2

1
2

· · · 0
... ... . . . ...
1
N

1
N

· · · 1
N
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(2)
N 个等价类

∀i < j, Pij = 0 所以任意两个状态之间不互达，每一个状态属于自己的等价类

非周期

P
(n)
ii ⩾ 1

in
> 0 ⇒ d(i) = 1

状态 1 常返，其余状态瞬过∑∞
n=1 P

(n)
ii =

∑∞
n=1

1
in

=

∞ ⇒常返, i = 1

1
i−1

⇒顺过, i ⩾ 2

状态 1 正常返

f
(n)
11 =

1, i = 1

0, i ⩾ 2
, µ1 =

∑∞
i=1 nf

(n)
11 = 1 < ∞ ⇒ 正常返

有个推论：有限状态马氏链一定有一个正常返状态，如果马氏链不可约，则所有状态都

正常返

(3)
无极限分布

尽管这个马氏链存在一个极限分布 π = (1, 0, 0, · · · , 0) ，但并非所有状态都遍历，所以
无极限分布

五、谱密度函数与协方差函数互换

直接套公式并使用留数定理计算即可，先取 τ ⩾ 0

R(τ) =
1

2π

∫ +∞

−∞

w2 + 6

(w2 + 3)(w2 + 5)
ejwτdw

= j[Res[
w2 + 6

(w2 + 3)(w2 + 5)
ejwτ ,

√
3j] + Res[

w2 + 6

(w2 + 3)(w2 + 5)
ejwτ ,

√
5j]]

=

√
3

4
e−

√
3τ −

√
5

20
e−

√
5τ

5



最后考虑协方差函数偶函数性质

R(τ) ==

√
3

4
e−

√
3|τ | −

√
5

20
e−

√
5|τ |

六、平稳分布性质

(1)
不是严平稳，取 t = 0, t = π

4
即可验证

是宽平稳，证明：

EX(t) = E[Asin(t+ Φ)] = E[AE[sin(t+ Φ)]] = 0

RX(τ) = EX(t)X(t+ τ)

= E[A2sin(t+ Φ)sin(t+ τ + Φ)]

= E[A2]E[
cos(τ)− cos(2t+ 2Φ + τ)

2
]

=
1

3
× 1

2
× cos(τ)

=
cos(τ)

6

(2)

1

T

∫ 2T

0

(1− τ

2T
cosτdτ )

=
sin2T

T
− 1

2T 2

∫ 2T

0

τcosτdτ

=
sin2T

T
− 1

2T 2
(2Tsin2T − 1 + cos2T )

t → ∞

=0

所以是均值遍历的

6


