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高斯玻色采样

杨子跃

中国科学技术大学 少年班学院，合肥 230026

摘要: 高斯玻色采样是证明量子计算机相对于经典计算机具有计算优势的主要提案。最近，高斯玻色采样的大
规模实现已经可以说超过了现有经典硬件所能模拟的界限。本篇文章将从计算复杂度开始回顾高斯玻色采样的
理论基础，以及使用光子设备进行实验实现和经典模拟的实践方面，讨论高斯玻色采样的实验结果的验证和应
用，并讨论未来发展方向。
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1 引言

回溯到二十世纪八十年代，研究者们提出用区别
于经典体系的量子体系搭建计算机 [1]。量子体系有着
独特的叠加态和纠缠，可用来构建一个新的计算模型。

随后，一些基于量子体系的计算方法被提出 [2,3]，
并开始在各种体系上实践 [4]。此领域的最终目的是通
用量子计算机，但是目前处于含噪中等规模量子器件
(NISQ) 时代 [5]，离实现通用量子计算机还有很长一
段路要走，对经典计算机到通用量子计算机的中间过
渡——量子计算优越性 [6]的研究便随之拉开序幕。量
子优越性目的在于解决经典计算机无法高效解决的问
题，推翻扩展丘奇图灵论题 (extended Church-Turing
thesis) [7]，其实现是一个里程碑事件，高斯玻色采样
便是源于量子计算优越性问题。

高斯玻色采样的原型是玻色采样 [8]，从复杂度理
论中诞生，提出一个经典不可解的问题，并用量子计
算机实验实现，从而宣布达到量子计算优越性。由于
玻色采样要求同时产生单光子的条件较难达到，便有
了后来的散射玻色采样 [9]。但无论是玻色采样还是散
射玻色采样，产生可用光子均是后选择方法 [10]，因此
将会限制采样的规模，难以实验实现量子优越性。高
斯玻色采样则解决了这个问题 [11, 12]。目前实验上最
好的成果是中国科大的九章三号，达到了 255 个响应
数 [13]。即使是算力最强的超级计算机使用目前最快
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的算法也需要 3.1×1010 年才能计算出九章三号实现的
结果。当然，远远称不上结束，更快的经典的模拟算
法仍会不断地被提出，量子计算机也会随着理论、硬
件的发展不断被完善。量子计算机和经典计算机的竞
争还有很漫长的一段路。

本文主要介绍高斯玻色采样的基本原理、实验实
现、经典模拟、采样验证以及应用，并在最后讨论了
高斯玻色采样未来可能的发展方向，旨在让读者更好
地投入到此领域中。

2 预备知识

2.1 复杂度理论

量子优越性是经典与量子计算机的对比，需要理
论假设去描述经典计算机的能解决问题的范围，复杂
度理论因此而诞生。例如广为人知的 P ̸= NP 问题便
是复杂度理论的产物。下面介绍几种重要的复杂度理
论 [7]:

1. P (polynomial)
如果布尔函数 g(x) 是“多项式时间可计算的”，
也就是说，计算 g(x) 所需的时间最多随 x 的大
小呈多项式增长，那么 g(x) 就属于 P 问题。

2. NP (nondeterministic polynomial)
如果布尔函数 f(x) 可以表示为 f(x)= ∨y，其中
g(x, y) 是 P 问题, ∨ 是布尔或运算，那么 f(x)
属于 NP 问题。

3. PH (polynomial hierarchy)
第 k级多项式层次 (PH)被定义为可以由 k个交
替量词写成的函数集合，即 f(x) = ∨y1 ∧y2 · · · ∧yk

g(x,y1, · · · , yk)。一般情况下认为对于任意的 k，
第 k 级和第 k+1 级多项式层次并不相等；反之，
所有的不同级多项式层次将相等，即多项层次的
崩塌。

图 2.1 简单划分了不同复杂度的问题区域。读者
若想了解更多复杂度理论的知识，可以参考 [14]。后面
会提到，高斯玻色采样计算的 hafnian、Torontonian 、
Kensingtonian 属于 #P 完全问题 [12,15,16]，因此其
无法被经典计算机有效模拟, 否则会导致多项式层次
的崩塌。

Figure 2.1: 复杂度理论

2.2 量子光学简述

2.2.1 二次量子化

类似声子等一系列谐振子的二次量子化过程，横
向电磁场也能进行二次量子化，具体表现为将振幅替
换为升降算符。横向电场的量子化形式如下 [17]:

Â⊥(r) =

∫ d3k
(2π)3/2

∑
ε

[
h̄

2ε0ω

]1/2
×

[
âε(k)εe

ik·r + â†ε(k)ε
∗e−ik·r] (1)

光子是一种玻色子，满足玻色对易关系: bosons com-
mute relation:

[âi, âj ] = 0 [â†i , â
†
j ] = 0 [âi, â

†
j ] = δij (2)

哈密顿量的本征态 (福克态):

â |n⟩ = n |n− 1⟩ â† |n⟩ = (n+ 1) |n+ 1⟩ (3)

并且光子有全同性 (indistinguishability)。

Figure 2.2: 光子的全同性

如图 2.2 所示，两个全同粒子碰撞时会有两种情
况，但因为无法分辨它们，所以我们可以说这两种情
况是同时存在的，从而会带来一些统计上的与经典情
况不同的现象。
下面介绍一些常见的量子态 [18, 19]:

2



中国科学技术大学 光学 A | 小论文

1. 相干态
相干态是具有经典光性质的量子态，其表示如
下:

|α⟩ = e−
|α|2
2

∞∑
n=0

αn

√
n!

|n⟩ = eαâ
†−α∗â |0⟩ (4)

2. 热态
热态的光子数符合玻尔兹曼分布，一般用于描述
环境噪声光，密度算符的福克态表示如下:

ρT =
1

1 + n̄

∞∑
n=0

(
n̄

1 + n̄

)n

|n⟩ ⟨n| (5)

其中 n̄ 是平均光子数。

3. 压缩态
高斯玻色采样一般使用的光是单模压缩态:

|0, ξ⟩ =
√
sechr

∞∑
n=0

√
(2n)!

n!2n
[−eiθtanhr]n |2n⟩

=e
ξ∗
2 â2− ξ

2 â
†2
|0⟩ (6)

有时也使用可以分解为两个单模压缩态的双模
压缩态。

2.2.2 线性光学变换

最普遍的对升降算符的线性变换定义为 Bogoli-
ubov 变换 [20, 21]:

âj →
∑
k

ujkâk + vjkâ
†
k (7)

在此变换中光子总数不为守恒量。对于无源线性光学
变换:

âj →
∑
k

ujkâk (8)

此过程中光子数保持不变。
以下是一些常用的无源线性光学变换的装置 [20]:

1. 分束器 (BS):

â†out = cos θâ†in + ie−iφ sin θb̂†in
b̂†out = ieiφ sin θâ†in + cos θb̂†in (9)

2. 单模相移器

â†out = eiϕâ
†
inâin â†ine

−iϕâ†
inâin = eiϕâ†in (10)

3. 波片

â†x′ = cos θâ†x + ie−iφ sin θâ†y
â†y′ = ieiφ sin θâ†x + cos θâ†y (11)

4. 偏振分束器

âin,H → âout,H and âin,V → b̂out,V

b̂in,H → b̂out,H and b̂in,V → âout,V (12)

任意的 N 端口干涉仪都有 SU(N) 的对称性，从
而任意的变换都能用一个幺正矩阵表示。上述光学装
置的组合对无源线性光学变换是通用的。

2.2.3 Hong-Ou-Mandel 实验

有量子性质的光在观测的统计结果上与经典光有
很大不同。如图 2.3 所示，入射两束单光子福克态，设
入射模式分别为 a 和 b，产生算符为 a†in 和 b†in, 经过
50:50 分束器干涉后出射模式变为:

â†out =
1√
2

(
â†in + ib̂†in

)
b̂†out =

1√
2

(
iâ†in + b̂†in

)
(13)

则在通道出口处的态为:

â†inb̂
†
in |0⟩ →â†outb̂

†
out |0⟩

=
1

2

(
â†in + ib̂†in

)(
iâ†in + b̂†in

)
|0⟩

=
i

2

(
â†2in + b̂†2in

)
|0⟩

=
i

2
(|2, 0⟩+ |0, 2⟩) (14)

易看出，探测器只能从 D1 或 D2 处接收到两个光子，
而不能在 D1 和 D2 各同时探测到一个光子。Hong-
Ou-Mandel 实验同时也是一个小规模的玻色采样实
验。

Figure 2.3: Hong-Ou-Mandel 实验
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2.2.4 准概率密度函数

任何的密度矩阵在相空间上都有一个等价的准
概率函数, 称为 Wigner 函数 [18, 19]。首先我们引入
Weyl 算符，也是相干态的平移算符:

D(ξ) := exp(ix̂TΩξ), (15)

这里 ξ ∈ R2N , Ω 是 2N × 2N 的辛矩阵。所以，任意
的密度矩阵等价于 Wigner 函数的特征函数:

χ(ξ) = Tr[ρ̂D(ξ)], (16)

再通过傅里叶变换到 Wigner 函数:

W (x) =
∫
R2N

d2Nξ

(2π)2N
exp(−ixTΩξ)χ(ξ), (17)

2.3 玻色采样

玻色子采样最早由 Aaronson 和 Arkhipov 提
出 [8]，他们构造了一种类似于经典高尔顿板的结
构，用玻色子和无源线性光学干涉仪代替了球和夹点。

Figure 2.4: 玻色采样

采样图案的采样概率由下式给出:

Pr(n̄) = |Perm (TS)|2 =

∣∣∣∣∣ ∑
σ∈PN

N∏
i=1

TSi,σ(i)

∣∣∣∣∣
2

(18)

n̄ = (n1, n2, ..., nM )
T , ni 是第 i 个通道接收到的光子

数，TS 是取对应模式干涉仪矩阵行和列构成的子矩
阵。Perm 则是矩阵的积和式 (permanent)。
玻色采样背后的主要思想是，在计算复杂性理论

中，精确计算矩阵的积和式是一个 #P 完全问题，这
意味着它不能在一台经典的机器上被有效地计算。即
使是近似模拟也会导致多项式层次的崩溃。

总之，采样模式概率的计算在经典上是棘手的，因
而它带来了量子优越性。

3 高斯玻色采样原理

3.1 高斯态

根据定义，任意高斯态的 Wigner 函数和其特征
函数均可以被写为 [22–24]:

χ(ξ) = exp
[
−1

2
ξT
(
ΩVΩT

)
ξ − i(Ωx)T ξ

]
(19)

W (x) =
exp

[
−(1/2)(x − x)T V−1(x − x)

]
(2π)N

√
detV

. (20)

其中 x̄ 称为位移矢量:

x̄ := ⟨x̂⟩ = Tr(x̂ ρ̂) (21)

V 称为协方差矩阵:

Vij :=
1
2 ⟨{∆x̂i, ∆x̂j}⟩ (22)

对于任意的高斯态，给定位移矢量和协方差矩阵，
都能被唯一确定。
同时我们注意到，由不确定关系可以计算出合法

的协方差矩阵满足 [22–24]:

V + iΩ ≥ 0 (23)

经典态 (可经典高效采样) 的协方差矩阵满足 [25]:

V ≥ h̄

2
I (24)

纯态的协方差矩阵满足:

Det
(
2

h̄
V
)

= 1 (25)

3.2 采样图案的概率

高斯玻色采样生成了一组玻色子在经过无源线性
变换后的采样样本，每一种图案在样本中的出现次数
与采样概率有紧密联系。区别于玻色采样，高斯玻色
采样的采样概率引入了名为 hafnian 的函数，但与积
和式相同的是，hafnian 也是 #P 完全问题，因此在经
典上依旧不可解。
对于位移矢量 r̄ = 0 时，概率由下式给出 [11,12]:

Pr(n̄) = 1

n̄!
√
|σQ|

haf (AS) (26)

其中 n̄ = (n1, n2, ..., nM )
T , ni 是第 i 个通道接收到的

光子数，A 是邻接矩阵:

A =

(
0 IM
IM 0

)[
I2M − σ−1

Q

]
(27)
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hafnian 函数为:

haf(C) =
∑

x∈PMP(n)

∏
(i,j)∈x

Cij (28)

上式中 PMP(n) 是完全匹配排列的集合 [26]。
当位移矢量不为 0 时，计算的复杂度不会增加，

概率可以用 loop hafnian 表示 [26]:

P (n⃗ | V, x̄) =
exp

(
− 1

2 x̄T V−1
Q x̄

)
√
det (VQ)

∏
i ni!

lhaf (An⃗) (29)

lhaf(A) =
∑

M∈SPM

∏
(i,j)∈M

Aij (30)

loop hafnian 中 SPM 是单对匹配。
我们注意到，上述的概率均是在测量仪器是光子

数可分辨探测器 (PNRD) 下计算的。光子数可分辨探
测器有着价格昂贵、死时间长的缺点，因而会考虑使
用其它的探测器，如阈值探测器以及不久前的九章三
号所使用的伪光子数可分辨探测器。

使用阈值探测器，只能探测到光子在此通道的有
或无，即 0 和 1。其采样概率由下式给出 [15]:

p(S) =
Tor [OS ]√
det(V)

(31)

Tor(·) 是矩阵的 Torontonian。

Tor(A) =
∑

Z∈P ([N ])

(−1)|Z| 1√
det(1− AZ)

(32)

可以证明，与积和式类似，如果有经典算法在多项式
时间内计算此函数，会导致多项式层次的崩塌。因此
使用阈值探测器不会使高斯玻色采样问题成为经典可
解问题。

当经典模拟算法不断优化后，实现量子优越性对
采样规模有着更高的要求，尤其是阈值探测器。但不
断增加规模会导致导致光子更高的损耗，这是不可调
解的问题。响应计数探测器 [16] 作为光子数可分辨探
测器和阈值探测器的中间产物，将出口通道的光均匀
的散开形成同等强度更弱的光束，最后用几个阈值探
测器探测。点击计数探测器的正定算符测量 (POVM)
表示为:

Π̂
(N)
k ≡:

(
N

k

)
e−

N−k
N n̂(1− e−

n̂
N )k (33)

N为光束分开的数量，k为探测到的响应数量。并且可
以证明: 当 N = 1时，为阈值探测器情况；当 N → ∞
时，为光子数可分辨情况。

使用响应计数探测器的采样概率为:

p(S) =
Ken [OS ]√
det(V)

(34)

Ken(·) 是矩阵的 Kensingtonian。

Ken[A] =
∑

0≤d≤k

M∏
i=1

[(
N

N − ki, ki − di, di

)]

×(−1)ki−di

∏
j /∈Z

[
N

dj

]
1√

det(I− AZ) +DZ

(35)

在无碰撞情形下多项式时间内计算 Kensingtonian 是
经典不可解的问题。

4 实验高斯玻色采样

最初是对小规模高斯玻色采样的实验验证，中国
科大实现了 3-5 个光子的采样工作 [27], 随后也有在硅
片上实现的最多八光子的采样 [28]。但小规模的高斯
玻色采样并不能实现量子优越性，因此要继续扩大规
模。

而对于大规模的高斯玻色采样有很多技术上的困
难：光子在光学设备中传输的损失、探测器的收集效
率 (暗计数率)、相位浮动、光子可分辨以及干涉仪的
连通性。

中国科大研制的九章一号 [29] 使用了 25 个双模
压缩态，进入 100 个模式 ( 空间偏振编码) 的干涉仪
中，最后使用阈值探测器探测，最多可达到 76 个响
应数。在此实验中，使用自发参量下转换 (SPDC) [10]
作为产生双模压缩态的光源，超导纳米线单光子探测
器接收光子。为了解决相位浮动问题，九章一号采用
动态锁相和静态干涉仪锁相结合的技术，成功地将在
一小时内的高频噪声标准差控制在 λ/350、低频浮动
控制在 λ/63；选取热态和完全可分辨态作为经典比较；
使用神威太湖之光超级计算机验证采样结果，并宣称
实现了量子优越性。
九章一号出世后，也不断地接受经典模拟的挑

战 [30]。除此之外，九章一号是不可编程的，如果要对
其它矩阵采样，需要重新制作干涉仪，这无疑是极大
的弊端。
之后中国科大制作了九章二号 [31]，增加了干涉

仪的规模。25 个双模压缩态进入 144 个模式的干涉仪
中，最多可达到 113 个探测数，并使得压缩态的相位
可编程，是对九章一号采样规模和可编程性的扩展。
空间模式编码的干涉仪搭建难度高、可编程性差，

转而考虑在玻色采样时被提出的时间模式编码 [32,33]。
时间模式编码方案使用光纤延迟线，较先进入光纤的
光束与后进入的在同时间到达分束器，将通道模式编

5
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码到时间序列上，解决量子门的局域性问题。这种方
案也有着结构、操作简单和可扩展性强的优点。
对于时间编码方案，规模继续扩大意味着回路深

度增加，而光子的损耗随着回路深度指数级增大，从
而会使高斯玻色采样能被经典计算机高效地近似模
拟 [34, 35]。另一方面，减少回路深度的同时没有解决
量子门之间的局域性也不会实现量子优越性，因为对
数级的回路深度和局域量子门并不能产生长程纠缠，
能被经典计算机在多项式时间内模拟 [36, 37]。
为了减少传输损耗实现量子优越性，使用时间编

码方法的高维高斯玻色采样被提出 [37]。

A.                                 B.                 C.

Figure 4.1: 高维高斯玻色采样

使用不同长度的光纤延长线允许不同时间的光束
产生作用，与晶格类似。这种方案的光子损失率随着
模式数呈亚指数级增长:

η = ηDBSη
aD−1

unit-length = ηDBSη
M1−1/D

unit-length (36)

相较于之前的指数级增长有一些改进。除此之外，
高维高斯玻色采样可以通过对分束器在时间序列上调
整，实现采样装置的可编程性。

Xanadu 的 Borealis [38] 采用上述高维时间编码，
将 216 个模式的单模压缩态输入到 216 个模式的干涉
仪中，使用光子数可分辨探测器，最多接收到 219 个
光子。分析当时的最优经典模拟算法和超级计算机富
岳的计算能力后，得出富岳需要约 9000 年才能完成对
最大采样概率的计算，实现量子优越性。

Figure 4.2: 中国科大九章三号

近期的中国科大九章三号 [13] 也采用时空混合编
码，将 25 个双模压缩态输入到 144 模式的干涉仪中，
再分别进入 72 组 7 个单位长的延迟光纤，使用伪光
子数可分辨探测器，达到 255 的最大响应数，进一步
提高量子优越性。

在上述主流的实验实现高斯玻色采样方法外，还
有用其它体系的玻色采样，例如芯片实现 [28,39] 和动
态卡西米尔效应实现 [40]。

5 模拟高斯玻色采样

为体现量子优越性，一个不可避免的问题是: 如
何说明这个问题是经典计算机不可解的。正如 Clifford
回路 [41]，一些特定的量子操作的组合可以被经典方
法有效模拟。而如今诞生的很多经典模拟方法如量子
蒙特卡洛算法 [42]、张量网络方法 [43, 44]，就能高效
解决一部分的量子体系问题。

5.1 精确模拟

精确模拟高斯玻色采样问题最常用的方法是链式
采样 [45]。最初对高斯玻色采样的链式采样在 [46] 中
被提出。每次对一个模式进行采样，计算出可能的光
子数量:

p(sk|s∗1, ..., s∗k−1) =
p(s∗1, s

∗
2, ..., s

∗
k−1, sk)

p(s∗1, ..., s
∗
k−1)

(37)

* 号表示已经采样过的模式。可以用使用 (21) 计算 sk

的后选择概率，进而实现采样。考虑到福克态所在的
希尔伯特空间是无限维的，必须设置一个截断光子数，
做到从有限个概率的采样。直觉上，在一个通道接收
到很多光子的情况概率会很小，在截断光子数之外的
采样概率的上界为:

P <

m∑
k=1

ncutoff∑
n=0

[1− Pk(n)] (38)

m 为模式数，ncutoff 为截断光子数，PK(n) 是在 k 模
式中接收到 n 个光子的边缘概率分布。
这种链式采样方法在 m 个模式下生成 N 个光子

的时间复杂度为 T(m,N) = O(mN32N )。指数级别的
复杂度来源于对 hafnian 函数的计算 [26]。随后新的
研究利用了纯态邻接矩阵的可对角化 A = B ⊕ B∗ 和
lhaf (B ⊕ B∗) = |lhaf (B)|2 的性质，实现了对上述链
式算法二次级别的加速 [47]。在此发挥重要作用的是
Williamson 分解 [22, 48]:

V = W + Vp (39)

6



中国科学技术大学 光学 A | 小论文

分解后的 W 和 Vp 分别满足 (21)、(22)。在采样过程
中，先进行外差探测 [21]，再从外差探测的结果中依
次后选择出通道的接收光子数。

可以看出，精确模拟方法主要的复杂度来源是 haf-
nian 和 loop hafnian 的计算。目前最快的算法在 [49]
中被提出，结合 [26] 中的特征值求迹和类似 [50] 中计
算 permanent 的包含/排除方法，利用多行重复的性
质，使得 loop hafnian 的计算只有

∏
i (ni + 1) 项，上

界 2N/2 和下界
∏

i

√
ni + 1。

综合了上述算法后，精确模拟高斯玻色采样
目前达到的最优复杂度为 O

(
mN3GN

)
, 其中 G =

(
∏

i (ni + 1))
1/N 。

对于阈值探测器，可以将其视作很多小探测器的
组成 [51]，只要有一个子探测器接收到光子，就记为
一个响应。在采样过程中，一个子探测器探测到光子
后，剩下的子探测器将不再进行采样，转而进行到下
一个阈值探测器。
精确近似模拟采样提供了一个实验实现量子优越

性的大致条件: 使用光子数可分辩探测器要有超过 60
个探测器接收到光子; 使用阈值探测器要有超过 100
个探测器有响应，否则采样结果能被经典计算机用有
限的资源和时间模拟。

马尔科夫链采样是一种常见的采样方法，相较于
接收-拒绝采样的浪费样本特性，基于马尔科夫链细致
平衡原理的 metroplis-Hastings 采样效果更好，其在
玻色采样的模拟中就应用过 [52]。在高斯玻色采样中，
MH 算法使用一点和两点关联生成的分布 (IPS) 作为
提议分布 [49]:

Q(n⃗|B,α) = e−
∑

j |αj |2e−
∑

j,k
1
2 |Bj,k|2∏

i ni!
lnaf(Cn⃗) (40)

再精确计算出概率后，确定接受率:

paccept = min
(
1,
P (n⃗i|α⃗i)Q(n⃗i−1|α⃗i−1)

P (n⃗i−1|α⃗i−1)Q(n⃗i|α⃗i)

)
(41)

最终采样多次得到近似模拟出的采样结果。由于 MH
算法的结果是由上一次的结果生成的，不可避免的关
联将会在相邻的两个样本中出现，同时还要判断马尔
科夫链的收敛位置，将收敛前的样本丢弃。

对于一些特殊情形，高斯玻色采样可以在多项式
时间内被经典精确模拟。例如在上一章提到的浅回路
和局域量子门情况，干涉仪每一层光学元件的数量满
足 D = O (LnM), 会使采样的邻接矩阵 A 成为带状。
这样的 haf(A) 和 lhaf(A) 能在多项式时间内被经典计
算机计算 [36]。

利用线性光学变换矩阵的干涉仪连通性不足的性
质，利用动态规划的算法，对图进行树分解 [53]，将计
算 hafnian 和 loop hafnian 的复杂度与树宽联系，而

不是矩阵的规模。再结合链式采样，可以将精确采样
的复杂度达到 O(MN2w22w), 其中 w 是对干涉仪矩
阵的树分解后得到的树宽 [54]。我们可以发现，这个
结果可以用来解释一维浅回路高斯玻色采样 [36] 和二
维高斯玻色采样 [37] 的复杂度。树分解方法同样能用
回路深度等回路的参数来划分复杂度类: 多项式、亚
指数、指数，如图 5.1 所示。

Figure 5.1: 树分解情形计算复杂度分类

5.2 近似模拟

实验上通常会有这几种噪声影响 [35]: 光子可分
辨, 光子损失, 设备缺陷, 探测暗计数。不仅是 GBS
问题不能精确采样，其它的所有的量子计算、量子模
拟等，过程均极易受环境影响，造成退相干、布居反
转等 [18]。正如 Preskill 所说，当今量子技术正处于
NISQ 技术时期 [5]。如果环境影响太大，量子体系退
化为经典体系，就能被经典计算机有效模拟，量子优
越性也不复存在。
高斯玻色采样的实验装置不可避免地是近似高斯

玻色采样，于是便产生了一个问题: 近似高斯玻色采
样能不能被经典计算机有效模拟？早在玻色采样时期，
就有一些近似模拟模型被提出 [34]。在高斯玻色采样
的实验发展的同时，相应的经典近似模拟方法也在被
不断地提出, 例如九章 1.0 的经典模型 [30]。
考虑 GBS 的 Wigner 函数, 以及广义的 Wigner

函数 [55], 因为其在相空间某些地方的概率会有负数
值, 所以被称为准概率分布。但当其在相空间任意位置
均大于等于零时，准概率分布变为为概率分布。由高
斯态的性质又易知，其概率分布为多元正态分布。因
此经典的高斯态可以被高效采样 [23, 35]：

P (n) = (2π)M
∫

d2Mx W (−t)
Π (n|x)W (t)

ρ̂out
(x) (42)

我们之前提到过，当光子的损失等噪声过大时，
量子情况会退化到经典，对于高斯玻色采样也不例外，
下式便量化了这个界限 [35]:

sech
{
1

2
Θ

[
ln
(

1− 2qD
ηe−2r + 1− η

)]}
> e−ϵ2/4K (43)

其中 r是压缩参数, η是全局光子传输率, qD = pD/ηD,
其中 pD 是暗计数率, ηD 是量子效率。如果第一个不
等式成立，就可以计算和此装置的状态最相似的经典
高斯态 (压缩热态 [56])，并可以用经典计算机高效地
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采样。在此种情况下的采样结果 (概率分布) 与实验采
样的结果在某种度量下只有 ϵ 的误差。任何的实验高
斯玻色采样的装置都不能使得上述不等式成立，否则
可以用经典计算机高效近似模拟，这也是实验上采用
高维高斯玻色采样的原因之一 [37]。值得注意的是，对
于上述噪声存在的高斯玻色采样的精确模拟仍然是不
可行的 [35]。

式 (38) 并没有将光子数的不可分辨程度考虑进
去，部分可分辨光子的模型也被提出 [57, 58]。将邻接
矩阵可分辨和不可分辨部分分离，利用可分辨部分的
可经典采样性质，减小不可分辨部分 (hafnian) 的计算
量，从而实现计算时间上的减少。

计算每个通道的联合光子概率分布是困难的，但
计算一阶和二阶边缘分布会很容易。同理，当 k 较小
时，k 阶边缘分布均比较容易计算。于是便有了利用
这些容易计算的统计量还原模拟采样的贪心算法 [59]。
高斯玻色采样的贪心算法顾名思义，先用一阶边缘分
布生成一组模拟采样，再用计算出的高阶边缘分布定
义代价函数 (l1 距离)，通过不断调整每一组数据的接
收光子的位置，将代价函数不断减小，最终生成一组
模拟样本。贪心算法的时间复杂度为 O(Nk2kL)，N
为光子数量，k 为关联函数的阶数，L 为生成样本的数
量，并且此时的 l1 距离在 O(1/L)。用上述方法生成
的模拟采样样本之间仍有很强的关联性，因此需要从
一个大样本中随机抽取作为进一步的模拟样本。

张量网络方法作为最常用的经典模拟量子体系的
方法之一，优越性主要来源于矩阵乘积态 (MPS)、投
影纠缠对态 (PEPS) 的构建 [60]，以及不同的张量收
缩方法 [44]。在高斯玻色采样的模拟中，张量网络方
法也发挥了很大的作用 [61–63]。

矩阵乘积态常被用来构建张量网络，一个纯态的
MPS 如下:

|ψ⟩ =
d−1∑

n1,··· ,nM=0

cn1···nM
|n1, · · · , nM ⟩

≈
d−1∑

n1,··· ,nM=0

χ−1∑
α1,··· ,αM−1=0

Γ[1]n1
α1

λ[1]α1
×

· · ·λ[M−1]
αM−1

Γ[M ]nM
αM−1

|n1, · · · , nM ⟩ (44)

其中结点维数 (bond dimension) 是描述 MPS 的重要
参数。我们可以看到，该纯态的维数从指数级 O(Md)

降到了多项式级 O(Mdχ2)。在 [63] 的张量模拟算法
中，同样使用了 Williamson 分解，并将协方差矩阵中
有量子性质的最小部分提取出。随后发现，之前的实
验高斯玻色采样 [13, 29, 31, 38]，量子性质的光子数目
只占经典光子的很小一部分, 因此 MPS 的结点维数将
会更低。随后 [61] 提出用纠缠熵去度量 MPS 张量网

络的复杂程度，以及使用 MPS 的推广——矩阵乘积
算符 (MPO) 去描述高斯玻色采样过程，并且在张量
网络的收缩中，利用无源光学变换的粒子数不变造成
的张量网络 U(1) 对称性的特点优化算法，给出了可以
被该算法高效模拟的情形 Nout ∼

√
N。同时上述算法

相较于式 (40) 给定的上界，用 MPS 的结点维数去描
述系统的复杂程度更合理也更准确。张量网络算法的
框架也给实验高斯玻色采样更好地实现量子优越性提
供了建议：与 (40) 式给出的结果不同，张量网络方法
发现增加压缩光源的压缩参数对纠缠熵和结点维数并
没有太大的影响，而应该去增加有量子性质的光子的
数量。为进一步减小矩阵乘积态的结点维数，可以将
演化从薛定谔绘景转换到海森堡绘景中，态的演化变
为算符的演化 [62]，并且可以计算光子不均匀损失的
情形，更加符合实验实际。

Figure 5.2: 矩阵乘积态和投影纠缠对态

在之前的模拟算法中 [35]，并没有定量地描述干
涉仪损失率与模拟计算时间复杂度的关系，而张量网
络方法将时间复杂度与结点维数联系在一起，因此可
以用不同损失率下的结点维数去刻画这一性质。对于
高维高斯玻色采样情形，考虑到类似晶格的结构，可
以对量子态构建 PEPS和 PEPO，实现更有效地模拟。

6 高斯玻色采样的验证

我们提到了一个量子优越性的核心问题: 无法被
经典方法有效模拟。所以 GBS 的真实性验证便无法
用一般的理论计算证明。例如我们并不知道在实验
过程中，有良好量子性质的压缩态是否会退化为经典
的热态、在干涉时失去了全同性质或在传输过程中产
生相空间的位移。恰好经典的光 (thermal, squashed,
coherent, distinguishable) 可以用经典计算机模拟采
样，在上一部分提到的经典算法可以更容易地生成采
样样本 [55]。
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于是便产生了一种思路，通过分析真实情况和模
拟情况，用特殊的验证方法排除采样样本从模拟情况
产生 [7]。在玻色采样时期，这种思路就被用来排除均
匀采样、可分辨采样、平均场假设采样 [64–67]。

Figure 6.1: 高斯玻色采样的验证

对于这样的验证方法会有如下要求 [68]: 1. 对生
成的样本有通用性 2. 对高阶的多光子干涉敏感，排除
部分可分辨情况 3. 要求计算资源为多项式复杂度。

6.1 总体变异距离和保真度

对于少量模式数的高斯玻色采样，经典计算机可
以将所有情况的概率计算出，再算出实验与理论的总
体变异距离和保真度。总体变异距离和保真度如下定
义:

TVD =
1

2

∑
i

|pi − qi| (45)

F =
∑
i

√
piqi (46)

当概率 p 和概率 q 趋于一致时，总体变异距离 (TVD)
会趋于 0，保真度 (F) 会趋于 1。

6.2 组概率

计算所有通道光子分布的联合是不可行的，因而
可以转而去考虑将一些探测器的采样结果组合在一起
生成的分布，即组概率。对于阈值探测器，组概率如
下定义 [69, 70]:

G(n)
S (m) =

〈
d∏

j=1

 ∑
∑

ci=mj

Π̂Sj
(c)


〉

(47)

我们看到直接计算上式依旧是不可能的，因此对上式
作离散傅里叶变换:

G̃(n)
S (k) =

〈
d∏

j=1

⊗
i∈Sj

(
πi(0) + πi(1)e

−ikjθj
)〉

P

(48)

⟨·⟩P 代表在广义 P 函数 [71] 上的积分平均，在计算时
用散点采样代替。组概率可以用其傅里叶变换形式表
示:

G(n)
S (m) =

1∏
(Mj + 1)

∑
k

G̃(n)
S (k)ei

∑
kjθjmj (49)

用上述方法可以高效计算组概率，适用于任意规
模的采样。同时，该方法也被推广到光子数可分辨探
测器，并且将干涉仪损失和部分可分辨情况考虑进
去 [68]。

6.3 低阶关联函数

为了体现不同通道光子的干涉性质，低阶关联函
数常被用来作为高斯玻色采样的验证 [72]。在实验中
的验证使用二阶关联函数较多:

Cij = ⟨ninj⟩ − ⟨ni⟩⟨nj⟩ (50)

在使用光子数可分辨探测器时，三阶及以上的关联函
数将会非常小 [38]，因此不作验证考虑；但对于阈值
探测器情况，三阶和四阶关联函数会被考虑 [31]。该
方法也可以在大规模高斯玻色采样中使用。当然这种
方法并不能排除所有的经典采样情况，注意到贪心算
法 [59] 就是使用一阶和二阶关联函数去生成采样样本，
因此不能被该检验排除。

6.4 交叉熵

中等规模情形下，计算一些样本的概率是可行的，
可以引入交叉熵 [73] 方法。对于一组真实或模拟的采
样样本，交叉熵形式如下:

XE ≡
∑
s⃗

qU (s⃗) log
pU (s⃗)

p(N)
≈ 1

Ns

Ns∑
i=1

log pU (s⃗i)
p(N)

(51)

其中 {s⃗i}Ns
i=1 是一组采样样本。与交叉熵等价的有

HOG 率 [29]。若实验采样样本相较于其它模拟采样得
到的交叉熵更大，则能说明相较于模拟采样，实验采
样样本更可能从真实数据中被采样得到，实现了量子
优越性。但同时，树宽模拟采样可以得到一个很大的
交叉熵 [13], 甚至比理想采样的样本的交叉熵更大，说
明树宽模拟采样可以欺骗交叉熵 [74], 这也体现出交叉
熵的不完备性，仍需其它的检验方法去排除树宽采样
样本。

6.5 贝叶斯统计检验

贝叶斯检验方法 [75] 与交叉熵类似，只能适用于
中等规模采样的检验。根据实验采样样本，计算不同
采样图案下每一种样本的产生概率，再由总体采样样
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本 {s⃗i}Ns
i=1 计算贝叶斯检验得分。贝叶斯检验得分如

下定义:

∆H =
1

N
ln

N∏
i=1

P (0)(s⃗i)P
(1)(n)

P (1)(s⃗i)P (0)(n)
(52)

其中 P (i)(·) 是不同情形 (真实分布或经典模拟) 下样
本的产生概率。当 ∆H > 0 时，说明实验样本更容易
从真实分布中采样得到而不是经典模拟。

7 总结与展望

高斯玻色采样仍在发展。实验的高斯玻色采样为
更好地展示量子优越性，增加采样装置的计算复杂度，
还有很多地方需要改进: 进一步扩大干涉仪的规模，同
时降低各种噪声，提高干涉仪传输效率和光子的不可
分辨性，保证量子性质的光不会退化; 提高压缩参数对
复杂度增加影响不大，而是要增加有量子性质的光子
的数量；要增加干涉仪不同模式间的连通性，使采样
矩阵更接近 Haar 随机。此外，近期有研究者提出一种
对少数模式的光子产生非线性作用的高斯玻色采样方
案可以提高计算的复杂度 [76]，目前没有被实验实现。
随着响应计数探测器在实验上的运用，Kensingtonian
的计算和响应计数探测器的经典模拟方法也亟需进一
步发展。

张量网络方法在高斯玻色采样模拟中的成功实现，
也为模拟采样提供了一个新的方向。目前并没有理论
去解析描述光子损失、部分可分辨等噪声与计算复杂
度的关系，而矩阵乘积态的结点维数则提供了一个潜
在的可能。同时，用来描述晶格的 PEPS 和 PEPO 方
法也有被应用于高维高斯玻色采样模拟的可能。

高斯玻色采样现有的验证方法均有缺陷，一种能
适用所有情况并能排除一切经典生成样本的验证方法
仍没有实现。且目前的验证方法均是基于生成样本的，
借鉴其它量子优越性问题的验证方法也是一个可能的
方向 [7]。此外，也有研究者基于高斯玻色采样和图论
问题的关联性提出一种在图论基础上的验证 [77]: 研
究不同高斯态下的样本提取的特征向量所张成的空间，
然后训练一个分类器以识别最优超曲面以区分真实高
斯玻色采样和模拟假设; 研究由每一类高斯态的特征
向量生成的核的属性。

量子优越性系列问题的产生的起初目的是为了实
现量子相较于经典的超越，并没考虑其应用前景。因
此高斯玻色采样与其它量子优越性问题一样，在应用
方面相对较少且作用有限。其最主要的应用方向是与
图论问题相结合, 例如用高斯玻色采样过程去判断图
的相似性 [78, 79]。高斯玻色采样也可以用来辅助求解
最大 hafnian问题 [80]。对此问题的求解与量子变分算

法类似，需要定义代价函数并给定梯度算法 [81]。近期
中国科大的九章光量子计算机解决了最大 hafnian 问
题和稠密子图问题 [82]。此外，还有一些在点过程 [83]
和化学振动谱上的应用 [84, 85]。为了更好地让高斯玻
色采样有实际应用，一种将相干态与压缩态混合输入
干涉矩阵的实验被实现 [86]。虽然对压缩态在相空间
上的位移并不能增加计算复杂度 [12]，但可以生成更
多种情况的采样矩阵从而能应付更多的实际情况。

在经典计算机问世之后，便有了这样一个问题：所
有可能的自然过程都能被经典图灵机高效计算吗？扩
展丘奇图灵论题认为是可以的，而高斯玻色采样的成
功实现则推翻了该论题，这也展示了量子体系区别于
经典体系的方面。当然，量子计算优越性的本质也一
直在被讨论 [87]，至今仍未有一个准确的答案。高斯
玻色采样的实验实现也为未来的通用量子计算机的制
作解决了许多技术上的困难, 同时研究者也会在研究
的过程中看到更多要被解决的问题。
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