
第七周作业答案

罗曾宇

题目 1. 设理想铁磁体的磁化规律为 B = µH + µ0M0，M0 是恒定的与

H 无关的量. 今将一个理想铁磁体做成的均匀磁化球 (M0 为常值) 浸入磁

导率为 µ
′
的无限介质中，求磁感应强度和磁化电流分布.

解答. 球内球外两区域的定解条件为

∇2φ1 = 0, (r < R0)

∇2φ2 = 0, (r > R0)

r = 0, φ1有限,

r → ∞, φ2 → 0,

r = R0, φ1 = φ2,−µ
′ ∂φ2

∂r
= −µ

∂φ1

∂r
+ µ0M0 cos θ,

注：对 r = R0 处的第二条边界条件作一些解释：因为没有自由电流，边界

处磁感应强度连续，积分形式为∫
S

(−µ∇φ1 + µ0M0) · dS =

∫
S

−µ
′∇φ2 · dS,

即 −µ
′ ∂φ2

∂r
= −µ

∂φ1

∂r
+ µ0M0 cos θ. 因为边界处微分形式失效，在新的情况

下，应该回归到积分形式讨论，同学们切勿惯性思维，简单来说，不要背答

案.
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由过往经验，不妨设 φ1 = A1r cos θ, φ2 =
B1

r2
cos θ, 由边界条件可知，

A1R0 =
B1

R2
0

,

2µ
′
B1

R3
0

= −µA1 + µ0M0,

解得

A1 =
µ0M0

2µ′ + µ
,B1 =

µ0R
3
0M0

2µ′ + µ
,

综上所述，

φ1 =
µ0M0

2µ′ + µ
r cos θ, (r < R0)

φ2 =
µ0R

3
0M0

2µ′ + µ

cos θ
r2

, (r > R0),

B1 = −µ∇φ1 + µ0M0 =
2µ

′
µ0

2µ′ + µ
M0,

B2 = −µ
′∇φ2 =

µ
′
µ0R

3
0

2µ′ + µ
[
3(M0 · r)r

r5
− M0

r3
],

球内为均匀场，球外为偶极场，球面的磁化电流密度为

αM =
1

µ0

er × (B2 −B1)|r=R0 =
3µ

′

2µ′ + µ
M0 sin θeφ.

题目 2. 电荷按体均匀分布的刚性小球，其总电荷为 Q，半径为 R0，它以

角速度 ω 绕自身某一直径转动，求

(1) 它的磁矩；

(2) 它的磁矩与自转动量矩之比 (设质量 M0 是均匀分布的).

解答. 小球的电荷密度与质量密度分别为

ρq =
3q

4πR3
0

, ρm =
3M0

4πR3
0

,
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设转动轴为 z 轴，则球内任一点的转动速度为 v = ωez × r = ωreφ，球内

电流密度与动量密度分别为

J = ρqv = ρqωreφ,p = ρmv = ρmωreφ,

小球的磁矩 m 与自转角动量 L 分别为

m =
1

2

∫
V

r × JdV =
qωR2

0

5
ez,

L =

∫
V

r × pdV =
2M0ωR

2
0

5
ez,

于是有

m =
q

2
M0L.

题目 3. 有一块磁矩为 m 的小永磁体，位于一块磁导率非常大的实物的

平坦界面附近的真空中，求作用在小永磁体上的力 F .

解答.

设介质表面为 z = 0 平面，m 位于介质表面上方 z = a 处，它与界面

法向 ez 的夹角为 α. 由于高磁导率介质表面是等磁势面，令其表面磁标势

为零. 介质的磁化电流在其外部空间产生的磁场，可用介质内 z = −a 处的

镜像磁矩m
′
的磁场等效，为满足 z = 0 处标势 φ = 0 的条件，显然m

′
与

m 的数值应相等，m
′
与界面法向的夹角也是 α, 但与 m 的夹角为 2α(一

个与 z 轴夹角为 α, 一个与 z 轴夹角为 −α，这样才能保证边界处磁标势为

零). 但是，为了计算方便，我们这里取 m
′
的方向为 z 轴.
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由此，m
′
在 m 处激发的磁场为

B = ∇×A

=
µ0

4π
∇× (

m× r

r3
)

=
µ0

4π
∇× (

m

r2
sin θeφ)

=
µ0

4π

1

r2 sin θ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
er reθ r sin θeφ

∂

∂r

∂

∂θ

∂

∂φ

0 0
m

r
sin2 θ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

µ0

4π

m

r3
(2 cos θer + sin θeθ),

令 θ = α，则 B =
µ0

4π

m

r3
(2 cosαer + sinαeθ), 所以 m 受力为

F = ∇(m ·B)|r=2a = −3µ0m
2

64πa4
(1 + cos2 α)er.


