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摘要

连续体结构拓扑优化是结构优化中的难点和热点问题，也是结构优化领域的前沿课

题之一，本文以连续体结构为研究对象，先是对拓扑优化问题做了直观介绍；然后以均

匀化理论为基础，给出拓扑优化的数学形式，并使用二维拓扑优化算法进行求解；因基

于均匀化理论的算法求解较为复杂，计算时间过长，我们便引入插值法对其改进，在插

值法建模的基础上，使用优化准则法和MMA算法求解；最后，因近年来高分辨率拓扑

优化设计研究较为火热，我们还对高分辨率拓扑优化问题做了简单介绍。
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一、背景资料

拓扑优化按研究的结构对象可分为离散体结构拓扑优化（如桁架、刚架、加强筋板、

膜等骨架结构及它们的组合）和连续体结构拓扑优化（如二维板壳、三维实体）两大类。

离散结构拓扑优化的历史可以追溯到 1904年由 Michell提出的桁架理论，Michell

的理论只能用于单工况并依赖于选择适当的应变场。其后陆续提出了一些优化方法，其

中最有代表性的是 Dorn、Gomory和 Greenberg等提出的基结构方法（Ground structure

approach）。基结构方法克服了Michell桁架理论的不适应性，将数值方法引入结构优化

领域，建立由结构节点、载荷作用点和支撑点组成的节点集合，集合中的所有节点之间

用杆件连接，形成所谓的基结构，以基结构作为初始设计，以杆件面积作为设计变量，

采用优化算法优化杆件面积。20世纪 60年代初 Schmit将结构优化问题表述为数学规划

问题，并采用数学规划算法求解，成为结构优化领域的一个重要里程碑。

包括桁架结构优化在内的离散结构拓扑优化已比较成熟，国内外已有很多深入的研

究和文献。近年来连续体结构拓扑优化理论得到了较快发展，是结构优化领域研究的难

点和热点问题。

连续体结构优化按照设计变量的类型和求解问题的难易程度可分为尺寸优化（尺寸

变量）、形状优化（形状变量）和拓扑优化（拓扑变量）三个层次，分别对应于三个不

同的产品设计阶段，即概念设计、基本设计及详细设计三个阶段，如图 1所示

图 1 结构优化的三个阶段

连续体结构的拓扑优化由于描述和数值计算得困难，发展一直相对缓慢，直到Bend-

soe和 Kikuchi在 1988年提出的均匀化方法之后才得到迅速的发展，其基本思想是在组

成拓扑结构中引入微结构，以微结构的几何参数作为设计变量，通过微结构的增加和删

减实现结构的拓扑形状的改变，实现拓扑优化和尺寸优化的统一。在微结构的基础上，

我们介绍变密度法（也即插值法）的应用，变密度法是在均匀化方法的基础上产生的，

把材料引入微结构代之以密度在 0到 1之间变化的假想材料，把密度作为设计变量，从

而实现材料的删减，因其模型简单、计算变量相对较少成为目前广泛采用的方法。根据

不同的插值模式，变密度法又有不同的插值模型：SIMP法（Solid Isotropic Material with

Penalization）、Hashin-Shtrikman法，以及 RAMP法（Rational Approximation of Material
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Properties）。

二、结构拓扑优化问题简介

所谓拓扑优化（Topology optimization），是指在一个确定的连续区域内寻求结构内

部非实体区域位置和数量的最佳配置，寻求结构中的构件布局及节点联结方式最优化，

使结构能在满足应力、位移等约束条件下，将外载荷传递到结构支撑位置，同时使结构

的某种性态指标达到最优。在连续体 Ω上选出一个子集 Ωm,使之满足目标函数及约束

条件。对连续体结构拓扑优化而言，不仅要使结构的边界形状发生改变，而且对结构中

的空洞个数及形状的分布也要进行优化。目前对二维连续体结构的拓扑优化研究较多。

主要困难在于：满足一定要求的结构拓扑形式具有很多种，这种拓扑形式难以定量描述

或参数化，而需要设计的区域预先未知，大大增加了拓扑优化的求解难度。

图 2 拓扑优化示意图

拓扑优化是一种比尺寸优化、形状优化更高层次的优化方法，也是结构优化中最为

复杂的一类问题。拓扑优化处于结构的概念设计阶段，其优化结果是一切后续设计的基

础。当结构的初始拓扑不是最优拓扑时，尺寸和形状优化可能导致次优结构的产生，因

此在初始概念设计阶段需要确定结构的最佳拓扑形式。

此外，拓扑优化的思想古已有之。其实拓扑优化从本质上来说是一种非常朴素和优

秀的方法，是在一定的外力和约束作用下，寻求具有最佳传力路径的结构布置形式。我

国古代赵州桥的设计中就包含有非常原始的拓扑优化理论，古人在考虑桥体承受一定载

荷的作用下，设计出最简洁、结构整体刚性最好的桥体结构。

图 3 赵州桥的最佳结构分布（拓扑优化结果）

有了上述对拓扑优化问题的直观了解，后面我们将按照求解方法的不同，分别介绍

拓扑优化的数学形式及其对应的算法。

4



三、符号说明

下文中用到的部分符号，其意义如下（因建立数学模型时用到很多符号，这里只选

取部分进行介绍，大部分符号在初次引入时都有意义说明）：

符号 意义

Ω 设计域

E(xi) 插值以后的弹性模量

E0 实体部分材料的弹性模量

Emin 孔洞部分材料的弹性模量

xi 单元相对密度，取值为 1时表示有材料，为 0表示无材料即孔洞

p 惩罚因子

ζ 移动极限

η 阻尼因子

C 柔度矩阵

四、拓扑优化问题建模及求解算法

4 . 1均匀化法

4 . 1 . 1均匀化理论

在均匀化理论中，复合材料模型通常可看作微结构胞元在空间的组合与重复，微观

胞元结构如下图所示。每个胞元结构（Base cell）由不同的材料构成，这种带空洞的胞

元在空间的重复造成了材料宏观特性的各向异性特征 (Heterogeneity)。

如果单纯用有限元方法来求解这样一个各向异性问题是非常困难的，因为如果将微

观材料在空间进行离散的话，离散问题将非常巨大，实际上变得无法实现，因此必须引

入均匀化方法，均匀化的目的是通过对复合材料微结构的研究得到复合材料宏观上的特

性，进而反映微结构的性能。均化理论包含三个互不耦合的问题：两个微观（Microscopic

level）上的问题和一个宏观 (Macroscopic level)上的问题。微观上主要是计算均化系数

（Homogenized coefficients）和残余应力（Residual stresses）；宏观问题主要是计算全局位

移和应力场。这三个问题求解用的数值方法都是有限单元法，通过一种自适应的有限元

法来提高求解的精度。
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图 4 均匀化方法中的材料微结构示意图

在均匀化方法中，通过在材料中引入带空洞的胞元模型来求解材料的宏观特性参

数，寻求一种用宏观量来表达材料微观量变化特征的方法。

设 y为复合材料微观胞元度量, y = x/ε, x为宏观度量。微元体受体力 f εi 、面力 pεi

、外部作用力 ti作用。微元体在平衡条件下满足如下虚功方程:∫
Ωε

Eε
ijkl

∂uεk
∂xl

∂vi
∂xj

dΩ =

∫
Ωε

f εi vidΩ +

∫
Γt

tividΓ +

∫
Sε

pεividS (1)

应力应变关系为: σεij = Eε
ijkle

ε
kl,应变位移关系为: eεkl =

1
2

(
∂uε

k

∂xl
+

∂uε
l

∂xk

)
。由弹性张

量的对称性有:

Eε
ijkl = Eε

jikl = Eε
ijlk = Eε

klij (2)

uε依赖于宏观量 x和微观量 y = x/ε,因此可将 uε展开为 ε的渐近展开式:

uε(x) = u0(x, y) + εu1(x, y) + ε2u2(x, y) + . . . (3)

u0、u1、u2 · · · · · · 可用 Φ统一表达为:
∂

∂xi
(Φ(x, y = x/ε)) =

∂Φ

∂xi
+

1

ε

∂Φ

∂yi
(4)

在复合材料中,对于一个 Y周期函数 Ψ(y)有 (5)和 (6)式存在:

lim
ε→0+

∫
Ωϵ

Ψ
(x
ε

)
dΩ =

1

|Y |

∫
Ω

∫
Y

Ψ(y)dY dΩ (5)

lim
ε→0+

ε

∫
Sε

Ψ
(x
ε

)
dS =

1

|Y |

∫
Ω

∫
S

Ψ(y)dSdΩ (6)

其中 |Y |代表胞元体积,式 (5)为胞元上体积分的转换式,式 (6)为胞元上面积分的转换

式, 上两式将宏观量 x在微观域上的积分转换为微观量 y先在微观域上积分, 然后再在

宏观域上的积分。将 (3)、(4)带入 (1)中有下式:
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∫
Ω2

Eε
ijkl

(
1

ε2
∂u0k
∂yl

∂vi
∂yi

+
1

ε

[(
∂u0k
∂xl

+
∂u1k
∂yl

)
∂vi
∂yi

+
∂u0k
∂yl

∂vi
∂xj

]
+

[(
∂u0k
∂xl

+
∂u1k
∂yl

)
∂vi
∂xj

+

(
∂u1k
∂xl

+
∂u2k
∂yl

)
∂vi
∂yi

]
+ ε(. . .)

)
dΩ

=

∫
Ωε

f εi vidΩ +

∫
Γt

tividΓ +

∫
Sε

pεividS

将上式按 ε的权值可分解为下三式:

1

ε2

∫
Ωε

Eε
ijkl

∂u0k
∂yl

∂vi
∂yi

dΩ = 0

1

ε

∫
Ωε

Eε
ijkl

[(
∂u0k
∂xl

+
∂u1k
∂yl

)
∂vi
∂yj

+
∂u0k
∂yl

∂vi
∂xj

]
dΩ =

∫
Sε

pεividS∫
Ωε

Eε
ijkl

[(
∂u0k
∂xl

+
∂u1k
∂yl

)
∂vi
∂xj

+

(
∂u1k
∂xl

+
∂u2k
∂yl

)
∂vi
∂yj

]
dΩ =

∫
Ωε

f εi vidΩ +

∫
Γl

tividΓ

(7)

将 (7)第一个式子乘以 ε2并利用 (5)式性质有:

1

|Y |

∫
Ω

∫
Y

Eijkl
∂u0k
∂yl

∂vi
∂yi

dY dΩ = 0 (8)

分部积分 (8)式有:

1

|Y |

∫
Ω

{∫
Y

[
− ∂

∂yi

(
Eijkl

∂u0k
∂yl

)]
vidY +

∫
s

Eijkl
∂u0k
∂yl

njvids

}
dΩ = 0 (9)

vi为任意量,由上式可得:

− ∂

∂yi

(
Eijkl

∂u0k
∂yl

)
= 0 (10)

Eijkl
∂u0k
∂yl

nj = 0 (11)

由 (10)、(11)式可知: u0 = u0(x)，即 uε 扩展的第一项 u0 仅依靠宏观变量 x,是 x的函

数,代表材料宏观特性。由 (7)式第二个式子,并利用 (5)、(6)式的性质可得:∫
Ω

{
1

|Y |

∫
Y

[
Eijkl

(
∂u0k
∂xl

+
∂u1k
∂yl

)
∂vi
∂yj

+
∂u0k
∂yl

∂vi

∂xj

]
dY

}
dΩ

=

∫
Ω

(
1

|Y |

∫
S

pividS

)
dΩ

(12)

由于 (12)式对任意 v均满足,不妨取 v = v(y),则可得下式:∫
Y

Eijkl

(
∂u0k(x)

∂xl
+
∂u1k
∂yl

)
∂vi(y)

∂yj
dY =

∫
S

pivi(y)dS (13)

(13)式即为微观平衡方程。由 (7)第三个式子,并利用 (5)、(6)式的性质可得:∫
Ω

{
1

|Y |

∫
Y

Eijkl

[(
∂u0k
∂xl

+
∂u1k
∂yl

)
∂vi
∂xj

+

(
∂u1k
∂xl

+
∂u2k
∂yl

)
∂vi
∂yj

]
dY

}
dΩ

=

∫
Ω

(
1

|Y |

∫
Y

fividY

)
dΩ +

∫
Γt

tividΓ

(14)
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当取 v = v(x)时,由 (14)式可得:∫
Ω

[
1

|Y |

∫
Y

Eijkl

(
∂u0k
∂xl

+
∂u1k
∂yl

)
dY

]
∂vi(x)

∂yj
dΩ =

∫
Ω

(
1

|Y |

∫
Y

fidY

)
vi(x)dΩ+

∫
Γt

tivi(x)dΓ

(15)

式 (15)称为宏观平衡方程。考察 (13),该等式为 u0k、pi的线性关系式。由下式可求出特

征变形量 χkl ∫
Y

Eijpm

∂χkl
p

∂ym

∂vi(y)

∂yj
dY =

∫
Y

Eijkl
∂vi(y)

∂yj
dY (16)

由式 (17)可求得 ψk ∫
Y
Eijkl

∂ψk

∂yl

∂vi(y)

∂yj
dY =

∫
S

pivi(y)dY (17)

由于等式 (13)为线性, u1可表示为:

u1i = −χkl
i (x, y)

∂u0k(x)

∂xi
− ψi(x, y) + ũi(x) (18)

这里 u1表征材料微观特性, ũi(x)为余项。将式 (18)带入式 (15)可得:∫
Ω

[
1

|Y |

∫
Y

(
Eijkl − Eijpm

∂χkl
p

∂ym

)
dY

]
∂u0k(x)

∂xl

∂vi(x)

∂xj
dΩ

=
1

|Y |

∫
Y
Eijkl

∂ψk

∂yl
dY

∂vi(x)

∂xj
dΩ +

∫
Y
fidYi(x)dΩ +

∫
Γi

tivi(x)dΓ

(19)

令: EH
ijkl(x) =

1

|Y |

∫
Y

(
Eijkl − Eijpm

∂χkl
p

∂ym

)
dY

τij(x) =
1

|Y |

∫
Y
Eijkl

∂ψk

∂yl
dY

bi(x) =
1

|Y |

∫
Y
fidY

(20)

则方程 (15)可重新表示为∫
Ω

EH
ijkl(x)

∂u0k(x)

∂xl

∂vi(x)

∂xj
dΩ =

∫
Ω

τij(x)
∂vi(x)

∂xj
dΩ +

∫
Ω

bi(x)vi(x)dΩ +

∫
Γt

ti(x)vi(x)dΓ

(21)

当由 (16)、(17)式计算出 χkl 、ψk 后,用 (20a)计算均匀化弹性张量 EH
ijkl,用 (20 b)

计算残余应力 τij，用 (20c)计算体力项 bi。计算出上述微观问题量后,然后由 (21)式可

求得宏观位移量 u0k 。

综上所述, 复合材料均匀化求解方法可归结为三个非耦合问题: 其中两个是微观层

问题,即 (20a)式中的均匀化弹性张量的求解和 (20b)式中残余应力的求解。另一个是宏

观层的问题,即 (21)式中的宏观位移场的求解。
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4 . 1 . 2基于均匀化理论的二维拓扑优化算法

设连续体在设计域 Ω内受到体力 f、外部作用力 t作用。为了计算方便和简化,在

拓扑优化过程中,将连续体离散为带长方形孔洞的正方形单元结构,如下图所示,单元外

边长为 1 ,长方形孔洞边长为 a、b,其取值范围为：a、b ∈ [0, 1]。

图 5 带方形孔洞的单元结构

这样就可以将困难的拓扑优化问题转换为相对简单的尺寸优化问题。而这种单元结

构可看作为复合材料的一种微观结构形式,其均匀化弹性张量等材料特性参数可由上述

复合材料的均匀化求解方法求得。以最小柔度为目标函数的优化问题可表述为:

Find: ae, be, θe, e = 1, . . . , N

Minimize: L(u)

Subject to: a(u, v) = L(v),
∫
Ω

(1− aebe) dΩ ≤ Ωm

(22)

定义结构柔度为 L(v) =
∫
Ω f · vdΩ +

∫
ΓT

t · vds,其中 ae 、be 、θe 为单元设计变量, N 为

有限单元的数目。

aE(u, v) =
∫
Ω

EH
ijklεkl(u)εij(v)dΩ,

EH
ijkl (a

e, be, θe) = RT (θe)EH
ijkl (a

e, be)R (θe) ,

EH
ijkl (a

e, be) = f(χ)g (Eijkl)

将均匀化方法应用于拓扑优化中时,结构胞元中一般不存在内力边界。此时,控制方程只

剩下 (16)、(20a)。因为无内力边界时, ψk = 0, τij = 0,所以可略去 (17)、(20b)式不予考

虑。当不考虑体力项的影响时,宏观平衡方程 (21)可写为:∫
Ω

EH
ijkl(x)

∂u0k(x)

∂xl

∂vi(x)

∂xj
dΩ =

∫
Γt

ti(x)vi(x)dΓ (23)
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在计算域中通过离散方法, 可求得均匀化弹性张量 EH (ae, be), 当考虑单元角度变化时,

均匀化弹性张量可进一步表示为:

EH (ae, be, ce) = RT (θe)EH (ae, be)R (θe) (24)

R (θe)定义为旋转矩阵:

R (θe) =


cos2 θe sin2 θe cos θe sin θe

sin2 θe cos2 θe − cos θe sin θe

−2 cos θe sin θe 2 cos θe sin θe cos2 θe − sin2 θe

 (25)

由上述方法求得单元均匀化弹性张量后, 进一步可求得结构整体位移场和应力场,

完成二维拓扑优化问题的一个迭代步计算。拓扑优化问题计算中还涉及到一个优化迭代

问题,即采用什么样的寻优方法进行设计变量更新。优化方法应能保证在满足约束条件

情况下使目标函数值不断下降,并保证计算的收玫性和稳定性。在基于均匀化理论的拓

扑优化中一般采用优化准则法。优化准则法通常由目标和约束构成的拉格朗日函数取极

值时需满足 Kuhn -Tucker条件推得。结构总势能可定义为:

Π(u) =
1

2
a(u, u)− L(u) (26)

= −1

2
L(u) (27)

=
1

2

N∑
e=1

∫
Ωe

ε(u)TEH
e ε(u)dΩ−

N∑
e=1

∫
Ωe

uTfdΩ−
N∑
e=1

∫
Γe
t

uTtdΓ (28)

最小柔度问题等价于最大化总势能问题, 对应于设计变量约束和体积约束, 分别引

入拉格朗日乘子 λea0, λ
e
a1, λ

e
b0, λ

e
b1 和 Λ,可得到对应于优化问题 (22)、(28)式的拉格朗日

函数 L可构造为:

L = Π(u)−Λ

[
N∑
e=1

(1− aebe) Ωe − Ω̄

]
−

N∑
e=1

λea0 (−ae)−
N∑
e=1

λea1 (a
e − 1)−

N∑
e=1

λeb0 (−be)−
N∑
e=1

λeb1 (b
e − 1)

拉格朗日函数取极值时应满足 K-T条件。由 K-T条件,拉格朗日函数 L对拉格朗日

乘子 λea0, λ
e
a1, λ

e
b0, λ

e
b1、设计变量 ae, be, θe、体积约束因子 Λ的偏导数为零,详细展开并

求解方程组即可求得末知量。然而求解这样一个方程组非常复杂,通常的做法是将方程

组转换为一系列优化准则, 然后用这些优化准则来更新设计变量, 采用迭代求解的方式
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使设计变量逐步逼近最优解。Kikuchi等给出的一个优化准则更新算法如下:

aek+1 =


(1)min {(1 + ζ)aek, 1} , if .aek (Ee

a)k ≤ max {(1− ζ)aek, 0}

(2)aek [(E
e
a)k]

η , if max {(1− ζ)aek, 0} < aek (E
e
a)k < min {(1 + ζ)aek, 1}

(3)max {(1− ζ)aek, 0} , if min {(1 + ζ)aek, 1} ≤ aek (E
e
a)k

bek+1 =


(1)min {(1 + ζ)bek, 1} , if bek (Ee

b )k ≤ max {(1− ζ)bek, 0}

(2)bek
[
(Ee

b )k
]η
, if max {(1− ζ)bek, 0} < bek (E

e
b )k < min {(1 + ζ)bek, 1}

(3)max {(1− ζ)bek, 0} if min {(1 + ζ)bek, 1} ≤ bek (E
e
b )k

其中定义:

Ee
a =

1
2

∫
Ωe ε(u)T ∂EH

e

∂ae ε(u)dΩ−
∫
Ωe uT ∂f

∂aedΩ

−ΛbeΩe
, Ee

b =
1
2

∫
Ωe ε(u)T ∂EH

e

∂be ε(u)dΩ−
∫
Ωe uT ∂f

∂bedΩ

−ΛaeΩe

ζ 为移动极限, η 为阻尼因子, k 为迭代步数。用基于应力的优化准则方法更新方位角 θe

。由 ∂L/∂θe = 0即 1
2

∫
Ωe ε(u)T ∂EH

e

∂θe ε(u)dΩ = 0可进一步推得:∫
Ωe

σT∂C
e

∂θe
σdΩ = 0

其中 C为柔度矩阵, C = E−1,由上式可推得 θe的更新公式为:

βe
1 cos 2θ

e − βe
2 sin 2θ

e + βe
3 cos 4θ

e − βe
4 sin 4θ

e = 0

其中:
βe
1 =

1

2
(C11 − C22)

∫
Ωe

σ12 (σ11 + σ12) dΩ,

βe
2 =

1

2
(C11 − C22)

∫
Ωe

(
σ11

2 + σ22
2
)
dΩ,

βe
3 =

1

2
(C11 + C22 − 2C12 − 4C66)

∫
Ωe

σ12 (σ11 + σ12) dΩ

βe
4 =

1

4
(C11 + C22 − 2C12 − 4C66)

∫
Ωe

[
(σ11 − σ22)

2 − σ12
2
]
dΩ

求得更新设计变量 aek+1、b
e
k+1和 θek+1后,利用前述有关公式可进一步求得EH (aek+1, b

e
k+1

)
及 EH (aek+1, b

e
k+1, θ

e
k+1

)
因此,基于均匀化理论和优化准则法的结构拓扑优化计算流程可归纳如下:

1)定义设计域、非设计域,定义载荷及约束。

2)对结构进行有限元网格剖分。

3)初始化设计变量 ae(0)、be(0)和 θe(0)。

4)用均匀化理论计算特征变形量 χ,计算均匀化弹性张量 EH 。

5)计算单元刚度矩阵,组装结构总刚度阵,求解位移场 uk 和应力分布 σk 。

6)计算目标函数值及约束值。
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7)结果收敛,则转 9),否则转 8),继续循环迭代。

8)用优化准则法更新设计变量,得到 ae(k + 1)、be(k + 1)和 θe(k + 1),转 4)。

9)计算材料在计算域中的最优分布,由材料的最优分布确定结构的拓扑构成。

由上述可知: 均匀化方法理论严谨,但计算复杂,特别是均匀化弹性张量的求解非常

麻烦。因此均匀化方法目前很少用于宏观结构拓扑优化问题的求解,一般用于拓扑优化

的理论分析方面和均匀化拓扑优化反问题的求解,后者一般用于解决材料的微观设计问

题,如材料微观胞元结构设计、压电材料结构设计等。

4 . 2插值法

4 . 2 . 1基于均匀化理论的拓扑优化算法的不足之处

由 4.1节分析可知: 均匀化方法求解拓扑优化问题分为三个步骤: (1)以复合材料力

学为基础, 由最小势能原理出发并结合均匀化理论的微元体假设, 求得结构的均匀化弹

性张量 EH
ijkl(x)。(2)采用一定的优化方法更新设计变量,并保证计算过程的收玫性和稳

定性。(3)用有限元方法求解结构位移场和其他性能指标。其中尤以均匀化弹性张量的

求解最为复杂。

在以均匀化方法为基础的拓扑优化中,无论是均匀化弹性张量 EH
ijkl(x)的求解还是

中间密度指示变量 χkl 和场变量 u的求解都需要求解一系列偏微分方程,这些偏微分方

程通常并无理论解析解,而需借用数值求解方法来完成,求解过程非常复杂。

关于设计变量的更新与优化方面, Kikuchi 给出的一个基于优化准则法的优化求解

策略,在均匀化假设前提下,设计变量数目非常庞大,二维情况时达到结构单元数目的三

倍之多,并且涉及到微单元角度变量的更新。计算过程中容易出现难以消除的棋盘格和

多孔材料等数值计算问题。

由上所述,基于均匀化理论的拓扑优化算法有如下缺点: (1)均匀化弹性张量的求解

麻烦费时。(2)内部微结构的形状和方向难以确定。(3)计算结果容易产生棋盘格和多孔

材料等数值计算不稳定性现象,计算结果可制造性差。

因此, 目前在工程拓扑优化问题的求解中很少采用均匀化方法, 而采用密度法材料

插值模型。

4 . 2 . 2几种不同的密度插值方法

不同插值模式会导致不同的计算模型, 目前拓扑优化中的密度插值模型有：SIMP

(solid isotropic material with penalization)材料插值模型、Hashin-Shtrikman上边界材料插

值模型以及 RAMP (Rational Approximation of Material Properties)插值模型。

(1) SIMP材料插值模型
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通过在离散模型中引入连续变量 ρ和权系数 p,并且令 0 ≤ ρ ≤ 1,在优化前和优化

后的材料弹性张量之间引入关系式：Cijkl(ρ) = ρpC0
ijkl

在 SIMP模型中假设材料的弹性张量 Cijkl(ρ)是各向同性的,泊松比为常量,且与密

度 ρ无关,而杨氏模量随 ρ变化而变化。如果复合材料由两相材料组成,即一相为空洞材

料和另一相密度为 ρ的材料,则弹性张量 Cijkl(ρ)中的体积弹性模拟 k 和剪切弹性模量

µ对于二维平面弹性问题应满足 Hashin-Shtrikman边界条件如下式所示:

0 ≤ k ≤ ρk0µ0

(1− ρ)k0 + µ0
, 0 ≤ µ ≤ ρk0µ0

(1− ρ) (k0 + 2µ0) + k0

其中, k0、µ0分别为密度为 ρ的单相材料的体积弹性模量和剪切弹性模量。二维平

面弹性问题中,满足 Hashin-Shtrikman边界条件的复合材料的杨氏模量同时应满足:

0 ≤ E ≤ E∗ =
ρE0

3− 2ρ

由 Hashin-Shtrikman边界条件式和上式约束可推得二维平面弹性问题中的 SIMP模

型应满足:

ρPE0 ≤ ρE0

3− 2ρ
, 0 ≤ ρ ≤ 1

当 p ≥ 3时 (2.36)式恒成立,由于在 SIMP模型中,泊松比独立于材料密度,这里泊

松比用 v0表示,二维平面弹性问题中存在下式:

k0 =
E0

2 (1− v0)
, µ0 =

E0

2 (1 + v0)

将该式代入 Hashin-Shtrikman边界条件式中,可得对于 0 ≤ ρ ≤ 1的 SIMP材料模型

应满足如下条件：

0 ≤ ρPE0

2(1− v0)
≤ ρE0

4− 2(1 + v0)ρ
, (29)

0 ≤ ρPE0

2(1 + v0)
≤ ρE0

2(1− ρ)(3− v0) + 2(1 + v0)
(30)

由式 (29)、(30)经过不等式运算,可得出权系数 p需满足如下条件:

p ≥ p∗
(
v0
)
= max

{
2

1− v0
,

4

1 + v0

}
当 v0取不同数值时可得到 p的不同取值有:

p∗
(
v0 =

1

3

)
= 3; p∗

(
v0 =

1

2

)
= 4; p∗

(
v0 = 0

)
= 4; p∗

(
v0 = 1

)
= ∞; p∗

(
v0 = −1

)
= ∞

仅当 v0 = 1/3时, p∗ 取最小值 = 3。由上述推导可知: 在二维平面弹性问题中,取

p ≥ 3时的 SIMP模型能够恒满足 Hashin-Shtrikman边界条件,得到的拓扑优化结果在理

论上满足一般的力学原理,得到的解在理论上是可行解。
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SIMP材料插值模型中对结构单元弹性模量等属性的控制参数为 ρ和 p,当取不同的

p值时,不同的中间材料密度单元 ρ导致单元弹性模量等性能参数逼近 0或 E0的趋势如

图 6所示。

图 6 SIMP材料模型中不同惩罚因子对中间密度的惩罚效果

(2)Hashin-Shtrikman上边界条件材料插值模型
当对 Hashin-Shtrikman边界条件采取同 SIMP模型一样的中间密度惩罚方式时，也

可用于拓扑优化设计,可以推出杨氏模量和泊松比的如下插值形式:

E(ρ) =
ρE0

3− 2ρ
, v(ρ) =

1− ρ
(
1− v0

)
3− 2ρ

在 Hashin-Shtrikman边界条件材料模型中,杨氏模量和泊松比都是密度的函数,这种

插值模型对应于中复合材料的体积弹性模量和剪切弹性模量同时取 Hashin-Shtrikman上

边界条件时的情况。

(3)RAMP材料插值模型
Stolpe和 Svanberg提出了一种用有理函数形式来近似材料�值关系的模型,定义密

度为 ρ的材料和空材料组成的复合材料的弹性模量为:

E(ρ) =
ρ

1 + p(1− ρ)
E0
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图 7 RAMP材料模型中不同惩罚因子对中间密度的惩罚结果

其中 E0 为密度为 ρ的材料的弹性模量, E(ρ)为复合材料的弹性模量。RAMP材料

插值模型中对结构单元弹性模量的控制参数为 ρ和 p,当取不同的 p值时,不同的中间材

料密度单元 ρ导致单元弹性模量等性能参数逼近 0或 E0的趋势如图 7所示。

4 . 2 . 3基于 SIMP插值法的拓扑优化模型

由前面介绍的几种插值模型可知, SIMP模型对中间密度单元的惩罚效果较好,当取

一定的惩罚因子 p时,中间材料密度单元的属性系数能够尽可能趋近于 0或 1 , 因此能

够尽可能地减少中间密度单元的数目,从而能够避免多孔介质等现象。

结构的拓扑优化问题实际上是一个单元集合的有无和增减问题,通过不断的优化迭

代计算,保留对结构传力路径有利的结构单元,而删除对结构传力路径作用不大的单元。

因此从本质上来说，结构的拓扑优化问题是一个包含单元增删的离散型优化问题。体积

约束情况下离散结构的拓扑优化问题可表达为:

Find: ρ = {ρ1, ρ2 . . . , ρi}T ∈ Rn

Minimize: f(ρ)

Subject to: V =
∑N

i=1 ρivi ≤ V ∗,

ρi = 0 or 1, i = 1, · · ·N

该问题是一个 0-1 离散变量优化问题, 在大规模情况下, 由于缺乏一种有效的大规模离

散变量优化算法, 离散变量优化设计往往失败, 通常都得不到问题的确切解。因此必须

将离散变量优化问题转换为连续变量优化问题,以充分利用一些现有的有效数学规划算

法。不同的材料插值方法就起到了这样一个关键作用。除了材料密度为 0和 1的单元外,

通过引入中间连续型材料密度单元,对设计变量进行放松,将设计变量变化域由 ρ = 0或

1转换为 0 ≤ ρ ≤ 1,并且采用不同的插值方法建立中间密度单元与其单元性能属性之间

的数学关系式。这样通过引入中间密度单元,就将离散型优化问题转换为连续型优化问
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题, 而实际上中间密度单元是无法存在和制造的, 因此又要尽量避免中间密度单元的产

生, 减少中间密度单元的数目, 这时就需要对设计变量中出现的中间密度值进行限制的

惩罚项。主要有两种不同的惩罚方法:

第一种方法通过对目标函数进行改造,将 f(ρ)变化为 f(ρ) + c
∫
ρ(1 − ρ)dx,其中 c

为惩罚因子,通过选取一个较大的惩罚因子,来对中间密度的影响进行惩罚。

第二种方法就是采用密度法材料插值方法，如 SIMP方法。SIMP方法的思想和前

提是: (1) 在离散单元内部的材料属性定义为常数, 设计变量定义为离散单元的相对密

度,用 xe 来表达,设原始设计单元密度为 ρ0,优化后单元密度为 ρi,则存在关系式: ρi =

xe. ρ0 。(2)单元材料属性随着单元相对密度的变化而变化,并且是与单元相对密度成指

数变化关系。设 E0 和 E 分别为单元初始弹性模量和优化后弹性模量, 则存在关系式:

E = (xe)
pE0,同样设 k0 和 ke 分别是结构初始单元刚度矩阵和优化后的单元刚度矩阵,

则可推得关系式: ke = (xe)
p k0, 设 K0 、K 分别为优化前和优化后的结构总刚度矩阵,

则可推得关系式：K = (xe)
pK0 。p为惩罚权因子, 选择惩罚因子的目的是：通过设定

p > 1,对中间密度单元项进行惩罚,以尽量减少结构中间密度单元的数目,使结构单元密

度尽可能为 0或 1 ,从而用连续优化设计方法来近似离散优化设计。

在上述假设前提下每个单元只包含一个设计变量, 相对于均匀化方法而言, 减少了

设计变量的数目, 同时单元相对密度变化后, 对应的材料属性可表示为初始材料属性和

单元相对密度的指数函数关系,简化了计算求解过程。

Bendsoe和 Sigmund进一步从理论上证明了这种属性随单元相对密度变化而变化的

材料在理论上是允许存在的,基于 SIMP材料插值方法的拓扑优化模型能够准确表达现

实结构的优化设计过程。

基于 SIMP方法的拓扑优化模型可广泛应用于各种性质的目标函数和约束条件的场

合,如最小柔度问题,最小特征值问题,最小重量问题等。以结构的最小柔度问题为例,在

SIMP材料插值方法基础上, 上面的离散优化问题就可变化为如下的连续型拓扑优化问

题:
Find: x = {x1, x2, . . . , xi}T ∈ Rn, i = 1, · · · , N
Minimize: C = FTU
Subject to: V = f · V0 ≤ V ∗

F = KU
0 ≤ xi ≤ 1

(31)

式中, 目标函数 C 定义为结构的总体柔度, F 为力向量, U 为位移列阵, K 为优化
前的结构总刚度矩阵, V0 为整个设计域的初始体积, V 是优化后的结构体积, f 为优化

体积比。设计约束包括: 体积约束和结构平衡方程约束。在离散的有限元结构中存在:
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V = f · V0 =
∑N

e=1 xeve,则结构的总体柔度可写为:

C = FTU = UTKU =
N∑
e=1

uTekeue =
N∑
e=1

(xe)
p uTek0ue (32)

在选用一些优化算法进行求解时, 常需要求解目标函数及约束函数的敏度值, 可容

易推得上述结构总体柔度 C 的敏度方程为:

∂C

∂xe
= −UT ∂K

∂xe
U = −

N∑
e=1

uTe
∂ke
∂xe

ue = −p (xe)p−1
N∑
e=1

uTek0ue (33)

体积约束的敏度方程可写为:

∂C

∂xe
= −UT ∂K

∂xe
U = −

N∑
e=1

uTe
∂ke
∂xe

ue = −p (xe)p−1
N∑
e=1

uTek0ue (34)

其中 ue是单元位移列矢量, ue可以通过求解结构有限元平衡方程 F = KU得到。将
这些关系式代入 (31)式中,可得到在体积约束下,以结构柔度为目标函数时,基于 SIMP

方法的连续体结构拓扑优化模型为:

Find: x = {x1, x2, . . . , xe}T ∈ Rn, e = 1, . . . , N

Minimize: C = UTKU =
N∑
e=1

uTekeue =
N∑
e=1

(xe)
puTek0ue

Subject to: V = f · V0 =
N∑
e=1

xeve ≤ V ∗

F = KU

0 < xmin ≤ xe ≤ xmax ≤ 1

(35)

xmin 和 xmax 分别是单元相对密度的最小极限值和最大极限值,引入 xmin 的目的是

防止单元刚度矩阵的奇异; ve为优化后的单元体积。N 为结构离散单元总数目。这样设

计变量就由离散变量变成连续变量,相应的就将一个离散结构的拓扑优化问题变成了连

续体结构拓扑优化问题,而连续性拓扑优化问题就可以使用一些现有的优化求解数值算

法，如优化准则法（包括 OC、COC、DCOC等）、数学规划算法（包括 SLP、SQP、SCP、

CONLIN、MMA、GCMMA等）来进行求解，我们选用其中两种算法在后文进行求解。

4 . 2 . 4求解算法 I-优化准则法

优化准则法从工程上有一定依据的假设出发，建立优化设计的准则和迭代公式，然

后进行迭代求解。此法最大的特点是收敛速度快，迭代次数少，要求重分析的次数一般

同结构变量多少和复杂程度无关，这对于大、中型结构的优化设计具有实际意义，特别

是需要利用有限元法进行结构性能约束及其导数计算时较为合适。其不足之处是不同类
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型的优化问题需要推导其各自不同的优化准则，另外优化准则法需要正确区分起作用约

束集和不起作用约束集。因此优化准则法多用于约束条件不多的单约束优化问题。

拓扑优化问题的设计变量多，求解多采用有限元法，每次重分析都要重新组装结构

刚度矩阵，求解多元方程组，计算工作量大，因此采用优化准则方法是一种很好的选择。

本节针对 SIMP材料插值理论，介绍拓扑优化问题的优化准则算法。

由目标函数和约束条件构成的拉格朗日函数可推导出相应的优化准则法公式。对应

于 4.2.3节中拓扑优化问题式 (35)的 Lagrangian函数为：

L = C + λ1 (V − f · V0) + λ2
T(KU− F) + λ4

(
xmin − x+ b2i

)
+ λ5

(
x− xmax + c2i

)
式中, λ1、λ2、λ4、λ5为 lagrangian乘子, λ1为标量, λ2、λ4、λ5为向量, bi、ci是松弛因

子, x是由 xe组成的列矢量,当 xe取极值 xe
∗时上述 Lagrangian函数应满足 Kuhn-Tucker

必要条件如下: 

∂L
∂xe

= ∂C
∂xe

+ λ1
∂V
∂xe

+ λ2
T ∂(KU)

∂xe
− λ4 + λ5 = 0

V = f · V0
F = KU
λ4 (xmin − x) = 0

λ5 (x− xmax) = 0

λe4 > 0 λe5 > 0 e = 1, · · · , N
xmin ≤ xe ≤ xmax

其中, λ4 是由 λe4 组成的列向量, λ5 是由 λe5 组成的列向量。当 xmin < xe < xmax

时,设计变量的上下限约束均不起作用,有 λe4 = λe5 = 0；当 xe = xmin 时,设计变量的

下限约束起作用,有 λe4 ≥ 0, λe5 = 0；当 xe = xmax 时,设计变量的上限约束起作用,有

λe4 = 0, λe5 ≥ 0。故上述 K− T条件等价于下式:

∂C
∂xe

+ λ1
∂V
∂xe

+ λT2
∂(KU)
∂xe

= 0 if xmin < xe < xmax

∂C
∂xe

+ λ1
∂V
∂xe

+ λT2
∂(KU)
∂xe

≥ 0 if xe = xmin

∂C
∂xe

+ λ1
∂V
∂xe

+ λT2
∂(KU)
∂xe

≤ 0 if xe = xmax

V = f · V0

F = KU

λe4 > 0, λe5 > 0, e = 1, . . . , N

(36)

考虑式 (36)等于 0的情况,并且考虑 C = UTKU有:

∂UT

∂xe
KU+ UT ∂K

∂xe
U+ UTK

∂U
∂xe

+ λ1
∂V

∂xe
+ λ2

T
(
∂K
∂xe

U+K
∂U
∂xe

)
= 0 (37)
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在基于人工材料密度的模型中存在: ke = (xe)
p k0, V = xTV =

∑N
e=1 xeve, 代入式

(37)中,并且利用结构刚阵的对称性可得:

∂UT

∂xe
(2KU+Kλ2) + λ2

T ∂K
∂xe

U+ p (xe)
p−1 ueTk0ue + λ1ve = 0 (38)

λ2为列矢量,其取值无限制,不妨取 λ2 = −2U代入式 (38)中可得

−p (xe)p−1 ueTk0ue + λ1ve = 0 (39)

由式 (39)可得:

Ck
e =

p (xe)
p−1 ueTk0ue
λ1ve

= 1 (40)

可将式 (40)作为优化设计准则。考虑式 (40)及设计变量的上下限,可得到基于优化

准则法的迭代公式为:

xk+1
e =

(
Ck

e

)η
xke if xmin <

(
Ck

e

)η
xke < xmax

xk+1
e = xmin if

(
Ck

e

)η
xke ≤ xmin

xk+1
e = xmax if

(
Ck

e

)η
xke ≥ xmax

(41)

式中 η -阻尼系数,引入 η的目的是为了确保数值计算的稳定性和收玫性。

用式 (41)进行设计变量的更新需求解 Ck
e ,而求解 Ck

e 需先求得拉格朗日乘子 λ1,具

体求解过程如下。

拉格朗日乘子和设计变量的取值应满足系统约束,即 xe 、λ1 的取值应满足体积约

束 V = f · V0。假设当设计变量由第 k步 xke 更新到第 k + 1步 xk+1
e 时,结构体积由 V k

变化到 V (k+1)且有 V (k+1) = f · V0 = Ṽ0, V
(k+1)在 V k 邻域内泰勒展开,并略去二阶及高

阶项有:

V k+1 − V k = Ṽ0 − V k =
N∑
e=1

∂V

∂xke

(
xk+1
e − xke

)
=

N∑
e=1

ve
(
xk+1
e − xke

)
(42)

记
(
Ck

e

)η
xke ≤ xmin 为集合 A,

(
Ck

e

)η
xke ≥ xmax 为集合 B, xmin <

(
Ck

e

)η
xke < xmax

为集合 C 。则式 (42)可写为:

Ṽ0 − V k =
∑
A

ve
(
xmin − xke

)
+
∑
B

ve
(
xmax − xke

)
+
∑
C

ve
(
Ck

e x
k
e − xke

)
(43)

将式 (39)代入式 (43)可得:

Ṽ0 − V k −
∑
A

ve
(
xmin − xke

)
−
∑
B

ve
(
xmax − xke

)
=
∑
C

p (xe)
p−1 ueTk0ue − λ1ve

λ1
xke (44)

求解方程式 (44),可得到 λ1的值。

于是，在 SIMP材料插值模式基础上，我们可以得到基于优化准则法的结构拓扑优

化求解过程:
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(1)定义设计域和非设计域,定义设计约束、载荷等边界条件。设计域内的单元相对密度

可随迭代过程变化,非设计域内的单元相对密度固定不变,为定值 0或 1。

(2)将结构离散为有限元网格,计算优化前的单元刚度矩阵。

(3)初始化单元设计变量,即给定设计域内的每个单元一个初始单元相对密度。

(4) 计算各离散单元的材料特性参数, 计算单元刚度矩阵, 组装结构总刚度矩阵, 计算结

点位移。

(5)计算总体结构的柔度值及其敏度值,求解拉格朗日乘子。

(6)用优化准则方法进行设计变量更新。

（7）检查结果的收敛性，如末收敛则转 (4)循环迭代，如收敛则转 (8)。

收敛性检查可用如下方法: 分别取两次邻近设计变量的最大分量, 用两个分量的绝对差

值式作为评判标准,也可用两次邻近设计目标函数的绝对差值式作为评判标准。∣∣∣∣∣max
(
xk+1

)
−max

(
xk
)

max (xk)

∣∣∣∣∣ < ε∣∣∣∣Ck+1 − Ck

Ck

∣∣∣∣ < ε

(8)输出目标函数值及设计变量值,结束计算。

4 . 2 . 5求解算法 II-MMA算法

MMA算法最初由瑞典数学家 Svanberg于 1987年提出。其方法和思想是：对结构

响应函数在当前设计点处进行一阶倒变量泰勒展开, 进行凸线性显式化近似, 用一系列

凸显式化子问题来近似原问题,然后用对偶方法或初始对偶内点算法求解凸线性显式化

子问题,用移动近似子问题的解来不断逼进原问题的解。

移动近似算法的数学存在性基础是: 由目标函数和约束条件组成的拉格朗日函数出

发,依据 KKT (Karush-Kuhn-Tucker)条件得到优化问题解的存在性。一般非线性优化问

题可表示为:
Find: x = {x1, x2, . . . , xn}T ∈ Rn,

y = {y1, y2, . . . , ym}T ∈ Rm, z ∈ R

Minimize: f0(x) + a0z +
M∑
i=1

(
ciyi +

1

2
diy

2
i

)
Subject to: fi(x)− aiz − yi ≤ 0, i = 1, . . . ,m

xminj ≤ xj ≤ xmaxj , j = 1, . . . , n

yi ≥ 0, z ≥ 0, i = 1, . . . ,m

(45)

其中: x为设计变量, y、z为附加设计变量。f0, f1, . . . , fm为连续可微实函数, xminj , xmaxj

为实数, 且有 xminj ≤ xmaxj , a0, ai 为实数, a0 > 0, ai ≥ 0, c0, di 为实数, ci ≥ 0, di ≥ 0,
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ci + di ≥ 0,m为设计约束数目, n为设计变量数目。一般的非线性规划问题可看作上述

优化问题的一种特例,如当优化问题 (45)式中取 ai = 0、di = 0、ci = 0时即可得到下

面的标准优化问题：

Minimize: f0(x)

Subject to: fi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m

xminj ≤ xj ≤ xmaxj , j = 1, . . . , n

(46)

拓扑优化问题式也可看作是优化问题 (45)式的一种简化形式。建立对应于问题 (45)

的 Lagrange函数为:

L = f0(x) + a0z +
m∑
i=1

(
ciyi +

1

2
diy

2
i

)
+

m∑
i=1

λi (fi(x)− aiz − yi)+

n∑
j=1

ξj
(
xminj − xj

)
+

n∑
j=1

ηj
(
xj − xmaxj

)
−

m∑
i=1

µiyi − ζz

其中：λ = (λ1, . . . , λm)
T , ξ = (ξ1, . . . , ξn)

T ,η = (η1, . . . , ηm)
T ,µ = (µ1, . . . , µm)

T , ζ

为非负 Lagrange乘子。对应的 Karush-Kuhn-Tucker (KKT)条件为:

∂f0
∂xj

+
m∑
i=1

λi
∂fi
∂xj

− ξj + ηj = 0

ci + diyi − λi − µi = 0

a0 − ζ −
m∑
i=1

λiai = 0

fi(x)− aiz − yi + si = 0

xminj ≤ xj ≤ xmaxj

z ≥ 0, yi ≥ 0, si ≥ 0

ξj ≥ 0, ηj ≥ 0

ζ ≥ 0, µi ≥ 0, λi ≥ 0

λisi = 0

ξj
(
xj − xminj

)
= 0

ηj
(
xmaxj − xj

)
= 0

µiyi = 0, ζ2 = 0

如果 (x0, y0, z0)为问题 (45)的一个局部最优解或全局最优解,则存在相应的拉格朗

日乘子 λ, ξ, η, µ, ζ 和松弛因子 s满足上式。

上述优化问题中, 目标函数和约束函数常常是设计变量的隐式非线性函数, 这使得

优化问题的直接求解常常难以进行。因此,必须采用数值方法来求解问题 (45)的解,常
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用的方法是通过一阶或二次凸近似, 将问题 (45) 转化为易于求解的凸性可分离子问题

(又称为移动近似子问题),然后建立对应于移动近似子问题的拉格朗日函数,并将拉格朗

日函数转换为对偶问题, 由于对偶变量的数目依赖于起作用约束的数目, 因此对于设计

约束不是太多的结构优化问题,对偶设计变量空间相对于原始设计变量空间将大大缩减,

有利于优化问题的求解。然后求解对偶问题,近似得到原问题的解。

在 MMA 算法中, 一般将目标函数和约束函数在倒变量 1/ (uj − xj) 或 1/ (xj − lj)

上线性展开,构造移动近似子问题,然后求解移动近似子问题,得到一个原问题的近似解。

问题 (45)的移动近似子问题可构造为:

Find: x = {x1, x2, . . . , xn}T ∈ Rn,

y = {y1, y2, . . . , ym}T ∈ Rn, z ∈ R

Minimize: f̃
(k)
0 (x) + a0z +

M∑
i=1

(
ciyi +

1

2
diy

2
i

)
Subject to: f̃

(k)
i (x)− aiz − yi ≤ 0, i = 1, . . . ,m

α
(k)
j ≤ xj ≤ β

(k)
j , j = 1, . . . , n

yi ≥ 0, z ≥ 0, i = 1, . . . ,m

(47)

其中：

f̃
(k)
i (x) = fi

(
x(k)
)
+

n∑
j=1

(
p
(k)
ij

u
(k)
j − xj

+
q
(k)
ij

xj − l
(k)
j

)

−
n∑

j=1

(
p
(k)
ij

u
(k)
j − x

(k)
j

+
q
(k)
ij

x
(k)
j − l

(k)
j

)
, i = 0, 1, . . . ,m

p
(k)
ij =

(
u
(k)
j − x

(k)
j

)2(( ∂fi
∂xj

(
x(k)
))+

+ k
(k)
ij

)

q
(k)
ij =

(
x
(k)
j − l

(k)
j

)2(( ∂fi
∂xj

(
x(k)
))−

+ k
(k)
ij

)
α
(k)
j = max

{
xminj , 0.9l

(k)
j + 0.1x

(k)
j

}
β
(k)
j = min

{
xmaxj , 0.9u

(k)
j + 0.1x

(k)
j

}
(
∂fi
∂xj

(
x(k)
))+

= max
{
0,
∂fi
∂xj

(
x(k)
)}

(
∂fi
∂xj

(
x(k)
))−

= max
{
0,− ∂fi

∂xj

(
x(k)
)}

上界近似 u
(k)
j 和下界近似 l

(k)
j 也随着迭代过程而更新。k = 1、2时有:

l
(k)
j = x

(k)
j − 0.5

(
xmaxj − xminj

)
u
(k)
j = x

(k)
j + 0.5

(
xmaxj − xminj

)
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k ≥ 3时有:
l
(k)
j = x

(k)
j − γ

(k)
j

(
x
(k−1)
j − l

(k−1)
j

)
u
(k)
j = x

(k)
j + γ

(k)
j

(
u
(k−1)
j − x

(k−1)
j

)
其中变量 γ

(k)
j 的更新采用经验化的更新策略为:

γ
(k)
j = 0.7 if

(
x
(k)
j − x

(k−1)
j

)(
x
(k−1)
j − x

(k−2)
j

)
< 0

γ
(k)
j = 1.2 if

(
x
(k)
j − x

(k−1)
j

)(
x
(k−1)
j − x

(k−2)
j

)
> 0

γ
(k)
j = 1 if

(
x
(k)
j − x

(k−1)
j

)(
x
(k−1)
j − x

(k−2)
j

)
= 0

参数 k
(k)
ij 的缺省值采用经验化的更新策略为:

k
(k)
ij = 0, if i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . n

k
(k)
0j = 10−3 ×

∣∣∣∣ ∂fi∂xj

(
x(k)
)∣∣∣∣+ 10−6 × 1

u
(k)
j − l

(k)
j

, if i = 0, j = 1, . . . n

建立移动近似子问题 (3.18)的拉格朗日函数,并建立初始设计变量与对偶设计变量间的

关系,得到对偶设计问题的目标函数为:

φ(λ) = L(x, y, z,λ) =
n∑

j=1

(
pj(λ)

uj − xj
+

qj(λ)

xj − lj

)
+ a0z(λ) +

m∑
i=1

(
ciyi(λ) +

1

2
diy

2
i (λ)

)
其中, pj(λ) = p0j +

∑m
i=1 (λipij) , qj(λ) = q0j +

∑m
i=1 (λiqij),这时拉格朗日乘子 λ变为对

偶设计空间中的对偶设计变量。这样就将移动近似子问题转换为相应的对偶问题:

Maximize: φ(λ)

Subject to: λi ≥ 0, i = 1, . . . ,m

上述对偶问题可方便地用一些经典的非约束最大化算法求解。

综上所述,用MMA算法求解优化问题的步骤可归纳为:

1)选择初始计算点
(
x(1), y(1), z(1)

)
2)计算该迭代点处的目标函数和约束函数各自的函数值 fi

(
xk
)
和梯度值 ∇fi

(
xk
)
, i =

1, · · · ,m
3)构造移动近似子问题 (47)来近似问题 (45),并随着迭代步的变化而更新设计变量的上

下界 u
(k)
j 和 l

(k)
j

4) 用初始对偶算法求解子问题, 得到问题 (45) 的近似解。由上述过程可看出：移动近

似子问题实际上是在
(
x(k), y(k), z(k)

)
处将隐函数 fi(x)用一阶显式近似凸函数 f̃

(k)
i (x)代

替。当 u
(k)
j → +∞, l

(k)
j → −∞时,移动近似子问题等价于序列线性规划中的线性近似,

当 u
(k)
j → +∞, l

(k)
j → 0时,移动近似子问题等价于 CONLIN优化近似方法。由于 f̃

(k)
i (x)

为凸函数, f̃ (k)0 (x)为严格凸函数,所以移动近似子问题有唯一最优解,这样用一系列满足
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KKT 条件的移动近似子问题的解就可以逐步逼进原问题的解。根据 ∂fi
∂xj

(
x(k)
)
的符号,

p
(k)
ij 和 q

(k)
ij 同时只有一个不为零,这样移动近似子问题对原函数的近似就成为单调近似。

当每一个设计变量 xi在每一个函数 fi(x)上都产生合适的移动限,即 l
(k)
j 、u

(k)
j 变为

l
(k)
ji 、u

(k)
ji 时, MMA算法就变形为 GMMA (generalized method of moving asymptotes)算

法。但本质上而言,他们都是对原函数的单调近似,只是通过移动限的变化调整了对原函

数的近似程度,因此可统一归类为MMA系列算法

五、高分辨率拓扑优化设计

上面对于结构拓扑优化的介绍都是较为经典的模型或算法，随着研究的深入，我

们发现拓扑优化框架要求在消耗尽可能小的计算成本下获得高分辨率的优化结果。接

下来的这节将对 NGUYEN 等提出的高分辨率拓扑优化方法 (Multiresolution Topology

Optimization，MTOP)进行简要介绍。它采用多层级网格优化建模策略，即利用粗糙网

格完成有限元分析，精细的重叠网格描述设计变量和密度变量空间，从而形成高分辨率

的拓扑优化结果。

5 . 1多分辨率方案和刚度矩阵积分

首先，我们针对拓扑优化问题采用三种不同的网格：用于执行分析的位移网格、用

于执行优化的设计变量网格以及用于表示材料分布并计算刚度矩阵的密度网格。设计变

量定义为密度元素中心的材料密度，单元密度是通过投影函数根据设计变量密度计算

的。具体的数学关系式如下：

min
d

C(ρ, u) = fTu

s.t.: ρ = f(d)

K(ρ)u = f

V (ρ) =

∫
Ω

ρdV ≤ Vs

(48)

这里 d是设计变量构成的向量，f(.)是投影函数
为了获得高分辨率设计，我们采用比位移网格更细密的密度网格，使得每个位移单

元包含多个密度单元（子单元）。在每个密度单元内，材料密度被假设为均匀的。此外，

我们引入了一种集成刚度矩阵的方案，其中位移单元由多个不同密度单元组成。例如，

图 8a显示了一个 Q4位移单元，图 8b展示了多个网格，图 8c显示了每个 Q4位移中的

25个密度单元（也是 25个设计变量）的密度网格。在MTOP方法中，我们将此元素表

示为 Q4/n25，其中“n25”指的是每个 Q4中的密度单元数目 n为 25。刚度矩阵通过在

25个积分点上评估刚度积分函数来计算，这些积分点是 25个密度单元的中心。积分函
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数的相应权重是密度单元的面积。刚度矩阵集成的公式如下所示：

Ke =

∫
Ωe

BTDBdΩ ≃
Nn∑
i=1

BTDB

∣∣∣∣∣
i

Ai (49)

其中，Nn 是位移单元域中的积分点数量（Nn 也等于每个位移单元的密度单元数

量），Ai是密度单元 i对积分的贡献（Ai表示 2D/3D问题中密度单元的面积/体积）。

图 8 MTOP Q4/n25单元：a位移网格、b叠加网格、c设计可变网格

采用 SIMP插值模型来计算公式中的刚度矩阵，如下所示：

Ke ≃
Nn∑
i=1

(ρi)
p BTD0B

∣∣∣∣∣
i

Ai =
Nn∑
i=1

(ρi)
p Ii (50)

其中，

Ii = BTD0B
∣∣
i
Ai (51)

对于刚度矩阵的灵敏度分析，需要计算相对于设计变量的刚度矩阵的灵敏度，可以

计算如下：

∂Ke

∂dn
=
∂Ke

∂ρi

∂ρi
∂dn

=
∂
(∑Nn

j=1 (ρj)
p Ij
)

∂ρi

∂ρi
∂dn

= (ρi)
p−1 Ii

∂ρi
∂dn

(52)

这里，dn 和 ρi 分别表示设计变量和单元密度。约束条件的灵敏度分析可以如下计

算：
∂V

∂dn
=
∂V

∂ρi

∂ρi
∂dn

(53)

关于 ∂ρi
∂dn
的灵敏度分析在 5.3节中给出。

5 . 2一般单元类型和等参单元

除了在 5.1节讨论的四边形单元 Q4/n25之外，MTOP方法还适用于其他单元类型。

对于 2D 情况，图 3a 展示了每个位移单元有 24 个密度单元的 Wachspress 六边形单元

（Talischi et al. 2009），图 3b展示了每个位移单元有 16个密度单元的三角形单元（T3/n16）。

对于 3D情况，图 3c展示了每个 B8单元有 125个密度单元的 B8单元（B8/n125），图

3d展示了每个四面体单元有 64个密度单元的四面体单元（TET4/n64）。
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图 9 部分MTOP元件类型：a H6/n24、b T3/n16、c B8/n125 , d TET4/n64

式（48）中的积分技巧也适用于等参数元素。例如，对于图 10中单位厚度的 Q4单

元，在参考（父）域中计算刚度矩阵的公式如下：

Ke =

∫
Ωe

BTDBdΩ =

∫ 1

−1

∫ 1

−1

BTDBJdξdη (54)

其中，(ξ, η)表示区间 [−1, 1]内的本征坐标，J为雅可比矩阵，B为参考（父级）域
中的应变-位移矩阵。。式（54）在参考域中的积分计算如下所示：

Ke =

∫ 1

−1

∫ 1

−1

BTDBJdξdη =

∫
Ω0

BTDBdΩ0 ≃
Nn∑
i=1

BTDBJ

∣∣∣∣∣
i

A0
i

这里的 Ω0是参考域，A0
i 是参考域中每个密度元素 i的面积/体积，如图 10所示。

图 10

5 . 3基于最小长度尺度的投影方法

不进行投影时，上述MTOP方案无法实现网格无关性，这可能导致数值不稳定。而

高分辨率设计一直是研究的一个目标。在本节中，我们使用投影方法的变体来实现最小

长度尺度和网格无关性。我们的投影方法使用设计变量来计算网格的元素密度。
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图 11 从设计变量到密度元素的投影函数

设 dn表示与设计变量网格相关的设计变量，而 ρi表示与密度元素网格相关的元素

i的密度。假设材料密度的变化在最小长度 rmin 上发生，如图 11所示。元素密度 ρi 可

由设计变量 dn计算得到，具体计算方式如下：

ρi = f (dn)

f(.)为投影函数。例如，如果采用线性投影，则密度元素的均匀密度可以计算为相

邻设计变量的加权平均值，计算公式如下：

ρi =

∑
n∈Si

dnw (xn − xi)∑
n∈Si

w (xn − xi)

Si是与密度元素 i对应的子域，xn是与设计变量 dn关联的点的位置。对应的权重

函数定义如下：

w (xn − xi) =

{
rmin−rni

rmin
如果rni ≤ rmin

0 否则

这里 rni是与设计变量 dn关联的点到密度元素 i的质心的距离，物理半径 rmin（见

图 12）与网格无关。对于公式中的元素密度与设计变量的灵敏度，可以推导如下：

∂ρi
∂dn

=
w (xn − xi)∑

m∈Si
w (xm − xi)

使用具有最小长度尺度的投影函数，可以得到网格无关的解。

5 . 4减少积分点的数量

在优化过程中，我们可能会遇到具有均匀材料分布的区域，例如空区域或实体区

域。对于这些区域，元素内部的材料分布是均匀的，因此可以使用常规积分来进一步减

少计算成本。例如，可以只使用 4个或 9个高斯点等较少的积分点进行积分，而不是使

用 25个积分点。图 12显示了具有平滑密度变化的典型位移元素内的密度情况。由于刚

度矩阵的被积函数在高斯点处求值，因此这些高斯点处的密度可以直接从设计变量中使

用投影函数计算得到。
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图 12

5 . 5参数的选择

我们在前面介绍的MTOP方法泛化了一些拓扑优化方法，例如，如图 8b所示的基

于单元的方法可以通过使用 Q4/n1单元的 MTOP方法实现，其中每个单元密度由一个

设计变量表示。此外，当选择了特殊的位移、密度单元和设计变量网格（如图 13所示），

我们的MTOP方法可以表示超单元。这种网格组合将形成 Q4超单元，该超单元由几个

相邻的位移单元组成，具有相同的材料密度/设计变量。

图 13

六、总结与展望

拓扑优化设计是结构优化领域的难点，同时也是较为热门的研究领域，其理论和应

用的研究将对传统的优化设计产生深远的影响。本文也是从发展了几十年的拓扑优化

领域着手，先是介绍了拓扑优化的概念，然后重点介绍以两种方法对拓扑优化问题进行

建模，并调研了相关算法对问题进行解决。近年来，高分辨率拓扑优化的研究也比较火

热，因此我们也对高分辨率拓扑优化领域的经典方法（MTOP）进行了一定的介绍。

拓扑优化有着深厚的数理基础和研究背景，本文仅对拓扑优化的几个关键理论和算

法部分进行了探讨，随着拓扑优化理论和应用研究的不断进展，还需投入大量的人力和

物力对拓扑优化的理论和应用方面进行深入研究。其中，本文未涵盖到的但仍有较大研

究潜力的可能有以下几个方面：

(1)本文主要研究了二维拓扑优化算法，下一步应该将二维优化算法推广到三维问题中，

进行三维结构的拓扑优化理论和算法研究，并对优化求解单元进一步扩展，如扩展到四
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面体单元、六面体单元、等参元等。相对于二维算法而言，三维问题对计算求解规模、

计算收敛性和稳定性等都有更高的要求。

(2)拓扑优化在热力学方面的应用还需进一步研究。目前只考虑了稳态热传导及其第一

类边界条件情况下的散热结构拓扑优化问题。对于实际工程问题，还需扩展到：有热对

流、热辐射等复杂边界条件以及瞬态热传导等复杂情况下的优化问题。

(3)研究非线性因素在拓扑优化计算中的作用和影响，研究基于非线性理论的拓扑优化

设计方法。

(4)近年来，基于降阶模型的动力拓扑优化也是拓扑优化方向的热门问题，虽已有相关

的模型或算法，但仍有改进的空间。
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