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1 Chapter 4: Markov Chain (discrete)

1.1 马尔可夫性的定义以及具有马尔可夫性的过程

1.1.1 马尔可夫性的定义

对于一个随机过程 {Xn, n ≥ 0}，我们往往假设其取值空间为 {0, 1, 2, ...}，事件 {ω : Xn(ω) =

i}称为该过程在时刻 n处于状态 i之中。该过程有马尔可夫性是指：

P (Xn+1 = j|Xn = i,Xn−1 = in−1, ..., X1 = i1, X0 = i0) = Pij , ∀n ≤ 0, ∀i0, i1, ..., in−1, i, j.

1.1.2 马尔可夫过程举例

例 1.1. 对一个更新过程进行特定时间点的观察，可以从中得到一条嵌入的马尔科夫链.

1. 对于 M/G/1 模型，记 {Xn, n ≥ 0} 为第 n 个顾客离开时，系统中剩余的顾客人数。则

{Xn, n ≥ 0}是一个马尔可夫过程，其转移概率为：

P0j =

∫ ∞

0
e−λx (λx)

j

j!
dG(x), j ≥ 0

Pij =


∫∞
0 e−λx (λx)j−i+1

(j−i+1)! dG(x) j ≥ i− 1, i ≥ 1

0 else

2. 对于 G/M/1模型，记 {Xn, n ≥ 0}为第 n个顾客到达的时候看到的系统中的顾客数。从而

{Xn, n ≥ 0}是个马尔可夫过程，此时：

Pi,i+1−j =

∫ ∞

0
e−µt (µt)

j

j!
dG(t), 0 ≤ j ≤ i.

Pi,0 =

∫ ∞

0

∞∑
k=i+1

e−µt (µt)
k

k!
dG(t), i ≥ 0.

例 1.2. 对于简单随机徘徊 {Sn, n ≥ 1},其中 Sn =
n∑

i=1
Xi，而：

Xi ∼

−1 1

q p

 , ∀i ≥ 1

则 {Sn, n ≥ 1}具有马尔可夫性。且 {|Sn|, n ≥ 1}也具有马尔可夫性，转移概率为：

Pi,i+1 =
pi+1 + qi+1

pi + qi
= 1− Pi,i−1, i > 0

P01 = 1.

1.2 Chapman-Kolmogorov方程和状态分类

1.2.1 Chapman-Kolmogorov方程

记 n步转移概率 Pn
ij := P (Xn+m = j|Xm = i), ∀n ≥ 0, i, j ≥ 0，则有如下结论：
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1. 我们可以得到 Chapman-Kolmogorov方程为：

Pn+m
ij =

∞∑
k=0

Pn
ikP

m
kj , ∀n,m ≥ 0, ∀i, j.

2. 记 P (n)为 n步转移矩阵，则：P (n+m) = P (n)P (m).

1.2.2 状态的分类

互达：

1. 状态 j 可以由状态 i到达，是指：∃n ≥ 0, Pn
ij > 0.

2. 两个状态 i和 j 可以互达，是指：∃n,m ≥ 0, Pn
ij > 0, Pm

ji > 0.

3. 互达是个等价关系：自反，对称，传递.

4. Markov链不可约，是指：所有状态都互达。

周期：

1. 状态 i具有周期 d，是指：∀n ≥ 1, Pn
ii > 0 ⇒ n mod d = 0，且 d是具有此性质的最大整

数.简练一点可以写为：

d(i) := max
d:∀n≥1,Pn

ii>0⇒n mod d=0
d

2. 如果 i与 j 互达，d(i) = d(j).

常返：

1. 从 i出发，在第 n步后首次到达 j 的概率为：

fn
ij := P (Xn = j,Xk ̸= j, ∀k = 1, ..., n− 1|X0 = i)

2. 从 i出发，总会到达 j 的概率为：

fij :=
∞∑
n=1

fn
ij

3. 对于 ∀i ̸= j，有：fij > 0 ⇔ ∃n ≥ 0, Pn
ij > 0.

证明. ” ⇒ ” : fij > 0 ⇒ ∃n,使得 fn
ij > 0 ⇒ Pn

ij ≥ fn
ij > 0.

” ⇐ ” : ∃n.使得 Pn
ij > 0 ⇒ fij ≥ Pn

ij > 0

4. 关于常返的若干概率结论：
1. 状态 j 是常返的，是指：fjj = 1.

2. 状态 j 是常返的，当且仅当：E[访问j 的次数|X0 = j] = ∞
3. 状态 j 是常返的，当且仅当：

∞∑
n=1

Pn
jj = ∞

4. 当状态 i和状态 j 互达时，若 i常返/零常返/正常返，则 j 常返/零常返/正常返. 这意

味着在同一个互达的状态类里面，要么全是暂态，要么全是常返.

5. 简单对称随机徘徊（没有吸收壁）在 p = 1
2 时是常返的，在 p ̸= 1

2 时点点滑过.这个

结论只需要计算
∞∑
n=1

Pn
00即可以得到.
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6. 当状态 i和状态 j 互达时，若 fjj = 1，则 fij = 1.这一结论由设计更新过程来得到，

记 X0 = i，且 Ni(t)表示直到时刻 t为止转移到 i的次数，i的常返性保证了这是一

个标准更新过程，每次更新发生时总会有一定概率在之后的某一步转移到 j，小概率

事件无限重复一定会发生.

1.3 极限定理

马尔可夫链的极限定理需要将其视作为一个更新过程（可能有延迟）来处理.定义过程：

Nj(n) := sup{ν : Xν = j, 1 ≤ ν ≤ n}, ∀n ≥ 1

表示前 n步中访问状态 j 的次数.则我们有如下的结果：

1. j 常返，X0 = j，则 Nj(n), n ≥ 1 是标准更新，更新间隔定义为 Tjj，其服从的分布为

P (Tjj = n) = fn
jj , ∀n ≥ 1.

2. j常返，i与 j互达，X0 = i ̸= j，则Nj(n), n ≥ 1是延迟更新，首个更新间隔X ∼ fn
ij , n ≥ 1，

后续的其他更新间隔将会 iid服从 {fn
jj , n ≥ 1}.

3. j 非常返，即 j 暂态，此时每次到达 j 时一定会有某个正概率 1− fjj > 0再也不会回到 j，

此时更新过程总会在某个时候之后不再发生更新.

这意味着我们只对常返时候的 j 感兴趣，当 j 常返时，又分为以下几种情况：

1. j 正常返，是指：µjj < ∞

2. j 零常返，是指：µjj = ∞

3. j 遍历，是指：j 正常返且非周期.

总之整个的关系可以总结为：

状态j


常返


正常返

非周期（此时正常返非周期，我们也称为遍历）周期

零常返

暂态

下面给出马尔科夫链的极限性质，这些极限性质都是更新过程的推论：

1. P
(
lim
n→∞

Nj(n)
n = 1

µjj

∣∣X0 = i
)
= 1.

2. lim
n→∞

1
n

n∑
k=1

P k
ij =

1
µjj

理解：mD(n) = E
[ n∑
k=1

1{Xk = j}
∣∣X0 = i

]
=

n∑
k=1

P k
ij

3. 在 j 非周期时， lim
n→∞

Pn
ij =

1
µjj

.

理解：mD(n)−mD(n− 1) = Pn
ij

4. 在 j 的周期为 d > 1时， lim
n→∞

Pnd
jj = d

µjj
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理解：mD(nd)−mD(nd− 1) = Pnd
jj

平稳分布：

1. πi, i ≥ 0是一个马尔科夫链 {Xn, n ≥ 0}的平稳分布，是指：

πj =

∞∑
i=0

πiPij , ∀j ≥ 0.

2. 如果初始时刻状态已然服从了平稳分布，那么后续每个时刻的状态全都服从平稳分布.即，

若 X0 ∼ {πi, i ≥ 0}，那么 ∀n ≥ 1, Xn ∼ {πi, i ≥ 0}.此时任意有限个时刻的状态的联合分

布都是相同的，该过程变成了一个平稳过程.

一个不可约（这意味着该马氏链只有一个类，所有状态都互达），非周期（这意味着该马氏链的

任何状态的周期都为 1）的马氏链必属于以下二者之一：

1. 所有状态都滑过，或者所有状态都零常返，此时 lim
n→∞

Pn
ij = 0, ∀i, j .此时该马氏链不存在

平稳分布.

2. 所有状态都正常返，记 πj = lim
n→∞

Pn
ij > 0, ∀i, j，此时 {πj , j ≥ 0}是唯一的平稳分布.

评论.
1. 平稳分布 {πi, i ≥ 0}也是方程组：

πj :=
∞∑
i=0

πiPij

∞∑
j=0

πj = 1

唯一的解. 在实际操作的时候，我们往往通过这一方法来解出平稳分布 {πi, i ≥ 0}

2. 回忆先前的极限定理： lim
n→∞

Pn
ij =

1
µjj
，因此我们可以得到 πj =

1
µjj

. 值得注意的是，关于

这个 πj，我们其实会有很多的 interpretation:

πj = lim
n→∞

Pn
ij

=
1

µjj

= lim
n→∞

E
[
Nj(n)

∣∣X0 = i
]

n

= P (在无穷远处处于j
∣∣X0 = i)

=处于状态j 的时间长程比例

= lim
n→∞

P (Xn = j|X0 = i)

3. 如果在周期为 d > 1的情况下，仍然有式子：πj = 1
µjj
成立. 此时 lim

n→∞
Pnd
jj = d

µjj
= dπj .
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对于，我们可以给出一个简单的推导来辅助记忆：

πj = lim
n→∞

E
[ n∑
k=1

1{Xkd = j}
]

nd
= lim

n→∞

E
[ n∑
k=1

P kd
jj

]
nd

= lim
n→∞

1

d
Pnd
jj

⇒ lim
n→∞

Pnd
jj = dπj

1.4 赌徒输光

在 Chapter 1中我们讨论的是对称随机游走，在当时得到的结论是：对于 i > 0，那么从 i出

发：

P (到达N 之前先到达0) =
N − i

N

P (到达0之前先到达N) =
i

N

0
..

i
..

N

现在我们考虑的是非对称随机游走，从 i出发，以 p向右，以 q := 1− p向左，0和N 是其

吸收壁. 对于这样的一个非对称随机游走，我们将有以下的几点结论：

1. {Xn}记在时刻 n所处的位置状态，则 {Xn}是一个马氏链，其一步转移矩阵为：

P =



1 0 0 ... 0 0

q 0 p ... 0 0

0 q 0 ... 0 0

.. .. .. .. .. ..

0 0 0 ... 0 p

0 0 0 ... 0 1


2. 状态分类：S := {0, 1, ..., N}.其中 {0}和 {N}是常返类这很好理解，值得注意的是 {1, 2, ..., N−

1}必须滑过，因为如果常返类，则必然是闭类，但 10，这与闭性矛盾.

3. 记 P (到达0之前先到达N |X0 = i) := P (TN < T0|X0 = i) := pi.则我们有：p0 = 0, pN = 1.

用全概率公式得到：

pi+1 − pi =
q

p
(pi − pi−1)

借助 p0 = 0，我们将这些方程不断向起点归纳，得到：

pi+1 − pi = (
q

p
)i(p1 − p0) = (

q

p
)ip1, ∀i = 1, ..., N − 1 ...(∗)

把这 N − 1个方程全都加起来，左边的项全都消掉只剩下 pN − p1:

pN − p1 =
[
(
q

p
)1 + ...+ (

q

p
)N−1

]
p1

从而可以解出 p1:

p1 =
1

1 + q
p + ...+ qN−1

pN−1
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解出了 p1了之后再回到 (∗)式，欲求解任一个 pi，只需要将 i− 1个方程加起来即可

pi − p1 =
[
(
q

p
)1 + ...+ (

q

p
)i−1

]
p1

进而：

pi =


1−( q

p
)i

1−( q
p
)N

p ̸= 1
2

i
N p = 1

2

4. 记 T :=从i出发，赌金首次达到0或N 所需要的赌博次数，来求解 E[T ].按 T 的定义：

T := min{n :
n∑

i=1

Xi = −i, or,
n∑

i=1

Xi = n− i}

此时可以验证 T 是一个停时，另一方面我们有：

P (
T∑
i=1

Xi = −i) = P (T0 < TN |X0 = i) = 1− pi

P (

T∑
i=1

Xi = n− i) = P (TN < T0|X0 = i) = pi

从而：

一方面：E
[ T∑
i=1

Xi

]
= (−i)(1− pi) + (n− i)pi = npi − 1

另一方面：E
[ T∑
i=1

Xi

] Wald
= E[T ]E[X1] = E[T ]

[
p− (1− p)

]
= E[T ]

[
2p− 1

]
⇒ E[T ] =

npi − 1

2p− 1

Question：可以通过构造鞅来做吗？

1.5 分支问题

分支问题考虑族群规模的演化：

X0 = 1 → X1 → X2 → ...

其中 {Xn}为第 n代的规模，每个个体会产生 Z 个后代：

Z ∼

 0 1 ...

p0 p1 ...


，则：Xn =

Xn−1∑
i=1

⇒ E[Xn] = E[Xn−1]E[Z] = (E[Z])n := µn

我们有如下的结论：

1. π0 := P (族群最终消亡) = P (∃n,Xn = 0) = lim
n→∞

P (Xn = 0)，更进一步地，由于每一支都

独立演化，我们有：

π0 =
∞∑
j=0

P (灭绝|X1 = j)pj =
∞∑
j=0

πj
0pj = E

[
πZ
0

]
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2. p0 = 0时，群体显然不会灭绝.因为此时 {∃n,Xn = 0} =
∞⋃
n=0

{Xn = 0}，而 P (Xn = 0) = 0，

零测集之并仍然零测.

3. p0 + p1 = 1时，群体必然会灭绝.因为几何分布告诉我们，反复投一枚硬币，无论出现正

面的概率有多小，成功时刻必然会到来.

4. p0是以下关于 x的方程的最小正解：

x =
∞∑
j=0

xjpj

证明. 用归纳法来证明即可. 任取一个该方程的解 π，来证明 π ≥ P (Xn = 0), ∀n. 取 n = 0，

此时显然有 π ≥ P (X0 = 0).假设对于 n时是成立的，来证明对于 n+ 1是成立的：

P (Xn+1 = 0) =

∞∑
j=0

P (Xn+1 = 0|X1 = j)pj =

∞∑
j=0

[
P (Xn = 0)

]j ≤ ∞∑
j=0

pjπj = π

由此即为所欲求.

5. π0 = 1 ⇔ µ ≤ 1. 直观理解：族群一定会灭绝等价于每个个体平均产生的后代个数 ≤ 1.

x

y

µ ≤ 1

π0 = 1
p0

1

1
x

y

µ > 1

π0 < 1
p0

1

1

总之归纳起来我们有如下的结论：

p0 = 0 π0 = 0

p0 > 0


p0 + p1 = 1 π0 = 1

p0 + p1 < 1

µ ≤ 1 π0 = 1

µ > 1 0 < π0 < 1

6. 在 p0 > 0, p0 + p1 < 1 的情形下，我们也可以用状态分类来进行分析. 此时状态空间为

S = {0, 1, 2, ...}一共分为两类：{0}和 {1, 2, 3, ...}. 注意此时 {0}是常返类，一旦进入 {0}
就不再出来，而 p0 > 0导致 {1, 2, 3, ...}不是一个闭类，因为存在一个正概率会进入 {0}，
从而 {1, 2, 3, ...}点点滑过.因此最终的状态要么被吸收到 {0}，要么滑向正无穷.

µ ≤ 1 只能进入0而无法进入∞

µ > 1 只能滑向∞而无法进入0

1.6 时间可逆

对马氏链的时间可逆性的讨论前提，是该马氏链已处于了平稳状态.这种平稳状态的达成可

能是从 t0 = −∞开始演化，且该马氏链不可约（只有一个类）正常返（相邻两次进入同一状态
所用时间的期望存在有限），从而其状态分布服从了平稳分布，也可能是该过程的初始状态就是
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服从平稳分布，从而导致整个过程在后续都处于平稳分布. 总之，以下均是在观察一个处于平稳

状态的马氏链.
来定义：P ∗

ij := P (Xm = j|Xm+1 = i)

1. P ∗
ijπi = Pjiπj .即：P (Xm = j|Xm+1 = i) = P (Xm+1 = i|Xm = j)且逆向链也是处于平稳

状态.这告诉我们：当我们发现一个马氏链处于平稳状态时，可以利用该等式来求解平稳

分布. 如例 4.7(E).

2. 一个处于平稳状态的马氏链时间可逆的等价命题：

时间可逆⇔ P ∗
ij = Pij

⇔ πiPij︸ ︷︷ ︸
从i到j的转移速率

= πjPji︸ ︷︷ ︸
从j到i的转移速率

⇔ ∀i, i1, ..., iK , Pi,i1Pi1,i2 ...PiK ,i = Pi,iKPiK ,iK−1 ...Pi1,i 路径可逆

1.7 半马过程

半马过程是一个连续时间，离散状态的过程。对于这样一个过程的刻画，我们需要如下这

些记号和量，这些记号和量告诉了我们半马过程的概率结构.

i i i
τi

Tii

1. Z(t)表示在时刻 t所处的状态. 状态空间为 S = {0, 1, 2, ...}

2. P (下一个状态为j|当前为i) = Pij，由此我们定义了一条嵌入马氏链.

3. τi：进入 i后在 i处滞留的时间.E[τi] = µi

4. Tii：相邻两次进入 i所用的时间间隔.E[Tii] = µii

5. τij：进入 i后，给定下一个状态为 j，在 i滞留的时间. τij ∼ Fij(x).即：[
τi|X0 = i,X1 = j

]
∼ Fij

从而我们有：

P (τi ≤ x) =

∞∑
j=0

PijFij(x)

在建立半马过程的极限性质之前，我们需要对更新酬劳定理进行一些回忆，我们要求下面所涉
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及的马氏链全都不可约正常返非周期：

P (在无穷远时刻处于状态j) = lim
t→∞

[0,t]处于j的时间总量
t = lim

t→∞

E

[
一个循环中处于j的时间总量

]
E

[
一个循环的长度

] 连续时间，离散状态

P (在无穷远时刻处于状态j) = lim
n→∞

[0,n]访问j的次数
n = lim

n→∞

E

[
一个循环中访问j的次数

]
E

[
一个循环的长度

] 离散时间，离散状态

接下来我们一个一个来建立半马过程的极限定理：

1.

Pi := lim
t→∞

P

(
Z(t) = i|Z(0) = j

)
=

E
[
τi
]

E
[
Tii

] :=
µi

µii
...更新酬劳定理的简单应用

2. 当半马过程的嵌入马氏链不可约正常返非周期的时候，我们有：Pi =
πiµi

∞∑
j=0

πjµj

.其中，我们

记：

Ni(m) :=前m次状态转移中访问i的次数 ...这是在刻画嵌入马氏链的概率结构

Yi(j) :=在第j次访问i时，在i停留的时间.则Yi(j)iid ∼ τi, ∀j

并且在不可约正常返非周期的情况下，我们有：

(i) : lim
m→∞

Ni(m)

m
= lim

m→∞
P (Xm = i) := πi

(ii) : lim
m→∞

Ni(m)∑
j=1

Yi(j)

Ni(m)
= lim

Ni(m)→∞

Ni(m)∑
j=1

Yi(j)

Ni(m)

强大数律
= E

[
Yi(j)

]
= µi, a.s.
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进而，我们有：

Pi := lim
m→∞

前m次转移中处于i的时间总量
第m+ 1次转移所发生的时刻

= lim
m→∞

Ni(m)∑
j=1

Yi(j)

∞∑
k=0

Nk(m)∑
j=1

Yk(j)

= lim
m→∞

Ni(m)
m

Ni(m)∑
j=1

Yi(j)

Ni(m)

∞∑
k

Nk(m)
m

Nk(m)∑
j=1

Yk(j)

Nk(m)

=
πiµi

∞∑
j=0

πjµj

其中
∞∑
k=0

与 lim
m→∞

可以换序，因为级数绝对收敛.

在下面的这几条极限性质请格外注意，全都是第三章中我们反复强调的直接黎曼可积函数

那一套东西的反复运用（或者是设计忙期构造更新区间那一套东西的反复运用）

在讨论之前，我们先约定一些记号：

Z(t) :=时刻t所处的状态.

S(t) :=时刻t之后的首次状态转移所进入的状态.

Y (t) :=时刻t到下一次状态转移所需要的时间.

3. 半马过程不可约非格点，µii < ∞时.

lim
t→∞

P

(
Z(t) = i, Y (t) > x, S(t) = j|Z(0) = k

)
=

Pij

µii

∫ ∞

x
F̄ij(y)dy

i j i

证明. 书上是设计忙期来做的，我们这里用直接黎曼引理来给出证明. 注意到在给定了

Z(0) = k的时候，以进入状态 i作为更新点，这个过程会成为一个延迟更新过程，但其实

延迟与否并不重要，因为过程演化的起点对于 t → ∞时的性态不起作用.但是为了严谨起

见，我们还是用延迟更新过程来做.

0(k) i i i
M Tii Tii
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其中M ∼ G,Tii ∼ F . 从而

P

(
SN(t) ≤ s

)
= Ḡ(t) +

∫ s

0
F̄ (t− y)dmD(y)

dFSN(t)
(s) = F̄ (t− s)dmD(s)

进而我们有：

P

(
Z(t) = i, Y (t) > x, S(t) = j|Z(0) = k

)
=P

(
Z(t) = i, Y (t) > x, S(t) = j|Z(0) = k, SN(t) = 0

)
P

(
SN(t) = 0

)
+

∫ t

0
P

(
Z(t) = i, Y (t) > x, S(t) = j|Z(0) = k, SN(t) = s

)
dFSN(t)

(s)

=0 +

∫ t

0
PijP (τij > t+ x− s)dmD(s)

...(第一次更新在 t之后才发生时，在时刻 t不可能处于状态 i，若 k ̸= i的话，这导致第一项为0)

=Pij

(∫ t

0
F̄ij(t+ x− s)dmD(s)

)
→Pij

∫∞
0 F̄ij(x+ y)dy

µii
...(直接黎曼可积引理)

=
Pij

µii

∫ ∞

x
F̄ij(y)dy

4. 半马过程不可约非格点，µii < ∞时.

lim
t→∞

P

(
Z(t) = i, Y (t) > x|Z(0) = k

)
=

1

µii

∫ ∞

x
H̄i(y)dy

其中 Hi(x) := P (τi ≤ x)是 τi的分布函数.
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证明. 仍旧取进入状态 i作为更新点，我们仍然有上面的 SN(t)的分布，我们有：

P

(
Z(t) = i, Y (t) > x|Z(0) = k

)
=P

(
Z(t) = i, Y (t) > x|Z(0) = k, SN(t) = 0

)
P

(
SN(t) = 0

)
+

∫ t

0
P

(
Z(t) = i, Y (t) > x|Z(0) = k, SN(t) = s

)
dFSN(t)

(s)

=0 +

∫ t

0
P (τi > t+ x− s)dmD(s)

=

(∫ t

0
H̄i(t+ x− s)dmD(s)

)
→

∫∞
0 H̄i(x+ y)dy

µii
...(直接黎曼可积引理)

=
1

µii

∫ ∞

x
H̄i(y)dy

=
µi

µii

∫∞
x H̄i(y)dy

µi

:=PiH̄i,e(x)

可以有一个直观理解就是等于无穷远时刻处于状态 i的概率再乘以无穷时刻进入状态 i后

在状态 i滞留时间大于 x的概率.（这似乎表征了嵌入链的转移过程和滞留过程的某种独立

性？）

5. 求解从 i到 j 的转移速率，也就是：

lim
m→∞

前m次转移中从i → j的次数
m

让我们记：Ni(m)为在前m次转移中，进入 i的次数，Ni→j(m)为在前m次转移中，离

开 i了之后进入 j 的次数.提问：如何用示性来写呢？

lim
m→∞

Ni(m)

m

Ni(m)∑
k=1

1{第k次进入i时，离开了之后进入了j}

Ni(m)

strong law of large number
= πiPij

6. 半马过程不可约非格点，µii < ∞时.求解：

lim
t→∞

P

(
Z(t) = i, S(t) = j|Z(0) = k

)
=

Pij

µii

∫ ∞

0
F̄ij(y)dy

i j i
τij
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解答. 仍旧取进入状态 i作为更新点，从而仍然有上面的 SN(t)的分布，我们有：

P

(
Z(t) = i, S(t) = j|Z(0) = k

)
=P

(
Z(t) = i, S(t) = j|Z(0) = k, SN(t) = 0

)
P

(
SN(t) = 0

)
+

∫ t

0
P

(
Z(t) = i, S(t) = j|Z(0) = k, SN(t) = s

)
dFSN(t)

(s)

=0 +

∫ t

0
PijP (τij > t− s)dmD(s)

=Pij

(∫ t

0
F̄ij(t− s)dmD(s)

)
→Pij

µii

∫ ∞

0
F̄ij(y)dy ...(直接黎曼可积引理)

评论. 至此我们其实可以发现：

P

(
Z(t) = i, S(t) = j|Z(0) = k

)
→ Pij

µii

∫ ∞

0
F̄ij(y)dy

P

(
Z(t) = i, Y (t) > x, S(t) = j|Z(0) = k

)
→ Pij

µii

∫ ∞

x
F̄ij(y)dy

P

(
Z(t) = i, Y (t) ≤ x, S(t) = j|Z(0) = k

)
→ Pij

µii

∫ x

0
F̄ij(y)dy

7. 半马过程不可约非格点，µii < ∞时.求解：

lim
t→∞

P

(
S(t) = j|Z(t) = i

)
=

Pij

µi

∫ ∞

0
F̄ij(y)dy

解答.

P

(
S(t) = j|Z(t) = i

)
=

P

(
S(t) = j, Z(t) = i

)
P

(
Z(t) = i

) →
Pij

µii

∫∞
0 F̄ij(y)dy

µi

µii

=
Pij

µi

∫ ∞

0
F̄ij(y)dy

8. 半马过程不可约非格点，µii < ∞时.求解：

lim
t→∞

P

(
S(t) = j

)
=

∑
i∈S

PiPij

µi

∫ ∞

0
F̄ij(y)dy

其中 S 是状态空间
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解答.

P

(
S(t) = j

)
=

∑
i∈S

P

(
S(t) = j, Z(t) = i

)
→

∑
i∈S

Pij

µi

∫ ∞

0
F̄ij(y)dy

1.8 习题

习题 1. 一个商店对某种商品的库存用以下的（s, S）订货策略：若在一个时期开始时商店的供

应量是 x，则立即订货： 0 x ≥ s

S − x x < s

每天的需求以概率 αj 等于 j，各天的需求是独立的.而不能立刻满足的需求就会在当天流失.以

Xn记载第 n个时期结束时的存货水平.论证 {Xn, n ≥ 1}是马氏链并计算转移概率.

解答. 为了去计算 P (Xn+1 = in+1|Xn = in)，我们先来理解一下这个题目的意思.首先 in 作为

昨天结束的时候剩下的存货量，要么 in < s，要么 in ≥ s.

1. 如果 in < s. 此时第二天一开始时，存货会立马补充到 S，然后再在 S 的水平下接受需求

的冲击，按照题目的意思，如果需求无法被立即满足就会流失，也就是说如果当天的需求

为 ⌈S⌉及以上，那么这个需求将因为无法被立即满足而流失，由于该需求没有被满足，此
时存货水平保留在 S.而如果当天的需求为 0, ..., ⌊S⌋,则这样的需求可以被立即满足，从而
存货水平会因此下降.

2. 如果 in ≥ s. 此时第二天一开始时，存货将不会被补充. 继续在 in 的水平下接受冲击的到

来，按照题目的意思，如果需求无法被立即满足就会被流失，按照先前的分析，对于那些

大于等于 ⌈in⌉的需求，将会因为无法被满足而流失走，从而使得存货水平继续保持在 in，

而对于那些小于等于 ⌊in⌋的需求，则可以得到满足，从而使得存货水平下降.

按照上述分析，我们可以轻易地写出：

P (Xn+1 = S − j|Xk = ik, ∀k ≤ n) = αj , ∀j = 0, 1, ..., ⌊S⌋, in < s.

P (Xn+1 = S|Xk = ik, ∀k ≤ n) =

∞∑
j=⌈S⌉

αj in < s.

P (Xn+1 = in − j|Xk = ik, ∀k ≤ n) = αj , ∀j = 0, 1, ..., ⌊in⌋, in ≥ s.

P (Xn+1 = in|Xk = ik, ∀k ≤ n) =
∞∑

j=⌈in⌉

αj in ≥ s.

从而我们发现
[
Xn+1|Xk = ik, ∀k = 0, ..., n

]
的分布与 ik, ∀k = 0, ..., n − 1 无关，这意味着[

Xn+1|Xk = ik, ∀k = 0, ..., n
]
与

[
Xn+1|Xn = in]是同分布的，从而得到了马尔可夫性. 与此同

时我们也得到了 {Xn, n ≥ 1}的转移概率.

习题 2. 对马氏链，来证明：只要 n1 < n2 < ... < nk < n，就有

P (Xn = j|Xn1 = i1, ..., Xnk
= ik) = P (Xn = j|Xnk

= ik)
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解答. 由于上式对 n = nk + 1成立，进而对 n = nk + 2成立，归纳可知对 n也成立.

习题 3. 若状态数为 n，且从状态 i可以达到状态 j，证明状态 j 在 n或更少的步数内可达.

解答. 由 i → j，则 ∃m,使得：Pm
ij > 0.我们希望找到一个 m̃ ≤ n，使得 P m̃

ij > 0.

如果m ≤ n，则直接证毕.

如果m > n，则任取一条样本路径 (i, i1, ..., im−1, j)，有：

Pm
ij ≥ Pi,i1Pi1,i2 ...Pim−1,j > 0

对于该样本路径：(i, i1, ..., im−1, j)，总共有 m + 1 > n个元，从而由抽屉原理必然有两个元是

重复的，不妨假设 is = it, s < t.进而我们可以得到一条更短的样本路径：

(i, i1, ..., is−1, is, it+1, ..., im−1, j)

此样本路径一共有m+ 1− (t− s)个元.

如果m+1− (t− s) ≤ n，则 m̃ = m+1− (t− s)即为所求. 如果m+1− (t− s) > n，继续

重复上面的步骤. 这种重复一定会在有限步之后停止，因为每次选择一个 is = it时，必然会保证

t− s ≥ 1，这导致至少在m+ 1− n步之后就会得到一个我们想要的 m̃ ≤ n，使得 P m̃
ij > 0.

习题 4. 证明：

Pn
ij =

n∑
k=0

fk
ijP

n−k
jj

解答. 记 Tij :=从 i出发，首次到达 j 的时刻.则对 {Tij = k}, ∀k = 1, 2, ..., n取条件即可：

Pn
ij : = P (Xn = j|X0 = i)

=
n∑

k=1

P (Xn = j|X0 = i, Tij = k)P (Tij = k)

=
n∑

k=1

P (Xn = j|Xk = j)P (Tij = k)

=

n∑
k=1

Pn−k
jj fk

ij

习题 5. 对于状态 i, j, k，其中 k ̸= j，令：

Pn
ij/k = P (Xn = j,Xl ̸= k, l = 1, 2, ..., n− 1|X0 = i)

(a)直观解释 Pn
ij/k

(b)证明：对于 i ̸= j 有 Pn
ij =

n∑
k=0

P k
iiP

n−k
ij/i

解答. (a)此为：从 i出发，不经过 k而在第 n步后处于 j 的概率.

(b)记 Ti = max{n : Xn = i}，即为：过程在最后一次处于状态 i的时刻.则：{Ti = k} =

{Xk = i,Xl ̸= i, ∀l = k + 1, ..., n}
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Pn
ij = P (Xn = j|X0 = i)

=
n∑

k=0

P (Xn = j, Ti = k|X0 = i)

=

n∑
k=0

P (Xn = j,Xk = i,Xl ̸= i, ∀l = k + 1, ..., n|X0 = i)

=

n∑
k=0

P (Xn = j,Xl ̸= i, ∀l = k + 1, ..., n|Xk = i,X0 = i)P (Xk = i|X0 = i)

=

n∑
k=0

P (Xn−k = j,Xl ̸= i, ∀l = k + 1− k, ..., n− k|X0 = i)P (Xk = i|X0 = i)

=

n∑
k=0

Pn−k
ij/i P

k
ii

习题 6. 对于对称随机游动，证明在二维的情形是常返的，但在三维的情形不是常返的.

解答.
在二维情形下：

由于在二维的情形下，每点都可达，因此只有一个类，是个不可约马氏链，只需要证明状态

0是常返的即可.由于 d(0) = 2.来计算：P 2n
00 = P (粒子在2n步后回到0).

P 2n
00 =

∑
{i1,...,in}∈{1,2,...,2n}

{j1,...,jn}∈{1,2,...,2n}\{i1,...,in}

P ({i1,...,in}往左或往上{j1,...,jn}往右或往下 维持左右抵消，上下抵消)

=

(
2n

n

)
P ( {1,2,...,n}往左或往上

{n+1,...,2n}往右或往下 维持左右抵消，上下抵消)

=

(
2n

n

) n∑
k=0

P ( {1,2,...,n}往左或往上，且k步往左, n−k步往上
{n+1,...,2n}往右或往下，且k步往右, n−k步往下)

=

(
2n

n

) n∑
k=0

(
n

k

)(
n

k

)
1

42n

=

(
2n

n

) n∑
k=0

(
n

k

)(
n

n− k

)
1

42n

=

(
2n

n

)(
2n

n

)
1

42n

∼ 1

2πn
.

⇒
∞∑
n=1

P 2n
00 ∼

∞∑
n=1

1

2πn
= ∞.

0状态常返，可见二维情况下点点常返.

在三维情形下：
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从 0出发的每一步，有 6个移动方向，分别为：{x+, x−, y+, y−, z+, z−}.此时仍有 d(0) = 2，

我们来显示地写出 P 2n
00 并寻找其控制.

P 2n
00 =

∑
{i1,...,in}∈{1,2,...,2n}

{j1,...,jn}∈{1,2,...,2n}\{i1,...,in}

P

(
{i1,...,in}往x+,y+,z+走
{j1,...,jn}往x−,y−,z−走 维持正负号全都抵消

)

=

(
2n

n

) ∑
n1+n2+n3=n

( n!

n1!n2!n3!

)2 1

62n

为了寻找
∑

n1+n2+n3=n

(
n!

n1!n2!n3!

)2的一个控制，我们考虑如下的优化问题：
max :

n!

n1!n2!n3!

subject to: n1 + n2 + n3 = n

这等价于如下的优化问题：

min :

n1∑
i=1

log i+

n2∑
j=1

log j +

n3∑
k=1

log k

subject to: n1 + n2 + n3 = n

注意到 ∀n1, n2, n3,有：
n1∑
i=1

log i+

n2∑
j=1

log j +

n3∑
k=1

log k ≤
n1∑
i=1

(i− 1) +

n2∑
j=1

(j − 1) +

n3∑
k=1

(k − 1)

当 n = 3m时，右式的最小值在 n1 = n2 = n3 = m时取得，这意味着
n1∑
i=1

log i+
n2∑
j=1

log j+
n3∑
k=1

log k

的最小值只会比 n1 = n2 = n3 = m时所取到的值要小.从而在 n = 3m时，我们有：
n!

n1!n2!n3!
≤ (3m)!

(m!)3
∼ O

( √2π3m(3me )3m

(
√
2πm)3(me )

3m

)
= O(

1

m
33m) = O(

1

n
3n)

而在 n = 3m + 1 或者 n = 3m + 2 时，
n1∑
i=1

log i +
n2∑
j=1

log j +
n3∑
k=1

log k 的最小值仍然会比在

n1 = n2 = m,n3 = m+ 1或者 n1 = m,n2 = n3 = m+ 1时取得的值还要小，从而仍然有：
n!

n1!n2!n3!
≤ O(

1

n
3n)
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因此：

P 2n
00 =

(
2n

n

) ∑
n1+n2+n3=n

( n!

n1!n2!n3!

)2 1

62n

=

(
2n

n

) ∑
n1+n2+n3=n

( 1

3n
n!

n1!n2!n3!

)2 1

4n

≤
(
2n

n

)( ∑
n1+n2+n3=n

1

3n
n!

n1!n2!n3!

)
1

3n
n!

n1!n2!n3!

1

4n

=

(
2n

n

)
· 1 · 1

3n
n!

n1!n2!n3!

1

4n

≤ O
((2n

n

)
· 1

3n
1

n
3n

1

4n
)

= O
( 1√

2πn
· 1
n

)
= O

( 1

n
3
2

)

⇒
∞∑
n=1

P 2n
00 ≤ O

( 1

n
3
2

)
= ∞.

从而状态 0是滑过的，因此三维情形下点点滑过.醉汉游走点点常返，levy飞行点点滑过

习题 7. 令X1, ..., Xn, ...是独立的随机变量，且满足P (Xn = j) = αj(j ≥ 0).若Xn > max{X1, ..., Xn−1}，
其中 X0 = −∞，则我们称一个纪录发生在时刻 n，而若一个纪录发生在时刻 n，则称 Xn 为纪

录值.令 Ri为第 i个纪录值.

(a)论证 {Rn, n ≥ 1}是个马尔科夫链，并计算转移概率.

(b) 以 Ti 记第 i 个纪录和第 i + 1 个纪录之间的时间间隔. 请问 {Tn, n ≥ 1} 是马氏链吗？
{(Rn, Tn), n ≥ 1}是马氏链吗？在马氏链的情形下计算转移概率.

(c)令 Sn =
n∑

i=1
Ti, n ≥ 1.论证当Xi都是连续型随机变量的时候，{Sn, n ≥ 1}是马氏链，并

计算其转移概率.

解答.
(a).记第 n个纪录值发生的时刻为 Sn，当给定 Rk = ik, ∀k = 1, ..., n时，来计算 Rn的条件

分布. 此时 Rn的取值范围为 {j : j > in}，因此其条件分布为：

P (Rn+1 = j|Rk = ik, ∀k = 1, ..., n) =
∞∑
k=1

P (XSn+k = j,XSn+ν ≤ in, ∀1 ≤ ν < k)

=

∞∑
k=1

P (X1 = j)P (X1 ≤ in)
k

=
αj

∞∑
ν=in+1

αν
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此条件分布与 Rk = ik, ∀k = 1, ..., n− 1无关，因此 [Rn+1|Rk = ik, ∀k = 1, ..., n]与 [Rn+1|Rn =

in]同分布，这蕴含着马氏性成立，与此同时我们也得到了转移概率.

(b)下面来严谨地说明为什么 {Ti, i ≥ 1}不是一个马氏链. 为了说明马氏性不成立，我们只

需要证明如下两个概率不相等即可：

P (T3 = 1|T2 = 1, T1 = 1) =
P (X1 < X2 < X3 < X4)

P (X1 < X2 < X3)

P (T3 = 1|T2 = 1, T1 = 2) =
P (X2 ≤ X1 < X3 < X4 < X5)

P (X2 ≤ X1 < X3 < X4)

由于 {Xn}本身的独立性，对于上式的第二式我们可以让 X1和 X2调换位置，从而我们只需要

证明：
P (X1 < X2 < X3 < X4)

P (X1 < X2 < X3)
̸= P (X1 ≤ X2 < X3 < X4 < X5)

P (X1 ≤ X2 < X3 < X4)

事实上，我们可以证明出：
P (X1 < X2 < X3 < X4)

P (X1 < X2 < X3)
>

P (X1 ≤ X2 < X3 < X4 < X5)

P (X1 ≤ X2 < X3 < X4)

为什么这会是一个小于号.在证明之前我们可以借助糖水不等式来直观地理解一下，由于事件取

交的时候会变小，因此右边相当于是把左边的糖水中的糖分去掉得到的结果.下面我们来严谨地

证明这个结果：

P (X1 < X2 < X3 < X4)

P (X1 < X2 < X3)
>

P (X1 ≤ X2 < X3 < X4 < X5)

P (X1 ≤ X2 < X3 < X4)

⇔ P (X1 < X2 < X3 < X4)P (X1 ≤ X2 < X3 < X4) > P (X1 ≤ X2 < X3 < X4 < X5)P (X1 < X2 < X3)

⇔ P (Z1 < Z2 < Z3 < X4)P (Z1 ≤ Z2 < Z3 < Y4) > P (Z1 ≤ Z2 < Z3 < X4 < X5)P (Z1 < Z2 < Z3)

{Yn}{Zn}是{Xn}的独立 copy.

⇔ E
[
1{Z1 < Z2 < Z3 < X4}

]
E
[
1{Z1 ≤ Z2 < Z3 < Y4}

]
> E

[
1{Z1 ≤ Z2 < Z3 < X4 < X5}

]
E
[
1{Z1 < Z2 < Z3}

]
... 期望化

⇔ E
{
E
[
1{Z1 < Z2 < Z3 < X4}

∣∣∣∣Z1, Z2, Z3

]}
E
{
E
[
1{Z1 ≤ Z2 < Z3 < Y4}

∣∣∣∣Z1, Z2, Z3

]}
> E

{
E
[
1{Z1 ≤ Z2 < Z3 < X4 < X5}

∣∣∣∣Z1, Z2, Z3

]}
E
{
E
[
1{Z1 < Z2 < Z3}

∣∣∣∣Z1, Z2, Z3

]}
... 取条件

⇔ E
{
E
[
1{Z1 < Z2 < Z3 < X4}

]
E
[
1{Z1 ≤ Z2 < Z3 < Y4}

]∣∣∣∣Z1, Z2, Z3

}
> E

{
E
[
1{Z1 ≤ Z2 < Z3 < X4 < X5}

]
E
[
1{Z1 < Z2 < Z3}

]∣∣∣∣Z1, Z2, Z3

}
... 条件独立性

也就是说，我们只需要证明，当 Z1 = z1, Z2 = z2, Z3 = z3的时候，有：

P
(
z3 < X4

)
P
(
z3 < Y4

)
> P

(
z3 < X4 < X5

)
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此时按照定义写开来，就会发现只要证明：( ∞∑
x4>z3

αx4

)( ∞∑
x5>z3

αx5

)
>

∑
x5>x4>z3

αx4αx5

在题目中 αj > 0, ∀j 的假设下，上面的严格大于号是成立的.

（以下部分是一个写到一半夭折了的证明）倘若我们取条件的操作只进行到 Z1和 Z2，则目标会

变成以下这个式子：此时不妨设 d = ⌈z2⌉，将左右两边的概率写开，我们可以得到：

P
(
z1 < z2 < X3 < X4

)
P
(
z1 ≤ z2 < Y3 < Y4

)
> P

(
z1 ≤ z2 < X3 < X4 < X5

)
P
(
z1 < z2 < Y3

)
⇔

∑
x4>x3≥d

αx4αx3

∑
y4>y3≥d

αy4αy3 >
∑

x5>x4>x3≥d

αx5αx4αx3

∑
y3≥d

αy3

⇔
∑

x4>x3≥d

αx4αx3

∑
x4>x3≥d

αx4αx3 >
∑

x5>x4>x3≥d

αx5αx4αx3

⇔
∑
x3≥d

( ∑
x4>x3

αx4

)
αx3∑

x3≥d

αx3

·
∑
x3≥d

( ∑
x4>x3

αx4

)
αx3∑

x3≥d

αx3

>
∑
x3≥d

( ∑
x5>x4>x3

αx5αx4

)
αx3∑

x3≥d

αx3

...(∗)

假如设随机变量M ∼

 d d+ 1 ...
αd∑

x3≥d

αx3

αd+1∑
x3≥d

αx3
...

，函数 f(x) :=
∞∑

n>x
αn, g(x) :=

∞∑
m>n>x

αnαm，

则 (∗)式其实就是： (
E
[
f(M)

])2

≥ E
[
g(M)

]
但这个式子目前没想到怎么放缩...

下面再来证明 {(Rn, Tn), n ≥ 1}是个马氏链：

P (Rn = rn, Tn = tn
∣∣Rk = rk, Tk = tk, ∀1 ≤ k ≤ n− 1)

=P (Rn = rn|Rn−1 = rn−1)1{rn > rn−1}P (Tn = tn|Rk = rk, Tk = tk, ∀1 ≤ k ≤ n− 1)

=

∞∑
k=1

αrn

[
P (X ≤ rn−1

]k−1

· 1{rn > rn−1} ·
[
P (X ≤ rn)

]tn−1

P (X > rn)

=
αrn∑

k>rn−1

αk
· 1{rn > rn−1} ·

[ ∑
k≤rn

αk

]tn−1 ∑
k>rn

αk

可见该条件分布只和 Rn−1, Tn−1有关，因此马氏性成立，与此同时也得到了转移概率.

(c)取示性函数 In := 1{Xn是纪录值}，则 In独立同分布，且 In ∼

 0 1

1− 1
n

1
n

，从而我
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们有：

P (Sn+1 = sn+1|Sn = sn, ..., S1 = s1)

=P (ISn+1 = 1, Ij = 0, ∀Sn + 1 ≤ j ≤ Sn+1 − 1
∣∣ISk+1

= 1, Ijk = 0, ∀Sk + 1 ≤ jk ≤ Sk+1 − 1, ∀1 ≤ k ≤ n)

=P (ISn+1 = 1, Ij = 0, ∀Sn + 1 ≤ j ≤ Sn+1 − 1)

=P (ISn+1 = 0)P (ISn+2 = 0)...P (ISn+1−1 = 0)P (ISn+1 = 1)

=(1− 1

sn + 1
)(1− 1

sn + 2
)...(1− 1

sn+1 − 1
)

1

sn+1

=
sn

(sn+1 − 1)sn+1

习题 8. 对马氏链 {Xn, n ≥ 0}，证明：

P (Xk = ik|Xj = ij , ∀j ̸= k) = P (Xk = ik|Xk−1 = ik−1, Xk+1 = ik+1)

解答.

P (Xk = ik|Xj = ij , j ̸= k)

=
P (Xk = ik, Xj = ij , j ̸= k)

P (Xj = ij , j ̸= k)

=
P (Xk = ik, Xj = ij , j > k|Xj = ij , j ≤ k − 1)P (Xj = ij , j ≤ k − 1)

P (Xj = ij , j > k|Xj = ij , j ≤ k − 1)P (Xj = ij , j ≤ k − 1)

=
P (Xk = ik, Xj = ij , j > k|Xk−1 = ik−1)

P (Xj = ij , j > k|Xk−1 = ik−1)

=
P (Xk−1 = ik−1, Xk = ik, Xj = ij , ∀j > k)

P (Xk−1 = ik−1, Xj = ij , ∀j > k)

=
P (Xj = ij , j > k + 1|Xk−1 = ik−1, Xk = ik, Xk+1 = ik+1)P (Xk−1 = ik−1, Xk = ik, Xk+1 = ik+1)

P (Xj = ij , j > k + 1|Xk−1 = ik−1, Xk+1 = ik+1)P (Xk−1 = ik−1, Xk+1 = ik+1)

=
P (Xj = ij , j > k + 1|Xk+1 = ik+1)P (Xk−1 = ik−1, Xk = ik, Xk+1 = ik+1)

P (Xj = ij , j > k + 1|Xk+1 = ik+1)P (Xk−1 = ik−1, Xk+1 = ik+1)

=
P (Xk−1 = ik−1, Xk = ik, Xk+1 = ik+1)

P (Xk−1 = ik−1, Xk+1 = ik+1)

=P (Xk = ik|Xk−1 = ik−1, Xk+1 = ik+1)

习题 9. 若 fii < 1, fjj < 1，证明：

(a)
∞∑
n=1

Pn
ij < ∞

(b) fij =

∞∑
n=1

Pn
ij

1+
∞∑

n=1
Pn
jj

解答.
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(a)由于 fjj < 1，因此可以得到
∞∑
n=1

Pn
jj < ∞

∞∑
n=1

Pn
ij =

∞∑
n=1

n∑
k=1

fk
ijP

n−k
jj =

∞∑
k=1

fk
ij

∞∑
n=k

Pn−k
jj = fij(1 +

∞∑
n=1

Pn
jj) < 1 +

∞∑
n=1

Pn
jj < ∞

(b)由 (a)立得.

习题 10. 一只蜘蛛在地点 1 和地点 2 之间抓一只蚊子，蜘蛛从地点 1 出发，按转移矩阵为0.7 0.3

0.3 0.7

的Markov链进行移动，并未察觉蜘蛛的蚊子从地点 2出发，按转移概率为

0.4 0.6

0.6 0.4


的 Markov链移动，只要他们在同一个地点相遇，那么蜘蛛就会抓住蚊子，从而捕猎结束.

（a）设计一个新的马尔科夫链，求解这个马尔科夫链的转移矩阵.

（b）求在时刻 n时，蜘蛛和蚊子两者都在他们的初始地点的概率.

（c）求解捕猎的平均持续时间.

解答. 为了更好地解决这个问题，让我们先来明确一些记号（解答应用概率的问题，记号选得好，
相当于题目已经做完了一半）。

记：An 为时刻 n 蜘蛛所在的地点，Bn 为时刻 n 蚊子所在的地点，则按照题意，我们有：

A0 = 1, B0 = 2. 在此基础上，我们定义一个新的随机变量 Cn 如下，该随机变量只会取三个值：

1, 2, 3，用来指定这个新马尔科夫链的状态：

Cn = 1{An = Bn}+ 2 · 1{An = 1, Bn = 2}+ 3 · 1{An = 2, Bn = 1}.

Cn = 1的意思是，蜘蛛和蚊子同处一个地方，这意味着蜘蛛将抓到蚊子，从而捕猎结束.Cn = 2

表示蚊子和蜘蛛分处不同地点，Cn = 3也是表示蚊子和蜘蛛分处不同地点.并且我们注意到这

个随机变量 Cn有这样一个特征：

{Cn = 2} = {Cn = 2, Ck ̸= 1, ∀k = 1, ..., n− 1}

{Cn = 3} = {Cn = 3, Ck ̸= 1, ∀k = 1, ..., n− 1}

（a）先来求解这个 Cn的概率转移矩阵：

P (Cn = 1|Cn−1 = 1) = 1

P (Cn = 2|Cn−1 = 1) = 0

P (Cn = 3|Cn−1 = 1) = 0

P (Cn = 1|Cn−1 = 2) = 0.3× 0.4 + 0.7× 0.6 = 0.54

P (Cn = 2|Cn−1 = 2) = 0.7× 0.4 = 0.28

P (Cn = 3|Cn−1 = 2) = 0.3× 0.6 = 0.18

P (Cn = 1|Cn−1 = 3) = 0.3× 0.4 + 0.7× 0.6 = 0.54

P (Cn = 2|Cn−1 = 3) = 0.3× 0.6 = 0.18

P (Cn = 3|Cn−1 = 3) = 0.7× 0.4 = 0.28
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所以可以得到转移矩阵为： 
1 0 0

0.54 0.28 0.18

0.54 0.18 0.28


（b）题目中所要求解的概率为：P (An = 1, Bn = 2)，让我们来求解一下.

P (An = 1, Bn = 2)

=P (Cn = 2)

=P (Cn = 2, ∀Ck ̸= 1, ∀k = 1, ..., n− 1)

=P (Cn = 2, Cn−1 = 2, ∀Ck ̸= 1, ∀k = 1, ..., n− 2)

+P (Cn = 2, Cn−1 = 3, ∀Ck ̸= 1, ∀k = 1, ..., n− 2)

=P (Cn = 2|Cn−1 = 2)P (Cn−1 = 2, ∀Ck ̸= 1, ∀k = 1, ..., n− 2)

+P (Cn = 2|Cn−1 = 3)P (Cn−1 = 3, ∀Ck ̸= 1, ∀k = 1, ..., n− 2)

=0.28 · P (Cn−1 = 2) + 0.18 · P (Cn−1 = 3)

⇒P (Cn = 2) = 0.28 · P (Cn−1 = 2) + 0.18 · P (Cn−1 = 3)...(∗.1)

同样的技巧，我们也可以得到：

P (Cn = 3) = 0.18 · P (Cn−1 = 2) + 0.28 · P (Cn−1 = 3)...(∗.2)

将 (∗.1)和 (∗.2)相加，我们会得到：

1− P (Cn = 1) = 0.46(1− P (Cn = 1))

递推并且利用P (C0 ̸= 1) = 1可以得到：P (Cn = 2)+P (Cn = 3) = P (Cn ̸= 1) = (0.46)n, ∀n ≥ 0.

代入 (∗.1)式可以得到：

P (Cn = 2) = 0.28·P (Cn−1 = 2)+0.18·(0.46)n−1−0.18·P (Cn−1 = 2) = 0.1·P (Cn−1 = 2)+0.18·(0.46)n−1

利用高中知识就可以得到：

P (Cn = 2) =

(
(
1

10
)n + (

23

50
)n
)
· 1
2

其实这个马尔科夫链 Cn, n ≥ 0的所有时刻的分布都可以求出来了：

P (Cn = 1) = 1− (
23

50
)n

P (Cn = 2) =

(
(
1

10
)n + (

23

50
)n
)
· 1
2

P (Cn = 3) =

(
(
23

50
)n − (

1

10
)n
)
· 1
2

（c）下面来求解捕猎的平均持续时间.一般题目里面遇到平均，就是指期望.我们要把捕猎的

持续时间这个随机变量显式地设出来，然后求期望就可以了.
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记：N = min{n : Cn = 1}，这个 N 就是蜘蛛抓到蚊子所需要的时间，我们会发现这其实

是一个首达时，同时也是一个停时（首达时全都是停时）.我们会注意到这个N 其实是一个几何

型分布，表示的是以成功概率为 P (Cn = 1|Cn−1 ̸= 1) = 0.54进行试验，求首次成功所需要进行

的试验次数的期望.N ∼ Geo∗(0.54)（在这里带个 *是表示这个几何分布是从 1开始取值的，没

带 *是表示从 0开始取值的），从而我们有 E[N ] = 1
0.54 = 50

27 .

评论. 化简为繁，这个 E[N ]是不是可以通过构造鞅或者用Wald等式来做呢？

习题 11. 考虑在整数点上的一个简单随机徘徊，在每一步质点以概率 p向正方向移动一步，以

概率 p向负方向移动一步，且以概率 q = 1− 2p(0 < p < 1/2)在原地不动.假设在原点设置一个

吸收壁，即 P00 = 1，且在 N 设置一个反射壁，即 PN,N−1 = 1，而质点由 n(0 < n < N)出发.

证明质点被吸收的概率是 1，并求吸收所需的平均步数.

解答. 记 pn = P (从n出发，最终被0吸收)，则我们有 p0 = 1, pN = pN−1.由全概率公式，我们

有：

pn = p · pn+1 + p · pn−1 + (1− 2p) · pn

⇒pn+1 − pn = pn − pn−1

⇒pN − pN−1 = p1 − p0 = 0 ⇒ p1 = 1

⇒pn − pn−1 = p1 − p0 = 0 ⇒ pn = pn−1 = ... = p1 = p0 = 1

因此无论从哪个点出发，最终都会被 0吸收.

评论. 当然我们也可以这样去论证：因为该马氏链总共就两个类 {1, 2, ..., N}，{0}，其中第一个
类不可能是一个常返类，因为如果是一个常返类，那么一定是一个闭类，但是我们知道第一个

类不是闭类，因为第一个类可以转移到 {0}当中，因此第一个类是非常返类，点点滑过. 从而在

足够长的演化时间过后，该质点将不会停留在第一个类里，故必然被 {0}吸收.

记 {Xk, k ≥ 0},为第 k个时刻质点所处的位置，则 X0 = n. 记 Tn := min{k : Xk = 0, X0 =
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n}，则 T0 = 0, TN = TN−1 + 1.记Mn := E[Tn]，则由全概率公式，我们有：

Mn = p · (Mn+1 + 1) + p · (Mn−1 + 1) + q · (Mn + 1)

⇒Mn+1 −Mn = Mn −Mn−1 −
1

p
= M1 −M0 − n · 1

p

⇒1 = MN −MN−1 = M1 −M0 −
N − 1

p
⇒ M1 = 1 +

N − 1

p

⇒


Mn −Mn−1 = M1 −

n− 1

p

...

M2 −M1 = M1 −
1

p


⇒ Mn −M1 = (n− 1)M1 −

1

p

[
1 + 2 + ...+ (n− 1)

]

⇒ Mn = n(1 +
N − 1

p
)− n(n− 1)

2p

由此我们可以得到被吸收所需要的平均步数.

习题 12. 给定分支过程 {Xn, n ≥ 0}，
（a）论证 Xn或趋于 0，或趋于无穷大.

（b）证明：

Var(Xn|X0 = 1) =

σ2µn−1 µn−1
µ−1 µ ̸= 1

nσ2 µ = 1

其中。µ和 σ2是一个个体具有的后代数的均值和方差.

解答.（a）对于该马氏链，我们以 P10是否为 0作为讨论的起点.

如果 P10 ̸= 0，那么该马氏链只能有两类 {1, 2, 3, ..., }和 {0}，并且此时第一个类可以进入
第二个类，这将导致第一个类不是闭类，必然点点滑过，对于任何一个状态 n，在有限多次访问

之后不会再被访问，而在足够长的演化之后，该粒子又必须处于某个状态之中，因此此时该粒

子要么趋近于∞，要么被 {0}吸收.

如果 P10 = 0，那么此时该马氏链无法同如第一种情况一样划分为两个类. 因为此时 ∀j >

i, Pji = 0，这就导致了该马氏链其实有无穷多个类 {1}, {2}, ...,，而每个类都不是闭类，故而必
然不是常返类，这将导致每个类都是暂态的，因此该马氏链在此时必然会滑过每个状态从而滑

向∞.

评论. 我们需要熟练地记住两个等价的事实：
常返类一定是闭类

不是闭类就一定不是常返类，从而只能是暂态类
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（b）

Var(Xn|X0 = 1) = E
[
Var(Xn)|Xn−1, X0 = 1

]
+ Var

[
E[Xn|Xn−1, X0 = 1]

]
= σ2E

[
Xn−1|X0 = 1

]
+ Var

[
µXn−1|X0 = 1

]
= σ2µn−1 + µ2Var(Xn−1|X0 = 1)

= σ2µn−1 + σ2µn + µ4Var(Xn−2|X0 = 1)

= ...

= σ2(µn−1 + µn + ...+ µ2n−2)

= σ2µn−1(1 + µ+ ...+ µn−1)

=

σ2µn−1 µn−1
µ−1 µ ̸= 1

nσ2 µ = 1

习题 13. 对于遍历的半马过程：
（a）计算过程 i到 j 的转移的速率.

（b）证明：

ΣiPij/µii =
1

µjj

（c）证明过程处在状态 i且前往状态 j 的时间比例是 Pijηij/µii，其中 ηij =
∫∞
0 F̄ij(t)dt.

（d）证明：状态是 i且在时间 x内的下一个状态是 j 的时间比例是：
Pijηij
µii

F e
i,j(x)

其中 F e
i,j 是 Fij 的平稳分布.

解答.（a）记：Ni(m)为在前m次转移中，进入 i的次数，Ni→j(m)为在前m次转移中，离开

i了之后进入 j 的次数.

lim
m→∞

Ni(m)

m

Ni(m)∑
k=1

1{第k次进入i时，离开了之后进入了j}

Ni(m)

strong law of large number
= πiPij

（b）记：Nj(t)为时刻 t及其之前进入状态 j 的次数，进入状态 j 则称一次更新发生，因此

相邻更新发生的间隔为：µjj .则由更新定理，我们有：
Nj(t)

t
→ 1

µjj

另一方面，∀i，我们也可以选取进入状态 i作为更新点，并且用更新过程 Ni(t)来表示 Nj(t).
Nj(t)

t
=

∑
i∈S

Ni→j(t)

t
=

∑
i∈S

Ni(t)

t

Ni→j(t)

Ni(t)
→

∑
i∈S

Pij

µii

从而： 1
µjj

=
∑
i∈S

Pij

µii
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（c）这个时间比例其实就是在求解：

lim
t→∞

P

(
Z(t) = i, S(t) = j|Z(0) = k

)

i j i
τij

仍旧取进入状态 i作为更新点，从而仍然有上面的 SN(t)的分布，我们有：

P

(
Z(t) = i, S(t) = j|Z(0) = k

)
=P

(
Z(t) = i, S(t) = j|Z(0) = k, SN(t) = 0

)
P

(
SN(t) = 0

)
+

∫ t

0
P

(
Z(t) = i, S(t) = j|Z(0) = k, SN(t) = s

)
dFSN(t)

(s)

=0 +

∫ t

0
PijP (τij > t− s)dmD(s)

=Pij

(∫ t

0
F̄ij(t− s)dmD(s)

)
→Pij

µii

∫ ∞

0
F̄ij(y)dy ...(直接黎曼可积引理)

（d）这个时间比例其实是在求解：

lim
t→∞

P

(
Z(t) = i, S(t) = j, Y (t) ≤ x|Z(0) = k

)
根据课本上的结论以及（c）中的结论，我们有：

lim
t→∞

P

(
Z(t) = i, Y (t) > x, S(t) = j|Z(0) = k

)
=

Pij

µii

∫ ∞

x
F̄ij(y)dy

lim
t→∞

P

(
Z(t) = i, S(t) = j|Z(0) = k

)
=

Pij

µii

∫ ∞

0
F̄ij(y)dy

上下两式做差即可得到：

lim
t→∞

P

(
Z(t) = i, S(t) = j, Y (t) ≤ x|Z(0) = k

)
=

Pij

µii

∫ x

0
F̄ij(y)dy =

Pijηij
µii

∫ x
0 F̄ij(y)dy

ηij
:=

Pijηij
µij

F e
i,j(x)

评论. 一个非负随机变量的分布函数 F 的平稳分布定义为：

Fe(x) :=

∫ x
0 F̄ (y)dy∫∞
0 F̄ (y)dy

习题 14. 对一个遍历的半马过程，推导在 t → ∞时，对给定的 Z(t) = i，在时间 t以后下一个

访问的状态时 j 的极限条件概率.
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解答. 本题其实是在求解： lim
t→∞

P

(
S(t) = j|Z(t) = i

)

P

(
S(t) = j|Z(t) = i

)
=

P

(
S(t) = j, Z(t) = i

)
P

(
Z(t) = i

) →
Pij

µii

∫∞
0 F̄ij(y)dy

µi

µii

=
Pij

µi

∫ ∞

0
F̄ij(y)dy

习题 15. 一个出租车，交替行驶在三个地点之间，当它到达地点 1时，它下一次等可能地驶向 2

或 3.当它到达地点 2时，它下一次以概率 1
3 驶向 1，而以概率 2

3 驶向 3.从 3出发时它总是驶向

1.在地点 i和 j 之间的平均时间是 t12 = t21 = 20, t13 = t31 = 30, t23 = t32 = 30

（a）问出租车最近停在地点 i(i = 1, 2, 3)的极限概率是多少？

（b）出租车前往地点 2的极限概率是多少？

（c）出租车从 2前往 3的行程所占的时间比例是多少？注：在到达一个地点时，出租车立刻

离开.

解答. 设 Z(t)表示出租车在时刻 t之前最近一个到过的地点，状态空间为 S = {1, 2, 3}. 该过程

的嵌入链的转移概率矩阵为：P =


0 1

2
1
2

1
3 0 2

3

1 0 0

.以 τij 记从地点 i前往地点 j所需要的时间.由题

目可知：E[τ12] = E[τ21] = 20,E[τ13] = E[τ31] = 30,E[τ23] = E[τ32] = 30. 注意到此时的 E[τij ]其

实就是我们上文的 ηij .

（a）这相当于求解

lim
t→∞

P

(
Z(t) = i

)
=

πiE[τi]
π1E[τ1] + π2E[τ2] + π3E[τ3]

一方面：

E[τ1] = E[τ12]
1

2
+ E[τ13]

1

2
= 25

E[τ2] = E[τ21]
1

3
+ E[τ23]

2

3
=

80

3

E[τ3] = E[τ31] = 30

另一方面：

(π1, π2, π3) = (π1, π2, π3)


0 1

2
1
2

1
3 0 2

3

1 0 0

 ⇒ (π1, π2, π3) = (
6

14
,
3

14
,
5

14
)
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综合起来可以解得：

lim
t→∞

P

(
Z(t) = 1

)
=

π1E[τ1]
π1E[τ1] + π2E[τ2] + π3E[τ3]

=
6
14 · 25

6
14 · 25 + 3

14 · 80
3 + 5

14 · 30
=

15

38

lim
t→∞

P

(
Z(t) = 2

)
=

π2E[τ2]
π1E[τ1] + π2E[τ2] + π3E[τ3]

=
3
14 · 80

3
6
14 · 25 + 3

14 · 80
3 + 5

14 · 30
=

8

38
=

4

19

lim
t→∞

P

(
Z(t) = 3

)
=

π3E[τ3]
π1E[τ1] + π2E[τ2] + π3E[τ3]

=
5
14 · 30

6
14 · 25 + 3

14 · 80
3 + 5

14 · 30
=

15

38

（b）这相当于是在求解：

lim
t→∞

P

(
S(t) = 2

)
我们可以利用 4.49并通过取条件来求解.

P

(
S(t) = 2

)
= P

(
S(t) = 2, Z(t) = 1

)
+ P

(
S(t) = 2, Z(t) = 2

)
+ P

(
S(t) = 2, Z(t) = 3

)
=P

(
S(t) = 2|Z(t) = 1

)
P
(
Z(t) = 1

)
+ P

(
S(t) = 2|Z(t) = 2

)
P
(
Z(t) = 2

)
+ P

(
S(t) = 2|Z(t) = 3

)
P
(
Z(t) = 3

)
→P12

µ1

∫ ∞

0
F̄12(y)dy · P

(
Z(t) = 1

)
+

P22

µ2

∫ ∞

0
F̄22(y)dy · P

(
Z(t) = 2

)
+

P32

µ3

∫ ∞

0
F̄32(y)dy · P

(
Z(t) = 3

)
=
P12

µ1

∫ ∞

0
F̄12(y)dy · P

(
Z(t) = 1

)
+ 0 + 0

=
1
2 · 20
25

· 15
38

=
3

19

（c）这相当于是在求解：

lim
t→∞

P

(
Z(t) = 2, S(t) = 3

)
我们可以利用 4.48的（c）来求解.

P
(
Z(t) = 2, S(t) = 3

)
= P

(
S(t) = 3|Z(t) = 2

)
P
(
Z(t) = 2

)
→ P23η23

µ2
· P

(
Z(t) = 2

)
=

2
3 · 30
80
3

· 4

19
=

3

19
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2 Chapter 5: Markov Chain (continuous)

习题 16 (5.2). 假设一个单细胞生物体可以处在两种状态——状态 A或者状态 B之一.在状态 A

的一个个个体以指数速率 α转变为状态 B，在状态 B的一个个体以指数速率 β 转变为两个状态

A的个体.对这个生物群定义一个合适的连续时间马氏链，并确定此模型的参数.

解答. 定义马尔科夫链为 {(A(t), B(t)), t ≥ 0}，其中 A(t)表示在时刻 t处于状态 A的个体数目，

B(t)表示时刻 t处于状态 B的个体数目. 假设在时刻 t，有 (A(t), B(t)) = (n,m)，则下一个可能

进入的状态为 (n− 1,m+ 1)或者 (n+ 2,m− 1)，进入第一个状态的速率为 nα，进入第二个状

态的速率为mβ. 即：

q(n,m)→(n−1,m+1) = nα, q(n,m)→(n+2,m−1)

习题 17. 证明对连续时间的 Markov链，若已知：

（a）对一切 i有 νi ≤ M < ∞，
或已知：

（b）具有转移概率 Pij 的离散时间的 Markov链是不可约的和常返的，则 Markov链是正则

的.

解答. 根据题目的要求，我们来证明：（a）与（b）任何一者成立都会有：

∀0 < t < ∞, P (N(t) = ∞) = 0

其中 N(t)表示在 [0, t]时间段内发生状态转移的计数.

假如（a）成立 (法一)：

在这一过程中，视状态转移作为一个更新点，第 i次状态转移成为一次更新. 则我们有：

0 S1 S2
..

t

记X1 = S1，S2 − S1 = X2...，这些Xn独立，但是不同分布.记在 Si−1到 Si之间的过程所

处的状态为 li，从而导致Xi ∼ exp(νli)是某个失效率为 νli 的指数分布，只是我们不知道这个失

效率具体是多少，因为这个失效率依赖于 Xi 这个持续时间内过程所处的实际状态. 但无论是哪

个状态，其失效率总是有一个上界M .

构造这样一个 poisson过程N∗(t) ∼Hpp(M ),相邻两次到达之间的时间间隔 Yi ∼ exp(M)iid.
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构造一个新的随机变量为：Zi :=
M
νli

Yi ∼ exp(νli)，从而 Zi
d
= Xi. 因此：

P (N(t) ≥ n)

=P (X1 + ...+Xn ≤ t)

=P

(
Z1 + ...+ Zn ≤ t

)
=Eνli

[
P

(
Z1 + ...+ Zn ≤ t

∣∣∣∣νli , ∀i = 1, ...n

)]
=Eνli

[
P

(
M

νl1
Y1 + ...+

M

νln
Yn ≤ t

∣∣∣∣νli , ∀i = 1, ...n

)]
≤Eνli

[
P

(
Y1 + ...+ Yn ≤ t

∣∣∣∣νli , ∀i = 1, ...n

)]
=P

(
Y1 + ...+ Yn ≤ t

)
=P (N∗(t) ≥ n)

=

∞∑
j=n

e−Mt (Mt)j

j!

n→∞→ 0

假如（a）成立 (法二)：

P (N(t) ≥ n) =P (Sn ≤ t) (1)

=P (X1 + ...+Xn ≤ t) (2)

≤P (Xi ≤ t, ∀i = 1, ...n) (3)

=Eνli ,∀i=1,..,n

[
P

(
Xi ≤ t, ∀i = 1, ..., n

∣∣∣∣νli , ∀i = 1, ..., n

)]
(4)

=Eνli ,∀i=1,..,n

[ n∏
i=1

(1− e−νli t)

]
(5)

≤Eνli ,∀i=1,..,n

[ n∏
i=1

(1− e−Mt)

]
(6)

=(1− e−Mt)n
n→∞→ 0 (7)

评论. 这两种方法都通过取条件的方法，让这些状态固定，对于固定的状态放缩成一个常数M，

与这些状态无关，从而最后把条件去掉. 另外，有的同学可能会直接诉诸直观，认为过程 N∗(t)

的更新速率应该快于N(t)，因此如果后者在时间 t内发生的计数至少为 n，那么前者在时间 t内

发生的计数至少为 n的可能性将会更大. 从而直观地直接得到：

P (N(t) ≥ n) ≤ P (N∗(t) ≥ n)

但这一个概率的不等式的成立仅仅只有直观，而不是基于事件的包含关系，{N(t) ≥ n} ⊂
{N∗(t) ≥ n} 并不一定成立. 因此仍然是不严谨的. 这也是我需要构造一个随机变量 Zi 的原

因，因为这使得这个概率的放缩变成事件大小的放缩.
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假如（b）成立：
我们还是沿用之前的记号：N(t)为时刻 t以及之前发生的全体转移次数，{Xn, n ≥ 1}表示

第 n− 1次转移到第 n次转移所需要的时间，记 ln表示第 n次转移所进入的状态，自然 l0为过

程所处的初始状态.

既然该过程的嵌入链是常返的，那么对于某个特定的状态，比如状态 j，该状态应该是一个

常返态，这意味着每次从 j出发，都将以概率为 1地再次访问状态 j. 我们记 Tk 为第 k− 1次访

问状态 j 和第 k次访问状态 j 所经历的时间，记第一次访问 j 的时刻为 n0，第二次访问 j 的时

刻为 n1，第m次访问状态 j 的时刻为 nm−1. 因此我们有：

T0 = X1 + ...+Xn0

Tk = Xnk−1+1 + ...+Xnk
, ∀k ≥ 1

∞∑
n=1

Xn =

∞∑
k=0

Tk

我们定义如下一个新的更新过程，Ñ(t)，以访问 j 为一次更新，请注意这可能是一个延迟更新

过程，因为过程开始的时候可能并不处在状态 j之中. 更新发生的间隔为 Tk, k ≥ 1, iid，这些 Tk

是独立同分布的. 根据强大数律，我们有：

lim
n→∞

n∑
k=1

Tk

n
= ET1, almost surely

无论 ET1 = ∞还是 ET1 < ∞都这意味着，当 n趋近无穷大的时候，必须要有
n∑

k=1

Tk 也同

时趋于无穷大. 严谨写出来就是：

P ( lim
n→∞

n∑
k=1

Tk = ∞) = 1

因此我们有：P (
∞∑
k=0

Tk = ∞) = 1. 这意味着 ∀0 < t < ∞，我们有：

0 = P (
∞∑
k=0

Tk ≤ t) = P (
∞∑
n=1

Xn ≤ t) = P (N(t) = ∞)

评论. 这一段证明简单来说就是利用了这样一个结论：
对于一个标准（延迟）更新过程，在有限时间内发生无穷多次更新的概率为 0.
这一结论来自书上的第 60页，也就是第三章更新理论的最开头的部分.

习题 18. 考虑从一个个体开始的 Yule过程，并且假设在时刻 s出生的个体以概率 P(s)是健康的，

计算在 (0,t)中出生的健康个体数的分布.
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解答. 这道题考察的是第二章的解题技巧.

设X(t)为时刻 t及其之前出生的个体个数，Y (t)为时刻 t及其之前出生的健康的个体个数，

则我们有：

P (Y (t) = k)

=

∞∑
n=k

P (Y (t) = k|X(t) = n)P (X(t) = n)

=
∞∑
n=k

P (于时刻S1, ..., Sn出生的个体健康中有k个是健康的|X(t) = n)P (X(t) = n)

=
∞∑
n=k

P (于时刻V1, ..., Vn出生的个体健康中有k个是健康的)P (X(t) = n)

=
∞∑
n=k

(
n

k

)
pk(1− p)n−ke−λt(1− e−λt)n

其中 p :=
∫ t
0 p(s)

λe−λ(t−s)

1−e−λt ds.

习题 19. 假设系统的状态可以用转移率为 ν0 = λ, ν1 = µ的两状态的连续时间的Markov链建模.

在系统的状态为 i时，事件按照速率为 αi(i = 0, 1)的 Poisson过程发生. 记 N(t)为在 (0, t)之间

发生的事件个数.

（a）求 lim
t→∞

N(t)
t

（b）若初始状态是 0，求 E[N(t)]

解答.（a）
从 ν0 = λ, ν1 = µ可以知道，这个系统要么处在状态 0，要么处在状态 1. 我们以 X(t)记，

系统在时刻 t所处的状态. 视系统进入状态 0为一次更新发生，那么这是一个可能有延迟的更新

过程. 更新发生的间隔为 T = X + Y，其中 X ∼ exp(λ)，Y ∼ exp(µ). 图示如下：

0 1 0

在这个更新过程中，我们来构造其酬劳过程. 如果发生了一个事件，那么就给一块钱，以

R(t)表示在时刻 t及其之前获得酬劳的总数. 容易知道：ET = 1
λ + 1

µ . 我们下面来求解 ER.

在一个更新循环之中，处于 0状态的时间长度为 X，处于 1的时间长度为 Y，这导致酬劳

发生的计数在一个循环中为 R = N0(X) +N1(Y )，其中N0(t) ∼ Hpp(α0), N1(t) ∼ Hpp(α1). 所

以容易算出 ER = E[α0X] +E[α1Y ] = α0
λ + α1

µ .从而：

lim
t→∞

N(t)

t
= lim

t→∞

R(t)

t
=

ER

ET
=

α0
λ + α1

µ
1
λ + 1

µ

（b）
以 X(t)记在时刻 t系统所处的状态，X(t)要么取 0，要么取 1. 则记 S1(t) =

∫ t
0 X(s)ds就

是直至 t为止系统处在状态 1的时间，S0(t) = t− S1(t)是直至时刻 t为止系统处在状态 0的时
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间. 我们有：

E
[
S0(t)|X(0) = 0

]
=

∫ t

0
E
[
1−X(s)

]
=

∫ t

0
P00(s)ds =

µ

λ+ µ
t+

λ

(λ+ µ)2
[
1− e−(λ+µ)t

]
另一方面：

E
[
N(t)

]
=E

[
N1(S1(t)) +N0(S0(t))

]
=α1E

[
S1(t)

]
+ α0E

[
S0(t)

]
=α1t+ (α0 − α1)E

[
S0(t)

]
=α1t+ (α0 − α1)

{
µ

λ+ µ
t+

λ

(λ+ µ)2
[
1− e−(λ+µ)t

]}

习题 20. 理发店里只有一个理发员，有两个座位可以提供给顾客坐。潜在顾客以每小时 3人的

Poisson速率到达，而服务时间是均值为 1
4 小时的独立指数随机变量.

（a）店中顾客的平均数是多少

（b）进入店的潜在顾客的比例是多少

（c）若理发员的工作速度提高一倍，她多做了多少生意

解答.（a）：
记该过程的转移概率矩阵为：

Q =


q00 q01 q02

q10 q11 q12

q20 q21 q22

 =


−3 3 0

4 −7 3

0 4 −4


由 (P0, P1, P2)Q = 0可以得到：P0 =

16
37 , P1 =

12
37 , P2 =

9
37 .

则：

lim
t→∞

E
[
X(t)

]
= lim

t→∞
0·P (X(t) = 0)+1·P (X(t) = 1)+2·P (X(t) = 2) = 0·P0+1·P1+2·P2 =

30

37

（b）进入店中的比例为：

lim
t→∞

N(t)∑
i=1

1{于时刻Si到的人进入了店中}

N(t)

= lim
t→∞

N(t)∑
i=1

1{X(Si) ̸= 2}

N(t)

= lim
t→∞

P (X(t) ̸= 2)

=1− P2 =
28

37
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（c）在 µ = 8时，我们有

Q =


−3 3 0

8 −11 3

0 8 −8


由此可以解得 P0 =

64
97 , P1 =

24
97 , P2 =

9
97 . 所以此时进入店中的比例为：

1− P2 =
88

97

.

故多服务的顾客人数平均下来为：λ(1− P2)− λ(1− P2) = 3 ·
(
88
97 − 28

37

)
≈ 0.45

习题 21. 求 M/M/s系统的极限分布，并且确定他们存在需要的条件.

解答. 对于M/M/s系统，其生存率和死亡率分别为：

λn = λ

µn =

nµ n ≤ s

sµ n > s

根据生灭过程的极限速率公式，出生的速率应该等于灭亡的速率，从而我们有：

P1 =
λ

µ
P0

P2 =
(λ
µ

)2 1
2!
P0

...

Ps−1 =
(λ
µ

)s−1 1

(s− 1)!
P0

Ps =
(λ
µ

)s 1
s!
P0

Ps+j =
(λ
µ

)s 1
s!

( λ

µs

)j
P0, ∀j ≥ 1

再根据
∞∑
n=0

Pn = 1，我们有：

s∑
n=0

(λ
µ

)n 1

n!
P0 +

λs

µss!

∞∑
j=1

( λ

µs

)j
P0 =

( s∑
n=0

(λ
µ

)n 1

n!
+
(λ
µ

)s 1
s!

λ
µs

1− λ
µs

)
P0

只有在 λ < µs的时候，P0才会存在. 此时

P0 =
1

s∑
n=0

(
λ
µ

)n 1
n! +

(
λ
µ

)s 1
s!

λ
µs

1− λ
µs

Pn =
(λ
µ

)n 1

n!

1
s∑

n=0

(
λ
µ

)n 1
n! +

(
λ
µ

)s 1
s!

λ
µs

1− λ
µs

, ∀0 ≤ n ≤ s

Ps+j =
(λ
µ

)s 1
s!

( λ

µs

)j 1
s∑

n=0

(
λ
µ

)n 1
n! +

(
λ
µ

)s 1
s!

λ
µs

1− λ
µs

, ∀j ≥ 1
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习题 22. 令 Yi = X(i)−X(i−1), (i = 1, ..., n+1)，其中X(0) = 0, X(n+1) = t，且X(1) ≤ ... ≤ X(n)

是一组 n 个独立的 (0, t) 均匀随机变量的次序随机变量，论证 P (Yi ≤ yi, ∀i = 1, ..., n + 1) 是

y1, ..., yn+1的对称函数.

解答. 法一
这道题十分特殊，

(
Y1, ..., Yn+1

)
服从奇异分布，也就是说该联合分布是不存在概率密度也

无法写成分布函数的，原因是他们的取值空间是Rn+1上的一个 n维子空间，其密度只会在 n+1

维空间上的一个低维超平面上进行堆积. 这样的低维空间是勒贝格零测的，从而不存在概率密

度.

为了证明其分布的对称性，我们只能纯纯从定义出发，来验证下面这个等式：

P
(
Y1 ≤ y1, ..., Yn+1 ≤ yn+1

)
= P

(
Yi1 ≤ y1, ..., Yin+1 ≤ yn+1

)
其中 (i1, ..., in+1)是 (1, 2, ..., n = 1)的一个置换.

注意，Y1, ..., Yn+1是由一组独立同分布的 Xn通过某个机制产生的，这个机制具体来说是：

step 1:给定了时刻 t之前有n个事件发生，事件发生的时刻为X(1), ..., X(n)是X1, ..., Xniid ∼
U(0, t)的次序统计量.

step 2: 记：

Y1 = X(1) − 0

Y2 = X(2) −X(1)

...

Yn = X(n) −X(n−1)

Yn+1 = t−X(n)

图示如下：

0 X(1) X(2) X(n−1) X(n) t
Y1 Y2 Yn Yn+1

但是由于
(
Xi1 , ..., Xin

)
与

(
X1, ..., Xn

)
是同分布的，因此

(
X(i1), ..., X(in)

)
与

(
X(1), ..., X(n)

)
也同分布. 对于这组

(
Xi1 , ..., Xin

)
，我们同样也可以按照与之前完全相同的步骤得到Yi1 , ..., Yin+1 .

从而： (
Xi1 , ..., Xin

) d
=

(
X1, ..., Xn

)
⇒

(
Yi1 , ..., Yin+1

) d
=

(
Y1, ..., Yn+1

)
图示如下：

0 X(i1) X(i2) X(in−1) X(in) t
Yi1 Yi2 Yin Yin+1

法二
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这第二种方法可能更有启发性一点，我们考虑这样一个问题：

X ∼ U(0, 1), Y = 1−X (8)

⇒P (X ≤ u, Y ≤ v) (9)

=P (X ≤ u,X > 1− v) (10)

=P (Y ≤ u, Y > 1− v) (11)

=P (Y ≤ u,X ≤ v) (12)

这是因为 X
d
= Y 同理，三个也是一样的：

X1, X2, iid ∼ U(0, 1), X3 = 1−X2 −X1 (13)

⇒P (X1 ≤ u1, X2 ≤ u2, X3 ≤ u3) (14)

=P (X1 ≤ u1, X2 ≤ u2, 1−X1 −X2 > 1− u3) (15)

=P (Xi1 ≤ u1, Xi2 ≤ u2, 1−Xi1 −Xi2 > 1− u3) (16)

=P (Xi1 ≤ u1, Xi2 ≤ u2, Xi3 ≤ u3) (17)

这是因为 (X1, X2)
d
= (Xi1 , Xi2)，其中 (i1, i2)是 (1,2,3)的置换的前两个元. 从而 n个也是一样的

做法...
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3 Chapter 6: Martingale

习题 23 (6.1). 若 {Zn, n ≥ 1}是鞅，那么 ∀1 ≤ k ≤ n，有：

E[Zn|Z1, ..., Zk] = Zk (18)

解答.

E[Zn|Z1, ..., Zk] = E

[
E[Zn|Z1, ..., Zn−1]

∣∣∣∣Z1, ..., Zk

]
= E[Zn−1|Z1, ..., Zk] = ... = Zk (19)

习题 24 (6.2). 若 {Zn, n ≥ 1}是鞅，令 Xi = Zi − Zi−1, ∀i ≥ 1,其中 Z0 = 0. 证明：

Var(Zn) =
n∑

i=1

Var(Xi) (20)

解答.

Var(Zn) =

n∑
i=1

Var(Xi) + 2
∑

1≤i<j≤n

Cov(Xi, Xj) (21)

来证明 Cov(Xi, Xj) = 0即可.

E(XiXj) =E

[
ZiZj

]
−E

[
Zj−1Zi

]
−E

[
Zi−1Zj

]
+E

[
Zi−Zj−1

]
(22)

(23)

注意到：E[ZiZj ] = E[ZiZj−1]，且 E[Zi−1Zj ] = E[Zi−1Zj−1]，上式为 0.

习题 25 (6.4). 考虑一个随机游走：{Xn}n≥0iid ∼

−1 1

q p

，证明以下是鞅：
(
q

p
)Sn (24)

解答.

E[(
q

p
)Sn |(q

p
)Sn−1 , ..., (

q

p
)S1 ] (25)

=(
q

p
)Sn−1 ·E[(

q

p
)Xn |(q

p
)Sn−1 , ..., (

q

p
)S1 ] (26)

=(
q

p
)Sn−1E[(

q

p
)Xn ] = (

q

p
)Sn−1 (27)

习题 26 (6.6). X(n)为一个分支过程第 n代的规模，π0 指这个群体迟早消失的概率，求证以下

是个鞅:

πXn
0 (28)
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解答.

E

[
πXn
0

∣∣∣∣πXn−1

0 , ..., πX1
0

]
(29)

=E

[
π

Xn−1∑
i=1

Zi

0

∣∣∣∣πXn−1

0 , ..., πX1
0

]
(30)

=

Xn−1∏
i=1

E[πZ1
0 ] = π

Xn−1

0 (31)

习题 27. {Xn}均值为 0，方差为 σ2，再令 Sn =
n∑

i=1
Xi. 证明当 Zn = S2

n − nσ2是个鞅

解答.

E

[
Zn

∣∣∣∣Z1, ..., Zn−1

]
(32)

=Zn +E

[
2Sn−1Xn +X2

n − σ2

∣∣∣∣Z1, ..., Zn−1

]
(33)

=Zn +E

[
E

[
2Sn−1Xn +X2

n − σ2

∣∣∣∣X1, ..., Xn−1

]
Z1, ..., Zn−1

]
(34)

=Zn +E

[
E

[
X2

n − σ2

∣∣∣∣X1, ..., Xn−1

]
Z1, ..., Zn−1

]
(35)

=Zn + 0 = Zn (36)

习题 28. 连续投硬币，正面朝上的概率为 p. 求下面序列首次出现所需要的期望时间：

（a）HHTTHHT（b）HTHTHTH

解答.（a）

XN = N − 7− (
1

p4q3
− 1) + 1 + 1 + 1 + (

1

p2q
− 1) + 1 + 1, E[XN ] = 0 (37)

⇒N =
1

p4q3
+

1

p2q
(38)

（b）

XN = N − 7− (
1

p4q3
− 1) + 1− (

1

p3q2
− 1) + 1− (

1

p2q
− 1) + 1− (

1

p
− 1), E[XN ] = 0

(39)

⇒N =
1

p4q3
+

1

p3q2
+

1

p2q1
+

1

p
(40)

习题 29. 令 Zn =
n∏

i=1
Xi，其中 Xi, i ≥ 1是独立的随机变量，同分布为：

P (Xi = 2) = P (Xi = 0) =
1

2
(41)

令 N = min{n : Zn = 0}，请问鞅停止定理是否可以使用.
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解答. 如果鞅停止定理可以使用的话，我们会得到：E[Z1] = E[ZN ]. 但前者是 1，后者恒为 0，

出现矛盾，说明鞅停止定理不可以使用. 下面我们来说明一下课本上的三个条件全都不成立：

1. Z̄n一致有界是不对的. 也就是说不可以存在一个M > 0，使得

P

(
sup
n

Z̄n ≤ M

)
= 1 (42)

这是因为我们观察到：

Z̄n =

2n n ≤ N

0 n > N
(43)

从而有：

P

(
sup
n

Z̄n ≤ M

)
(44)

=P

( ∞⋃
k=1

{sup
n

Z̄n ≤ M,N = k}
)

(45)

=P

( ∞⋃
k=1

{2k ≤ M,N = k}
)

(46)

=P

(
2N ≤ M

)
(47)

=P

(
N ≤ logM

log 2

)
̸= 1, ∀M > 0 (48)

也就是说对于任意一个有限大的M，我们总是有 P

(
supn Z̄n ≤ M

)
< 1,因此是无法一

致有界的.

2. N 有界，也是不对的. 因为 N 作为几何型随机变量总是有一定的概率可以取到任意大的

值.

3. 存在一个M，使得

E

[
|Zn+1 − Zn|Z1, ..., Zn

]
≤ M, ∀n (49)

这也是不对的. 因为：

E

[
|Zn+1 − Zn|Z1, ..., Zn

]
(50)

=E

[
|ZnXn+1 − Zn|

∣∣∣∣Z1, ..., Zn

]
(51)

=E

[
|Zn · 2− Zn|

∣∣∣∣Z1, ..., Zn

]
1

2
+E

[
|Zn · 0− Zn|

∣∣∣∣Z1, ..., Zn

]
1

2
(52)

=E

[
|Zn|

∣∣∣∣Z1, ..., Zn

]
(53)

=E

[
Zn

∣∣∣∣Z1, ..., Zn

]
(54)

=Zn (55)

对于一个给定的M > 0，总是可以存在一个 ñ，使得 2ñ > M，从而：

P (Zk > M) ≥ 1

2ñ
, ∀k > ñ (56)
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因此：

P

(
sup
n

E

[
|Zn+1 − Zn|Z1, ..., Zn

]
≤ M

)
= 1 (57)

是不可能的.

习题 30. 盒子里面一开始一白一黑，每一步从中抽取一个球且将它和一个与它同色的球放回盒
子中，以 Zn记在第 n次取放后盒子中白球的比例：

（a）证明 {Zn}是鞅.

（b）证明在盒子中的白球曾经大于 3/4的比例至多是 2/3.

解答.（a）

以Xn记，在第 n次取放之后，盒子中白球的个数. 从而黑球的个数为：n+2−Xn, Zn = Xn
n+2 .

注意到：

Xn|Xn−1 ∼

Xn−1 + 1 Xn−1

Xn−1

n+1 1− Xn−1

n+1

 (58)

从而：

E

[
Zn

∣∣∣∣Z1, ..., Zn−1

]
(59)

=E

[
Xn

n+ 2

∣∣∣∣X1, ..., Xn−1

]
(60)

=
Xn−1

n+ 1
· Xn−1 + 1

n+ 2
+ (1− Xn−1

n+ 1
)
Xn−1

n+ 2
(61)

=
Xn−1

n+ 1
= Zn−1 (62)

是鞅.

（b）

E[Zn] = E

{
E

[
Xn

n+ 3

]∣∣∣∣Xn−1

}
(63)

=E

{
Xn−1

n+ 1
· Xn−1 + 1

n+ 2
+ (1− Xn−1

n+ 1
)
Xn−1

n+ 2

}
(64)

=E

{
Zn−1

}
= ... = EZ1 =

1

2
(65)

从而：

P

(
max{Z1, ..., Zn} >

3

4

)
≤ EZn

3
4

=
2

3
(66)

则：

P

(
sup
n

Zn >
3

4

)
≤ 2

3
(67)

习题 31. 考虑独立丢硬币，而令 P (正面)是每次投掷出正面的概率.

A = {P (正面) = a} (68)

B = {P (正面) = b} (69)
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以 Xi记第 i次投掷的结果，并令：

Zn =
P (X1, ..., Xn|A)

P (X1, ..., Xn|B)
(70)

证明：若 B 正确，则：

（a）Zn是个鞅，而且

（b） lim
n→∞

Zn以概率为 1存在.

（c）若 b ̸= a，则 lim
n→∞

Zn是什么？

解答.（a）

E

[
Zn|Z1, ..., Zn−1

]
(71)

=E

[
Pa(X1, ..., Xn)

Pb(X1, ..., Xn)

∣∣∣∣Z1, ..., Zn−1

]
(72)

=E

[
Zn−1 · (

a

b
)Xn(

(1− a)

(1− b)
)1−Xn

∣∣∣∣Z1, ..., Zn−1

]
(73)

=Zn−1 (74)

（b）由于这是一个非负的鞅，因此以概率为 1地存在收敛极限.

（c）如果 b ̸= a，则： lim
n→∞

Zn = 0

Zn =
n∏

i=1

(
a

b
)Xi(

1− a

1− b
)1−Xi (75)

⇒ logZn =
n∑

i=1

Xi(log
a

b
− log

1− a

1− b
) + n log

1− a

1− b
(76)

⇒ logZn

n
=

n∑
i=1

Xi

n
(log

a

b
− log

1− a

1− b
) + log

1− a

1− b

a.s→ b log
a

b
+ (1− b) log

1− a

1− b
(77)

< log(b · a
b
+ (1− b)

1− a

1− b
) = 0 (78)

⇒ lim
n→∞

logZn = −∞, almost surely (79)

⇒ lim
n→∞

Zn = 0, almost surely (80)
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4 Chapter 8: Brownian process

习题 32 (8.1). 令 Y (t) = tX(1t )，则：

（a）Y (t)的分布是什么？

（b）计算 Cov(Y (s), Y (t)).

（c）论证 Y (t)也是布朗运动.

（d）利用（c）来证明

P (T = 0) = 1 (81)

解答.（a）Y (t)的分布是什么？

Y (t) = tX(
1

t
) ∼ N (0, t2

1

t
) = N (0, t) (82)

（b）计算 Cov(Y (s), Y (t)).

Cov(Y (s), Y (t)) = Cov(sX(
1

s
), tX(

1

t
)) = Cov(sX(

1

s
)− tX(

1

t
), tX(

1

t
)) + Cov(tX(

1

t
), tX(

1

t
)) = min{s, t}

(83)
（c）论证 Y (t)也是布朗运动，来验证独立增量和平稳增量. 任取 0 < s1 < s2 < t1 < t2，计算

Cov(Y (t2)− Y (t1), Y (s2)− Y (s1)) = 0，在由于联合分布是正态分布时，不相关就是独立，因此

可得独立增量性. 为了得到平稳增量性，我们取 0 < h < t < t + h，来证明 Y (t + h) − Y (t)和

Y (h)是同分布的，首先他们都是正态分布，因此只要证明其均值和方差都相等即可. 而均值均

为 0，为了验证方差只需要取验证：Var(Y (t+ h)− Y (t)) = h即可.

（d）利用（c），我们有：

T = inf
{t:X(t)=0}

t (84)

T−1 = sup
{t:X(t)=0}

t−1 (85)

T−1 = sup
{t:X(t)=0}

t−1 (86)

T−1 = sup
{s:Y (s)=0}

s (87)

我们断言，其实必须要有：

P (T−1 = ∞) = 1 (88)

这是因为对于任意一个M > 0:

P
(

sup
{s:Y (s)=0}

s < M
)

(89)

=P
(
Y (t)不再变号, ∀t > s

)
(90)

=P
(
Y (t)不再变号, ∀t > 0

)
(91)

=1− P
(
Y (t)会碰到 0, ∃t > 0

)
= 0 (92)

从而：P (T = 0) = 1
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习题 33 (8.4). 以 Z(t)记一个布朗桥过程，证明以下是个布朗运动.

X(t) = (t+ 1)Z(
t

t+ 1
) (93)

解答. X(0) = 0和 X(t) ∼ N (0, t)以及 Cov(X(s), X(t)) = min{s, t}都很好验证，下面来说明
独立平稳增量性：

∀0 < s1 < t1 < s2 < t2 (94)

X(t1)−X(s1)

X(t2)−X(s2)

 =

−1 1 0 0

0 0 −1 1



X(s1)

X(t1)

X(s2)

X(t2)

 (95)

∼ N
(−1 1 0 0

0 0 −1 1



0

0

0

0

 ,

−1 1 0 0

0 0 −1 1



s1 s1 s1 s1

s1 t1 t1 t1

s1 t1 s2 s2

s1 t1 s2 t2




−1 0

1 0

0 −1

0 1


)

(96)

∼ N
(0

0

 ,

t1 − s1 0

0 t2 − s2

)
(97)

从中可以看出独立增量性和平稳增量性.

习题 34 (8.5). 随机过程 X(t)，如果：∀n, a, t1, ..., tn，都有：(
X(t1), ..., X(tn)

)
d
=

(
X(t1 + a), ..., X(tn + a)

)
，则称这个过程是平稳的.

（a）证明高斯过程是平稳的等价于 Cov(X(s), X(t))只依赖于 t− s，并且 EX(t) = c是个常

数.

（b）令 X(t)是个布朗运动，证明：

V (t) = e−
αt
2 X(αeαt)

是平稳的高斯过程.

解答.（a）

若平稳，则：Cov(X(s), X(t)) = Cov(X(0), X(t − s))，从而只依赖于 t − s，且 EX(t) =

EX(0) = c

若Cov(X(s), X(t))只依赖于 t−s，并且EX(t) = c是个常数，则
(
X(t1), ..., X(tn)

)
与
(
X(t1+

a), ..., X(tn + a)

)
的均值向量和协方差矩阵都相同，从而同分布.

（b）只要计算：

Cov(V (s), V (s)) = αe−
α
2
(t−s) (98)

即可.

45



习题 35 (8.7). 求三个分布：

|X(t)| (99)

| min
0≤s≤t

X(s)| (100)

max
0≤s≤t

X(s)−X(t) (101)

解答. 其实这三个是同分布的.

（a）

P (|X(t)| > y) = P (X(t) ≥ y) + P (X(t) ≤ −y) = 2P (X(t) ≥ y) (102)

（b）

P (| min
0≤s≤t

X(s)| ≥ y) = P ( min
0≤s≤t

X(s) ≥ y) + P ( min
0≤s≤t

X(s) ≤ −y) = 0 + P ( max
0≤s≤t

X(s) ≥ y) = 2P (X(t) ≥ y)

(103)
（c）

P ( max
0≤s≤t

X(s)−X(t) ≥ y) = P ( max
0≤s≤t

X(s) ≥ y) = 2P (X(t) ≥ y) (104)

习题 36 (8.9). 记M(t) = max
0≤s≤t

X(s), Y (t) = M(t)−X(t)，证明：

P (M(t) > a|Y (t) = 0) = e−
a2

2t , ∀t > 0 (105)

解答. 由于：

P (M(t) ≤ m,X(t) ≤ x) =
1√
2πt

∫ x

x−2m
e−

u2

2t du (106)

先来计算其 pdf：f(M(t),X(t))(m,x)，为此，任取 h, l足够小，记 ϕ(u) = 1√
2πt

e−
u2

2t

P (x ≤ X(t) ≤ x+ l,m ≤ M(t) ≤ m+ h) (107)

=

∫ x+l

x+l−2m−2h
ϕ(u)du−

∫ x

x−2m−2h
ϕ(u)du−

[ ∫ x+l

x+l−2m
ϕ(u)du−

∫ x

x−2m
ϕ(u)du

]
(108)

=ϕ(x+ l − 2m− 2h)(2m+ 2h)− ϕ(x− 2m− 2h)(2m+ 2h) + o((2m+ 2h)) (109)

−
[
ϕ(x+ l − 2m)2m− ϕ(x− 2m)2m+ o((2m))

]
(110)

=ϕ′(x− 2m− 2h)(2m+ 2h)l + o(hl)− ϕ′(x− 2m)2ml + o(l) (111)

=2hlϕ′(x− 2m) + o(hl) (112)

⇒f(M(t),X(t))(m,x) = 2ϕ′(x− 2m) (113)

再来计算 f(M(t),Y (t))(m, y)：

f(M(t),Y (t))(m, y) = f(M(t),X(t))(m(m, y), x(m, y))

∣∣∣∣∂(m,x)

∂(m, y)

∣∣∣∣ = 2ϕ′(−y −m)1{y ≥ 0,m ≥ 0}

(114)

而另一方面，可以从 [8.7]中的 P (Y (t) ≥ y) = 2P (X(t) ≥ y)来获得 fY (t)(y) =
2√
2πt

e−
y2

2t 1{y ≥
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0}，当然直接对联合分布中将m积分积掉也可以，但是会比较复杂. 从而我们得到了：

f[M(t)|Y (t)=0](m) =
f(M(t),Y (t))(m, 0)

fY (t)(0)
= e−

m2

2t · m
t
1{m ≥ 0} (115)

⇒P (M(t) > a|Y (t) = 0) =

∫ ∞

a
f[M(t)|Y (t)=0](m)dm =

∫ ∞

a
e−

m2

2t · m
t
dm = e−

a2

2t (116)

习题 37. 计算直至布朗运动击中 x为止的时刻 Tx的密度函数.

P (Tx ≤ y) = 2P (X(y) ≥ x) = 2(1− Φ(x/
√
y)) (117)

⇒fTx(y) = y−
3
2ϕ(

x
√
y
)1{y ≥ 0} (118)

习题 38. 计算

P (T1 < T−1 < T2) (119)

P (T1 < T−1 < T2) = P (T1 < T−1, T−1 < T2) (120)

=P (T−1 < T2|T1 < T−1)P (T1 < T−1) (121)

=P (T−2 < T1)P (T1 < T−1) (122)

=
1

3
· 1
2
=

1

6
(123)
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